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Resumo

A Teoria de Valores Extremos (EVT) focou inicialmente a sua atengao no estudo do
comportamento do méximo de sucessoes de variaveis aleatorias independentes e identi-
camente distribuidas (i.i.d.). A publicacao do Teorema de Tipos Extremais por Leonard
Tippett, Sir Ronald Fisher e Boris Gnedenko, na primeira metade do século XX, permitiu
concluir que esse comportamento pode ser bem modelado por uma das trés distribuicoes
max-estaveis - Gumbel, Fréchet e Weibull. Von Mises e Jenkinson definiram que a classe
de distribuicoes max-estaveis pode ser expressa por uma unica expressao, a distribuicao
Generalizada de Valores Extremos (GEV), dependente de apenas um anico parametro, a
menos de localizacdo e escala, designado por Indice de Valores Extremos (EVI) e que da

a forma da distribuicao.

A inferéncia estatistica acerca de acontecimentos raros podera, por exemplo, ser feita
por dois caminhos: as abordagens paramétrica e semi-paramétrica. Na primeira metodo-
logia supoe-se que ha um modelo paramétrico que se ajusta a amostra de observagoes i.i.d.
Existem alguns métodos neste tipo de abordagem, por exemplo, o Método dos Méximos
Anuais, o Método POT (Peaks over Threshold) e o Método das Maiores Observagoes.
J& a abordagem semi-paramétrica, pressupoe apenas que a distribuicao subjacente aos
dados em estudo pertence a algum dominio max-estavel, mas nao é proposto nenhum
modelo paramétrico. O objetivo principal prende-se com a estimagao do EVI, que sera
feita selecionando as observacoes da amostra que se encontram acima de um determinado
nivel aleatorio (Peaks-Over-Random-Threshold - PORT).

A EVT é cada vez mais aplicada em diversas areas, sendo a hidrologia uma delas.
Neste campo é fundamental ter o conhecimento sobre precipitacao elevada, a sua duracao
e intensidade. O planeamento de estratégias de impacto-contencao de inundagoes, prin-
cipalmente em &reas densamente povoadas, bem como o desenvolvimento de estruturas

hidroelétricas, sao alvo da analise e modelacao deste tipo de acontecimentos extremos.

Nesta tese serd aplicada uma analise em valores extremos a uma amostra de niveis plu-
viométricos de Barcelos. Serao usadas as duas metodologias mencionadas anteriormente,

com o objetivo de descrever e prever o comportamento de niveis elevados de precipitacao,

ix



nesta cidade. Em particular, serao estimados quantis extremais, niveis de retorno, perio-
dos de retorno, probabilidades de excedéncia e limite superior do suporte. Na abordagem
paramétrica serao usados os métodos de maxima verosimilhanca e dos momentos ponde-
rados de probabilidade para a estimacao pontual, e o método profile log-likelihood para

a estimacao intervalar.

Palavras-chave: Teoria de Valores Extremos, Método dos Maximos Anuais, Método

POT, Método das Maiores Observagoes, Abordagem Semi-Paramétrica, Precipitacao.



Abstract

Extreme Value Theory (EVT) deals with the stochastic behavior of the extreme va-
lues in a process. The behavior of the maxima of independent and identically distributed
(i.i.d.) random variables can be described by the three max-stable distributions - Gumbel,
Fréchet and Weibull - as suggested by Leonard Tippet, Sir Ronald Fisher and Boris Gne-
denko (1928). Von Mises and Jenkinson defined the Generalized Extreme Value (GEV)
distribution, which comprises the three extreme value distributions, depending on the

value of the shape parameter, called Extreme Value Index - EVI.

There are different ways of mapping observations of a rare event yielding alterna-
tive approaches to statistical inference on extreme values: the parametric and the semi-
parametric methods. In a parametric approach, the main assumption regards the existence
of a suitable class of models for describing the random variable attached to the process
that is generating the data under study. There are different methods in this approach
as the Block of Annual Maxima method, the Peaks-Over-Threshold (POT) method and
the Largest Observations method. Following a semi-parametric approach, the only as-
sumption made is that the underlying distribution function belongs to the max-domain of
attraction of some extreme value distribution. The primary goal is to estimate the EVI.
In this method, all the inference is based on a portion of the sample above a random level
to be determined (Peaks-Over-Random-Threshold - PORT).

EVT can be applied to several areas. One of these is hydrology. Precipitation ex-
tremes, their duration and their intensity are of interest in the field of hydrology. The
planning of flood impact-curbing strategies, especially in highly populated areas, as well as
the development of hydroelectric structures, is closely linked to the analysis and modelling

of this type of extreme event.

This thesis provides the application of extreme value analysis to rainfall data collec-
ted at Barcelos. The previous two approaches are applied to the data to describe the
extremes of rainfall and to predict its future behavior. In particular, estimates are given
for extreme quantiles, return levels, return periods, exceedance probability and right end-

point. In the parametric approach, it will be used the maximum likelihood or probability
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weighted moments methods for estimation and the profile log-likelihood method for the

corresponding confidence intervals.

Keywords: Extreme Value Theory, Block of Annual Maxima method, POT method,

Largest Observations method, Semi-parametric approach, Rainfall.
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Capitulo 1
Introducao

Embora as atividades humanas possam provocar catastrofes muito graves para a vida
do planeta, os maiores cataclismos que a ameacam resultam de processos naturais que
nao os podemos impedir nem controlar. Essas catastrofes sao inevitaveis, mesmo quando
previsiveis. Vivemos num planeta vivo, em mudanca desde que nasceu, ou seja, ha 4.5
bilioes de anos. Muitos dos desastres que o atingem resultam desta instabilidade. Uma
dessas grandes manifestacoes sao as tempestades e a precipitagdo excessiva, que seré,

precisamente, o foco desta dissertacao.

Por cima da crusta terrestre e dos oceanos estende-se uma camada externa moével, a
atmosfera. E composta por uma mistura de gases retida a volta da Terra pela gravidade,
mas que se torna mais leve a medida que a altitude aumenta, antes de se perder no
vazio sideral. Os raios de sol passam através deste invélucro gasoso para aquecer as
superficies solidas e liquidas do planeta; uma pequena parte deste calor é refletida para
cima, formando assim correntes de ar verticais. O calor do sol, associado a estas correntes
atmosféricas, comanda assim o ciclo da dgua - evaporagao e precipitacao. Este processo
continuo faz circular a dgua entre os oceanos, a atmosfera e a terra, transformando-a em
vapor e em gelo, e inversamente. Esta atividade da origem a tempestades, por vezes,
muito violentas. Os rios transbordam e arrasam as margens, inundando regioes de terras
normalmente secas. Imparéaveis, infiltrando-se por todo o lado, as inundagoes sao quase
sempre uma verdadeira calamidade para as atividades humanas. Em contrapartida, as
condigoes atmosféricas podem privar de humidade, zonas habitualmente bem irrigadas. A
seca destréi entao toda a vegetacao e tem efeitos devastadores na fauna, além de favorecer

incéndios.

As nossas vidas sao demasiado curtas, e o Homem apareceu ha demasiado pouco tempo
para que possamos entender como normais, os fendmenos que afetam a Terra. Este planeta

foi formado por 4.5 bilides de anos de atividade, como ja referido. As civiliza¢oes humanas
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tém apenas uma milionésima parte desse tempo. A duracao média da vida de um terrestre
é inferior a um século. Por isso, nao podemos mais do que entrever essas manifestacoes
naturais. H4 muito que os seres humanos se consideram os senhores do Mundo, e ficam
simultaneamente surpreendidos e horrorizados quando a Natureza se enfurece e ameaca
uma cidade, um porto, plantacoes inteiras, ou seja, tudo o que esteja relacionado com as
suas vidas. Uma vez assente o p0, socorridas as vitimas e limpos os destrocos, esquecemos

tudo, para conhecer novamente a surpresa e o horror quando a catastrofe se repete.

Nao se consegue impedir essas manifestacoes naturais de acontecerem, mas o ser hu-
mano pode tentar prever a sua ocorréncia. Muitos pensam que, por exemplo, a quantidade
de 4gua que cai em forma de precipitacao nao segue nenhuma regra, mas talvez as coisas
nao sejam bem assim. A Teoria de Valores Extremos (EVT, do inglés Extreme Value
Theory) pode dar uma ajuda nessa interpretagao. A EVT tem-se revelado cada vez mais
importante em varias areas onde é fundamental ter o conhecimento do comportamento
de valores demasiado elevados (ou baixos). Compreender o padrao de ocorréncias desses
valores pode dar um auxilio na prevencao e, consequentemente, na reducao dos potenciais

efeitos catastroficos que poderao causar na Humanidade.

A EVT tornou-se um dos mais importantes ramos da estatistica nos tltimos 70 anos.
A principal caracteristica distintiva de uma anéalise em valores extremos é o facto de se pre-
tender quantificar o comportamento estocastico de um processo com niveis extremamente
elevados ou baixos, como ji referido. Em particular, este tipo de andlise, geralmente,
requer a estimacao de probabilidades de acontecimentos que sao mais extremos do que
qualquer um que ja tenha sido observado, ou seja, a EVT permite a extrapolacao para

além da amostra disponivel.

Cada vez mais, outras ciéncias recorrem a técnicas de valores extremos para obte-
rem respostas fundamentais. O dominio de aplicacao da EVT é bastante diversificado:
na hidrologia, na meteorologia, na geologia, nos seguros, na economia e financas, nas

telecomunicagoes, nas engenharias civil, biomédica e aeronautica, etc.

No campo da hidrologia, sao considerados pontos chave a precipitacao elevada, a sua
duracao e intensidade. As inundacoes, devido a elevados niveis pluviométricos, sempre
foram um problema para a Sociedade, devido & grande perda humana, material e finan-

ceira. (Quantas vezes nao vemos, ouvimos ou lemos noticias como:

"Chuva intensa provoca derrocadas e inundacoes na Madeira."

In O Publico, 20-02-2010



"Ministro das Financas diz que as condicoes meteorologicas nos primeiros trés meses do

ano prejudicaram a atividade da construgdo, o que prejudicou o investimento!”

In Agéncia Lusa, 07-06-2013

"Chuva intensa afecta producao agricola.”

In Jornal de Noticias, 18-05-2011

"Pelo menos 45 mortos e 50 desaparecidos por chuvas na India."

In UOL.NOTICIAS, 17-06-2013

"Chuvas mataram 1310 portugueses e deizam quase 42 mil desalojados, nos ultimos 150

anos. "

In O Pdablico, 25-11-2012

Portanto, ter o conhecimento da frequéncia com que estes eventos extremos ocorrem,
é de grande importancia para que possa haver um trabalho de prevencao, para se evitar
ou diminuir as perdas dai resultantes. A EV'T tem auxiliado na predicao destes valores.
O planeamento de estratégias de impacto-contencao de inundacgoes, principalmente em
areas densamente povoadas, bem como o desenvolvimento de estruturas hidroelétricas,
estao intimamente associados & analise e modelacao deste tipo de acontecimentos extre-
mos. Com a EVT, por exemplo, poder-se-a estabelecer valores confidveis para os niveis
de precipitacao e para os periodos de retorno desses niveis, definir um limite a partir
do qual se podera dizer que se estd num estado de calamidade/desastre e quantificar a
probabilidade disso acontecer. A EVT vem, assim, mudar a visao errada da Sociedade, de
que os danos acontecem sempre devido a uma excecao, que ocorrem ao acaso, provocado

por algum agente externo.

Na sequéncia da Tese de Doutoramento de Nascimento (Nascimento, 2009), foi pu-
blicado por Nascimento, Gamerman and Lopes| (2012) uma abordagem Bayesiana semi-
paramétrica a estimacao de valores extremos. Nesse estudo sao estimados quantis eleva-
dos, de probabilidades 0.95, 0.99, 0.999, 0.9999 e 0.99999, para os niveis pluviométricos
na cidade de Barcelos. Nesta dissertacao pretende-se aplicar uma analise em valores ex-
tremos alternativa a esse mesmo conjunto de observagoes. Um dos objetivos primordiais
serd identificar o comportamento da cauda direita da distribuicao subjacente a estes ni-

veis de precipitacao. Consequentemente, poder-se-20 obter estimativas desses mesmos
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quantis, que posteriormente poderao ser comparadas com as obtidas nesse estudo recente,
e de outras quantidades importantes que poderao ajudar a perceber, um pouco melhor,
o comportamento dos niveis de precipitacao, nesta cidade portuguesa, que por se situar
no norte de Portugal e numa zona predominantemente montanhosa, costuma ter invernos

muito pluviosos.

Com vista a concretizacao destes objetivos, o capitulo dois desta tese serd dedicado a
apresentacao dos resultados fulcrais da teoria de valores extremos. Os dois capitulos se-
guintes focarao duas abordagens possiveis em valores extremos, a paramétrica, no capitulo
trés, e a semi-parameétrica, no capitulo quatro. Em ambos serao evidenciados os topicos
mais importantes para cada uma destas metodologias. No capitulo cinco sera efetuada a
analise em valores extremos ao conjunto de dados referentes aos niveis pluviométricos em
Barcelos. Serao aplicadas as metodologias apresentadas nos capitulos anteriores e, espera-
se assim, obter respostas sobre o comportamento dos niveis elevados de precipitacao, nesta
regiao portuguesa, e consequentemente, ir ao encontro dos objetivos inicialmente propos-
tos e acima apresentados. Por fim, no capitulo seis, serdo feitas algumas consideragoes
finais sobre o estudo realizado e indicados possiveis problemas em aberto que poderiam

ser desenvolvidos.



Capitulo 2

A Teoria Assintotica de Valores

Extremos

2.1 Introducao

A Teoria de Valores Extremos (EVT, do inglés Extreme Value Theory) é um ramo pro-
babilista de suporte a Estatistica que lida com situagoes em que os dados sao inexistentes
ou se existem sao escassos, os chamados acontecimentos raros ou extremos. A EVT vai
ajudar a descrever e a quantificar o comportamento desses acontecimentos, procurando
estimar uma possivel distribuigao limite para os maximos (ou minimos) da amostra com-

posta por variaveis aleatorias (v.a.’s) independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).

Considere-se que os dados em estudo sao observacoes provenientes de uma amostra
de via’s (X1, Xs,..., X,,) i.i.d. com fungao distribui¢ao (f.d.) F e fungao densidade de
probabilidade (f.d.p.) f. Se se ordenar esta amostra por ordem crescente, as corres-
pondentes estatisticas ordinais (e.0.’s) poderao ser denotadas por (Xi.,, Xowm, ..., Xnn),
com Xi., < Xo, < ... < X,... O i-ésimo elemento desta sequéncia, X;.,, serd a i-
ésima, estatistica de ordem da amostra, com ¢ = 1,...,n. Sendo assim, a primeira e a
ultima estatisticas de ordem, Xi., e X,,.,, serao, respetivamente, o minimo e o maximo

de (Xl,XQ, c. 7Xn)

Nesta dissertacao, ir-se-a dar destaque ao méximo e por questoes de comodidade este
passara a ser representado por M, ou seja, M, = X,., = max{X;, Xo,..., X,;}. A f.d.

do maximo exprime-se facilmente em termos da f.d. F":



6 Capitulo 2. A Teoria Assintética de Valores Extremos

Fy,(z) = P(M, <x)
= PX;<z,....X,<x)
= P(X;<x)x---xP(X, <z
= F(z) x---x F(x)
= ["(z)

Contudo, este resultado nao ¢é util quando nao se conhece a f.d. F'. Sendo assim, e por-
que muitas vezes o que se pretende é o méximo de um grande ntiimero de varidveis, pode-se
modelar este maximo usando argumentos assintéticos. Se se observar o comportamento
de F" quando n — oo, constata-se que:

lim F"(z) =

n—oo

0, F(z)<1
1, F(x)=1
Tem-se desta forma que o maximo converge em distribuicao para o limite superior do

suporte, ', de F. Ou seja,

M, L 2F com 2f:= sup{z : F(z) < 1}.

n—o0

Sendo assim, a distribuicao assintética de M,, é degenerada (pois s6 toma os valores
0 ou 1). Mas, para fazer qualquer tipo de inferéncia para o maximo é preciso que este
tenha um comportamento assintético nao-degenerado. A solugao serd proceder a uma
normalizagao linear de M,,, tal como se passa no caso da teoria assintotica para as somas,

com o Teorema do Limite Central.
Teorema 2.1 (Teorema do Limite Central). Considere-se uma sequéncia de v.a.’s

id.d X1, Xo, .., Xy ..o, com E[X;] = pu e Var[X;] = 0? < +00. Enlao,

2ig Xi —np _4,
\/ﬁa n—00

Efetuando um procedimento semelhante, o maximo normalizado tera a forma

Z ~ N(0,1).

M, — b,
a,

para sequéncias reais a, > 0 e b, tal que:

Mn_bn d
EEE—— —

an, n—00

Y ~ G, (2.1)

com G uma f.d. nao-degenerada.
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2.2 Distribuicoes Limite do Maximo

A f.d. G indicada em (2.1)) é ndo-degenerada, entdo, para qualquer ponto x pertencente

ao dominio de continuidade de G, tem-se:

M, — b, .
lim P(— < m) = lim P(M, <a,z+b,)
n—00 Ay, n—00
= lim F"(a,z + by) (2.2)
n—oo
= G(z).

Quando tal é possivel (e, portanto, existem as sucessoes reais a,, > 0 e b,), diz-se que
a f.d. F pertence ao dominio de atracao da distribui¢ao limite do maximo (G). Este

conceito pode ser visto em detalhe na definicao que se segue.

Defini¢ao 2.1 (Dominio de Atracao). Uma f.d. F pertence ao maz-dominio de atra¢dio
de G, e escreve-se F' € D(G), se existem duas sucessoes reais a, > 0 e b, tais que, para

todo o ponto x pertencente ao dominio de continuidade de G, se tem (2.2)).

Antes de se determinar que distribui¢oes limite pode assumir a fun¢ao G, vejamos o

que sao distribuicoes do mesmo tipo:

Definigao 2.2 (Distribuigées do mesmo tipo). Duas distribui¢oes Fy e Fy dizem-se

do mesmo tipo se existem constantes reais a > 0 e b tais que

Fy(az +b) = Fi(x).

Quer isto dizer que, distribuicoes do mesmo tipo sao a mesma a menos de parametros de

localizacao e de escala.

Associado a este conceito, o teorema seguinte sobre a convergéncia de distribuicoes do
mesmo tipo, vem demonstrar que as sucessoes a,, e b, nao sao tnicas e que se uma f.d. F

pertence a um determinado dominio de atracao, entao nao pertence a mais nenhum.

Teorema 2.2 (Convergéncia de tipos de Khinchin). Sejam Fy e F, duas distribui¢ées

nao-degeneradas.

i. Suponha-se que existem f.d. F,, e sucessoes reais a, >0, o,, >0, b, e R e 5, € R
tais que F,(a,x + b,) e Fp(anx + B,) convergem fracamente para Fy(z) e Fy(z),
respetivamente, isto €, F,(anx + by,) — Fi(2) e Fy(anz + B,) — Fy(x). Entao,

n—oo n—oo

quando n — o0,

a, — " b e Fy(x) = Fi(ax+Db).
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(Isto €, (aun, B,) sao assintoticamente equivalentes a (ay,,by,) € Fy e Fy sao distribui-
¢oes do mesmo tipo.)

it. Inversamente, se < — a > 0, % — b e Fy(a,x + b,) — Fy(z) entdo

n—o0

F,(anx + 5y) Tﬁo Fi(az +b).

Entao quais sao as distribuicoes limite para o maximo normalizado de uma amostra
aleatoria (a.a.)? Essa resposta foi inicialmente dada por Fisher and Tippett| (1928)). |Gne-
denko| (1943) faz a primeira demonstracao rigorosa deste resultado. Mais tarde, |[de Haan
(1970) veio desenvolver o conceito de variagdo regular, o qual passou a ser usado como

uma importante ferramenta analitica na teoria de valores extremos.

Teorema 2.3 (Teorema de Fisher-Tippett-Gnedenko). Se ezistemn sucessoes reais

a, >0 e b,, tais que

lim P

n—o0

M, — b, ,
— < x] = lim F"(a,x + b,) = G(z),
A, n—00

para alguma f.d. G nao-degenerada, entao G € do mesmo tipo de uma das sequintes

distribuicoes:

i. Tipo I: G(z) = A(x) = exp(—exp(—x)), para x € R;

0, <0,

ii. Tipo II: G(z|a) = $y(z) =
exp(—z~%), x>0, a>0;

exp(—(—2)%), =<0, a>0,

wi. Tipo II: Glz|la) = Y, (2) =
o IIT: G(z]a) <>{1’ T

O teorema afirma, portanto, que o maximo devidamente normalizado converge em
distribuicao para uma v.a. cuja distribuicao serd uma das identificadas por Tipo I, II e III.
Estas trés familias de distribuicao sao conhecidas pelas Distribuicoes de Valores Extremos.
Em particular, a distribuicao do Tipo I é chamada de Gumbel, a de Tipo IT de Fréchet
e a de Tipo III de Weibull (de maximos). Cada uma destas familias de distribuigao
pode ter os seus parametros de localizacao (\) e de escala (0). Adicionalmente, a familia
de distribuicoes de Fréchet e Weibull tém um parametro de forma («). Se a localiza¢ao
e a escala forem diferentes de 0 e 1, respetivamente, entao, nas expressoes indicadas no

teorema bastara aplicar a transformacao habitual & v.a., isto é:
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A\, ) :A(x;A>; Py (]A, 0) =<I>a<ng) e Ya(z[),0) :‘I’a<ng)’

comAERed>0.

Estas distribuicoes também sao denominadas de max-estaveis. Vejamos, em primeiro

lugar, o significado desse conceito:

Defini¢ao 2.3 (Max-estabilidade). Uma distribuicao G diz-se maz-estdvel se existem

constantes reais Ar > 0 e By, tais que

G*(z) = G(Apx + By), Vk.

Se existe uma distribuicao limite para o méximo normalizado, esta terd que ser max-
estavel. Ora, como as tnicas possibilidades sao as trés familias referidas anteriormente,
vem que estas sao as unicas distribuicbes max-estaveis. A ideia da demonstracdo deste
facto, passa por se considerar que se tem k a.a., cada uma de dimensao n. Entao, poder-se-
4 considerar que M, ¢ o maximo de k maximos M,, (em que cada um deles é o maximo de
uma amostra de dimensao n), ou que M, é o maximo da amostra conjunta de dimensao
n X k. Entao, considerando que a distribuicao limite de Ma—;b" é G,coma, >0eb, €R,
para um n suficientemente elevado ter-se-a P(M’&—;b” < x) ~ G(x) (resultado (2.2)),
ou equivalentemente, P(M, < x) =~ G(a,z + b,). Logo, para qualquer inteiro k, n X k

também sera suficientemente elevado e, como tal,

ou seja,

P(Mux < x) ~ G(ankx + bug). (2.3)

Mas, M, ¢ o maximo de k variaveis que tém a mesma distribuicao de M, e, assim,

k
My —b M, —b
p<M§$>: p(MSJ;)] ~ GMz),
Ak Qp,

ou equivalentemente,

P(M,, < z) = [P(M, < x)]k ~ G*(apr +by,). (2.4)
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Segundo Fisher and Tippett| (1928)), estas duas perspetivas, (2.3) e (2.4), sdo equivalentes.
As duas distribuicdes limite G e G* sao do mesmo tipo e as constantes normalizadoras

sdo assintoticamente equivalentes (Teorema [2.2), isto é,

An ke bk—b
L—>Ak:7 u_>Bk

Ay, N—>00 an, n— 00

e, assim,

Portanto, tem-se que G é max-estavel. E sendo G a distribuicao limite do maximo nor-
malizado, vem que G pertence a um dos trés dominios de atracao ja referidos, Gumbel,
Fréchet ou Weibull.

2.3 Distribuicao Generalizada de Valores Extremos

Ja foi referido que existem trés possiveis distribuigoes limite para o maximo devida-
mente normalizado. Contudo, é possivel trabalhar com uma familia que abrange essas trés
possiveis familias de distribui¢oes limite. von Mises (1936) e Jenkinson| (1955)) unificaram
as familias Gumbel, Fréchet e Weibull na Generalizada de Valores Extremos (GEV) com
f.d. dada por:

xp ( — x) T
Gl = Gyfa) = { P AT T =020

exp (— exp(— 1)), zeR, v=0,

onde 7y é o parametro de forma, também denominado de Indice de Valores Extremos (EVI,
do inglés Extreme Value Index). Pode ser obtida uma versao mais geral para a f.d. GEV,

introduzindo dois parametros, um de forma (A € R) e outro de escala (§ > 0):

G, (x|\0) = G <$‘A)_ exp (= (147 (52)) 7). 1+9(552) >0, 7 £0,

0 N exp(—exp(—(%))), reR, v=0.
(2.6)

As familias de distribuicoes de valores extremos Fréchet e Weibull correspondem, res-

petivamente, aos casos 7 > 0 e v < 0, na distribuicao GEV. Quando v = 0, a familia GEV



2.3 Distribuicao Generalizada de Valores Extremos 11

obtida é interpretada como o limite por continuidade quando v — 0, e que corresponde
ao dominio de atracao max-estavel Gumbel. Vejamos, entao, uma demonstracao rapida

destes trés casos:
1. Caso v > 0:

Neste caso, como ja foi referido, as f.d.’s G, (z) e ®,(x) sdo do mesmo tipo. Considere-

se, na expressao em (2.6), que A\=1, 0 =vey = $7 com « > 0, entao:

R

= exp| — x7%>
= exp| — x’o‘)
= DOy ()

2. Caso v < 0:

A demonstracdo desta situacdo é anédloga ao caso anterior, contudo considera-se,
na equacdo (2.6) que A\=—1,6=—yey=—21, com a > 0:

x+1
Gw] —1,—7) — Gw( = )

Logo G, (z) e ¥, (x) sao distribuigdes do mesmo tipo.

3. Caso vy =0:

Neste caso, f.d. GEV pode ser obtida como o prolongamento por continuidade
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de G,(x) em v = 0, que serd o segundo ramo na expressao em (2.5). Calculando,

entao, os limites laterais, tem-se:

lim G,(z) = lim exp ( —(1 —|—’ym)_%>

y—0+ y—0+

— lim (1 —l—vm)_%)

~y—0Tt

lim G,(x) = lim exp < —(1 —i—*yx)_%)

¥—0~ y—0~

1
— lim (1+ ’yx)_W>
y—0~

= exp

Logo,

lim G,(z) = lim G,(z) = lim G,(z) = exp ( — exp(—x)) = A(x)

y—0+ y—0~ 7—0

Ou seja, para v = 0, a distribuicao GEV e a distribuicao Gumbel sao do mesmo

tipo.

Se se considerar os modelos com parametros de localizacao e de escala, facilmente
se verifica a existéncia de relagoes entre esses parametros na distribuicio GEV e nas
distribuicoes Fréchet, Weibull e Gumbel (tabela [2.1).

Podemos, entao, reformular o teorema [2.3
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Teorema 2.4 (Teorema de Gnedenko). Se existem sucessoes reais a, > 0 e by, tais

que

lim P

n—oo

M = bn < x] = lim F"(a,x +b,) = G(z),

Ay, n—o0

para alguma f.d. G nao-degenerada, entao G € do mesmo tipo da distribuicao GEV

exp(— (L4+yz)"Y7), 14+92>0, v#0,
G(zly) = Gy (x) =

exp (—exp(—x)), r€eR, vy=0.

Tabela 2.1: Relagoes entre os parémetros da GEV (assinalados com x) e das distribui¢des

Gumbel, Fréchet e Weibull

Distribuigao H Relagoes com GEV
A=A e A =)
Gumbel
0=0"<0"=90
A== /v e X =A-0
Fréchet d=0"/v" 0" =d/a
a=1/v" e~y =1/a
A= =/ e X =X=§
Weibull d=—-0"/7v" " =d/a
a=-1/v ey =-1/a

Quando se estd nas condi¢oes do teorema [2.4] diz-se que a f.d. F pertence ao dominio
de atracao de G5, e que pode ser escrito da forma F' € D(G,). Repare-se que este teorema
nao garante a existéncia de uma lei limite nao-degenerada e, caso ela exista, também nao
indica qual é o tipo dessa distribuicao limite,ou seja, nao identifica o valor de . FEste
resultado é semelhante ao Teorema do Limite Central, como jé tinha sido referido, contudo
nao sao conhecidas as constantes normalizadoras a,, € b, e existe um conjunto infinito de

distribuicoes limite indexadas em . Vejam-se alguns exemplos:

Exemplo 2.1. Sejam X1, Xs,... v.a.’s independentes com distribuicao exponencial stan-

dard Ezxp(1), cuja f.d € dada por F(x) = 1—exp(—z), com x > 0. Neste caso, considerando
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a, =1, b, =logn e x >0 tem-se:

lim P

n—o0

M. —
"—b"gx] = lim F"(z + logn)

n—oo
= 7}1—{20 _1 —exp(— (z+ logn))]

= lim [1- exp(—x) -n_l]n

n—oo
exp —x)]

= lim |1
n—oo

(
= exp(—exp(—7))
= A(z) = Gyoo(2).

Portanto, com estas sucessoes a,, e b, a distribuicao limite do mdximo M, é uma Gumbel,

que corresponde ao v = 0 na distribuicio GEV.
Exemplo 2.2. Sejam X1, X5, ... v.a.’s independentes com distribuicao Fréchet standard,
com f.d ®;(x) = exp(—x~'), com x > 0. Nesle caso, seja a, =n e b, =0, entio,

lim P

n— oo an, n—00

M. —
Mo = b < x] = lim ®"(nx)

= lim [exp (- (nx)’l)r

n—00

— ; _ -1,
= T}Lrlgoexp( (nz)~"-n)

.

= ¢(x) = Gz (2).

Neste caso, o limite é um resultado exato independente de n. Tal facto deve-se a pro-
priedade da maz-estabilidade de F. A distribuicao limite do mdzimo continua a ser uma

Fréchet. O pardmetro de forma da GEV, neste exemplo, toma o valor v = 1.

Exemplo 2.3. Sejam X1, Xs,... v.a.’s independentes com distribui¢ao Uniforme(0,1),

com f.d F(z) =z, para 0 < x < 1. Fizando x < 0 e supondo que n > —z, seja a, =n""

e b, =1, entao,

Mn - bn . —
lim P —ggg] = lim F"(n 'z +1)
n—o00 Qp, n—00
. TN\"
= lim (1 + —)
n—00 n
= exp(z)

= VU_ (2) = Gy=—v(2).

Obtem-se, assim, uma distribuicdao do tipo Weibull para o mdximo. Na familia GEV o

indice extremal serd v = —1.
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O parametro v na distribuicao GEV, como ja foi indicado, é o parametro de forma
e esta diretamente relacionado com o peso da cauda direita da distribuigao e, por esse
motivo, também é denominado de indice de cauda. A cauda direita de duma f.d. F pode
ser definida por

F(z):=1—-F(x) = P(X > x),

e, de uma forma genérica, a sua representacao grafica traduz-se na figura 2.1

f.d.p.

F(x)
X 23 >

Figura 2.1: Cauda direita de uma distribuicao F

Consoante o valor do parametro de forma, 7, poder-se-a ter uma nocao do compor-
tamento da cauda da distribuicao, a medida que nos aproximamos do limite superior do

suporte, z¥', isto é, da forma como esta decresce para zero.

No caso em que v < 0, que corresponde ao max-dominio estavel Weibull, as distribui-
coes sao caracterizadas por terem caudas curtas ou leves e tém limite superior do suporte
finito. As distribui¢oes Uniforme, Beta, Reversed Burr e Weibull de maximos sao alguns

exemplos que se incluem neste caso.

Quando v = 0, correspondente ao dominio de atracao Gumbel, a cauda da distribuicao
¢ do tipo exponencial e o limite superior do suporte pode ser finito ou infinito. Sao
exemplos as distribuicoes Exponencial, Normal, Gama, Weibull de minimos, Gumbel,

Logistica, entre outras.

Por fim, no caso em que 7 > 0 (max-dominio Fréchet), as distribui¢des apresentam
uma cauda pesada, do tipo polinomial. O limite superior do suporte é infinito. A este
dominio max-estavel pertencem distribuicoes como a Pareto, a Generalizada de Pareto, a
Fréchet, a T-student, a Cauchy, a Log-Gama... Na figura podem ser visualizados os

trés tipos de caudas referidas, pela mesma ordem que foram apresentadas.
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Figura 2.2: Representacao grdfica das fungoes densidade de uma distribuicao standard
Weibull(ow = 2), Gumbel e Fréchet(o = 2)

Mais recentemente, |[Neves and Fraga Alves (2008a) introduziram o conceito de distri-

buicoes com cauda super-pesada. Tratam-se de caudas de variacao lenta, isto é,

F(t
lim _< 2) =2 =1, paraz > 0,

e escreve-se F' € RV,. Nessas situagoes nao é possivel proceder a linearizagao do méaximo
de forma a obter uma distribuicao limite nao-degenerada e, como tal, essas distribuicoes
nao pertencem a nenhum dos max-dominios de atracao. Distribuicdes como a Log-Pareto,

Log-Weibull, Log-Cauchy e Log-Fréchet tém caudas direitas super-pesadas.

2.4 Distribuicoes Limite do Minimo

Como ja foi referido, nesta dissertagao ir-se-a dar destaque ao méximo e, como tal,
todos os resultados teodricos sao referentes a este. Contudo, nao poderia deixar de ser
feito um breve apontamento & teoria assintOtica para minimos. Estes resultados sao
uma consequéncia imediata da Teoria de Valores Extremos para maximos, basta ter em

consideracao a seguinte dualidade:

my, = min(Xy, Xo, ..., X,) = —max(—X;, —Xo, ..., —X,)
Sendo assim,
= 1—-P(M, < —x)
— 1—P(M, < —x) (2.7)

v.a. continua
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Ora, se estiverem reunidas as condi¢oes indicadas no teorema a segunda parcela
de (2.7) vai convergir para uma das trés distribuigbes max-estaveis, Weibull, Gumbel ou
Fréchet.

Pode ser evocado um resultado, tal como para o maximo, onde sao definidos trés

dominios, neste caso, ditos de min-estaveis,

Teorema 2.5 (Teorema dos tipos extremais para minimos). Se eristem sucessoes

- . g
reais a; > 0 e b}, tais que

lim P M = by <z|=G"(v),

*
a’l’b

para alguma f.d. G* nao-degenerada, entao G* é do mesmo tipo de uma das sequintes

distribuicoes:

i. Tipo I: G*(x) = A*(x) =1 — A(—x) =1 — exp(—exp(x)), para z € R;

1 —exp(z™), <0, a>0,

1. Tiwpo II: G*(x|la) = PX(z) =1 — P, (—x) =
p (z|a) = 03 (x) (—2) {17 > 0;

0, x <0,

iii. Tipo III: G*(z|a) = Vi (x) =1 =V, (—x) =
1 —exp(—2z%), >0, a>0.

Os trés modelos apresentados sao, respetivamente, Gumbel de minimos, Fréchet de mi-
nimos e Weibull de minimos. Mas, também aqui, estes trés modelos podem ser unificados

numa sé familia, a distribuicao GEV para minimos:

1_eXp(_(1_7x)71/’y)7 1_7x>0a77é07

G (zly) = Gi(z) =1 = Gy(—2) =
1 —exp (—exp(x)), reR, y=0.

(2.8)

Mais uma vez, o parametro de forma v da a indicagao do dominio min-estével com
que se estd a trabalhar. Assim, se v = 0 o modelo é o Gumbel de minimos. Para v < 0,
serd o dominio Weibull de minimos. J& se 7 > 0, encontramo-nos no caso da distribuicao
Fréchet de minimos. Em todas estas distribuicoes poderao ser introduzidos parametros

de localizacao e escala, A € R e § > 0 respetivamente.

Perante isto, quando o objetivo é fazer inferéncia sobre minimos, poder-se-a aplicar
diretamente os dominios min-estaveis e a GEV de minimos. Em alternativa, poder-se-a

fazer uso da dualidade existente entre as distribui¢oes para maximos e para minimos.



18 Capitulo 2. A Teoria Assintética de Valores Extremos

2.5 Dominio de Atracao para uma Distribuigao

Um dos principais problemas em EVT esté relacionado com a identificagao do dominio
de atracao de uma dada f.d. F. Ou seja, conhecendo a f.d. F, pretende-se encontrar as
sucessoes a, e b,, tais que se verifique a convergéncia em distribuicdo do maximo para
uma v.a. com distribui¢ao nao-degenerada, e determinar esse limite. Equivalentemente, o
problema pode ser encarado como, tendo uma distribuigao limite, caracterizar o conjunto
de distribuicoes F' para as quais o maximo, convenientemente normalizado, converge para

esse limite.

von Mises| (1936) forneceu um conjunto de condigbes que garantem que uma dada
distribuicao F' pertenca a um determinado dominio de atracao. Veja-se, em primeiro
lugar, o conceito de funcao quantil de cauda que podera ser incorporado nas referidas

condigoes.
Defini¢ao 2.4 (Funcao quantil de cauda). Seja F' uma f.d. continua com inversa
FT(u) = inf{x : F(x) > u}.
A correspondente func¢ao quantil de cauda € definida por
Ult):=F~(1-1/t), t € [1,00].

A funcao quantil de cauda é monétona nao-decrescente e o seu valor em 1 e em oo €,

respetivamente, o limite inferior e superior do suporte da distribuicao F':

e U(l) = F=(0) = inf{z : F(z) > 0} = zp;

o U(x)=F~(1)=inf{z: F(z) > 1} =sup{z: F(z) < 1} = 2T

As condicoes de von Mises sao apresentadas no teorema seguinte.

Teorema 2.6 (Condigoes suficientes de von Mises). Para uma distribuicio F abso-
lutamente continua e existindo f = F'(x) e F"(x), defina-se a func¢ao de hazard e o seu

muverso, respetivamente, por

o)=L e =
Se
Jim o) =
entao
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e tem-se que

by = F=(1—1/n) = U(n) e ay=r(by) = #@) - U'n).

Repare-se que este teorema identifica, quase na totalidade, a distribuicao limite do
maximo de uma amostra com distribuicao F', isto é, nao s6 indica como obter as sucessoes
normalizadoras como também o valor do respetivo parametro de forma ~ da distribuicao
GEV. Contudo, nao podemos esquecer que estas condi¢oes sao apenas suficientes, e nao
necessarias, e s6 se aplicam unicamente a distribuicoes absolutamente continuas. Contudo,
sao muito faceis de serem verificadas, requerendo apenas a existéncia das derivadas de

primeira e segunda ordens da f.d. F.

O teorema|2.6|é a versao unificada das condicoes de von Mises, contudo, estas condi¢oes
podem ser particularizadas a cada um dos trés conjuntos ja indicados, e que formam uma

particao do espago-parametro de 7.

Teorema 2.7 (Condigoes suficientes de von Mises). Sob as condigoes referidas no

teorema 2.6, suponha-se que:

i. ¥ = 0o e que existe F' = f. Se para algum ~ > 0,
) 1
limt-h(t) = — = «,
t—o00 Y

entdo F' € D(G.,), com v > 0, ou seja, F' € D(®,);

. o < 0o e que existe F' = f. Se para algum v < 0,
. r 1
lim (z* —t)-h(t) = —— = a,

t—at Y

entio F' € D(G.,), com v <0, ou seja, F' € D(V,);
iii. existe v(t) e que é diferencidvel numa vizinhanga de x¥. Se

lim /() =0,

t—af

entio F' € D(Gy), ou seja, F € D(A).

Como ja foi referido, as condicoes de von Mises sao apenas suficientes e nao necessa-
rias. Mais tarde, em 1943, Gnedenko vem resolver este problema, apresentando um novo
conjunto de condigbes, necessarias e suficientes, para que uma distribuicao F' € D(G,),

com v € R.
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Teorema 2.8 (Teorema de Gnedenko (1943)).

i. FeD(G,), com~y >0 sse

1—F(t F(t
' = o0 e limﬁz im _(x>::v_1/7, YV > 0;

i. F e D(G,), com v <0 sse

1—F(al —t F(zf —t
zf < 00 e lim (z ?) = limM =277, Yz >0
t—0 1 — F(xF — t) t—0 F(:L‘F — t)
iii. F € D(G), com v =0 sse
1— F(t t F(t t
' <oo e lim (t+zg(t)) = lim M = exp(—x), Vz € R,

com fth(l — F(s))ds < .

A fungao ¢(t), indicada no item (%ii) do teorema anterior, terd de ser monétona e
positiva. Uma escolha possivel é a funcao de excesso médio cuja expressao é dada por:
.Z’F

g(t) = B[X —t|X > ] := Ji (1= F(s))ds

1—-F(@t)

vt < of. (2.9)

Esta funcao assume um papel importante em EVT, devido ao padrao caracteristico
que apresenta para cada um dos trés dominios max-estaveis, Gumbel, Fréchet e Weibull.

Este tema serd abordado mais & frente.

Gnedenko também apresenta um resultado em relagao a escolha das constantes nor-

malizadoras para que uma f.d. F pertenca a um dos trés dominios max-estaveis.

Teorema 2.9 (Constantes Normalizadoras para F € D(®,), F € D(¥,) e
F € D(A)).
Suponhamos que F' € D(G,), entdo:

1. para vy >0,
lim F™(a,x + b,) = exp ( — :L’fl/'y) = @1/ (2),

n—oo

para x > 0, com

1. para v < 0,

lim F"(a,2 +by) = exp (— (—2)77) = U_y ), (),

n—o0

para x < 0, com
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11. para v =0,

lim F"(a,x + b,) = exp(—exp(—x)) = A(x),

n—oo

para x € R, com
a, =g(U(n)) e b,=U(n)
e g(t) € a funcao de excesso médio definida em ({2.9)).

Como ja foi referido, |de Haan| (1970) desenvolveu o conceito de funges de variagao
regular. Esta classe de fungoes é usada em diversos dominios da Matematica, sendo um
deles a Teoria de Valores Extremos. Antes de serem apresentados alguns resultados im-

portantes, vejam-se primeiro algumas generalidades sobre este tipo de funcoes.

Definicao 2.5 (Variagdo Regular). Uma funcao f : R™ — R, positiva e mensurdvel,

que verifique
lim f(tz)

diz-se de variag¢do regular de indice v (no infinito) e pode denotar-se por f € RV,,.

=27, >0, veR

No caso de se verificar v = 0, ou seja, lim;_, % = 2% =1, para > 0, f diz-se de
variacdo lenta (no infinito) e escreve-se f € RV, como ja tinha sido apresentado no final

da seccao [2.3]

Se se observar a condigdo (i), do teorema , é facil perceber que F é de variacdo
regular de indice —1/ (F € RV_y,).

Mas o conceito de variacao regular podera ter uma forma mais geral, surgindo assim,

um outro conjunto de fungoes denominadas de Il-variacao.

Defini¢do 2.6 (Variacdo Regular Generalizada e II-Variagado). Sejo f : Rt — R

funcao mensurdvel e suponha-se que existe uma fungao real a > 0 tal que

li fltz) = 1 () =7(x), x>0,
t—o0 a(t)
onde T € uma funcao definida por:
=l 0,
R he 7
logz, ~=0.

Entao, diz-se que f € de variacao regular generalizada e escreve-se f € ERV.,. A fungao
a € chamada de fun¢ao auxiliar de f. No caso particular de v = 0, diz-se que f € de
-variagao (f € I1(a)).
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Usando estes conceitos de variagao regular e de variagao regular generalizada, junta-
mente com a funcao quantil de cauda, de Haan encontrou novas relagoes para que uma
distribuicao pertenca a um determinado dominio de atracao e elaborou novas versoes das
condigoes de von Mises e de Gnedenko. Muitas das demonstracoes desses resultados po-
derdo ser encontradas em de Haan| (1976)) e em de Haan and Ferreiral (2006). Um teorema
que esta relacionado com a definicao de dominio de atracao apresentada na definicao [2.1

é o seguinte:

Teorema 2.10 (de Haan and Ferreira, 2006, Theorem 1.1.2). Sejam as sucessoes
reais a, > 0 e b, e considere-se a f.d. ndo-degenerada G. As sequintes afirmacoes sao

equivalentes:

lim F"*(a,z + b,) = G(z),

n—oo

para todo o ponto de continuidade x de G;

lim ¢ - (1— F(a(t)z + b(t))) = —log G(x),

t—o00

para todo o ponto de continuidade x de G, onde 0 < G(x) < 1 e a(t) = ay e
b(t) = by (em que [t] representa a parte inteira de t);

para todo o ponto de continuidade x de D(x) = G (exp(—1/x)), a(t) = ay e
b(t) = byy.-

Ora G(z) = G,(x) é af.d. GEV, logo é facil obter a sua inversa, a funcao quantil:

1 1
e A
v(—logz)Y v vF (2'10)

—log(—logx), =0,

para 0 < z < 1. Sendo assim, para todo o x > 0 a fungdo D(x) mencionada no item (i)
do teorema toma a forma explicita

' Pl(iﬂ»w_l7 v#0
D(x) =G (eXp(—l/ﬁL')) = D,Y(x) — v(— log(exp z P
—log(—log(exp(—1/x))), v =0
71
— v ? Y 7é 0

logz, ~=0.
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Entao, o teorema anterior (teorema [2.10)) poder ser reformulado, obtendo-se assim:

Teorema 2.11 (de Haan and Ferreira, 2006, Theorem 1.1.6). Sejam v € R e G,
a f.d. GEV apresentada em (2.5). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. Eristem duas constantes reais a, > 0 e b,, tais que

lim F"(a,z +b,) = G,(z) & F € D(G,),

n—oo
para todo o ponto de continuidade x de G.;
1. Erxiste uma funcao positiva a tal que
tlim t- (1= Flat)z +U(t)) = —log G, (z) = (1 +ya) /7,
— 00

para todo o ponto de continuidade x de G e com 1+ ~yx > 0;

1. Fxiste uma funcao positiva a tal que, para x > 0 se tem

_ M’ 0
o Ultn) —U() D) =1 7 v #
e all) logz, =0

w. Eriste uma funcao positiva g tal que

F(t+z-g(t
lim —( —I—_x 9(t)) = (1 +~z)~
para todo o x em que 1 + vy > 0.

Além disso, tem-se que b, = U(n), a, = a(n) e por (iv) tem-se que g(t) = a(ﬁ).

Ha uma relagdo evidente entre as condigoes (ii7) dos teoremas e 2.11] basta ter

em atencao que:

p Ult) —U®) L Ute) = b(t) +b(t) = U(1)
freo a(t) t—o0 a(t)
Ul ) U ()
t—o0 a(t) a(t)
- DV(:B) o Dv(l)
= D,(x) -0
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Note-se, também, que a condicao (¢ii) do teorema é equivalente a dizer que a fun-
¢ao quantil de cauda é de variagao regular generalizada. Sendo assim, U € ERV,, é uma
condigdo necessaria e suficiente para que F' € D(G,). de Haan chamou a este resultado

condicao de primeira ordem.

Teorema 2.12 (Condigao de 1¢ ordem).

FeD(G,), vyeR sse lim = ,

para alguma funcao positiva a, com x > 0. Quando v =0, o segundo membro € interpre-

tado como logx, correspondendo ao limite por continuidade.

Na condigao (iv) do teorema ¢ referida a existéncia de uma funcao g positiva. de

Haan demonstrou que g depende do sinal do parametro v, podendo ser expressa por

v, v>0
g(t) = q —y(z" —t), ~7<0 (2.11)
F
f;c (1—F(s))ds .
TT1irw 0 T 0.

No caso de v = 0, a sugestao para g é a funcao de excesso médio, ja apresentada
anteriormente. Usando a condigao (iv) do teorema e a fun¢do g em (2.11)), de Haan

criou, assim, uma versao alternativa das condigoes necessarias e suficientes de Gnedenko,

Teorema 2.13 (CondigGes necessarias e suficientes - versao alternativa de de
Haan).

. F(t+z-g()) ,
FeDG sse  lim ——— 20 — (14 ~y2)" 7
(@) sse lim ST = (1)
para todo o x em que 1 +~vyx >0 e g é uma funcao positiva. Para além disso, se o limite

acima € verificado, entdo a fungao g pode ser dada pela expressao (2.11]).

Em relacao a nova versao unificada das condicoes de Von Mises, da autoria de Laurens

de Haan, é obtida recorrendo ao conceito de fungio de quantil de cauda, U(t):

Teorema 2.14 (Condigoes suficientes de von Mises, em termos de U). Sob as
condigoes do teorema[2.6 se
lim 7/(t) = ~,

t—zF

0 que € equivalente a

Jim () Ty =71
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e que serd 0 mesmo que
t-U"(t)
lim —————==v—-1
it U'(t)
entao,

F e D(G,).

Como nao poderia de deixar de ser, também existe uma readaptagao do teorema [2.7]

a versao especifica destas condicoes para os dominios Fréchet, Weibull e Gumbel.

Teorema 2.15 (Condigoes suficientes de von Mises, em termos de U). Sob as
condigoes do teorema 2.6

t-U'(t)
im =7=a
e U@ "
entio F' € D(G,), com v > 0, ou seja, F' € D(P,);

71, Se U( )
t-U'(t

lim —M

o0 U(00) — U(t)

entio F' € D(G.,), com v <0, ou seja, F' € D(¥,);

:—7:&7

1. Se

"(t t-U"(t

i . F'@ = —1, o que equivalente a lim —() =—1
t—aF f(t) t—oo  U'(t)

entio F' € D(Gy), ou seja, F € D(A).

Como ja foi referido, também as condigoes necesséarias e suficientes de Gnedenko,
apresentadas no teorema tém uma versao em termos da funcao quantil de cauda U.
Mas antes, veja-se um lema bastante util que fornece um conjunto de condi¢oes necessérias

para que uma f.d. F' € D(G,), recorrendo também a funcao U.

Lema 2.1 (Condicbes necessarias para F € D(G,), em termos de U). Se F €

D(G,), com v € R, isto €, se lim;_, Ulta)Ut) _ 271

a(t) ¥
. no caso de vy > 0, entao
Ul(t 1
U(o0) e lim utt) =;
tooo a(t)
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1. no caso de v =0, entao

Ultr) , B
tl}r&W—lﬁUERvo,Vw>0 e tllglom_o

Além disso, se U(oc0) < 00,

. U(oo) = Ultz) , a(t)
1 =1,V lim ————— = 0.
BT o 0T BT -
Tem-se ainda que
i 407) _ 1, Va > 0,
t—00 a(t)

1sto €, a € RVy.
Usando este Lema, poder-se-a, entao, reformular as condigoes de Gnedenko quando o
parametro de forma é diferente de zero:

Teorema 2.16 (Condigoes necessarias e suficientes para F' € D(G,), com vy # 0
em termos de U).
F eD(G,), comy#0 sse

i. no caso de vy > 0,

. Ultz)
tE,I&W::EV@UGRVW’ VIE>O,
1. no caso de v < 0,
— F_
U(oo) < ooe lim Uloo) = Ultz) — lim 2 Ultx) =17 & 2"-U e RV, Vz > 0.

twoo U(oo) = U(t)  t=oo zt —U(t)

Algumas das demonstracoes destes resultados podem ser encontradas em de Haan
(1976) e em de Haan and Ferreira (2006), como ja referido anteriormente, e também
em [Vicente (2012). Em Beirlant et al.| (2004) sdo apresentados diversos exemplos com

aplicagao direta destes resultados.

2.6 Distribuicoes Limite para os Excessos - POT

Nos subcapitulos anteriores foi apresentada a teoria sobre as distribuicoes limite do
méaximo. Contudo, por vezes poderd ser mais ttil analisar v.a.’s que representem os
excessos acima de um determinado nivel extremo, chamado de threshold. Esta metodologia

tem o nome de POT, do inglés Peaks Over Threshold. As observacoes que excedem um
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dado threshold u sao chamadas de excedéncias. Estas excedéncias tém um papel bastante

importante em EVT e, como tal, o seu comportamento assintotico é de grande interesse.

Dada uma v.a. X com f.d. F' e fixado um threshold u, o que se pretende estudar sera,
portanto, a v.a. dos excessos dada por (X — u)|X > u ou, se se definir que Y = X — v,
entdo, serd Y'Y > 0. Mais em concreto, pretende-se caracterizar a distribuicao dos

excessos acima do nivel u, a qual serd denotada por F), e assume a expressao

Fu(y) = P[X —u < y|X >u] = P(“;é i Z)+ w) _ F(yl+_u;(—uf(“>, (2.12)

com 0 < y < 2 — u, sendo z¥ o limite superior do suporte da v.a. X. Na figura

pode ser visualizada a representagao da f.d. F, a custa da f.d. F, embora com escalas

diferentes.

__________________

Figura 2.3: Rela¢ao entre as fungoes de distribuicao F e F,

Balkema and de Haan|(1974)) e Pickands| (1975 provam que a distribui¢ao Generalizada

Pareto (GP) é uma aproximacao para a distribui¢do dos excessos acima de um threshold

elevado w.

A f.d. GP é dada por

-1/
1—(1—1—7%) , T > sey >0,
H. (z|u,0,) =<1 —exp (—ﬁ%ﬂ“) , T >U sey =0, (2.13)

-1/
1—<1+7%> ,u§x<u—% sey < 0.

Paray>0,7vy=0e vy < 0afd. GP reduz-se a f.d. de um modelo Pareto, Exponencial e
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Beta, respetivamente. O threshold u seré o parametro de localizacao, o, o parametro de

escala e 7 o habitual parametro de forma.

A f.d. GP também podera ser escrita em termos da variavel Y = X — u, assumindo a

forma
-1/
1—<1+7%> , y>0 sey >0,
Hv(y|0'u) =49 1—exp (—%) ,y=>0 sey =0, (2.14)
=1/
1—(14—7%) ,0<y< -2 sey <.

Portanto, Pickands e Balkema and de Haan propuseram, para niveis elevados de u, a

aproximacao

Fuly) ~ H,(ylow), comy =z —u > 0.

Este resultado é enunciado no teorema seguinte,

Teorema 2.17 (Teorema de Pickands-Balkema-de Haan).

FeD(G,), yeR sse lim sup |F,(y)— Hy(y|lo,)| =0.

F
U=zt g<y<zt —u

O Teorema garante a existéncia de uma dualidade entre as distribuigoes GP e
GEV, mais propriamente, se 0 maximo converge para uma distribui¢io GEV(y) e, como
tal, a f.d. F pertence a algum dos max-dominios de atracao, serd equivalente a ter que
a distribuicao dos excessos acima de um nivel u, dado que u é excedido, converge para
uma distribuigdo GP(y). Este resultado encontra-se mais explicito no teorema que se
apresenta de seguida, embora este seja equivalente ao teorema anterior. E de referir,
também, que o parametro de forma v ¢ o mesmo nas distribuicoes GEV e GP e que o
parametro de escala, o,, depende do nivel u. Assim, a informacao acerca do tipo de cauda
direita da distribuicao F', que era disponibilizada pelo sinal de v, continua a ser idéntica

a ja mencionada.

Teorema 2.18.

FeD(G,), veR sse F,(y)~ H,(ylo.),

comy=x—u>0eH afd GP definida em (2.13).

Uma demonstragao deste teorema podera ser encontrada em |Coles| (2001)).
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2.7 Distribuicoes Limite para Estatisticas de Ordem

Elevada - PORT

Nas seccoes anteriores, com o objetivo de obter informacoes sobre o comportamento
da cauda direita de uma distribuicao, comecou-se por estudar o maximo de uma a.a.,
M, = X,.n, e, de seguida, passou-se as excedéncias (e excessos) de um nivel elevado w.
Neste momento, focar-se-a o caso referente as k maiores observagoes de uma a.a. Quer

isto dizer que se ird usar o conjunto de estatisticas

{Xn—k—i-l:na Xn—k:—i—Q:na LRI Xn:n}

de uma a.a. ordenada. De certa forma, isso significa que se vai considerar um determinado
nivel, X, _ri1.n, que serd aleatorio. A esta metodologia dé-se o nome de metodologia
PORT, do inglés Peaks Over Random Threshold.

Tendo a k-ésima estatistica de ordem, ou estatistica ordinal, (e.0.), X}, é possivel
conhecer a sua distribui¢ao exata, usando argumentos combinatérios. A f.d. e a f.d.p de

Xk 820 apresentadas no teorema seguinte,

Teorema 2.19 (f.d. e f.d.p. exatas de Xy.,). Seja (X1, Xo, ..., X,) uma amostra de
v.a.’s i.i.d. a X com f.d. F e fdp. f. As f.d e f.d.p de Xy., sao dadas, respetivamente,

por

FXk:n(x) = P<Xk:n < CC)
(

= P(pelo menos k das nv.a's X; < x)
— (1) . n—i
- Y (1)rwi - re)

n!

fxn () = (k—1D!(n—k)

FEL@)(1 - F(e)" ™ (o).

Nesta subcapitulo, o objetivo principal é o de estudar a distribuicao assintética da
e.0. Xp.,, devidamente normalizada. Existe uma relacao entre a ordem k e a dimensao
da amostra n, dada por

k

— & p, quando n — .
n

Esta relacao pode assumir trés vertentes diferentes. Uma primeira, a qual é chamada de
caso extremal, é referente as situacoes em que k ou n — k sao fixos. Um segundo caso,
o caso central ou quantil, ¢ quando 0 < p < 1 e, como tal, tem-se que k depende de n,
k = k(n). Por fim, a terceira situacdo, o caso intermédio, que acontece quando se tem
p=0oup=1. Também aqui k£ depende de n e, para além disso, tende para infinito, ou

seja, k = k(n) — oo.
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2.7.1 Caso I: Caso Extremal

Comece-se por constatar que o minimo e o maximo sao e.0’s. que se incluem neste
caso. Se k = 1 obtem-se Xy, = X1., = my, ou, sen —k =0vem X,,_pi1., = X1.p = my,
ou seja, o minimo. J& se, n — k = 0 tem-se Xj., = X,.., = M, alternativamente, com
k=1vem X, ki1, = Xpn = M, que sera, portanto, o maximo. E possivel usar os
resultados anteriormente apresentados para o maximo, devidamente transformados, e com

eles obter informagoes sobre a distribuicao limite da e.o. X, _r11..

Teorema 2.20 (Distribui¢ao assintdtica da k-ésima e.o. superior, X, gi1.n)-
Considere-se a e.o. X,_pi1.n, com k fizo, entao existem a, > 0 e b, € R tais que
F € D(G), isto é,

lim P(M, < a,z+b,) =G(x),

n—oo

com G(x) nao-degenerada, o que € equivalente a ter

N

-1

| i
lim P(Xn—k+1:n < anT + bn) = G(fE) ) (ngﬂ

Il
o

As constantes normalizadoras para X,,_j1., indicadas no teorema [2.20[sao as mesmas
que foram obtidas na normalizacao do maximo. Evidentemente que a f.d. G presente na
distribuicao assintotica da e.o. X,,_xi1., € a mesma que aparece no max-dominio de atra-
¢ao e serd, portanto, ou Gumbel (A), ou Fréchet (®,,), ou Weibull (¥,,). Alternativamente,
G também poderd ser a f.d. GEV, G,,.

O resultado apresentado no teorema justifica-se, essencialmente, devido ao nu-
mero de excedéncias de um nivel ter um comportamento limite Poisson. Vejam-se, sucin-

tamente, alguns resultados que estao por detras disso.

Lema 2.2. Seja {7,,,n > 1} uma sucessao de nimeros reais. Entao,

T\ ™
Tp——T & (1 — —) — exp(—7).
n—00 n n—00

Considerando no lema anterior a sucessao 7, =n - (1 — F(uy,)), tem-se
Lema 2.3. Sejam u,, = u,(7) niveis elevados. Entdo tem-se a sequinte equivaléncia:

P Xpn <up| — exp(—7) < n-(1—Flu,)) —.

n—o0 n—oo

Sendo assim, se se tiver {X;};>; v.a.’s i.i.d com f.d. F e u,, = u,(7) niveis elevados
tais que 1 — F(u,) = = + o (%), com n — 00, o numero de excedéncias do nivel u,, por

X;, com 1 <1 < n, pode ser expresso por

Sp= it 1<i <0, Xi > u} = Y Lxsun),

=1
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com

1 seA,
1A = .
0 cc

Quer isto dizer que S,, pode ser expressa como uma soma de v.a.’s Bernoulli independentes.

E mais, como P(X; > u,) =1 — F(u,), entdo tem-se que
Sp ~ Binomial(n,1 — F(uy)).

Ora, como n - (1 — F(u,)) — 7, vem que S,, tem distribuigao assintotica de Poisson(7),
n—oo

ou seja,

e—TTk:

lim P(S, = k) = k=0,1,2,...

Adaptando este resultado para a k-ésima e.o. de topo, X,,_1i1.,, Obtém-se

P(Xn_gy1n <u,) = P(nomaximo k-1 das v.a.’s X; > u,)
= P(S,<k-1)
-1

—T

Substituindo, neste resultado, u, por a,z + b,, 7, por n - (1 — F(a,z +b,)), e 7 por

G(z) e, consequentemente, 7 por —log G(z), ir-se-4 obter o resultado apresentado no

teorema 220

R‘
H

P( X ji1n < apz +b,) —G(x) - M Vk > 1, k fixo.

n—00 - 7!

-
I
o

Como é evidente, para se obter a f.d.p. limite da e.o. X,,_j1.,, bastard derivar a f.d.:

{ )3 log'G }:g(ﬁ) | (—1?52?(3) . (2.15)

=0

com g a f.d.p. de G.

No caso de se estar interessado na k-ésima e.o. inferior, com k fixo, o resultado

assintotico correspondente ¢é indicado no teorema seguinte.

Teorema 2.21 (Distribuigao assintética da k-ésima e.o. inferior, Xy.,). Considere-

se a e.0. Xpn, com k fixo, entdo existem a’ > 0 e b} € R tais que F € D(G*), isto €,

lim P(m, <a,x+b) =G (x),

n—0o0
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com G*(x) nao-degenerada, o que é equivalente a ter

k—1

~logl1 = G" (@)

lim P( Xy <arx+0;)=1—(1—-G"(x

n—o0

M

=0

A f.d.p. limite € dada por

oy [=log(l =G (@)

Os resultados apresentados nos teoremas e dao indicacao das distribuicoes
assintoticas para uma e.o. superior e inferior, respetivamente. Mas, por vezes, poder-se-a
estar interessado no comportamento assintético de um conjunto de e.0.’s superiores ou
inferiores. Em modelacao de acontecimentos raros, uma possivel abordagem paramétrica
consiste nisso mesmo, ou seja, na modelagao conjunta das maiores ou menores observacoes
de uma amostra. Como se constatou, a distribuicao limite da k-ésima e.o. superior foi
obtida considerando o nimero de excedéncias de um determinado nivel u,,, por parte das
v.a.’s Xy,...,X,. Utilizando argumentos semelhantes, consegue-se chegar facilmente a

distribuicao conjunta assintotica das k e.o.’s superiores, quando k é fixo.

Teorema 2.22 (Distribuigdo assintotica das k e.o.’s superiores). F € D(G), para

constantes a, >0 e b, €R, com g=G" a f.d.p. de G
sse

o k-vetor (M, cee M) tem distribuicao limite com f.d.p. conjunta dada por

an an

k
W
X imreos Xt 1on (W1 - - W) 1= G (wy) - H 9l ) para wy > - -+ > Wy

Como nao poderia deixar de ser, embora nesta a dissertacao o destaque é dado aos
grandes valores, também existe um resultado para a distribuicao conjunta limite das k

menores e.0.’s.

Teorema 2.23 (Distribuigao assintética das k e.o.’s inferiores). F' € D(G*), para

constantes a’ > 0 e b% € R, com g* = G* a f.d.p. de G*

sse
0 k-vetor (Xl:a":b’*z, cee X’“;‘* *> tem distribui¢ao limite com f.d.p. conjunta dada por
S gt (w)
g;(*lzn7---7)(16:77,(/LUI7 ) - (1 o G* wk H 1 G*z ’ para wl S S wk
i=1
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2.7.2 Caso II: Caso Central (Quantil)

Como ja foi referido, neste caso a e.o. central Xj., nao tem o valor de k fixado. Este

depende de n, k = k(n), e é tal que k(n) — oo e M—m € (0,1).
n—oo n—oo

n

A distribuicao limite da e.o. central X, é apresentada no teorema seguinte.

Teorema 2.24 (Distribuigao assintotica da e.o. central (Quantil)).
Seja 0 < p <1, k= k(n) = np, quando n — oo, por exemplo, k := [np] + 1, e F f.d.
continua com f.d.p. f. Denote-se o quantil-p por x, := F*<(p), com 0 < f(x,) < oo.

Entao, quando n — oo,

Vi (Xin = Xp) ~BW ~ N (0’ ][%;)]]2)

ou, equivalentemente,

\/ﬁf(Xp)

ey e 0) —HZ ~N(0,1).

Portanto, na zona central de uma amostra, o comportamento limite de Xj.,, é bem
aproximado por uma distribuicao Gaussiana e depende do quantil de probabilidade p e
do valor da densidade f nesse quantil. Este resultado é bastante tutil se se pretender
estimar quantis centrais. No entanto, nao existe qualquer relacao entre o comportamento
das maiores e.0’s e dos quantis longe das caudas da distribuicao. Porém, em analise de
valores extremos, os quantis sao, por vezes, utilizados em simultaneo com as e.0.’s do caso
extremal. Um exemplo disso, sao as estatisticas envolvendo os excessos das observacoes
acima de quantis empiricos (abordagem PORT), unicamente através de ratios do tipo

Xi:n - X[np]:n

. 7 = [np).
Xj:n - X[np]:n

Estas situagoes sao bastante atrativas pois gozam da propriedade de ancilaridade, ou seja,

sao invariantes perante transformacoes de localizagao e escala.

No caso de se considerar um conjunto de e.o.’s centrais, a sua distribuicao assintotica

continua a ser Normal mas, neste caso, multivariada.

Teorema 2.25 (Distribuigao assintdtica conjunta dos quantis).

Sejam 0 < p1 <pa < -+ <p.<lek;:=[np]+1, comi=12 ... ,r. Considere-se,
também, F f.d. continua com f.d.p. f. Denote-se para cada © o quantil-p; por xp, =
F<(pi), com 0 < f(xp;) < 00. Entao, considerando as r e.o.’s centrais, quando n — oo,

a distribuicao conjunta de

\/E(Xklin - Xpl)? T \/E(Xkr:n - Xm)
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é assintoticamente r-dimensional Normal Multivariada com vetor de valores médios nulo

e matriz de covariéncias (o], em que,

7,]_— i . .
e p( p) 1<i<i<r.

" f(XPi) ’ f(Xpi/)’ -

Através deste teorema, constata-se que duas e.o.’s centrais sao dependentes, mesmo
assintoticamente. Ora, esta situagao vem contrastar com o que acontece no caso extremal,

em que ha independéncia assintotica entre as e.o.’s inferiores e superiores.

2.7.3 Caso III: Caso Intermédio

Neste caso, tal como no caso central, a ordem k depende de n e é tal que k = k(n) — oo,
com n — oo. Contudo, aqui tem-se que a sucessao intermédia k£ tende para infinito, mas

com uma velocidade inferior a de n, k = o(n), isto é,

k
- — 0.
n
Nesta situacao, X,,_g+1., tem o nome de e.o. intermédia superior e Xy, serda a e.o.
intermédia inferior. No teorema que se segue ¢ indicada qual a distribuicao limite da

e.o. intermédia superior, bem como os resultados que permitem encontrar as constantes

normalizadoras a,, e b,.

Teorema 2.26 (Distribuicido assintética da e.o. intermédia).
Suponha-se que as condigoes de von Mises (teorema se verificam para algum dominio
de atragao. Denote-se f = F'. Entao, se k = k(n) — oo, com % — 0 quando n — o0,
tem-se que

Xocirin b0 4, 7y 1)

Qnp, n—oo

Para além disso, as constantes normalizadoras sao dadas por

- " VE 3
b, = F (1—%):U(E> e “”:n-ffbn): \/E()'

Em Beirlant et al.| (2004) e Embrechts et al| (1997) encontram-se diversos exemplos
de aplicacao de cada um dos trés casos apresentados, bem como algumas demonstracoes

de resultados.



Capitulo 3

Abordagem Paramétrica em Valores

Extremos

3.1 Introducao

No capitulo anterior apresentou-se o resultado fundamental em EVT onde se estipula
que as distribuicoes max-estaveis sao as tnicas que modelam o comportamento limite
do méximo de uma a.a., devidamente normalizado (teorema [2.3). Estas distribuicées
podem ser unificadas numa tnica familia, a GEV (teorema . Foi também evidenciado
o papel fundamental do EVI, v, que d& a forma diferenciada do tipo de cauda direita
da distribuicao limite. Se o valor deste parametro for positivo, a distribuicao pertenceréa
ao dominio Fréchet (cauda pesada), se for negativo, ja serd ao dominio Weibull (cauda
curta) e se for nulo pertencera ao dominio Gumbel (cauda exponencial). Serd, portanto,
necessario proceder-se a estimagao do EVI, 7, conjuntamente com os outros parametros
da GEV, nomeadamente, os parametros de localizacao \ e de escala 9. Para além destes
trés parametros associados diretamente a distribuicao GEV, existem outras quantidades
bastante importantes em Acontecimentos Raros como os niveis e periodos de retorno, os
quantis elevados, a probabilidade de excedéncia de niveis elevados e o limite superior do
suporte (somente no caso de v < 0). Mais a frente serdo apresentados estes conceitos e,

facilmente, poder-se-a verificar que estes sao fungao das estimativas obtidas para (v, A, 9).

Nesta dissertagao serao apresentadas duas abordagens para fazer inferéncia sobre os
parametros indicados: a abordagem paramétrica e a abordagem semi-paramétrica. Neste
capitulo ira ser desenvolvida a metodologia paramétrica, onde se supoe que hd um modelo
paramétrico G que se ajusta & amostra de observacoes i.i.d. Tendo em conta que os

elementos da amostra sao maximos, é sensato considerar para esse modelo a distribuicao

35
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GEV, apresentada em . Logo qualquer inferéncia que seja feita em relacao aos diversos
parametros indicados anteriormente, partem sempre do pressuposto que os dados em
estudo seguem uma distribuicado GEV. Irao ser descritos dois métodos para efetuar essa
inferéncia - o Método Gumbel ou Método dos Maximos Anuais (MMA) e o Método POT
(Peaks Over Threshold). Sera também referenciado, mais superficialmente, um terceiro
método chamado Método das Maiores Observagdes (MMO).

3.2 Método Gumbel ou Método dos Maximos Anuais

No Método Gumbel ou, também chamado de Método dos Maximos Anuais, a sequéncia
de v.a.’s 1.i.d., X1, Xs,..., X, é partida em m blocos de dimensao k, com k suficiente-
mente grande e, tal que, n = m x k. Para cada um desses blocos extrai-se unicamente
a maior observacao, obtendo-se assim uma amostra de dimensao m de méaximos. Este
procedimento encontra-se ilustrado na figura [3.1) onde estao representados os maximos

em cada um dos quatro periodos ou blocos de dimensao n = 7.

Xi

‘ ] IM‘ ‘I 1 mx

2 3 4
Tempo

Figura 3.1: Mdzimos Anuais

Esta abordagem é usualmente implementada em situacoes onde se considera que um
bloco equivale a um ano, logo diz-se que se tem uma amostra de dimensao m de méaximos

anuais. Ou seja, a amostra a qual se ird ajustar o modelo GEV terd a forma:
(Y1,Ya, ..., V)

em que,

K:Mzk = maX(Xﬂ,Xig,...,Xik), i:1,2,...,m.
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Existem diversas técnicas para se obter estimativas dos parametros em EVT. Umas
graficas, outras numéricas, todas elas com vantagens e desvantagens. Apenas dois mé-
todos serao utilizados, devido & sua facil utilizacao e adaptacao a diversos modelos e,
que por esse mesmo motivo, se tornam particularmente atrativos - o método da Maxima

Verosimilhanga (MV) e o método dos Momentos Ponderados de Probabilidade (MPP).

3.2.1 Estimadores de Maxima Verosimilhanca dos Parametros

Na seccao foi apresentada a familia GEV, cuja f.d. é dada por

exp (= (1+7(52) 7). 149(52) >0, 7 #0,

Gy (x[A,0) =
exp(—exp(—(%))), reR, vy=0.

Existem, portanto, trés parametros a serem estimados: a localizacao A\, a escala § e a

forma ~.

A log-verosimilhanga para a amostra obtida pelo método Gumbel, (Y7,Ys,...,Y},),

i.i.d. a GEV, no caso de v # 0, é dada por

Ly, Aol - sym) = log L(v, N, 0lys, - -, Ym) = (3.1)

= —mlogd — (%+1>Zlog (1—1—7%5)\) —Z (14—7’%5)\) V,
i=1 =1

C0m1+7%>0, i=1,...,m.

No caso de v = 0, essa log-verosimilhanca toma a forma

O, N, 0|y, oy ym) = log L(O, N, 0ly1, .., Ym) = (3.2)

= —mlogd — iexp (—yi (5_ )\) — zm: Yi 5_ )\.
i=1 i=1

Os estimadores de méaxima verosimilhanca (5, A, ) e (), 4) sdo obtidos maximizando

as expressoes (3.1]) e (3.2), respetivamente. Para tal, consideram-se as equagoes

al(77/\76|y177ym) —0 al(’}/a)‘76|yla7ym) -0 al(’Ya)‘a(ﬂyla)ym)

vy ) -0 e 96 =9

no caso de v # 0, e

al(07)\75|y177ym) =0 e al(07>\75|y177ym)
O\ 00

=0,
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no caso de v = 0.

Nao existe solucao analitica para estas equagoes e, como tal, terao de ser usados
métodos numéricos de otimizacdo. E necessario algum cuidado com estes algoritmos, pois
podem dar solugoes que violam as condi¢oes de regularidade exigidas nas propriedades
assintoticas dos estimadores de MV. Tais condi¢oes nao sao satisfeitas no modelo GEV
porque o suporte desta distribuicao depende dos parametros desconhecidos. Logo as
estimativas de MV obtidas para os parametros da GEV, por vezes, nao sao aplicaveis,
pois poderao violar a condicao 1 + fy% > 0, ¢ = 1,...,m. [Smith (1985)) estudou

detalhadamente este problema e obteve os seguintes resultados:

e quando v > —0.5, os estimadores de MV sao regulares, ou seja, gozam das propri-
edades de consisténcia, eficiéncia e normalidade assintéticas. Mais propriamente,
tem-se que \/ﬁ((’y,j\,(;) — (v, )\,5)) ¢ assintoticamente Normal de vetor de valo-
res médios nulo e matriz de covaridncias igual & inversa da Matriz de Informacao
de Fisher, I(; 71/\7 5)" Logo neste caso, os intervalos de confianca e outras formas de

inferéncia sao elaborados tendo como base esta aproximacao a Normal;

e quando —1 < v < —0.5, consegue-se, na maioria dos casos, encontrar os estimadores

de MV, mas estes nao gozam das propriedades assintoticas;

e quando v < —1, geralmente, os estimadores de MV nao existem.

Um outro pormenor que é preciso alguma atencao, prende-se com o facto de que
computacionalmente podem surgir casos de falta de convergéncia dos métodos numéricos

para a obtencao das estimativas de MV.

Em |Castillo et al.| (2005) é apresentado, com maior detalhe, um método iterativo para
a obtencao das estimativas de MV dos parametros (7, A, 0), bem como a forma de obtengao
da matriz de Informacao de Fisher I, ) 5. Também em Beirlant et al.| (2004) poderao ser

encontrados mais detalhes sobre o assunto.

3.2.2 Estimadores dos Momentos Ponderados de Probabilidade

dos Parametros

O Momentos Ponderados de Probabilidade (MPP) para uma v.a. Y com f.d. F foram

introduzidos por (Greenwood et al.| (1979)) e sdo dados por:

Mp,r,s = E{YP[F(Y”TU - F(Y)]S}v IR RS R. (33)
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O caso especifico da estimacao MPP dos parametros da GEV foi desenvolvido por Hosking
et al.| (1985). Para o caso em que v # 0, em especifico com v < 1, tem-se para p = 1,
r=0,1,2,...e s =0 0 MPP tem a forma

J

Mo = B0 = — fa- Zn-esyra-aif @)

em que ['(.) & a fun¢ao gamma dada por T'(t) = f0+°O xtte %dx, t > 0. Os estimado-
res MPP (’?,5\,5) para (7, A,d) sdo a solu¢do do sistema de equagdes obtido através da

expressao em (3.4)):
( )
Mipo=\— —[1 - F(l - ’Y)]
v
)
2Mi 10— Moo = ;F(l - ’Y)(QV - 1) (3-5)

3Mio0 — Mipo 37 —1
(2M1 10— Migy 201

Substituindo de seguida M, , 5, com r = 0, 1, 2, pelo estimador centrado dado por|Landwerh
et al.|(1979)

TAREES (H b= l;)) Y 59

j=1 \i=1
e reescrevendo as duas primeiras equagoes de (3.5)), em ordem a A e a §, respetivamente,
obtem-se o estimador MPP, (4, A, 9):

" A

. . 5 R
A= Ml,O,O + 5[1 - F(l — ’y)]

5o ﬁ(ZMm,o — Ml,o,o)
L(1—-4)(27-1)

(3.7)

3M1,2,0 — Ml,o,o B 37 —1
\ 2]\21,1,0 - Ml,o,o 21 -1

Note-se que, para se obter 4, a tltima equagao do sistema em (3.7) terd de ser resolvida

por métodos numéricos.

Ja na situacao em que v = 0, ou seja, o caso da distribuicao Gumbel, tem-se para
p=1,r=0,1,2,...e s =0 que o MPP ¢é dado por
1

Mo = BYIP(YV)]'} = — [A+ 0(=(1) + log(1 + 7). (53
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em que, ¢(z) = L log['(z) é a fungdo digamma e —p(1) ~ 0.5772156649 é a constante de
FEuler-Mascheroni. Ora, neste caso, tem-se apenas os parametros de localizacao e escala
(A, d) que precisam de ser estimados. Assim, substituindo em (3.8)) a variavel r por 0 e 1

e, resolvendo as equacoes obtidas em ordem aos dois parametros, vem que

(3.9)

_ 2My1p0— Mipo

4]
log 2

Novamente usando o estimador para M .o, apresentado em (3.6)), e substituindo em (3.9)),

obtém-se os estimadores MPP para a localizacao e escala do modelo GEV, com v = 0:

A= Mo+ (1)
(3.10)

2]\11,1,0 — Ml,o,o
log 2 '

5 =
Para estes estimadores baseados nos MPP, para v < 1 e quando m — oo, verifica-se
que

M((&v 5‘7 5) o (77 )‘7 6))

¢ assintoticamente Normal. Mais detalhes poderao ser vistos em Beirlant et al. (2004).

3.2.3 Estimacao de Outros Parimetros de Interesse em EVT

No inicio deste capitulo, foi referenciado que para além dos trés parametros direta-
mente associados & f.d. GEV, existem outras quantidades bastante usuais e importantes
em EVT, e que também precisam de ser estimadas, nomeadamente, os quantis extremais,
os niveis e periodos de retorno, probabilidade de excedéncia de um nivel elevado e, no

caso de 7 < 0, o limite superior do suporte.

Os quantis extremais podem ser obtidos diretamente por inversao da f.d. GEV.
Sendo assim, o quantil de probabilidade 1 — p, ¢1—,, ou também chamado de quantil

extremal de probabilidade de excedéncia p, é dado por:

A+ 2((<log(1—p) ' =1), v#0

Q=G (1=p|)\J)=
A — dlog(—log(1 — p)), v =0.

(3.11)
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O quantil extremal de probabilidade 1 — p também pode ser escrito usando a funcao

quantil de cauda, apresentada na definicao Considerando t = %, tem-se

(N1 L G-
ql_p_U<p>_G7 (1 1/p’/\,6)_G7(1 P\ d) (3.12)

Para se obter a estimativa do quantil, bastara substituir (v, A, §) pelas estimativas de

MV ou dos MPP obtidas para estes parametros.

Outro conceito muito usado em EVT é o de valor de retorno. Este engloba duas
quantidades: o nivel de retorno U e o periodo de retorno 7. Estes dois conceitos
estao interligados, pois, o nivel de retorno U(T') é o valor que é excedido, em média, uma
vez em cada T anos (periodo de retorno do nivel U). O nivel de retorno 7-anos para
a v.a. Y (v.a. obtida pelo método dos maximos anuais), ndo é mais do que o quantil de

probabilidade 1 — % e pode ser dado por

1
UT) =g, 2 =G (1 - ( /\,5> . (3.13)
O periodo de retorno do nivel u é calculado através de
1 1
T, = (3.14)

PY>u) 1-Gy(u|A0d)
Mais uma vez, para se obter estimativas destes dois valores, substitui-se os parametros

de forma, localizacao e escala pelas estimativas encontradas pelo método de MV ou pelo
método MPP.

Em EVT, também é usual estar-se interessado na estimativa do valor da probabili-

dade de excedéncia do nivel elevado u, bastando, para isso, calcular
PY >u)=1-G,(u]|\0), (3.15)
e usar as estimativas (MV ou MPP) dos parametros da distribui¢cao GEV.

No caso do EVI ser negativo (v < 0), ou seja, quando se esta no dominio max-estavel
Weibull, como j4 tinha sido indicado, o limite superior do suporte, z¥, é finito e é
dado por

o =q :U(oo):)\—%. (3.16)

A estimativa para este valor pode ser obtida substituindo (v, A,d) por (¥, A, 5), obtidos

pelos dois métodos de estimacao apresentados.

Caso se pretenda inferir sobre parametros analogos, mas para a populacao referente aos
m blocos de observacoes de X;,..., X, i.i.d a X ~ F, ter-se-a4 que recorrer a propriedade

de max-estabilidade, ou mais simplesmente, ao facto de que

Y := max X; = M, possuir distribuicdo Fy = Fy, = F" =~ G,,
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onde n é a dimensao de cada bloco. Assim, por exemplo, para blocos de tamanho n, os
quantis de probabilidade 1 — p ajustados para X, ¢i_,, em que F(q’{_p) =1 — p, sao tais

que
F'(¢i_,) = (1 —p)" = Gy(di_, | A 6).

Logo, explicitamente, estes tomam a forma

A2 ((=log(l—p)") 77 =1), 7#0

¢, =G, (L=p)" [ A,6) =
A — dlog(—log(1 —p)"), v =0.

3.2.4 Intervalos de Confianca para os Parametros

Nas seccoes e [3.2.2) foi referido que os estimadores de MV e MPP dos parametros
da GEV tém uma distribuicao assintoticamente Normal. Assim, para construir intervalos
de confianca para v, A e 4, e mesmo para os parametros apresentados no topico anterior, em
especial, os quantis extremais e os niveis de retorno, pode fazer-se uso dessa normalidade
assintotica. Assim, um intervalo de, aproximadamente, (1 — «)100% de confianca para

um destes parametros, designe-se genericamente por 6, ¢ dado por

0+ Z1-g X s.e.

em que, s.e. é o erro padrao (do inglés, standard error) e z1-g € o quantil de probabi-
lidade 1 — ¢ de uma Normal standard. Uma vez que a distribuigao Normal é simétrica,
estes intervalos de confianca sao centrados nas respetivas estimativas pontuais dos para-
metros. Todavia, este procedimento nao é muito recomendado, uma vez que este admite
que o comportamento limite da forma da verosimilhanca, junto do maximo, é quadra-
tico. Na verdade, esta curva costuma ser bastante assimétrica. Sendo assim, poderao
ser obtidas estimativas intervalares de melhor qualidade usando a funcao de profile log-
likelihood (Beirlant et al.l 2004). Por este método, os intervalos de confianga nao sao

obrigatoriamente centrados na estimativa pontual de MV.

Defini¢ao 3.1 (Funcao de Profile Log-Likelihood). A func¢do de profile log-likelihood
para v, log L, (), € dada por

lOng(’}/) = g\naXlogL()Vé | YY1, - - Jym)a

ket

ou seja, para cada valor de v, a funcdo de profile log-likelihood € a log-verosimilhanca

mazimizada em ordem aos pardmetros \ e 6.
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A construcao dos intervalos de confianca tem por base a estatistica de Razao de Ve-

rosimilhancas

A = LP(V[])
Ly(7)
do teste de Razao de Verosimilhancas, para testar

Hy:v= vS Hy v # 5.
Esta estatistica tem por distribuicao assintotica, quando m — oo,
—2log A-5Q ~ 2.

O teste, de nivel assintotico a, vai rejeitar Hy se —2log A > x?(1 — a). Sendo assim, o
intervalo para o parametro v baseado no profile log-likelihood, com um grau de confianca
de (1 — «)100%, é dado por

(s -2iog < - = frdop L) 2 g2, - M=

Esta metodologia pode também ser aplicada, de forma analoga, aos restantes para-
metros da distribuicao GEV. Para além disso, podem também ser obtidos intervalos de
confianca para os parametros apresentados na seccao Em particular, para obter um
intervalo de confianga para um determinado quantil extremal, g;_,, é necesséario fazer-se
uma reparametrizagao do modelo GEV, de forma a que ¢;_, seja um dos parametros
do modelo. De seguida, a funcao de profile log-likelihood é obtida por maximizacao da
log-verosimilhanca em relacao aos restantes parametros, como explicado anteriormente.
Ora, a partir da expressao em , e considerando, sem perda de generalidade, apenas

o caso de v # 0, obtém-se
) —y 0 —y
hop =At > ((log(1=p)) "= 1) & A=qp+ S (1—(=log(1=p)7). (3.18)

Substituindo A na equacao I(y, A, 0|y, ..., Ym), apresentada em ({3.1), pela expressao em
(13.18]), obtém-se a funcao log-verosimilhanca da distribuicio GEV em fungdo do vetor
de parametros (v,qi—p,d). A partir deste ponto o processo é analogo ao apresentado
para a estimacao intervalar de . Para os restantes parametros de interesse em EVT, a

metodologia para a obtencao de intervalos de confianca é semelhante & apresentada.

3.2.5 Testes de Hipo6teses para o Modelo GEV

Como ja foi indicado, o modelo GEV ¢ a tnica distribuicdo limite para o maximo.

Contudo, este modelo engloba trés casos: Weibull, Gumbel e Fréchet. De facto, viu-se
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que uma distribuicao com cauda direita limitada nao pode estar no dominio de atracao
Fréchet, e uma distribuicao com um suporte nao limitado superiormente nao pertence
a0 max-dominio Weibull. Para além disso, a familia Gumbel tem caudas mais leves do
que a familia Fréchet, mas tem caudas mais pesadas quando comparada com a familia
Weibull. Por outro lado, o modelo Gumbel é considerado mais simples pois tem menos
um parametro que os modelos Fréchet e Weibull. Assim, selecionar um modelo errado
para descrever uma determinada amostra de dados, pode ter, na pratica, consequéncias
graves, pois leva a selecao errénea dos parametros em jogo. Logo, serd sensato tomar-se
uma decisao sobre qual dos trés modelos melhor se ajusta a a.a. em estudo, o famoso

trilema estatistico.

Poderao ser usadas técnicas graficas, como os papéis de probabilidade (P-P plot e Q-Q
plot), histogramas com as curvas da densidade sobrepostas, por exemplo, para fazer um
diagnostico a qualidade do ajustamento do modelo selecionado. Mas, também, podem
ser efetuados testes de hipoteses para a selecdo do modelo max-estavel, nomeadamente

ao parametro de forma ~.

A f.d. Gumbel é uma opcao atrativa devido a simplicidade do modelo, bem como da
inferéncia a ele associado. Para além disso, ao modelo Gumbel esta associado um EVI
nulo, v = 0, e, por isso mesmo, ¢ considerado como um ponto de transicao de v < 0
para v > 0, isto é, de uma familia de distribui¢oes com limite superior do suporte finito
para uma outra com limite superior do suporte infinito. Por estes motivos, a escolha mais
plausivel serd a de testar a hipdtese do modelo ser Gumbel contra a hipotese alternativa

de nao ser, que se traduz por
Hy:v=0 vS Hy:~#0. (3.19)

No caso de rejeicao do modelo Gumbel, podera ser feito um teste unilateral para se
determinar qual dos outros dois modelos max-estaveis serd o adequado. Para a distribuicao

Weibull, as hipoteses serao,
Hy:v=0 05 H;:v <0, (3.20)
e, no caso da distribuicao Fréchet, essas hipoteses assumirao a forma
Hy:v=0 vS Hy:~v>0. (3.21)
Estes testes tém sido largamente focados na literatura. E de destacar alguns deles,
nomeadamente, Van Montfort| (1970), Bardsley| (1977)), Otten and Van Montfort| (1978),

Tiago de Oliveiral (1981)), Gomes (1982), Tiago de Oliveira) (1984), Tiago de Oliveira and
Gomes| (1984), Hosking| (1984), Marohn| (1994), Wang et al. (1996]) e Marohn| (1998al).
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O primeiro teste apresentado, e que pode ser visto em detalhe em Hosking (1984)), é
um Teste de Razao de Verosimilhangas (TRV) e é aplicado para as hipoteses definidas em
(3.19). A estatistica do TRV ¢ dada pela Deviance.

Defini¢ao 3.2 (Deviance). Sejam Mg e My dois modelos encaizados ou aninhados,

isto €, My C My. A estatistica deviance é definida por
D =2 - {max[(M;) — max (M)},

em que [(My) e [(My) sao, respetivamente, os valores da fungao de log-verosimilhan¢a

para os modelos ajustados My e M;.

Adaptando-se a nomenclatura a este caso especifico, vem que
D=2, {Z@GW, e b | Vi, oY) =100, Agy by | Vi - ,Ym)} , (3.22)

em que [(y,\,0|Y1,...,Y,) el(0,\,6|Y1,...,Y,) sdo as fungoes log-verosimilhanca para
os modelos GEV (G,) e Gumbel (G)), respetivamente, apresentadas em (3.1) e (3.2).
(Aco,0c,) € (Ye., S\GW, 5Gw) sao os estimadores de MV para os parametros dos modelos Gy
e G,.

Sob a validade de Hy, tem-se
d 2
D — @1~ X
m—00

Hosking (1984)) recomenda a correcao de Bartlett para se obter uma maior precisdo

na aproximacao ao qui-quadrado. Assim,

D
L~ (3.23)

2.8
14+ 22 m—oo

*

Rejeita-se Hy, ao nivel assintotico a, isto é, rejeita-se o modelo Gumbel, quando
* 2
D > X1;1—a

onde X%;l—a é o quantil de probabilidade 1—a de um qui-quadrado com 1 grau de liberdade

(g.1.). A decis@o também pode ser tomada tendo como base o p-value, dado por
p(D") = P(Q1>D") =1—-P(Q1 <D"),

e, como é habitual, rejeita-se Hy ao nivel assintotico a se p(D*) < a.

Um outro teste para as mesmas hipdteses do caso anterior, desenvolvido por [Iiago de
Oliveira (1981) e também por Hosking (1984), é o Teste Score de Rao. Este teste averigua

quando é que a derivada da funcao log-verosimilhanca, em ordem a -, no ponto v = 0,
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é significativamente diferente de zero. Valores nao nulos sugerem que v # 0 e, como tal,

levam a rejeicao da hipotese nula.

Se g,(y | A, 9) for af.d.p. da distribuicdo GEV, G, (y | A, d), a fungdo log-verosimilhanca

para uma a.a. observada (yi,...,y,) pode ser dada, genericamente, por

l(,}/7)\75|y17 s 7ym> = Zlogg’y(yl | )\75)

=1

A funcao score em relacao a -y é:

al ’)\76 sy Ym 810 i )\5
VY INGYL, . Ym) = (v gy; y)zz gggzl )

i=1

Sendo (S\GO, 5(;0) os estimadores de MV para o modelo Gumbel, Gy, a estatistica score

para o teste (3.19) é definida como

. alogg (¥ | AGor 0c0) = (1 1
:§ lim i 0:96o) :E —7}_ 7 ——7? -7
i 0y 2\ 2% pZiexp(=2i) )

Yi-Aa, .
com Z; = "2 ¢=1,...,m.
el
0

A distribuicao assintotica desta estatistica, sob a validade de Hy, podera ser Gaussiana
(Tiago de Oliveira, [1981) ou um Qui-quadrado: (Hosking, 1984):

Vm d
o m g N(0,1): 3.24
= om0 N0 (324)
V2 J
2 Ym o doon 2 3.25
n = 50079Tm o @2 7 X (3.25)

A regiao de rejeigao deste teste para o caso (3.19)), para um nivel assintotico a, é dada
por

* *2 2
|Vm‘ = R1-% ou por Vm > X1;1—as

com zi-g¢ 0 quantil de probabilidade 1 — § de uma Normal standard e Xii_e O quantil
de probabilidade 1 — o de um Qui-quadrado com 1 g.l. Os p-values podem ser calculados

através de

p(Vo) =2=2-2([V;])  ou  p(V;?)=1-P(Q< V7).

Esta estatistica de teste também podera ser usada nas situagoes (3.20) e (3.21). Para

cada um destes casos, rejeita-se Hy, ao nivel assintotico a, se

* *
Vo < zq4 ou Vo > 21,
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respetivamente. Os p-values podem ser obtidos por
p(Vy) =@(Vy)  oupor  p(Vy)=1-2(Vy),

respetivamente.

Em [Tiago de Oliveira and Gomes (1984) é apresentado um teste especifico para as
hipoteses apresentadas em (3.20) e (3.21)). A estatistica de teste, a estatistica Gumbel, é

dada por:

Ym'm - Ym m
GSm _ : [m/2]+1

YV[m/Q]Jrlzm - }/1:m
Sob a validade de Hy, tem-se que

G(Sm - Mm
GS* = Cn =P d yy  p (3.26)
(6775 m—»oo
onde «,, e [,, sao dados por:
1 3 log m + log(log 2)

m = log(log m) - log(logm) — log(log2)

Considerando que G, é o quantil de probabilidade « para uma distribuicaio Gumbel
standard, para o teste de hipoteses (3.20)), ao nivel assintotico «, rejeita-se Hy se

GSm < Bm — Oy log(_ IOg Oé)

i}
GS; < —log(—loga) = G,.

m

O p-value é dado por
p(GS;,) = AMGSy).

Ja no caso das hipoteses serem as apresentadas em (3.21]), ao nivel assintotico a, Hy
é rejeitada quando
GSm > ﬁm — Gy IOg(— log(l - OZ))

)
GS; > —log(—log(l — a)) = Gi_a.

Para se obter o p-value, bastara calcular

p(GS;) = 1 A(GS,).

Em Marohn| (2000)) é explicado detalhadamente um outro teste para as trés possibili-

dades de hipoteses apresentadas - o Teste LAN (Locally Asymptotically Normal).
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1

B 1.6449
~3.451

vm

A

Tm Vl,m - 500 :

A estatistica do teste LAN é dada por
0.5066 0.8916

R . )

Vim, Vam € Vs, sa0 as derivadas de primeira ordem da fun¢ao log-verosimilhanca da

V2,m - 500

distribuicao GEV, com respeito aos parametros 7, 6 e A, respetivamente, quando v = 0:

lim
Vim = "
" Olog go(Y; | A, 0)
V2,m = Z 85
i=1
VS,m zm: 8log QO(Y; | )\7 5)
o\

i=1

E, que neste caso, assumem a forma,

~ ~ 2 ~
- Y, — A 1{Yi— A Y, — A
Z 1 _ Go 5 7 _ Go 1 — exp _ta _ Go
i=1 5Go 5Go 600
i=1 5Go 5(;0 5Go
Z — — —exp | ———=
i=1 500 Go 5G0

em que (Ag,,0¢,) 5a0 os estimadores de MV dos parametros do modelo Gy.
Sob a validade de Hy, tem-se que

= -
™ 0.6904 m—oo

Zy ~ N(0,1), (3.27)

e ao nivel de significancia assintotico o, Hy é rejeitada se

Thl > 212 ou T <z, ou T >z ,,
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para os casos definidos em (3.19)), (3.20) e (3.21), respetivamente. Os correspondentes

p-values sao obtidos através do calculo de

p(T;)=2=2-9(T,)  ou p(T,)=2(T;) ou  p(T,)=1-0(T,).

Associado a este problema de determinacao do modelo extremal, também podem ser
usados os testes de ajustamento (do inglés, goodness-of-fit tests) para o modelo Gumbel
e que receberam grande atengdo por parte de Stephens (1976)), [Stephens| (1977), Stephens
(1986) e Kinnison| (1989). Estes testes sdo baseados, essencialmente, nas estatisticas de

ajustamento de Kolmogorov-Smirnov, de Cramér-von Mises e de Anderson-Darling.

Assim, serd considerado para hipdtese nula

Hb:F@ﬂ:wmp(—em)<—x;A>), (3.28)

ou seja, a distribuicao Gumbel, contra uma hipotese alternativa nao especificada. Os

parametros A e § sao desconhecidos e tém de ser estimados. As estimativas A\g, e d¢g, sao
obtidas por MV. A hipétese nula é composta, uma vez que apenas a forma funcional da

f.d. é fornecida, e os parametros desta nao sao especificados.

As estatisticas de ajustamento utilizadas, e ja mencionadas, serdao dadas por:

i. Kolmogorov-Smirnov

I

" N )
Dm = max {‘GO(YEm | >\G075G0> - E

1<i<m

“ A 1—1
GO(}/i:m ‘ /\G07 600) - m '} ; (329)

74. Cramér-von Mises

“ N 2i—1\° 1
W2 = Yiom | Aoy 0c) — — 3.30
5= (Gottn o) - )+ (3.30)
117. Anderson-Darling
1 & _ I
A = o 3 @ Dlos(GolVim b)) +
F2m 41— 2i)log(1 — Go(Yiun | Ao 500))}. (3.31)

A hipétese nula sera rejeitada se o valor da estatistica observada for superior a um
determinado quantil de nivel assintotico «. Estes quantis encontram-se tabelados e podem
ser encontrados em Chandra et al.| (1981), para a estatistica de Kolmogorov-Smirnov, e em
Stephens| (1977)), para as estatisticas de Cramér-von Mises e Anderson-Darling. Ambos
estao reproduzidos nas tabelas e 3.2] que sdo apresentadas de seguida.
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Tabela 3.1: Percentis para a estatistica de Kolmogorov-Smirnov, adaptada para a distri-

buicao Gumbel

Nivel de significancia o

Estatistica m .10 .05 .025 .01

10 760 .819 .880 .944
20 779 843 907 973
50 790 .856  .922  .988
oo .803 .874 939 1.007

/- Dy,

Chandra et al.| (1981))

Tabela 3.2: Percentis para as estatisticas de Cramér-von Mises e de Anderson-Darling,

adaptadas para a distribuicao Gumbel

Percentis
Estatistica Modificacao .75 .90 .95 .975 .99
w2 W2(1+0.2/y/m) 073 .102 .124 .146 .175
A2 A% (1+0.2/\/m) 474 .637 .757 .877 1.038

Stephens| (1977)

3.2.6 Nao-Estacionariedade: Sazonalidade e Tendéncia

Processos nao-estacionarios tém caracteristicas que mudam sistematicamente ao longo
do tempo. Em muitas situacoes relacionadas com o meio ambiente, a presenca de nao-
estacionariedade nas obervagoes costuma ser comum, ou por causa dos efeitos sazonais,
uma vez que ha padroes no clima que se manifestam em determinados meses, ou devido a
presenca de tendéncia na a.a., jA que, para alguns fenémenos naturais, se tem verificado

determinadas mudancas climaticas a longo prazo.

Existem resultados teoéricos para modelar algumas forma de nao-estacionariedade,
contudo, sao demasiado restritivos para serem usados na descricao de padroes de ten-
déncia presentes em situagoes reais. Logo, em detrimento desses resultados, é mais co-
mum adotar-se uma abordagem pragmatica e usar as distribuicoes limite max-estaveis,
considerando-as como 0s modelos bésicos e que podem ser melhorados através de mode-

lacao estatistica.

Quando a nao-estacionariedade se deve, essencialmente, a efeitos sazonais, o procedi-
mento habitual consiste na particao da amostra de dados, por periodos de tempo, dentro
dos quais se poderd assumir a homogeneidade das observacoes, e aplicar a analise de va-
lores extremos separadamente para cada um desses periodos. Exemplos desta abordagem
podem ser encontrados em [Smith| (1989) e Walshaw| (1994)). Estes periodos de tempo

poderao ser, por exemplo, as estagoes do ano, ou épocas secas e épocas chuvosas, onde as
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variacoes sazonais sao facilmente identificadas. Contudo, esta abordagem tem a principal
desvantagem de que é preciso estimar os parametros do modelo extremal para cada um

dos periodo sazonais e, estabelecer relacoes entre eles, nao é tarefa facil!

Uma abordagem alternativa consiste em permitir que os parametros do modelo va-
riem continuamente ao longo do periodo de sazonalidade. As séries de Fourier podem ser
ajustadas aos parametros e o modelo que melhor se ajusta, pode ser selecionado através
de testes de razdo de verosimilhanca (TRV). No entanto, Walshaw| (1991) mostrou que a
diferenca, ao nivel da inferéncia, entre esta abordagem e a primeira metodologia indicada,
¢ muito reduzida. Para além disso, a abordagem baseada nas séries de Fourier mostra-se
pouco eficiente, ji que a estimacao dos parametros que variam continuamente é com-
putacionalmente morosa. Deste modo, esta metodologia nao se revela uma abordagem

vantajosa quando comparada com a abordagem em periodos sazonais.

No caso de se verificar nao-estacionariedade devido a existéncia de tendéncia nas obser-
vacoes, poder-se-a criar uma série temporal Z;, que corresponderd ao maximo verificado
no instante t, e ajustar-lhe o modelo extremal GEV. Essa tendéncia podera estar presente
na localizacao ou na escala, e pode ser representada, no caso de ser linear, por exemplo,
como

At) = Bo + bt

(3.32)

Quantas vezes nao se ouviu ja falar no aquecimento global, e de que a temperatura
média tem vindo a aumentar gradualmente, ou de que a precipitacao em determinadas
zonas do planeta é cada vez menor. Isto sao algumas das evidéncias da presenca de ten-
déncia no meio ambiente. As variaces observadas numa determinada categoria ambiental
sao bem modeladas, em geral, por uma tendéncia linear no parametro de localizacao, da
distribuicao GEV. Esta forma de tendéncia estd representada na primeira expressao de
, e serd a destacada nesta dissertacao. O parametro [; corresponde a taxa de alte-
racao média anual (j4 que se estd na metodologia dos maximos anuais) no maximo anual
do processo em estudo. Outras formas para modelar a tendéncia poderao ser vistas em
Coles| (2001)).

Para se obter estimativas do vetor de parametros (v, A(t), d), podera ser usado o mé-

todo de MV, de forma semelhante ao apresentado na seccao (3.2.1

Como existe a possibilidade de se ajustar uma vasta combinacao de modelos a um
conjunto de dados, pois qualquer um dos parametros pode ser escrito como funcao do
tempo ou mesmo de outras covariaveis, a questao da selegao do melhor modelo é bastante

importante. O principio basico sera sempre o de escolher o modelo parcimonioso, isto €,
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o modelo mais simples, com o menor niimero de parametros possiveis, e que explique a
maior percentagem de variancia presente na amostra. Comparacoes entre o modelo GEV

com e sem tendéncia poderao ser feitas usando a estatistica Deviance, D, apresentada na

definicao [3.2}

Se se considerar que M7 e M, sao os modelos ajustados com e sem tendéncia, res-
petivamente, valores elevados de D indicam que o modelo M explica, substancialmente,
uma maior parte da variabilidade da amostra do que My; valores baixos de D sugerem
que aumentar o numero de parametros nao melhora a capacidade preditiva do modelo.
Contudo, isto é muito vago porque nao se sabe a partir de que valores se podera consi-
derar que a deviance é ou nao elevada. Serd, por isso, necessario aplicar-se um teste de

hipoteses, neste caso, um TRYV.

A distribuicao assintética da deviance é um qui-quadrado com os g.l. dados pela

diferenca de parametros entre os dois modelos, ou seja,
d
D =2 {max[(M;) — maxi(M,)} - QX = Xis

em que py € py sao, respetivamente, o nimero de parametros dos modelos Mgy e M; e

pr=po+kparak=12,...

As hipoéteses do teste serao:

Hy : Nao ha tendéncia na amostra wvs H;: Ha tendéncia na amostra

)

Hy : O modelo tem py parametros wvs H;: O modelo tem p; parametros

A estatistica de teste é dada por D e rejeita-se a hipotese nula, ou seja, aceita-se a presenca

de tendéncia no conjunto de dados, a um nivel de significancia a, quando
2
D Z Xk;l—an

em que ng—a é o quantil de probabilidade 1 — o de um qui-quadrado com k g.l. Alter-

nativamente, também podera ser calculado o p-value, neste caso dado por
p(D) = P(Q = D)

e, como habitualmente, rejeitar-se-a a hipotese nula, ao nivel de significancia «, se

p(D) < a.

H& que ter em consideracao que, a distribuicao assintotica da estatistica de teste de
razao de verosimilhancas so é valida se a hipdtese nula nao estiver na fronteira. De acordo

com [Stram and Lee (1994), quando tal acontece, a distribuigdo assintotica do TRV é



3.3 Método POT 53

uma mistura de qui-quadrados. Assim, quando se testa a hipotese de existéncia de pg
parametros versus a hipotese alternativa de existirem p; = py + 1 parametros, tem-se

uma mistura 50 : 50 de dois qui-quadrados com pg € py + 1 g.l..

Quando o modelo da hipotese nula nao esta encaixado no modelo da hipotese alterna-
tiva, por exemplo, quando se tem um modelo com tendéncia na localizacao e outro com
tendéncia na escala, o TRV nao ¢ apropriado. Nesse caso, a comparacao entre modelos
nao encaixados pode ser feita com base nos critérios de informagao, como por exemplo, o

critério AIC (Akaike Information Criterion)
AIC = =2 -max (M) +2-p, (3.33)
ou o critério BIC (Bayesian Information Criterion),
BIC = -2 -max{(M)+2-p-logN, (3.34)

em que p é o nimero de parametros do modelo M e N a dimensao da amostra. Quanto
menor o valor do AIC ou do BIC, melhor serd o modelo. Estes critérios também podem

ser aplicados no caso de modelos encaixados.

3.3 Meétodo POT

No subcapitulo jé foi apresentado o conceito de excesso acima de um determinado
threshold u, e que foi denotado por (X — u)|X > w ou por Y|Y > 0, com YV = X — w.
Foi também visto no Teorema [2.17], Teorema de Pickands-Balkema-de Haan, que a f.d.
condicional destes excessos pode ser bem aproximada por uma Generalizada Pareto (GP),

cuja expressao ¢ novamente apresentada de seguida:

—1/y
1—<1+7%> , T > U sey > 0,
H, (z|u,04) = ¢ 1 —exp (—%) , T >u sey =0, (3.35)

-1/
1—(1—1—7%) ,u<z<u—2Z sevy<O.

Em termos de Y a f.d. GP assume a forma

=1/
1—(1+7%) ,y>0 sey >0,
H(ylow) == {1 —exp (=), y >0 sey =0, (3.36)
—1/y

1—(1+70%> ,0<y< =2+ sey<O.
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Figura 3.2: Ezxcedéncias de um nivel elevado u

No método POT (Peaks Over Threshold) nao se ira trabalhar com a a.a. original,
X1,...,X,. Fixando um determinado nivel elevado u, essa amostra ird ser censurada e
apenas serao retidas as m excedéncias desse nivel, como pode ser visualizado na figura

De seguida, constréi-se a nova amostra, neste caso, dos excessos, através da transformagao

V=X, —u|X;>u, j=1,2,...,m.

Com m suficientemente elevado, podera ser ajustado o modelo GP a esta nova a.a. e,
consequentemente, poderé ser feita inferéncia sobre parametros importantes em aconteci-

mentos raros.

3.3.1 Escolha do Threshold

O threshold u tem um papel bastante importante na metodologia POT, logo é crucial
que a sua selecao seja feita de forma razoavel. Contudo, a escolha desse nivel é uma
questao em aberto e com alguma controvérsia. Se forem escolhidos valores pequenos para
u, ter-se-a4 um maior nimero de observacoes e, como consequéncia, os estimadores terao
uma menor variancia, mas, em compensacao, o seu viés serd maior. Para além disso, a
aproximacao & distribuicdo GP sera questionavel, uma vez que nao se tem v — zf'. Ja
se for escolhido um valor elevado para o nivel u, esse viés é menor mas os estimadores
apresentarao comportamentos com uma grande variabilidade. Logo, serd necesséario haver
um compromisso entre estes dois lados para se conseguir obter estimadores com valores

baixos quer para a variancia, quer para o viés.

Em Gong| (2012), é referido que, em geral, é aplicado um de trés critérios de sele¢ao
do threshold.

No primeiro método, considerado o mais simples, escolhe-se como threshold, o valor

de um determinado quantil empirico de probabilidade a variar entre 0.9 e 0.97.
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O segundo método referido, é baseado em Davison and Smith| (1990), onde é proposto
para a escolha de um nivel u conveniente o estudo da fungdo de excesso médio (mean

excess function), ja definida em (2.9)), que no caso GP assume a expressao

Oy + 77U

e(u):=FEX —u|X >u]=FE[Y|Y >0] = e sey < 1, (3.37)

Este resultado é obtido utilizando-se a definicao de funcao de excesso médio para os trés

casos da distribuicao GP, com v > 0, v < 0 e v # 0. Assim, para 0 < vy < 1,

1-H 1
’Y(u> (1_'_7%) ¥
1 =l
5
“ -5 A—+oo "y—l w
<1+70u) u
1 =1
Oy u R
= 1 <O— _1(1+’YU—) )Z
(1+7£) 3 g u
Oy u
7_1 O,
Oy tu
= 1_7 X

Para v < 0, a demonstragao é muito semelhante, no entanto, neste caso, o limite superior
do suporte é finito e igual a —"7”, logo o extremo superior do integral coincidira com este

valor. Por fim, para v = 0 tem-se

R Hs)ds e (<) ds
e(u) = I Ho(w) = <_ - _

—= O'u:

Na prética, e(u) é substituida pela sua contrapartida empirica, é,(u), que é definida,
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com base na amostra de dados observados, z1,...,x,, por

sz' u+oo )

én(u) := — u, (3.38)

Z 1(u,+oo) (xz)
=1

1 sex; >u,
em que L, o0)(2;) 1=

0 cc
Usualmente considera-se que v = x,,_g.,, com k =1,2,...,n — 1, e assim tem-se que
k
E Ti - Ly poo) (@) = E Tp_jt1m, com k = #{x; : ; > u}. Sendo assim, as estimativas
Jj=1

dos excessos médios poderao ser dadas por

1

k
6 mn kn = EZ n—j+1lin — Tn—kn- (339)

Repare-se que a func¢ao de excesso médio (3.37)), para a distribuicdo GP, é linear em

u. Assim, quando se representa o ME-plot empirico, isto é, o grafico obtido através de
{(xnfk:rm én(xnfk:n)% 1 S k S n— 1} 5

espera-se que haja uma linearidade a direita de x,,_.,. O threshold u deveré ser escolhido,
precisamente no ponto, a partir do qual se verifica essa linearidade, podendo esse ponto
estar ou ndo presente na amostra (mas sempre tendo em atenc¢ao que u nao pode exceder
o limite superior do suporte da variavel). Contudo, na parte final do ME-plot, em geral,
essa linearidade nao acontece, uma vez que estao a ser calculadas médias de um ndmero
reduzido de excessos elevados. Sendo assim, quando se pretende determinar o valor de u,

esses pontos do ME-plot poderao ser ignorados.

O terceiro procedimento sugerido, e que também pode ser encontrado em Coles (2001))
e em Furrer et al.| (2010)), consiste na escolha de alguns candidatos a threshold e, de seguida,
para cada um deles, estimam-se os parametros do modelo GP. Um valor adequado para
o threshold ser& aquele, a partir do qual, os estimadores dos parametros de forma ~ e de
escala o, com este ultimo devidamente transformado, se tornam estaveis. De facto, se
o modelo GP com parametros de forma ~ e de escala o,, for o correto para os excessos
acima do nivel ug, entao, para qualquer threshold u > wug, 0S novos excessos continuarao

a ter distribuicao GP com a mesma forma mas, com a escala alterada para

Ou = Ouy + 7(u — up).
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Se for usada uma nova versao do parametro de escala,

*

0" =0, — YU

entao, ambos 0s parametros do modelo, o* e 7, serao constantes para qualquer threshold
acima de ug. Este método é considerado uma ferramenta bastante ttil para avaliar a
escolha do threshold wu, pois, recorre a representacoes graficas, o que torna mais facil a
visualizacao do comportamento dos dois parametros mencionados, em fun¢ao dos valores

de w.

Nesta dissertacao serao usados os dois tltimos métodos para a selecao de um threshold

adequado.

3.3.2 Estimadores de Maxima Verosimilhanca dos Parametros

Tal como foi apresentado para os parametros da distribuicaio GEV, o método de
MYV podera ser usado para obter estimadores dos parametros da distribuicao GP. Seja
Yi,..., Y, a a.a. de m excessos obtida a partir da a.a. original, Xy,..., X, para um
threshold w. Tem-se que, para todo o i = 1,...,m, Y; é¢iid. aY —~ GP, com f.d.
H.,(y|o), definida em (3.36). A log-verosimilhanca para Y1, ..., Y,,, quando v # 0 ¢ dada

por

1(77Ju|y17"'7ym) = 1OgL(77Ju|y17"‘7ym) = (340)

= —mlogo, — ( + 1) Zlog (1+7—>

com 1+7§’—j>0, 1=1,....,m

Para v = 0, a log-verosimilhanca é

10,0uly1, -, Ym) = log L(0,0u|y1, .- s Ym) = (3.41)

1 m
= —mlogo, — — i-
go Uu;y

Através da maximizacao da funcao de log-verosimilhanca, obter-se-2o os estimadores

de MV, 7 e ,, de v e 0y, respetivamente. Para tal, resolvem-se as equacgoes

al(770u‘yla"'>ym) -0 e al(’}/aau’ylw"aym) -0

oy doy,

para o caso v # 0, e
A0, 0ulyrs s Ym)
doy,

=0,
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quando v = 0.

E de relembrar que, no caso v = 0, a f.d. Hy(y|o,) ndo é mais do que a f.d. de um
modelo exponencial, logo consegue-se obter explicitamente o estimador de MV para o,

sendo dado por 6, =Y.

No caso v # 0 é vantajoso, em termos computacionais, proceder-se a reparametrizacao

sugerida por Davison| (1984),

(v, 00) ~ (7,7), com T := l,
Ou

e substituindo em ({3.40)), resulta

Iy, Ty, Ym) = log L(v, Tlya, -« oy Ym) = (3.42)

1 m
= —mlogvy+mlogt — <—+1> Zlog(l—i-Tyi),
v

i=1
coml1l+7y; >0, ¢1=1,...,m.

Os estimadores de MV (4,7) dos parametros (v,7), sdo obtidos, usando processos

numeéricos, a partir de

1 1 1 < Y
S T L 3.43
7 (ﬁ—i_) m Zl—i—f'Yi ’ ( )

1 m
com y = — - 5 log (1 +7Y;).
m
i=1

3.3.3 Estimadores dos Momentos Ponderados de Probabilidade

dos Parametros

O método MPP para a distribui¢io GP foi trabalhado por [Hosking and Wallis| (1987)).
Os momentos ponderados de probabilidade, M, , ,, sao obtidos através da expressao de-
finida em , e, para a distribuicaio GP com v # 0, considerando p = 1, r = 0 e
s=0,1,..., estes tomam a forma

(5—1—1)-(:—1—1—7)

.y <L (3.44)

Ml,O,s =

Note-se que os momentos GP s6 existem para ordens r tais que v < %

Também aqui se procede & substituicao de M, pela sua contrapartida empirica
Ml,O,s; dada por

. 1 Tm—i—k+1
Ny = — - MELZEEL) 4
e (5 (345

i=1 k=1
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Para se obter os estimadores MPP para os parametros de forma e de escala, bastara
considerar s = 0 e s = 1 nas expressoes (3.44)) e (3.45) e iguala-las de seguida. Obter-se-4,

assim,

(3.46)

A aplicacao do método MPP nao é isenta de problemas, pois, para v > 1, os estima-
dores MPP nao existem. Para além disso, a sua implementacao pratica poder& conduzir
a valores inadmissiveis. Uma situacao tipica acontece quando v < 0, em que a inferéncia

poderd ir além do limite superior do suporte, que, como se sabe, neste caso é finito.

Quer os estimadores de MV, quer os estimadores dos MPP, sao assintoticamente nor-
mais. Em Hosking and Wallis (1987)) poderdao ser vistos mais detalhes e, em particular,
demonstram que quando 0 < v < 0.4 e a dimensao da amostra ¢ pequena, os estimadores
MPP dao resultados melhores que os estimadores de MV, uma vez que apresentam uma

menor dispersao.

3.3.4 Estimacao de Outros Parimetros de Interesse em EVT

Na metodologia POT, também ¢ possivel estimar qualquer uma das quantidades apre-

sentadas na sec¢ao para o método dos maximos anuais.

Invertendo a f.d. da GP, H,(y|o,), obtém-se os quantis extremais de probabilidade
1 — p (também chamados de quantis extremais de probabilidade de excedéncia p). Estes

também podem ser escritos a custa da funcao quantil de cauda, definida em Assim,

1 — %(pi'y_l)v V#Oa
G1-p = Un, <];) =Hi(1—ploy) =1 " (3.47)

— 0y 10gp7 Y= O

No caso de v < 0, o limite superior do suporte da GP H,(y|o,) é finito e dado por

(00) = = Hy (1]on) = —=*. (3.48)

Un

Y

Substituindo, nas expressoes (3.47) e (3.48), os parametros v e o, pelas suas estima-
tivas de MV ou MPP, obtém-se, respetivamente, as estimativas dos quantis e do limite

superior do suporte do modelo GP.
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Contudo, os resultados apresentados em e sao para a distribuicao de
Y|Y > 0, que como ja foi referido, é aproximadamente GP, com f.d. H,(y|o,). Se se
trabalhar com a v.a. original X com f.d. desconhecida F', é preciso recorrer-se a relacao
, onde se representa a distribuicao condicional dos excessos acima de u, e ao facto

dessa distribuicao poder ser aproximada a um modelo GP, ou seja,

Ruli) = POY = u < )X > ) = TS o)

Considerando que x = y + u, vem que

e assim tem-se que

F(z)=F(u)- (1= H,(z — ul|oy)).

Estimando F'(u) pela frequéncia relativa, ™, das observagoes que excedem o nivel u na
amostra original de dimensao n, Xy, ..., X, e substituindo os parametros da distribuicao

GP pelos seus estimadores de MV ou MPP, vem que

=)

(#) = 2 (1= Hy(o — ul6)). (3.49)

s[3

A expressao (3.49) nao é mais do que o estimador da Probabilidade de excedéncia de

um nivel z elevado.

O estimador para um quantil elevado, ¢;_,, de F, poderd ser obtido considerando

F(z) = p e resolvendo em ordem a x. Obtém-se assim,

A /1 ~ u+@-<(%)fﬁ—1> sey #0,

Gi—p = (—) =F"(1-p) = ! (3.50)
p u—c}u-log(%) sey=0.

Para se obter o nivel de retorno de T-anos basta calcular o quantil de probabilidade

11— %, como ja indicado. Assim, para se obter um seu estimador basta fazer

U(T) =g, .. (3.51)

Sl
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Ja no caso de se pretender estimar o periodo de retorno de um nivel v, o seu estimador

pode ser dado por

T, = . (3.52)

No caso do parametro de forma ser negativo, v < 0, o limite superior do suporte é

finito e pode ser obtida uma sua estimativa, através de

A =U(co) =G =u— =~ (3.53)

3.3.5 Intervalos de Confianca para os Parametros

Os intervalos de confianga para os parametros da distribui¢ao GP, (v, 0,), e para outros
parametros referido na seccao anterior, na abordagem POT, decorrem da aproximacao a
distribuicao Normal dos estimadores de MV e MPP, apoiada pela normalidade assintética
de valor médio nulo para /m-(y—+), no caso de se pretender intervalos de confianga para
o parametro de forma v, e para \/m - ([7 (%) —U (%)), se 0 objetivo forem os quantis
elevados. Em [Beirlant et al.| (2004) ¢ demonstrada a construcgio deste tipo de intervalos,
que, como é sabido, sao centrados nas respetivas estimativas pontuais dos parametros,

pela simetria da Normal.

Tal como foi feito no método dos méaximos anuais, poderao ser obtidas estimativas
intervalares de melhor qualidade para a abordagem POT, usando a funcao de profile

log-likelihood. Para o parametro 7, esta assume a forma

log Ly,(7v) = maxlog L(ow | 7, Y1, - -+, Ym)-

O'u"y

Usando argumentos semelhantes para o caso da distribuicao GEV, o intervalo com

(1 — a)100% de confianga para -, baseado na fungao de profile log-likelihood é dado por

{7 +log Ly(7) > log Ly(7) — M} (3.54)

Para se obter intervalos de confianca, baseados na funcao de profile log-likelihood, para

outros parametros, o caminho a seguir serd semelhante ao apresentado na seccao [3.2.4)

3.3.6 Testes de Hip6teses para o Modelo GP

No método POT, e pelas mesmas razoes apresentadas no método dos maximos anuais,

tem-se, mais uma vez, o famoso trilema estatistico. Assim, as hipoteses em teste serdo:

Hy:v=0 vS Hy:~v#0, (3.55)
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ou seja, pretende-se testar se a distribuicao Exponencial, que corresponde ao caso em que
~ = 0 na distribuicao GP, é ou nao um bom modelo para se ajustar aos excessos acima
de um nivel elevado. Porém, também se pode ter hipoteses alternativas mais especificas,

ou seja, uma hipotese alternativa unilateral Beta (modelo GP com v < 0),
Hy:v=0 VS Hy:v <0, (3.56)
ou uma hipotese alternativa unilateral Pareto (modelo GP com v > 0),

Hy:v=0 S Hy:v>0. (3.57)

Existe diversa bibliografia para este tipo de testes, em especial, podem ser destacados
Gomes and van Monfort| (1986)), Marohn| (2000)), [Reiss and Thomas| (2007) e Kozubowski
et al.| (2009).

Também poderao se aplicados os testes de ajustamento ao modelo GP. Estes foram
estudados, entre outros, por (Choulakian and Stephens (2001) e Lilliefors (1969), sendo
que este ultimo apresentou o caso especial do teste de Kolmogorov-Smirnov, aplicado a

distribuicao Exponencial com parametros desconhecidos.

O primeiro teste apresentado, e que pode ser aplicado aos trés conjuntos de hipdteses
definidos, é apresentado em Marohn| (2000). Sejam (W7, ..., W,,) as m excedéncias acima

do threshold u, obtidas da a.a. inicial, a estatistica de teste é dada por
1 2
2 \W—up

de S2, ¢ ianci tral dad 52:—-2 W, — W)2.
onde Sy, é a variancia amostral dada por - ( )
Sob a validade de Hy, tem-se que
T =vm-T, - Z~ N(0,1), (3.58)
m—00

e, ao nivel assintotico «, e sendo z. o quantil de probabilidade € de uma Normal standard,

Hy é rejeitada se

T > 212 ouse T <z, ouse T, >z _,,

para os testes (3.59)), (3.56]) e (3.57)), respetivamente. Os p-values correspondentes poderao

ser obtidos através de

p(T5) =2 =20(|T,.[) ou p(T,,)=®(T,) ou p(T,)=1-o(T,),

m

e, neste caso, a hipdtese nula sera rejeitada, ao nivel «, se p(T);) < .
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Marohn| (2000) mostrou, através de simulacdo, que esta estatistica de teste para a
versao bilateral é enviesada e com uma poténcia baixa para amostras de pequena ou

moderada dimensao (m < 500).

Um segundo teste, para as hipoteses definidas em (3.55)), é o ja conhecido TRV. Sendo
(Wh,...,W,,) a a.a. das excedéncias, onde W; ~ H.,, parai=1,...,m, com H, definida
em (3.35), e (v, u, oy |wy, . .., wy) e 1(0,u, oy |wy, . .., wy,) as fungdes de log-verosimilhanca

para H, e Hy, respetivamente, a estatistica TRV (a ja mencionada Deviance) é dada por

D—2. {l(?wa,u,&uHle, W) = 10, 1, Gy 0, ,wm)} , (3.59)
onde 6UHO e (Ya,, (3qu) sao os estimadores de MV para os parametros dos modelos Hy e
H,, respetivamente.

Sob a validade da hipdtese nula,

d
D S Q~xi

m—o0

Reiss and Thomas| (2007) recomendam a correcdo de Bartlett, ficando assim

D
D = L~ (3.60)

Para o teste (3.55)), ao nivel assintotico «, a hipotese nula é rejeitada se
2
D* Z Xl;lfon

em que X%;l—a é o quantil de probabilidade 1 —a de um qui-quadrado com 1 g.l. O p-value
pode ser obtido por
p(D*) =1- P(Q< D).

Um outro teste, proposto por (Gomes and van Monfort| (1986), e que sera usado nas
situagoes (3.56) e (3.57), recorre ao méaximo e & mediana da amostra de excedéncias. A

sua estatistica de teste é

Wm‘m
Gm = : )
Wim]i1m
e sob a validade de Hy, tem-se que
Gt =log2 -G —logm -% U~ A. (3.61)

m—0o0

Para o nivel assintotico a, Hy é rejeitada se

Gy, <G ouse G >G g,
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para os testes (3.56) e (3.57)), respetivamente, sendo G, e G;_,, 0s quantis de probabilidade

a e 1 —a, para uma distribuicao Gumbel standard. Alternativamente poder-se-a calcular

os correpondentes p-values:

p(Gr) = MGr,) ou p(Gr) =1 AG).

No caso da dimensao da amostra ser pequena ou moderada, (Gomes and van Monfort
(1986) apresentam uma tabela com os pontos criticos para esta estatistica de teste, para
os niveis de 0.05 e 0.1, obtidos por simulacao. Parte dessa tabela encontra-se representada
na Tabela [3.3| e onde a | e a T significam, respetivamente, valores menores e maiores do

que a.

Tabela 3.3: Pontos criticos, obtidos por simula¢ao, para a estatistica de teste G,

Regido critica para Regido critica para
H;:v<0 Hy:v>0
Estatistica m .10 .05 .10 .05
20 -.894 -1.19) 3.157 4.041
G 100 -.94| -1.21] 2.557 3.407
250 -.86J -1.13) 2.571 3.371
00 -.83) -1.09) 2.257 2.971

Gomes and van Monfort| (1986])

Como j4 foi referido, também aqui poderao ser aplicados testes a qualidade do ajusta-
mento, nomeadamente os testes de Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises e Anderson-

Darling.

O teste de Kolmogorov-Smirnov para a distribuicao Exponencial, com parametros
desconhecidos, recebeu especial atencdo por parte de |Lilliefors| (1969)). A estatistica de

Kolmogorov-Smirnov adaptada para esta hipotese nula, correspondente ao modelo Expo-
nencial, é dada por

D,, = 1— _Em) - _TEm) : 3.62
121%}151 {‘ Xp ( Oy ) m ' exp ( Ou ) m )} < )

onde 7, ¢ o estimador de MV de o,, do modelo Exponencial.

A hipoétese nula seré rejeitada, a um determinado nivel, se o valor observado da esta-
tistica de teste for superior ao ponto critico associado a esse nivel. Na tabela [3.4] estao

representados alguns desses pontos criticos.

Em relacdo as estatisticas de Cramér-von Mises e Anderson-Darling (Choulakian and

Stephens, 2001)), estas sdao dadas por:
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Tabela 3.4: Pontos criticos simulados para a estatistica de Kolmogorov-Smirnov adaptada

para o modelo Exponencial com pardmelros desconhecidos.

Niveis de significancia para D,

Estatistica m .10 .05 .01
5 406 .442 504

10 295 .325 380

15 244 269 315

D 20 212 .234 278
30 174 192 226

Lilliefors| (1969))
7. Cramér-von Mises

e X 2 —1\> 1
W;:Z(H&(nmw%)— 5 > + g (3.63)

i1. Anderson-Darling

1 & , .
A2 = —m—— 3" { (2= Dlog(Hy (Yim | 0u,) +
=1
+(2m + 1 — 2i)log(1 — Hy (Y | c}un))}, (3.64)

com 4 e &“Hw os estimadores de MV para a f.d. GP, H,.

Nestes dois casos, a distribuicao em Hy, ¢ uma GP com parametros desconhecidos.
Essa hipotese sera rejeitada se o valor observado das estatisticas excederem os respetivos
pontos criticos associados ao nivel de significancia considerado. Estes valores encontram-
se tabelados em (Choulakian and Stephens| (2001)), e estao parcialmente reproduzidos nas

tabelas 3.5 e [3.6

3.4 Meétodo das Maiores Observagoes (MO)

No capitulo anterior, mais propriamente no teorema [2.22| foi visto que as k£ maiores
observacoes da a.a., X1,...,X,, depois de convenientemente linearizadas por constantes

a, > 0eb, € R, isto é,

(Wl,...,Wk):(:—,...,
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Tabela 3.5: Pontos criticos simulados para a estatistica de Cramér-von Mises adaptada

para o modelo GP com pardmetros desconhecidos.

Niveis de significancia

Estatistica -~ .10 .05 .01
9 .094 115 165
5 .101 124 179
1 .116 .144 .210
w2,
0 124 153 224
-1 .129 .160 .236
-.5 174 222 338

Choulakian and Stephens| (2001}

Tabela 3.6: Pontos criticos simulados para a estatistica de Anderson-Darling adaptada

para o modelo GP com parametros desconhecidos.

Niveis de significancia

Estatistica -~ .10 .05 .01
9 .641 171 1.086
) .685 .830 1.180
1 .766 935 1.348
A2
m 0 .796 974 1.409
-1 831 1.020 1.481
-5 1.061 1.321 1.958

Choulakian and Stephens| (2001)

sao bem modeladas pela f.d.p. conjunta dada por

W
an:m---7Xn—k+1:n (wl, e ,U}k) = GW(wk) . H %, para wip > e > W, (365)
i=1 TN

onde g, (w) := %u(]w) ¢ a f.d.p. do modelo GEV com f.d. G,. Este modelo tem a desig-
nacao de GEV-multivariado ou GEV-processo extremal e foi introduzido por [Weissman
(1978). |Gomes and Alpuim (1986)) e Gomes| (1989), por exemplo, utilizaram este modelo
para a escolha estatistica de G contra G.,, com 7 # 0, ou contra alternativas unilaterais

v < 0ou-~y>0.

Em inferéncia estatistica para acontecimentos raros, uma outra abordagem paramé-
trica possivel é, precisamente, modelar estas k maiores observacoes disponiveis da amostra,

com o comportamento conjunto indicado em (|3.65]).
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3.4.1 Estimacao do Modelo para as MO

Nesta abordagem procede-se a uma parti¢ao da a.a., Xi,..., X, em m blocos (ge-
ralmente um bloco corresponde a um ano), cada um com dimensdo ¢, tal como para o
método dos Maximos Anuais. Para cada um desses blocos, extrai-se as maiores k observa-
¢oes (k < q), obtendo-se, assim, um conjunto de m vetores aleatorios k-dimensionais i.i.d.,
{X }] 1,..m» a0 qual se pretende ajustar o modelo descrito anteriormente. Na figura ,
é exemphﬁcada uma situacao com m = 4 blocos, cada um com dimensao ¢ = 7, de onde

se escolhem as k = 3 maiores observacoes de cada bloco.

Xi

‘ i T”T‘ MJ IM

1 2 3 4
Tempo

Figura 3.3: Maiores Observagoes

Surge assim a necessidade de estimagao dos parametros de forma, localizacao e escala,
para posterior inferéncia sobre os parametros de interesse em acontecimentos raros. Iréd

ser usado o método de MV para se obter estimativas dos parametros do modelo.

A fungédo de verosimilhanga para este modelo é obtida através de (3.65)) e efetuando

os produtos por bloco, ou seja,

m 5 9y(5 511,417, 0)
L(’Y7>\’5|-§(1)775E( )):H(G’Y ;) k+1q|)‘5 XH 2l q +1q|)\ 6)

j=1 q i+1:q

Substituindo g, e G, pelas expressoes da f.d.p. e da f.d., respetivamente, do modelo
GEV, obtém-se:

e para y # 0

" E) Y -3
L<77)\75|:§(1)77;§(m)) = exXp | — 1“"7% X
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x(gj—)i—‘rl:q — A

com 14 - 3

>0,i=1,...k j=1,..m

e paray =0

LO,N62W, .z {exp (—exp( L k+(15q )) X
7j=1

k )
(2]

Oql'—‘

A funcao log-verosimilhanca sera dada por

e para y # 0

m WA\
Wy A 812, 2™y = Y 0 — [Ty — | - (3.68)

=1
k )
Z 1 g — A
=1 ’Y (5

>0,i=1,....k j=1,....,m;

©)
Lo—itlq — A

com 14 - 5

e para vy =0

M (m) v Tyt ~ A
10,0, 82D, ... 2™y = - Y

J=1

k (4) A
-> <10g5 + %) } (3.69)

=1

A log-verosimilhanca terd que ser maximizada numericamente para se obter as esti-
mativas de MV dos parametros do modelo (v, \,d). A teoria assintotica associada aos
estimadores de MV podera ser aplicada, por exemplo, para se obter intervalos de confianca

para os parametros.

E de constatar que quando k = 1, a funcdo de log-verosimilhanca reduz-se ao caso
apresentado para o modelo GEV, no método dos méximos anuais. Alids, o modelo es-
tatistico para as £ MO fornece uma verosimilhanca cujos parametros correspondem aos
da distribuicao GEV, obtidos pelo método dos maximos anuais, mas neste caso foram
incorporadas mais observacoes extremais, da amostra original. Assim, a forma de obten-
cao dos parametros de interesse em EVT, bem como a sua interpretacao serd a mesma,
contudo, obtém-se uma melhor precisao nas estimativas destes, devido a inclusao de mais

informacao.
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Um outro pormenor a ter em consideragao serd o nimero de observacoes de topo que
deveré ser retido. Este problema é semelhante ao da escolha do threshold na metodologia
POT. Pequenos valores de k originam amostras mais pequenas, o que ird implicar uma
maior variancia; por sua vez, valores elevados de k conduzem a um viés maior. E preciso,
portanto, ter em atencao estas duas situacoes e haver uma ponderacao na escolha do valor
para k. Na pratica, ¢ habitual selecionar um valor tao grande quanto possivel e aplicar-se,

de seguida, diagnodsticos adequados ao modelo.

Quando se consideram as MO de uma a.a., tal como foi apresentado para o maximo
anual, poderd haver a presenca de tendéncia nos dados. Nessa situacao o procedimento a

tomar serd analogo ao apresentado na sec¢ao |3.2.6
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Capitulo 4

Abordagem Semi-Paramétrica em

Valores Extremos

4.1 Introducao

Como ja tinha sido referido no inicio do capitulo anterior, nesta dissertacao serao
apresentadas duas abordagens possiveis para fazer inferéncia em valores extremos. Nesse
mesmo capitulo foram expostos os pontos fulcrais da abordagem paramétrica que, recorde-
se, tem como principal pressuposto a existéncia de uma classe de modelos paramétricos
que descrevam adequadamente a v.a. em estudo. Como se esta a trabalhar em valores
extremos e, mais propriamente, para valores elevados, esses modelos resumem-se a trés
casos possiveis, Gumbel, Fréchet e Weibull, os quais dependem fundamentalmente do
indice de cauda, 7, e, eventualmente, de parametros de localizagdo, A, e de escala, 9.
Estes trés modelos poderao, também, ser reunidos numa tnica familia, a distribuicao

GEV. Falta, portanto, apresentar a abordagem semi-parameétrica.

Na abordagem semi-paramétrica nao se supoe nenhum modelo paramétrico, F', sub-
jacente & amostra de observacoes i.i.d., X1,...,X,,. Em contrapartida, a tinica suposicao
que é feita é a de que a fungao F' pertenca ao dominio de atracao da distribuicao GEV,
isto ¢, F' € D(G,), para algum v € R. Neste contexto, qualquer inferéncia respeitante a

cauda da distribuicao de F', pode ser baseada nas k + 1 observacoes de topo,
Xn:n Z Xn—l:n Z e Z Xn—k':nu

que, por sua vez, sao obtidas a partir de um threshold aleatério, X, _j.,. KEste nivel

aleatorio ¢ uma e.o. intermédia superior (ver secgao 2.7.3)), em que

k
k=k,— oo, com — — 0, quando n — oo.
n

71
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A escolha de k£ é um problema semelhante ao da determinacao do threshold u, na meto-
dologia POT, apresentada na secgao [3.3] A determinagio deste valor é um problema em

aberto, e muitos autores sugerem diversas solucoes.

4.2 Condicao de Regularidade de Segunda Ordem

Seguindo uma metodologia semi-paramétrica, para além da condicao de primeira or-
dem apresentada no teorema [2.12], muitas vezes é necessario introduzir uma condicao de

segunda ordem que especifique a velocidade de convergéncia de

- -1 ge 0,
FGD(GW)@hmw: v tha
fveo a(t) logz sey=0;

para alguma funcao positiva a, com x > 0.

E comum assumir-se a existéncia de uma fungao A(t), que nao mude de sinal e tenda

para zero quando t — oo, tal que

Ute)-U®)  z7—1

. 1 /2P —1 27—1
lim v — = H,,(x) = — (x .- ) ) (4.1)
t—00 A(t) p\ Y+p ot

para todo o z > 0 e em que p < 0 é chamado de parametro de segunda ordem. Este

parametro serve para controlar a velocidade de convergéncia do maximo linearmente nor-
malizado para a lei limite G,. Para além disso, a fungao A é tal que
A(tx)
im =z,
para todo o z > 0, isto &, |A| € RV, (de Haan and Stadtmiiller, [1996)).

A condicao de regularidade de segunda ordem pode, entao, ser formalizada na definicao

seguinte.

Defini¢ao 4.1 (Condicao de Segunda Ordem). A funcio U (ou a f.d. F associada)
satisfaz a condigcao de regularidade de sequnda ordem se, para uma funcao positiva a e

para alguma funcao positiva ou negativa A, com tlim A(t) = 0, verifica a condi¢ao (4.1]).
—00

A funcao A, chamada de funcao auxiliar de segunda ordem, descreve a velocidade de
convergéncia da condicao de primeira ordem e é, como ja referido, de variagao regular de
indice p. Se p < 0, essa velocidade é rapida. Ja se p = 0, a velocidade de convergéncia
é lenta. Para além disso, a velocidade com que a sequéncia intermédia k, tende para o
infinito, tem de estar de acordo com a velocidade de convergéncia da condigao de primeira
ordem que, por sua vez, é quantificada pela funcao A. Logo a escolha de k, é decidida

pela condicao de segunda ordem.
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4.3 Estimacdo do Indice de Valores Extremos

Recordando o item (iv) do Teorema existe um fungao positiva nao decrescente

g, tal que

FeD(G,) o tim LT 9)

t—zl F(t) - (1 i ’yaj)_l/’y’ (42)

para todo o  em que 1+ vz > 0 (de Haan and Ferreira), 2006) e v é o EVI que, como ja

foi referido diversas vezes, descreve a forma da cauda da distribuicao F.

Se se tomar em atencao a seccao [2.6] facilmente se constata que

Flt+z-g(t))
F(t)

=P(X >t+z-g(t)|X >1t) = Fxx=t(t +2-g(t)),

e sabe-se, também, que

lim Fxjxs¢(t+z-g(t)) = H,(z),
t—zt
ou, equivalentemente, fazendo uma mudanca de variavel e usando a definicao de cauda

direita, obtém-se

. r—t
J P = 1 (7).

onde H, é a f.d. GP, apresentada em (2.14). Assim, usando estas relacoes e tendo em
atencdo a secgao a condigao em (4.2)) é equivalente a dizer que, a partir de um

determinado nivel elevado, por exemplo, t, a cauda da f.d. F' pode ser escrita como

Fla) ~F(t) - {1 _H, (x—_t> } Lzt (4.3)

g(t)
Espera-se que esta aproximacao se verifique em e.o.’s intermédias ou de extremos.

Sejam Xi,...,X, v.a.’s i.i.d. com f.d. F e seja F, a correspondente f.d. empirica

dada por

Fa(o) = 37 1) () (4.4)

Aplicando a aproximagao (4.3) para o threshold aleatorio t = X,, ., e com k = k,, —

x e % — 0, quando n — oo, obtém-se

F(2) ~ F(Xn_pm) - {1 —H, (%’;:)’1) } . 2> Xoogm.

— — k
Como F<Xn—k:n) = Fn(Xn—kn) = — & sendo g(t) = a (ﬁ)a entao g(Xn—k:n) =
n

3

1
a (_—) =a (—) (ver item (iv) do teorema [2.11), vem que a relagdo anterior
F(Xn—k::n) k
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pode ser escrita como

Fz) ~ % : {1 —H, (%) } 2> X (4.5)

Para se conseguir concretizar esta aproximacao, ¢, entao, preciso estimar o valor do

3 X n . ~ 4 Py
parametro v e da fungao a no ponto 7. Repare-se que esta aproximagao ¢ valida para
qualquer z > X,,_j.,, € mesmo para z > X,,.,, ou seja, é possivel de ser utilizada fora do

alcance das observagoes, o que é, precisamente, o ponto nevralgico da aplicagao da EVT.

Pelo que se acabou de observar, na abordagem semi-paramétrica, é crucial a estimacao

do EVI. Para tal, vejam-se alguns estimadores classicos para este parametro.

4.3.1 Estimador de Hill

Para caudas pesadas, isto é, para vy > 0, Hill (1975)) propos um estimador simples para
o parametro . As suas propriedades foram estudadas por diversos autores entre os quais
se pode destacar [Hall| (1982)), Mason| (1982)), [Marohn| (1997), Embrechts et al.| (1997) e

de Haan and Ferreiral (2006). A expressao do estimador de Hill, ’yﬁn, é dada por

k
R 1
o = 7+ 2 108 Xncigin — 108 X pen) (4.6)

=1

Este estimador goza da propriedade de consisténcia, mas acrescentando uma condigao
extra, essa consisténcia poderé tornar-se forte. Estes resultados sao apresentados nos dois

teoremas seguintes.

Teorema 4.1 (Consisténcia do Estimador de Hill). Sejam Xi,...,X,,..., v.a.’s
i.i.d. com f.d. F € D(G,) ey > 0. Entdao, se k =k, — o0 e ";—f — 0, quando n — oo,
tem-se que

W,
ou seja, o estimador de Hill de v tende em probabilidade para .
Teorema 4.2 (Consisténcia Forte do Estimador de Hill). Sejam Xi,...,X,,...,

v.a.’s i.i.d. com fd. F € D(G,) ey >0. Sek ==k, > o0, 22— 0e

quando n — 00, entao

kn
log(logn) — 09,

~H 4g-c.
’yk,n 7,

ou seja, o estimador de Hill de v converge quase certamente para .
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Considerando condicoes suplementares para a cauda da distribuicao F' e para a velo-
cidade de convergéncia da sucessao intermédia £ = k, — o0, mais propriamente, sob a
validade da condicao de segunda ordem apresentada na definicao 4.1} o estimador de Hill
¢ assintoticamente Normal:

N d
VE (B, =) S W ~ N(0,0% = +2).

n—oo

O estimador de Hill é invariante perante modificacoes de escala. Tal nao se verifica
quando as alteragOes ocorrem na localizacao. Outro ponto negativo deste estimador, tem
a ver com o facto de ser sensivel a velocidade de crescimento de k£ em relacao a n, podendo

apresentar um grande viés para determinadas taxas de crescimento.

Na tentativa de ultrapassar estas desvantagens, alguns autores sugeriram outras ver-
soes deste estimador. Por exemplo, a nao invariancia perante modificacoes na localizacao
do estimador de Hill tradicional, levou |[Fraga Alves| (2001) a considerar uma nova versao
deste estimador que verificasse essa propriedade:

k
1 Xointim — Xn—k:
H n—i+1l:n n—kmn
1 o 7 4.7
ko, ko ; ° (Xn_ko+1:n - Xﬂ-’m) o

com um adequado kg < k.

4.3.2 Estimador de Pickands

O estimador mais simples e antigo para o EVI, é o estimador de Pickands (Pickands,

1975). Para um EVI real, ou seja, v € R, o estimador de Pickand tem a forma funcional

X , - X

1 n—|& nm n—|k n k

ﬁ//fn = 1Og [4]+1 [2]+1 ) - = 1727"” |:2i| ) (48)
™ log?2 Xn7[§]+1:n — Xn—k+1m

em que [z] denota, como habitualmente, a parte inteira de x.

A consisténcia deste estimador do EVI foi provada por |Pickands| (1975) para um v € R.
O estudo sobre a consisténcia forte e as propriedades assintoticas deste estimador foi feito,

posteriormente, por Dekkers and de Haan| (1989).

Teorema 4.3 (Consisténcia do Estimador de Pickands, Pickands (1975))). Sejam
Xi,..., X, .., va’s iid. com fd. F € D(G,) ey € R. Entao, se k =k, - oo e

kv 50, quando n — oo, tem-se que
n

~P P
’yk,n > -
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Teorema 4.4 (Consisténcia Forte do Estimador de Pickands, Dekkers and
de Haan| (1989)). Sejam X1,...,X,,..., v.a.’s i.i.d. com f.d. F € D(G,) ey € R. Se

k:kn—>oo,%"%06 k

—n— — 00, quando n — 0o, entao
log(log n) ’ ’

~P gq.c.
’yk,n > -

Tal como o estimador de Hill, o estimador de Pickands é assintoticamente Normal.

Mais detalhadamente, tem-se

VE (3, —7) 5 W ~ N(0,03),

n—oo

com
2(22’y+1+1)
teepap 5¢7#0,
3

Tog 2)% 86’}/:0.

op =

Como este estimador é relativamente simples e é invariante a transformacoes na loca-
lizagdo e na escala, torna-se bastante apelativo. A juntar a essas vantagens, ha ainda o
facto de ser valido para qualquer valor de . Contudo, o estimador de Pickands tem uma
variancia bastante elevada e depende fortemente do valor de k, sendo, por isso, muito
sensivel a escolha das estatisticas de ordem intermédias, que serao usadas na estimacao

do parametro .

Este conjunto de vantagens e desvantagens motivaram diversas versoes do estimador
de Pickands. Por exemplo, Fraga Alves| (1992), Themido Pereiral (1993) eYun|(2002), que,
com ligeiras diferencas, introduziram um parametro de controlo ou ajuste, v, obtendo-se,

assim, a versao generalizada deste estimador:

1 an v RO Xn— v mn
P 1o ( V2H]+1: vk]+1

oy = O0<v<l 4.9
Vk,n,u IOgV )7 v ( )

Xn—[uk]+1:n — An—k+1mn

Note-se que para v = %, obtém-se o estimador de Pickands tradicional.

4.3.3 Estimador dos Momentos

Este estimador ¢ semelhante ao de Hill, apresentado na seccao|4.3.1], mas tem a grande
vantagem de ser aplicavel para qualquer v € R e nao apenas para o caso de v > 0.
Considerando que

k
Y (log Xpipim — log Xppn)", 7 =1,2 (4.10)

=1

My, =

| =
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é o r-ésimo momento dos log-excessos e que

i 1 (Mlgl)) 2
A 1 ~ A — 7n

2 M,

?

o estimador dos Momentos para y = v_ + 74, J45, » de autoria de Dekkers, Einmahl and

de Haan (1989), é dado pela expressio

em que v_ := min(0,7) e 74 := max(0, ).

Quer isto dizer que o estimador dos Momentos é constituido por duas partes, 'Ay,j’n,
para v > 0, que é precisamente o estimador de Hill definido em (4.6)), e por Vems Dara

v < 0, que é chamado de estimador dos Momentos Negativo.

O estimador dos Momentos, tal como os estimadores apresentados anteriormente, goza
das propriedades de consisténcia e, sobre determinada condigao adicional, de consisténcia

forte.

Teorema 4.5 (Consisténcia do Estimador dos Momentos). Sejam Xi,..., X,,...,
v.a.’s i.i.d. com f.d. F € D(G,) ey € R. Entao, se k =k, — o0 e %” — 0, quando

n — 00, tem-se que

Teorema 4.6 (Consisténcia Forte do Estimador dos Momentos). Sejam
Xi,..., Xn, ..., vas iid com fd. Fe€DG,) eyeR. Sek==k,—oo, =2 —0e
(102_2)77 — 00, quando n — oo e para algum n > 0, entao

Tim = -

O estimador dos Momentos é invariante perante modificagoes de escala, mas o mesmo
j4 nao acontece para alteracoes na localizacdao. Assim como os casos anteriores, sob a
validade da condi¢ao de segunda ordem, é possivel garantir a normalidade assintotica

deste estimador,
Vi (3, —7) “= W ~ N(0,03),

n—o0

com
7 +1 sey >0,
=Y (1= (1-27)-(1-7+672)

(1—37) (1—4)

se vy < 0.
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4.3.4 Estimador Generalizado de Hill

Este estimador foi introduzido por Beirlant, Vynckier and Tengels| (1996), como uma

tentativa de generalizacao do estimador de Hill para v € R, e tem a forma

k

. . 1 . .

’y,ff ,fn + T Z (log 751 — log’y,fn) . (4.12)
i=1

Este estimador usa diretamente o estimador de Hill, como se pode observar pela ex-
pressdo. E invariante a modificactes na escala e é consistente para v € R. Mediante

condigoes suplementares, este estimador é assintoticamente Normal, ou seja,

VE(GET =) <S5 W ~ N(0,0%y),

n—oo
com
, 72+1 sey >0,
e =94 (1—~)-(1 9?2
(1—=7)-(T+v+29%) sey <0,
(1—27)

Um estudo mais aprofundado sobre este estimador foi realizado por Beirlant, Dierckx and
Guillou, (2005)).

4.3.5 Estimador Mixed-Moment

Este estimador foi desenvolvido por [Fraga Alves, Gomes, de Haan and Neves (2007)
como resultado de uma combinacao dos Teoremas 2.6.1 e 2.6.2 de |de Haan| (1970): uma
f.d. F, com limite superior do suporte 2 €]0, +00], pertence ao dominio de atragao de

G,, isto é, F' € D(G,), com G, a distribuicdo GEV para algum v € R, se e s6 se

_r et ot _F(2)) - 2 2dz d 14+ se 0,
(1 (1)) ft fy (1 () Yy = o(y) = 1 _7 7 (4.13)

oF oF 2 g
= £ (7 (1= F(2) - o-2dz) o

Usando a expressao no primeiro membro de (4.13)) e substituindo F e ¢ pela f.d. empirica

F,, e pelo threshold aleatério X,,_.,, com k < n, respetivamente, obtém-se

M}gn B L,(:) & X
Pn(k) = —"—F" com LW == (1 — n—kn) ; 4.14
¥ ( ) (LSZL)Z k.n k lz:l: Xn—i—i—l:n ( )

em que M,gli foi definido em (4.10)), para r = 1. Sendo assim, o estimador Mixed-Moment,

para v € R, ¢ dado pela expressao

MM _ ~MM - Pn(k) —1
= Xy 1 <j<k+1)= LAU/A . 415
T Vi (Xn—j J +1) 1+ 2-min (p,(k) —1,0) (4.15)
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Este estimador surgiu como uma alternativa atrativa aos estimadores mais usuais para
o EVI, sendo vélido para qualquer v € R. A sua variancia assintética, para v < 0, é igual
a do estimador dos Momentos e, para v > 0, é igual a do estimador de MV do EVI.
Para além disso, fornece resultados muito semelhantes aos do estimador de MV para uma

grande classe de modelos com v > 0.

Tal como os estimadores ja apresentados, o estimador Mixed-Moment é consistente
para qualquer v € R e, sobre as mesma condicoes referidas nos casos anteriores, converge
para uma distribuicao assintotica Normal,

. d
vk (VI%M - 7) — W ~ N(0,07%1),

n—o0

com

(1+7)? sey >0,

i = (L= (1=29) - (1 -7+ 69
(1=3v)-(1—4y)

sey < 0.

Na figura encontram-se representadas as variancias de cada um dos estimadores do
EVI apresentados. O estimador de Pickands, em geral, tem uma maior variancia do que os
outros casos. Para um EVI negativo, a variancia dos estimadores dos Momentos e Mixed-
Moment coincidem e, para um EVI positivo, 0 mesmo acontece para os estimadores dos
Momentos e Generalizado de Hill. Tal situagao era facilmente verificada pelas expressoes

da variancia para cada um destes estimadores.

30
I

Momentos

25
I

20
I

15

10

Figura 4.1: Comparacao das varidncias assintoticas para os estimadores do EVI
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E de realcar que todos os estimadores apresentados nesta seccio sdo assintoticamente
centrados apenas para valores de niveis k = k,, convenientes, e que verifiquem a condicao
de regularidade de segunda ordem. A escolha adequada de k para a estimativa a considerar
de v deve ir ao encontro de um equilibrio entre o viés e a variancia, pois, se a escolha
recair num valor pequeno de k, ou equivalentemente num nivel elevado, estes estimadores
apresentardao uma grande variabilidade e se, pelo contrario, o valor de k selecionado for

elevado, que serd o mesmo que ter um nivel baixo, os estimadores terao um grande viés.

4.4 Invariancia e Nao-Invariancia dos Estimadores do

EVI

A maioria dos estimadores apresentados na secgao anterior dependem dos log-excessos

e, consequentemente, sao nao-invariantes a modificacoes na localizacao.

A invariancia, perante alteracoes na localizacao e escala, é uma propriedade estatistica
bastante atrativa para um estimador do EVI. Como muitos autores sugerem, por exemplo
Smith| (1987)), o uso inadequado de um destes estimadores nao-invariante na localizacao,
numa situagao em que haja modificacoes deste parametro, podera causar erros graves em

toda a inferéncia estatistica que seja realizada.

Em Aratjo Santos, Fraga Alves and Gomes (2006) é discutido este tema e é apre-
sentada uma transformacao dos estimadores de Hill e dos Momentos em estimadores
invariantes na localizacao e escala, mediante a simples transformacao dos dados, dada
por:

X=X = Xpp+1, 0<p<1, 1<i<n. (4.16)

Este método tem o nome de metodologia PORT (Peaks Over Random Threshold). Um
procedimento semelhante é usado em |Fraga Alves, Gomes, de Haan and Neves| (2007),
onde é, também, proposto uma classe de estimadores do EVI alternativa a do estimador
Mixed-Moment, apresentada na seccao [4.3.5] invariante a modificacoes na localizacao, e

dependentes do parametro de afinagao p, 0 < p < 1.

Estes estimadores tém a mesma expressao funcional dos seus correspondentes originais,

denominem-se por 7', mas as observagoes originais X; sao substituidas por X/, com 1 <

1 < n. Podem ser representados, por exemplo, por:
AT AT .
r}/k,n(p) = Yk (XTI—j+1:n - X[np}—i—l:nu 1< J < k + 1) , D& [07 1[ (417)

Esta versao de estimadores invariantes em (4.17) gozam das mesmas propriedades
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que os estimadores originais &,{n (Xn—j+1m, 1 <j < k+1), desde que se faca a escolha

adequada quer para o valor de k, quer para o valor do parametro p.

4.5 Normalidade assintotica dos estimadores do EVI

Sob a validade da condicao de regularidade de segunda ordem, apresentada na seccao
[4.2] é possivel garantir a normalidade assintotica dos estimadores mencionados no ponto
, como ja foi mencionado nessa mesma secgao. Segundo de Haan and Ferreiral (2006]),
denotando por T qualquer uma das estatisticas H (Hill), P (Pickands), M (Momentos),
GH (Hill Generalizado) ou MM (Mixed-Moment), e por B(t) a funcao que representa
o viés desse estimador e que converge para zero, quando t — 00, e que esta relacionada
com a fungao A(t) de , ¢é possivel garantir para v € Dp, com Dy o conjunto para o
qual 7 esta definido usando o estimador T' (Dy = R e Dp = Dyy = Dy = Dy = R),

a existéncia de constantes reais (b, o), com op > 0, tais que

oo i n (@) eon (),

em que P! ¢ uma v.a. com distribuigdo assintotica N(0,1). Consequentemente, para

valores de k tais que vk - B (%) — A, finito, tem-se
n—oo

VE (3 = 7) =5 W ~ N(A-br,07). (4.19)

Os valores by e 0% sao, geralmente, chamados de viés e variancia assintoticos para 4}
respetivamente, e necessitam de ser estimados, o que nao é tarefa facil. Em de Haan
and Ferreira| (2006)) ou Beirlant et al.| (2004)) sdao apresentadas expressoes para estas duas

quantidades.

Tendo estimativas para by e o2, é possivel construir intervalos de confianga para v,
baseados no estimador ’yk,T,n. Mas, como ja referido, a estimacao destes parametros é
complexa e contém, ainda, algumas questoes em aberto. de Haan and Ferreira (2006)
recomendam que se deva escolher A = 0 em ([£.19), isto ¢, k- B (%) —0 e, como tal,

n—o0
obtém-se
. d
VE (3L, —7) =W ~ N(0,02). (4.20)

n—o0

Assim, o intervalo de (1 — «) - 100% de confianca para v ¢ dado por
AT &
Yo 212 - 7 (4.21)
com 2zj_g 0 quantil de probabilidade 1 — &, de uma distribuigao Normal standard. E de

salientar que na seccao , ¢ apresentada a expressao de 02 para cada um dos estimadores
do EVIL.
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4.6 Estimacao semi-paramétrica de outros parametros

de interesse em EVT

A estimacao do EVI é determinante, como se sabe, para conhecer o tipo de cauda da
distribuicao subjacente & amostra em estudo. Mas existem outros parametros de grande
interesse e com uma grande utilidade em Valores Extremos, como se constatou nas seccoes
e[3.3.4l Ai foram apresentados estimadores paramétricos para os quantis extremais,
os niveis e periodos de retorno, a probabilidade de excedéncia de um nivel elevado e o
limite superior do suporte (no caso de v < 0). Neste ponto desta dissertacao, os mesmos

parametros serao abordados, mas numa perspetiva semi-parameétrica.

Os quantis extremais sao, talvez, dos parametros mais importantes em eventos extre-
mos, funcoes do EVI, bem como dos parametros de localizacao e escala. O trabalho de

Laurens de Haan é, também aqui, proeminente. Recorde-se a funcao quantil de cauda,

U(t) = Fe (1 - %) |

e do facto de que os quantis extremais podem ser expressos em termos desta funcao por

apresentada na definicao [2.4

1

Qp=U <—> = F"(1-p),
p

sendo p préximo de zero, ou teoricamente, p = p,, — 0, com p,, K %, quando n — oco. No

contexto semi-paramétrico, os estimadores dos quantis extremais podem ser facilmente

obtidos a partir da condicao de primeira ordem, teorema [2.12, em que

Ute) —U(t) _ D.(2) = T sey #0,

FeD(GE,), yeRe lim
freo a(t) logz sevy=0.

para alguma fungao positiva a(.) e com z > 0.
Assim,

Ulta) — U(t)

a(t)
S U(te) ~ U(t)+a(t)  Dy(z) &

< Ulx)

2
-l
=2
=
(3

12
=
+
2
)
2
~—
I8
SN~—

Considerando, t := %, que tende para oo, quando n — oo, uma vez que k = k,, é sucessao

n
k
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intermédia, e x = %, com p proximo de zero (p = p, —0), a expressao anterior fica,
n—o0

U (%) ~ U (%) +a (%) D, (%) . (4.22)

A quantidade U (%) representa o quantil extremal de ordem 1 — % da f.d. F. Logo

entao,

um estimador para este valor podera ser obtido recorrendo a f.d. empirica, ja apresentada

anteriormente. Sendo assim,
ﬁ(ﬁ) = Fe (1—5) — F- (n_k> — FC (”_k) = X, (4.23)
k n n n

ou seja, o estimador ¢ exatamente o nivel aleatério dado pela e.o. intermédia X,,_g.,.

n

Relativamente & quantidade a (k), em |de Haan and Ferreira (2006) ¢ demonstrado

que um estimador consistente é dado por

A (T al
i (3) = Xncton - M- (1= 37,), (4.24)

em que, M,ilrz ¢ dado por (4.10), para r = 1, e 4, ,, é a parte negativa do estimador dos
Momentos, apresentado em (4.11]), e cuja expressao, recorde-se, é dada por

Sendo assim, o estimador do quantil extremal pode ser escrito como

) ree () 0 ()

Como,

2l seq 40,

logx sevy =0,

D, (x) =

entao, para v # 0, o quantil extremal de probabilidade 1 — p é estimado por

5
Qi—p = U (%) = Xn—knta (%) : M, (4.25)

3

com § =4i,, em que T'=H, P, M, GH, MM.
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Para v = 0, o estimador do quantil extremal de probabilidade 1 — p é dado por

. ~ (1 (N k
qi—p = U (1;) == Xn—k::n +a <E> . log (n_p> . (426)

No entanto, quando o valor de 7 é positivo, e se estd, por isso, num dominio de caudas

pesadas, o estimador do quantil extremal podera ter uma expressao mais simples, dada

) ~ (1 K\
qi—p = U (5) = Xn—k:n . (n_p> . (427)

Este estimador tem a designacao de estimador de Weissman (Weissman, [1978)).

por

O limite superior do suporte, z’, pode ser expresso como funcao de U, com p = 0,

como ja apresentado anteriormente,

f = F(1) = U(c0).

Para o caso de v < 0, isto é, quando se estd no max-dominio Weibull caraterizado por
f.d.’s com caudas curtas, o limite superior do suporte é finito. Um seu estimador podera
ser encontrado a partir do estimador do Quantil Extremal, em , considerando-se
p = 0. Obtém-se assim,

a

2 = U(00) = Xp_jun — —) (4.28)

—
= 15)s

com a(.) definida em ([{.24) ¢ 4 = 41, em que T' = P, M, GH, MM, ou ainda, ¥ = %,

Na pratica, a implementacao deste estimador devera ter em consideracao ao facto de
que 2 > X,.,, logo, a expressao do estimador do limite superior do suporte, apresentada

em (4.28) podera ser redefinida, obtendo-se

~

" — max (XM, Xy o — @) . (4.29)

Um outro parametro de especial interesse ¢ a probabilidade de excedéncia de um nivel
elevado z, isto é, p = P(X > ) =1 — F(2) = F(x).
Para se obter um estimador desta quantidade dever-se-4 ter em atencao ao que foi

apresentado no inicio da secgao Esses resultados conduzem a expressao para F,

apresentada em (4.5)), e que aqui é novamente reproduzida

F(z) ~ o {1 - H, (%) }, x> X b
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Logo o estimador da probabilidade de excedéncia p = F(x) é

l{? - an n
p=—- {1 — Hy (%) } s x> Xo g (4.30)
n a (%)

Tendo em atengao a expressao da f.d. GP, H,,, entdo, o estimador para a probabilidade

de excedéncia do nivel x, quando v # 0, é dado por

_1
k - an m !
ﬁz—{max((),l—i—’?%)} s (431)
" a (%)

com ¥ =4i,,, em que T = H, P, M, GH, M M.
Quando v = 0, esse estimador assume a forma

~ k xr — Xn—k:n
p=—-exp | ———nkn ) (4.32)
n ( a(%) >

Em ambos os casos, a(.) é dado por (4.24)).

No caso do EVI ser positivo, 7 > 0, o estimador da probabilidade de excedéncia podera
ser simplificado. Neste caso, tem-se que

~ A~

7 L, 1, entao,

. fm P
Jd que 7y, — 0, e como
7 n—oo

A L= ank'n ~ T — ank‘n T — ank'n xz
a (E) Xn—k:n . M’STZ ank:n ank:n

Logo, para v > 0, o estimador da probabilidade de excedéncia do nivel x é dado por

k x -3
5 4.
b n <Xn—k::n) 7 ( 33)

com § =4i,, em que T'=H, P, M, GH, MM.

Relativamente ao nivel de retorno T-anos, U(T'), como ja referido, esta quantidade

¢ um quantil extremal de probabilidade 1 — %, logo um seu estimador pode ser dado

recorrendo aos estimadores apresentados em (4.25)), (4.26) ou (4.27)), quando v # 0,y =0

ou v > 0, respetivamente. Tem-se entao,

U(T) = g, (4.34)

=
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Para o periodo de retorno de um nivel u, T,, poder-se-&4 recorrer aos estimadores

apresentados para a probabilidade de excedéncia, em (4.31)), (4.32) ou (4.33), se v # 0,

v = 0ou vy > 0, respetivamente. Recorde-se que o periodo de retorno de um determinado

nivel 4 de uma distribuicao F', ¢ dado por

1 1

L= 1—F(u) F(u)

logo um seu estimador ¢ dado por
ju — 435
( )

com p o estimador da probabilidade de excedéncia do nivel u, apresentado em (4.31)),

4.6.1 Testes para os Dominios de Atracao

Como ja referido, ao seguir uma abordagem semi-paramétrica, a Ginica suposi¢ao é que
a funcao F' pertenca ao dominio de atraccao D(G.), para algum 7 real. Assim, e como
evidenciado diversas vezes ao longo desta dissertacao, o EVI é o parametro de destaque,
sendo ele quem determina a forma da cauda da f.d.,F, subjacente ao dados em estudo.
Recorde-se que, o dominio de atragao Fréchet, em que v > 0, contém distribui¢coes com
cauda pesada, do tipo polinomial, e com limite superior do suporte nao finito; no lado
oposto, o dominio Weibull, com v < 0, as distribuicoes sao caracterizadas por terem
caudas curtas e limite superior do suporte finito. Na fronteira entre estes dois casos,
encontra-se 0 Dominio Gumbel, com v = 0, que abrange distribui¢coes com caudas do
tipo exponencial e limites superiores do suporte finitos e infinitos. Este dltimo caso,
por ser mais simples, é considerado, muitas vezes, como a referéncia, assumindo-se que
a distribuicao dos dados em estudo pertence a este dominio de atracao, para depois se
aplicar metodologias, onde o dominio Gumbel é testado contra os outros dois dominios

max-estaveis.

O problema da escolha estatistica neste contexto semi-paramétrico pode ser explicitado
através do teste com hipotese nula F' € D(Gy), isto é, da f.d. F' pertencer ao dominio de

atracao Gumbel, contra uma hipotese alternativa bilateral,
Hy:Fe D(Go) vs. H{:F e D(G'y)»wg(] (436)

ou contra uma de duas hipoteses alternativas unilaterais, ou de F' pertencer ao dominio
de atracao Weibull,

Hy:F e D(GO) vs. Hy{:F e 'D(G'y)»y<0 (437)
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ou de F' pertencer ao dominio de atracao Fréchet,

Hy: F e D(Go) vs. Hy:F € D(Gw)7>0. (438)

Este tipo de testes podem ser encontrados em diversas publicacoes, de onde se destaca
Galambos| (1982), [Castillo et al.| (1989), Fraga Alves and Gomes (1996), Wang et al.
(1996), [Marohn| (1998al) e [Marohn| (1998b). Mais recentemente, em Neves et al.| (2006),
Neves and Fraga Alves (2007) e Neves and Fraga Alves| (2008b) sao apresentadas trés

estatisticas para os testes (4.36]), (4.37) e (4.38)), que sdo baseadas nas observagoes da

amostra acima de um nivel aleatério. Mais especificamente, vao ser considerados os k
excessos acima da (n — k)-ésima e.o. intermédia superior, X, .., onde k =k, — oo e

E 0, quando n — oo.
n

Considerando que Z; = X,, ;110 — Xk, com ¢ = 1,..., k, sao os excessos acima de

X, —_rn, as estatisticas referidas sao, entao:

i. a estatistica de teste da razao, T, (k), entre 0 maximo e o valor médio da amostra
dos excessos acima de um nivel aleatorio, X,,_j.,:
Z

Tn(k) = k_l . Z].Cil ZZ7

(4.39)

ii. a estatistica de teste de Greenwood (1946), R, (k), que permite identificar caudas

pesadas:
_ k
DY =Y

(b5 2)

Rn(k) = (4.40)

iii. a estatistica de teste de Hasofer-Wang (1992), W, (k), que se baseia nos k extremos
superiores de uma amostra de dimensao n:
N 2
(k_l ’ Zi:l Zi)
Wo(k) =k 5 =
k=t Zf:l Z7 - <k71 : Zf:l Zi)

1

=T (4.41)

| =

Estas estatisticas sao invariantes a modificacoes na localizacao e na escala e, por esse

motivo, dizem-se ancilarias.

Com base em conceitos da teoria de variacdo regular, [Neves and Fraga Alves (2007)

reformularam as propriedades assintoticas da estatistica de teste de Hasofer-Wang, em
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[2.41), e de Greenwood, em (4.40), no caso em que k = k, se comporta como uma
sequéncia intermédia em vez de permanecer fixo (que era o caso original), enquanto a
dimensao da amostra aumenta. A estatistica de teste da razao, em , introduzida
por Neves et al.| (2006), surgiu devido as diferencas que existem na contribuicao relativa
do maximo para a soma dos k excessos, acima do nivel aleatorio, em diferentes caudas

pesadas.

As versoes normalizadas de (4.39)), (4.40) e (4.41) sdo, respectivamente:

T3(k) = T (k) ~ log (142)
Ro(k) = 1[5 (Bu(k) ~2): (4.4

W*(k) = \/g (k- W, (k) —1). (4.44)

Sob a hipotese nula de que a f.d. subjacente & amostra, pertence ao dominio de
atracdo de uma distribuicdo Gumbel, F' € D(Gy), e sob a condi¢do de regularidade de

segunda ordem, apresentada na defini¢cao para a cauda superior de F' e para a taxa

de convergéncia de k, para oo, as estatisticas normalizadas em (4.42)), (4.43) e (4.44)

convergem em distribuicao de acordo com:

T L T~ A (4.45)
n—oo
R, 5 2y~ N(0,1); (4.46)
wr L Zy, ~ N(0,1). (4.47)
n—oo

Para cada uma das estatisticas de teste apresentadas, a regiao critica para o teste
bilateral (4.36]), com nivel de significancia «, ¢ dada por

T, (k) <Gs ou Tj(k)>Gia;

| Ry ()| > 219 (4.48)
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(WL (B)| > 21,

em que G. = —log (—log (¢)) e 2. = ®!(e) sdo os quantis de probabilidade ¢ das distri-

buicoes Gumbel e Normal standards, respetivamente.

Seguindo a abordagem unilateral, as regides de rejeicao, com um nivel de significancia

Q, Sa0:

i. para o teste definido em (4.37)), ou seja, para o dominio de atragdo Weibull (H; :
F € D(G5)5<0):

T (k) < Ga; Ry (k) < zq; Wr(k) > z1-a; (4.49)

ii. para o teste definido em ({4.38), ou seja, para o dominio de atragao Fréchet (H; :
€ D(G,)y»0):

TR > G RAR) >z Wilk) <z (4.50)

em que G. e z. sao os quantis de probabilidade ¢ das distribuicoes Gumbel e Normal

standards, respetivamente, como ja indicado.
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Capitulo 5

Estudo de Caso: Aplicacao a Niveis

Pluviomeétricos

5.1 Introducao

Como ja tinha sido indicado na Introducao desta dissertacao, com vista a aplica-
¢ao pratica das metodologias abordadas nos capitulos anteriores, a amostra em estudo
compreende niveis pluviométricos diarios (em mm) da cidade de Barcelos, em Portugal,
referentes ao periodo de 01/01/1932 a 01/05/2008. Estes dados, bem como outros refe-
rentes a questoes ambientais, sao disponibilizados pelo Sistema Nacional de Informacao
de Recursos Hidricos, e encontram-se disponiveis em http://snirh.pt. Esta amostra tem
uma dimensao de 27568 niveis pluviométricos, havendo valores omissos, essencialmente
nos ultimos anos (por incrivel que parega, jA que nos encontramos numa fase de grande

desenvolvimento da tecnologia).

Figura 5.1: Rio Cdvado em Barcelos: no lado esquerdo, um dia habitual e no lado direito,

um dia com inundag¢oes, in hitp://www.panoramio.com

91
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A estacao de monitorizacao de Barcelos, segundo o histérico de dados, é a estacao com
os maiores registos de niveis pluviométricos em Portugal. Por este motivo, esta regiao é

uma boa candidata a aplicacao de uma analise em valores extremos.

Portugal continental, localizado aproximadamente entre as latitudes de 37°N e 42°N
e as longitudes de 9.5°W e 6.5°W, no extremo Sudoeste da Europa, situa-se na zona de
transigao entre o anticiclone subtropical (anticiclone dos Agores) e a zona das depressoes
subpolares, sendo o clima fortemente influenciado pela proximidade ao oceano Atlantico.
Outro dos fatores determinantes do clima é a orografia da regiao, com areas significativas,

nas zonas Norte e Centro, a ultrapassarem os 1000 m de altitude.

A variacdo dos fatores climaticos (latitude, proximidade ao oceano e orografia), em-
bora pequena, ¢ suficiente para induzir variacoes significativas na temperatura e, prin-
cipalmente, na precipitacao observadas em Portugal continental. Com efeito, a regiao
Noroeste (Minho), e onde se localiza a cidade de Barcelos, ¢ uma das zonas da Europa
que regista valores mais elevados de precipitagao, atingindo a média de precipitacao anual
acumulada, nalguns locais, valores superiores a 3000 mm, como é visivel na figura |5.2
0 que, por vezes, leva a ocorréncia de fenémenos extremos associados aos excessos de

precipitagao (cheias).
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Figura 5.2: Precipitacao média anual em Portugal (1961-1990), in|Miranda et al.| (2006)
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O clima de Barcelos, pelo facto de se situar entre serras e o oceano Atlantico, é
tipicamente atlantico temperado, ou seja, com quatro estacoes do ano bem definidas.
As primaveras sao frescas, com grandes aberturas e ventos suaves. As brisas matinais
ocorrem com grande frequéncia, principalmente, nas maiores altitudes. E de salientar o
més de maio, que é bastante propicio a trovoadas, devido ao aquecimento do ar himido
com a chegada do verao. Os verdes sao quentes, com muito sol e com ventos suaves de
Este. Nos dias mais frescos, podem ocorrer espontaneamente chuvas de curta duracao.
Estas chuvas sao bastante importantes para a vegetacao da regiao, pois reabastece os
lencois de agua. Isto possibilita a existéncia de vegetacao durante o ano inteiro, dai o
termo habitualmente usado de "Verde Minho'"para caracterizar esta zona de Portugal.
Quanto aos outonos, estes sao amenos mas pluviosos e com ventos moderados. Enquanto
a temperatura desce, aumenta a pluviosidade. Existe, também, uma maior frequéncia de
nevoeiros. Por fim, os invernos sao caracterizados por serem bastante pluviosos e frios, e
geralmente com ventos moderados. Em anos muito frios, pode ocorrer a queda de neve, no
entanto, devido ao aquecimento global, a queda de neve é um acontecimento muito raro.
Na figura 5.3| encontra-se representada a distribuicao média de precipitacao por estagoes
do ano, em Portugal continental e, com destaque da regido de Barcelos. E visivel que,
nas quatro estagoes do ano, esta regiao apresenta niveis de pluviosidade mais elevados do

que qualquer outra regiao do pais.
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Figura 5.3: Precipitagao média sazonal acumulada em Portugal (1961-1990): (a) inverno,
(b) primavera, (c) verao e (d) outono, in Miranda et al.| (2006)

Como foi referido, a base de dados original é constituida por 27568 registos diarios
de niveis pluviométricos, em Barcelos. Contudo, a analise em valores extremos nao seré
aplicada a todas estas observacoes, pois, dados ambientais didrios nao sao, geralmente,

independentes. De facto, por exemplo, um dia de chuva tem uma maior probabilidade
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de ser seguido por outro chuvoso. Assim, foram considerados subconjuntos da amostra
original. Criou-se uma sub-amostra de dimensao 77, constituida pela observagao méaxima
em cada um dos anos mencionados. Inicialmente, os anos que tinham dados em falta nao
foram considerados, pois nada nos garante que o maximo anual nao fosse atingido num
desses dias em falta. Contudo, os resultados obtidos nao se revelaram muito diferentes
dos do estudo usando esses mesmos anos e, como tal, resolveu-se abandonar essa amostra

mais pequena.

Com a amostra original e, devido & sua dimensao, foi possivel criar outras duas sub-
amostras. Numa sao considerados os 5 maiores niveis pluviométricos por ano e na outra,
as 10 maiores observagoes anuais. Estas amostras permitem a aplicacao do método das

maiores observacoes.

Foi, também criada uma outra amostra, mas desta vez, selecionando os méximos
mensais. Assim, cada més foi considerado como um bloco, mas, tendo em vista uma
analise sazonal, ou seja, por estacoes do ano, os meses considerados foram os do calendério
(repare-se que, desta forma, cada bloco podera ter uma dimensao a variar entre 28 a 31
elementos). Obteve-se, assim, uma amostra de 917 observagoes. Em [Fraga Alves| (2013)
foi efetuada esta mesma analise, mas considerando que um més era um periodo de 30
dias. Os resultados obtidos em cada uma destas duas abordagens mensais nao sao muito

diferentes.

Um outro objetivo serd o de aplicar a analise em valores extremos separada por estacao
do ano, mais especificamente no outono e no inverno. Seguindo a proposta de Miranda
et al.| (2006), a primavera compreende os meses de margo, abril e maio, o verdo os meses de
junho, julho e agosto, o outono os meses de setembro, outubro e novembro e o inverno os
meses de dezembro, janeiro e fevereiro. Assim, e escolhendo o maximo diario de cada um
destes periodos,em cada um dos anos, obtiveram-se quatro amostras, primavera, verao,
outono e inverno, cada uma com 77, 76, 75 e 76 observacoes, respetivamente, contudo a

analise sera apenas aplicada as amostras referentes ao outono e inverno.

Para cada uma destas amostras, assume-se que os elementos que as constituem sao
identicamente distribuidos, pois considera-se que a precipitacao é gerada pelo mesmo

processo fisico.

5.2 Analise Paramétrica dos Dados

No capitulo (3| foram apresentadas trés metodologias paramétricas, que podem ser uti-

lizadas numa andlise em valores extremos: o método dos maximos anuais (MMA) ou
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método Gumbel, o método POT e o método das maiores observagoes (MMO). Assim,
comecar-se-a pela aplicagdo do MMA as amostras de niveis pluviométricos referenciadas
anteriormente, mais propriamente, a0os maximos anuais, a0s MAXimos mensais € aos ma-
Ximos anuais no outono e inverno. De seguida, serd aplicado o MMO as 5 e 10 maiores
observagoes anuais. Por fim, serd usada a metodologia POT com as amostras dos ma-
ximos anuais e mensais. Todas estas andalise serao efetuadas recorrendo ao software R,

versao 3.0.1.

5.2.1 Meétodo dos Maximos Anuais

5.2.1.1 Niveis Pluviométricos Maximos Anuais

I) Analise Preliminar dos Dados

Antes de comecar a aplicar os procedimentos do MMA a esta amostra, comece-se por
fazer uma anélise preliminar dos dados. FEsta andlise serd essencialmente grafica e vai
permitir ter uma ideia do comportamento da cauda direita da distribuicao associada aos

dados referentes aos niveis maximos anuais de pluviosidade, em Barcelos.

Esta amostra, recorde-se, é constituida pelos niveis pluviométricos maximos, por ano,
no periodo de 01/01/1932 a 01/05/2008, tendo por isso uma dimensao igual a m = 77

observagoes. Esta amostra encontra-se representada na figura [5.4
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Figura 5.4: Niveis pluviométricos mdzimos anuais, em Barcelos, (1932-2008)
Com a representagao de um grafico de autocorrelacdo parcial (figura [5.5)), observa-se

que as observacoes sao fracamente correlacionadas entre si, podendo-se, assim, admitir a

independéncia dos dados.
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Figura 5.5: Grdfico de Autocorrelagao Parcial

As suas caracteristicas amostrais como a média, a mediana, os quartis e os extremos

sao:

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
37.00 59.60 68.40 73.24 85.50 146.00

Observando estes valores, os niveis de pluviosidade variam entre 37 mm a 146 mm, sendo
perceptivel uma assimetria positiva e que pode ser confirmada pelo boxplot e pelo histo-

grama representados na figura 5.6, Esta assimetria acontece quer na parte central, visivel

el
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Figura 5.6: Boxplot e histograma dos niveis pluviométricos mdrimos anuais, em Barcelos,
(1932-2008)

pela forma da caixa do boxplot, quer no extremo superior, onde também se constata um
forte candidato a outlier. Observando o histograma, a cauda direita aparenta ser leve ou

do tipo exponencial, pois nao é demasiado extensa e as barras nao decrescem lentamente.
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Sera que isto significa que a distribui¢ao de probabilidade subjacente aos niveis maximos
anuais de pluviosidade, em Barcelos, é Exponencial? Ou a cauda é, de facto, mais leve e
a distribui¢ao serd Gumbel, ou até mesmo Normal, ou quem sabe Weibull (de méaximos)?
Para se obter uma resposta rapida a estas questoes, poder-se-a recorrer aos qq-plot. Estes
sao um bom instrumento para uma confirmacao visual e rdpida do ajustamento de um
modelo probabilistico a um conjunto de dados, permitindo, também, a estimacao preli-
minar de parametros desse modelo. Para além disso, poderao também dar indicacao do
tipo de cauda do modelo de onde os dados sao provenientes, quando comparada com a

cauda do modelo associado ao qg-plot em questao.

Em EVT, o qgq-plot exponencial desempenha um papel bastante importante. Segundo
Beirlant et al.| (2004), se o conjunto de dados estiver sobre uma reta diagonal, significa
que este podera ter uma distribuicao aproximadamente exponencial. Também a cauda
associada ao modelo de onde os dados sao provenientes serd exponencial. Por sua vez,
se o conjunto de pontos apresentar um padrao convexo, a cauda do modelo subjacente a
esses dados serd mais pesada que a da exponencial. Ja se o padrao for concavo, a cauda
serd mais leve. Desta forma, é possivel ter suspeitas sobre qual dos dominios max-estaveis

estd associado ao conjunto de dados.

Se se considerar o modelo EX P()), com f.d. dada por
F(z) =1—exp(—Az), x,A >0,

e com func¢ao quantil Q,(p), com p € (0, 1), existe a seguinte relacdo linear entre Q5 (p) e
Q1(p):

Qp) = 5+ (~1og(1 = p)) = 1 - Qi(p), p € (0,1,

1
A

Substituindo os quantis teoricos pelos empiricos, Q,\(p), e se T;., for o i-ésimo valor
da amostra ordenada, tem-se que Q,\(pi) = X;.m, em que a escolha dos p;, os plotting
positions, ¢ dada por Weibull,

1 .
=1,...,m.

P T

Sendo assim, a nuvem de pontos num qq-plot exponencial pode ser dada por

Um outro meio grafico, que fornece indicagoes acerca do tipo de cauda da distribuicao
subjacente aos dados em estudo, quando comparada com a da exponencial, é o ME-plot.
Recorde-se que este é a representacao grafica da funcao de excesso médio, e,,, definida

em (2.9). Em geral, a distribuigdo subjacente aos dados nao é conhecida e, como tal, tera
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que se recorrer a contrapartida empirica da funcao de excesso médio, é,, apresentada em

(3-39).

Segundo Beirlant et al.| (2004), o padrao do ME-plot obtido através de

{(‘Im*kimu ém<xm7k:m>>a 1<k<m-— 1}, (5.2)

poderd levar a identificacao do tipo de cauda da distribuicao. Se o ME-plot apresentar um
padrao crescente, esta-se perante um caso de cauda mais pesada que a da exponencial. Se,
pelo contrério for decrescente, a cauda serd, entao, mais leve que a da exponencial. No caso
de se obter um padrao constante, a cauda sera do tipo exponencial. Tal como foi referido
aquando da explicacao do uso do ME-plot para a identificacao de um possivel threshold,
na metodologia POT, a parte final desta representacao grafica, em geral, é inconstante,
uma vez que estao a ser calculadas médias de um ntmero reduzido de excessos elevados,

podendo, por isso, ser ignorada.

Na figura estao representados o qqg-plot exponencial e o ME-plot para a amostra
em estudo. Estes vém corroborar as suspeitas ja evidenciadas atrés. O qg-plot apresenta
uma curva com um padrao concavo o que sugere que a distribuicao subjacente a estes
dados tem uma cauda mais leve do que a exponencial. O mesmo é indicado no ME-plot

que apresenta um padrao decrescente.
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Figura 5.7: QQ-Plot Exponencial e ME-plot dos niveis pluviométricos mdximos anuais,

em Barcelos, (1932-2008)

Tem-se, portanto, a indicacao de que a distribuicao subjacente & amostra dos niveis
maximos anuais de pluviosidade, em Barcelos, tera uma cauda mais leve que a da ex-

ponencial. Sendo assim, sao candidatas algumas distribui¢oes do dominio max-estavel
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Gumbel, como a distribuicao Normal e a propria Gumbel, e todas as distribuigoes do
dominio max-estavel Weibull. Devido a evidente assimetria a direita dos dados, o ajus-
tamento do modelo normal podera ser posto de parte. Faz, portanto, mais sentido fazer

um ajustamento preliminar ao modelo Gumbel, um dos modelos extremais.

Tendo em conta a f.d. do modelo Gumbel, apresentada no teorema com para-
metros de localizacdo, A € R, e de escala, § > 0, ou seja, A(z|),0), e se Qrs(p), com

p € (0, 1), for a respetiva fungdo quantil, facilmente se verifica que,

Qxs(p) = A+ (—log(—log(p))) = A+6-Qoa(p), p€(0,1), A€R, 6> 0.

Ha, portanto, uma relagdo linear entre Q5 5(p) € Qo1(p) em que a localizacao e a escala do
modelo sao dados pela ordenada na origem e pelo declive, respetivamente. Seguindo um
raciocinio analogo ao apresentado para a obtencao de um qqg-plot exponencial, o qqg-plot

Gumbel sera obtido através de

(—log(—log(pi)), Tim), i=1,...,m. (5.3)

Ajustando uma reta de minimos quadrados a essa nuvem de pontos, obtida no qq-plot,
poder-se-4 usar a ordenada na origem e o declive como estimativas preliminares dos pa-

rametros A e 9, respetivamente.
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Figura 5.8: QQ-Plot Gumbel dos niveis pluviométricos mdzrimos anuais, em Barcelos,
(1932-2008)

O qq-plot Gumbel para a amostra em estudo poderd ser visto na figura [5.8] Neste,

a linearidade é evidente o que podera indicar que o ajustamento & Gumbel parece ser
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aceitavel. De facto, obtém-se um correlagdo muito forte a rondar o valor de 0.993210. As

estimativas preliminares para os parametros, obtidas no R, sao:

Call:

Im(formula = x1_ord ~ pi)

Coefficients:
(Intercept) pi

63.95297 16.69477
ou seja,

~

(A, 8) = (63.95297,16.69477). (5.4)

Mas todas as distribuicoes pertencentes ao dominio max-estavel Weibull sao também
candidatas ao ajustamento destes dados, pois tém caudas direitas mais leves que a da
exponencial. Neste caso, serd razoavel utilizar o modelo GEV. Se, de facto, a distribuicao
que melhor se ajusta a este conjunto de dados for do dominio Weibull, é de esperar que

o parametro de forma, =, seja negativo.

Para se obter o qq-plot GEV, os procedimentos a adotar serao semelhantes aos anteri-

ores. Tendo em conta a f.d. G,(z|A,0) e a fungdo quantil da GEV, @, s(p), apresentadas
em (2.6) e (3.11]), respetivamente, tem-se a seguinte rela¢io

(—log(p) 7 —1
ol

Qo) =A+0- =A+0-Qy01(p), p€(0,1), \,7y€R, §>0.

Substituindo os quantis tedricos pelos empiricos ()4 s(p) € se T, for o i-ésimo valor

da amostra ordenada, ter-se-4, mais uma vez, Qys(p;) = Tim, com p; = com

t=1,...,m. O qg-plot GEV sera dado por

<(_1°g(p;'>>7 - 1,Ii:m> Ci=1,....m. (5.5)

Tem-se, assim, definida a relacao linear que permite a construcao do qg-plot GEV.
Mais uma vez, a localizacao do modelo serd dada pela ordenada na origem e a escala
pelo declive. Falta, portanto, encontrar uma quantidade que forneca uma estimativa
preliminar do parametro de forma, . Seguindo a sugestao de Beirlant et al. (2004),
a escolha preliminar para o EVI poderd ser encontrada através da correlacao entre os
quantis Q%,\ﬁ(p) = Zim € Qr01(p) . Assim, dever-se-a escolher o vy que maximize essa
correlacao. Usando o software R, obtém-se os valores da estimativa do parametro e da

correlagao maxima, respetivamente,
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$maximum

[1] -0.009004
$objective
[1] 0.993235

e podem ser visualizados no grafico reproduzido na figura [5.9} Fixando 4 = —0.009004,

098

096

corr(Qy, o, (R, ¥in)
0.94

092
I

-04 02 0.0 02 04
T

Figura 5.9: Grdfico de correlacao entre Q%,\ﬁ(p) e Qy0.1(p)

obtém-se o qq-plot GEV para a amostra de dados, representado na figura [5.10]
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Figura 5.10: QQ-Plot GEV dos niveis pluviométricos mdximos anuais, em Barcelos,

(1932-2008)
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O ajustamento da reta aos pontos é bastante bom, o que evidencia um bom ajus-
tamento deste modelo & amostra. A semelhanca do qq-plot Gumbel, os pontos estio
quase como que "perfeitamente" sobre a reta dos minimos quadrados e a correlacao é
praticamente igual sendo, neste caso, de 0.993235 (contra 0.993210). O ajustamento
dos minimos quadrados sugere como estimativas dos parametros de localizacao e escala,

respetivamente, os valores:

Call:

Im(formula = sort(x) ~ Qgev)

Coefficients:
(Intercept) Qgev
63.99625 16.85117

Portanto, para a amostra em estudo, as estimativas preliminares dos parametros do mo-

delo GEV sao

~

(%, A, 8) = (—0.009004, 63.99625, 16.85117). (5.6)

Sobrepondo ao histograma dos dados as densidades Gumbel e GEV estimadas (figura
, é facil constatar que as diferencas entres estas sao minimas, pois as duas curvas
parecem quase coincidir ponto por ponto. De facto, as estimativas para os parametros de
localizacao e escala sao, praticamente, iguais nos dois casos. Repare-se no facto da estima-
tiva preliminar do EVI ser negativa, o que remete a distribui¢ao subjacente a estes dados,
para o dominio max-estavel Weibull. Contudo, o valor desta estimativa é praticamente

igual a zero e, como tal, o dominio max-estavel Gumbel é outra forte possibilidade.

A escolha do modelo que melhor se ajusta a estas observacoes é dificil, mas pela se-
melhanca das estimativas dos parametros de localizacao e escala e pela proximidade de
zero do EVI, o modelo Gumbel parece ser o candidato com mais possibilidades de chegar
ao podio. De qualquer forma, ambos os casos vao ao encontro do que tinha sido referido
anteriormente, de que a cauda da distribuicao subjacente a estes niveis pluviométricos é
mais leve que a da exponencial. Nao devemos esquecer que esta é apenas uma abordagem
preliminar, e que no topico seguinte obter-se-ao respostas mais consistentes. Contudo,
com esta primeira abordagem fica-se com uma ideia sobre o comportamento dos niveis de
pluviosidade em estudo, e as estimativas obtidas poderao ser utilizadas como inicializa-

cOes em processos numéricos que serao posteriormente utilizados.
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Figura 5.11: Densidades dos modelos Gumbel e GEV estimados ajustados aos niveis plu-
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IT) Estimacao dos Parametros

Na analise preliminar efetuada, constatou-se que a distribuicao Gumbel era uma forte
candidata para modelar esta amostra de niveis pluviométricos maximos anuais, em Bar-
celos. Sendo assim, comecar-se-a por fazer o ajustamento deste modelo aos dados, usando
os dois métodos de estimagao apresentados nas secgoes e o método MV e o
método MPP. Recorde-se que o modelo Gumbel é constituido pelos parametros de loca-

lizacdo, A, e de escala, 9, e, usando os dois métodos referidos, as suas estimativas sao

Tabela 5.1: FEstimativas MV e MPP dos pardmelros de localizacao e escala do modelo

Gumbel, para 0s niveis pluviométricos mdrimos anuais

Método de Estimacao ‘ A(localizagao) d(escala)
MV 63.97622 16.37472
MPP 63.96075 16.07648

Como é visivel, as estimativas obtidas sao muito semelhantes para os dois métodos

usados, e 0 mesmo acontece quando comparadas com as estimativas preliminares.

Usando o método profile log-likelihood, apresentado na secc¢ao podem ser cons-
truidos intervalos de confianca para os dois parametros do modelo. Com um nivel assin-
totico de 95%, os intervalos de confianca para a localizacao e escala, do modelo Gumbel,

sao, respetivamente,
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[1] "profiling loc"

[1] "profiling scale"
lower upper

loc 60.13723 67.94500

scale 13.88045 19.61359

Estes intervalos também poderao ser visualizados na figura [5.12
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Figura 5.12: Intervalos de 95% de confianca para os parametros do modelo Gumbel, base-

ados no profile log-likelihood, para os niveis pluviométricos mdzrimos anuais

A qualidade do ajustamento Gumbel, obtido pelo método MV, pode ser verificada,
facilmente, com um diagnoéstico grafico obtido através do software R, e que se encontra
reproduzido na figura Este ajustamento aparenta ser bastante satisfatorio para
a amostra em estudo. No qg-plot, apenas as trés observacoes finais apresentam uma
pequena divergéncia em relacao a reta, mas essa situagao ¢ muito comum. Na zona
central do pp-plot, os pontos também se afastam ligeiramente da reta, o que nao é grave
pois, em acontecimentos raros, a zona de destaque esta localizada na parte final. E ai que

estao os denominados eventos raros.

Mas nao se pretende apenas obter estimativas dos parametros diretamente relacio-
nados com o modelo Gumbel. Em modelacao de acontecimentos raros, existem outras
quantidades de grande interesse e importancia. Na sec¢ao [3.2.3| foram referidos os quantis
extremais, os niveis e periodos de retorno, a probabilidade de excedéncia de um nivel
elevado e, caso o EVI seja negativo, o limite superior do suporte, e foram apresentados
os seus estimadores, baseados nos estimadores de MV ou dos MPP dos parametros da

distribuicao subjacente aos dados em estudo.
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Figura 5.13: Diagndstico grdfico do ajustamento Gumbel aos niveis pluviométricos mdri-

mos anuais

No capitulo da Introducao desta dissertacao, foi mencionado que em |[Nascimento
(2009) e |[Nascimento et al.| (2012) foi feita uma abordagem Bayesiana semi-paramétrica a
estimacao de valores extremos e, em particular, sao apresentadas estimativas de quantis
elevados, de probabilidades 0.95, 0.99, 0.999, 0.9999 e 0.99999, para os niveis pluviométri-
cos maximos mensais na cidade de Barcelos. Um dos objetivos sera fazer uma comparacao
entre esses quantis com os obtidos através da metodologia adotada nesta dissertagao, para
a amostra de maximos mensais. Assim, parece justificivel que se estimem os mesmos

quantis, para qualquer uma das amostras que serao aqui trabalhadas.

Usando as estimativas MV e MPP para os parametros da distribuicao Gumbel, apre-
sentadas na tabela e a expressao , para o caso v = 0, obtém-se as estimativas
pontuais para os quantis extremais ¢o.os5, 0.99, §0.999; §0.9999 € Go.99999. Lambém se podem
calcular estimativas intervalares para estes mesmos quantis, recorrendo a funcao de profile
log-likelihood e & reparametrizacdo da f.d. Gumbel, de forma a que ¢;_,, com p € (0,1)

seja um dos parametros. Por exemplo, basta considerar a transformacao
Gi—p = A — 0 -log(—log(l —p)) & A= q—p + 9 -log(—log(1 — p)).

Na tabela estdo representadas as estimativas pontuais e intervalares (com 95% de
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confianca) dos quantis extremais mencionados e na figura estao reproduzidos esses
IC’s.

Tabela 5.2: Estimativas pontuais MV ¢ MPP e IC a 95% de quantis extremais do modelo

Gumbel, para 0s niveis pluviométricos mdrimos anuais

Método de Estimacéo ‘ Go.95 Go.99 §o.999 §o.9999 §0.99999
MV 112.6123 139.3024 177.0806 214.7921 252.4971
MPP 111.7110 137.9150 175.0051 212.0298 249.0480
1C(95%) | (103.4,124.1)  (126.14,156)  (158.36,200.95) (190.4,246.2) (222.2,201.3)
Quantil extremal de probabilidade 0.95 Quantil extremal de probabilidade 0.99
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Figura 5.14: Intervalos de 95% de confianca para quantis extremais do modelo Gumbel,

baseados no profile log-likelihood, para os niveis pluviométricos mdrimos anuais

E de constatar que as estimativas dos quantis extremais ndo siao muito diferentes,
quando usados os métodos de MV ou dos MPP. Contudo, os obtidos por este dltimo mé-

todo sao ligeiramente mais baixos. Um pormenor interessante e que demonstra a utilidade
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da EVT, tem a ver precisamente com estes quantis. Tomando em consideracao, apenas,
a amostra disponivel de maximos anuais, os quantis empiricos para as probabilidades
mencionadas encontram-se na tabela Ora os quantis de probabilidade 0.99, 0.999,
0.9999 e 0.99999 coincidem com o maximo registado, pois a amostra é constituida por 77
observacoes. Ou seja, a dimensao desta amostra nao permite uma maior especificidade
nos valores destes quantis elevados. Serd preciso, por isso, ir além da amostra, ou seja,

fazer extrapolacao.

Tabela 5.3: Quantis empiricos para os niveis pluviométricos mdrimos anuais

qo.95 4do0.99 4Go0.999 G0.9999 G0.99999
114 146 146 146 146

O nivel de retorno T-anos (U(T)) é outra medida que pode ser estimada. Em particu-
lar, vao ser calculadas estimativas pontuais e intervalares (baseadas na fung¢ao de profile
log-likelihood, com 95% confianga) para os niveis de retorno de 100, 400 e 1000 anos. Ou
seja, vao ser indicados os niveis pluviométricos (em mm) que sdo excedidos, em média,
uma vez em cada 100, 400 e 1000 anos, na cidade de Barcelos. Recorde-se que um nivel
de retorno T-anos nao ¢ mais do que um quantil extremal de probabilidade 1 — % Assim,

as estimativas para os niveis de retorno de 100 e 1000 anos ja sao conhecidas, pois

U(100) = G1- 1. = 0.9 e U(1000) = G- 1. = q0.999-

Quer isto dizer que se estd a espera que, num século, o nivel 139.3024 mm de precipitacao
seja, em meédia, ultrapassado uma vez. Se se alargar o periodo para 1000 anos, esse
nivel aumenta para 177.0806 mm. Na tabela [5.4] estao representadas as estimativas dos
niveis de retorno pluviométricos indicados, bem como os seus intervalos de 95% confianca,

baseados na funcao de profile log-likelihood.

Tabela 5.4: Estimativas pontuais MV e MPP e IC a 95% de niveis de retorno do modelo

Gumbel, para os niveis pluviométricos mdrimos anuais

Método de Estimagio | U/(100) U (400) U (1000)
MV 139.3024 162.0643 177.0806
MPP 137.9150 160.2623 175.0051

1C(95%) | (126.14,156) (145.6,183.2) (158.36,200.95)

Na figura poderao ser vistos os limites dos IC’s para os niveis de retorno de 100,
400 e 1000 anos.
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Figura 5.15: Intervalos de 95% de confianca para niveis de retorno do modelo Gumbel,

baseados no profile log-likelihood, para os niveis pluviométricos mdximos anuais

Podem ser, também, calculadas estimativas para o periodo de retorno e probabilidade
de excedéncia de um determinado nivel pluviométrico. Tendo em conta que a maior obser-
vagao da amostra dos maximos anuais corresponde ao nivel de 146 mm de pluviosidade,
serd este o nivel utilizado. Assim, o periodo de retorno do nivel 146 mm, T4, Sera o
numero médio de anos de espera até que seja ultrapassada essa quantidade de precipita-
¢ao. Ja a probabilidade disso acontecer, P(Y > 146), sera dada pela probabilidade de

excedéncia do nivel 146 mm. Na tabela [5.5[ encontram-se estimativas destas quantidades.

Tabela 5.5: Estimativas MV e MPP do periodo de retorno e probabilidade de excedéncia

do nivel 146 mm, no modelo Gumbel, para os niveis pluviométricos mdxrimos anuais

Método de Estimacao ‘ T(146) P(Y > 146)
MV 150.2811  0.006654195
MPP 165.0252  0.006059682

De acordo com os resultado obtidos, em média, sao precisos cerca de 150 anos ou 165
anos, consoante se opte pela estimativa MV ou MPP, para que o nivel maximo anual
de pluviosidade ultrapasse o valor mais elevado, observado no periodo de 01/01/1932 a
01/05/2008, na cidade de Barcelos. A probabilidade de se exceder esse nivel é de apro-
ximadamente 0.6-0.7%. Repare-se que as estimativas obtidas pelo método MPP indicam

que esse acontecimento ¢, ligeiramente, mais raro do que as obtidas pelo método MV.

Como se estd a usar o modelo Gumbel, o que corresponde & distribuicao GEV com
v = 0, a expressao apresentada em ({3.16)), para o limite superior do suporte, ndo podera

ser utilizada, pois s6 ¢é valida para v < 0.
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Quando foi efetuada a analise preliminar desta amostra, concluiu-se que a distribui-
cao subjacente a estes niveis pluviométricos teria uma cauda direita mais leve que a da
exponencial. A distribuicio Gumbel seria uma boa candidata, assim como qualquer uma
das distribuicoes pertencentes ao dominio max-estavel Weibull. Falta, portanto, conside-
rar este tultimo caso, utilizando para isso o modelo GEV. Se a analise preliminar estiver

correta, espera-se encontrar uma estimativa negativa para o parametro de forma (7).

Utilizando os dois métodos de estimagao, apresentados nas secgoes e
obtiveram-se estimativas para os parametros de forma, localizacao e escala do modelo

GEV, que se encontram registadas na tabela [5.6]

Tabela 5.6: Estimativas MV e MPP dos parimetros de forma, localizacao e escala do

modelo GEV, para os niveis pluviométricos mdximos anuais

Método de Estimacgao ‘ 4(forma) A(localizagio) &(escala)
MV -0.04967 64.4188 16.6027
MPP -0.04396 64.2903 16.7161

Tal como foi referido no caso anterior do ajustamento Gumbel, poderao ser obti-
dos intervalos de confianca para os mesmos parametros, recorrendo a funcao de profile
log-likelihood. Assim, as estimativas intervalares com uma confianca de 95% sao, respe-

tivamente,

[1] "profiling loc"
[1] "profiling scale"
[1] "profiling shape"

lower upper
loc 60.3241981 68.6743849
scale 13.9850105 20.0335666
shape -0.1793777 0.1297275

A representagao grafica destes intervalos de confianca encontram-se na figura [5.16]

As estimativas dos parametros obtidas pelos métodos MV e MPP, mais uma vez, sao
muito semelhantes. A estimativa para o EVI é negativa, como ja se suspeitava, logo tem-
se a indicacao de que, a distribuicao subjacente aos niveis pluviométricos maximos anuais
poderd pertencer ao dominio max-estavel Weibull, ao qual fazem parte as distribuicoes
com caudas leves e com limite superior do suporte finito. Mas nao pode ser ignorada a

proximidade a zero, por parte desta estimativa, bem como o facto do intervalo de confianca
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Figura 5.16: Intervalos de 95% de confianca para os pardmetros do modelo GEV, baseados

no profile log-likelihood, para os niveis pluviométricos mdzrimos anuais

obtido para este parametro conter o valor zero. Assim, a hipétese da distribuicao destes
dados pertencer ao max-dominio Gumbel nao pode ser descartada. No tépico seguinte

aplicar-se-ao testes adequados para se chegar a uma conclusao.

Na figura [5.17 podem ser vistos os graficos que permitem fazer um diagnoéstico rapido
a qualidade do ajustamento GEV, obtido pelo método de MV.

O ajustamento GEV parece bastante bom. As semelhancas entre este graficos e os ob-
tidos no ajustamento Gumbel sao imensas, nao havendo grandes diferencas que merecam

ser destacadas.

Usando as estimativas obtidas para os parametros de forma, localizacao e escala,
poder-se-4 proceder a estimacao dos outros parametros de grande interesse em EVT.
Mediante a substituicao dessas estimativas na expressao (3.11)), para o caso v # 0, obtém-
se as estimativas dos quantis extremais ¢gos, §0.99, §0.999, §0.9999 € (0.99999, aS quais se

encontram representadas na tabela

Tabela 5.7: Estimativas pontuais MV e MPP e IC a 95% de quantis extremais do modelo

GEV, para os niveis pluviométricos mdximos anuais

Meétodo de Estimagéo ‘ do.os go.99 §o.999 §o.9999 §0.99999
MV 110.2670 132.6966 161.4951 187.1327 209.9953
MPP 110.8355 133.9102 163.8698 190.8945 215.3128

1C(95%) | (101.41,126.7)  (117.9,169.95)  (134.8,250.4)  (145.8,358.1)  (153,504.1)
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Figura 5.17: Diagndstico grifico do ajustamento GEV aos niveis pluviométricos mdrimos

anuals

Apesar das estimativas MPP serem ligeiramente maiores, os valores obtidos pelos dois
métodos de estimacao sao bastante semelhantes. Contudo, parece haver uma tendéncia
de diminuicao dessa semelhanca, & medida que a probabilidade do quantil aumenta. Na
mesma tabela podem, também, ser encontrados intervalos com 95% de confianca, obtidos
pelo método profile log-likelihood, para esses mesmos quantis, e cuja representacao grafica

encontra-se na figura [5.18

Ja na tabela[5.8] poderao ser visualizados os niveis de retorno de 100, 400 e 1000 anos,
bem como as suas estimativas intervalares. Os valores obtidos sao muito semelhantes para
os métodos MV e MPP. Assim, usando por exemplo as estimativas MV, espera-se que,
em média, um ano em cada 100, 400 ou 1000, terd um dia em que o nivel de precipitacao

é superior a 132.7 mm, 150.4 mm e 161.5 mm, respetivamente.

Tabela 5.8: Estimativas pontuais MV e MPP ¢ IC a 95% de niveis de retorno do modelo

GEV, para os niveis pluviométricos mdximos anuais

Método de Estimacio |  U(100) U (400) U (1000)
MV 132.6966 150.4416 161.4951
MPP 133.9102 152.3238 163.8698

1C(95%) \(117.9,169.95) (128.8,215.92)  (134.8,250.4)
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Figura 5.18: Intervalos de 95% de confianca para quantis extremais do modelo GEV,

baseados no profile log-likelihood, para os niveis pluviométricos mdxrimos anuais

Na figura estao representados os intervalos com uma confianca de 95% para esse
niveis de retorno. Repare-se como os intervalos de confianca obtidos via profile log-
likelihood nao sao centrados nas estimativas intervalares, como tinha sido referido aquando

da apresentacao deste método, na seccao [3.2.4
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Figura 5.19: Intervalos de 95% de confianca para niveis de retorno do modelo GEV,

baseados no profile log-likelihood, para os niveis pluviométricos mdximos anuais

(Quanto ao periodo de retorno e a probabilidade de excedéncia do nivel pluviométrico
de 146 mm (o maximo da amostra em estudo), usando o modelo ajustado GEV, obtém-se
que, em média, uma vez em cada 280 anos esse nivel é excedido, sendo a probabilidade de

ocorréncia dessa excedéncia de, aproximadamente, 0.00357, usando o método MV. Se se
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usar o método MPP, esse nivel pluviométrico parece mais facil de ser atingido. De facto a
probabilidade de excedéncia desse nivel aumenta para 0.00407, o que é equivalente a dizer
que o nivel 146 mm de pluviosidade é ultrapassado uma vez em cada 246 anos. Estes

valores estao registados na tabela [5.9

Tabela 5.9: Estimativas MV e MPP do periodo de retorno e probabilidade de excedéncia

do nivel 146 mm, no modelo GEV, para os niveis pluviométricos mdrimos anuais

Método de Estimacgao ‘ 7(146) P(Y > 146)
MV 280.0469  0.003570831
MPP 245.9725  0.004065494

Como 4 < 0, entao a distribuicao subjacente a amostra podera pertencer ao dominio
Weibull, onde o limite superior do suporte é finito. Assim, poder-se-a4 obter, também,
estimativas para este parametro. Usando o estimador indicado em , obtém-se os
valores registados na tabela 5.10] A estimativa de MV do limite superior do suporte,
398.68 mm, ¢ inferior & obtida usando o método MPP, 444.5298 mm, o que esta de acordo
com as estimativas dos outros parametros ja apresentadas, usando o modelo GEV, ou seja,
considerando um determinado nivel, inferior ao limite superior do suporte, este serd mais
facilmente atingido se se optar pelas estimativas MPP. Alias, existem niveis pluviométricos
(>398.68 mm) que nunca serao atingidos, quando se usa o método MV, pois excedem o

valor da estimativa obtida para o limite superior do suporte.

Tabela 5.10: Estimativas MV e MPP do limite superior do suporte, no modelo GEV, para

0s nivets pluviométricos mdximos anuais

Meétodo de Estimacgao 2F
MV 398.680
MPP 444.5298

Na tabela encontram-se todas as estimativas encontradas para os diversos para-
metros, usando os modelos Gumbel e GEV. Os parametros diretamente relacionados com
as distribuicoes, nomeadamente, a localizacao e a escala tém estimativas semelhantes para
os dois modelos. Contudo, observando as estimativas dos quantis, dos niveis e periodos
de retorno, bem como da probabilidade de excedéncia, constata-se que a ocorréncia de
niveis pluviométricos mais elevados é mais rara, se a opcao escolhida para modelar esta
amostra for a distribuicao GEV com forma v < 0. Por exemplo, para o modelo Gumbel

e usando as estimativas MV, o nivel 146 mm ¢, em média, excedido uma vez em cada
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150 anos; ja usando o modelo GEV, serao precisos 280 anos para que, num determinado
dia, o nivel de precipitacdo em Barcelos ultrapasse esse valor. No entanto este fendémeno
é previsivel, uma vez que quando v < 0, o limite superior do suporte é finito e, como
tal, niveis mais elevados (e abaixo do limite superior do suporte) serao mais raros Nesta
mesma tabela, sao apresentados os valores da log-verosimilhanca obtidos para a estimacao
dos parametros nos dois modelos, que serao utilizados na sec¢ao seguinte, nos testes aos

modelos extremais.

Tabela 5.11: Estimativas dos pardimetros para os modelos Gumbel e GEV, para os niveis

pluviométricos mdzimos anuais

Modelo Gumbel v =0 Modelo GEV ~v <0
Parametros MV MPP MV MPP
log L -335.8354 - | - 335.6562 -
] -0.04967
4 ] ] -0.04396
(-0.1793777,0.1297275)
) 63.97622 64.4188
A 63.96075 64.2903
(60.13723,67.94500) (60.3241981,68.6743849)
. 16.37472 16.6027
5 16.07648 16.7161
(13.88045,19.61359) (13.9850105,20.0335666)
] 112.6123 L7110 110.2670 10,8355
4095 (103.4,124.1) ' (101.41,126.7) '
] 139.3024 370150 132.6966 133,010
1099 (126.14,156) ' (117.9,169.95) '
] 177.0806 161.4951
40.999 175.0051 163.8698
(158.36,200.95) (134.8,250.4)
) 214.7921 )19.0208 187.1327 00,8045
10.9999 (190.4,246.2) ' (145.8,358.1) '
) 252.4971 16,0450 209.9953 o15.3198
10-99999 (222.2,291.3) ' (153,504.1) '
A 139.3024 132.6966
7(100) 137.9150 133.9102
(126.14,156) (117.9,169.95)
) 162.0643 150.4416
{7(400) 160.2623 152.3238
(145.6,183.2) (128.8,215.92)
) 177.0806 161.4951
7(1000) 175.0051 163.8698
(158.36,200.95) (134.8,250.4)
| T(46) | 150.2811 165.0252 | 280.0469 245.9725 |
[ P(v>146) | 0.006654195 0.006059682 | 0.003570831 0.004065494 |
| &F | - - | 398.6808 1445208 |

IIT) Testes de Hipoteses para o Modelo GEV

Pelas seccoes anteriores, a distribuicao subjacente a esta amostra de niveis pluviomé-

tricos maximos anuais podera pertencer aos dominios max-estaveis Gumbel ou Weibull.
Recorde-se que no dominio Gumbel, o EVI é igual a zero e no dominio Weibull este mesmo

parametro é inferior a zero. Para se tomar a decisao sobre qual serd o modelo extremal
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mais adequado, poderao ser aplicados os testes apresentados na seccao [3.2.5. Neste caso,

as hipoteses em teste serao
Hy:v=0 VS Hy:~v#0, (5.7)

ou
Hy:v=0 S H,:v<0. (5.8)

O primeiro teste a ser aplicado sera o Teste de Razdo de Verosimilhanca (TRV). Este
¢ baseado na estatistica Deviance, com distribuicao qui-quadrado, e aplica-se para as
hipo6teses . Relembre-se que esta estatistica é obtida com as log-verosimilhangas dos
dois modelos ajustados na seccao anterior. Com o auxilio do software R, obtém-se o valor

observado da estatistica de teste e o respetivo p-value:
d= 0.3582874 dx= 0.3457159 p-value= 0.5565484.

Ora, o valor do p-value obtido ¢ maior do que qualquer nivel de significancia usual, logo
nao se rejeita a hipdtese nula, isto é, nao se rejeita a hipotese de v = 0, o que significa

que o modelo Gumbel ajustado serd o mais adequado para os dados em estudo.

Outro teste, também, para as hipoteses (5.7), é o Teste Score de Rao. A estatistica
de teste tem duas versdes, V* e V*2 apresentadas em (3.24) e (3.25). Aplicando os

m ?

procedimentos do teste, obtém-se o seguintes valores para as estatisticas e p-values:
Versdo Normal: v_m= -6.887117 v_mx= -0.5418667 p-value= 0.5879103;
Versdo Qui-quadrado: v~2_m= 47.43238 v~2_mx= 0.2936195 p-value= 0.5879103.

Observando os p-values, que sao iguais entre si, uma vez que os testes sao equivalentes,
ambos sao superiores aos niveis de significancia habituais e, por isso, mais uma vez nao hé
razoes para nao se aceitar a nulidade do parametro de forma, da distribuicao subjacente
aos dados. E de relembrar que este teste também podera ser aplicado as hipoteses definidas

em ((5.8)). Para essa situagao tem-se,
Versdo Normal: v_m= -6.887117 v_mx= -0.5418667 p-value= 0.2939552

o que leva a decisao de nao rejeicao da hipotese nula (y = 0).

O teste LAN, também pode ser aplicado as duas situagoes em (5.7) e Através do
calculo do valor observado da estatistica de teste e da relagao (3.27), vem
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Teste bilateral: t_n= -0.3736679 t_n*= -0.5412339 p-value= 0.5883464;

Teste unilateral: t_n= -0.3736679 t_n*= -0.5412339 p-value= 0.2941732.

Mais uma vez, a hipotese de que a distribuicao dos niveis maximos anuais de precipitacao
¢ Gumbel, nao é rejeitada. Os p-values obtidos sao ambos bastante superiores aos niveis
de significancia habituais de 0.01, 0.05 e 0.1.

Em [Tiago de Oliveira and Gomes| (1984), recorde-se, é apresentado um outro teste,
neste caso, para as hipoteses (5.8)). Os valores obtidos para a estatistica de teste, a

estatistica Gumbel, e para o p-value sao,
gs_m= 2.027778 gs*x_m= -0.2047037 p-value= 0.2931235.

A conclusao nao é diferente das anteriores, nao ha evidéncia estatistica para nao se aceitar
que v = 0. Um pormenor a salientar é a semelhanca entre os p-values para os diferentes
testes aplicados (bilaterais com bilaterais e unilaterais com unilaterais) e o facto de ne-
nhum deles se encontrar proximo dos niveis de significancia usuais, o que vem reforgar a

decisao de nao rejeicao da hipotese nula.

Na seccao também foram apresentados os testes a qualidade do ajustamento
Gumbel, baseados nas estatisticas de ajustamento de Kolmogorov-Smirnov, de Cramér-
von Mises e de Anderson-Darling. Estes testes irao permitir concluir se o modelo ajustado
Gumbel Go(Y Mgy, 0c,), com (Mg, da,) = (63.97622,16.37472), obtido via MV, é ou nio
adequado para modelar o comportamento dos niveis pluviométricos maximos anuais, em

Barcelos. Aceitar esse ajustamento serd equivalente a aceitar que v = 0, isto é, o modelo
Gumbel.

Usando, portanto, (Ag,,dc,) = (63.97622,16.37472), os valores observados das referi-

das estatisticas sao:

Goodness-of-fit statistics

1-mle-Gumbel
Kolmogorov-Smirnov statistic  0.07328225
Cramer-von Mises statistic 0.05803319
Anderson-Darling statistic 0.32826543

A hipotese nula serd rejeitada se o valor observado destas estatisticas, devidamente

adaptadas, for superior a um determinado quantil de nivel assintotico a.
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Para a estatistica Kolmogorov-Smirnov, tem-se
Vm - dy, = V77 -0.07328225 = 0.6430491,

e comparando com os quantis registados na tabela [3.1} para o caso m = 77, observa-se
que, para qualquer um dos niveis de significancia «, o valor da estatistica é inferior ao

quantil de nivel assintotico a. Quer isto dizer que nao se rejeita a hipdtese nula.

Para a estatistica Cramér-von Mises, tem-se

0.2 0.2
w? - <1 + —) = (0.05803319 - (1 + —) = 0.05935589
" vm Nadi

e observando os quantis da tabela na linha correspondente, constata-se que, também
neste caso, o valor observado da estatistica nao excede nenhum dos quantis. Por esse

motivo, a conclusao é a de nao rejeicao de Hy.

Por fim, para a estatistica Anderson-Darling,

0.2 0.2
a’ - (1 + —) = (.32826543 - (1 + —) = 0.3357473.
" vm VT

Também na tabela [3.2] encontram-se os quantis para esta estatistica. Mais uma vez o
valor observado da estatistica de teste é inferior a qualquer um dos quantis tabelados, nao

se rejeitando, por isso, a hipdtese nula.

Portanto, os trés testes a qualidade do ajustamento Gumbel, com os parametros esti-
mados, conduzem a nao rejeicao deste modelo, sendo, por isso adequado para modelar os

dados em estudo.

Observando as conclusoes dos diversos testes aplicados, estes foram unanimes na de-
cisao de nao rejeicao de v = 0, ou seja, de que o modelo Gumbel é o que melhor se ajusta

aos niveis pluviométricos maximos anuais, em Barcelos.
IV) Avaliagao da Nao-Estacionariedade

Cada vez mais se ouve falar nas mudancas climaticas e no fenémeno aquecimento
global. Vérios estudos mostram que a partir da ultima década do século XX, tornou-se
clara uma tendéncia de aquecimento. Em Portugal, desde a década de 1970, a tempe-
ratura média subiu a uma taxa de cerca de 0.5°C/década, mais do dobro da taxa de
aquecimento observada para a temperatura média mundial (Miranda et al. 2006). Esse
aquecimento tem provocado alteragoes nos niveis de precipitacao, registando-se, neste

caso, uma tendéncia significativa de diminui¢ao no seu valor médio anual.

Pelos motivos apresentados no paragrafo anterior, faz sentido analisar a existéncia

de tendéncia nos niveis pluviométricos que constituem a amostra em estudo. Como foi
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referido na sec¢ao[3.2.6] quase sempre as variagoes observadas numa determinada categoria
ambiental sao bem modeladas por uma tendéncia linear no parametro de localizacao, da
distribuicdo GEV. Assim, pretende-se obter as estimativas dos parametros (v, A(¢), ), com
At) = Bo+ Bit et =1,...,77. Assim, aplicando o método MV, obtém-se as seguintes

estimativas para a forma, localizagao e escala do modelo GEV:

(4, A(t),8) = (—0.04227,66.1861 — 0.0468 - ¢, 16.4855), t=1,...,77.

Na figura pode ser visualizado o ajustamento linear na localizacao, a nuvem dos

niveis pluviométricos méaximos anuais.

100
|

Nivels pluviométricos (mm)
50
1

1940 1960 1980 2000

Anos

Figura 5.20: Ajustamento linear na localizagdo, para os niveis pluviométricos mdrimos

anuais

O declive da reta ajustada é negativo, o que significa que o nivel de precipitacao mé-
dio anual, em Barcelos, estd a diminuir. Mas serd que essa tendéncia é estatisticamente
significativa? O facto do declive estar tao proximo de zero, e que é visivel pela quase hori-
zontalidade da reta, podera ser um indicio de nao existéncia de tendéncia na localizacao.
Serd necessario recorrer a um teste de hipoteses para se obter uma resposta. Esse teste é
baseado nas razoes de verosimilhanca dos modelos com e sem tendéncia. Na tabela |5.12
é apresentado um resumo das estimativas dos parametros dos modelos GEV, com e sem
tendéncia, os quais vao ter os nomes genéricos M; e M, respetivamente, bem como o0s

valores da log-verosimilhanca que permitem a realizacao do teste estatistico.

As hipoteses em teste sao,
Hy : Nao ha tendéncia na amostra wvs H;: H&a tendéncia na amostra.

A estatistica e a sua distribuicao assintotica e a forma da regiao de rejeicao do teste

para avaliar a presenca de tendéncia foram apresentadas na seccao Neste caso,
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Tabela 5.12: Estimativas MV dos modelos GEV com e sem tendéncia na localiza¢ao, para

0s niveis pluviométricos mdximos anuais

~

Modelo E A 5 log L
My (sem tendéncia) | -0.04967 64.4188 16.6027 -335.6562
M; (com tendéncia) | -0.04227 66.1861-0.0468- t 16.4855 -335.478

para o modelo sem tendéncia, M, foram estimados trés parametros e para o modelo
com tendéncia, M;, foram estimados quatro parametros. Logo, trata-se de um caso de
fronteira e, como foi indicado na seccao [3.2.6, a distribuicao assintotica da estatistica de

teste, neste caso, serd uma mistura 50 : 50 de dois Qui-quadrados com 3 e 4 g.1.

O valor observado da estatistica de teste e o p-value obtidos foram, respetivamente:

d_obs=0.3564
p-value=0.9674914

Como o p-value é bastante superior a qualquer nivel de significancia usual, entao,
nao se rejeita a hipotese nula aos niveis de significancia usuais. Assim, conclui-se que a
diferencga entre os modelos com e sem tendéncia nao é estatisticamente significativa, logo
aumentar o niumero de parametros nao vai melhorar a capacidade preditiva do modelo.
Assim, nao ha evidéncia estatistica da presenca de tendéncia na localizacao da distribuicao
subjacente aos niveis pluviométricos méaximos anuais. Através dos critérios de informacao
AIC e BIC (tabela chega-se a mesma conclusao. O modelo sem tendéncia tem os

menores valores de AIC e BIC, logo é considerado o melhor modelo.

Tabela 5.13: AIC e BIC para os modelos GEV com e sem tendéncia na localizacao, para

08 niveis pluviométricos mdxrimos anuais

Modelo \ AIC BIC

My (sem tendéncia) | 675.3124 688.6876
M; (com tendéncia) | 678.956  705.7064

5.2.1.2 Niveis Pluviométricos Maximos Mensais

I) Analise Preliminar dos Dados

Esta amostra é constituida pelos niveis pluviométricos maximos, para cada meés, no
periodo de 01/01/1932 a 01/05/2008. Tem-se, portanto, um total de 917 meses, contudo
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nao existem registos para 7 meses, logo esta amostra tem uma dimensao igual a m = 910

observagoes. Estes niveis pluviométricos encontram-se representados na figura [5.21

Niveis Pluviométricos (mm) em Barcelos

180
1

100
1

Maximo mensal didrio

Meses: 1932-2008

Figura 5.21: Niveis pluviométricos mdzimos mensais, em Barcelos, (1952-2008)
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Figura 5.22: Grifico de Autocorrela¢ao Parcial

Através do grafico de autocorrelacao parcial, na figura poder-se-4 avaliar a in-
dependéncia das observagoes. Como se pode constatar, existe uma correlacao entre as
observacoes, pois as linhas ultrapassam as bandas de confianca limite para se admitir
independéncia entre os dados. Esta correlacao nao é de estranhar, pois o nivel de precipi-
tacao varia consoante o periodo do ano em que nos encontramos. Ou seja, espera-se que
os niveis de precipitacao nos meses de outono e inverno sejam muito maiores do que nos
meses da primavera e verao. Assim, os niveis pluviométricos comecam por ser elevados

nos dois primeiro meses do ano, para depois comecarem a decrescer de marco até agosto,
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voltando a subir a partir de setembro. Esta relacao repete-se de ano para ano, e dai a nao
independéncia entre observagoes mensais. Por outras palavras, suponha-se, por exemplo,
que se estd num més de inverno, entao o nivel pluviométrico do més seguinte, se ainda
pertencer a esta estacao do ano, é provavel que seja elevado. Ja se nos encontrarmos no
verao, o més seguinte tem uma maior probabilidade de ser seco do que chuvoso. Contudo,
com o objetivo de fazer uma comparagao com os valores obtidos por Nascimento, (2009),
que considerou uma abordagem Bayesiana aos niveis pluviométricos maximos mensais em
Barcelos no mesmo periodo, como ja referido anteriormente, ignorar-se-a esta correlacao
entre os dados, procedendo-se a aplicagao da anélise em valores extremos e admitindo a
existéncia de independéncia. Quando se aplicar a metodologia POT a esta mesma amos-
tra, ter-se-a a oportunidade de ver que esta correlacao diminuira. Também, dividindo esta
amostra por estacao do ano, obter-se-4 uma reducao da correlacao entre as observacoes,

pois nesse caso estar-se-a a eliminar o efeito da sazonalidade, referido anteriormente.

Para esta amostra as caracteristicas amostrais habituais sao:

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.00 15.00 28.00 31.64 44 .00 146.00

Nesta amostra os niveis pluviométricos variam entre os 0 mm e os 146 mm, com o nivel
mediano de pluviosidade a rondar os 28 mm. Tem-se, portanto, uma amostra com uma
acentuada assimetria & direita que ,também, pode ser visivel no histograma e no box-plot
representados na figura No box-plot essa assimetria é evidenciada pela quantidade

elevada de candidatos a outliers.
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Figura 5.23: Bozplol e histograma dos niveis pluviométricos mdzrimos mensais, em Bar-
celos, (1932-2008)
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Figura 5.24: QQ-Plot Exponencial e ME-plot dos niveis pluviométricos mdximos mensais,
em Barcelos, (1932-2008)

Com o intuito de ter uma ideia sobre o tipo de cauda da distribui¢ao subjacente a estes
dados, poder-se-a recorrer aos, ja apresentados, qq-plot exponencial e ME-plot. No qq-
plot exponencial representado na figura [5.24] nota-se um ligeiro padrao concavo na nuvem
de pontos, o que sugere que a cauda da distribuigao sera sensivelmente mais leve que a
da exponencial ou mesmo do tipo exponencial. Sao, entao, fortes candidatos os dominios
Gumbel ou Weibull. Quanto ao ME-plot, apresentado na mesma figura, inicialmente
existe um acentuado decrescimento que depois se torna mais moderado, a partir do nivel
35 mm, aproximadamente. Assim, tendo em conta esse pormenor, poder-se-a concluir
que também o ME-plot sugere que a distribuicao subjacente aos niveis pluviométricos
maximos mensais, apresenta uma cauda direita do tipo exponencial ou ligeiramente mais

leve.

Seguindo as sugestoes dadas pelos dois graficos anteriores, comece-se por realizar um
ajustamento preliminar ao modelo Gumbel. Na figura [5.25| encontra-se representado o
qq-plot Gumbel, juntamente com a reta ajustada a nuvem de pontos. Os pontos, na sua
maioria, estao sobre a reta e como tal o ajustamento Gumbel parece bastante bom. No
inicio existe um desvio dos pontos em relagao a reta correspondendo, precisamente, aos
niveis pluviométricos iguais a zero. Também na parte final do qg-plot, como habitual,
existem alguns pontos ligeiramente afastados da reta ajustada. Apesar disso, a correlagao
é muito alta, cerca de 0.9980137, o que vem mostrar a forte associagao linear entre os pon-
tos. Através da ordenada na origem e do declive da reta, obtém-se as seguintes estimativas

dos minimos quadrados para a localizacao e escala do modelo Gumbel, respetivamente,

Call:

Im(formula = x1_ord ~ pi)
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QQ-plot Gumbel
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Figura 5.25: QQ-Plot Gumbel dos niveis pluviométricos mdrimos mensais, em Barcelos,

(1932-2008)

Coefficients:
(Intercept) pi

21.72211 17.27529
ou seja,

(A, 0) = (21.72211,17.27529). (5.9)

Pretendendo-se de seguida fazer um ajustamento preliminar da distribuicao GEV aos
dados, é preciso, em primeiro lugar, encontrar uma estimativa para o parametro de forma.
Usando o mesmo método aplicado na amostra dos niveis pluviométricos maximos anuais,

obtém-se para essa estimativa e respetiva correlagdo maxima (figura [5.26)), os valores

$maximum

[1] -0.01184;
$objective

[1] 0.9980871.

Ou seja, um parametro de forma v < 0, mas proximo de zero. Fixando ¥ = —0.01184,

obtém-se o qq-plot GEV representado na figura [5.26|e a reta ajustada aos dados.

Também, neste caso, é evidente a forte associacao linear. Apenas existem alguns
pontos no inicio e no fim do qg-plot que se desviam ligeiramente da reta ajustada, tal como
acontecia no qg-plot Gumbel. Obtém-se como estimativas dos parametros de localizacao

e escala, os valores
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QQ-plot GEV
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Figura 5.26: Grdfico de correlagao entre Q%Mg(p) e Qy01(p) e QQ-Plot GEV dos niveis

pluviométricos mdzimos mensais, em Barcelos, (1932-2008)

Call:

Im(formula = sort(x) ~ Qgev)

Coefficients:
(Intercept) Qgev
21.7759 17.5279

Portanto, para a amostra em estudo, as estimativas preliminares dos parametros do mo-

delo GEV sao

(3, A, 8) = (—0.01184, 21.7759, 17.5279). (5.10)

Na figura [5.27, encontram-se representados o histograma dos niveis pluviométricos
méaximos mensais e as densidades estimadas dos modelos Gumbel e GEV. As duas curvas
estao, praticamente sobrepostas e parecem modelar bastante bem o comportamento da

cauda direita da amostra.

Através desta abordagem preliminar, conclui-se que a distribuicao dos niveis pluvi-
ométricos maximos mensais, em Barcelos, terdA uma cauda direita mais leve que a da
exponencial, podendo ser ajustada pelos modelos extremais Gumbel ou Weibull. Nas sec-
¢oOes seguintes obter-se-ao resultados mais potentes para as estimativas dos parametros e

sobre a distribuicao destas observagoes.

IT) Estimacao dos Parametros
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Figura 5.27: Densidades dos modelos Gumbel e GEV estimados ajustados aos niveis plu-

VIOMELricos mAarimos mensais

Tal como feito para a amostra de maximos anuais e, seguindo as sugestoes da anéalise
preliminar efetuada na seccao anterior, ird proceder-se ao ajustamento MV e MPP dos
modelos Gumbel (que corresponde a distribuicao GEV com parametros de forma nulo) e
GEV (com 7 # 0) para a amostra dos niveis pluviométricos maximos mensais. Na tabela
estdo representadas as estimativas pontuais para os parametros de forma (apenas
no modelo GEV), localizacdo e escala das duas distribui¢oes. Encontram-se também
registados os intervalos a 95% de confianga para esses parametros, baseados na fungao de

profile log-likelihood.

Tabela 5.14: Estimativas dos pardmetros para os modelos Gumbel e GEV, para os niveis

pluviométricos mdzrimos mensais

Modelo Gumbel (v = 0) Modelo GEV (v # 0)
Parametros
MV MPP MV MPP
log L -4023.362 -] - 4022.886 -]
0.02743
5 . . -0.01634
(-0.02618,0.08713)
« 21.65848 21.40587
A 21.61636 21.74679
(20.50152,22.8323) (20.15364,22.68234)
N 17.03685 16.849996
) 17.37081 17.6311
(16.18907,17.9492) (15.93688,17.83249)

As estimativas dos parametros de localizacao e de escala, para os dois modelos, quer
usando o método MV quer usando o método MPP, sao muito semelhantes. Quanto
ao parametro de forma, a estimativa MV, ao contrario do que se estava a espera, é

positiva, mas, concluir daqui, que a distribuicao subjacente & amostra tem cauda pesada
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Figura 5.28: Intervalos de 95% de confianca para os pardmetros do modelo Gumbel, base-

ados no profile log-likelihood, para os niveis pluviométricos mdzrimos mensais
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Figura 5.29: Intervalos de 95% de confianca para os pardmetros do modelo GEV, baseados

no profile log-likelihood, para os niveis pluviométricos mdzimos mensais

é questionavel, pois o EVI estimado estd muito proximo de zero. Ja a estimativa MPP
é negativa. No entanto, apesar da diferenca de sinais, ambas as estimativas estdo muito
proximas de zero e o intervalo de confianca para este parametro também inclui o zero.
Logo, é de suspeitar que o modelo Gumbel deverd ser o mais adequado para modelar o
comportamento destes dados, mas esse topico serd desenvolvido na proxima seccao. Nas
figuras e estao representados os intervalos de confianga para os parametros das
distribuicoes Gumbel e GEV.

A qualidade dos dois ajustamentos, obtidos pelo método MV, pode ser avaliada através
das figuras e [5.31] Através da analise dos graficos ai representados, poder-se-a dizer
que ambos os ajustamentos sao bons. Contudo, observando com mais detalhe os qq-

plot, nas duas figuras, e em particular a zona final destes, as observacoes mais elevadas



5.2 Anélise Paramétrica dos Dados 127

Empirical and theoretical distr. Q-Q plot
o
o
8 g =
e = @ o
= 5 S
= EX
c = —
3 5 2 g
g
o
g Mg
= T T 1 T T T
0 50 100 150 0 50 100 150
Data Theoretical quantiles
Empirical and theoretical CDFs P-P plot
4 o 4
@
o = o
S 7 5 o 7
m
— = —
w e
S = = = |
o 8 o
— é_ -
(=2 I o _|
e T T T T o T T T T T
0 50 100 150 00 02 04 06 08 10
Data Theaoretical probabilities

Figura 5.30: Diagndstico grdfico do ajustamento Gumbel aos niveis pluviométricos mdzi-
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tém uma maior proximidade & reta, no caso do modelo Gumbel, o que podera ser mais
um indicio de que este sera o melhor modelo para explicar o comportamento dos niveis

pluviométricos méximos mensais, em Barcelos.

Como ja foi referido, por diversas vezes ao longo desta dissertacao, na sequéncia de
Nascimento| (2009), em Nascimento et al.| (2012) foi publicada uma abordagem Bayesiana
semi-paramétrica a estimacao de valores extremos e, em particular, sao apresentadas es-
timativas de quantis elevados, para os niveis pluviométricos maximos mensais, na cidade
de Barcelos, tendo como base a amostra de observagoes maximas mensais no periodo de
01/01/1932 a 01/05/2008. Esses quantis estao reproduzidos na figura Nesse traba-

Prob Barcelos (in mm)

E 1 2 3 MGy
0.95 73.5 74.54 77.54 73.29 74.71
0.99 99.4 101.73 105.38 102.24 104.09
0.999 N/A 137.84 139.91 137.77 151.50
0.9999 N/A 171.41 176.12 184.54 233.00

0.99999 N/A 203.13 236.24 454.26 333.00

Prob = P(X = g). E = Empirical, 1 = MGPD,, 2 = MGPD», 3 =
MGPDs. MGy refers to the best model in this class

Figura 5.32: Quantis elevados para 0s niveis pluviométricos mdrimos mensais, em Bar-
celos (Nascimento et all, (2012)

lho foram utilizadas aproximacoes nao paramétricas através da mistura de distribuicoes
Gama, para a distribuicao dos dados abaixo de um determinado limiar, com a distribui-
cao GP, para as observacoes acima desse limiar. Foram estimados varios modelos, uns s6
com mistura de k Gamas, os quais foram denominados MGy, com k =1,...,5, e outros
com a mistura de k£ Gamas com a distribuicao GP, MGPD,,, com k =1,...,3. Através
de critérios de informacao, retiveram-se apenas os modelos MGPDy, com k =1,...,3,
e o modelo MG3. De todos esses modelos, o MG P D3 revelou-se o melhor modelo, por

apresentar os menores valores dos critérios de informacao utilizados.

Pretende-se, portanto, fazer uma pequena comparacao entre os quantis calculados
com esses modelos, com os obtidos usando os modelos Gumbel e GEV, anteriormente

ajustados, e que se apresentam na figura |5.15|

A primeira constatacao a ser feita, tem a ver com os quantis empiricos, que para
probabilidades muito elevadas e devido a dimensao da amostra, estes assumem o maior

valor observado, nao se conseguindo, assim, obter valores mais pormenorizados. Repare-se
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Tabela 5.15: Quantis extremais empiricos e estimativas pontuais MV e MPP e IC a 95%

para esses quantis, com modelos Gumbel e GEV para os niveis pluviométricos mdxrimos

mensais
X X Modelo Gumbel v =0 Modelo GEV ~ # 0
Quantis | Empiricos
MV MPP MV MPP
72.26125 73.54891
Go.o5 72.0 73.21106 72.86399
(69.2,75.53) (69.59,78.54)
100.03053 104.02104
Go.99 99.1 101.52468 99.87891
(95.64,104.73) (95.41,115.95)
7 146.0 139.33635 141.60098 149.54935 136.90754
10999 ' (133,146.14) ' (129.85,179.1) '
178.57282 197.96367
G0.9999 146.0 181.60656 172.50436
(170.3,187.42) (161.9,256.5)
j 146.0 217.80238 221.60511 219.52573 206.78045
10.99999 ' (207.62,228.67) ' (192.6,350.9) '

que estes valores tém pequenas diferencas quando comparados com os quantis empiricos
obtidos em [Nascimento et al.| (2012). Quando se usa o modelo Gumbel, os quantis obtidos
nao sao muito diferentes entre os métodos MV e MPP. Ja quando se usa o modelo GEV,
4 medida que o nivel do quantil aumenta, o mesmo acontece com as diferencas entre
as estimativas MV e MPP, o que nao é de estranhar devido a diferenca de sinal para a
forma da distribuicao, obtida por cada um desses métodos. Usando a distribuicao GEV,
o método MPP torna niveis pluviométricos elevados mais raros do que o método MV. De
facto, a estimativa MV de v é um valor positivo, logo o limite superior do suporte nao
é finito, sendo, por isso, mais facil obter-se niveis mais elevados de precipitacao. Este
pormenor também é visivel nas amplitudes dos intervalos de confianca obtidos para os
modelos Gumbel e GEV, com v > 0, usando a fun¢ao de profile log-likelihood. Por
exemplo, a amplitude do IC a 95% para o quantil de probabilidade 0.99999, usando o
modelo Gumbel, é cerca de 21 mm, mas quando usada a distribuicao GEV estimada, esta

amplitude aumenta para 158 mm.

Quando comparados os quantis extremais obtidos com os apresentados em Nascimento
et al| (2012), verifica-se que a situacdo de maior semelhanga acontece entre o modelo
MGPD, com o modelo GEV ajustado através do método MPP. Em relacao aos quantis
obtidos no modelo M GP D3, considerado o melhor modelo de entre os ajustados nesse
estudo, constata-se que os quantis de probabilidade 0.95, 0.99, 0.999 e 0.9999 sao seme-
lThantes aos obtidos usando os modelos Gumbel (com estimativas MV ou MPP) ou Gev
(com estimativas MPP). Em relacao ao quantil de probabilidade 0.99999, o valor obtido
com o modelo MGPD3 ¢ de longe mais elevado do que qualquer um dos obtidos nos
modelos Gumbel e GEV. Note-se que esta estimativa também nao pertence ao intervalo

de confianca para este quantil, no modelo GEV, que tem uma elevada amplitude, como
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jé referido.

Quanto aos niveis de retorno, pretende-se obter estimativas destes para 100, 400 e 1000

anos. Como se estd a usar uma amostra de maximos mensais, entao é preciso converter

os anos em meses. Assim, pretende-se estimar os niveis pluviométricos (em mm) que

sao excedidos, em média, uma vez em cada 1200, 4800 e 12000 meses. Na tabela [5.16

apresentam-se as estimativas pontuais e intervalares para esses niveis.

Tabela 5.16: Estimativas pontuais MV e MPP ¢ IC a 95% para niveis

de retorno, nos

modelos Gumbel e GEV, para os niveis pluviométricos mdximos mensais

Niveis de | Modelo Gumbel v = 0 Modelo GEV ~ # 0
Retorno MV MPP MV MPP
. 142.4440 153.2733
{7 (1200) 144.7695 139.7760
(136,149.4) (132.5,184.6)
N 166.0674 182.1998
U7 (4800) 168.8560 161.3041
(158.4,174.24) (152,230)
N 181.6791 201.9289
U(12000) 184.7738 175.2657
(173.27,190.74) (164.4,263.2)
Nivel de Retorno 1200 meses=100 anos Nivel de Retorno 4800 meses=400 anos Nivel de Retorno 12000 meses=1000 anos
) Return level ) ) Ra:urn level ) ) Return level )
Nivel de Retorno 1200 meses=100 anos Nivel de Retorno 4800 meses=400 anos Nivel de Retorno 12000 meses=1000 anos

Return Level

Return Level

Return Level

Figura 5.33: Intervalos de 95% de confianca para niveis de retorno dos modelos Gumbel

(linha superior) e GEV (linha inferior), baseados no profile log-likelihood, para os niveis

pluviométricos mdzimos mensais

Quando usados os modelos Gumbel, com estimativas MV e MPP, e GEV, com es-

timativas MPP, os niveis de retorno sao semelhantes, embora ligeiramente inferiores no
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ultimo caso. No caso do modelo GEV, com estimacao obtida pelo método MV, os niveis
de retorno sdo mais elevados e, para além disso, os intervalos de 95% de confianca, neste
caso, abrangem uma maior quantidade de niveis possiveis para cada um dos horizontes
temporais considerados. Essa diferenca de amplitudes nas estimativas intervalares, entre

os modelos Gumbel e GEV, pode ser visualizada na figura [5.33|
Na tabela [5.17 apresentam-se as estimativas do perfiodo de retorno do nivel pluviomé-

trico maximo observado, bem como da probabilidade desse nivel ser excedido.

Tabela 5.17: Estimativas MV e MPP do periodo de retorno e probabilidade de excedéncia

do nivel 146 mm nos modelos Gumbel e GEV, para os niveis pluviométricos mdrimos

MENSals
Modelo Gumbel v =0 Modelo GEV ~ # 0
Parametros
MV MPP MV MPP
T(146) 1478.414 meses  1288.051 meses | 839.7848 meses 1785.771 meses
(123.2012 anos)  (107.3376 anos) | (69.98207 anos) (148.8142 anos)
| P(Y >146) | 0.0006764 0.0007764 |  0.0011908 0.00055998 |

E notéria a diferenca entre o valor obtido para o periodo de retorno, usando o mo-
delo GEV ajustado pelo método MV, e os restantes. No entanto, essa diferenca nao é
de estranhar pelo que ja tinha sido referido. Neste caso, através do ajustamento MV,
valores elevados de precipitacao nao sao considerados tao raros como pelos outros ajus-
tamentos e, por isso, estima-se que sao precisos, em média, cerca de 70 anos para que o
nivel pluviométrico de 146 mm seja ultrapassado anualmente, sendo a probabilidade desse
acontecimento de 0.00119. Note-se que se se considerar o ajustamento GEV pelo método
MPP, esse periodo é de 148.8142 anos, mais do dobro do anterior, e, em compensacao, a
probabilidade de excedéncia do nivel 146 mm reduz-se para metade, 0.00055998. Usando
o modelo Gumbel, ha uma maior estabilidade entre os valores obtidos pelos dois métodos

de estimacao, embora com uma diferenca de 16 anos para o periodo de retorno.

Relembre-se que apenas o método MPP forneceu uma estimativa negativa para o
parametro de forma da distribuicao GEV, logo s6 neste caso poder-se-a4 calcular uma
estimativa do limite superior do suporte, recorrendo a expressao em ([3.16)). Assim, obtém-

se

1s8<-21.74679-17.6311/-0.01634182
[1] 1100.641

ou seja, o nivel de precipitagao maximo mensal que alguma vez poderia ser atingido, em

Barcelos, seria de 1100.641 mm, uma auténtica catastrofe.
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IIT) Testes ao Modelo GEV

Nesta seccao proceder-se-a aplicacao dos testes estatisticos apresentados no capitulo
3.2.5, para se determinar qual dos modelos extremais melhor se ajusta & distribuicao

subjacente a esta amostra de maximos pluviométricos mensais.

A analise preliminar destes dados apontaram para duas situagoes possiveis, os modelos
Gumbel ou Weibull. Contudo, a estimativa de MV obtida para o parametro de forma
é positiva, o que conduz a distribuicao dos dados para o modelo Fréchet. Ja tinha sido
referido que, devido a proximidade da origem, por parte das estimativas obtidas para esse
parametro, o modelo Gumbel seria o mais provavel, contudo isso foi uma mera suposicao.

Assim, comece-se por aplicar os testes para as hipoteses:

Hy:v=0 S Hy:v#0, (5.11)

Relembre-se que, para estas hipoteses, podem ser utilizados os testes de Razao de
Verosimilhangas, Score de RAO (versdo Normal e versao Qui-Quadrado) e o teste LAN.
Na tabela [5.18| apresentam-se, para cada um dos testes, o valor observado da estatistica

de teste, o p-value obtido e a respetiva decisdo com uma significancia de 5%.

Tabela 5.18: Resultados obtidos nos testes as hipdteses definidas em ((5.11))

Valor Observado da Decisao
Teste . p-value
Estatistica de Teste a = 0.05
| TRV | dr =09506424 0.3205558 | Nao rejeitar Hj |
Teste Score de RAO o
. vy, = 0.8121647 0.4166971 | Nao rejeitar Hy
(versdo Normal) '
Teste Score de RAO o
. . v2 = 0.6596115 0.4166971 | Nao rejeitar Hy
(versdo Qui-Quadrado)
| Teste LAN | t* = 0.811849 0.4168783 | Nio rejeitar Hy

Portanto, a decisao de nao rejeitar a hipdtese nula é consensual. Na tabela apresentada
usou-se um nivel de significAncia de 5%, mas os p-values sdo superiores aos niveis de
significancia usuais, logo nao se rejeita a hipotese de que a distribuicao subjacente aos

niveis pluviométricos maximos mensais seja Gumbel.

O teste baseado na estatistica Gumbel podera, também, ser utilizado. Como esta esta-
tistica se baseia em valores da amostra ordenada, fara sentido testar a sugestao fornecida

pela analise preliminar dos dados, ou seja,

Hy:v=0 S H,:vy<O. (5.12)
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O valor observado para a estatistica de teste e o p-value sao,

gs_m= 2.842105 gs*x_m= 0.04067683 p-value= 0.3828395.

Logo, aos niveis de significancia usuais, nao se rejeita a hipotese de v = 0.

Também poderao ser aplicados os testes & qualidade do ajustamento Gumbel, usando
as estatisticas de ajustamento de Kolmogorov-Smirnov, de Cramér-von Mises e de Anderson-
Darling. Na tabela [5.19| encontram-se representados o valor observado e o respetivo valor
transformado, para cada uma das estatisticas mencionadas. Também se apresenta a de-

cisao a ser tomada, com um nivel de significancia de 5%.

Tabela 5.19: Resultados obtidos nos testes a qualidade do ajustamento Gumbel

Toste Valor Observado da Valor modificado da Decisao
Estatistica de Teste Estatistica de Teste a = 0.05
Kolmogorov-Smirnov d,, = 0.03666204 ‘ Vm - dy, = 1.105955 Rejeitar Hy
Cramér-von Mises w?, = 0.24716236 w2, - (1 + %) = 0.248801 | Rejeitar Hy
Anderson-Darling a2, = 188996293 | a2, - (14 22) = 1.902493 | Rejeitar Hy

Para estes trés testes, a decisao foi a de rejeicao da hipdtese nula, ou seja, de que este
modelo Gumbel ajustado nao é adequado para modelar o comportamento destes niveis
pluviométricos maximos mensais, quando comparada com qualquer outra distribuicao em
H,. Relembre-se que, para se chegar a essas decisoes, foi necessario fazer a comparacao do
valor transformado, para cada uma das estatisticas de teste, com os quantis representados
nas tabelas[3.1e Como o valor transformado é superior aos quantis criticos, rejeitou-se
Hy.

Portanto, os testes a qualidade do ajustamento Gumbel, com os parametros estimados,
conduzem a rejeicao deste modelo. Contudo, tem que se ter em conta que estes testes
de ajustamento sao baseados em estatisticas que medem a diferenca entre as funcoes de
distribuicao teodrica e empirica, motivo pelo qual, & medida que se aumenta a dimensao da
amostra, a proporcao das diferencas aumenta, conduzindo, mais frequentemente, a rejeicao
da hipotese nula. Por este motivo e devido ao facto dos testes aplicados anteriormente nao
rejeitarem 7 = 0, poder-se-a considerar que a distribuicao destes niveis pluviométricos é
Gumbel.
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IV) Avaliagao da Nao-Estacionariedade

Tal como foi feito com a amostra de maximos anuais, proceder-se-a nesta seccao a
avaliacao de existéncia de tendéncia linear na localizacao do modelo. Assim, aplicando o
método MV para obter as estimativas dos parametros (v, A(t),0), com A(t) = By + it e
t=1,...,910, vem que,

(4, A(t), ) = (0.02731,21.99323 — 0.00127 - £,16.85588), t=1,...,910.

As estimativas obtidas para os parametros de forma e escala sdo praticamente iguais,
as obtidas para o modelo sem presenca de tendéncia. Quanto ao ajustamento linear na
localizacao, e que pode ser visualizado na figura |5.34] o declive da reta é negativo mas
muito proximo de zero. H&, portanto, uma tendéncia, aparentemente insignificante, de

diminuicao do nivel de precipitacao médio mensal, em Barcelos.

Niveis pluviométricos {mm)
50
!

0 200 400 600 800

Meses

Figura 5.34: Ajustamento linear na localizagdo, para os niveis pluviométricos mdzimos

MEeNSaLs

Para se averiguar a presenca de tendéncia, sera aplicado um TRV aos modelos GEV

ajustados com tendéncia e sem tendéncia.

Tabela 5.20: Estimativas MV dos modelos GEV com e sem tendéncia na localizagao, para

0s nivets pluviométricos mdrimos mensais

Modelo BE A 5 log L
My (sem tendéncia) | 0.02743 21.40587 16.849996 -4022.886
M (com tendéncia) | 0.02731 21.99323-0.00127- t 16.85588  -4022.686

Na tabela [5.20] relembram-se as estimativas dos parametros dos modelos com e sem
tendéncia, 0s quais vao ter os nomes genéricos My e My, respetivamente, bem como dos

valores da log-verosimilhanca que permitem a realizagao do teste estatistico.
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Para os modelos M, e M; foram estimados, respetivamente, trés e quatro parametros.
Logo, novamente, trata-se de um caso de fronteira e, como tal, a distribuicao assintotica
da estatistica de teste é uma mistura 50:50 de dois Qui-quadrados com 3 e 4 g.l.. Assim,

para as hipoteses,
Hy : Nao ha tendéncia na amostra wvs H;: H&a tendéncia na amostra,

obtém-se,

d_obs=0.4
p-value=0.9613597

Como o p-value é superior aos niveis de significancia usuais, nao se rejeita a hipotese
nula. Sendo assim, nao hé evidéncia estatistica da presenca de tendéncia na localizagao
da distribuigao subjacente aos niveis pluviométricos méximos mensais. Os critérios AIC e
BIC, apresentados na tabela[5.21] também estao de acordo e revelam que o modelo GEV

ajustado sem tendéncia na localizacao serd o melhor modelo.

Tabela 5.21: AIC e BIC para os modelos GEV com e sem tendéncia na localizacao, para

0s niveis pluviométricos mdrimos mensais

Modelo \ AIC BIC

My (sem tendéncia) | 8051.772 8086.653
M; (com tendéncia) | 8053.372  8099.88

5.2.1.3 Niveis Pluviométricos Maximos Anuais no outono e no inverno

I) Analise Preliminar dos Dados

Para realizar este estudo, consideraram-se duas amostras, uma para o outono e outra
para o inverno, cada uma contendo os niveis pluviométricos diarios maximos, por ano,
no periodo de 01/01/1932 a 01/05/2008. Como ja foi referido, e seguindo a sugestao
de Miranda et al. (2006]), para a presente analise, considerou-se que o outono abrange
os meses de setembro, outubro e novembro e o inverno os meses de dezembro, janeiro e
fevereiro. Assim, as amostras referentes ao outono e inverno tém uma dimensao de 75 e 76
observacoes, respetivamente. De referir que, inicialmente, procedeu-se & andlise em valores
extremos dos niveis de precipitacdo nas esta¢oes da primavera (marcgo, abril e maio) e do
verdao (junho, julho e agosto). Todavia, tendo em conta o reduzido nivel de pluviosidade
registado nesses meses, ignoraram-se estas duas estacoes, dando-se destaque, apenas, as

duas estacoes do ano com maiores indices de pluviosidade, na cidade de Barcelos.
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Na figura [5.35] estao representados os graficos ACF, para cada uma das amostras. A
independéncia podera ser assumida para as duas amostras, embora se registe uma ligeira

correlagao entre as observacgoes correspondentes ao periodo de inverno.
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Figura 5.35: Grificos de Autocorrelacao Parcial

Para a amostra dos niveis pluviométricos no outono, o minimo e o maximo para estes
niveis sao, respetivamente, 24.6 mm e 103 mm, com um nivel mediano a rondar os 53
mm. J& na amostra referente ao inverno, os valores minimo e méaximo sao 22.6 mm e 146

mm, respetivamente, com uma mediana nos 55.4 mm.

> QUTONO
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
24 .60 39.35 53.00 56.18 67.60 103.00

> INVERNO
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
22.60 45 .45 55.40 58.76 67.05 146.00

Os box-plots bem como os histogramas destas duas amostras podem ser visualizados na
figura[5.36] Para a amostra referente ao outono, é de salientar a simetria na zona central,
evidenciada pela estrutura da caixa, no box-plot. Contudo ha uma assimetria a direita, a
partir do terceiro quartil, embora nao haja candidatos a outliers. J& para a amostra dos
niveis pluviométricos, no inverno, a assimetria a direita é relativamente maior, apoiada
pela presenca de alguns candidatos a outliers. Em relagao aos histogramas, a cauda da

distribuicao subjacente as observacoes do inverno é mais pesada que a referente ao outono.

Para fazer uma avaliacao preliminar sobre o tipo de cauda direita das distribuicoes
subjacentes a cada uma das amostras de niveis de precipitacao, poder-se-a recorrer aos

meios graficos, QQ-plot exponencial e ME-plot, que estao representados na figura [5.37
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e inverno, em Barcelos (1932-2008)
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Uma vez que, para a amostra referente as observacoes no periodo de outono, o QQ-
plot exponencial apresenta um padrao concavo e o ME-plot é decrescente, poder-se-a
deduzir que a cauda da distribuicao subjacente a estas observagoes é mais leve que a
da exponencial. J& para os niveis pluviométricos no inverno, as conclusées nao sao tao
6bvias. O QQ-plot apresenta inicialmente um padrao ligeiramente concavo, o que sugere
uma cauda leve, mas que depois se torna convexo, o que nos conduz para o dominio das
caudas pesadas. Também o ME-plot estd de acordo com este padrao, pois comeca por
decrescer, para depois se tornar crescente (embora o nimero de observagoes nesta ultima

situagao seja mais reduzido).

Na tabela encontram-se as estimativas preliminares dos parametros de forma,
localizacao e escala, dos modelos Gumbel e GEV, para as duas amostras de niveis plu-
viométricos. Estas estimativas foram obtidas pelo processo ja explicado anteriormente,
com recurso aos qq-plots Gumbel e GEV (figura [5.38]). Na mesma tabela indicam-se as

correlacoes obtidas em cada um dos casos.

Tabela 5.22: FEstimativas preliminares dos pardmetros para os modelos Gumbel e GEV,

para 0s niveis pluviométricos mdximos anuais, no outono e inverno

outono inverno
Parametros | Gumbel GEV Gumbel GEV
o - -0.1099243 - 0.1943346
A 48.1022 47.43013 49.29429  48.58989
B) 20.41049 18.69038 17.02978  13.51197
Corr 0.9953211  0.9923048 | 0.9791181 0.9906954

Observando os qg-plots representados na figura para a amostra referente aos
niveis pluviométricos no outono, parece haver um melhor ajustamento dos pontos a reta,
no caso Gumbel. J4 para os niveis no inverno, parece haver uma melhor linearidade
no qq-plot GEV. Tais situacoes podem, também, ser verificadas através da identificacao
das correlacoes mais elevadas, para o outono e inverno, representadas na tabela E
de salientar, também, que para os niveis pluviométricos maximos anuais no inverno, a
estimativa para o parametro de forma é positiva. Assim, nao sera de descartar o modelo

Fréchet para a distribuicao das observagoes no inverno.

Sobrepondo as curvas das densidades estimadas a cada um dos histogramas, na figura
as conclusoes nao sao muito diferentes ao que ja foi referido. Na amostra do outono,
as duas curvas apesar de apresentarem ligeiras diferencas, parecem estar bem ajustadas.
Quanto & amostra do inverno, a curva da densidade GEV parece estar mais de acordo

com as barras do histograma. Contudo, todas estas constatacoes foram obtidas através
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IT) Estimacao dos Parametros e Selegao do Modelo GEV

Seguindo as sugestoes da andlise preliminar e usando os métodos MV e MPP, obtiveram-
se estimativas para os parametros das distribui¢cbes Gumbel (GEV com v = 0) e GEV
(com v # 0), para os niveis pluviométricos maximos anuais nas esta¢oes do outono e in-
verno. Essas estimativas estao representadas na tabela [5.23] bem como, intervalos a 95%

de confianca para os mesmos parametros, baseados na funcao de profile log-likelihood.

Tabela 5.23: Estimativas dos pardmetros para os modelos Gumbel e GEV, para os niveis

pluviométricos mdrimos anuais, no outono e inverno

Estagdo Modelo Gumbel (v = 0) Modelo GEV (v # 0)
Parametros
do Ano MV MPP MV MPP
log L -328.6534 - -328.5963 -
R 2004158
5 - - -0.05564
(-0.2634389,0.2125696)
outono N 46.62328 46.99298
A 46.51381 46.95095
(42.71486,50.68408) (42.64850,51.7182)
“ 16.47903 16.74689
o 16.75102 17.58973
(13.86418,19.88309) (13.75537,20.7757)
log L -327.6886 - -327.6117 -
K 0.02679
5 . . 0.06348
(-0.09255,0.18449)
inverno N 49.84256 49.61697
A 49.76896 49.3339
(46.23258,53.56803) (45.90228,53.50762)
A 15.32556 15.21137
6 15.58447 14.64553
(12.98514,18.39799) (12.83706,18.32706)

Ao nivel da localizacao e escala, é notéria a estabilidade nas estimativas obtidas pelos
dois métodos, quer usando o modelo Gumbel, quer usando a distribuigao GEV (v # 0),
para cada uma das estacoes do ano. Quanto as estimativas do parametro de forma,
para o outono, obteve-se valores negativos, o que coloca a hipotese da distribuicao destas
observacoes ser Weibull. J4 no caso do inverno, as estimativas deste parametro sao ambas
positivas, sendo a obtida pelo método MPP ligeiramente superior, e como tal, somos
encaminhados para a hipotese do modelo Fréchet, embora as estimativas estejam muito
proximas de zero. Repare-se, também, que os intervalos de confianca para este parametro,
incluem o zero, logo o modelo Gumbel nao é descartado em nenhuma das duas situagoes.
Para o caso do outono, é de salientar o facto de como o intervalo esta quase centrado no
valor zero, o que ja nao acontece para o inverno, em que este se encontra mais deslocado

para a direita.

Tendo em conta o que foi dito no paragrafo anterior, em relacao a forma da distribuicao,
determine-se, em primeiro lugar, qual dos modelos extremais melhor se adequa a cada uma

das distribuicoes subjacentes as amostras de outono e inverno. Comece-se por testar as
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hipoteses
Hy:v=0 VS Hy:~v#0, (5.13)

para os niveis pluviométricos maximos anuais, no outono. Aplicando o conjunto de testes
apresentados na seccao |3.2.5 para as hipoteses definidas em cima, obteve-se os resultados

apresentados na tabela [5.24

Tabela 5.24: Resultados obtidos nos testes as hipdteses definidas em (5.13) (outono)

Valor Observado da Decisao
Teste X p-value
Estatistica de Teste a = 0.05
| TRV | d*=01100642 | 0.740071 | Nao rejeitar Hy |

Teste Score de RAO
(versao Normal)
Teste Score de RAO

(versdo Qui-Quadrado)

| Teste LAN | 13 =-02178095 | 0.8275775 | Nao rejeitar Hy

vy, = —0.2176321 0.8277158 | Nao rejeitar Hy

v = 0.04736371 0.8277158 | N3o rejeitar Hy

A hipotese de v = 0 nao é rejeitada para qualquer nivel de significancia usual.

Ja se se quiser especificar, na hipotese alternativa, o modelo Weibull, sugerido pela
abordagem preliminar e pelas estimativas MV e MPP de v, isto é, H; : v < 0, poderé ser

usado o teste baseado na estatistica Gumbel. Assim, obteve-se
gs_m= 1.347305 gs*_m= -1.188653 p-value= 0.03752847.

Neste caso, ao nivel de significancia de 5%, rejeita-se a hipotese nula, aceitando-se assim
que a distribuicao subjacente a estes dados ¢ Weibull. Contudo, ja ao nivel de 1% néo se

rejeita a hipotese de v = 0.

Seguindo os passos aplicados nas outras anéalises efetuadas nesta dissertacao, poderao,
também, ser usadas as estatisticas de ajustamento de Kolmogorov-Smirnov, de Cramér-
von Mises e de Anderson-Darling, para avaliar a qualidade do ajustamento Gumbel. Na
tabela [5.25| encontra-se um resumo dos resultados obtidos, e onde se podera constatar que

nao se rejeita a hipdtese nula a qualquer nivel de significincia usual (valores observados
inferiores aos quantis representados nas tabelas [3.1] e [3.2)).

Portanto, como a maioria dos testes aplicados nao rejeitam a hipotese de o parametro
de forma ser identicamente nulo, a partir deste ponto considerar-se-4 que a distribui-
cao subjacente aos niveis de precipitacao maximos anuais, no outono, em Barcelos, sera

Gumbel.
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Tabela 5.25: Resultados obtidos nos testes 4 qualidade do ajustamento Gumbel (outono)

Teste Valor Observado da Valor modificado da Decisao
Estatistica de Teste Estatistica de Teste a = 0.05
Kolmogorov-Smirnov | d,, =0.06269974 | /m-d,, =0.5420057 | Nao Rejeitar Hy |
Cramér-von Mises w? = 0.06245377 | w?, - (1 + %) — 0.06389608 | Nao Rejeitar H,
Anderson-Darling a2, = 0.44204409 a2, - (1 + 3—%) = 0.4522527 | Nao Rejeitar Hy

Para o caso dos niveis pluviométricos maximos anuais, no inverno, e para as hipoteses
definidas em ((5.13)) os resultados obtidos, para os diversos testes, estao reproduzidos na
tabela

Tabela 5.26: Resultados obtidos nos testes as hipdteses definidas em (5.13)) (inverno)

Valor Observado da Decisao
Teste . p-value
Estatistica de Teste o = 0.05
| TRV | d=0.1481848 | 0.7002761 | Nio rejeitar H, |
Teste Score de RAO o
5 vk, = 0.4669295 0.6405503 | Nao rejeitar Hy
(versdo Normal)
Teste Score de RAO .
o v2* = 0.2180232 0.6405503 | Nio rejeitar Hy
(versdo Qui-Quadrado)
| Teste LAN | 1 =0.466514 0.6408476 | Nio rejeitar Ho

Em nenhum dos testes a hipotese nula é rejeitada, o que quer dizer que nao ha evidén-
cia estatistica para nao se aceitar que estes niveis pluviométricos sejam modelados pela

distribuicao Gumbel.

A analise preliminar e a estimacao MV e MPP sugeriram, para este caso, um parametro
de forma positivo, logo poderé ser aplicado o teste especifico a esta situagao, bastando
para isso substituir a hipétese alternativa de (5.13)) por H; : v > 0. Usando o teste

baseado na estatistica Gumbel, obtém-se,

gs_m= 1.448413 gs*_m= -1.048248 p-value= 0.9423087.

Ora o p-value é maior do que qualquer nivel de significancia usual, e como tal nao se

rejeita a hipotese de v = 0.

Recorrendo aos testes a qualidade do ajustamento Gumbel, cujos resultados se apre-
sentam na tabela [5.27, todos indicam que este modelo é adequado para modelar os dados

em estudo.
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Tabela 5.27: Resultados obtidos nos testes a qualidade do ajustamento Gumbel (inverno)

Teste Valor Observado da Valor modificado da Decisao
Estatistica de Teste Estatistica de Teste a = 0.05
Kolmogorov-Smirnov | d,, =0.07355273 |  /m-d,, =0.6412178 | Nao Rejeitar Hy |
Cramér-von Mises w? = 0.04367059 | w?, - (1 + %) — 0.04467246 | Nao Rejeitar H,
Anderson-Darling a2, = 0.34376686 a2, - (1 + %) —0.3516534 | Nio Rejeitar H

Assim, os testes aplicados indicam, na sua totalidade, que a distribuicao dos niveis
pluviométricos méaximos anuais, no inverno, ¢ Gumbel. Logo, com vista & obtencao das es-
timativas de quantidades importantes em modelacao de acontecimentos raros, considerar-
se-4, a partir daqui, que os modelos ajustados para cada uma das amostras ¢ Gumbel.

Apenas se fard uso das estimativas obtidas pelo método MV, e que podem ser revistas na

tabela [5.28

Tabela 5.28: Estimativas MV dos pardimetros para o modelo Gumbel, para os niveis plu-

vIOMELTicos MATimMos anuais, no outono e inverno

Estimativas dos Parametros
Estagao bY )
Outono  46.62328 (42.71486,50.68408) 16.47903 (13.86418,19.88309)

Inverno  49.84256 (46.23258,53.56803) 15.32556 (12.98514,18.39799)

Nas figuras e sao apresentados graficos que permitem uma avaliacao rapida
da qualidade do ajustamento dos dois modelos mencionados. O ajustamento feito as
observacoes no outono e no inverno, parece ser bastante aceitavel. Apenas os qq-plots
apresentam, essencialmente na parte final, um ligeiro afastamento dos pontos em relacao

a reta ajustada & nuvem de pontos.

Usando os modelos ajustados para cada uma das amostras, poderao ser estimados
0s quantis extremais, os niveis e periodos de retorno e a probabilidade de excedéncia de
um nivel elevado. Saliente-se que os resultados obtidos nesta seccao serao sempre valores
condicionados a estacao do ano, neste caso ao outono e ao inverno. Todavia, tem-se a
indicacao de que as distribuicoes subjacentes aos niveis pluviométricos maximos anuais e
aos niveis pluviométricos maximos anuais no outono e inverno pertencem a mesma familia

de distribuicgoes, neste caso, a Gumbel.

Na tabela representam-se estimativas pontuais dos quantis extremais, através
do método MV, e os seus intervalos de 95% de confianca, baseados na funcao de profile

log-likelihood, para as duas estacoes do ano referidas.
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Figura 5.41: Diagndstico grdfico do ajustamento Gumbel aos niveis pluviométricos mdxi-

mos anuats, no INVErno

A semelhanca entre os quantis estimados, para as duas estagoes anuais, é notoria, em-

bora, os valores referentes ao outono sejam ligeiramente superiores. Assim, por exemplo,
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Tabela 5.29: FEstimativas pontuais MV e IC a 95% dos quantis extremais, para os niveis

pluviométricos mdrimos anuais no outono e no INVerno

Quantis ‘ Outono Inverno ‘
) 95.56922 95.36247
P9 1 (85.94,107.65)  (86.81,106.25)
) 122.42928 120.34242
9991 (108.74,139.86)  (108.1,136)

) 160.44814 155.70011
9099 1 (140.9,185.5)  (138.1,178.22)
) 198.39993 190.99542
09991 (179.08,231.2)  (168.18,220.7)
) 236.34504 226.28451
099999 | 90479.277.07)  (198.1,262.9)

espera-se que, em média, um em cada 100 outonos, seja excedido o nivel 122.43 mm. No
caso do inverno esse nivel de retorno é de 120.34 mm. Repare-se que estes valores sao
correspondentes aos quantis de probabilidade 0.99. Relembre-se que niveis de retorno
T-anos sao quantis de probabilidade 1 — % Assim, se se pretender usar em especifico esse
conceito e, para 100, 400 e 1000 anos, as estimativas obtidas para os niveis de retorno no

outono e no inverno, poderao ser observadas na tabela |5.30]

Tabela 5.30: Estimativas pontuais MV e IC a 95% para os niveis de retorno, no outono

e 1nverno
Estagao N N N
U (100) U (400) U (1000)
do Ano
Outono 122.4293 145.3362 160.4481
(108.74,139.86)  (128.15.167.27)  (140.9,185.5)
Inverno 120.3424 141.6459 155.7001
(108.1,136) (126.10,161.4)  (138.1,178.22)

Logo espera-se que, em média, uma vez em cada 100, 400 ou 1000 anos, no outono,
os niveis de precipitacao em Barcelos ultrapassem os valores 122.4293 mm, 145.3362 mm
ou 160.4481 mm, respetivamente. Em relacao ao inverno, essas quantidades nao sao
muito diferentes. Espera-se que, em média, uma vez em cada 100, 400 e 1000 anos,
sejam excedidos os niveis de 120.3424 mm, 141.6459 mm e 155.7001 mm de pluviosidade,

respetivamente, durante os meses de dezembro, janeiro ou fevereiro.

Na tabela|b.31|encontram-se as estimativas dos periodos de retorno do nivel pluviomé-

trico de 146 mm, no outono e no inverno, bem como os valores obtidos para a probabilidade
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de excedéncia desse nivel, para cada uma das duas estacoes do ano.

Tabela 5.31: Estimativas MV do periodo de retorno e probabilidade de excedéncia do nivel

146 mm, para os niveis pluviométricos mdxrimos anuais, no outono e no tnVerno

Estagao
do Ano
Outono | 416.4214 0.002401
Inverno | 531.2645 0.001882

T7(146) P(Y > 146)

Os resultados obtidos estao de acordo com o que ja tinha sido constatado com as
estimativas dos quantis extremais, para cada uma das épocas do ano. De facto, usando
os modelos ajustados para cada uma das situacoes, o nivel de pluviosidade 146 mm, em
média serd ultrapassado ao fim de 416.42 anos, se se considerar apenas o periodo de
outono, ou ao fim de 531.26 anos se esse periodo for antes o inverno. A probabilidade
disso acontecer, para cada um destes periodos anuais, é, respetivamente, 0.0024 e 0.00188.
Nao deixa de ser curioso o facto do modelo ajustado ao outono considerar que niveis mais
elevados sao menos raros que no inverno, quando na amostra referente a tltima estacao do
ano existem valores que nao sao alcancados na amostra do outono. Contudo, tal situacao
nao ¢ assim tao estranha, recorde-se, por exemplo, os histogramas e os box-plots das
duas amostras na figura Com efeito, existem niveis pluviométricos mais elevados no
inverno, bastara olhar para a amplitude entre o terceiro quartil e o méaximo, que para o
outono é de 35.4 mm e para o inverno é de 78.95 mm. Os valores obtidos para o terceiro
quartil em cada uma das amostras sao muito semelhantes, 67.6 mm no outono e 67.05 mm
no inverno, e ¢é facil perceber, embora as classes para cada um dos histogramas tenham
limites diferentes, que no inverno a maior parte das observacoes apds o terceiro quartil,
se situa abaixo dos 80 mm, dai a queda abruta das barras do histograma, apos este nivel.
O mesmo ja nao acontece para o outono, em que as barras oscilam ligeiramente entre
si, nao havendo descidas tao acentuadas, ou seja, ha uma distribuicao mais equilibrada
das observacgoes. Logo os ajustamentos realizados irao ser influenciados por esta situacao.
Na figura [5.42| estao representadas as séries temporais dos niveis pluviométricos maximos
anuais para as duas estagoes do ano e um zoom dos niveis acima dos 60 mm, onde se pode

observar o que foi referido anteriormente.

Uma vez que se obteve um EVI nulo, para as duas situagoes, nao se poderéa aplicar o

estimador apresentado em ({3.16)), para o limite superior do suporte.

Foi analisada a presenca de tendéncia em cada uma das amostras, ao nivel da localiza-
¢ao, tendo esta se revelado estatisticamente ndo significativa (p-values iguais a 0.2515031

e 0.4077097, para o outono e inverno, respetivamente). Na figura estao representadas
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outono e no inverno; figura inferior: zoom dos niveis acima de 60 mm, com demarca¢ao

da zona entre 60 mm e 80 mm
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Figura 5.43: Ajustamento linear na localizacao, para os niveis pluviométricos mdxrimos

anuais no outono (figura superior) e no inverno (figura inferior)

as retas ajustadas a localizacao, para as duas estacoes do ano. Como se pode observar,

o declive da reta referente ao outono é positivo, o que sugere que o nivel médio maximo

anual de precipitacao, neste periodo, tem aumentado ligeiramente. Ja para o inverno a

reta é decrescente e, como tal, nesta estacao do ano, o nivel pluviométrico médio méaximo
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anual tem diminuido ao longo dos anos. Contudo este crescimento e diminui¢ao, nao se

revelaram significativos, como ja indicado.

5.2.2 Meétodo das Maiores Observacoes - Niveis Pluviométricos

Anuais

Na secgao foi apresentado um outro método para fazer inferéncia estatistica para
eventos raros, que consiste em modelar as maiores observacoes de uma amostra com uma
estrutura conjunta (resultado (3.65)). A amostra original, relembre-se era constituida
por registos diarios de niveis pluviométricos, em Barcelos, desde 1932 a 2008. Assim,
com vista a aplicar o Método das Maiores Observagoes, para cada bloco de um ano,
extrairam-se os k = 5 e k = 10 maiores niveis de precipitacao, obtendo-se um conjunto de

77 vetores aleatorios H-dimensionais e 10-dimensionais. Essas observacoes encontram-se

representadas nas figuras e [b.45|

5 Maiores Niveis Pluviométricos Anuais em Barcelos
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Figura 5.44: Os § maiores niveis pluviométricos didrios, por ano, em Barcelos

Nesta seccao sera feita apenas uma rapida analise a estas duas situacoes e, em para-
lelo, serao re-apresentados os valores que se obtiveram aquando da aplicagao do método

Gumbel aos maximos anuais.

Utilizando o método MV, cujas expressoes da verosimilhanca e da log-verosimilhanca
se encontram na secc¢ao foram obtidas estimativas para os parametros de forma,
localizacao e escala para o modelo GEV. Esses valores sao apresentados na tabela [5.32
Para além das estimativas ai apresentadas, também sao indicados, entre parénteses, os
respetivos erros padrao. Ora é evidente que hi medida que aumentamos o niimero de

observacoes retidas, existe um decréscimo dos erros padrao das estimativas. Os valores
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Figura 5.45: Os 10 maiores niveis pluviométricos didrios, por ano, em Barcelos

Tabela 5.32: Estimativas MV dos pardmetros para o modelo GEV e respetivos erros pa-

drao, quando considerados os k=1,5,10 maiores niveis pluviométricos anuais

Estimativas dos Parametros
Caso log L % by )

-0.04967 64.41883  16.6027
(0.07946)  (2.11780) (1.51555)
-0.02546 66.49658  15.64649
(0.042001) (1.47767) (0.91135)
-0.02918 67.02619  14.81987
(0.02908)  (1.33039) (0.80455)

k=1 | -335.6562

k=5 |-1166.361

k=10 | -1799.979

obtidos para as estimativas dos parametros nao sao muito diferentes para cada um dos
trés casos, contudo nota-se uma maior estabilidade para os casos referentes as 5 e 10
maiores observacoes. Parece, assim, existir um melhor ajustamento do modelo quando se

tomam mais observagoes por ano, para além do maximo anual.

Para todas as situagoes o valor obtido para o EVI é negativo, o que significa que a
distribuicao subjacente a estes niveis pluviométricos podera ser Weibull. Nesse caso, a
distribuicao terd uma cauda leve e com limite superior do suporte finito. No entanto, mais
uma vez, as estimativas do EVI estao bastante proximas de zero e, por isso, a hipotese

da distribuicao Gumbel nao pode ser posta de lado.

A qualidade do ajustamento para os niveis pluviométricos maximos anuais, através
das 5 e das 10 maiores observagoes anuais, pode ser investigado através dos plots diagnos-
tico representados nas figuras e Como é visivel, as diferencas nao sao grandes,

contudo, parece haver um melhor ajustamento para o nivel pluviométrico maximo anual
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quando se retém as 5 maiores observagoes em cada ano. Esta conclusao é baseada me-
ramente na andlise visual dos PP-plot e QQ-plot em que, na figura [5.46] as nuvens de
pontos estao ligeiramente mais proximas da reta. Também no gréfico referente aos niveis
de retorno, na figura referida, existem mais pontos entre as bandas de confianca para este
parametro, do que na figura Ja se a comparacao for feita com os gréficos obtidos no
diagnostico ao ajustamento do maximo anual, baseado apenas na maior observacao, e que
estdo representados na figura [5.17] ndo existem grandes diferencas entre os PP-plots e os
QQ-plots obtidos para esse caso quando comparados com os obtidos, retendo as 5 maiores
observacoes. Note-se que no PP-plot, quando se considera apenas o maximo anual, os
eixos das abcissas e das ordenadas sao referentes aos valores teéricos e empiricos, respeti-
vamente. Ja para o caso das 5 MO’s retidas, no PP-plot apresentado, o eixo das abcissas

corresponde aos valores empiricos e o das ordenadas aos valores teéricos.
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Figura 5.46: Diagndstico grdfico do ajustamento GEV aos niveis pluviométricos mdrimos

anuais, baseado nas 5 MQO’s

Mais uma vez, a tendéncia linear na localizagao nao se revelou estatisticamente signi-
ficativa, obtendo-se p-values de 0.286, para o caso referente as 5 MO'’s, e de 0.189, para
o caso das 10 MO’s. Na figura [5.48| estao representadas as retas ajustadas a localizagao
do modelo para o maximo anual, baseado nas 5 e 10 maiores observagoes, e é notoéria a

quase horizontalidade por parte destas.

Usando as estimativas obtidas para os parametros de forma, localizagao e escala,

representados na tabela [5.32] e os estimadores introduzidos na seccao [3.2.3 poderao ser
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Figura 5.47: Diagndstico grdfico do ajustamento GEV aos niveis pluviométricos mdximos

anuais, baseado nas 10 MO’s
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Figura 5.48: Ajustamento linear na localizacdo, para os niveis pluviométricos mdzimos

anuais, baseado nas § (figura superior) e 10 (figura inferior) MO’s

obtidas quantidades importantes em modelacao de acontecimentos raros, e que ji foram

referidas, por diversas vezes, nesta dissertagao. Na tabela[5.33]encontram-se as estimativa,
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Tabela 5.33: Estimativas MV de outros parimetros para o modelo GEV, quando conside-

rados 0s k=1,5,10 matores niveis pluviométricos anuais

Niuimero de MO’s retidas
Parametros k=1 k=5 k=10

d0.95 110.2670 111.2557 109.1905
d0.99 132.6966 134.4170 130.8222
40.999 161.4951 165.5998 159.7342
70.9999 187.1327 194.9531 186.7177

70.99999 209.9953 222.6297 211.9431

U(100) 132.6966 134.4170 130.8222
U(400) 150.4416 153.4240 148.4746
U(IOOO) 161.4951 165.5998 159.7342

T(146) 280.0469 231.2638  328.14
p(Y > 146) | 0.00357  0.00432  0.00305

o 398.6808 680.9387 574.8945

MYV para os quantis extremais de probabilidades 0.95, 0.99, 0.999, 0.9999 e 0.99999, para os
niveis de retorno de 100, 400 e 1000 anos, para o periodo de retorno do nivel pluviométrico
méaximo observado de 146 mm, para a probabilidade de excedéncia desse mesmo nivel e
para o limite superior do suporte. Sao apresentados os valores estimados considerando
os modelos GEV ajustados, baseados na retengao das 5 e 10 MO’s anuais, bem como os

obtidos quando apenas se considerou a maior observagao anual.

Por observagao da referida tabela, verifica-se que existe uma grande semelhanca entre
os valores obtidos para os quantis e niveis de retorno, para os trés casos. Contudo, para o
caso k = 5, o modelo ajustado considera niveis pluviométricos elevados menos raros que
nos outros dois casos. De facto, os valores estimados para os quantis, niveis de retorno,
probabilidade de excedéncia e limite superior do suporte sao sempre os mais elevados e o
periodo de retorno do nivel 146 mm é o mais baixo que nas outras duas situacoes. Em
relacao ao modelo ajustado para o caso k = 10, aparentemente, da a ideia de ser o modelo
que mais considera invulgar a ocorréncia de niveis elevados de precipitacao. Por exemplo,
observando a estimativa do periodo de retorno do nivel 146 mm, espera-se que, em média,
uma vez em cada 328 anos este nivel seja excedido, descendo esse periodo para 280 anos
e 231 anos para os casos k = 1 e k = 5, respetivamente. Todavia, quando se observa
os valores obtidos para o quantil de probabilidade 0.99999, este ja é relativamente maior
que o obtido, no caso de apenas se considerar uma observacao méxima por ano, 211.9431

mm contra 209.9953 mm. Pelas estimativas obtidas para o limite superior do suporte,
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confirma-se que, afinal, é no caso k£ = 1 que se atingird valores menos elevados, onde hé a
indicacao de que o nivel pluviométrico maximo anual em Barcelos nunca ultrapassara o
nivel de 398.6808 mm. De facto, este valor é bastante inferior aos 680.9387 mm e 574.8945
mm obtidos através dos modelos ajustados ao maximo anual, baseados nas 5 e 10 maiores

observacoes anuais, respetivamente.

5.2.3 Método POT

5.2.3.1 Niveis Pluviométricos Maximos Anuais

I) Escolha do Threshold e Analise Preliminar dos Dados

Pretende-se no presente ponto desta dissertacao aplicar a metodologia POT, apre-
sentada na secgao a amostra de niveis pluviométricos diarios maximos anuais, em
Barcelos, registados no periodo de 01/01/1932 a 01/05/2008. Relembre-se, muito resu-
midamente, que nesta metodologia comeca-se por fixar um nivel elevado, u, o chamado
threshold, e com as m excedéncias desse nivel constroem-se os excessos, (X — u)|X > u
ou, equivalentemente, se Y = X —u, Y|Y > 0. De seguida, pelo teorema , poder-se-a

proceder ao ajustamento de um modelo GP para modelar estes excessos.

Posto isto, o primeiro passo consiste na escolha do threshold. Na secgao foram
apresentados alguns métodos para efetuar essa escolha. Um deles consistia no estudo da

fungao de excesso médio apresentada em (3.37)).
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Figura 5.49: ME-plotl, sem e com retas ajustadas, para os niveis pluviomélricos mdrimos

anuals
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Na figura [5.49|é novamente apresentado o ME-plot para os niveis pluviométricos méxi-
mos anuais. Este apresenta um padrao decrescente, como ja tinha sido referido. Contudo,
esse decrescimento nao acontece sempre ao mesmo ritmo, comecando por ser bastante
acentuado até, sensivelmente, ao nivel pluviométrico de 62.5 mm. A partir desse nivel o
comportamento do ME-plot ¢ um pouco mais irregular com momentos de crescimento e
outros de decrescimento, mas a nuvem de pontos parece rondar uma reta de declive ne-
gativo. Este comportamento podera ser visualizado na figura .49} na imagem da direita,
com o ajustamento de duas retas aos pontos que formam o ME-plot. Ambas as retas tém
declive negativo, mas diferente. Sendo assim, o valor escolhido para o threshold serd o

nivel de 62.5 mm.

Na seccao [3.3.1] é sugerido um outro processo para a escolha do threshold, baseado
na estabilidade dos estimadores dos parametros de forma e de escala do modelo GP. Um
threshold adequado sera aquele a partir do qual se verifica essa estabilidade. Na figura[5.50
estao representados os graficos com as estimativas, pontuais e intervalares, dos parametros
de forma e escala segundo o threshold escolhido. Ora, a partir do valor 62.5, parece haver
uma, forte estabilidade para as estimativas e, como tal, a escolha desse nivel para threshold
revela-se, também aqui, adequada. Na parte final dos gréficos ha alguma irregularidade,
o que é habitual, pois a escolha de um threshold muito elevado implica que os estimadores

tenham uma maior variancia.
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Figura 5.50: Estimativas dos pardmetros de forma e escala versus threshold

Considerando, portanto, o nivel 62.5, para a amostra referente aos niveis pluviométri-

cos maximos anuais, obtém-se 56 excedéncias em 77 valores, o que corresponde a cerca
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de 73% da amostra. Estas excedéncias poderao ser visualizadas na figura Tal como

Niveis Pluviométricos (mm) em Barcelos
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Figura 5.51: Ezcedéncias de u=62.5, na amostra dos niveis pluviométricos mdximos anu-

als

foi feito para a metodologia do Méximo Anual, também aqui podera ser efetuada uma
analise preliminar, essencialmente grafica, dos excessos obtidos com o threshold escolhido.
Com esta anéalise ter-se-4 uma ideia de como se comporta a cauda direita da distribuicao
subjacente aos dados e, também, poderao ser obtidas estimativas preliminares dos para-
metros, que por sua vez poderao ser usadas em inicializacoes de processos numeéricos para
obter as estimativas MV ou MPP. Assim, como anteriormente, poder-se-4 comecar por
construir um QQ-plot exponencial para esta amostra de excessos, uma vez que a distri-
buicao exponencial é, precisamente, o caso particular do modelo GP, quando o parametro
de forma ¢é nulo, ou seja, v = 0. Se a nuvem de pontos estiver muito préoxima da reta
ajustada, sera razoavel admitir que os dados sao do tipo exponencial na cauda ou provém
de uma distribuicao pertencente ao dominio de atracao Gumbel. O qqg-plot encontra-se

na figura [5.52]

A nuvem de pontos parece ajustar-se a reta, ocorrendo, apenas, uns desvios maiores
nos ultimos pontos. A correlagao obtida é de 0.9872271, o que é bastante elevada, vindo
reforcar a ideia de associacao linear entre os pontos. Logo, estes excessos parecem ser

bem modelados pelo modelo exponencial.

No entanto, vamos considerar a situacao v # 0 e construir o QQ-plot GP, com o intuito
de verificar se existe uma maior linearidade dos pontos. A funcao quantil do modelo GP,
para v # 0, é dada por

(1—p)7—1

Q%U(p) =0 =0~ Qﬂ(p), p € (0,1),0>0.
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QQ-plot Exponencial
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Figura 5.52: QQ-plot Exponencial dos excessos, referentes a amostra de niveis pluviomeé-

tricos mdzrimos anuais

Através dos procedimentos habituais, o QQ-plot GP pode ser dado por,

l—pi) 7 —1 J :
(¢7yzm) y Di = ! 1= 1,...,m. (514)
Y

Como se pode verificar, a relagao linear tem ordenada na origem nula e declive dado
pelo parametro de escala, 0. Contudo, antes de construir este qqg-plot, é necessério,
primeiramente, fixar o valor do parametro de forma, v. Mais uma vez, seguindo a sugestao
de Beirlant et al.| (2004), uma estimativa preliminar para v serd o valor que maximiza a
correlacdo entre os quantis Q%a(p) = Yim € @4,1(p). O grafico com a representacdo dessa

funcao correlacao encontra-se na figura [5.53 onde se poderé constatar que,

> gamma_hat
[1] -0.08436
> correl_max

[1] 0.9882729

ou seja, a correlacao maxima de 0.9882729 é atingida para um 4 igual a -0.08436. Usando
esse valor para o EVI, obtém-se o QQ-plot GP para este conjunto de excessos e que se

encontra representado na figura [5.54

O qg-plot revela uma linearidade, por parte da nuvem de pontos, bastante satisfatoria

e muito semelhante & obtida no qq-plot exponencial. Se se ajustar uma reta dos minimos
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Figura 5.53: Grdfico de correlagao entre Q%U(p) e Q1(p)
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Figura 5.54: QQ-plot GP dos excessos, referentes a amostra de niveis pluviométricos

mdaxrimos anuals

quadrados, obter-se-4 para estimativa do parametro de escala do modelo, o respetivo valor

do declive da reta que, neste caso, é:

Call:
Im(formula = yy ~ xx - 1)
Coefficients:

XX
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21.30119

Ou seja, obtém-se como estimativas preliminares para os parametros do modelo Genera-

lizada de Pareto, os valores,

(%,6) = (—0.08436,21.30119).

A estimativa obtida para o parametro de forma é negativa, logo, nesse caso, o modelo
GP reduz-se a um modelo Beta. Contudo, nao devemos esquecer que o modelo exponencial
(distribuigdo GP com v = 0) é, também, uma forte possibilidade. Assim, parece que a
cauda da distribuigao dos niveis pluviométricos maximos anuais, em Barcelos, balanceia
entre a exponencial e a leve. Logo, recorrendo a dualidade existente entre o modelo GP e o
modelo GEV (Teorema , a distribuicao limite associada a estes niveis pluviométricos,
poderd ser Gumbel ou Weibull. Relembre-se que, no ajustamento preliminar dos niveis
pluviométricos maximos anuais, na metodologia Gumbel, as sugestoes obtidas foram as

mesmas .

IT) Estimacao dos Parametros

Pela analise preliminar efetuada na seccao anterior, existem duas fortes possibilidades
para o modelo subjacente aos excessos em estudo, o Exponencial (GP com 7 = 0) ou o
Beta (GP com 7 < 0). Nesta sec¢do, irdo ser usados os métodos de estimagdo MV e MPP
(apenas para o caso 7 # 0) para obter estimativas dos parametros do modelo, para essas
duas situagoes, bem como das outras quantidades importantes em acontecimentos raros,
j& apresentadas anteriormente. Assim, as estimativas dos parametros de forma e escala
do modelo GP, serao obtidas recorrendo as expressoes apresentadas nas seccgoes [3.3.2] e
3.3.3] podendo, também, ser construidos intervalos de confianca para esses parametros,
recorrendo a fungao de profile log-likelihood tal como foi apresentado na sec¢ao [3.3.5] Na

tabela [5.34] encontram-se as estimativas pontuais e intervalares para esses parametros.

As estimativas para o parametro de forma sdo ambas negativas, no entanto, pelo
método MV a cauda subjacente a estes niveis pluviométricos é mais leve do que pelo
método MPP, uma vez que a estimativa MV ¢é inferior & estimativa MPP. No entanto,
repare-se que o intervalo de confianca para este parametro contém o valor zero, logo, mais
uma vez, a cauda do tipo exponencial nao pode ser posta de parte. Mais a frente serao
aplicados testes que permitirao chegar a uma conclusao sobre qual das hipoteses se deve
aceitar, v = 0 ou 7 < 0. Em relacao as estimativas do parametro de escala, observa-se

que o modelo exponencial é o que apresenta menor dispersao. Os intervalos de confianca
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Tabela 5.34: Estimativas dos parametros para os modelos Exponencial e GP (v # 0), para

0S excessos na amostra de niveis pluviomélricos mdzrimos anuais

Modelo Exponencial (y = 0) Modelo GP (v # 0)
Parametros
MV MV MPP
log L -220.5189 | -220.1558 -

-0.12593

g - -0.05523

(-0.315,0.224)

18.87498 21.27386

5 19.91743

(14.63,24.98) (14.30382,30.08875)

Profile log-likelihood para a escala Profile log-likelihood para a forma Profile log-likelihood para a escala
Modelo Exponencial Modelo GP Modelo GP
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Figura 5.55: Intervalos de 95% de confianca para os pardmetros dos modelos Exponencial

e GP , baseados no profile log-likelihood

tém um limite inferior muito préximo, para os dois modelos, no entanto a amplitude de

valores possiveis para este parametro é maior no caso GP pelo método MV.

E de relembrar que quando foi aplicado o MMA, também se obtiveram estimativas
negativas para o EVI, ou seja, houve a indicacao de que a distribuicao dos dados tinha
uma cauda leve, no entanto mais pesada do que as obtidas pelo método POT. Outro
pormenor a referir, esta relacionado com o parametro de localizagao obtido para o modelo
GEV (tabela, aproximadamente 64 mm, e que estd muito proximo do valor escolhido
para o threshold de 62.5 mm.

Tal como foi feito aquando da aplicacao do MMA, também aqui a qualidade dos
ajustamentos MV para os modelos Exponencial e GP podera ser avaliada, rapidamente,
através de representacoes graficas, que se encontram nas figuras e respetiva-
mente. Parece haver um melhor ajustamento dos pontos as retas nos pp-plot e qqg-plot
do modelo ajustado GP, do que no caso exponencial, embora as diferencas nao sejam
muito acentuadas. Contudo, no qq-plot exponencial hd uma maior proximidade do ponto
correspondente & maior observagao a reta. Nos histogramas com as curvas da densidade,

nao se verificam grandes diferencas que merecam ser evidenciadas.
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Figura 5.56: Diagndstico grifico do ajustamento Erponencial aos excessos
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Tendo os modelos ajustados, poder-se-a passar a estimacao de valores importantes
em modelacao de eventos raros. Consultando a seccao poderao ser encontradas
expressoes para os estimadores dos quantis extremais, niveis e periodos de retorno, pro-
babilidade de excedéncia e limite superior do suporte, quando utilizada a metodologia
POT. Na tabela [5.35] estao registadas as estimativas obtidas para os diversos quantis
de probabilidade elevada, bem como para os niveis de retorno de 100, 400 e 1000 anos.
Como habitualmente, sdo também apresentados os intervalos de 95% de confianca para

essas quantidades.

Tabela 5.35: Estimativas pontuais e intervalares dos quantis extremais e niveis de retorno,

para 08 niveis pluviométricos mdximos anuais, obtidos pelo método POT

Modelo Exponencial v = 0 Modelo GP ~ # 0
Parametros
MV MV MPP
) 113.0336 108486
0.5 (101.6,129.35) (101.47,128.5) '
143.4117 132.9709
do.99 138.5261
(125.15,169.62) (119,185.25)
186.8729 157.7551
40.999 172.5129
(158.89,227.21) (135.3,312.4)
) 230.3342 1763009
109999 (192.3,284.2) (144,523.9) '
) 273.7954 1901785 o
10.99999 (225.91,341.84) (149,885) '
. 143.4117 132.9709
(100) 138.5261
(125.15,169.62) (119,185.25)
. 169.5780 148.7435
U (400) 159.5036
(145.3,204.1) (129.9,254)
. 186.8729 157.7551
{7(1000) 172.5129
(158.89,227.21) (135.3,312.4)

Os valores das estimativas tém ligeiras diferencas, entre os diversos modelos e métodos,
que vao aumentando & medida que o quantil se torna mais extremal. Os valores mais
elevados obtém-se para o modelo exponencial, contudo, se se observar os valores dos
limites dos intervalos de confianca e as suas representagoes gréficas nas figuras [5.58 e
facilmente se verifica que, no modelo GP, os quantis e niveis de retorno poderao
atingir valores superiores aos do modelo exponencial. Quando comparadas as estimativas
dos quantis e niveis de retorno, obtidas pelos métodos POT e MMA (tabela , sao
notoérias as semelhancas entre os valores obtidos para os modelos Gumbel e Exponencial,
que correspondem ao caso v = 0, e entre os modelos GEV e GP, com v < 0. O mesmo

acontece com os intervalos de confianga mas, ha medida que se avanca pela cauda direita
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das distribuicoes, facilmente se percebe que pelo método POT, é possivel ir-se mais longe,
atingindo-se niveis pluviométricos anuais maiores. Por exemplo, recorrendo as estimativas
MV para o modelo GEV, espera-se que, em média, uma vez em cada 100000 anos o
nivel pluviométrico em Barcelos exceda um determinado nivel, compreendido entre os
153 mm e os 504.1 mm. Utilizando as estimativas MV para o modelo GP, o intervalo de

possibilidades para esse nivel de retorno aumenta, passando a ser de 149 mm a 885 mm.
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Figura 5.58: Intervalos de 95% de confianca para quantis extremais baseados no profile log-
likelihood, para os niveis pluviométricos mdzimos anuais, através dos modelos exponencial

(parte superior) e GP (parte inferior)

As estimativas para o periodo de retorno do nivel pluviométrico maximo atingido
na amostra, de 146 mm, e para a probabilidade de excedéncia desse nivel podem ser

visualizadas na tabela [5.36] e refletem, também, o que ja foi dito. Através do modelo

Tabela 5.36: Estimativas do periodo de retorno e probabilidade de excedéncia do nivel 146

mm, para os niveis pluviométricos mdzrimos anuais, obtidos pelo método POT

Modelo Exponencial v = 0 | Modelo GP v # 0
Parametros
MV MV MPP
T(146) 114.6976 308.6725 161.9036
P(Y > 146) 0.00872 0.00324  0.00618

exponencial, o nivel de 146 mm nao é considerado assim tao raro, como no modelo GP,
com vy < 0, o que era esperado, uma vez que, neste tltimo caso, o suporte da variavel é
finito. Assim, se se considerar que a distribuicao destes niveis pluviométricos se encontra
no dominio de atracao Gumbel, e usando a metodologia POT, em média sao precisos
cerca de 115 anos para que o nivel de precipitacao exceda o valor de 146 mm, sendo

a probabilidade desse acontecimento, aproximadamente, 0.00872. Ja se se considerar o
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Figura 5.59: Intervalos de 95% de confianca para niveis de retorno baseados no profile log-
likelihood, para os niveis pluviomélricos mdzimos anuais, através dos modelos exponencial

(parte superior) e GP (parte inferior)

dominio de atracao Weibull, e usando a mesma abordagem, o periodo de retorno do
nivel 146 mm é de 309 anos, pelo método MV, ou de 162 anos, pelo método MPP, com
probabilidades de excedéncia de 0.00324 e 0.00618, respetivamente. E de referir que
a estimativa obtida para o periodo de retorno, quando o modelo selecionado para os
excessos for o exponencial, parece mais adequada tendo em conta o historial da amostra
disponivel, ou seja, o nivel 146 mm foi atingido uma vez em, pelo menos, 77 anos, logo o

valor de 115 anos nao é muito desfasado desta situacao.

Antes de se terminar esta secgao, poderao ser obtidas estimativas para o limite superior
do suporte, ja que se obteve um valor negativo para a forma da distribuicao GP. Assim,
usando a expressao (3.48)), obtém-se,

Estimativa Limite superior do suporte (método MV): 231.4343;
Estimativa Limite superior do suporte (método MPP): 423.1412.

A estimativa MV obtida, neste caso, corresponde ao menor valor obtido para este limite
quando usados os métodos POT e dos maximos anuais e, por esse motivo, a probabilidade
de excedéncia do nivel 146 é também a mais pequena das obtidas, pois esse nivel estara

mais perto do valor maximo admitido para um nivel pluviométrico anual, em Barcelos.
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III) Testes ao modelo GP

Pela analise preliminar efetuada aos excessos, na amostra dos niveis pluviomeétricos
méaximos anuais, os modelos GP com v = 0 e v < 0 pareceram adequados para os modelar.
Sendo assim, tem que ser tomada uma decisao sobre qual das duas situacoes serd a mais
adequada. Para tal irao ser usados os testes de hipoteses apresentados na secgao |3.3.6

As hipoéteses em estudo serao, nomeadamente,
Hy:v=0 VS Hy:~v#0, (5.15)

ou

Hy:v=0 S Hy:v<0. (5.16)

Para as hipoteses (5.15)), poderao ser aplicados o teste sugerido por Marohn| (2000)) e o
TRV. Na tabela [5.37| encontram-se os valores da estatistica de teste, o p-value e a decisao

a 5%, para cada um desses testes.

Tabela 5.37: Resultados obtidos nos testes as hipdteses definidas em (5.15))

Valor Observado da Decisao
Teste X p-value
Estatistica de Teste a = 0.05

| Teste POT (Mahron) | #;, = —0.6716027 | 0.5018366 | Nao rejeitar H, |
| TRV | d*=06777867 | 0.4103499 | Nao rejeitar Hy |

Em ambos os testes, nao se rejeita a hipotese nula, ou seja, nao existe evidéncias
estatisticas para nao aceitar que o parametro de forma é igual a zero. No entanto, para
o primeiro teste, recorde-se que Marohn| (2000) mostrou que, para a versdo bilateral, a
estatistica de teste é enviesada e que a sua poténcia é baixa para amostras de dimensao
inferior a 500. Ora, a presente amostra tem dimensao 56, logo encontra-se nessa situacao.
Sendo assim, podera ser usada a versao unilateral deste teste, neste caso, para as hipoteses
definidas em . Também para essas hipdteses serd usado o teste sugerido por |Gomes
and van Monfort| (1986).

Na tabela poderao ser visualizados os resultados obtidos. Usando a versao uni-
lateral do teste apresentado por Marohn (2000), também se obtém como decisdo a ndo
rejeicao de v = 0. J& para o outro teste ai apresentado, a qualquer nivel de significancia,
rejeita-se Hy, aceitando-se a hipotese de que v < 0. Como a dimensao da amostra é
relativamente pequena, para este tltimo caso, também poderia ser feita a comparacao do
valor observado da estatistica de teste com os quantis apresentados na tabela [3.3] Esco-

lhendo a linha do m=100, a regiao critica, para um nivel de significancia de 5%, ¢ dada
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Tabela 5.38: Resultados obtidos nos testes as hipdteses definidas em ((5.16)

Valor Observado da Decisao
Teste . p-value
Estatistica de Teste a = 0.05
| Teste POT unilateral (Mahron) | ¢, = —0.6716027 |  0.2509183 | Nao rejeitar H, |
’ Teste de Gomes e van Monfort ‘ g5, = —2.702483 ‘ 3.324696e — 07 ‘ Rejeitar Hy ‘

por G < —1.21. Como o valor observado da estatistica é de -2.702484, entao rejeita-se

a hipotese nula.

Na seccao foram também apresentadas as estatisticas de Kolmogorov-Smirnov,
de Cramér-von Mises e de Anderson-Darling, que possibilitam realizar testes a qualidade
do ajustamento exponencial, no caso da primeira, e GP com parametros desconhecidos,
para as duas ultimas. Na tabela [5.39| apresentam-se, resumidamente, os valores obtidos

para cada uma dessas estatisticas e a respetiva decisao, ao nivel de significancia de 5%.

Tabela 5.39: Resultados obtidos nos testes a qualidade do ajustamento do modelo GP com

7=0
Valor Observado da Decisao
Teste i
Estatistica de Teste a = 0.05
’ Kolmogorov-Smirnov ‘ dp, = 0.09397304 ‘ Nao Rejeitar Hy ‘
| Cramérvon Mises | w2 =0.08772098 | Nao Rejeitar Hj |
| AndersonDarling | a2, =0.490572 | Nao Rejeitar Hy |

Usando a estatistica de Kolmogorov-Smirnov, havera a rejeicao da hipotese nula, que
neste caso serd correspondente a rejeitar a distribuicao exponencial, obtida por ajusta-
mento MV, como o modelo adequado para explicar o comportamento dos excessos dos
niveis pluviométricos maximos anuais, em relacao ao threshold de 62.5 mm, se o valor
observado da estatistica for superior aos quantis registados na tabela [3.4 Para encontrar
o quantil critico, devera ser utilizada a tltima linha da tabela, uma vez que a amostra

tem dimensao superior a 30. Assim, usando a expressao indicada, obtém-se os quantis,

Q_10
Q_10

0.96/sqrt (56) Q.5
0.1282854 Q_5

1.06/sqrt (56) Q-1
0.1416485 Q_1

1.25/sqrt (56)
0.1670383.

Ora o valor 0.09397304 é inferior a qualquer um dos trés quantis, e como tal nao se rejeita

a hipo6tese nula.

Para os testes de Cramer-von Mises e Anderson Darling, os quantis criticos poderao ser

encontrados nas tabelas e [3.6] respetivamente. Tendo em conta que se pretende testar



166 Capitulo 5. Estudo de Caso: Aplicacao a Niveis Pluviométricos

a bondade do ajustamento GP, com forma nula, dever-se-a utilizar a linha correspondente
a 7 = 0. Para todas as situagoes, o valor observado das estatisticas de teste sao inferiores

aos valores das tabelas, nao se rejeitando, portanto, o ajustamento GP com ~ = 0.

Portanto, os testes a qualidade do ajustamento exponencial (GP com v = 0), com os
parametros estimados, indicam que este modelo é adequado para modelar os excessos em

estudo.

Tendo em conta todos os testes aplicados, a excecao do teste de Gomes e van Monfort,
o modelo exponencial parece ser o mais adequado para modelar esta amostra de excessos.
Ora, como o modelo exponencial corresponde ao caso particular do modelo GP com
parametro de forma v = 0, vem que a distribuicao dos niveis pluviométricos maximos
anuais pertence ao dominio de atracao Gumbel, o que estd de acordo com a conclusao

obtida aquando da aplicacao do MMA.

5.2.3.2 Niveis Pluviométricos Maximos Mensais

I) Escolha do Threshold e Anéalise Preliminar dos Dados

Nesta seccao proceder-se-4 a uma anélise POT & amostra dos niveis pluviométricos
méaximos mensais, em Barcelos. Esta amostra é constituida por 910 observagoes registadas
no periodo compreendido entre 01/01/1932 a 01/05/2008.
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Figura 5.60: ME-plot, com retas ajustadas, para os niveis pluviométricos mdximos mensais

Com recurso ao ME-plot, escolheu-se para threshold o nivel de 34.5 mm. Na figura
podera ser revisto o grafico da funcao de excesso médio, com duas retas ajustadas.
Inicialmente, os pontos apresentam um padrao de decrescimento acentuado, para depois

ficar mais moderado, quase constante. HEssa mudanca na velocidade de decrescimento
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podera ser comprovada com as duas retas ajustadas aos pontos. Ambas apresentam um
v v . . . .

declive negativo, no entanto, a reta ajustada aos pontos finais tem um declive maior e

perto de zero. Essa transicao de declives da-se, sensivelmente, no valor 34.5, logo o porqué

da escolha desse nivel para threshold.
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Figura 5.61: Estimativas dos pardmetros de forma e escala versus threshold

Na figura [5.61 estao representados os graficos com as estimativas, pontuais e intervala-
res, dos parametros de forma e escala segundo o threshold escolhido. Um outro indicador
da adequabilidade deste threshold é dada pela estabilidade das estimativas obtidas para
a forma e escala do modelo GP, verificada nos dois graficos. Como habitual, ha alguma

irregularidade na parte final dos graficos, que nao devera ser tomada em consideragao.

Aplicando o threshold de 34.5, & amostra de niveis pluviométricos méximos mensais,
obtém-se 371 excedéncias, o que corresponde a 41% da amostra. Na figura poderao

ser visualizadas essas excedéncias.

Quando foi aplicada a metodologia Gumbel & amostra completa dos maximos mensais,
foi referido, por observagao do grafico da autocorrelacao parcial da figura 5.22] que as
observacoes nao eram independentes devido, essencialmente, a sazonalidade. Quando
aplicada a metodologia POT, esse problema é ultrapassado, nao se verificando correlagao
significativa entre os elementos da amostra dai resultante, o que podera ser comprovado

pela figura 5.63

Como se esta perante uma amostra de excessos, sabe-se que a distribuicao GP podera
modelar o seu comportamento. Para se obterem estimativas preliminares dos parametros
do modelo, poderao ser construidos os qgq-plots GP para os casos v = 0 e v # 0. Para além
disso, com os qqg-plots poder-se-a compreender qual a distribuicao que melhor se adequa a
modelar esses excessos e, com base nisso, saber a qual dos dominio de atracao pertencera a

distribuicao subjacente aos niveis pluviométricos maximos mensais. Recorde-se que v > 0
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Figura 5.63: Grdfico de Autocorrela¢ao Parcial

corresponde ao dominio max-estavel Fréchet, com distribuicoes com cauda direita pesada
e limite superior do suporte nao finito, v = 0 refere-se ao dominio Gumbel, onde as caudas
das distribuicoes sao do tipo exponencial e o limite superior do suporte podera ou nao ser
finito, e 7 < 0 que sera referente ao dominio de atragao Weibull, com distribui¢oes com

caudas leves e limite superior do suporte finito.

Na figura [5.64] encontram-se os qq-plots referidos no paragrafo anterior, o primeiro
correspondente ao modelo GP com forma nula, equivalente ao modelo exponencial, e o
segundo ao modelo GP com forma 4 = —0.03137, obtida usando o método j& explicado
anteriormente. A linearidade dos pontos em ambos os graficos é bastante acentuada,
nao se verificando grandes diferencgas entre as duas situacoes. A estimativa obtida para o

parametro de forma, quando considerado o caso de v # 0 é negativa mas muito proxima de
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Figura 5.64: QQ-plots GP (com v = 0 e v # 0) dos excessos, referentes a4 amostra de

niveis pluviométricos madximos mensais

zero. Em relacdo a escala, as estimativas obtidas para os casos exponencial e GP (y < 0)
foram, respetivamente, 17.99062 e 18.78516, o que nao sao muito diferentes. Tendo em
conta o aspeto dos dois qg-plots, a proximidade a origem do parametro de forma e a
semelhanca entre os valores obtidos para o parametro de escala, existem fortes suspeitas
de que o modelo exponencial serd adequado para modelar esta amostra de excessos, o que
implica que a amostra original dos niveis pluviométricos maximos mensais devera ter uma
distribuicao com cauda do tipo exponencial, pertencente ao dominio max-estavel Gumbel.

Quando foi aplicado o MMA, chegou-se & mesma conclusao.

IT) Estimacao dos Parametros

Usando os métodos de estimacao MV e MPP, poderao ser obtidas estimativas dos
parametros do modelo GP, para os casos com v = 0 e v # 0. Assim, na tabela [5.40
poderao ser encontradas as estimativas dos parametros dos modelos e intervalos de 95%
de confianca, construidos pelo método profile log-likelihood. Na figura [5.65| encontram-se

representacoes graficas das estimativas intervalares para estes parametros.

Quando considerado o modelo GP com v # 0, os resultados obtidos pelos métodos
MV e MPP sao muito parecidos. As estimativas obtidas para o pardmetro de forma sao
negativas mas proximas de zero. O intervalo com nivel de confianca de 95%, para este
parametro compreende os valores entre -0.1515 e 0.0385, ou seja, inclui a possibilidade do

EVT ser nulo e, consequentemente, estar-se no dominio das caudas exponenciais. Ao nivel
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Tabela 5.40: Estimativas dos parametros para os modelos Exponencial e GP (v # 0), para

0§ excessos na amostra de niveis pluviomélricos mdrimos mensais

Modelo Exponencial (y = 0) Modelo GP (v # 0)
Parametros
MV MV MPP
log L -1448.075 | -1447.209 -

-0.07004

4 - -0.07553

(-0.1515,0.0385)
R 18.23181 19.51336
o 19.60878
(16.49,20.23) (16.95092,22.32584)

da escala, os valores sao, também, muito semelhantes, mas ligeiramente mais baixos para

o modelo exponencial.

Profile log-likelihood para a escala Profile log-likelihood para a forma Profile log-likelihood para a escala
Modelo Exponencial Modelo GP Modelo GP

1448
448 448 1447

“1aag

Profile Log-likelihood

1450
L

1451
|

T T T T T T T T T T T T T T
17 18 19 20 015 010 -005 000 005 0410 18 13 20 22 24

Scale parameter Shape Parameter Scale Parameter

Figura 5.65: Intervalos de 95% de confianca para os parametros dos modelos Exponencial

e GP , baseados no profile log-likelihood

A qualidade dos dois ajustamentos MV efetuados, podera ser avaliada através dos
graficos representados nas figuras eb.67]

A qualidade dos modelos exponencial e GP (7 < 0) é bastante boa, como se pode
observar pelos varios graficos que constituem este diagnostico. E de salientar a "quase
perfeicao" verificada no histograma sobreposto pela curva da densidade estimada, para o
caso exponencial, e a linearidade nos pp-plots para os dois casos. Em relacao aos qq-plots,

no referente ao modelo GP, parece haver uma maior proximidade dos pontos a reta.

Usando os modelos ajustados a esta amostra de excessos, referentes & amostra de niveis
pluviométricos maximos mensais, poderao ser usadas as varias expressoes para estimar os
quantis de probabilidades 0.95, 0.99, 0.999, 0.9999 e 0.99999, os niveis de retorno de 100,
400 e 1000 anos, o periodo de retorno do nivel pluviométrico maximo observado, de 146
mm, a probabilidade de excedéncia desse nivel e o limite superior do suporte, uma vez

que se obteve uma estimativa negativa para o parametro de forma.
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Figura 5.66: Diagndstico grifico do ajustamento Erponencial aos excessos
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Tabela 5.41: FEstimativas pontuais e intervalares dos quantis extremais, para os niveis

pluviométricos mdzximos mensais, obtidos pelo método POT

Q i Modelo Exponencial v = 0 Modelo GP ~ # 0
uantis
MV MV MPP
R 72.75925 72.58147 79.55363
do0.95 (68.96,76.8) (69.2,76.43) '
102.1022 98.22194
d0.99 97.91457
(95.5,109.36) (92.02,107.52)
144.08247 130.22634
do.99 129.23503
(133.52,155.87) (116.96,156.2)
) 186.06274 157.46397
d0.9999 155.55600
(171.45,202.46) (134.5,209.7)
R 228.04301 180.64480 177 67559
90.99999 (209.5,249) (146.8,268.6) '

Na tabela encontram-se os valores das estimativas para os diversos quantis ex-
tremais, bem como os respetivos intervalos de confianca. Como se percebe apoés leitura
da tabela, existe uma grande semelhanca para os primeiros quantis, nos dois modelos
considerados. A medida que a probabilidade do quantil se aproxima de 1, as diferencas
comecam a surgir, obtendo-se valores superiores no caso exponencial, visto que o limite
superior do suporte podera ser infinito, o que nao acontece no modelo GP com ~ < 0,
em que este serd finito. Ja tinham sido estimados estes quantis, para a amostra de ni-
veis pluviométricos maximos mensais, através do MMA, e que se encontram na tabela
As estimativas MV obtidas para os quantis, usando os modelos Gumbel, no MMA,
e o Exponencial, no método POT, sao praticamente iguais, o que vem, mais uma vez,
demonstrar a relacao existente entre o modelo GP com o modelo GEV, e recorde-se que
apo6s aplicacao de varios testes, o modelo Gumbel foi o selecionado para a distribuicao
subjacente a estas observagoes. Ja se se comparar os quantis obtidos nos modelos GEV,
com v # 0, e GP, com v # 0, os de probabilidade mais baixa sao muito semelhantes,
mas quando essa probabilidade aumenta, os quantis obtidos com a distribuicao GEV sao
maiores. Ora tal facto é perfeitamente normal, uma vez que a estimativa MV obtida para
o parametro de forma da GEV era positivo. Recorde-se que em Nascimento (2009) foram
estimados estes quantis, tendo como base a amostra de maximos mensais, mas usando
técnicas bayesianas. Esses quantis encontram-se na figura[5.32] Os valores af obtidos atra-
vés dos modelos MGPD; e MGPD, sao semelhantes aos apresentados na tabela [5.41],
para o caso GP com v = 0. No entanto, a maior semelhanca acontece entre os quantis do
modelo MGPDj3, que foi considerado o melhor modelo nesse estudo, novamente com o

modelo GP com v = 0, a excecao do quantil de probabilidade 0.99999. Relembre-se que
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os valores obtidos para estes quantis, no modelo MGP D3, foram,

Como se pode comprovar, os primeiros quatro quantis assumem, de facto, valores bas-
tante parecidos aos obtidos no modelo exponencial, pela metodologia POT. O quantil
de probabilidade 0.99999 apresenta uma grande divergéncia em relagao a qualquer um,
com a mesma probabilidade, obtido com o método POT, nao fazendo parte nem dos in-
tervalos de confianca obtidos para esta quantidade. Além disso, este valor de 454.2 mm
parece, também, ser um pouco elevado quando comparado com os outros quantis obtidos
no modelo MGPDs.

Tabela 5.42: FEstimativas pontuais e intervalares dos niveis de retorno, para 0S niveis

pluviométricos mdzimos mensais, obtidos pelo método POT

. Modelo Exponencial v = 0 Modelo GP v # 0
Niveis de Retorno
MV MV MPP
N 147.4065 132.5468
U(1200) 131.4901
(136.55,159.54) (118.6,160.26)
N 172.6812 149.2538
U (4800) 147.6575
(159.4,187.5) (129.6,191.98)
. 189.3868 159.4388
U(12000) 157.4511
(174.5,206.1) (135.49,214.35)

Em relacao aos niveis de retorno de 100, 400 e 1000 anos que, neste caso, sera equi-
valente a 1200, 4800 e 12000 meses, espera-se que sejam ultrapassados, em média, uma
vez em cada um destes periodos, valores maiores de precipitacao no caso exponencial
do que na situacao GP com v < 0. Esta situacao ja era previsivel e, facilmente, pode
ser comprovada, bastando para isso, observar as estimativas pontuais obtidas. Contudo,
quando se observam os limites dos intervalos de confianca para estas quantidades, existe
uma maior amplitude nos intervalos obtidos pela funcao de profile log-likelihood do mo-
delo GP com v < 0. Ali&s os limites superiores dos intervalos sao maiores que os obtidos
pelo modelo exponencial, dando assim a possibilidade de se ter um nivel pluviométrico de
retorno superior quando o EVI é negativo. No entanto, as estimativas pontuais obtidas,
através do modelo GP com v < 0, nao sao candidatas para os niveis de retorno no modelo
exponencial, por serem menores que o limite inferior dos intervalos de 95% confianca.
Mais uma vez se se comparar os niveis de retorno obtidos usando o MMA, existe uma

grande semelhanca entre os modelos Gumbel e Exponencial.

As estimativas para o periodo de retorno do nivel pluviométrico maximo atingido na

amostra, de 146 mm, e para a probabilidade de excedéncia desse nivel encontram-se na
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Figura 5.68: Intervalos de 95% de confianca para niveis de retorno baseados no profile
log-likelihood, para os niveis pluviométricos mdrimos mensais, através dos modelos expo-

nencial (parte superior) e GP (parte inferior)

Tabela 5.43: FEstimativas do periodo de retorno e probabilidade de excedéncia do nivel 146

mm, para os niveis pluviométricos mdrimos mensais, obtidos pelo método POT

Modelo Exponencial v = 0 Modelo GP v # 0
Parametros
MV MV MPP
T(146) 1119.451 meses 3652.91 meses  4167.4 meses
93.28758 anos 304.4092 anos  347.2833 anos
P(Y > 146) 0.00089 0.00027 0.00024

tabela Existem grandes diferencas entre os valores estimados usando os modelos
GP com v =0 e v # 0. Usando o método de estimacao MV, o nivel pluviométricos 146
mm poderé ser excedido com uma probabilidade de 0.0009, no caso dos excessos serem
modelados pela distribuicao GP com ~ = 0, ou de aproximadamente 0.0003, no caso da
distribuicao usada ser a GP com v # 0. Ora isso traduz-se num periodo de retorno desse

nivel de 1119.451 e 3652.91 meses, ou equivalentemente, 93.3 e 304.4 anos, respetivamente.

Se for feita a comparagao destes valores com os obtido pelo MMA, os resultados nao
sao assim tao parecidos. As diferencas sao notorias entre as estimativas obtidas através
da distribuicao GEV (v # 0) e da distribuigao GP (v # 0). Se o método de estimagao
escolhido for o MV, obteve-se, no primeiro caso, um periodo de retorno de 70 anos contra
os 304 anos deste tltimo. Ja se o método escolhido for o MPP, esses valores passam a

149 anos e 347 anos, respetivamente. Para o caso de v = 0, as estimativas dadas pelos
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métodos Gumbel e POT também apresentam diferencas, embora nao tao acentuadas, 123

anos (estimativa MV) ou 107 anos (estimativa MPP) contra 93 anos.

Como a estimativa obtida para o parametro de forma do modelo GP, quer usando
o método MV, quer usando o método MPP, é negativa, podera ser estimado o limite

superior do suporte, uma vez que seré finito. Assim, obteve-se

Estimativa Limite superior do suporte (método MV): 313.1014;
Estimativa Limite superior do suporte (método MPP): 294.1289.

Os dois valores obtidos para o maior nivel pluviométrico que alguma vez serd atingido,
num determinado més, estao muito préoximos entre si. Na metodologia dos méaximos
anuais, esse valor foi de 1100.641 mm, valor esse bastante diferente dos obtidos através
do método POT.

Numa panoramica geral, os resultados fornecidos pela metodologia POT parecem ser
mais aceitaveis e, de certa forma, mais realistas, de acordo com a informacao fornecida pela
amostra de dados pluviométricos, em Barcelos. Veja-se, por exemplo, o periodo de retorno
obtido quando se considera que se estd num dominio de caudas do tipo exponencial. Em,
pelo menos, 77 anos ocorreu uma vez o nivel de precipitacao de 146 mm e o valor fornecido

para o periodo de retorno deste nivel foi de 93 anos, o que parece razoavel.

IIT) Testes ao Modelo GP

Pela anélise preliminar realizada, concluiu-se que a distribuigao dos excessos acima do
threshold u = 34.5, podera ser Exponencial (GP com 7 = 0) ou Beta (GP com v < 0).
Com vista a fazer uma escolha acertada do melhor modelo, serao aplicados os testes

apresentados na seccao |3.3.6| as hipoteses:

Hy:v=0 05 Hy:~v#0, (5.17)

Hy:v=0 s Hy:v<0. (5.18)

Para as hipoteses (5.17)), poderao ser encontrados na tabela os valores da estatis-

tica de teste, o p-value e a respetiva decisao a 5%.

Nao se rejeita, portanto, a hipotese nula aos niveis de significancia usuais, nos dois
testes. Relembre-se, mais uma vez que Marohn| (2000) mostrou que, para amostras de
dimensao inferior a 500, a estatistica do primeiro teste apresentado na tabela podera

ser enviesada. Esse problema podera ser ultrapassado, aplicando-se a versao unilateral
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Tabela 5.44: Resultados obtidos nos testes as hipdteses definidas em (5.17)

Valor Observado da Decisao
Teste . p-value
Estatistica de Teste o = 0.05
| Teste POT (Mahron) | 7, = —1.183008 | 0.2364494 | Nao rejeitar H, |
| TRV | a@*=1713525 | 0.1905286 | Nao rejeitar H, |

desse mesmo teste, por exemplo, para as hipoteses (5.18). Para essas mesmas hipote-
ses aplicar-se-4 também o teste apresentado por Gomes and van Monfort| (1986). Os

resultados obtidos encontram-se resumidos na tabela [5.45]

Tabela 5.45: Resultados obtidos nos testes as hipdteses definidas em (5.18))

Valor Observado da Decisao
Teste X p-value
Estatistica de Teste o = 0.05
’ Teste POT unilateral (Mahron) ‘ ty, = —1.183908 ‘ 0.1182247 ‘ Nao rejeitar Hy ‘
’ Teste de Gomes e van Monfort ‘ Gm = —3.785687 ‘ 7.284797e — 20 ‘ Rejeitar Hy ‘

Como se pode observar, também na versao unilateral do teste Marohn| (2000, nao
se rejeita a hipotese da distribuicao associada aos excessos, dos niveis pluviométricos
méaximos mensais, ser Exponencial. J4 no segundo teste apresentado na tabela [5.45] para
os niveis de significancia usuais, a hipotese nula da distribuicao Exponencial é rejeitada,
tendo-se obtido um p-value, estranhamente, proximo de zero. Logo, este é o primeiro
teste que seleciona a distribuicao GP, com v < 0, como o modelo paramétrico adequado

para ser ajustado a estes excessos.

Para terminar esta secgao, poderao ser aplicados os testes & qualidade do ajustamento
Exponencial, com o teste de Kolmogorov-Smirnov, e GP, com os testes de Cramér-von

Mises e de Anderson-Darling. Os resultados obtidos encontram-se na tabela [5.46]

Tabela 5.46: Resultados obtidos nos testes a qualidade do ajustamento do modelo GP com

7=0
Valor Observado da Decisao
Teste
Estatistica de Teste a = 0.05
’ Kolmogorov-Smirnov ‘ d,, = 0.03273602 ‘ Nao Rejeitar Hy ‘
’ Cramér-von Mises ‘ w2, = 0.06764371 ‘ Nao Rejeitar Hy ‘
| AndersonDarling | a2, =0537193 | Nao Rejeitar Hy |

Para o teste de Kolmogorov-Smirnov, 4 decisao é tomada ap6s comparacao do valor
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observado da estatistica com os quantis da tabela Como a amostra é constituida por

371 excessos, devera ser utilizada a tltima linha da tabela que, neste caso, se traduz nos

valores,
Q_10 = 0.96/sqrt(371) Q_5 = 1.06/sqrt(371) Q_1 = 1.25/sqrt(371)
Q_10 = 0.04984072 Q_5 = 0.05503246 Q_1 = 0.06489677.

Uma vez que os quantis sao superiores ao valor observado da estatistica, nao se rejeita a

distribuicao exponencial que foi ajustada a estes excessos.

Para o caso referente aos testes de Cramer-von Mises e Anderson Darling, foram
usados os quantis das tabelas e mais em concreto os valores representados na linha
referente a v = 0, ja que se pretende testar a bondade do ajustamento GP com parametro
de forma igual a zero. Aos niveis de significincia usuais, nao se rejeita a hipotese nula, pois

o valor observado de cada uma das estatisticas é inferior aos respetivos quantis criticos.

Portanto, a conclusao geral, serd de que o modelo Exponencial, correspondente ao
modelo GP com v = 0, é adequado para explicar e prever o comportamento dos excessos
dos niveis pluviométricos méximos mensais, em relacao ao threshold de u = 34.5 mm.
Quer isto dizer que ambas as metodologias aplicadas, a dos maximos anuais e a POT,
rumam na mesma dire¢ao, ou seja, indicam que a distribuicao dos niveis pluviométricos
maximos mensais, em Barcelos, pertence ao dominio das caudas do tipo exponencial, isto

é, ao dominio de atracao Gumbel.

5.3 Analise Semi-Paramétrica dos Dados

5.3.1 Niveis Pluviométricos Maximos Anuais

I) Estimacgao do EVI

Como foi apresentado no capitulo 4] numa abordagem semi-paramétrica nao se supoe
nenhum modelo paramétrico subjacente a amostra de observagoes i.i.d., F'(.). Neste caso
supbe-se que F' € D(G,), para algum v € R. Qualquer inferéncia referente a cauda
de F' é feita baseada nas k + 1 observacoes de topo, que sao obtidas a partir de um
threshold aleatorio. Portanto, para conhecer qual o dominio de atracao da distribuicao
subjacente aos dados, é preciso conhecer o valor do EVI, v. Recorde-se que o caso v > 0
corresponde ao Dominio Fréchet, caraterizado pelas distribuicoes de caudas pesadas e com

limite superior do suporte nao finito; se 7 < 0 entao tem-se em mao uma distribuicao
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pertencente ao dominio mas-estavel Weibull, onde o limite superior do suporte é finito e a
sua cauda direita seré leve; e, por fim, se v = 0, referente ao dominio de atracao Gumbel,
considerado um caso intermédio, a cauda da distribuicao serd do tipo exponencial, ou
seja, mais pesada que as do dominio Weibull mas mais leve que as do dominio Fréchet.
Nesta tltima situacao existem distribuicoes com limite superior do suporte finito ou nao

finito.

Na seccao foram apresentados alguns estimadores semi-paramétricos comuns para
o EVI, foram eles os estimadores de Hill, de Pickands, dos Momentos, Generalizado de Hill
e Mixed-Moment. Serao, portanto, estes os estimadores que serao aplicados & amostra
de 77 niveis pluviométricos maximos anuais, na cidade de Barcelos, recolhidos no periodo
de 01/01/1932 a 01/05/2008, com o objetivo de compreender que valores pode assumir o
EVIL

Tendo em conta toda a abordagem paramétrica ja efetuada anteriormente, sabe-se
que as duas grandes possibilidades para o dominio de atracao da distribuicao subjacente
a esta amostra, sao o Gumbel e 0 Weibull. Portanto, a possibilidade de se estar perante
uma cauda pesada nao faz sentido, logo nao sera utilizado o estimador de Hill, que apenas
se aplica a esse tipo de situacoes. Na figura [5.69 estao representadas as estimativas para
o indice de valores extremos, em funcao de k, obtidas com recurso aos estimadores ja
referidos. Sdo também representadas as estimativas intervalares a 95% de confianca. Em
cada grafico encontra-se, também, representada uma reta horizontal, correspondente a

estimativa MV, obtida pelo método POT quando considerados os 56 excessos.

Observando a figura, o primeiro aspeto a realcar tem a ver com a maior variabilidade
que existe no estimador de Pickands, que nao esta presente nos restantes. Em alguns deles
nota-se alguma instabilidade no inicio e no final dos graficos, o que é perfeitamente normal,
pois os valores iniciais correspondem a valores de k pequenos, o que origina uma variancia
elevada no estimador, e os valores finais correspondem a um threshold baixo e, como tal,
a k elevado o que vai aumentar o viés do estimador. Como se pode observar, pelos valores
dados pelos estimadores dos momentos, generalizado de Hill e mixed-moment, existe uma
grande semelhanca entre estes, verificando-se duas zonas de estabilidade, a primeira para
valores de k entre 10 e 25, e a segunda, na zona mais central, essencialmente para k entre
25 e 50, assumindo, predominantemente, valores negativos muito proximos de zero. Alias,
a hipotese de v = 0 encontra-se, quase sempre, dentro dos limites de confianca, para cada
um dos graficos. Repare-se, também, que estas estimativas para 7 estao muito proximas
das estimativas MV obtidas pelos métodos MA, de —0.04967, e POT, de —0.1259298.
Na figura [5.70] onde se encontram representadas as quatro trajetorias, de cada um dos

estimadores, sobrepostas sobre o mesmo grafico, poder-se-a4 ver com maior detalhe alguns
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mesmo grdfico, para a amostra dos niveis pluvi-

dos pormenores ji referidos. Nesta figura, é percetivel a grande semelhanca que existe

entre os estimadores dos momentos e o mixed-moment que, alids, quando consideradas as

56 maiores observacoes parecem produzir uma estimativa para o EVI muito proxima da

obtida pelo método MV, na abordagem POT.

Na tabela [5.47] encontram-se registadas as estimativas pontuais e intervalares para
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Tabela 5.47: Estimativas pontuais e intervalares para o EVI, quando k = 56, para os

niveis pluviométricos mdximos anuais

k = 56
Estimadores de v Estimativa IC a 95%
MV - POT -0.12593 \ (-0.315,0.224) \
Pickands 0.19931 (-0.79716,1.19578)
Momentos -0.14173 | (-0.39643,0.11297)
Generalizado de Hill -0.35657 (-0.65869,-0.05444)
Mixed-Moment -0.14691 (-0.40215,0.10834)
o EVI, obtidas pela abordagem semi-paramétrica, para o caso especifico de k& = 56.

Embora a situacao k£ = 56 possa colocar em questao as condicoes assintoticas, uma vez
que se pressupoe % — 0, serd considerada para se realizar uma comparacao com oS
resultados obtidos no método POT. Recorde-se que na abordagem paramétrica POT,
retiveram-se, precisamente, 56 excessos em relacao ao threshold u = 62.5, tendo-se obtido
as estimativas MV para o parametro de forma, também, apresentadas na tabela [5.47]
Como ja tinha sido referido, os estimadores dos momentos e mixed-moment forneceram
os resultados mais parecidos entre si e com os da metodologia POT. Ambos, assim como
o de Pickands incluem a possibilidade do EVI ser nulo, com 95% de confianca, embora
a maior parte da amplitude dos intervalos de confianca abranja os valores negativos, o
que aponta para distribuicoes com caudas leves. Quer isto dizer que, a abordagem semi-
paramétrica da a indicacao de que o dominio de atragao, da distribuicao subjacente aos
niveis pluviométricos maximos anuais, tem fortes possibilidades ou de ser Gumbel ou

Weibull.

IT) Estimacao de Outros Parametros

Tal como foi feito na abordagem paramétrica, também poderao ser estimados outros
parametros de interesse em acontecimentos raros. Os estimadores para essas quantidades
foram apresentados na seccao 4.6, e para a sua aplicacao, usar-se-4 apenas o estimador
dos momentos do EVI pois, foi o que forneceu resultados mais semelhantes aos obtidos
na abordagem paramétrica, para esse parametro. Para além disso, na seccao anterior
constatou-se que havia a possibilidade do EVI ser nulo ou negativo, como tal serao apre-
sentadas as trajetorias destes parametros considerando que v = 0 e, 0 caso mais geral,
~v # 0. Em paralelo, sera feita a comparacao entre as estimativas obtidas pelo método

MYV, na abordagem POT para os 56 excessos do nivel u = 62.5.

Na figura[s.71]encontram-se as estimativas para os quantis extremais de probabilidades
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0.95, 0.99, 0.999, 0.9999 e 0.99999. Existe uma maior estabilidade nas estimativas, quando
considerado que v # 0, mas que vai diminuindo & medida que aumenta a probabilidade
do quantil. No entanto, a trajetoria das estimativas, para cada um dos quantis, parece
andar em torno da estimativa MV, obtida pelo método POT. Na tabela poderao
ser recordados os valores obtidos para cada um dos quantis, no método POT, com o
método de estimacao MV, e encontram-se, também, presentes as estimativas pontuais
semi-paramétricas, para k = 56. E notéria a concordancia entre as valores obtidos, nas
duas abordagens, quando v # 0. Por exemplo, destacando os quantis correspondentes
aos niveis de retorno de 100, 400 e 1000 anos, verifica-se que, pelo método POT, essas
quantidades sao 132.9709 mm, 148.1785 mm e 157.7551 mm, respetivamente, assumindo
os valores, na abordagem semi-paramétrica, de 133.60463 mm, 148.99108 mm e 157.62201

miIn.

Tabela 5.48: Estimativas pontuais para os quantis extremais ou niveis de retorno, quando

k = 56, para os niveis pluviométricos mdrimos anuais

k = 56
Quantis/ MV - POT Semi-Paramétrica
Niveis Retorno | v =0 vy#0 vy=0 ¥#0

do.95 113.0336 | 110.8486 | 121.5900 | 111.50435

do.99 143.4117 | 132.9709 | 157.7130 | 133.60463

40.999 186.8729 | 157.7551 | 209.3932 | 157.62201
G0.9999 230.3342 | 176.3009 | 261.0734 | 174.95188
40.99999 273.7954 | 190.1785 | 312.7536 | 187.45634

| (400)

169.5780 \ 148.7435 \ 188.8276 | 148.99108

As estimativas referentes a estes quantis extremais, para o caso v = 0, como pode ser
observado nos graficos representados na figura [5.71, apresentam um comportamento com
uma, maior variabilidade. No entanto, cada uma das linhas parece crescer e decrescer em
torno de um valor, que sera ligeiramente maior do que a estimativa obtida na metodologia
POT, quando se assumiu que os excessos tinham um comportamento exponencial. Se se
considerar a retencao das 56 maiores observacoes, verifica-se facilmente que as estima-
tivas dos quantis sao maiores na abordagem semi-paramétrica, ou seja, neste caso esta

abordagem torna menos raro niveis elevados de precipitagao, na cidade de Barcelos.

Usando as expressoes e poderao ser obtidas estimativas para a probabi-
lidade de excedéncia de um determinado nivel pluviométrico elevado, consoante se consi-
dere que o EVI é diferente ou igual a zero. Como tem sido sempre feito nesta dissertacao,
pretende-se obter estimativas da probabilidade de excedéncia do nivel méximo verificado,

de 146 mm. Para além disso, serd, também, estimado o periodo de retorno deste nivel
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Figura 5.71: Estimativas para os quantis extremais, para a amostra dos niveis pluviomé-

tricos mdzrimos anuais

usando a expressao (4.35)).

Na figura encontram-se representadas as estimativas referidas no paragrafo ante-
rior. Como se pode constatar, as estimativas para a probabilidade de excedéncia de 146
mm apresentam uma maior estabilidade na situacao v # 0. Para esse caso, a estimativa
MYV dada pelo método POT, de 0.00324, poderé ser o valor de referéncia para a trajetoria
representada nessa figura, pois esta aparenta ter um comportamento oscilatorio em torno

deste valor. Para o caso v = 0, ha uma maior variabilidade e as estimativas para esta
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Figura 5.72: Estimativas para a probabilidade de excedéncia e periodo de retorno do nivel

146 mm, para a amostra dos niveis pluviométricos mdzimos anuais

probabilidade assumem, naturalmente, valores superiores, visto que se esta a considerar
que a cauda da distribuicao subjacente aos niveis pluviométricos maximos anuais é um
pouco mais pesada que no caso anterior, onde o EVI é predominantemente negativo. Para
além disso, a curva referente a esses valores em funcao de k, sugere uma estimativa para
a probabilidade de se exceder o nivel 146 mm, ligeiramente acima do valor 0.00872, ob-
tido na metodologia POT. Na tabela [5.49| encontram-se as estimativas pontuais para esta
quantidade obtidas nos diversos casos, quando retidas as 56 maiores observagoes. Mais
uma vez, é de destacar a semelhanca entre os valores obtidos no caso do EVI ser diferente

de zero.

Relativamente ao periodo de retorno, por observacao da figura existe uma maior
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Tabela 5.49: Estimativas pontuais para o periodo de retorno e probabilidade de excedéncia

do nivel 146 mm, quando k = 56, para os niveis pluviomélricos mdzrimos anuais

k =56
Periodo Retorno/ MV - POT Semi-Paramétrica
Prob. Excedéncia | v =10 ¥#0 ¥y=0 Yy#0
| 7(146) | 114.6976 | 308.6725 | 59.3413259 | 298.80431 |
| P(X>146) | 0.00872 | 0.00324 | 001685 | 0.00335 |

estabilidade na curva referente ao caso v = 0, e que se revela a partir de um &£ um pouco
acima de 20. Quando comparada com a estimativa MV (método POT), a trajetoria
das estimativas semi-paramétricas parece assumir valores mais baixos. De facto, quando
k = 56, espera-se que, em média, uma vez em cada 59 anos, seja ultrapassado o nivel
pluviométrico 146 mm, e pelo método POT esse periodo é de, aproximadamente, 115
anos. Para um EVI nao nulo, h4 uma enorme variabilidade nas estimativas obtidas,
assumindo valores muito grandes para k a variar entre 20 e 40. Quando k& = 56, obtém-
se a informacao de que o tempo de espera, em média, até que haja uma ocorréncia de
precipitagao igual ou superior a 146 mm ¢é de 299 anos, valor muito préximo dos 309 anos
obtido no método POT.

Recorde-se que o estimador dos momentos indicou, predominantemente estimativas
negativas para o parametro de forma da distribuicao GEV, logo, neste caso, podera ser
estimado o limite superior do suporte, pois serd uma quantidade finita. Na figura [5.73
encontram-se representadas as estimativas deste valor que, como se pode observar, pre-

dominantemente sao idénticas ao valor maximo observado da amostra, o nivel 146 mm.

Nesta mesma figura, estao também representadas as estimativas para este parametro,
quando considerado o estimador mixed-moment para o EVI. Ora, é visivel que este fornece
estimativas mais elevadas para o limite superior do suporte, essencialmente a partir de
k = 30.

Quando foi aplicado o método POT & amostra de 56 excessos, provenientes da amostra
dos niveis pluviométricos maximos anuais, a estimativa MV obtida para o limite supe-
rior do suporte foi de 231.4343 mm. Neste caso, o estimador mixed-moment fornece
uma estimativa mais parecida, igual a 249.2269 mm, quando k£ = 56, embora, com 95%
de confianca, o limite superior do suporte podera assumir qualquer valor do intervalo
(198.46213,275.48835). O estimador dos momentos indica que, para esta situacao, ja se
atingiu esse limite, ou seja, o nivel 146 mm, mas podendo tomar qualquer valor entre esse

nivel e o nivel pluviométrico 296.51965 mm, com 95% de confianca.
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Figura 5.73: Estimativas para o limite superior do suporte, para a amostra dos niveis

pluviométricos mdrimos anuais

IIT) Testes aos Dominios de Atragao

Na sec¢ao onde foram apresentadas as estimativas para o EVI, foi referido que haviam
dois dominios de atracao possiveis para a distribuicao subjacente a amostra de niveis
pluviométricos maximos anuais, o dominio Gumbel, correspondente a v = 0, e o domi-
nio Weibull, no caso v < 0. Assim, poder-se-a, efetuar um teste ao dominio Gumbel,

recorrendo aos testes apresentados na seccao [4.6.1} As hipdteses em estudo sao,
Hy: F e€D(Gy) wvs. Hy:FeD(G,)yx0 (5.19)

e poderao ser usadas as versdes normalizadas das estatisticas de teste da razdo, T)(k), de
Greenwood, R} (k), e de Hasofer-Wang, W (k).

Na figura [5.74] encontram-se representadas as referidas estatisticas, em funcao de k,
bem como os quantis assintéticos de probabilidades 0.025 e 0.975, das distribuicoes stan-
dard Normal e Gumbel, sob a validade da hipotese nula F' € D(Gj). Recorde-se que para
nao haver rejeicao da hipotese nula, o valor observado das estatisticas de teste deveré
estar compreendido entre os quantis mencionados anteriormente. No caso das estatisticas
de Greenwood, R (k), e de Hasofer-Wang, W} (k), usam-se os quantis da distribuigao

Normal e para a estatistica da razao, T,5(k), os quantis da distribui¢do Gumbel.

Como se pode observar pelos graficos da figura [5.74] o teste de Greenwood, que é
essencialmente ttil na detecao de distribuicoes de cauda pesada, nao rejeita a hipotese nula

para a maioria dos valores de k, havendo a rejeicao apenas na parte final, correspondente



186 Capitulo 5. Estudo de Caso: Aplicacao a Niveis Pluviométricos

Valor observado das estatisticas
0
1
Valor observado da estatistica
0
|

Figura 5.74: Trajetoria das estatisticas de teste R’ (k) e Wi(k) (figura da esquerda) e
T (k) (figura da direita), versdo bilateral

a valores elevados de k, onde se sabe que j& existe algum enviesamento dos estimadores.
Quanto ao teste de Hasofer-Wang, mais direcionado para o caso das caudas leves, também
nao rejeita a hipotese do dominio de atracao ser Gumbel na maior parte dos casos. Existe a
rejeicao, ao nivel de significancia de 5%, para k € {24, 25}, 32 < k < 36 e na parte final do
grafico. Quanto ao teste da razao, um teste mais conservativo, a trajetoria da estatistica
encontra-se sempre entre as retas correspondentes aos quantis criticos da Gumbel, logo
nao ha, a 5%, a rejeicao da hipotese nula. Portanto, os testes aplicados, para quase todos
os valores de k, apontam para a nao rejeicao da hipotese de que a f.d. F' subjacente aos
niveis pluviométricos maximos anuais, pertence ao dominio Gumbel. Esta decisao esté
em conformidade com as conclusoes obtidas na abordagem paramétrica realizada a esta

amostra.

Apesar de nao se rejeitar a hipotese do dominio de atracao ser Gumbel, podera ser
efetuado o teste com hipdtese alternativa unilateral e, neste caso, referente ao dominio de

atracao Weibull, ou seja,

Hy: F e D(Go) vs. Hy:F € D(G,y)’y<0 (520)

Na figura [5.75| estao representadas os valores observados das diferentes estatisticas,
para cada valor de k. No caso da estatistica de Greenwood, a hipétese nula sera rejeitada,
ao nivel de significancia de 5%, se R’ (k) < zp.05. Ora, por observagao grafica a rejeicao
apenas se da para valores de k superiores a 60, ou seja, para um valor ja muito elevado

de k, tendo em conta a dimensao da amostra. Para a estatistica de Hasofer-Wang, a
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Figura 5.75: Trajetoria das estatisticas de teste R’ (k) e Wi(k) (figura da esquerda) e

T (k) (figura da direita), versao unilateral

regiao de rejeicao é dada por W' (k) > zp95. Assim, na regido central, aproximadamente
para valores de k entre 24 e 39, existe rejeicao da hipotese nula, e, portanto, este teste
indica que a distribuicao subjacente a estes dados pertence ao dominio das caudas leves,
o dominio Weibull. No entanto, nesse intervalo, o valor observado da estatistica nao se
afasta muito do valor do quantil zgg5 e, alids para k = 28 nao ha rejeicao de Hy. Na
parte final, a trajetoria da estatistica volta a ultrapassar o quantil critico, obtendo-se,
novamente, a decisao de rejeicao da hipotese nula. Por fim, a estatistica da razao, onde
havera a rejeicao da hipotese nula se T)5(k) < Goo5. Como se pode observar no grafico da
direita, na figura[5.75] a trajetoria da estatistica encontra-se acima do quantil referido, a
excecao da parte final, o que nao é relevante. Sendo assim, usando esta estatistica para
as hipoteses , nao se rejeita que se estd num caso de distribuicao pertencente ao

dominio de atracao Gumbel.

Numa panoramica geral, na maior parte dos casos, nao existe evidéncia estatistica
para nao se aceitar o dominio Gumbel como o dominio max-estavel ao qual pertence a
distribuicao subjacente a amostra dos niveis pluviométricos maximos anuais, mesmo que,
na seccao anterior, quando se estimaram as diversas quantidades relevantes num estudo

em acontecimentos raros, haver uma maior estabilidade nos valores, para o caso v # 0.

5.3.2 Niveis Pluviométricos Maximos Mensais

I) Estimacao do EVI
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Pretende-se, nesta seccao, realizar um estudo semelhante ao do ponto anterior mas,
neste caso, com a amostra de 910 niveis pluviométricos maximos mensais, registados no
periodo de 01/01/1932 a 01/05/2008, na cidade de Barcelos.

Pelo estudo paramétrico ja realizado com esta amostra, sabe-se que o dominio de
atragao favoravel para a distribuicao subjacente a estes dados é o Gumbel, mas existe,
também, a possibilidade do dominio Weibull ser adequado. Ou seja, tem-se em mao uma
distribuicao com cauda, essencialmente, leve, sendo assim, nao serd usado o estimador
de Hill para o cédlculo do EVI, uma vez que este apenas se adequa para casos de cau-
das pesadas, que pertencem ao dominio Fréchet. Na figura poderao ser observadas
as estimativas para o EVI, em funcao do nimero de maiores observagoes retidas, k, da-
das pela utilizagao dos estimadores de Pickands, dos momentos, generalizado de Hill e
mixed-moment. Todos os graficos parecem nao deixar margem para duvidas de que a
estimativa para o EVI sera zero ou algum valor muito préximo da origem. O pormenor de
como as trajetorias dos quatro estimadores se encontram em torno da origem, poderé ser
visivel com maior detalhe na figura Como habitual, o estimador de Pickands apre-
senta a maior variabilidade e os estimadores dos momentos, generalizado de Hill e mixed-
moment apresentam um comportamento muito semelhante até, sensivelmente, ao valor de
k = 371 correspondente ao nimero de excessos retidos aquando a abordagem POT. Apos
esse valor de k, as curvas correspondentes aos estimadores generalizado de Hill e mixed-
moment continuam a apresentar um comportamento muito semelhante, embora os valores
obtidos pelo tltimo estimador sejam sensivelmente maiores. Quanto aos estimadores dos
momentos e de Pickands, para k > 371, ambos apresentam um padrao de decrescimento,
fornecendo estimativas negativas para o EVI, dando, assim, a sensacao de que a cauda da

distribuicao subjacente a estes niveis pluviométricos fica mais leve.

Na tabela sao apresentadas as estimativas pontuais e os intervalos com 95%
de confianca para o EVI, obtidos com os estimadores semi-paramétricos ja referidos, na
situacao particular de k = 371, e os obtidos na metodologia POT. As estimativas, a
excecao da de Pickands, estao muito proximas de zero, valor esse que, por sua vez, pertence
a qualquer um dos intervalos de confianca. H& a realcar a grande proximidade entre as
estimativas pontuais obtidas na abordagem POT e pelo estimador dos momentos, e a

grande semelhanca entre os limites dos intervalos de confianca para estas duas situagoes.

Portanto, numa perspetiva geral, o EVI assume valores muito préximos de zero, o
que indica que a distribuicao subjacente aos niveis pluviométricos maximos mensais, em
Barcelos, tem uma forte possibilidade de pertencer ao dominio max-estavel Gumbel. Mas,
como na secgao seguinte serd usado o estimador dos momentos, para se obter outras

quantidades relevantes em valores extremos, entao, dando um especial destaque a este
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Figura 5.76: FEstimativas do EVI, para a amostra dos niveis pluviomélricos mdrimos

mensais
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Figura 5.77: Estimativas do EVI sobre o mesmo grdfico, para a amostra dos niveis pluvi-

omeétricos mdximos mensais

estimador, o dominio de atragao Weibull ¢ também outro grande candidato. Na tltima
seccao deste capitulo, proceder-se-a a aplicacao de testes estatisticos, com vista a uma

escolha acertada do dominio de atracao.
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Tabela 5.50: FEstimativas pontuais e intervalares para o EVI, quando k = 371, para os

niveis pluviométricos mdximos mensais

k=371
Estimadores de v+ Estimativa IC a 95%
MV - POT 0.07004 | (-0.1515,0.0385) |
Pickands -0.39939 (-0.03291,0.33356)
Momentos -0.05994 (-0.15809,0.03820)
Generalizado de Hill 0.01279 (-0.09026,0.11586)
Mixed-Moment 0.03736 (-0.0682,0.14291)

IT) Estimacado de Outros Parametros

Como acabou de ser referido na secgao anterior, serd usado o estimador dos momen-
tos para a obtencao de estimativas dos quantis extremais, niveis e periodos de retorno,
probabilidade de excedéncia e limite superior do suporte. Serao considerados dois casos,
v=0e vy #0, para cada uma das quantidades, a excecao, do limite superior do suporte.
Tal como foi feito com a amostra dos niveis pluviométricos maximos anuais, serd feita
uma comparacgao entre os resultados obtidos nesta abordagem semi-paramétrica com os

fornecidos pelo método de estimacao MV, na metodologia POT.

Na figura poderao ser observadas as estimativas para os quantis extremais de
probabilidades 0.95, 0.99, 0.999, 0.9999 e 0.99999, em funcao do valor de k. Para valores
de k compreendidos entre, aproximadamente, 200 e 371 as estimativas para cada um dos
quantis, quer quando v = 0 quer com v # 0, sao muito semelhantes. As trajetorias, para
esses valores de k, andam em torno das estimativas MV de aproximadamente 73 mm,
para o quantil de probabilidade 0.95, e para os outros quantis, em geral, encontram-se
entre as duas estimativas MV, mas tendencialmente mais proximas da estimativa obtida
no método POT, com v = 0. Para k € (120, 170), acontece a situacdo curiosa das duas
estimativas semi-paramétricas, para cada um dos quantis, estarem em consonancia com

as respetivas estimativas MV, obtidas no método POT.

Para a situacao especifica k = 371, correspondente ao niimero de excessos considerados
na abordagem POT, foram registadas na tabela [5.51] as estimativas dos diversos quantis
extremais. Para cada caso, v =0 e v # 0, as estimativas obtidas nas metodologias POT
e semi-paramétrica sao muito semelhantes, embora haja uma maior proximidade entre os
valores quando v # 0. Este pormenor nao vem contradizer o que foi referido no paragrafo
anterior, pois, se se observar mais atentamente a figura [5.78| aproximadamente em k =
371, comeca-se a evidenciar um afastamento das duas linhas referentes as estimativas semi-

paramétricas, através de um decrescimento da trajetéria para v # 0 e um crescimento no
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Figura 5.78: Estimativas para os quantis extremais, para a amostra dos niveis pluviomé-

tricos mdzrimos mensats

outro caso, ou seja, quando considerado um EVI nulo.

Na tabela[p.51|encontram-se também as estimativas, para o caso particular de k = 371,
dos quantis referentes aos niveis de retorno de 100, 400 e 1000 anos, ou equivalentemente,
1200, 4800 e 12000 meses. A situagdo é analoga ao que ja foi mencionado para os outros
quantis e podera ser comprovado por observacao da figura [5.79|, onde se apresentam os
valores fornecidos pelo estimador dos momentos para estes niveis de retorno. Como ja foi

mencionado, sensivelmente a partir do valor £ = 371, as duas trajetorias seguem caminhos
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Tabela 5.51: FEstimativas pontuais para os quantis extremais e niveis de retorno, quando

k = 371, para os niveis pluviométricos mdxrimos mensais

k=371

Quantis/ MV - POT Semi-Paramétrica

Niveis Retorno ¥y=0 Yy#0 ¥y=0 Yy#0
4o.95 72.75925 | 72.58147 | 74.73951 | 72.29344
G0.99 102.1022 | 98.22194 | 105.83131 | 98.42925
40.999 144.08247 | 130.22634 | 150.31361 | 131.69779
40.9999 186.06274 | 157.46397 | 194.79592 | 160.67731
G0.99999 228.04301 | 180.64480 | 239.27823 | 185.92078
U (1200) 147.4065 | 132.5468 | 153.83578 | 134.14104
U(4800) 172.6812 | 149.2538 | 180.61680 | 151.87035
0(12000) 189.3868 | 159.4388 | 198.31809 | 162.80558
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para 0s niveis de retorno, para a amostra dos niveis pluviomé-

{i(4800) = 172.6812

{i(4800) = 149.2538

diferentes, uma aumentando e a outra decrescendo, para cada um dos quantis e niveis de

retorno. No entanto, repare-se que para valores de k entre, aproximadamente, 400 e 600,

cada uma das linhas tem um momento de quebra nesse crescimento e decrescimento, e
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parece fixarem-se em torno de um determinado valor. Em particular, para os niveis de
retorno de 100, 400 e 1000 anos, no caso v = 0, esses valores estao muito proximos de 185
mm, 215 mm e 235 mm, respetivamente. Ja para vy # 0, esses niveis de retorno sao de

110 mm, 120 mm e 130 mm, respetivamente.

Na figura [5.80] estao representadas as estimativas para o periodo de retorno e proba-

bilidade de excedéncia do nivel pluviométrico 146 mm. Relativamente a probabilidade de
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Figura 5.80: Estimativas para a probabilidade de excedéncia e periodo de retorno do nivel

146 mm, para a amostra dos niveis pluviométricos mdzimos mensais

excedéncia do nivel 146 mm, é notério um comportamento muito semelhante das trajeto-
rias quando comparadas com as referentes aos quantis extremais. Para valores de k até
371, as estimativas para esta probabilidade encontram-se, essencialmente, entre os valores

de 0.00027 e 0.00089, correspondentes as estimativas obtidas pelo método POT, quando



194 Capitulo 5. Estudo de Caso: Aplicacao a Niveis Pluviométricos

v # 0 e v = 0, respetivamente. No entanto, verifica-se uma maior proximidade das es-
timativas, para este intervalo de &k, com o valor 0.00089. Para valores de k superiores a
371, as duas trajetorias seguem caminhos divergentes. A curva referente ao caso v = 0,
inicia um processo de decrescimento até ao zero e ai fica estabilizada. Quanto a linha
do caso 7 = 0, comeca por apresentar um crescimento e, aproximadamente, para k entre
400 e 600, as estimativas parecem estabelecer uma nova probabilidade de excedéncia por
volta do valor de 0.004. Na tabela poderao ser observadas as estimativas pontuais

da probabilidade de excedéncia de 146 mm, para o caso concreto de k = 371.

Quantos as estimativas para o periodo de retorno do nivel 146 mm, existe uma maior
regularidade na curva correspondente ao caso v = 0, que, como se pode observar na figura
para valores de k inferiores a 371, encontra-se muito proxima da estimativa fornecida
pelo método POT, de 1119.451 meses ou, equivalentemente, 93.28758 anos. J& para o caso
~v # 0, poderao ser identificados dois momentos para k < 371. O primeiro, no intervalo
(50,180), a trajetoria tem um percurso em volta da estimativa dada pela metodologia
POT, de 3652.91 meses, que em anos corresponde a 304.4092. O segundo momento
acontece para um k a variar entre 180 e 371, onde a trajetoria apresenta um decrescimento,
encontrando-se muito mais proxima da estimativa obtida no método POT, com ~ =
0. Para valores de k acima de 371, as estimativas para o periodo de retorno, quando
considerado o dominio Gumbel, sdo decrescentes e, sensivelmente, para k € (400, 600),
estabilizam num valor perto de 270 meses, o correspondente a 22.5 anos. Para v # 0 o

grafico das estimativas é crescente.

Tabela 5.52: Estimativas pontuais para o periodo de retorno e probabilidade de excedéncia

do nivel 146 mm, quando k = 371, para os niveis pluviométricos mdximos mensais

k=371
Periodo Retorno/ MV - POT Semi-Paramétrica
Prob. Excedéncia ~=0 ~Y#0 ~=0 ~Y#0
T(146) 1119.451 meses | 3652.91 meses | 799.88266 meses | 2994.3474 meses
93.28758 anos | 304.4092 anos | 66.656888 anos 249.52895 anos
| P(x>146) | 000089 | 000027 | 000125 | 000033 |

Na tabela [5.52] encontram-se as estimativas para o periodo de retorno do nivel pluvio-
métrico de 146 mm, na situacao especifica k = 371. Apesar de uma diferenca de 26 anos,
a maior semelhanca acontece quando o EVI é nulo, no entanto, para ambos os casos,
a estimativas semi-paramétricas indicam um menor tempo de espera para um nivel de

precipitagao superior ou igual a 146 mm.

Na figura [5.81] estao representadas as estimativas para o limite superior do suporte.
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Para k a variar, essencialmente, entre os valores 200 e um pouco antes de 371, obtém-
se estimativas, aproximadamente, entre 150 mm e 240 mm. Contudo, como pode ser
observado, a maior parte da trajetéria indica que o nivel maximo de precipitagao em
Barcelos, ja foi atingido com o nivel de 146 mm. Este estimador nao se revelou, portanto,
muito eficaz. Em relacao & estimativa MV obtida para este parametro, na metodologia
POT, de 313.1014 mm, esta bastante acima dos valores obtidos com o estimador semi-

paramétrico dos momentos. Para k = 371, obtém-se £ = 146, podendo, no entanto,
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Figura 5.81: Estimativas para o limite superior do suporte, para a amostra dos niveis

pluviométricos mdzrimos mensais

atingir com 95% de confianca, qualquer valor entre 146 mm e 370.582 mm.

III) Testes aos Dominios de Atragao

Quando foram calculadas as estimativas do EVI, através dos estimadores de Pickands,
dos momentos, generalizado de Hill e mixed-moment, foi evidenciado que estas estavam
muito proximas de zero e, por esse motivo, a distribuicao dos niveis pluviométricos ma-
ximos mensais tem uma forte possibilidade de pertencer ao dominio de atracao Gumbel.
No entanto, as varias estimativas vao alternando entre valores positivos e negativos e,
por isso, serd conveniente aplicar-se um teste de hipoteses aos dominios de atracao, em

especial ao dominio Gumbel. Assim, para as hipoteses,
HO Fe D(Go) US. H1 Fe ID(G»Y)»Y;&(] (521)

serdo usadas as estatisticas normalizadas da razdo, T,/ (k), de Greenwood, R (k), e de
Hasofer-Wang, W (k). Na figura estao representadas essas estatisticas, em funcao do

n
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valor de k e os quantis criticos associados ao nivel de significancia de 0.05, das distribuicoes

standard Normal e Gumbel.

R, ()
W (k) <~ G067

Valor observado das estatisticas
0
1
Valor obsenvado da estatistica

Figura 5.82: Trajetoria das estatisticas de teste R’ (k) e Wi(k) (figura da esquerda) e
T (k) (figura da direita), versdao bilateral

Como se pode observar, para as estatisticas de Greenwood e de Hasofer-Wang nao se
rejeita a hipdtese nula, definida em , ao nivel de significancia de 5%, para valores
de k inferiores a 400. Para a estatistica da razdo, s6 existe rejeicao, ao mesmo nivel de
significancia, quando k£ > 700, ou seja, ja para uma quantidade elevada de observacoes

retidas.

Portanto, com os testes de Greenwood e de Hasofer-Wang ha a rejeicao do Dominio
Gumbel, se se considerarem mais de 400 observagoes da amostra original de niveis pluvio-
métricos maximos mensais. Quer isto dizer que, para esta situagdo, com uma significancia
de 5%, existe evidéncia estatistica de que o EVI é diferente de zero. Como, a aborda-
gem paramétrica, efetuada a esta amostra, apontou o dominio de atracao Weibull como
outro potencial candidato e, j& na abordagem semi-paramétrica, alguns estimadores para
o EVI, mais propriamente os estimadores dos momentos e de Pickands, para k£ > 400,
e o estimador generalizado de Hill, para 400 < k£ < 550, indicaram alguma preferéncia
por estimativas negativas para este parametro, serao, também, colocadas em teste as
hipoteses,

H{) Fe D(Go) vS. H1 Fe D(GV)7<0. (522)

Pela figura para valores de k a partir, sensivelmente, de 400, o valor observado
da estatistica de Greenwood ¢é inferior ao quantil da Normal standard zg 5, e o referente

a estatistica de Hasofer-Wang é superior ao quantil zgg5, logo, em ambos os casos, hé
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Figura 5.83: Trajetoria das estatisticas de teste R’ (k) e W (k) (figura da esquerda) e

T (k) (figura da direita), versao unilateral

a rejeicao da hipotese nula. Sendo assim, ao nivel de significAncia de 5%, poder-se-a
considerar que, quando sao retidos os k maiores niveis pluviométricos, com k£ > 400, a
distribuicao subjacente aos dados pertence ao dominio de atracao Weibull. Quanto a
estatistica da razao, a rejeicao da hipotese referente ao dominio Gumbel, s6 acontece para
valores de k superiores a 650, uma vez que o valor observado da estatistica é inferior ao

quantil gg.o5.

Portanto, estas conclusoes vém ao encontro dos valores obtidos anteriormente, aquando
a estimacao dos diversos parametros, em funcao de k. Em geral, para valores de k in-
feriores a 400, as estimativas semi-paramétricas apresentavam uma maior proximidade
a estimativa MV, da metodologia POT, com v = 0. De facto, relembre-se que para o
threshold de 34.5 mm, tinham-se 371 excessos, valor esse que pertence ao sub-conjunto
indicado para k. Para além disso, as estimativas dos varios parametros apresentaram,
tendencialmente, uma maior estabilidade para k& < 371 (que esta contido em k < 400),
logo sera razoavel aceitar-se que a f.d. F subjacente aos niveis pluviométricos maximos

mensais, faz parte do dominio de atragdo Gumbel.

Assim, tendo em conta que os testes estatisticos aplicados nao rejeitam a hipotese
do dominio de atracao ser Gumbel para, sensivelmente, k < 400 e os estimadores dos
varios parametros apresentarem, na sua maioria, uma zona de estabilidade, também para
k < 400, é sensato aceitar que os valores estimados, considerando v = 0, terao uma maior
credibilidade.

Um outro pormenor curioso e que pode ser observado ao longo das varias estimativas

apresentadas, para os diversos parametros de interesse em acontecimentos raros, tem a
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ver com o facto de existirem grandes diferencas nessas estimativas, quando considerados
os casos 7 = 0 e v # 0, mesmo quando o valor de 7, na segunda situagao, esta tao préximo

de zero.



Capitulo 6

Consideracoes finais e problemas em

aberto

Nesta dissertacao foi realizada uma anélise estatistica em valores extremos a niveis
pluviométricos ocorridos na cidade de Barcelos, uma cidade portuguesa localizada numa
regiao que, habitualmente, apresenta os mais altos registos de pluviosidade anual do pafs.
Pretendia-se com esta andlise identificar, num primeiro momento, o dominio max-estavel
ao qual pertence a distribuicao destes niveis e, feita essa identificacao, poder-se-ia, de
seguida, proceder a estimacgao dos parametros do modelo em questao e, consequentemente,
fazer inferéncia sobre quantidades tao importantes como os quantis extremais, os niveis de
retorno de determinado niimero de anos, os periodos de retorno, etc, que sao fundamentais
na previsao e prevencao de catastrofes associadas & ocorréncia de niveis pluviométricos

elevados.

Recorde-se que a amostra original disponivel era constituida por registos didrios de
precipitacao, de 1932 a 2008, e, a partir daqui, foram construidas outras sub-amostras,
nomeadamente, com o0s niveis maximos anuais, os niveis maximos mensais e 0s niveis
maximos anuais por estacao do ano, com vista & aplicacao de diferentes abordagens em
inferéncia estatistica em valores extremos, como a metodologia Gumbel com os maximos
extraidos por blocos, o método da maiores observacoes, o método POT dos excessos de

um nivel e a metodologia PORT dos excessos de nivel aleatério.

As metodologias aplicadas e apresentadas nesta dissertacao apontaram para um indice
de valores extremos menor ou igual a zero, indicando, assim, que a distribuicao subjacente
aos niveis pluviométricos maximos anuais e mensais poderd ser Gumbel ou Weibull. Os
testes de hipoteses utilizados indicaram uma preferéncia por um EVI nulo, remetendo,

assim, a distribuicao dos niveis pluviométricos para a familia Gumbel. Ora tal situacao

199
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vem coincidir com o que é considerado na literatura, pois, de um modo geral, a distribuicao

Gumbel é 0 modelo mais frequentemente utilizado para tratar extremos hidrologicos.

Quando condicionados os dados a estacao do ano, neste caso apenas ao outono e
inverno, e aplicado o método dos méximos anuais, o modelo Gumbel revelou-se, também
aqui, o mais adequado. Na presente dissertacao nao foram apresentadas as analises POT
e semi-paramétrica, que também foram realizadas com estas amostras, para cada uma
das duas estacoes do ano. Para os niveis pluviométricos maximos anuais no outono, a
metodologia POT apontou para um EVI negativo (estimativa MV: 4 = —0.67214) e os
testes aplicados foram unanimes na decisao de rejeicao da hipotese nula, v = 0, aceitando-
se, assim, uma distribuicao com cauda leve, pertencente ao dominio de atragao Weibull.
Para o inverno, a estimativa do EVI obtida estd muito proxima da origem (estimativa
MV: 4 = —0.07152683) e a hipotese da distribuicao dos excessos ser exponencial nao é
rejeitada. Logo, neste caso, e mais uma vez, o dominio de atracao Gumbel revelou-se o

mais adequado.

Relativamente a abordagem semi-paramétrica para as duas estagoes, esta revelou re-
sultados que reforcam as conclusées obtidas com a metodologia POT. Alias, este porme-
nor foi, também, verificado nas duas analises semi-paramétricas realizadas e apresenta-
das nesta dissertacao. Existe uma clara afinidade entre a abordagem semi-paramétrica
e o método paramétrico POT. As varias quantidades calculadas revelaram-se bastante
semelhantes, nas duas metodologias, facto esse evidenciado nas diversas figuras apre-
sentadas, e onde era nitida a existéncia de regides onde as trajetorias das estimativas
semi-paramétricas, apresentavam um padrao estavel em torno das estimativas obtidas
pelo método POT. Perante tal situacao, é evidente que tomar uma atitude rigida pe-
rante as duas abordagens e considerar que, cada uma delas, se situa num compartimento
estanque, é totalmente errado! As abordagens paramétrica e semi-paramétrica, ao con-
trario do que alguns investigadores consideram, nao estao de costas voltadas, mas sim
complementam-se e quando usadas em parceria, poderao fornecer modelos probabilisticos
mais proximos da realidade, que caracterizem e descrevam o comportamento dos valores
extremos associados ao fenémeno em estudo. Ora isso vai permitir o aumento do conhe-
cimento por parte da sociedade que, por sua vez, serd utilizado na tomada de decisoes e

na avaliacao dos riscos associados a esses eventos extremos.

Com esta dissertacao, é, igualmente, demonstrada a utilidade da EVT na quantificacao
do risco de precipitacao elevada, no que respeita a analise da cauda direita das distribui-
coes, onde a abordagem tradicional, baseada no Teorema do Limite Central, se revela
ineficaz. A distribui¢do Normal nao consegue acomodar os riscos associados a eventos

extremos e, como tal, justifica-se o uso da inferéncia estatistica em acontecimentos raros.
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Um outro aspeto que, também, poderé ser constatado na analise aqui efetuada, prende-
se com o facto que, em muitas situacoes, os dados observados sao escassos e nao permitem
ter a percecao de cenarios extremos nunca antes ocorridos. Por exemplo, o nivel pluvi-
ométrico maximo observado em Barcelos, no periodo considerado, foi de 146 mm mas,
nao podemos ser ingénuos ao ponto de acreditar que niveis mais elevados nunca serao

atingidos. Sobre isso, Emil Gumbel sempre defendeu que,

"Il est impossible que 'improbable n’arrive jamais. Il y aura toujours une valeur qui

dpassera toutes les autres.”

Na area da hidrologia e climatologia essa consciéncia tem-se manifestado nos tltimos
anos. O IPCC (Intergovernmental Panel on Climate Change), um organismo fundado
pela Organizacao Meteorologica Mundial e pelo Programa das Nagoes Unidas para o

Meio Ambiente, afirmou que,

"... € muito provdvel que a frequéncia de chuvas intensas venha a aumentar com a

subida da temperatura média global. Isto implica mudancas nos padroes de precipitacao,

um fator importante, entre outros, para a intensidade e frequéncia das inundagoes.”

Por este motivo, um estudo sistematico de eventos extremos ¢ de grande relevancia
para estas areas ambientais, e as estimativas dai decorrentes sao imprescindiveis para o
planeamento e desenvolvimento das atividades sujeitas a efeitos adversos, especialmente
estruturas de engenharia civil e sistemas agricolas. O ser humano sempre estara exposto
ao risco de inesperadas e desagradaveis alteracoes climaticas provocadas quer por causas
naturais, quer por sua propria culpa. Nao serd possivel evita-las, contudo, com o auxilio
da EVT serd possivel criar uma cultura de convivéncia com esses eventos, diminuindo,
consideravelmente, os efeitos adversos provenientes dos mesmos. As estimativas, que
uma analise em valores extremos fornece, deverao ser utilizadas para prever os potenciais

impactos desses eventos raros e planear medidas de mitigacao e adaptacao.

Como ja foi referido, apesar da escolha recair sobre o dominio Gumbel, as estimativas
obtidas indicaram que a distribuicao subjacente a estes niveis pluviométricos poderia
também pertencer ao dominio de atracao Weibull. Ora, a cauda direita da distribuicao
serd do tipo exponencial mas ligeiramente mais leve, ou seja, a distribuicao estara situada
na fronteira entre os dominios Gumbel e Weibull. Como tal, este poderd ser um dos
casos em que se tem um limite superior do suporte finito, no dominio Gumbel. Seria

interessante desenvolver-se um estudo que aprofundasse mais esta ideia.
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Nesta dissertacao apenas foram focados os niveis pluviométricos registados pela es-
tacao de Barcelos, mas seria interessante a extensao espacial deste estudo, as restantes
estacoes hidrolégicas portuguesas. Dessa forma, poderia ser realizada uma analise em
valores extremos aos niveis pluviométricos de cada uma dessas estacoes, com o objetivo
de se proceder, de seguida, ao ajustamento dos modelos extremais mais adequados. Com
base nas estimativas dos parametros dos modelos, poderia ser efetuada uma analise clas-
sificatoria, com vista a identificagao de clusters, no que toca a forma da cauda direita das
distribuigoes destes niveis. Assim, poderiam ser definidos grupos/regioes hidro-climaticas,
onde os membros de um mesmo grupo seriam regioes de Portugal, onde os niveis pluviomé-
tricos elevados teriam um comportamento semelhante, o que permitiria uma catalogagao

das regioes mediante o risco associado a precipitagao.

Também seria interessante expandir o estudo realizado a outra variaveis climaticas,
como a temperatura, a nebulosidade, a insolacao e a humidade relativa, e alargar ao caso
multivariado, pois, em situagoes ambientais existem muitas questoes que estao interliga-
das, e que necessitam ser tomadas em consideracao quando se pretende criar ferramentas

de apoio a decisao.

Um outro estudo que teria bastante interesse, seria uma anélise em valores extremos
com uma amostra que combinasse os niveis pluviométricos e as suas duracoes. Desta
forma poderiam ser obtidas estimativas de quantidades importantes, como, por exemplo,

os niveis de retorno de precipitacao para determinadas duragoes.

Em questoes ambientais existem, essencialmente, duas questoes fulcrais, uma delas
serd a compreensao dos processos fisicos que originam determinados eventos, e a outra
estard relacionada com a predicao de realizagoes futuras, que foi o grande tema desta
dissertacao. Por este motivo, é crucial uma colaboracao entre as ciéncias do ambiente e
a Estatistica, e em especial, com a area de Valores Extremos. Desta forma, os modelos
ajustados que permitem fazer a tao importante inferéncia, quantificar os efeitos e medir
o risco, como ja foi referido diversas vezes, serao muito mais adequados a realidade e
irdo permitir dar respostas mais eficientes e em tempo 1til, para ser feita a mobilizacao
necessaria dos meios que amenizem os efeitos negativos. No caso da precipitacao, quando
esta cai em quantidade elevada, por vezes, provoca as inundacoes que tantos estragos causa
& Humanidade. Sao vidas que se perdem, produgoes agricolas destruidas, casas, prédios
e outras edificacoes que, num instante, ficam num caos, terras que desabam, estradas que
desaparecem... A Teoria de Valores Extremos nao impede que estes danos acontecam,

mas ¢ um elemento primordial para que essa destruicao seja menos catastrofica.
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