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1 -Neste trabalho, tomando como base o modelo de Leontief, pre­
tende-se obter urn resultado acerca do sinal da varia<;:ao dos coeficientes 
que representam o peso dos fornecimentos de&tinados a procura final na 
produ<;:ao de cada sector de uma economia de n sectores produtivos, onde 
se nao considera explicitamente a evolu<;:ao dos pre<;:os. 

2- Consideremos entao o conjunto de equa<;:oes de recursos/utiliza­
<;:oes para cada sector i (i = 1, 2, ... , n) 

n 
X;= ~ X .. +Y· j= 1 lj I 

X1 = produ<;:ao do sector i 
XIJ = produ~tao do sector i utilizada pelo sector j 
Y, = produ(fao do sector i destin ada a procura final 

Definido o coeficiente tecnico a1i pel a igualdade a1i = ~ e o coefi­

ciente da procura final b1 por b1 = ~; obtemos as n igualdades 
1 

n 
X1 = . ~ 1 aii Xi + b1 X1 

j= 

ou, em nota<;:ao matricial 

1) 

on de 

X= AX+ BX 

x(n X 1) = VeCtOr da pr0dU<;:8.0 

A(nxn; = { B;j} 

B(nxn) = { d1jb;} 
a ,i de Kronecker 

(*) Tecnico superior principal do Departamento Central de Planeamento e assistente 
convidado do ISE. Agradec;:o ao Prof. Miguel Beleza os uteis comentarios feitos a uma versao 
inicial deste trabalho. Todos os erros porventura existentes sao, porem, da minha inteira res­
ponsabilidade. 
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tem-se de 1) 

2) (/-A-B) X=O 

Para que esta equac;:ao tenha uma soluc;:ao nao nula para X e necessa­
ria que 

/t-A-B/=0 

lntroduzamos agora a seguinte condic;:ao: 

CONDI<;AO- Num dado perfodo, a estrutura produtiva caracte­
rizada pelas matrizes A e B s6 permite a produc;:ao de um 
determinado vector X ou de qualquer outro em que as propor­
c;:oes sectoriais se mantenham, isto e, o vector X numa es­
cala diferente; a escala depende da dotac;:ao de factores prima­
ries. 

Esta condic;:ao e admissfvel se atendermos a que nenhuma razao existe 
para se considerar que, num dado perfodo, a produc;:ao realizada se obtem 
por acaso entre muitas produc;:oes possfveis. De hip6tese a condic;:ao trans­
forma-sa em teorema demonstravel se admitirmos que a matriz A+ B e in­
decomponfvel (1). 

Sendo hip6tese ou teorema, aquela condic;:ao interessa-nos, principal­
mente, pelo que diz respeito a constancia dos coeficientes de B. 

Desta forma, as soluc;:oes da equac;:ao 2) sao do tipo X= >-X* comA. 
qualquer e, entao, a caracterrstica de I - A - B, r(l- A - B), vem igual a 
n- 1. Com efeito, por um conhecido teorema da algebra tinear sabe-se 
que, se a matriz C for de ordem n se tem n = r (C)+ N(C) onde N(C) e a di­
mensao da variedade linear de todos os X tais que ex= 0. Como no nosso 
caso N(l -A - B)= 1, tem-se r(l- A - B)= n - 1. 

Se r(l- A- B)= n- 1 e, portanto, todas as soluc;:6es de 2) sao do 
* A 

tipo X=>..X isto significa que, seA e B se mantiverem constantes ao Iongo 
de uma serie de perroctos, entao o crescimento da produc;:ao, a existir, 
(o que sucede no caso de, a partir de um vector X~ no perfodo 0 se obter 
para o periodo t um vector X1 =.A'X~com A. 1) sera identico para todos os 
sectores da economia. 

Como e facil de constatar este tipo de crescimento nunca se verificou 
no passado hist6rico. Diversos sectores tem, em geral, ritmos de cresci­
mento diferentes, o que significa que uma pelo menos das matrizes A ou B 
se altera ao Iongo do tempo. 

(1) Com o lema 2, ver mais adiante, o maier valor proprio de A+ a e a unidade. Este 
valor proprio tem multiplicidade 1 par ser A+ B indecomponivel e, portanto, I- A - a tem o 
valor proprio 0 com multiplicidade 1, pelo que a caracteristica de I - A - a e n - 1. 
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Poderemos, assim distinguir dais tipos «puros» de crescimento: 

1) Cresci menta associado a alterac;:oes dos coefic'ientes tecnicos 
par inovac;:oes tecnol6gicas e que se traduzem na variac;:ao 
da matriz A. 

2) Crescimento associado a alterac;:oes das proporc;:oes em que os 
diversos sectores fornecem para a procura final e que se 
traduzem na variac;:ao de B. 

lremos considerar seguidamente alguns aspectos relacionados com 
este segundo tipo de crescimento. 

3 - Sejam, no momenta f, as equac;:oes 

n 
l: a,;xi (f)-b, (f) x, (t)=O (i=1, 2, ... ,n) 

i= 1 

onde, par a,; se designam os coeficientes a,i- a,i 
derivando em ordem a f vern: 

n 
I a.~ x' (f) -b; (f) Kf (t) = bi(f) X; (f) j= 1 If I 

ou, se todos os x, (t) forem diferentes de 0 

3) 

onde 

l: a~x\(t) • X;(t)- b.(f) x~(t) = b' 
If Xj (f) X; (f) I X; (f) I (t) 

[/ -A** - B (f)] Z (f) = DB (t) 

1-A -;,:n = { (4. -a;;) x; (t)} 
If X;(t) 

Z(t)nx1={x1.}!)}- DB(f)nx1 = {b~(f)} 
X; (t) 

Podemos agora provar o seguinte teorema: 

TEOREMA. - Sendo indecomponlvel a matriz A as variac;:Oes bi (t) 
(i = 1, 2, ... , n) nao nul as nao podem ser todas do mesmo si­
nal. 

Para demonstrar este teorema comec;:aremos por demonstrar o seguin­
te lema: 

LEMA 1. - 0 vector DB(f) tern de obedecer a seguinte condic;:ao: 

[DB(t)]Ty*=O 
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onde y* e uma solu<;:ao nao nula de 

[1-A**-B(t)Yy=O 

e T indica transposi<;:ao. 
Dem.- Provemos primeiro que existe uma solu<;:ao y* 
(nao nul a) para [/-A··- B(t)]Ty = 0. Com efeito, verifica-se 
tacilmente que o determinante de [/-A··- B(t)] e igual ao 
determinante de [/-A- B(t)] pois a multiplica<;:ao de cada 

x. (t) 
elemento de [/-A-B(t)] por ~ nao altera os termos 

do determinante. Entao, [1-A**-B(t)]=O e, portanto, existe 
* * ~ T uma solu<;:ao y**O para [l-A -B(t)] y=O. Transpondo 

ambos os membros de 3) vem 

Z(t)T[/- A··- B(t)Y = [D B(t)]T 

e multiplicando ambos os membros por y· 

0 = [OB(t)fy· 

conforme se quereria provar. 

Para se prosseguir a demonstra<;:ao do teorema provaremos seguida­
mente um outro lema, que e um resultado imediato do teorema de Frobe-
nius. 

LEMA 2. - 0 maior valor proprio de A··+ B(t) e a unidade. 
Dem. - Suponhamos que existia um valor proprio " superior 
a unidade. Entao 

[A+ B(t)]X* =1\X* >-.> 1 

Como A e indecomponfvel (primitiva) (2) e nao negativa e, 
portanto, tambem o e A + B(t), pelo teorema de Frobenius 
existe um vector proprio positivo associado ao maior valor 
proprio de A+ B(t) e prova-se (3) que nao existe outro vector 
proprio nao negativo. Entao, nao existiria nenhum vector pro­
prio nao negativo associado ao valor proprio 1. Ou seja, nao 
have ria nenhum vector x· nao negativo tal que [A + B(t)]X* = x· 
isto e, nao haveria nenhum vector po~sfvel de produ<;:ao, o 
qual seria absurdo. Desta forma, o maior valor proprio de 
[A+ B(t)] e a unidade e, portanto, o maior valor proprio de 
A··+ B(t) e de [A··+ B(t)f e tambem a unidade pois, como e 
facil de verjficar estas matrizes tem os mesmos valores pr6-
prios de A + B(t). 

(2) Para ser primitiva uma matriz indecomponivel nao negativa basta que pelo menos um 
elemento da sua diagonal principal seja positive. Ver Woods (1978). 

(3) Brody (1970), Woods (1978). 
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Com este resultado poderemos finalmente demonstrar o ultimo lema: 

LEMA 3. -As componentes das soluc;:oes y· de 
[/-A .. - B(t)Yy = 0 tern todas o mesmo sinal. 
Dem. - Com efeito, [A •• + B(t)Y e indecomponfvel e pqrtanto, 
tera um vector proprio positivo associado ao seu maior valor 
proprio que, como vimos, e a unidade. lsto e, existira y· de 
componentes positivas tal que 

[A··+ B(t)Yy* = y· 

don de 

[I- A"*- B(t)Yy· = o 

onde y· tern todas as componentes positivas. 
Por outro lado, verifica-se facilmente que a caracterfstica de 
[/-A •• - B(t)Y e igual a de [/-A- B(t)Y que, como vimos 
e n-1. Desta forma, todas as solucoes de [1-A**-B(t)Ty=O 
sao da forma p. y* com 1.1. real, e, portanto, todas as compo­
nentes de y· tern o mesmo sinal, conforme se queria provar. 

Com o lema 1 e o lema 3 obtemos imediatamente o teorema que se 
pretendia demonstrar. 

4- Note-se, entretanto, que a condic;:ao do lema 1 nao garante que 
todas as componentes de Z(t) sejam nao-negativas, ou seja, que nao exista 
crescimento negativo da produc;:ao de algum sector. 

Para assegurar que todos os sectores tenham crescimento positivo 
ou nulo basta escolher um DB(t) tal que as relac;:oes [1-A-B(t)ty ~ 0 
DB(t{y < 0 nao tenham nenhuma soluc;:ao y. Este resultado e apenas a 
traduc;:ao, ao nosso caso, do teorema do hiperplano separador e pode ter 
interesse para os casos especfficos da matriz A. 

0 resultado obtido no teorema· pode ser util para certos aspectos da 
planificac;:ao. Por exemplo, se considerarmos os coeficientes tecnicos da 
matriz A como coeficientes nacionais e supondo tudo o resto constante o 
teorema permite afirmar nao ser possfvel aumentar a percentagem da pro­
du<;:ao destinada a exportac;:ao simultaneamente em dois sectores a nao ser 
a custa dessa propon;:ao num terceiro sector. 
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