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UMA NOTA SOBRE A SEGUNDA CONDICAO 
DE ERDMANN-WEIERSTRASS 
DO CALCULO DAS VARIACOES 

Gregorio Luiz (*) 

A aplicac;:ao classica do calculo das variac;:oes e, na teoria da produ­
c;:ao, para determinac;:ao do plano de produc;:ao de um ou mais bens num 
certo horizonte temporal. Mais recentemente, as metodos de calculo das 
variac;:oes tem side aplicados na teoria do crescimento optima. 

0 presente artigo nao se destina a examinar as aplica<;:6es do calculo 
das variac;:oes a economia, mas apenas contestar uma condic;:ao classica 
da teoria, que e habitualmente apresentada como condic;:ao necessaria de 
extreme. Veremos que a referida condic;:ao apenas se pode considerar 
como condic;:ao necessaria para o caso dos extremes fortes, nao o sendo 
no case dos extremes fracas. Para o efeito, utilizaremos um exemplo em 
que a condic;:ao de Erdmann-Weierstrass nao se verifica, e nao obstante 
estamos em presenc;:a de um extreme. Tambem com um exemplo conve­
niente veremos onde falham as demonstrac;:oes habitualmente apresentadas 
quando referidas ao caso dos extremes fracas. 

1 - lntroduc;ao 

A) Seja F(x, y, y') uma func;:ao nas tn3s variaveis x, y e y' continua e 
com derivadas parciais contfnuas ate a 3.a ordem em certo aberto A e 
considere-se a funcional b 

¢ (y) = 1 F (x, y, t) dx 

Como domfnio desta funcional considera-se a classe ff das func;:oes 
y (x) nas seguintes condic;:6es: 

a) Contfnuas em [a , b] e com derivada continua em todos os pon­
tes desse intervale, excepto, quando muito, num numero 
finite de pontes interiores, em cada um des quais, no en­
tanto, existem finites os limites laterais y' (x + 0) e 
Y' (x- 0); 

b) Tais que o con junto dos pontes (x, y, y'), com a ~ x ..:::::. b, 
y = y (x) e y' = y' (x ± 0), esteja contido no aberto A onde 
a func;:ao F (x, y, Y') tem as propriedades acima referidas. 

(*) Assistente do lnstituto Superior de Economia de Metodos Matematicos e de Estatisti· 
ca. Responsavel pelas cadeiras de Metodos Matematicos I e Metodos Matematicos II. 
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Representaremos por ~0 (y) a restric;ao de ¢ (y) a subclasse Yo c sr 
formada pelas func;oes cujos graticos tern extremidades nos pontos fixos 
(a, ao) e (b, bo): 

flo { Y : Y E !J'. y (a) ao e y (b) bo} 

B) A determinac;ao dos extremantes relatives de ¢o (y) e um pro­
blema classico de calculo das variac;oes e encontra-se exaustivamente estu­
dado ·em diversas obras. Em todos os livros se encontra a seguinte condi­
c;ao necessaria para que certa Yo E flo seja extremante de 0o (y): sendo c 
um ponto de interior do intervale [a , b] onde y~ (c + 0) # y~ (c - 0) 
e sendo Yo extremante de !Oo (y), tem-se: 

F [c, Yo (c) , y~ (c + O)] - y~ (c + 0) oF~ , [c , Yo (c) , y~ (c + 0)] = 

= F [c , Yo (c), y~ (c-O)] - y~ (c- 0) 0 F'y, [c , Yo (c), y~ (c- 0)] 

Esta condic;ao e designada par alguns autores por segunda condic;ao 
de Erdmann-Weierstrass. 

C) 0 nosso objectivo e mostrar que a condi<;:ao referida em B) nao e 
de facto necessaria para a existencia de extrema fraco, sendo apenas 
necessaria para a existencia de extrema forte, questao que nunca vimos 
esclarecida em I ado nenhum; os autores ·que consultamos, e que vao indi­
cados no final desta nota, limitam-se a apresentar a condiQao necessaria 
referida juntamente com outras condic;oes necessarias de extrema fraco, o 
que leva o leiter menos atento a considera-la tambem como uma condic;ao 
necessaria de extrema fraco. 

Tentaremos tambem mostrar onde falha a demonstrac;ao apresentada 
nos livros quando considerada como demonstrac;ao da necessidade da con­
dic;ao para o caso dos extremantes fracas. 

2 - Extremantes fracos e fortes 

A) Seja Cj) (a, b) a classe das fun<;:oes y (x) nas seguintes condi<;:oes: 
contfnuas em [a, b] e com derivada continua em todos os pontes desse in­
tervale, excepto, quando muito, num numero finite de pontes interiores, em 
cada um dos quais, po entanto, existem finitos os limites laterais y' (x + O) 
e y' (x - 0). Considerando a adic;ao de func;oes de 0 (a , b) e a multiplica­
c;ao de func;oes dessa mesma classe por escalares de R, temos o espac;o 
vectorial das funQoes da classe :0 (a , b). 
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Definiremos nesse espac;o as duas seguintes normas: 

II Yllo = max I y (X) I 
a=:x""-b 

II Y !11 = max I Y (x) ! + Sup I Y' (x) I 
a ~x,;;;b a,;;;x,;;;b 

Claro que II y I! 1 < t ==;. II y II 0 < e 

B) Se a func;ao Yo E 96 for extremamente relative de 0a (y}, quando a 
norma definida em fiJ (a , b) for II . llo, tambem e extremamente relative se a 
norma definida for 11. 1!1. Com efeito, sendo Yo E El o extremante relative, por 
exemplo minimizante, quando se considera a norma II -llo, entao existe 
um [, >0 tal que 

YoE:fo } 
·II y- Yo II o< e . =? ¢o(Y) ~ ¢o(Yo) 

e entao, quando se considera a norma II ·11,, Yo € flo e tambem minimizante 

Yo E flo } Yo E ffio 

IIY-Yall1<t ~~~Y-Yollo<£ }'* 0o(Y)~ IZio(Yo) 

Quando a norma considerada for II ·llo. fala-se de extremantes fortes; 
quando for ll·ll1, fala-se de extremantes fracos. Como vimos acima, urn 
extremante forte e tambem extremante fraco. A afirmac;ao inversa nao e 
verdadeira, conhecendo-se diversos exemplos de extremantes fracos que 
nao sao extremantes fortes. 

3 - Exemplo de urn extremante fraco para o qual nio se verifies a 
segunda condi~io de Erdmann-Weierstrass 

7 

Seja G (z) uma func;ao variavel z nas seguintes condic;oes: 

1) Continua e com derivadas continuas ate a terceira ordem no 
intervale ] - oo, + oo [; 

2) Com urn mfnimo relative em z = 1 e outro em z = 3, sendo esses 
mfnimos G(1)=0 e G(3)= 1. 

Com G(z) nas condic;6es indicadas, podemos afirmarque: 

3) Existe um E. >0 tal que para 1 - 6 < z < 1 +e tem-se G(z) ~ o 
e para 3 - f. < z < 3 + t tem-se G (z) ~ 1 ; 

4) A derivada G'(z) anula-se em z = 1 e em z = 3. 

357 



Considere-se agora a funcional 

~ (y) = J2 
G(y') dx 

-2 

cujo dominic e toda a classe j) (- 2, 2). Considere-se a restrit;:ao (210 (y) de 
¢ (y) a subclasse !iJa(- 2,2) formada pelas fungoes de 9) (- 2,2) cujos 
graticos tem extremidades em (- 2,- 2) e (2,6). Uma das fun<;:oes da 
classe ;Do(-2,2) e a seguinte: 

Yo(X) = { ;X (- 2 Lx < 0) 

(LX L 2) 

Provaremos seguidamente que Ya(X) e um extremante (minimizante) 
fraco da funcional 0a (y): 

a) Em primeiro Iugar, vejamos que 0a(Ya) = 2. Com efeito 

pelo que 

e portanto 

- 2 L X < 0 '* Y6 (X)= 1 

0 <XL 2 '* Y6(X) = 3 

- 2 L X < 0 '* G (y') = 0 

0 < X L 2 '* G (y') = 1 

¢a(Yo) = 1: G(y') dx = 2 

b) Dada uma qualquer Y E J)o (- 2,2) tal que II Y- Yo ll1 < Ei, 
em que f, e o referido em 3), vejamos que ¢o (y)::::,. 0o (Yo)= 2. 
Com efeito 

II Y- Yo !11 <E: => I Y'(X)- Y~(x) I<E 

nos pontes x E [- 2,2] onde ambas as derivadas existam (*), pelo 
que 

I Y'(x) ~ 1 I<£ para -2 ...c: x ...c: o ('"") 
I Y'(x)- 31 < e para 0..::::::. XL 2 

(*) Nos pontos onde nao existam ambas as derivadas (pontos esses que sao em numero 
fin ito) tem-se I Y'(x + 0)- yh(x + 0) I< t: e I Y'(x- 0)- yb(x- O) I <E.. 

(* *) Excepto num numero fin ito de pontos x onde as desigualdades se verificam substi­
tuindo Y' (x) por Y' (x + 0) ou Y' (x - 0). 
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A propriedade 3) da func;:ao G(z) permite agora concluir que 

0o(Y)= 1: G(y') dx ~ [: 0 dx+ {
2 

1 dx = 2 = 0o(Yo) 

c) As alfneas anteriores permitem concluir que Yo(x) e minimizante 
fraco de "o(Y), como se pretendia provar. 

•\' 

Vejamos agora que para a Yo(x), que provamos ser minimizante de 
¢o(Y), nao se verifica a segunda condic;:ao de Erdmann-Weierstrass. 0 ponto c 
onde yo nao tem· derivada e c = 0: nesse ponto, Yb( + 0) = 3 * 1 = YH- O). 

Ora, 

G[y~( + O)] = G(3) = 1; G[y~(- 0)] = G(1) = 0 

G~·[Y~( + 0)] = G'(3) = 0; G![Y~(- O)] = G' (1) = 0 

pelo que e facil constatar que nao se verifica a segunda condic;:ao de Erd­
mann-Weierstrass. 

4 - A necessidade da segunda condic;ao de Erdmann-Weierstrass no 
caso dos extremantes fortes 

A sequnda condic;:ao de Erdmann-Weierstrass e necessana para que 
Yo E X seja ext rem ante forte da funcional f2lo (y). lsso resulta imediatamente 
da condic;:ao necessaria de Weierstrass para a existencia de extremantes 
fortes e da primeira condic;:ao de Erdmann-Weierstrass, que a seguir se 
enunciam: 

Condi\=fio necessaria de Weierstrass 

Sendo Yo E 5o um minimizante (maximizante) forte da funcional 

¢o(Y) = [ b F(x,y,y') dx 

tem-se: 
E(x,, y,, z,, Z,) ~ 0 ( ~ 0) 

qualquer que seja o ponto (x,, Y1. h Z,) tal que y, = Yo(x,), z, = y~(x, ± 0) e 
que (x,, y,, Z,) f A, em que 

E (x,, y,, z,, Z,) = F(x,, y,, Z,)- F (x,, y,, z,)- (Z,- z,). F;, (x1, y,, z,) 

Primeira condi\=fio de Erdmann-Weierstrass 

Sendo c um ponto interior do intervale [a,b], onde y~(c + 0) =FY6(c- 0) 
e sendo Yo(X) extremante fr-aco de fllo(Y), tem-se: 

F~,[c, Yo(c), Y~(c + 0)] = F;,[c, Yo(C), y~(c- 0)] 
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Sendo Yo(x) minimizante forte de ~o (y) e sendo c um ponto tal que 
y~(c + 0) e y~(c- 0) sejam distintos, entao, tomando x1 = c, Y1 = Yo(c), z1 = 
= y~(c + O) e Z1 = y~(c- 0), obtem-se: 

0 L F[c, Yo(c), y~(c-0)]- F[c, Yo(C), y~(c + 0)]-

- [y~(c- 0)- y~(c + O)].F~,[c, Yo(c), y~(c + 0)] 

e tomando x1 = c, Y1 = Yo(c), z1 = y~(c- o) e Z1 = y~(c + 0), obtem-se: 

0 L F[c, Yo(C), y~(c + O)] - F[c, Yo(C), y~(c- O)]-

- [y~(c + 0)- y~(c- 0)]. F~[c, Yo(c), y~(c- 0)], 

resultando ambas as desigualdades da condic;ao necessaria de Weierstrass. 
Mas, como Yo(x) e tambem mihimizante fraco, a primeira condic;ao de 

Erdmann-Weierstrass garante que 

F~,[c, Yo(C), y~(c + 0)] = F~,[c, Yo(C), y~(c- 0)], 

pelo que os dais valores nao negativos obtidos pela aplicac;ao da condic;ao 
necessaria de Weierstrass sao simetricos um do outro, sendo, portarito, 
ambos nulos; resulta entao: 

F[c, Yo(c), y~(c- 0)] - y~(c- 0). F~,[c, Yo(C), y~(c- 0)] = 

= F[c, Yo(c), y~(c + 0)] ~ y~c + 0). F~[c, Yo(c), y~(c + 0)] 

que e a segunda condic;ao de Erdmann-Weierstrass. 

5 - Onde falha a demonstrac;io da necessidade da segunda condic;io 
de Erdmann-Weierstrass no caso dos extremantes fracos 

As demonstrac;oes da necessidade da segunda condic;ao de Erdmann­
-Weierstrass apresentadas habitualmente tem par base uma mudanc;a de 
variavel e utilizam, mais ou menos disfarc;adamente, uma propriedade que 
vamos enunciar seguidamente. 

Sejam ~ (t), ~o(t), 1l(t) e 1)o(t), t1 ..c. t ..c. t2, func;oes nas seguintes condi­
c;oes: 
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1) ~ (t) e ~ o(t) continuas e com derivadas continuas no interval a 
[t1o t2] e tais que ~ '(t), ~~(t) > 0 em todo o intervalo; 

2) 1l(t) e 1lo(t) pertencentes a classe 1J(t1, t2); 

3) ~(t1)= ~o(t1)=a e Ht2)= ~~{t2)=b 



Sejam ~- 1 (x) e ~a 1 (x), a L. x L. b, as inversas de x = ~ (t) e x = ~o(t), 
respectivamente, e fac;:amos as composic;:oes 

y(x)="fl[~- 1 (x)] e Yo(X)= "'1o[~;- 1 (x)] 

Dado o > 0, qualquer que ele seja, existe um e > 0 de modo que 

II ~ - ~ 0 II 1 < s } ~ II Y - Y 0 II < o 
II "f) - "f) o 111 < f, 1 

Esta propriedade, que os autores ou nao explicitam na demonstrac;:ao 
ou apenas lhe dedicam uma ou duas linhas, e em geral falsa, como mos­
traremos atraves de um exemplo. Ela pode provar-se, sem grande dificuldade, 
com a hip6tese adicional de que as func;:oes "f) e "flo tem derivadas contr­
nuas em todo o intervalo [t1, t2]; pode tambem provar-se se considerarmos 

II Y- Yo II o em vez de II y- Yo ll1, e e por isso que a demonstrac;:ao ha­
bitualmente apresentada para a necessidade da segunda condic;:ao de Erd­
mann-Weierstrass apenas vale para o caso dos extremantes fortes. 

Passemos entao a apresentar o exemplo que mostra que a proprie­
dade acima referida e, em geral, falsa: 

a) Considere-se' a func;:ao ~a (t) = t e a familia de func;:oes ~o (t; a)= 
= t + a (t2 - 1 ), em que - 1 L. t L. 1 e 0 < a < 1/2. Tomando 
uma qualquer das func;:oes ~ (t; a) e ~ o(t), esse par de fun­
c;:oes encontra-se nas condic;:oes supostas no enunciado da 
propriedade precedente: sao contrnuas e tem derivadas 
contrnuas em [ -1, 1]; ~ 6(t)= 1 e ~ (t; :z )= 1 +2 at, 

pelo que, com 0< a <112, tem-se ~ 6(t), ~'(t; a)> 0 em 
[-1,1]; finalmente ~o(-1) = ~ (-1; a)= -1 e ~o(1) = 
= ~ (1; a ) = 1; 

b) Considere-se a func;:ao "flo(t) = I t 1.- 1 .c. t L. 1, e suponha-se que 
a outra func;:ao "f) (t) referida no enunciado da propriedade 
coincide com "flo(t): "fl (t) = I t I· Nessas condic;:oes, as func;:oes, 
"f) (t) e "f) o(t) pertencem a classe !J (- 1 '1 ); 

c) Notemos agora que, dado £ > 0, e possfvel fixar :z suficiente­
mente proximo de 0 de modo a conseguir-se uma func;:ao 

~ (t; a) tal que II ~ - ~ o !11 < 8 . 
Por outro lado, II ·'1 - 1!a II= 0 < & qualquer que seja € > 0; 

d) Se a propriedade atras enunciada fosse valida em geral, fixado 
~ = 1, haveria um .f tal que 

II~-~ 0111 <€ } ~II Y- Yo 111 < 1 
II "f)- "lloll1 <€ 

em que 

y=y(x)= I - 1 + V 1 + 4 1. ( , + x) 
2 1. 

e Yo= Yo(X) = I X I 
361 



362 

devendo notar-se que 

t = - 1 + V 1 + 4 ~ ( a + x) 
2 a 

e t=x (-1 ~x~1) 

sao as inversas de x = t + a (t2 - 1) e x = t (- 1 ..:::::. t ..:::::. 1 ). 

Notanda que I/1J - 1J a ll1 = 0 e que II ~ - ~ a II 1 < s desde 
que a func;:ao ~ seja obtida da famflia ~ (t; a ), fixando a 

suficientemente proximo de 0, deveria ter-se II y- y a II 1 < 1 
desde que escolhido a suficientemente proximo de 0. 
Entao, com a nessas condic;:oes, deveria ter-se: 

Sup I Y'(x)- Y~(x) I <II Y- Yo II < 1 
-1~e~1 

Mas, com X = - a tem-se: 

I Y'(- a + 0)- y~(- a + 0) I= 2>1 

como se constata facilmente, pelo que nao pode ter-se: 

Sup I Y (x)- y~(x) I < 1 
-1~x~1 
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