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UMA NOTA SOBRE A SEGUNDA CONDIGAO
DE ERDMANN-WEIERSTRASS
DO CALCULO DAS VARIAGOES

Gregdrio Luiz (*)

A aplicagdo classica do calculo das variagdes €, na teoria da produ-
¢do, para determinagdo do plano de producdo de um ou mais bens num
certo horizonte temporal. Mais recentemente, os métodos de calculo das
variacdes tém sido aplicados na teoria do crescimento dptimo.

O presente artigo ndo se destina a examinar as aplica¢des do calculo
das variagbes a economia, mas apenas contestar uma condigdo classica
da teoria, que € habitualmente apresentada como condigdo necessaria de
extremo. Veremos que a referida condi¢do apenas se pode considerar
como condigdo necessaria para o caso dos extremos fortes, ndo o sendo
no caso dos extremos fracos. Para o efeito, utilizaremos um exemplo em
gue a condicdo de Erdmann-Weierstrass ndo se verifica, e ndo obstante
estamos em presenca de um extremo. Também com um exemplo conve-
niente veremos onde fatham as demonstracdes habituaimente apresentadas
quando referidas ao caso dos extremos fracos.

1 — Introdugéo

A) Seja F(x, v, y) uma fungdo nas trés varidveis x, y e y' continua e
com derivadas parciais continuas até a 3.2 ordem em certo aberto A e
considere-se a funcional

s() =S Fix v y)dx

Como dominio desta funcional considera-se a classe F das func_;ées
¥ (x) nas seguintes condicdes:

a) Continuas em [a, b} e com derivada continua em todos os pon-
tos desse intervalo, excepto, guando muito, num nldmero
finito de pontos interiores, em cada um dos quais, no en-
tanto, existem finitos os limites laterais y'{x + 0) e
y (x —Q);

b) Tais gque o conjunto dos pontos (x,y,y), com a =<x < b,
y=y(X) ey =y{x + 0), esteja contido no aberto A onde
a funcdo F(x,y, y) tem as propriedades acima referidas.

(*) Assistente do Instituto Superior de Economia de Métodos Matematicos e de Estatisti-
ca. Responsavel pelas cadeiras de Métodos Matematicos | € Métodos Matematicos 1l
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Representaremos por g, (y) a restricdo de & (y) a subclasse Foc &
formada pelas fungdes cujos graficos t8m extremidades nos pontos fixos
{a, a,) e (b, bo):

%% = {yyed, y@ = a e y() = b}

B) A determinagdo dos extremantes relativos de @,(y) & um pro-
blema classico de calculo das variagbes e encontra-se exaustivamente estu-
dado em diversas obras. Em todos os livros se encontra a seguinte condi-
G80 necessaria para que certa y, € &, s€ja extremante de @, (y): sendo ¢
um ponto de interior do intervalo [a,b] onde y (c + 0) %y, (c—0)
e sendo y, extremante de &, (y), tem-se: '

Flc,yo(€),yo(c + O} — yo(c + 0)oF, . [c,yo(c), ¥, (c + O)]=

= Flc, ¥ (), ys (€ —0)] — yo{c —0) oFy.[C, ¥o(C), ¥, (€ —0)]

Esta condigdo é designada por alguns autores por segunda condigio
de Erdmann-Weierstrass. _

C) O nosso objectivo é mostrar que a condicdo referida em B) ndo é
_ de facto necessaria para a existéncia de extremo fraco, sendo apenas
necessaria para a existéncia de extremo forte, questdo que nunca vimos
esclarecida em lado nenhum; os autores que consultdmos, e que véo indi-
cados no final desta nota, limitam-se a apresentar a condigdo necessaria
referida juntamente com outras condigdes necessérias de extremo fraco, o
gue leva o leitor menos atento a considera-la também como uma condigao
necessaria de extremo fraco. ,

Tentaremos também mostrar onde falha a demonstragdo apresentada
nos livros quando considerada como demonstragdo da necessidade da con-
digdo para o caso dos extremantes fracos.

2 — Extremantes fracos e fortes

A) Seja @ (a, b) a classe das fungbes y (x) nas seguintes condigdes:
continuas em [a, b] e com derivada continua em todos os pontos desse.in-
tervalo, excepto, quando muito, num numero finito de pontos interiores, em
cada um dos quais, no entanto, existem finitos os limites laterais y' (x + 0)
e y (x — 0). Considerando a adigdo de fungdes de 2 (a, b) e a multiplica-
géo de fungdes dessa mesma classe por escalares de R, temos 0 espago
vectorial das fungbes da classe D (a, b).
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Definiremos nesse espago as duas seguintes normas:
Iylo = max |y@)]

ax<bh

max |y(x)| + Sup |y (9]

a==x==b amx= b

Tyl

Claro que fyls<&={yl[,<E

B) Se a fungdo Y. € & for extremamente relativo de &, (y), quando a
norma definida em 2 (a, b) for ||. o, também & extremamente relativo se a
norma definida for || lli. Com efeito, sendo ¥, € &, extremante relativo, por
exemplo minimizante, quando se considera a norma ”-"o, entdo exist
um&>0 tal que '

Yo € %

1y —yo o< }»ﬁo(y)é Bo(¥o)

e entdo, quando se considera a norma || ‘L. ¥o € % & também minimizante

Yo € Fo } Yo € &

v byl [ 900 909

Quando a norma considerada for | .|l,, fala-se de extremantes fortes;
quando for || -}, fala-se de extremantes ftacos. Como vimos acima, um
extremante forte € também extremante fraco. A afirmagdo inversa ndo é
verdadeira, conhecendo-se diversos exemplos de extremantes fracos que
ndo sao extremantes fortes.

3 — Exemplo de um extremante fraco para o qual nio se verifica a
segunda condigdo de Erdmann-Weierstrass :

Seja G (z) uma fungao variavel z nas seguintes condigdes:
1) Continua e com derivadas continuas até a terceira ordem no
intervalo | — o, +oo{;
2) Com um minimo relativo em z = 1 e outro em z = 3, sendo esses
minimos G(1)=0 e G(3)=1.

Com G(2) nas condigbes indicadas, podemos afirmar que:
3) Existe um £>0talque para 1 — & < z< 1+€ tem-se G(z) >0
e para 3— & <z <3+¢ tem-se G(2) =1,
4) A derivada G'(z) anula-se em z=1 e em z=3.
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Considere-se agora a funcional

s=" Gly) dx

cujo dominio é toda a classe D (— 2, 2). Considere-se a restricdo @,(y) de
¢ (y) a subclasse D (—2,2) formada pelas fungoes de D (— 2,2) cujos
gréficos tém extremidades em (—2,—2) e (2,6). Uma das fungbes da
classe D,(—2,2) é a seguinte:
X (—2=x<<0)
YolX) =
3x (= x=2)

Provaremos seguidamente que y.(x) € um extremante (minimizante)
fraco da funcional &, (y):

a) Em primeiro lugar, vejamos que @.(yo)=2. Com efeito
—2=Xx <0 = y(x)=1

O<x<2 = yg_(x)=3

pelo gue
—2=x<<0 = Gy)=0
0<x=2= Giy)=1

e portanto
2
dotyd= S Giy) ax=2

b) Dada uma qualquer ¥y € Do(—22) tal que ||y — Vo1 < &,
em que £ ¢ o referido em 3), vejamos que g, (y)> g, (y.)=2.
Com efeito

Iy —volli<e= [y —yx|<e

nos pontos x € [ — 2,2] onde ambas as derivadas existam (*), pelo
gue
[y()—1}<& para —2=x=0 (*¥

ly()—38|<€ para O0=x=2

{*) Nos pontos onde ndo existam ambas as derivadas’(pontos esses que s&o em numero
tinito) tem-se | y{x+0) — yh(x + O} { <€ e | y/(x — 0) — yh(x — 0} | <E.

(**) Excepto num nimero finito de pontos x onde as desigualdades se verificam substi-
tuindo yf(x) por y'(x +0) ou y!(x — 0).
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A propriedade 3) da fungdo G(z) permite agora concluir. que
2 , . 0 2 o
g)=[2 G0y = [ oax+ [ 1k =2= 8u(y)

¢) As alineas anteriores permitem concluir que y.(x) € minimizante
fraco de @.(y), como se pretendia proyar.

Vejamos agora que para a Yy.x), que provamos ser minimizante de
#(y), ndo se verifica a segunda condi¢éo de Erdmann-Weierstrass. O ponto ¢
onde yo ndo tem- derivada € c=0: nesse ponto, yo(+0)=3 % 1=y,(— 0).
Ora,

Gly(+0]=GB)=1; Glyo(— 0)]=G(1)=0
Gulyy(+0)]=G'()=0; Gply,(— 0)]=G (1)=0

pelo que & facil constatar que ndo se verifica a segunda condicdo de Erd-
mann-Weierstrass. C

4 — A necessidade da segunda condicdo de Erdmann-Weierstrass no
caso dos extremantes fortes

A segunda condicdo de Erdmann-Weierstrass € necessdria para que
Vo € J seja extremante forte da funcional @,(y). Isso resulta imediatamente
da condicdo necessaria de Weierstrass para a existéncia de extremantes
fortes e da primeira condicdo de Erdmann-Weierstrass, que a seguir se

enunciam:
Condicdo necessiria de Weierstrass

Sendo ¥, € % um minimizante (maximizante) forte da funcional
b
b=/ Flxyy) dx

tem-se:
E(x1, 1, Z1, Z) =0  (=0)

qualquer que seja o ponto (Xs, Y1, Zi, Z1) tal que ys=VYo(x1), Z1=y,(x: £ 0) e
que (X1, Y1 Z1) € Ax em que

E (x1, y1, Z1, Z)=F (X1, 1. Z1) — F (X1, ¥1, 1) — (Z1 — Z4). Fy (X1, Y1, 24)

Primeira condigdo de Erdmann-Weierstrass

Sendo ¢ um ponto interior do intervalo [a,b], onde y.(c+0)#y.(c — 0)
e sendo y,(x) extremante fraco de @.(y), tem-se:

Fale, yo(c), vo(c+0)]=Flc, yolc), yi(c — 0)]
359



Sendo y,(x) minimizante forte de @.(y) e sendo ¢ um ponto tal que
yi(c+0) e y.(c — 0) sejam distintos, entdo, tomando x1=c¢, y1=V¥(C), Z1=
=y (c+0) e Z;=y,(c — 0), obtém-se:

0 = Flc, yo(€), yo(c—0)] — Flc, yolc), yo{c+0)] —
— [Yolc — 0) — yi(c + 0)).Fy[c, YolC), Yo(c +0)]

e tomando X1 =¢, Yi=Yo(C), zZ1= y,(c—0) e Z;=y (c + 0), obtém-se:

0 = Flc, yo(c), yo{c+0)] — Fle, yo(c), ys(c — 0)] —
— [yolc +0) — yo(c — 0)). Fylc, Yolc), yolc — 0)],

resultando ambas as desigualdades da condigdo necesséria de Weierstrass.
Mas, como y.(x) é também minimizante fraco, a primeira condigdo de
Erdmann-Weierstrass garante que

Fyle, yo(e), yolc +0)]= Fylc, Yo(e), yo(c — 0)],

pelo que os dois valores ndo negativos obtidos pela aplicagdo da condi¢céo
necessaria de Weierstrass sdo simétricos um do outro, sendo, portanto,
ambos nulos; resulta entao:

Fle, ¥o(C), Yoc — 0)] — ys(c — Q). Fulc, ¥o(c), Volc — 0)]=
= Flc, yolc), yo(c+0)] — y,c+0). Fylc, yo(c), yi(c+0)]

que é a segunda condigdo de Erdmann-Weierstrass.

5 — Onde falha a demonstragdo da necessidade da segunda condigéao
de Erdmann-Weierstrass no caso dos extremantes fracos

As demonstragdes da necessidade ‘da segunda condicdo de Erdmann-
-Weierstrass apresentadas habitualmente tém por base uma mudanga de
variavel e utilizam, mais ou menos disfargadamente, uma propriedade que
vamos enunciar seguidamente.

Sejam &(1), Eo(D), n(f) e no(f), i =t =1, fungbes nas seguintes condi-
coes: )
1) E(t) e Eo(f) continuas e com derivadas continuas no intervalo
[t t.] e tais que E'(f), EL(f) >0 em todo o intervalo;
2) n(t) e n,(t) pertencentes a classe @ (i, t);
3) E(t)=E.(t)=a e E()=¢&y(t)=b
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Sejam &-'(x) e t3'(x), a=x=Db, as inversas de Xx=E(f) e x=Eo(D),
respectivamente, e fagamos as composigoes

y) =10 e Yo(x)= no[&;1(¥)]

Dado & > 0, qualguer que ele seja, existe um € > 0 de modo que

e —Eolly <&
'Hn—noll: <t >ly—=vo, <¢

Esta propriedade, que os autores ou ndo explicitam na demonstragdo
ou apenas lhe dedicam uma ou duas linhas, é em geral falsa, como mos-
traremos através de um exemplo. Ela pode provar-se, sem grande dificuldade,
com a hipétese adicional de que as fungdes n e n, tém derivadas conti-
nuas em todo o intervalo [t,, t.]; pode também provar-se se considerarmos
| y—Vo|loem vezde | y—y. |+ € é por isso que a demonstragéo ha-
bitualmente apresentada para a necessidade da segunda condigdo de Erd-
mann-Weierstrass apenas vale para o caso dos extremantes fortes.

Passemos entdo a apresentar o exemplo que mostra que a proprie-
dade acima referida é, em geral, falsa:

a) Considere-se'a fungdo E.(f)=t e a familia de fungbes &o(t; )=
=t+a(P—1),emque —1=t=1e0<a<1/2. Tomando
uma qualquer das fungdes & (t; «) e E.(f), esse par de fun-
¢des encontra-se nas-condigdes supostas no enunciado da
propriedade precedente: sdo continuas e tém derivadas
continuas em [— 1,1, E.()=1 e &(; z2)=1+2«t,
pelo que, com 0<< a <<1/2, tem-se & L(t), &'(f; =) >0 em

@)

[—1,1); finalmente Eo—1)= E (—1; )= —1e &)=
=t(1;2)=1,;
b) Considere-se a fungdo Mo(f)=|t],— 1=t = 1, e suponha-se que

a outra fungdo n (f) referida no enunciado da propriedade
coincide com  ,(t): 1 (f)=| t|. Nessas condicdes, as fungdes,
n (1) € 1 .(t) pertencem a classe £ (— 1,1);
c) Notemos agora que, dado &€ > 0, € possivel fixar =z suficiente-
mente préximo de 0 de modo a conseguir-se uma fungéo
E(t2) tal que || £ —&,|i<é&.
Por outro lado, || ® — 7, || =0< & qualguer que seja € > 0;
d) Se a propriedade atras enunciada fosse vélida em geral, fixado
> =1, haveria um £ tal que
le — &oll <e

ool S fe s
o4 ‘

em que _
— 1+ V1 % (=
y=yp= | =R Fe yoy 9= x|
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devendo notar-se que

— 1+ Vi1t47(a+x)
== ST e t=x (—1=x=1)

s80 as inversas de x=t+a (f—1) e x=t(— 1=t =<1).

Notando que ‘|| 1 —n,]|1=0e que || — &, |l < & desde
que a fungdo & seja obtida da familia & (t; « ), fixando «
suficientemente proximo de 0, deveria ter-se ||y —y, [l <1
desde que escolhido « suficientemente préximo de O.
Entdo, com « nessas condigdes, deveria ter-se:

sup | y0)— v | <y —yo| <1

—l=Ze<
Mas, com x = — ¢ tem-se:
[ y(— @ +0)—y\(— @ +0) | =2>1
como se constata facilmente, pelo que nédo pode ter-se:

Sup |y () —y,(x)| <1

— 1= x=1
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