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UMA APLICACAO DAS FUNCOES
DE CONJUNTO CONVEXAS

Jodo Ferreira do Amaral*

Consideremos uma situacdo camum em politica econdmica; uma func¢do de
custos f(X1,...Xn) de n variaveis, sobre as quais o decididor ndo tem uma capacidade
de controle total e que podem tomar valores em um conjunto X € R". Se as varia-
veis forem instaveis, isto &, se ndo adoptarem uma vez por todas um certo valor,
mas estiverem sujeitas a pequenas varia¢cdes ao redor de um certo valor base, o
decididor podera estar interessado em dois tipos de avaliacéo:

— Qual o custo que tem de suportar para cada ponto de X, o que se limita-
ra, no fundo, a calcular os valores de 1.

— Supondo que cada ponto de X é um valor que as varidveis podem
tomar, qual o acréscimo de custo que ele acabara por suportar se as
variaveis flutuarem em pequenas variacées ao redor de cada um dos
pontos de X.

Seja um exemplo: Um decididor de politica econémica em Portugal terd de
contar, como elementos importantes do seu custo, com o nivel da taxa de juro inter-
nacional {/) e com o preco do petrdleo (p).

Para programar a sua politica futura poderé admitir, com razoavel certeza, que /
e p poderdo tomar valores num certo subconjunto de R2. Se admitir como mais pro-
vavel um certo ponto (/*, p*) desse conjunto, poderé calcular o custo que tera de su-
portar nesse ponto. Mas, como provavelmente a sua previsdo estard sujeita a
erro, devera também avaliar qual o custo maximo que tera de suportar se, afinal, /e
p flutuarem numa vizinhanca de /* e p*. Como, porém, ndo conhecerd a dimensio
dessa vizinhanca, o mais que podera obter é uma avaliacdo infinitesimal referente ao
ponto (i* p*).

E para resolver problemas como estes e talvez outros mais gerais que podera ter
interesse a utilizacdo de uma derivada que vamos desenvolver neste artigo e que
tem como base um conceito ja anteriormente introduzido™ — o de funcio de con-
junto convexa. Ja quando se publicou esse artigo se admitia a possibilidade de que a
teoria das funcdes de conjunto fosse utilizada mais directamente na anélise das fun-
¢Bes de ponto, como o presente artigo podera exemplificar.

Note-se, finalmente, que para a introducdo de uma topologia ndo se utiliza o
conceito de distancia, mas sim uma certa funcdo de conjunto.

* Técnico do Departamento Central de Planeamento e assistente convidado do ISE.
M Albuguergue et al. (1969).
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1 — Caracterizagcdo do espaco

Considere-se um espaco de vizinhancas, ou seja, um conjunto fundamental 1
onde para cada elemento x € 1 se encontra atribuida uma familia de vizinhan-
cas ﬁ'x a satisfazer as seguintes condicdes:

- . a a a
i F Fi€ F =>F,CFlouFlCF,

il Xy & F
in 1 =% F_ para cada x € 1

iv) Encontra-se definida, numa classe & C 2' uma funcso real de conjunto
I (X) a satisfazer

a) ParacadaxGLO,{x}E%ZC 4

b) Paracada x € 1, a cada nimero real a € {0, + o) corresponde
um e um s6 conjunto £, € %tal quel (F) = a;

c) T{X) = OseesdseCardi{X) £ 1;
d X, YE & XCY=Tr(X)KT{Y).

Com estas condi¢cdes obtemos imediatamente o seguinte:

TEOREMA 1: Para cada x € 1 existe uma correspondéncia biunivoca
6 .
F <> (0, + ) a satisfazer
a<f<=>0 (a) CO(B) 6 (a), 8 (B) € Z

Dem: Com efeito, a cada X € ,ﬁf'corresponde, por al, ¢} e d de W),
MX) € {0, + o) e inversamente, por b) de /). Se B (a) C 6, (B) entdo, por
d) T8 (a)] < T[6,(B)] ou seja, a < B. Inversamente, se a < B ndo
poderé ser 6 (a) D8 (B) pois, neste caso, por d) I8 (a)] > (8 (B)]. En-
tdo, por /), 6 (a) CO.(B). Se « = B, O la) = 6(B) e 0 teorema estd
demonstrado.

Com este teorema prova-se também o seguinte:

TEOREMA 2: Para cada x € 1, a cada sucessdo mono6tona de ndmeros reais
positivos {a }, a, > «, ., a tender para a > 0 é possivel fazer
corresponder uma sucessdo monotona ndo crescente de con-
juntos F,” € F. Estendendo % de uma forma conveniente

a & =¢+ ), onde G, é a classe de todos os conjuntos I

- N ~ ~
9, = lim F; de todas as sucessdes ndo crescentes de %,
correspondentes a sucessdes de nimeros nas condicdes ante-
riores, tem-se I ( /im F,") = a.
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Dem: Se a > 0, pelo teorema anterior, para cada sucessdo de nimeros nas
condicdes da hipdtese existe uma sucessdo ndo crescente de conjuntos
de & que Ihe corresponde. Ainda pelo teorema anterior existe Fy € F
tal que | [(F)) = a, com F C F qualquer gue seja n. Entéo,

Foc M, Fo

Provemos agora que nédo existe nenhum £, € fcom Fi# F# n F." tal que
F Cc FC n F . De facto, se existisse £ nestas condi¢Oes, pelo teorema anterior

existiria a™ G (O, + ) talquel(F) = a*, a*, > a, ™ <a, paraqualquern, o queé
absurdo por definicdo de limite de uma sucessdo de numeros. Entdo, para cada
sucessdo numeravel de COI’]JUI’]tOS Fn (sucessao ndo crescente) define-se, de uma
forma inequivoca, um conjunto Fx ¢ I'I F.

Desta maneira, a forma «conveniente» de estender a classe & seré a de por,

por definicdo, T (A F:") = I (F3) = a, 0 que prova o teorema. Se'a = 0, a
n=0

demonstracéo & idéntica, s6 que, em vez de um conjunto F, € ¥ teremos o con-

junto {x} € &

Uma condicio bastante forte, mas que se revelara necessaria para o prossegui-
mento da andlise é a seguinte condicdo v):

v) T F, = {x} para cada x € 1.

Com esta condicdo v) poderemos demonstrar o seguinte:

TEOREMA 3: Para cada x € 1 & possivel construir sucessdes monétonas ndo
crescentes de conjuntos de . tais que /im F, = {x} = H Fl.
n—>e =0

Dem: Consideremos a sucessdo ndo crescente de todos os F.” em que a, per-
corre 0 conjunto dos numeros racionais de (0, + °°) Seja I:I F e
suponhamos que existia F, € ftal que {x} C F, C Fa” r (Fa) = a,
F # n F . Ent8o, pelo teorema 1 existiria um numero real a tal que
0<a < I (F,") para todos os a_. Deste modo, encontrariamos racionais
B, 0 < B < a, ou seja, existiiam conjuntos F? com P racional tais que
FEBC F., F® + F., 0 que seria absurdo.

Entdo, ndo existe nenhum conjunto de ,ﬁjentre {xte O F:”, isto &, para qual-
oo P n=
lln a . an a.
quer a real . FC F,ouseja, 1, FTCOF,

Como x € F,” qualquer que seja a,, pela condicdo v), {x} = ﬁo F = lim F ’
l

conforme se queria provar.
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Podemos provar ainda o seguinte:

TEOREMA 4: Qualquer conjunto X € 2" é coberto por uma cobertura numera-
vel tirada de | %, para um qualquer x.

Dem: Provemos o teorema para X = 1. Pela condic&o /ii} tem-se, para cada
Xx€1,1=% F.. Entdo, para cada y € 1 existe um F.” tal que y € F.”.
ComoT é deﬁnlda em ﬂ’tem se [ (FY) = a, onde a ¢ real. Entdo é
posswel encontrar um racional r, > a e, pelo teorema 1, existe F.! tal
que F, D F, 7 donde y € F, v conforme se gueria provar.

2 — Continuidade e derivacéo

Consideremos um conjunto fundamental 1, espaco topoldgico a satisfazer
= v). Seja X € 1er: X—> A funcdo real de ponto definida sobre o conjunto X,
limitada, isto &, — < wflX) < flx) € WFIX) < + o onde wfe WFs8o, respecti-
vamente, funcdes limite inferior e superior de Weierstrass da f sobre X.

DEFINICAO: F: X~ R é continua no ponto x € X se e sé se a cada vizinhanca
S! de fix) corresponde uma vizinhanga £, de x tal que F(F, X) C St
fou seja, qualquer que seja y € F, X se tem fly) € S7)

TEOREMA B: f: X = R é continua no ponto x € X se e s se
n//_'/_;go WFEF X) = ,{’l’l wf (FL X) = f{x) para qualquer sucessdo

monétona ndo crescente {F7 X}, FT € Ftalque{x} = N F'X
x n=0

Dem. A condicéo é necessaria.

Com efeito, por ser f(x} continua, para qualquer £/2 > 0 existe uma vizinhanca
F'¢/2 1al que, qualquer que seja y € F'¢? X se tem
fix) — E/2< fly) < flx) + €/2
WFFE2 X) < Fix) + £/2

e, portanto wiHFE) X 2 fix) — &/2

ou WHIF'E?) — wilFe2 X) < €
Considere-se uma qualquer sucess&o monétona {F, X} com //m = {x}.
Fazendo 7” = —,17— tem-se, para cada n uma V|Z|nhan(,:a F‘”’” tal que

< WHFY? X) — wf(FS™ X) < € . Para cada n escolha-se £," € {F,} tal que
F'nC FU'M Entdo, tem-se
0< S, = WAF X) — wflF)" X) < E,
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Como a sucessdo S, = WF(F, X) — wf{F. X) é mondtona nfo crescente com
n{S, = 0) ecomo S,, 6 uma subsucesséo de S, o limite de S,, serd também o de S,.
Como &, 0 quando n = o /im S,, = /im S, = 0. Entdo, qualquer que seja a
sucesséo {F; X}, Jim WF(F; X) = lim wflF; X) = f(x) por ser sempre x € F] X.

A condicéo é suficiente.
Com efeito, seja € > 0 qualquer. Existe N = n(€) e uma sucessdo {F, X} tais
que WHFY X) — wflFY X) <€

com {x} C F¥ x, F¥ X, € {F? X}

Desta forma, WFHFY X)<E + wflFY X) < E + Flx)
— WHFY X) < E — WFIFY X)
wr(FY XY > WAFY X) — €2 fix) — €

ou seja, para qualquer € > 0 existe um N (E) tal que, para qualquer y € F¥ X se tem
flx) — EwWAIFY X) < fly) S WFIFY X) < Flx) + &, conforme se queria provar.

Com este teorema demonstrado podemos apresentar a seguinte definicdo:

DEFINICAO: Diz-se quef: X ~ R, continua em X tem derivada direita (esquer-
da) no ponto x € Int{X) se e sé se existem os limites

WFEY) — Flx)
FUF)
quando £y — {x}, F€ F

Flx) — wf(F})
FF)

lim

n—+oo

lim

n—+oo

Observacses: I' é definida como em iv); f é continua em X se e sé se for conti-
nua em cada x € X; a derivada calcula-se para cada x € Int(X), o que permite afir-
mar que existe uma ordem N tal que m > N = F C X e & essa a razdo de se ter
posto W{{F,) e nao WF{F, X); a derivada tera de ser idéntica qualquer que seja a

sucessdo de conjuntos de %, ndo crescente, a tender para {x}.

Recordemos também, do artigo ja citado, uma definicdo que vai ser utili-
zada:

DEFINICAQ: Sendo & uma cadeia de conjuntos, isto €, uma classe de con-
juntos C € ¥ tais que C,, C,E€ & = C, C C,0u C, C C,, diz-se
qgue a funcdo de conjunto A definida sobre ‘g'é convexa {conca-
va) em relacdo a funcdo de conjunto mondtona crescente u defi-
nida sobre % se e s6 se, com C, C C,, Cp, C; € & se tem

A(C) — A(C,) < ALC) — MG AC) — A(Cy) > AC) — A(C)
ulC) — ulCy) pulCy) — ulCy ulCl — pl(Cy) ulCy) — plCy)

para qualquer C € %,C,C CC C,.
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Podemos agora demonstrar o seguinte teorema sobre funcdes £ continuas
sobre um conjunto X.

TEOREMA 6: Se Wf for convexa em relacdo a I sobre a cadeia de conjuntos
& = F + {{x}} entdo existe derivada direita de f em cada ponto
x € Int{X) e essa derivada é independente da sucessdo mondtona de
conjuntos de ¥ utilizada para ¢ seu célculo.

Dem: Se Wf for convexa em relacéo a I, tem-se, para quaisquer 7, ', F,2 € &,

F’:Z C F’:1 .
WHFY) — flx) < WEFT) — fix)
r(F? rF
porser [ ({x}) = 0O, Wri{x}) = wi{x}) = flx).

Entdo, quando m, = o, obtemos uma sucessdo mondtona ndo crescente de
ndmeros positivos que tem, portanto, limite e a primeira parte do teorema estd demons-
trada. Consideremos agora duas sucessdes {F7}, {G¥} C #a tenderem para {x}.
Qualquer que seja F7° € {F7} existe sempre G € {G} tal que G C F7° e inversa-
mente. Entdo, existem sempre conjuntos F7°, G, G¥, FT" tais que

WHGH — Flx) < WHFT) — flx)

X

r(G*) - F(F™)

WHEM — flx) WEGE) — Fix)
C(FT) rGe)

e, portanto existem conjuntos 7, G¥, F7*", G**/ tais que

WFIGK!) — Fix) < WFIFTI"Y — flx)

(G h F(Em )
k -
< WFGH — Flx) < WFFT) — Flx) -
riGH T{FT)

e as duas sucessdes ndo poderdo ter limites diferentes.
Teoremas semelhantes se poderiam demonstrar para a concavidade e a funcdo

wf. A convexidade representou aqui um papel importante e ird também permitir
uma aplicacdo a A", como se vera a seguir.
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3 — Aplicagdo a R"

Seja um espaco R” e tomemos como familia de vizinhancas a famfiiia de esferas
abertas de raio real positivo [que verifica as condicées /) a v)] e para funcéo I o dia-
metro das esferas. Seja X € R” conjunto compacto, convexo, ndo vazio. Demons-
tremos o seguinte teorema:

TEOREMA 7: Se fix), funcao real continua definida sobre X for convexa, en-
tdo WF({X) é funcdo de conjunto convexa em relacdo a D sobre
todas as cadeias de esferas de extremos {x} e £,, corresponden-
tes a todos os x € Int{X). Por £, se designa a maior esfera aber-
ta de centro x contida em X e por D se designa a funcéo de con-
junto Didmetro de esferas!?.

Dem: Para cada x € Int(X) seja & ¢, 8 cadeia de esferas abertas de extre-
mos {x} e £,. Seja £* € &, ¢, Pretende-se demonstrar que, com f
convexae £} CE'\ E, € Bugey ‘

WHE®) — flx)  _ WHE,) — flx)
D(E*®) DI(E")

Por ser f(x) convexa, o ponto x* € X tal que f(x*) = WF(E}) pertence a fron-
teirade £ Isto é, x* € FE}) = {Z cdZx) = %E)_}

Consideremos agora 0 segmento que passa por X * com uma das extremidades
x e a outra {y) pertencente a Fr(E’,}. Por ser f(x) convexa

fix*) < uflx) + (1 — pfly) x*=ux + (1 —uy y € FE%)
ou, como WHE;) = f(x*) e por ser fly) < WFHE)
WHE® < uflx) + (1 — w) WFIE,)
como dix*x) = DIES flx* — x|| e dlyx) = DED Hy — x|
2 ' 2
tem-se  DPED —xr = x|l =00 —wlly = x|l = (1 — w DPELD
2 2
donde 1 —p= DIED =1 DE
D(E’) D(E")
Entdo, .
WHE? < [1 _ DIE) ]f(x) + DED wre
DIE") DIE")

conforme se queria provar.

12 Note-se, porém, que o teorema s6 é demonstrével quando o conjunto Cy da definicio de conve-
xidade ¢é fixo e igual a {x}. Trata-se, pois, de uma convexidade mais restrita, mas que chega para o0s nos-
50s propdsitos.
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Com este teorema podemos proceder ao célculo da derivada num ponto inte-
rior de um conjunto do espaco RZ.

Consideremos um conjunto Y, limitado, convexo, nédo vazio, de R%, Int(Y) # 0.

Seja £,,, a maior esfera aberta de centro (x, y) € Int(Y). Se f(xy) for convexa
sobre Y ent&o, pelo teorema anterior, W1 é convexa sobre a cadeia &7y, iy €, POT-
tanto, pelo teorema 6 se I = D com F, familia das esferas abertas, existe a derivada
direita de fem todos os pontos Int{Y}. '

Seja f, além de continua, também fungdo de derivadas parciais continuas e limi-
tadas em Int(Y).

Sendo f(x,y) convexa sobre Y, tem-se

WFLE,,1 = flx*y*) onde £7,,, é a esfera aberta de raio r e centro (x, y)

Eiyy C Egpetx*, y*) € F, (E,), ouseja, (x* — x)? + (y* — y)? = 12

Para determinarmos (x *, ¥ *} construa-se a Langrangeana
Lix*y*) = fix*y) — Alx* — x)2 + (y* — y)?2 — r?]

derivando'®,

SF  _odx*—x) =0
ox*

sf _ 20{y* — y)
dy~

(x* = xP 4+ (y*—yPR=r>2

1l
(=)

gue nos ddo as condicBes necessarias de maximo para (x, y} € £, e

Eliminando-se A obtém-se:

éf  _ y*—vy sf  _ g
dy” X* —x dx*

ou
af _ y*—vy af

*

dy* x* — x dx*

efevando ao quadrado e substituindo (y* — y)? pelo seu valor, vem

S e

donde )
df) (df
2| . r -
* 2 dX * dX
(x* — x) X" =x=
2 . 2 2
( ) ( ) \V/Aéf o
ay* dx*
@ dd): e dd; nunca se anulam conjuntamente, pois nesse caso f(x, y) seria constante, por ser
convexa. Por outro lado, admitimos _Sf _,_6F % 0em (x, y)

éx dy
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e, porianto

2
r(df)
Wiy, ) = flx= dx
2 2
Vi)« (e
dy* dx*

=+ \//(gf

2
e K2
dx*

Vi 14

dependendo o sinal dos argumentos da condicdo de segunda ordem de maximo.
Verifica-se facilmente que 0s argumentos a tomar serdo os obtidos com o sinal « +»

e, portanto

df

&

Ve

wiflE,,

Com efeito, se —E:L > Qentdo WF(E,
Xi
0 gue apenas acontece no caso de ser

(x,y)

df

*

r

)= flx*

df

*

Vi

r

§fF ¥
dx*

)2 fix,.)seesdsex” 2 x,

af
dx*
no ¢aso
daf

* 2
Vi) - (e
dy* Sx

Se 2L < QOentdo flx*,«) 2 flx,s)seesdsex™

< x, 0 gue apenas acontece

*

Vi

da mesma forma para y.

’

(25
dax*

Para calcularmos agora a derivada direita em {(x, y} teremos, aplicando a defini-

¢cdo, de calcular

fialx, y) = f’f(’,

WFEL,,) — F

{x, y!

2r
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* ou seja,

df
2 (x, y) ~//m ax* Flx,*y*) — flx, vY +

Ve
ViET (5
VET el
VIS -

Como X’ "X quando r—> O e gf e gf sdo continuas e limitadas, por
X y

hipbtese, tem-se

2f’(xy)-( ) ; (ﬂ)z =\/df—2?rdf—,.2
VIET (2 VIE) (2] Gl

e obteremos uma expressdo simples (generalizdvel sob certas condicdes para outras
fungBes) que ilustra uma aplicacdo das funcdes de conjunto convexas.

JANEIRO 1982
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