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UMA APLICACAO DAS FUNCOES 
DE CONJUNTO CONVEXAS 

Joao Ferreira do Amaral* 

Consideremos uma situac;;ao camum em politica econ6mica; uma func;;ao de 
custos f(x , .. . x ) den variaveis, sobre as quais o decididor nao tem uma capacidade 

1 n 
de controle total e que podem tomar valores em um conjunto X E Rn. Seas varia-
veis forem instaveis, isto e, se nao adoptarem uma vez por todas um certo valor, 
mas estiverem sujeitas a pequenas variac;;oes ao redor de um certo valor base, o 
decididor podera estar interessado em dois tipos de avaliac;;ao: 

Qual o custo que tem de suportar para cada ponto de X, o que se limita­
ra, no fun do, a calcular os val ores de f. 

Supondo que cada ponto de X e um valor que as variaveis podem 
to mar, qual o acrescimo de custo que ele acabara por suportar se as 
variaveis flutuarem em pequenas variac;;oes ao redor de cada um dos 
pontos de X. 

Seja um exemplo: Um decididor de politica econ6mica em Portugal tera de 
con tar, como elementos importantes do seu custo, com o nivel da taxa de juro inter­
nacional (i) e com o prec;;o do petr61eo (p). 

Para programar a sua politica futura podera admitir, com razoavel certeza, que i 
e p poderao to mar valores num certo subconjunto de R 2

. Se admitir como mais pro­
vavel um certo ponto (i*, p*) desse conjunto, podera calcular o custo que tera de su­
portar nesse ponto. Mas, como provavelmente a sua previsao estara sujeita a 
erro, devera tambem avaliar qual o custo maximo que tera de suportar se, afinal, ie 
p flutuarem numa vizinhanc;;a de i* e p*. Como, porem, nao conhecera a dimensao 
dessa vizinhanc;;a, o mais que pod era obter e uma avaliac;;ao infinitesimal referente ao 
ponto (i* p*). 

E para resolver problemas como estes e talvez outros mais gerais que podera ter 
interesse a utilizac;;ao de uma derivada que vamos desenvolver neste artigo e que 
tem como base um conceito ja anteriormente introduzido 111 - o de func;;ao de con­
junto convexa. Ja quando se publicou esse artigo se admitia a possibilidade de que a 
teoria das func;;oes de conjunto fosse utilizada mais directamente na analise das fun­
c;;oes de ponto, como o presente artigo podera exemplificar. 

Note-se, finalmente, que para a introduc;;ao de uma topologia nao se utiliza o 
conceito de distancia, mas sim uma certa func;;ao de conjunto. 

* Tecnico do Departamento Central de Planeamento e assistente con vi dado do IS E. 

Ill Albuquerque et al. (1969). 
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1 - Caracterizac;:ao do espac;:o 

Considere-se um espa<;:o de vizinhan<;:as, ou seja, um conjunto fundamental 1 
onde para cada elemento x E 1 se encontra atribufda uma familia de vizinhan­
<;:as sr a satisfazer as seguintes condi<;:oes: 

X 
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. •p a-. p p. 
t) Fx, Fx E J .. => Fx C Fx ou Fx C Fx 

X 

ii) {x} e .Y.. 
X 

iii) 1 = 2 F: para cada x E 1 
• 

iv) Encontra-se definida, numa classe W C 21 uma fun<;:ao real de conjunto 
r (X) a satisfazer 

a) Para cadax E 1, 0, {x} E ~; .!)fc '6: 
X 

b) Para cada x E 1, a cada numero real a E (0, + oo) corresponds 
um e um s6 conjunto F; E Ytal que r (F;) = a; 

X 

c) r (X) = 0 see s6 se Card (X) ~ 1; 

d) X, YE <?f XC Y=> r(X) ~ r(Y). 

Com estas condi<;:oes obtemos imediatamente o seguinte: 

TEOREMA 1: Para cad a x E 1 existe uma correspondencia biunfvoca 

y ~ (0, + oo) a satisfazer 
X 

a~ (3 <=> e (a) C e ({3) e (a), e ({3) E !/ 
X X X X X 

Dem: Com efeito, a cada X E.§. corresponde, par a), c) e d) de iv), 
X 

rtX) E (0, + oo) e inversamente, por b) de iv). See (a) C ex ({3) entao, por 
X 

d) r[B)al] ~ r[B)[3l] ou seja, a~ (3. lnversamente, se a< (3 nao 
podera ser B)a) :>B){3) pois, neste caso, por d) r[e)al] ~ r[(B)(3l1. En­
tao, por il, B)a) C B)(3l. Se a = (3, B)a) = B)(3l e o teorema esta 
demonstrado. 

Com este teorema prova-se tambem o seguinte: 

TEOR EMA 2: Para cada x E 1, a cada sucessao mon6tona de numeros rea is 

positivos {an}. an~ an+l a tender para a~ 0 e possfvel fazer 
corresponder uma sucessao mon6tona nao crescents de con­
juntos F;n E ..9f. Estendendo W de uma forma conveniente 

a w· = W+ !!J, onde_qJ,. e a classe de todos OS conjuntos9;, 
I7X = lim F~ de todas as sucessoes nao crescentes de cr .;:b'x n-co Jx. 

correspondentes a sucessoes de numeros nas condi<;:oes ante-
riores, tem-se r ( i0z. F;nJ = a. 



Dem: Sea> 0, pelo teorema anterior, para cada sucessao de numeros nas 
condic;:oes da hip6tese existe uma sucessao nao crescente de conjuntos 
de .5?; que lhe corresponde. Ainda pelo teorema anterior existe F; E Y, 
tal que f(F;) =a, com F; C F;n qualquer que seja n. Entao, 

Fa C n Fan 
X n=O X 

Provemos agora que nao existe nenhum Fx E .5f ~om F; * Fx *)J/;n tal que 

F: C F C n F;n. De facto, se existisse F nestas condic;:oes, pelo teorema anterior 
X n=O X 

existiriaa* E (0, + oo)talquef(F) = a*,a*,>a,a* <anparaqualquern,oquee 
absurdo por definic;:ao de limite de uma sucessao de numeros. Entao, para cada 
sucessao numeravel de conjuntos F;n (sucessao nao crescente) define-se, de uma 
forma inequfvoca, um conjunto F; C /J/;n. 

Desta maneira, a forma «conveniente» de estender a classe <?f sera a de por, 
por definic;:ao, r ( n F;n) = r (F;) = a, o que prova o teorema. Se a = 0, a 

n~O 

demonstrac;:ao e identica, s6 que, em vez de um conjunto F; E .9;'teremos o con-

junto {x} E W. 
Uma condic;:ao bastante forte, mas que se revelara necessaria para o prossegui-

mento da analise e a seguinte condic;:ao vl: 

v) lJ F: = {x} para cada x E 1. 

Com esta condic;:ao v) poderemos demonstrar o seguinte: 

TEOR EMA 3: Para cada x E 1 e possfvel construir sucessoes mon6tonas nao 
crescentes de conjuntos de §.tais que lim F; = {x} = n F:. 

x n-oo n=O 

Dem: Consideremos a sucessao nao crescente de todos os F;n em que an per­
corre o conjunto dos numeros racionais de (0, + oo). Seja }J

0 
F;n e 

suponhamos que existia F; E ..5ftal que {x} C F; C n F;n, r (~) =a, 
X n=O 

F: * n F;n. Entao, pelo teorema 1 existiria um numero real a tal que 
n~O 

0 <a< f (~n) para todos OS an. Oeste modo, encontrarfamos racionais 
{3, 0 < {3 <a, ou seja, existiriam conjuntos F~ com {3 racional tais que 
F~ C F;, F~ * F;, o que seria absurdo. 

Entao, nao existe nenhum conjunto de ..9.'_"entre {x} e n 
oo oo x n=O 

Fan, isto e, para qual-
x 

quer a real n Fan C Fa ou seja, n Fan C n Fa. 
n=O X X n=O X o X 

Como x E F;n qualquer que seja an, pela condic;:ao v), {x} n Fan 
n=O X 

lim Fan 
n-® x 

conforme se queria provar. 
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Podemos provar ainda o seguinte: 

TEOREMA 4: Oualquer conjunto X E 2 1 e coberto por uma cobertura numera­
vel tirada de Sf, para um qualquer x. 

X 

Dem: Provemos o teorema para X = 1. Pela condic;:ao 1ii'l tem-se, para cada 
x E 1, 1 = ~ F;. Entao, para cada v E 1 existe um F;v tal que v E F;v . . 
Como r e definida em ,Ytem-se r (f:Y) = a onde a e real. Entao e 

x Y Y r 
possfvel encontrar um racional r > a e, pelo teorema 1, existe F/ tal 

r a r Y Y 
que F/ ::> F/ donde v E F/ conforme se queria provar. 

2 - Continuidade e deriva~ao 

Consideremos um conjunto fundamental 1, espa<;:o topol6gico a satisfazer 
i) - v). Seja X E 1 e f : X- R func;:ao real de ponto definida sobre o conjunto X, 
limitada, isto e, -oo < wf(X) ~ f(x) ~ Wf(X) < + oo onde wfe Wfsao, respecti­

vamente, fun<;:oes limite inferior e superior de Weierstrass da f sobre X. 

DEFINI(:AO: f: X- R e continua no ponto x EX see s6 sea cada vizinhanc;:a 
s; de f(x) corresponde uma vizinhanc;:a Fx de x tal que f( FxXl C s; 
(ou seja, qualquer que seja v E FxX se tem f(y) E s;) 

TEOREMA 5: f: X-+ R e continua no ponto x EX see s6 se 

//!Jl Wf(F;Xl = J/!JlWf(F;Xl = f(x)paraqualquersucessao 

mon6tona nao crescente {F; X}, F; E f.tal que {x} = fi Fn X 
X n=O 

Dem: A condic;:ao e necessaria. 

Com efeito, por ser f(x) continua, para qualquer E /2 > 0 existe uma vizinhanc;:a 
F 1

;
121 tal que, qualquer que seja v E F 1

;
121 X se tem 

f(x) - E/2 < f(y) < f(x) + E/2 
Wf(F 1; 121 X) ~ f(x) + E /2 

e, portanto wf(F 1
;

121
) X~ f(x) - E /2 

ou Wf(F 1
_;

121
) - wf(F1

_;
121 X)~ E 

Considere-~e uma qualquer sucessao mon6tona {F,: X} com ii.r!L F,: X = {x}. 

Fazendo T = --} tem-se, para cada n uma vizinhanc;:a F 1
:
1
n

1 tal que 

0 ~ Wf(F1
;
1n1 X) - wf(F1

;
1n1 X)~ E . Para cada n escolha-se F;n E {F,:} tal que 

• n 
F; C F 1;

1
n

1
• En tao, tem-se 

0 ~ S.n = Wf(F;n X) - wf(F;n X)~ En 
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Como a sucessao Sn = Wt(F,: X) - wf(F,: X) e mon6tona nao crescente com 
n (Sn ~ 0) e como Sane uma subsucessao de Sn o limite de San sera tambem ode Sn. 
Como En-+ 0 quando n _...,. 00 lim San = lim Sn = 0. Entao, qualquer que seja a 
sucessao {F~ X}, j,i!Jl, Wf(F~ X) = j,i!Jl, wf(F~ X) = f(x) por ser sempre x E F~ X. 

A condic;:ao e suficiente. 
Com efeito, seja E.> 0 qualquer. Existe N = n (E) e uma sucessao {F~ X} tais 

que Wf(F~ X) - wf(F~ X)< E. 

com {x} C F~ X, F~ X, E {F~ X} 

Desta forma, Wf(F~ X)< E. + wf(F~ X)~ E. + f(x) 

- wf(F~ X)< E.- Wf(F~ X) 

wf(F~ X)> Wf(F~ X) -E.~ f(x) - E. 

ou seja, para qualquer E.> 0 existe um N (E.) tal que, para qualquer v E F~1' 1 X se tem 
f(x) -E.< wf(F~ X)~ f(y) ~ Wf(F~ X)< f(x) + E., conforme se queria provar. 

Com este teorema demonstrado podemos apresentar a seguinte definic;:ao: 

DEFINic;;Ao: Diz-se que f: X-+ R, continua em Xtem derivada direita (esquer­
da) no ponto x E lnt(X) se e s6 se existem os limites 

lim 
Wf(G)- f(x) 

lim 
n-"' 

r(F~) 
n-"' 

quando G -+ {x}, G E .5T 
n-oo x 

f(x) - wf(F~) 

r(r::) 

Observac;:oes: r e definida como em iv); f e continua em X see s6 se for conti­
nua em cad axE X; a derivada calcula-se para cada x E lnt(X), o que permite afir­
mar que existe uma ordem N tal que m > N => F7 C X e e essa a razao de se ter 
posto Wf(F;) e nao Wf(F~ X); a derivada tera de ser identica qualquer que seja a 

sucessao de conjuntos de .Z nao crescente, a tender para {x}. 
X 

Recordemos tambem, do artigo ja citado, uma definic;:ao que vai ser utili­
zada: 

DEFINic;;Ao: Sendo Wuma cadeia de conjuntos, isto e, uma classe de con­
juntos C E 2f'tais que C0 , C, E W => C0 C C, ou C1 C C0 , diz-se 
que a func;:ao de conjunto A. definida sobre ~e convexa (c6nca­
va) em relac;:ao a func;:ao de conjunto mon6tona crescente 1.1 defi­
nida sobre Wse e s6 se, com C0 C C,, C0 , C, E ~se tem 

A.(C)- A.(C0) ~ A.(C,)- A.(C0) A.(C) - A.(C0 ) )!, A.(C,)- A.(C0 ) 
~ 7 

I.I(C) - 1.1(C0 ) I.I(C,)- /.I(C0 ) I.I(C)- 1.1(C0 ) I.I(C,)- 1.1(C0 ) 

para qualquer C E ~C0 CCC C,. 
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Podemos agora demonstrar o seguinte teorema sobre funr;;6es f contfnuas 
sabre um conjunto X. 

TEOREMA 6: Se Wf for convexa em relar;;ao a r sobre a cadeia de conjuntos 

ct? = .5f + {{x}} entao existe derivada direita de f em cada ponto 
x E lnt(X) e essa derivada e independents da sucessao mon6tona de 
coniuntos de Wutilizada para o seu calculo. 

Dem: Se Wffor convexa em relar;;ao a r, tem-se, para quaisquer F";1
, F";2 E <if, 

f";2 c F;l: 

0~ 

por ser r ({x}) = 0, 

Wf(F';2) - f(x) 

r(F';2l 

Wf({x}) 

~ 
Wf(F';1l - f(x) 

r(F'; 1l 

wf({x}l = f(x). 

Entao, quando m1 -+ oo, obtemos uma sucessao mon6tona nao crescents de 
numeros positivos que tem, portanto, limite e a primeira parte do teorema esta demons­
trada. Consideremos agora duas sucess6es {F7}, {G:} C c;?a tenderem para {x}. 
Oualquer que seja F;s E {F7} existe sempre G~1 E { G~} tal que G~1 C F;s e inversa­

mente. Entao, existem sempre conjuntos F;s, G:1
, G:r, F;v tais que 

Wf(G:1
) - f(x) 

r(Gktl 
X 

Wf(F;v) - f(x) 

r(F;v) 

~ 

~ 

Wf(F;s) - f(x) 

r(F;s) 

Wf( G:r) - f(x) 

r (Gkr) 
X 

· · Fm Gk Fm+h Gk+J . e, portanto ex1stem conjuntos x, X' x , x ta1s que 

Wf(Gk;f) - f(x) 
~ 

Wf(Fm;h) - f(x) ~ 
~ 

r (Gk;rl r (Fm;h) 

~ 
Wf( G:) - f(x) 

~ 
Wf(F7l - f(x) 

r(G:l r(F;l 

e as duas sucess6es nao poderao ter limites diferentes. 

Teoremas semelhantes se poderiam demonstrar para a concavidade e a funr;;ao 
wf. A convexidade representou aqui um papel importante e ira tambem permitir 
uma aplicar;;ao a Rn, como se vera a seguir. 
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3 - Aplicac;ao a R" 

Seja urn espac;;o Rn e tomemos como familia de vizinhanc;;as a familia de esferas 
abertas de raio real positivo [que veri fica as condic;;oes i) a v)] e para func;;ao r o dia­
metro das esferas. Seja X E Rn conjunto compacto, convexo, nao vazio. Demons­
tremos o seguinte teo rem a: 

TEOREMA 7: Se f(x), func;;ao real continua definida sobre X for convexa, en­
tao Wf(X) e func;;ao de conjunto convexa em relac;;ao a D sobre 
todas as cadeias de esferas de extremos {x} e Ex, corresponden­
tes a todos os x E lnt (X). Por Ex se designa a maior esfera aber­
ta de centro x contida em X e por D se designa a func;;ao de con­
junto Diametro de esferas121 . 

Dem: Para cada x E lnt (X) seja Wrtxl Exl a cadeia de esferas abertas de extre­
mos {x} e Ex. Seja E * E ~txJ ExJ· Pretende-se demonstrar que, com f 

convexa e E; C E'x, E'x E ~l{x} Exl 

Wf(E*) - f(x) 

D(E*) 
~ 

Wf(E') - f(x) 

D(E') 

Por ser f(x) convexa, o ponto x * E X tal que f(x*) = Wf(E ;l pertence a fron­

teira de Ex*· lsto e, x* E F,(E;l = {Z: d(Zx) = D(E*)} 
. 2 

Consideremos agora o segmento que passa por x *com uma das extremidades 
x e a outra (y) pertencente a Fr(E'). Por ser f(x) convexa 

f(x*) ~ t-tf(x) + (1 -t-tl f(y) x* = f.LX + (1 -t-tl y y E F,(E') 

ou, como Wf(E ;l = f(x*) e por ser f(y) ~ Wf(E') 

Wf(E;l ~ t-tf(x) + (1 -t-tl Wf(E') 

como d(x*x) = D(Ex*) = llx*- xll e d(yx) = D(E') = IIY- xll 
2 . 2 

tem-se D(Ex*) = llx*- xll = (1 -t-tl IIY- xll = (1 -t-tl D(E') 
2 

don de _ f.L = D(E;l 

D(E') 
Entao, 

Wf(Ex*) ~ [1 
conforme se queria provar. 

f.L = 1 _ D(E;l 

D(E') 

D(Ex*) ] f(x) + D(E;l Wf(E') 

D(E') D(E') 

2 

121 Note-se, porem, que o teorema s6 e demonstravel quando o conjunto C0 da definic;;ao de conve­
xidade e fixo e igual a {x}. Trata-se, pais, de uma convexidade mais restrita, mas que chega para os nos­
sos prop6sitos. 
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Com este teorema podemos proceder ao calculo da derivada num ponto inte­
rior de um conjunto do espa<;:o R 2

. 

Consideremos um conjunto Y, limitado, convexo, nao vazio, de R 2
, lnt( Y) f. 0. 

Seja f 1xvl a maior esfera aberta de centro (x, y) E lnt ( Y). Se f(x y) for convexa 
sobre Yentao, pelo teorema anterior, Wf e convexa sobre a cadeia ~lxv.Eixyll e, par­
tanto, pelo teorema 6 se I = D com Fx familia das esferas abertas, existe a derivada 
dire ita de f em todos os pontos lnt ( Y). 

Seja f, alem de continua, tambem fun<;:ao de derivadas parciais continuas e limi­
tadas em lnt ( Y). 

Sendo f(x,y) convexa sobre Y, tem-se 

Wf[E~xv> l = f(x* y*) onde E~xvl e a esfera aberta de raio r e centro (x, y) 

E~xyl C E1xyl e (x*, y*) E F, (E~xy1 ), ou seja, (x*- x)2 + (y*- y)2 = r2 

Para determinarmos (x*, y*) construa-se a Langrangeana 
L(x* y*) = f(x* y)- l[(x*- xf + (y*- y)2 - r 2

] 

derivando 131 , 

_!_!____- 2l(x*- x) = 0 
dx* 

_!_!____- 2l(y*- y) = 0 
d y* 

(x* - x)2 + (y* - y)2 = r2 

que nos dao as condi<;:6es necessarias de maximo para (x, y) E E;x,v>· 

Eliminando-se A obtem-se: 
df ):":*- 1:': _jL_ = 0 
dy* x*- x dx* 

ou 

df ----
y*- y df 

dy* x*- x dx* 

elevando ao quadrado e substituindo (y*- y)2 pelo seu valor, vem 

don de 

(x*- x)2 1£) 
\ dy* 

2 

= [r2 - (x* - x)2 J (_j_!_) 
dx* 

2 

(x* - x) 2 

r2 (_j_!_)
2 

dx* 
x*- x ± 

r{::.) 
( H___)2 + ( H___)2 

dy* dx* vu:.r + (.E.L)2 
dx* 

131 _jj_ e _jj_ nunca se anulam conjuntamente, pois nesse caso f(x, y) seria constante, por ser 
dx* dy* 

convexa. Por outro lado, admitimos _jj_,_jj_ </= 0 em (x, y) 
dx dy 
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(y - y*)2 

2 (H-_)2 
r ely* 

y* = y ± 
r ( :~.) 

( il_)2 + ( il_)2 
ely* elx* \;/ ( :;.r + (il_)2 

elx* 

e, portanto 

wf(E;x,vl) = f 

+ ·(il_)2 
elx* 

v± VI!:.)' + (il_)2 
ely* 

X \II:;.)' 

2 

r ( :~ .) 

' 
r (:: .) 

dependendo o sinal dos argumentos da condic;;ao de segunda ordem de maximo. 
Veritica-se facilmente que os argumentos a tomar serao os obtidos com o sinal « + » 
e, portanto 

wf(E;x,yl) = f 

elf 
r elx* 

X v 1::.r + 

elf r-
y + ely* 

~ (_H__)2 (:~.) ely* 
+(elf)2 

· dx* 

Comefeito,se _H__ > OentaoWf(E;xv1) = f(x*,.)~f(x,.)sees6sex*~x, 
elx* · 

o que apenas acontec~ no caso de ser 

elf 
r dx* 

x• ~ x + v 1:;.)' + 
(

_H__)2 
dx* 

Se il_ < 0 en tao f(x * ,.) ~ f(x ,.) se e s6 sex* ~ x, o que apenas acontece 
dx* 

no caso 

da mesma forma para v. 

elf r--;;;-;-

x• ~ x +vI;;.)' + 
(

_H__)2 
dx* 

Para calcularmos agora a derivada direita em (x, y) teremos, aplicando a defini­
<;:ao, de calcular 

f'd(x, y) = lim 
r-o 

Wf(E;x,yl) - f(x, y) 

2r 
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ou seja, 

2f'd(x, y) -lim 

-,~\! 1~:.)' 

+ v1~:.r 

df 

dx* 

(
Q!___)2 

+ dy* 

df 

d y* 

( 
q__£_)2 

+ dy* 

f(x, • y*) - f(x, y*) + 

r ( :~ •) 
v (:~.r + (_Q!_)2 

d y* 

f(x, y*) - f(x, y) 

r u:.) 
\1 (:~.r + (.il__)2 

dy* 

Como x * __,. x quando r .- 0 e ...2!___ e ...2!___ sao continuas e limitadas, por 
v·- v dx dy 

hip6tese, tem-se 

(dt)2 (df) 2 

2f~(x,y) = dx + dy _ 

v(:: r +(:~rv(:~r +(::r v(::.r (
q__£_)2 

+ dy* 

e obteremos uma expressao simples (generalizavel sob certas condi96es para ciutras 
funt;:6es) que ilustra uma aplica<;:ao das fun<;:6es de conjunto convexas. 
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