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ANALISE DA SENSIBILIDADE EM PROGRAMAGAO LINEAR
QUANDO O PRIMAL ESTA NA FORMA ESTRUTURAL

C. Silva Ribeiro (*)

1) INTRODUGAO

Considere-se um par de problemas duais de Programagé&o Linear, na
forma estrutural:

Primal Dual
Max z(x)=ch Min z(u) b u +b§u2+5§1—137
m, ~ Ex 51_31 1_11> 0
m jm, - Fx =52 u, livre
oy = : Gx 21_33 1_13 0
D - x 20 ET51+FT52+GTG3 =c

onde: xeR® — vector das varidveis primais estruturais (0 espago das solu-
¢bes do primal é o .espago R®); ¢ — matriz (px1) dos coeficientes da fungdo
objectivo; £ — matriz (m:xp) dos coeficientes das varidveis estruturais das
restricées de tipo < ; F — matriz (m.xp) dos coeficientes das varidveis es-
truturais das restrigdes de tipo =; G — matriz (msxp) dos coeficientes das
varidveis estruturais das restriges de tipo > ; b; > 0 — matriz (mx1) dos
segundos membros das restrigées de tipo <; b,>0 — matriz (m. X 1) dos se-
gundos membros das restrigbes de tipo =; bs > 0 — matriz (msx1) dos se-
gundos membros das restrigbes de tipo = ; m=mi+m.+m; (0 espago das
restricBes do primal € o espago R™); eR™ — vector das variaveis duais es-
truturais associadas com as restrigdes de tipo < ; U.eR™ — vector das va-
ridveis duais estruturais associadas com as restrigdes de tipo =; UseR™ —
vector das varidveis duais estruturais associadas com "as restrigdes tipo >

(*) Professor auxiliar do Instituto Superior de Economia. Responsdvel pelas disciplinas de
Microeconomia do Mestrado em Métodos Matematicos para Economia e Gestédo de Empresas
e de Métodos Matematicos |, do 1.° ano das licenciaturas.
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. Procedendo a estandardizagdo do primal e do dual obtém-se:

-

Primal : Dual

- T . ~T= =T= =T-
Max z(x)=c x Min z(u)=bTu +bTu +bTu

11 272 "373

- _T - . I=- . T- _
Ex+y1 b1 E u1+F u2+G u3—v—-c
Fx =b2 L_112 6, 1_12 livre, :135 6, v
Gx —y3=b3

onde: y:eR™" — vector das varidveis primais auxiliares associadas com as
restricdes de tipo < ; yseR"° — vector das varidveis primais auxiliares asso-
ciadas com as restrigbes de tipo >; veR? — vector das varidveis duais
auxiliares. ’

Relembrem-se as relagdes de exclusdo entre o primal e o dual:

x'v=0; Uly;=0; Usy.=0 (com y,=0); Usys=0

2) VARIAVEIS BASICAS E NAO BASICAS

Supbe-se gue se estd numa dada iteragdo do simplex para a resolugdo

do problema primal. Nesta iteracdo tem-se:
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X:eR”" — vector das varidveis primais estruturais béasicas;
X2eR™ — vector das varidveis primais estruturais ndo bésicas;
y1eR™"" — vector das varidveis primais auxiliares (das restrigdes de

tipo <) ndo bésicas;
V126R™?2 — vector das varidveis primais auxiliares (das restrigdes de
_ tipo <) bésicas;
ysieR™" — vector das varidveis primais auxiliares (das restricdes de
_ tipo =) ndo bésicas; '
Vx2eR™¥ — vector das varidveis primais auxiliares (das restrigdes de
tipo >») baésicas;
v:eR”" — vector das varidveis duais auxiliares ndo basicas;
V.eR"? — vector das varidveis duais auxiliares basicas;
U1eR™!" — vector das varidveis duais estruturais (associadas com
as restricdes de tipo ) bésicas;
UeR™"? — vector das varidveis duais estruturais (associadas com
as restricbes de tipo <) ndo basicas;
Us1eR™' — vector das varidveis duais estruturais (associadas com
as restrigées de tipo >) basicas;
UseR™? — vector das varidveis duais estruturais (associadas com
as restricdes de tipo =) ndo basicas.



Tem-se: pi+p2=p; M1+ Mi2=my, May+ Max=mMm;.
As relagbes de exclusdo garantem que:

Xjvi=0; XJv,=0; U1T1;'11=0; Uyoy12=0; Uy>=0 (y,=0); U3T1)_/31=0; Usrzy&:o-

Como o ndmero de varidveis primais basicas é igual ao nimero de res-
trigdes tem-se:

Pr+Mi+Mmau=m ou pr+ (M — M)+ (M3 — mz)=mi+ma+m;

e portanto L B R Y]

isto é, em qualquer itera¢do do simplex, o numero de varidveis primais es-
truturais bdsicas é igual ao numero de restricbes saturadas

(y11=0, ¥2=0, ys:1=0)(*)

As decomposigbes dos vectores X, yi, Va, Ui, Us € V

il S N IR S TR T AT T I FEERA N DT I SRR B A B I B

-1 — T, u —-m

7Py Y12 12 Y32

32 12 12
1_13= u31 —>m31; v= Vl —»pl

induz a seguinte decomposi¢do das matrizes £, F, G, ¢, b, e bs:

P1 Py P Py P Py
B=[B)) Epp| mpy s F=[F1 Fz] my 3 &% Cpa| Map
Ea1 Ea2f ™2 Go1 Caaf ™32
e=[c.] p.s b.=[0. | m_:B.=[5.| m
1| P15 P17 Pra) ™11t P37 | Paa Pan
e P bry| ™y byl My,

(*) Em termos do dual tem-se a seguinte conclusdo equivalente: 0 nimero de varidveis
duais auxiliares ndo basicas (v1) € igual ao nimero de varidveis duais estruturais bésicas (u11,
Ua, Us1).
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A partir destas decomposi¢des os problemas primal e dual podem

escrever-se da seguinte maneira:

Primal
Max z(x)= EI{}—(1+ Eg;{z
By yX)*Byp%,*y ) b,
F1 }_<1+F2 }_<2 =Bz
Gy Xp*Gp%) Vg =4
B)1%1*Ep)%, Yy, by
Cy1%1*622% Y353,
R 2 03 %03 71,705 74,05 7,205 74,2 0.
Dual
Min z(u) b +b u +b u +BT u —T u
119117292 * 031431 *P 582+ 3503,
$1511+F1u2+G11531 51_12 GyUgy™vy =)
E12”11+F§u2+G12u31+E22u12+G22u32 v)=C,
Gllzﬁ 1_12%6 1—131% 0; u12=6; 1_132=6; ‘\_71=6; \_72%5.
Fazendo:
P, P,
B.=|E m .3 B,=|E m, .3 =-_1m'b =FBTm°
1| P11 M1t P27 P2 Mird YT iy ™ Py T C11| Mind
Fi| ™ ol ™ vy | ™ by | m,
11] ™31 C12] ®31 L—§31 f31 __31_ T31
-
Y% | M
uy |m,
_531 31
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Tem-se:

Primal
— -T- —T—-
Max z(x)= c1x1+ c2x2
B1x1+ B.X +y(1) =b(1)
E1%1%Ey0%) Y, by
21X1+G22X2 Y3573
X, = 0; x2 R y(l) ; ylzz 0, y322 0.
Dual
Uy
Min z(u) b(1) (1)*P12%12*P3237
B u T T u v =c
1%(1) *B21%12*C01 32 1
Blu,  +EL. G +GL G -; =c
2 (D 22 12 22 32 2 72
u(l)<0, u12 O, u32 v1= 3V, 0
Nesta iteragdo do simplex tém-se as seguintes solu¢6es basicas:
_ _1 —_ —_ -
xl—B1 b(l) =0 vl—O
- = - T, -1.T- - =
xz-—O v.2 BZ(Bl ) cy c240
- _1 T_ —_
Y1y™° uepy=(By ) ey <0
- _‘_ _ _1 >_ - =_
Y127P197E91B1 Py =0 u19=0
- ]_ — _ -— _=
Y327 G21B1 b(l) by =0 u3,=0
T_
z(x)—clB1 b(l) z(u) b(l)(B ) ¢y

Verifica-se que z(x)=z(u). As variaveis basicas do primal sdo xi, y: €
ys2. A matriz da base é:

M2 M3
B=
B1 0 0 p,=m +m2+m31

E I 0 ml2
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A respectiva inversa é:

-1 -1
= B 0 0
1
E, B0 I O
1
1% O 71

Verifica-se que para inverter a matriz da base, basta inverter a matriz
Bi, que corresponde as restrigdes saturadas e as variaveis estruturais
basicas.

As varidveis basicas do dual sdo v, e uqg. A matriz da base é:

Py P
T
D=} -1 B2 P,
T
0 B
1] 21
A respectiva inversa é:
pl=|l -1 B (B_l)T
-1,T
0 (B1 )

3) RELACOES FUNDAMENTAIS

Consideram-se as seguintes relagdes obtidas directamente dos proble-
mas primal e dual:

T N
(D Byx#Byx 4y y=b gy (V) Biue1y*EppY +G21 327V17%
(I1) E =b (VI) Bly  +EL G v.=c

21%1*E 9%y 1,7b )

(I1T) C21x1+G22 277V 357P55

-T=
(IV) z(x)= c1x1+c2x2

2(1) 2212 2232 V27%

(VIT) z(u) =b! br 5. 4B g

(DY) P12%12%P32%32

A relagdo () da directamente a expressédo das variaveis primais estrutu-
rais basicas em funcdo das varidveis primais ndo badsicas:

- —1 l -1
IIT B -B
(VIID)  %,=B; 'b1yB 1Y)
— N—_—— e
1 7 8
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Substituindo (VIIl) em (II) e (Ill) obtém-se as expressbes das varidveis pri-
mais auxiliares basicas em fungdo das varidveis primais ndo basicas:

e | S, .= -1
(IX) Y19=(B197Ey By D gy ) (g By ByEy ) % +Ey 1By Y (g
| \ v Ny
2 9 11
(x) 5..=(C,.B_ b . ~B. )+(C,.-G, B. B.)X. ~C. B 'y
3270181 D1y P30 (6576, B B =Co B Yy
\ — \ — —
3 10 12

Substituindo (VIII) em (IV) tem-se a expressédo da fung¢éo objectivo do pri-
mal em funcdo das variaveis primais ndo basicas:

. =T -1 =T =T -1, .= =T -1
(XI) z(x)—clB1 b(1)+(c2 ClBl BZ)XZ ClBl y(l)
|- AN N \—,—J
4 6 5

A relagéo (V) d4a directamente a expressdo das varidveis duais estrutu-
rais basicas em fungdo das varidveis duais ndo bésicas:

_-1.T- , -1,T.T - _ -1.T.T - -1,T-
(XIT)  ugy=(By ) ey =(By ) Epquy = (By ) Gppug v(By ) vy
\ ~r AN — \ ~r \_‘,—/
5 11 12 8

Substituindo-se (XIl) em (VI) obtém-se a expressdo das varidveis duais
auxiliares basicas em fungédo das varidveis duais ndo basicas:

- - T, -1T-. T, -1TT _T,-
(XIII) v,= (c2 B2(B1 ) cl) (Bz(Bl ) Eyq E22)u12
6 9
T _-1.T.T T .- T, -1 T-
(By(By ) Gy =Gyp)ug,*By (B ) 7vy
10 7
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Substituindo-se (XII) em (VIl) tem-se a expressdo da fungéo objectivo do
dual em fungdo das variaveis duais ndo bdsicas:

(XIV) z(u)—b(l)(B )TEI+(b (1)(3 1)Tqujl)G12
Z P
-1.T.T T-
+(b3,7b0,, BT el D, 51y ) hT,
3 1

Note-se que o0s coeficientes marginais das varidveis ndo bdasicas nas
expressdes (VIII) a (XIV) reproduzem-se em dualidade reflectindo as relagdes
de exclusdo. Assim:

1 — O valor de x; aparece como coeficiente (transposto) de v; na
expressdo de z(u);

2 — O valor de y:» aparece como coeficiente (transposto) de Uiz
na expressdo de z(u);

3 — O valor de ys» aparece como O simétrico do coeficiente
(transposto) de us, na expressdo de z(u);

4 — Os valores de z(x) e z(u) sdo iguais;

5 -— 0 valor de uyy é igual ao simétrico do coeficiente (trans-
posto) de yu em z(x);

6 — O valor de v, é igual ac simétrico do coeficiente (trans-
posto) de X em z(x);

7 — O coeficiente de X, na expressdo de xy é igual ao simétrico
do coeficiente (transposto) de v na expressdo de vy

8 — O coeficiente de yu na expressdo de x; € igual ao simé-
trico do - coeficiente (transposto) de Vv, na expressio
de Uqy,

9 — O coeficiente de X, na expressdo de yi, € igual ao simé-
trico do coeficiente (transposto) de U, na expressdo
de Vz;

10 — O coeficiente de x», na expressdo de ys € igual ao coefi-
ciente (transposto) de us; na expressdo de vs;

11 — O coeficiente de yu na expressdo de y;» é igual ao simé-
trico do coeficiente (transposto) de Ui, na expressdo
de Uy,

12 — O coeficiente de yu na expressdo de ya,€ igual ao coefi-
ciente (transposto) de us; na expressdo de ugq).
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Os célculos inerentes as expressdes (Vi) a (XIV) vdo ser apresentados
num quadro. Para isso, deverdo apresentar-se os problemas primal e dual
da seguinte maneira:

Max z(x) Primal
2%2* 1Y (1) * BiX) =1
E22 2 +E21x1+1y12 ___‘12
G22)_<2 --I-Gle1 —I§32 -532
52;{2 - Erjl?il +2(x)=0
;2=6§ y(1)=6; ;(126; ;712 20, y32 _0, z(x) livre
Min z(u) Dual
T +bil)u(l) 1 5815"B353,0
Tyt By +E§2512+G§2—32 =,
Br{u(l) IV1 E21 12+G21u32 E
z(u) livre; \-72%6; u(l)zo; v1=0; 1-112=6; {'132=6:

Considerando uma abordagem do tipo «forma revista do simplex» tem-
-se respectivamente:

m 1
——t—
r [} T - 1 -
g | —} -1_ -1 =
B B1 0 0 l 0 8 B1 o 0 0
1 _]_ : -
1
E,y T 0! 0 m E,By7 I 010
! - -1 I _
- - |
€10 Tt 10 6Py 0. 7T °
-T =T =T -T.-1 =T =T|
B 0" 0 1J 1 c;B;7 0 0 : 1_
1 P
T I'_A—‘_\
i T r ! 7
N bt o a1 booT T -1.T
= - — = - B
D=l -1y O byl 0 b
-1 - T, -1.T
Gi-1 BC 0,-I B, (B, )
! 2 p | 271
=1 T = 1 -1, T
_ 0 : 0 B, ] _ 0 ! 0 (B1 ) ]
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Os problemas primal e dual podem resumir-se no seguinte quadro:

z(u) v u

2 vy V1 Yo U3o
T T T {
( 3 l
T p
2 2
1
3 p
P1
1 ! | !
| R R - o
P12 [P 10 REn T 0 O fiz ™
- I |—___r____--—-__— T
e
P32 | %2 10 n 10 )0 132
H ' !
=T 1+ =T -T «+ =T ' =T !
G RCEIC SCU L S

O quadro constitui uma matriz quadrada de ordem m+p+2. No canto
inferior direito encontra-se a matriz B (matriz da base do primal) e no canto
superior esquerdo tem-se a matriz D (matriz da base do dual).

Construa-se a seguir um quadro com o mesmo formato do guadro A)
onde no canto inferior direito se coloca a matriz B ~' e no canto superior
esquerdo se tem a matriz D —'. O resto do quadro é composto por zeros.

Assim: - _
z(u) v u v u u

o]
=

—_———_——-}

B)

L PV SN O S S, b —— ——-——

G21B1 E 0
clB1 i 0

84 2 Y 1 Vi Y3y 2(®



As expressbes (VIIl) a (XIV) obtém-se premultiplicando o quadro A) pelo quadro B), obtendo-se o quadro C):

z(u) v, u(l) v, 512 532

! o 0 by B0 byt 810 By -b3,* (g 1D 0, bq(rl)(le)TET

0 ' ° By Byt B |- hTe, el h e,

5 o . _(le) T (le) TE'gl (Bil)TGEI (B?)TE;_

C) B LN BIlBZ BIl I 0 0 0
BIZ_EZIBIIb(l) _E2131132+E22 'E21311 0 I 0 0
G213111’(1)"_’32 G21BIIBz'G22 6By 0 0 I 0
ey b 1 c1B 'B,-e) | 1B 0" oF or 1
% Y1) *) Y12 Y32 2(x)
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4) ANALISE DA SENSIBILIDADE

Estdo criadas as condi¢des para proceder a andlise da sensibilidade do
par de problemas duais e interpreta-la a luz da Andlise de Actividades.

Em primeiro lugar, v8o estudar-se as variagcbes das varidveis objectivo
— Z(x) e z(u) — devido a variagdes dos segundos membros e das varidveis ndo
bdsicas.

Das expressdes (XI) e (Xll) conclui-se que:

sz(x) _ ,-L T~ _
of T (B e = gy
(D
Naturalmente que:
02(X) _ 5.3 N 1€ S HN S
5b 1z - sb )2
12 32

Daqui se conclui que as varidveis duais estruturais up, U € Us, medem,
na iteragdo considerada, a sensibilidade da varidvel-objectivo z(x) em relagao
as variagdes dos segundos membros. Em termos de Anélise de Actividades séo
pre¢os duais ou pregos\sombra..

As variagles de z(x) relativamente as variagbes das varidveis auxiliares
ndo bdsicas sao:

= ~u

20 LT
——=— =03 (1)

2
8y (1)

Assim, a introdugédo de uma variavel auxiliar yy na base faz variar a fun-
G8o objectivo de -uqy; esta variagdo pode ser positiva, negativa ou nula, ndo
s6 porque se pode ndo estar no éptimo mas também porgue as varidveis que
compdem o vector Uy estdo sujeitas a diferentes tipos de restrigbes de sinal.
As componentes negativas indicam possiveis variaveis a introduzir na base na
iteragdo seguinte e medem o ganho desta introdug¢do por unidade, isto é, indi-
cam uma «perda de ganho».

Das expressdes (XI) e (XIll) vé-se que as variagdes de z(x) relativamente
as variacGes das varidveis estruturais ndo bdsicas séo:

8z(x) _ _ z
2

T, =1, T- _ -
@ = "B, (B ) ey =,
5X2
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Deste modo, a introdugdo de uma varidvel estrutural x, na base fara va-
riar a fungdo objectivo de -v,; esta variagdo pode ser positiva ou negativa,
uma vez que é s6 no dptimo que todas as componentes de v, sd0 ndo nega-
tivas. As componentes negativas de v indicam possiveis variaveis a introdu-
zir na base na iteragdo seguinte e medem o ganho desta introdugédo por uni-
dade; as componentes positivas de v, indicam as varidveis a manter fora da
base e medem o custo de oportunidade que se verificaria com a sua introdugao.

De forma andloga, a partir de (XIV), (Vill), (IX) e (X) se tém as expressdes

das variagbes de z(u):

sz(u)  _ -1 = —ez(w) _ 5ok
@ = Blbay™ se Pt
c1 2
sz(u) _ ¢ _ -1 = ALY N . =-y
® = TP Faf PayVia | © T RO
uy, Y/
sz(u)  _ -1 -
m| = =B b(1) 1
6V
1
E evidente que:
6z(x) _ - _ _%2(%) _ 3 3
- 11 *a) 3 5o 2
<y 2
6z(u) _ u )TE
sb (1) !
@D
sz(u) _ 5 6z (u) 4. =0
55 12 ﬁB 32
12 32

Em segundo lugar, vdo analisar-se as variagées das varidveis bdsicas
(estruturais e auxiliares) em relagdo as variagées dos segundos membros.
Atendendo a (Vill), (IX) e (X) tem-se imediatamente:

6X

1
@ ——= B
b

(1)
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©) _ﬂ_ = -E B_l 5712 =1 912 -0
5b . 211 5b sb
(D 12 32 .
(10) __6Y3_g___ = G21B11 _6_i7_32_. =0 _6}_.7.3_2_ = =T
6b(1) 6b12 6b32

De forma anédloga de (XIl) e (XIll) obtém-se:

5V 5

2 -

— = -1 (1) 2 . BT(B 1)T
scC ¢ 271

2 9¢q
6u ou

_(1) =0 (12) _(1) = (le)T
6C2 Bcl

-Conhecidas todas estas relagdes é facil reconhecer que as derivadas par-
ciais das varidveis primais basicas — Xi, V12, Y2, Z(X) — em rela¢do aos se-
gundos membros ndo sdo mais que as expressdes dos blocos da matriz B .
Evidentemente que existem relagdes semelhantes no problema dual: as deri-
vadas parciais das variaveis duais basicas — z(u), vz, Uy — em relagdo aos
segundos membros sdo as expressdes dos blocos da matriz D ~'. Assim:

_ _ 5x 5% 5% _ a_q
Bll o]l o ® = L 1 L o |=B
& & &
b1y b1y b3y
_ _ 5y 5y 5y _
—E21B11 I 0 0 12 _12 _12 0
&
b 5, 5,
_ - 5y 5y sy _
G21B11 B 32 73 732 5
& &
by %y, b3y
o R T T T
C'{Bll 5Tl 5Tl 4 5z(x) | ﬁf(x) BE(X) 1
1y 8byy %bgy
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T T

-1 0T bT (B l)T =| -1 6z (u) 6z (u)
(11 sc sc
2 1
_ _ _ 5V 8V
0 |-1 Bg(Bll)T 0 2 2
5.y be;
_ _ _ su su

= | &H? 5 “) b
6c2 6c1

Em terceiro lugar, vdo apresentar-se as variagées das variaveis bdsicas
em relagdo as variaveis ndo bdsicas.
A partir de (VIII), (IX) e (X) obtém-se:

6% 5%
1 -1 1 -1
—_— - 14} —— = -
(13) = B, B, (19 B,
2 V(1)
5y 5y
12 -1 12 -1
—_—— = - 16) | ———— =
(15) - 14:2131 B2 E22 (16) 14:21B1
5y 5y _
32 -1 32 1
—_—a = - B 18) | — 2% = -
an - 2769181 % (8) Gy1B4
2 6Y(1)

Estas expressées medem as variagbes das variaveis basicas, xi, iz, Va2,
em relagdo as varidveis ndo basicas, Xa, Y« S0 taxas de substituigdo das pri-
meiras pelas segundas; sdo os «equivalentes potenciais» ou «combinagdes equi-
valentes» em variaveis basicas das varidveis ndo bésicas.

De forma andloga, de (XIl) e (XIil) tem-se:

5V 5V
2 T ~-1.T 2 T, -1.T.T _T
19) | —————— = . 20)) — . = -~ -
(19) = B,(B,) |3 (20) — (B,(B] ) Ep ~E,»)
1 sUyg
5V
2 T, -1.T.T T
21 = — -
21) - (32(31 ) Gyyp Gzz)
V)
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éu su .
D _ g LT, D g WIT
@2 — (B, 23) - (B; ) Eyyl 3
! Y12
su
— D g HT T
(2] — (B, 6,y
6u32

Conhecidas estas relagdes é facil de ver que as derivadas parciais das
variaveis basicas (estruturais, auxiliares, objectivo) em relagao as variaveis néo
béasicas constituem os blocos do quadro C). Assim, obtém-se o quadro D).



D)

16

z(x) v, Uy 1 Y12 Y32
T T T
Gf(u) 17 af(u) _ af(U) _ “f(") 2(w)
bvy §cy KR $u3
5v2 o avz _ 5v2 _ 6v2 52 (x)
8y e by U3y 8%,
My ot ) oy 52 (%) 52(x)
‘Wl acl aulz §ugy ‘sy(l) ab(l)
s2(w) 52(w) % s S
bvl acl &xz 5y(1) 6b(1)
52 (u) 819 Yig 'Yy
bul2 axz ay(l) “)(1)
__sz(w 83y 8¥30  _ 4V3
su3y 8 %) Y1) 421y I
2030 5z (x) r sz (x) T s2(x) ]T
8%, Y1) (1)
% Y * Y12 Y32 z(x)




§) EXEMPLO

NUMERICO

Considere-se o seguinte par de problemas duais de Programagéo Linear,
na forma estrutural:

Primal

Max z(x)= x,+2x

L)

@

@

@

®)

1772

5x1+3x25 60

x1+3x2S 30

Min z(u) =60u1+30u2+12u3+15u4+16u5

5u1+ 1i2+ u3+ 2u4+ uszl

3u1+ 3u2+ u3+ u4+ 2u52 2

Na figura encontra-se a representagdo geométrica do problema primal no
espacgo das solugbes. O éptimo encontra-se no ponto de coordenadas x; =3
e x.=9. Verifica-se degenerescéncia do primal, uma vez que trés restrigbes
se intersectam no ponto (3,9): sdo as restrigdes (2), (3) e (4). Em consequén-
cia, ha duas solugbes 6ptimas béasicas do dual.

X2
20

15

g2




Estandardizando os problemas primal e dual, obtém-se:

Primal Dual
Max z(x)= x1+2x2 Min z(u)=60u1+30u2+12u3+15u4+16u5

5x1+3x2+y1 =60 5u1+ u2+ u3+ 2u4+ ugmvy =1
x1+3x2 +y2 =30 3u1+ 3u2+ u3+ uA+ 2u5 -v2=2
x1+ X, =12 u; = 0, u,= 0, uy livre, u, s 0, usso,
2x1+ x2 —y4 =15 vlzo, vzzo.
x1+2x2 —y5=16

X =z 0, Xy = 0,

yle, 1) >0, y3z 0, y42 0.

Tem-se evidentemente:

 EST RIS A AT BEIR 2 A BESA LY BV LY BT R B
| %2 ] ] 75 %2 5

b,=[12] , by=[15] ,
16

p=2, m=5, m.=2, m,=1, m,=2.

1 2 3

Quer fazendo uma andlise grafica, quer utilizando o algoritmo do simplex
tém-se as solugdes Optimas (a) e (b), no verso.
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Solugéao (b)

Soluc¢ao (a)

SBOTISE] OBU ST9ABTIEBA SBOTISBQ STIABTIBA
~ — o — —
=) — — N o~ — o~ [3a)
] ~ |1p 12 13 1> [ =] 12 12
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Vai reconstituir-se o gquadro C) para cada uma das solugbes Optimas
encontradas.
Para a solugdo (a) tem-se:

e, [e } [ 1], 3], F1=[1 ], G11=[2 1]
{ZJsz

=
w
L

o[ 21 b,=[o,]=[60] b2=[b3]=[12] : b31=[b4]=[15] ,
b, | 3]
b32—[b4=E6] =l 1] Ly gy, ay[bsl=[17
2 1 v, b,| |15
-1
y[us] > B =[1 1
u, 2 -1

Y3 V4, Fp ¥y Y Yy Y5 2
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Para a solugdo (b) obtém-se:

e =[e ][] s Bpp=lr 3], &y =l 3], w=[1 1],

1 2
= _ 1= - " = 7 b = [~ A7)
by, Fb4 15] , B,=[1 3], YT V2| Pey=|Pa|=(30
-bs- 16 1 1- y3_ b, b}zd
u —ru- B_l—-l §~
L)y {72 "1 2 2
u 1 1
) 2 77

Yo Y3 ¥ X, ¥y ¥, ¥g z(x)
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As férmulas (1) a (24) ou o quadro D) permitem, como se viu, efectuar
a andlise da sensibilidade de um par de problemas duais. Uma vez que, no
exemplo em estudo, a solugédo 6ptima do primal é degenerada, os quadros (a)
e (b) fornecem derivadas laterais. Com o objectivo de saber quais s&o as deri-
vadas a esquerda e as derivadas a direita é necessério proceder a um estudo

local.

Em primeiro lugar, vdo estudar-se as variagbes das variaveis primais em
relagdo aos segundos membros. Como as restrigdes (1) e (5) ndo se saturam
pedquenas variagdes de by ou de bs ndo alteram a solugédo, excepto, os valo-

res de y, e ys respectivamente. Tem-se

X

5z (x) -0 1 _ 0
b
6b1 Bbl
8y 8y
z . 0 3 3 . 0
6b1 Bbl
sz (x) 8%
= 0 3 = 0
6b5 6b5
5y 8y
z . 0 3 3 . 0
6b5 6b5

Como as restrigdes (2), (3) e (4) se
saturam no ponto (3,9) as variagdes
de b,, bs e b, alteram a solugdo. Na
figura estd representada uma vizi-
nhan¢a do ponto A=(3,9), ponto de
intersecgdo das restrigbes (2), (3) e
. (4). Quando b, cresce (Ab>,>0) a so-
lugédo éptima permanece no ponto A;
quando b, decresce (Abp.<0) a so-
lugdo Optima desloca-se ao longo

do segmento orientado K()')

entéo:

6X2

6b1

6}’4

6b1

6X

b

6}’4

5b

Bbl

6}’5

bbl

6}’1

6b5

6b5
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Assim, tem-se:

5z (x) | X 5% 5y
—_ =0 3 1 = 3 2 =0 3 1 = 0 ;
sb 5b 5b 5b
2 ]y 2], | P2y L P2,
; - - - - -
6y 8y 8y oy
2l=1 ; 2= 0 ; b0 ; 2= 0 ;
8b 8b éb éb
214 L2y S B P
- - ; - - - -
5z (%) S R T 5| .
2 ? - 27 - 2 = H
5b, ob, ob %,
de - e - Je - Je
85 o 8Y 5 85 4, 1 Y 5 1
-0 =0 = 3 =3
6b2 ész 6b2 i 6b2
e - e - -e - e

As derivadas a direita relativamente as varidveis basicas encontram-se na
parte inferior do’ quadro (a) na coluna correspondente a y»; as derivadas a es-
querda respectivas encontram-se na parte inferior do quadro (b) na coluna re-
lativa a ya.

Quando b; cresce (Ab3>0) a solugcdo O6ptima evolui ao longo do seg-
mento orientado AT@ Quando b; diminui (Abs<0) a solugdo 6ptima encontra-

—
-se no segmento AD. A analise paramétrica mostra que:

()| [ oexg 3 ‘”‘2} 1|
—6b_=—2—; 5b "2 b T b T
I D R 1 P R 3],

. - - N r
Y 9 ”’3} 4l s Wﬂ 1
= 0 = 0 = — = —
2 ] 2 s 2 y
5b 5b 5b 5b
34 | 73]y | 73], L 73y
6z(x)- i X X ] i 8y ]
= 3 5 1 =—]_ 3 2 = 2 3 1 =—]_ 3
5
ab3 b, 6b3 5b
L~ - e 4de L de
8, s 85 5 - . 85 4, e aysﬁ_ 5
8
bBJ 6b3 6b3 6b3
e L e Jde L de
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As derivadas & direita e as derivadas & esquerda relativamente as varia-
veis bésicas encontram-se, respectivamente, nas partes inferiores dos quadros
(b) e (a) nas colunas correspondentes a variavel ys.

Quando b cresce (Ab,>0) a solugdo optima desloca-se ao longo do seg-
mento orientado A_\E:; quando b, decresce (Abs<0) a solugdo 6ptima perma-
nece no ponto A. Obtém-se:

8z (x) 5% 8X 5y
=1 pl—21= 1 | —2 =1 | —2 =2
&b b ob b
4 4 4 d 4 4 4 d
5y 5y 5y 5y -\
21. 5 | 3. o Gl o, 504
éb b éb éb
4 d 4 d 4~d i 4-d
8z (x) §X 5% . | i 8y W
= 0 3 1 = 0 3 2 = 0 3 1 = 0 3
ob b b 6b
4 e 4 e 4-e L 4—e
8y 8y 8y oy
21= 0 j|—2|= 0 ;| —*{=-1 ;|—2|= 0
5b4 5b4 5b4 5b4
e e e e
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As derivadas a direita em relagdo as varidveis basicas encontram-se na
parte inferior do quadro (a), coluna -ys; as derivadas a esquerda respecti
vas estdo no quadro (b), parte inferior, coluna ys;, mas tém o sinal trocado.

Em segundo lugar, v8o analisar-se as variagdes das variaveis primais ba-
sicas em relagdo as variaveis primais ndo basicas, as quais sdo, no 6ptimo,
variaveis auxiliares. Como os acréscimos (decréscimos) das varidveis auxilia-
res das restricbes de tipo £ s&0 equivalentes a decréscimos (acréscimos) dos
respectivos segundos membros, as derivadas a direita (esquerda) em ordem
aos segundos membros ddo derivadas a esquerda (direita) em ordem as varia-
veis auxiliares. Do mesmo modo, os acréscimos (decréscimos) das varidaveis
auxiliares das restricdes de tipo > sdo equivalentes a acréscimos (decrésci-
mos) dos respectivos segundos membros, as derivadas a direita (esquerda) em
ordem aos segundos membros mantém-se a direita (esquerda) em ordem as
varidveis auxiliares. Assim:

QUADRO (a) QUADRO (b)
5z (x) | 5z (x) | 5z (x) ] 1 57 (x) | )
=—3 ; —————— =--1 ——— ] = - —2- ; ——— | = - —2-
8y 8y 8y 8y
31y b 1,4 2 |4 31,
_ - _ - _ - i -
6X1 S 6x1 . 6X1 ] l 6X1 . 9_
5y ’ 5y 5 27 5y 2
L 734 L T4l | P20, LT3
_ _ _ :
5x27=_2 . 6X2W . 5x21 1 [ 4%, _1
b 2 b 2
5y 8y 5y 5y
| *73]y | 74 1 L 2]y 1 N
[ sy, ] 87 [ o] [ 8y 4]
5y 5y 5y 5y
LT3y L T4y L T2y L 3,
- 1 - r .
5Y 5] 5Y,] [ sy, 4 55, 5
5y 5y 5y 5y
L 3-d L 4.4 d . 2- d L 3- e
[ 375 ] [ 855 [ oy5] BRI
=—3 ; =—1 = E— ; = =
5y 5y 5y 5 2
L7314 | T4l L T2y L 3.




Em terceiro lugar, v8o apresentar-se as variagdes das varidveis duais em
relagdo aos coeficientes da fungéo objectivo. Tem-se:

5z (u) su su
2
— =3 —L1 -0 =0 ;
sc scC §c
1
1 1 d
su su du
3
==1 3 4 = 1 3 2 =0
sc > sc §cC
1 d 1 4 1
ol 1. buq] 3 su,
= 3 =30 =0
acl 5C1 bcl
e e e
8z (u) su su
—— =9 —+ -0 2= 0
dcC dc sc
2
2 2 d
du du su
—21= 2 ; ) BN 2 - 9
§cC sc 8¢
2 d 2 d 2
5u2 1 5u3 _ 1. 5114 .
=7 = 3 -
5(:2 5c2 5c2

©
©
©
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As derivadas a direita encontram-se no quadro (a) e as derivadas a es-
querda encontram-se no quadro (b). -

Finalmente, vao estudar-se as variagdes das variaveis duais basicas em
relagédo as varidveis duais ndo basicas. Tem-se:

Quadro (a)
8z (u) sz (u)
= 3 ;] —m———— = 9 5
5V1 5V2
5z (1) 5z (u) 5z (u)
- =18 § —/—4m— = (0 3 — =-5
5u1 6u2 5u5
su du
3 T 3 =2
8V LAY
1 d 2 d
su su su
3 =—1 N 3 =—5 H 3 =—3
du su su
1 d 2 d > d
su su
oy |
5V 3V
1 d 2 d
5u4 5u4 (Su4
==2 3 = 2 - = 1
su su su
g 214 > lq
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Quadro (b)

6z (u) 6z (u)
=3 ’ =9 ’
5V 8V,
6z (u) 6z (u) 8z (u)
=18 ; =0 ; ==5
Bul 5u4 6u5
bu, 1 ou,] 1
5V 2 5V, 2
e e
su, S su, 1 su, 1
su ’ é 2’ 8 2
1 Yy Us
e e e
S D I e | B
8V1 2 6V2 2
e e
i P Uzl 5. il 1
s = _2" - 2
6u1 ¢‘Su4L 6u5
e e e
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