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ANALISE DA SENSIBILIDADE EM PROGRAMACAO LINEAR 
QUANDO 0 PRIMAL ESTA NA FORMA ESTRUTURAL 

C. Silva Ribeiro(*) 

1} INTRODU<;AO 

Considere-se um par de problemas duais de Programa<;:ao Linear, na 
forma estrutural: 

Primal 

Max z(x)=c 
T 

X 

rnl ... Ex 

m rn2 __, Fx 

rn3 __, Gx 

p .... X 

-
:Sb 

-
=b 

-<":b 

-
<-:0 

1 

2 

3 

Dual 

u <': 0 
1 

u
2 

livre 

onde: XE.RP- vector das variaveis primais estruturais (o espa<;:o das solu­
<;:6es do primal e o espa<;:o W); c - matriz (px1) dos coeficientes da fun<;:ao 
objective; E- matriz (m1xp) dos coeficientes das variaveis estruturais das 
restri<;:oes de tipo ::;; ; F- matriz (m2xp) dos coeficientes das variaveis es­
truturais das restri<;:oes de tipo =; G- matriz (m3xp) dos coeficientes das 
variaveis estruturais das restri<;:oes de tipo ;;:: ; b1 ;;:: 5- matriz (m1x1) dos 
segundos membros das restri<;:oes de tipo ::;; ; b2;;:: 0- matriz (m2 x 1) dos se­
gundos membros das restri<;:oes de tipo =; b3;;:: 5- matriz (m3x1) dos se­
gundos membros das restri<;:oes de tipo ;;:: ; m = m1 + m2 + m3 (o espa<;:o das 
restri<;:oes do primal e o espa<;:o Rm); u1E.Rm 1 -vector das variaveis duais es­
truturais associadas com as restri<;:oes de tipo ::;; ; u2 E.Rm2

- vector das va­
riaveis duais estruturais associadas com as restri<;:oes de tipo =; U3E.Rm3 

-

vector das variaveis duais estruturais associadas com ·as restri<;:oes tipo ;;:: . 

(*) Professor auxiliar do lnstituto Superior de Economia. Responsavel pelas disciplinas de 
Microeconomia do Mestrado em Metodos Matematicos para Economia e Gestao de Empresas 
e de Metodos Matematicos I, do 1. o ano das licenciaturas. 
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Procedendo a estandardiza<;:ao do primal e do dual obtem-se: 

Primal Dual 

T Max z(x)=c x 

-
Ex+y

1 

Fx 

Gx 

=b 
l 

-
=b 

2 
- -

-y =b 
3 3 

- - -
x~o, yl~o, y3~o 

onde: y,ERm 1 
- vector das variaveis primais auxiliares associadas com as 

restri<;:6es de tipo :;:;; ; Y3ERm3 -vector das variaveis primais auxiliares asso­
ciadas com as restri<;:6es de tipo ~ ; VERP- vector das variaveis duais 
auxiliares. 

Relembrem-se as rela<;:oes de exclusao entre o primal e o dual: 

XT v = 0; u;y, = 0; u~y2 = 0 (com Y2 = 0); u~y3 = 0 

2) VARIAVEIS BASICAS E NAO BASICAS 

Supoe-se que se esta numa dada itera<;:ao do simplex para a resolu<;:ao 
do problema primal. Nesta itera<;:ao tem-se: 
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x,ERP1 -vector das variaveis primais estruturais basicas; 
x2ERP2

- vector das variaveis primais estruturais nao basicas; 
Y11ERm 11

- vector das variaveis primais auxiliares (das restri<;:oes de 
tipo :;:;; ) nao basi cas; 

y12 £Rm 12
- vector das variaveis primais auxiliares (das restri<;:oes de 

tipo :;:;;) basicas; 
y3,ERm31 _:..._vector das variaveis primais auxiliares (das restri<;:6es de 

tipo ~) nao basicas; 
y32 £Rm32

- vector das variaveis primais auxiliares (das restri<;:6es de 
tipo ~) basi cas; 

V1£RP1 
- vector das variaveis duais auxiliares nao basicas; 

V2ERP2
- vector das variaveis duais auxiliares basicas; 

u11£Rm 11
- vector das variaveis duais estruturais (associadas com 

as restri<;:oes de tipo :;:;;) basicas; 
U12ERm 12

- vector das variaveis duais estruturais (associadas com 
as restri<;:oes de tipo :;:;;) nao basicas; 

u31 £Rm31
- vector das variaveis duais estruturais (associadas com 

as restri<;:oes de tipo ~) basicas; 
u32 £Rm32 

- vector das variaveis duais estruturais (associadas com 
as restri<;:oes de tipo ~) nao basi cas. 



Tem-se: P1 +P2=P; m11 +m12=m1; m31 +m32=m3. 
As rela96es de exclusao garantem que: 

Como o numero de variaveis primais ba.sicas e igual ao numero de res­
tri96es tem-se: 

P1 +m12+m32=m ou P1 +(m1- m11)+(m3- m31)=m1 +m2+ms 

e portanto I P 1 =mll +ro2 +ro31 

isto e, em qualquer iterac;ao do simplex, o ntJmero de variaveis primais es­
truturais Msicas e igual ao ntJmero de restric;i5es saturadas 

(}111 = o, Y2 = o, 'Y31 = o) (*) 

;i3=[:31]-m31; 
u32 ... ro32 

v=r=lpl 
v2 --+Pz 

induz a seguinte decomposi9ao das 

pl Pz pl Pz 

Erll E12] roll F=[Fl Fz] 

E21 E22 ro12 

-
b = roll; 3 

-
U3 e v 

matrizes E, F, G, c, fj1 

pl Pz 

ro2 G=[Gll G12] 
G21' G22 

e b3: 

ro31 

ro32 

(*) Em termos do dual tem-se a seguinte conclusao equivalente: o numero de variaveis 
duais auxiliares nao basicas (v1) e igual ao numero de variaveis duais estruturais basicas (U11, 
u2, us1). 
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A partir destas decomposi<;:oes os problemas primal e dual podem 
escrever-se da seguinte maneira: 

Primal 

- - -
Ell x1 +E12x2 +y 11 =bll 

- - -
F1 x1 +F2 x2 =b 2 

- - -
Gll x1 +G12x2 -y31 =b31 

-
E21x1+E22x2 +y12 =b12 

-
G21x1+G22x2 -y32=b32 

- - - - - -
x1 ~ 0; X =0· 2 , y ll =0; y31=0; Yl2~o; y32 ~ o. 

Dual 

Mi~n -T - -T- -T -T -T -
z(u)=b11u11+b2u2+b31u31+b12ul2+b32u32 

T - T- T - T - T - -
E1lu11+F1u2+G11u31+E21ul2+G21u32-v1 =c1 

T - -T- T - T - T -
E12u11+F2u2+G12u31+E22u12+G22u32 -v2=c2 
- - - -u11 ~ 0; u2 ~ 0; u31 ~ 0; u12 =0; u32=0; v =0· 1 , v2 ~0. 

Fazendo: 

pl P2 

B = 
1 Ell mll; B = 

2 E12 mll; y (1) = Yn mll; b (1) = bll mll; 

F1 m2 F2 m Y2 m2 b2 m2 2 

Gll m31 G12 
-

m31 -y31 m31 b31 m31 
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Tem-se: 
Primal 

- -
B1 x1 + B2x2 +y (1) 

-y32=b32 

- - - -
y ( 1) =0 ; y 12 <!: 0; y 3 2 <!: 0 • 

Dual 

- - - - -
u( 1):::: 0; u

12
=0; u32=0; v 1=0; v 2 ~0. 

Nesta itera9ao do simplex tem-se as seguintes solu96es basicas: 

- -1 -
x1=B 1 b( 1) <!:0 

x
2

=o 

v
1

=0 

- T -1 T- - -
v

2
=B

2
(B

1 
) c 1-c2 ~ 0 

-1 T- -
u( 1) =(B 1 ) c 1 < 0 

u
12

=0 

u32=0 

T -1 T-
z(u)=b(1)(B1) c 1 

Verifica-se que z(x) = z(u). As variaveis basic as do primal sao x,, Y12 e 
-
Y32· A matriz da base e: 

B= B1 ° 0 p1=m11+m2+m31 

E21 I 0 m12 

G21 0 -I m32 
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A respectiva inversa e: 

-1 B = -1 
B1 0 0 

-1 
-E21B1 I 0 

-1 
G21B1 0 -I 

Verifica-se que para inverter a matriz da base, basta inverter a matriz 
8,, que corresponde as restric;:oes saturadas e as variaveis estruturais 
basicas. 

As variaveis basicas do dual sao V2 e U(1J· A matriz da base e: 
P1 Pz 

D= [-I B~] 
0 BT 

1 

A respectiva inversa e: 

D- 1= -I 

0 

3) RELAC0ES FUNDAMENTAlS 

Consideram-se as seguintes relac;:oes obtidas directamente dos proble­
mas primal e dual: 

- -
(I) B1x1+B2x2+y(1)=b(1) (V) 

- - - -
(II) E21x1+E22x2+y12=b12 (VI) 

(III) G21~1+G22~2-y32=b32 (VII) 

(IV) 

A relac;:ao (I) da directamente a expressao das variaveis primais estrutu­
rais basicas em func;:ao das variaveis primais nao basicas: 

(VIII) 

1 7 8 
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Substituindo (VIII) em (II) e (Ill) obtem-se as expressoes das variaveis pri­
mais auxiliares Msicas em fun<;ao das variaveis primais nao Msicas: 

(IX) 

2 9 11 

(X) 

3 10 12 

Substituindo (VIII) em (IV) tem-se a expressao da fun<;ao objectivo do pri­
mal em fun<;ao das variaveis primais nao basicas: 

(XI) 

4 6 5 

A rela<;ao (V) da directamente a expressao das variaveis duais estrutu­
rais basicas em fun<;ao das variaveis duais nao basicas: 

(XII) 

5 11 12 8 

Substituindo-se (XII) em (VI) obtem-se a expressao das variaveis duais 
auxiliares basicas em fun<;ao das variaveis duais nao basicas: 

(XIII) 

6 9 

10 7 
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Substituindo-se (XII) em (VII) tem-se a expressao da fun<;ao objective do 
dual em fun<;ao das variaveis duais nao basicas: 

(XIV) 

4 2 

3 1 

Note-se que as coeficientes marginais das variaveis nao basicas nas 
expressoes (VIII) a (XIV) reproduzem-se em dualidade reflectindo as rela<;oes 
de exclusao. Assim: 
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1 - 0 valor de x1 aparece como coeficiente (transposto) de v1 na 
expressao de z(u); 

2 - 0 valor de Y12 aparece como coeficiente (transposto) de u12 
na expressao de z(u); 

3 - 0 valor de Y32 aparece como o simetrico do coeficiente 
(transposto) de u32 na expressao de z(u); 

4 - Os valores de z(x) e z(u) sao iguais; 
5 - 0 valor de U(1J e igual ao simetrico do coeficiente (trans­

pasta) de Y(1J em z(x); 

6 - 0 valor de v2 e igual ao simetrico do coeficiente (trans­
pasta) de X2 em z(x); 

7- 0 coeficiente de x2 na expressao de x1 e igual ao simetrico 
do coeficiente (transposto) de v1 na expressao de v2; 

8 - 0 coeficiente de y(1J na expressao de x1 e igual ao sime­
trico do . coeficiente (transposto) de v1 na expressao 
de u(1l; 

9 - 0 coeficiente de x2 na expressao de Y12 e igual ao sime­
trico do coeficiente (transposto) de u12 na expressao 
de v2; 

1 0 - 0 coeficiente de x2 na expressao de y32 e igual ao coefi­
ciente (transposto) de u32 na expressao de v2; 

11 - 0 coeficiente de y(1J na expressao de Y12 e igual ao sime­
trico do coeficiente (transposto) de U12 na expressao 
de U(1J; 

12 - 0 coeficiente de y(1J na expressao de y32,e igual ao coefi­
ciente (transposto) de U32 na expressao de U(1)· 



Os calculos inerentes as expressoes (VIII) a (XIV) vao ser apresentados 
num quadro. Para isso, deverao apresentar-se os problemas primal e dual 
da seguinte maneira: 

Hax z(x) Primal 

- - -
B2x2+Iy(l)+ Blxl =b (1) 

- - -
E22x2 +E21 xl +Iy 12 =bl2 

- -
G22x2 +G2ixl -Iy32 =b32 
-T- -T-

+z(x)=O -c2x2 - clxl 
- - -

X =0· 2 • y (1) =0; xl~o; Yl2 ~o; Y 32 ~o; z(x) livre 

H1n z(u) Dual 

-z(u) +b~l)u(l) +b~2~12+b~2~32=0 
- T T- T- -

-Iv2+ B2u(l) +E22ul2+G22u32=c2 
T - T- T- -

Blu(l)-Ivl+E2lul2+G2lu32=cl 

z(u) livre; :;2 ~0; u(l) ~ 0; ~1=0; u
12

=0; u32 :;:o: 

Considerando uma abordagem do tipo «forma revista do simplex» tem­
-se respectivamente: 

m 1 
I t 

B= B
1 

o 0 : 0 
I_ 

E21 I 0 : 0 m 
,_ 

G21 0 -I I 0 
---------L-
-T -T -T I 

-c1 0 0 : 1 ---1 

1 p 

'D= 

,~ 

t I 
I -T T 

-1 I 0 b(l) -->1 
---A--------

- I T } 0 : -I B2 p 

-: T n 1 o B
1 I 

-1 
B = 

--1 D = 
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Os problemas primal e dual podem resumir-se no seguinte quadro: 

z(u) 

-1 -T I T T I -T I -T 
0 : b(1) 0 : b12 : b32 0 

I T I T I T 
-I 

1

1 B
2 

0 E G 
: 22 I 22 

-----~------ -----------+------
0 : BT I T I T 

0 

0 
I 1 -I : E21 I G21 c1 

A)~~--~--~------.-~~~ 
b ( 1) B2 ! I B1 : 0 : 0 0 -----T----- ____ J _____ L ____ _ 

I 1 

b12 E22 ! 0 E21 i I : 0 ------ ----- r----- -----~ ----- r-----
0 

b32 G22 : 0 G21 : 0 :-I 0 
I 

0 
I -T 
: 0 

y (1) 

+--1 ..... 

I 
I -T 
I 0 
I 

1 

y32 z(x) 

..... ,p 1..... +-- mJ2 .......... m32; ..... 1 ..... 

m 

t 
1 
t 
t 

)2 
t 
)1 
t 
)1 
t 

lf12 
t 

T-32 
t 
1 
t 

m 

0 quadro constitui uma matriz quadrada de ordem m + p + 2. No canto 
inferior direito encontra-se a matriz 8 (matriz da base do primal) e no canto 
superior esquerdo tem-se a matriz D (matriz da base do dual). 

Construa-se a seguir um quadro com o mesmo formato do quadro A) 
onde no canto inferior direito se coloca a matriz 8 - 1 e no canto superior 
esquerdo se tem a matriz D - 1

• 0 resto do quadro e composto par zeros. 
Assim: 

z(u) 

-1 

0 

0 

B) 0 

-
0 

0 

0 
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0 I 0 
I ----r- --------

0 I 0 
I -----r----------

0 I 0 
I 

0 : 0 : 0 
I 

------r----~r----
1 I 0 

0 : 0 I 

B ·1 I 0 I 0 
I I 

-----+-----~-----11 I 
-E21B1 : I : 0 
----.:y:- ------~------
G21B1 : 0 : -I 

-T 
0 

0 

-
0 

-
0 

0 

0 

0 

1 

z(x) 



CCI 
C1l 

As expressoes (VIII) a (XIV) obtem-se premultiplicando o quadro A) pelo quadro B), obtendo-se o quadro C): 

z(u) v2 u(1) 
' ' 

v1 u12 u32 

1 -T 
0 

--:T 
0 

T -1 T 
-b (1) (B1 ) 

-T T -1 T T 
-b12+b(1)(Bl) E21 

-T T -1 T T 
-b32+b(l)(B1) G21 

T -1 T-T 
b(l)(B1) c1 

0 I 0 -B~(B~1) T T T 1 T T 
-E22+B2(B1 ) E21 

T T 1 T T 
-G22+B2(B1 ) G21 

- T -1 T 
-c2+B2(B1 ) c1 

0 -(B-1)T (B-1)TET (B-1)TGT -1 T-0 I (B1 ) c1 1 1 21 1 21 
C) -1 

B1 b (1) 
-1 

B1 B2 
-1 

B1 l; 0 0 0 

- ·1 -1 -1 
0 0 b12-E21B1 b(1) -E21B1 B2+E22 -E21B1 0 I 

-1 - -1 ' -1 -
G21B1 b(1)-b32 G21B1 B2-G22 G21B1 0 0 I 0 

-T -1 -T -1 -T -T -1 -T -T -T 1 c1B1 b(l) c1B1 B2-c2 c1B1 0 0 0 

" 
x2 y (1) x1 yl2 y32 z(x) 



4) ANALISE DA SENSIBILIDADE 

Estao criadas as condic;:oes para proceder a analise da sensibilidade do 
par de problemas duais e interpreta-la a luz da Analise de Actividades. 

Em primeiro Iugar, vao estudar-se as variaqoes das variaveis objectivo 
- z(x) e z(u) - devido a variaqoes dos segundos membros e das variaveis nao 
Msicas. 

Das expressoes (XI) e (XII) conclui-se que: 

oz (x) 
(1) 

Naturalmente que: 

oz(x) 
0 

oz(x) 
0 

Daqui se conclui que as variaveis duais estruturais U(1), U12 e U32 medem, 
na iterac;:ao considerada, a sensibilidade da variavel-objectivo z(x) em relac;:ao 
as variac;:oes dos segundos membros. Em termos de Analise de Actividades sao 
prec;:os duais ou prec;:os~ombra. 

As variac;:oes de z(x) relativamente as variac;:oes das variaveis auxiliares 
nao Msicas sao: 

(2) 

oz(x) -1 T-
-(B1 ) c1 

oY ( 1) 

Assim, a introduc;:ao de uma variavel auxiliar Y<,l na base faz variar a fun­
c;:ao objective de -u<,l; esta variac;:ao pode ser positiva, negativa ou nula, nao 
s6 porque se pode nao estar no 6ptimo mas tambem porque as variaveis que 
com poem o vector u (1) estao sujeitas a diferentes tipos de restric;:oes de sinal. 
As componentes negativas indicam possfveis variaveis a introduzir na base na 
iterac;:ao seguinte e medem o ganho desta introduc;:ao par unidade, isto e, indi­
cam uma «perda de ganho». 

Das expressoes (XI) e (XIII) ve-se que as variac;:oes de z(x) relativamente 
as variac;:oes das variaveis estruturais nao Msicas sao: 

oz(x) 
(3) 
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(4) 

(5) 

(7) 

Deste modo, a introdu<{ao de uma variavel estrutural X2 na base fara va­
riar a fun<{ao objective de -v2; esta varia<{ao pode ser positiva ou negativa, 
uma vez que e s6 no 6ptimo que todas as componentes de v2 sao nao nega­
tivas. As componentes negativas de v2 indicam possfveis variaveis a introdu­
zir na base na itera<{ao seguinte e medem o ganho desta introdu<{ao por uni­
dade; as componentes positivas de v2 indicam as variaveis a manter fora da 
base e medem o custo de oportunidade que se verificaria com a sua introdu<{ao. 

De forma analoga, a partir de (XIV), (VIII), (IX) e (X) se tem as expressoes 
das varia<{5es de z(u): 

oz(u) 

oz (u) 

oul2 

oz (u) 

E evidente que: 

oz (x) 

oz(u) 

ob (l) 

oz (u) oz (u) 
-

.ob 
32 

oz(u)· 

oz(u) 

ou32 

oz (x) 

0 

X =0 
2 

Em segundo Iugar, vao analisar-se as variac;oes das variaveis b8.sicas 
(estruturais e auxiliares) em rela<{ao as variac;oes dos segundos membros. 

Atendendo a (VIII}, (IX) e (X) tem-se imediatamente: 

(8) 0 0 
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oY12 -1 oY12 I 
oY12 

0 (9) -E21B1 - -
ob(i) ob12 oh32 

(10) 
oY32 -1 oY32 

0 
llY32 

-I G21B1 = - -
ob ( 1) ob12 ob32 

De forma analoga de (XII) e (XIII) obtem-se: 

ov
2 -I 

ov
2 BT(B-1)T (11) 

2 1 oc
2 oc

1 

ou( 1) 
0 (12) 

ou( 1) 
(B-1)T 

1 
I)C2 oc

1 

· Conhecidas todas estas rela<;:oes e facil reconhecer que as derivadas par­
ciais das variaveis primais basicas - x1, Y12, Ys2, z(x)- em rela<;:ao aos se­
gundos membros nao sao mais que as expressoes dos blocos da matriz 8 - 1

. 

Evidentemente que existem relagoes semelhantes no problema dual: as deri­
vadas parciais das variaveis duais basicas - z(u), v2, u(1l- em relagao aos 
segundos membros sao as expressoes dos blocos da matriz D - 1

• Assim: 

-
-1 

0 0 B1 0 
6X1 lix

1 
lix1 0 

lib (1) lib12 lib32 

= e-1 
- - -

-1 
-E21B1 I 0 0 

liY12 liYl2 liYl2 
0 

lib ( 1) lib12 lib32 

-
-1 

G21B1 0 -I 0 
liY32 liY32 liY32 

0 
lib (1) lib12 lib32 

-T -1 OT OT c1B1 1 [ liZ(X) r [ liZ(x) r [ li~(x) r 1 
lib(l) lib12 lib32 
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-1 

0 

-
0 

-T T -1 T 
0 b(l)(B1 ) -1 [ oz (u) r [ oz(u) r - -

oc2 oc
1 

= 

- -
-I BT(B-1)T 

2 1 
- ov

2 ov2 
0 - -

oc2 oc1 

(B -1) T 0 
1 

0 
oU(1) 1)U(1) 
- -

oc2 oc1 

Em terceiro Iugar, vao apresentar-se as variac;oes das variaveis Msicas 
em rela9ao as variaveis nao Msicas. 

A partir de (VIII), (IX) e (X) obtem-se: 

-

(13) 

ox -1 1 = -B B - 1 2 
(14) 

ox1 -1 = -B 
1 ox2 0 y (1) 

oY12 -1 
= E21B1 B2-E22 -

oY12 -1 
= E21B1 (15) (16) 

1lX2 oY (1) 

1lY32 -1 
= G22 -G21 B1 B2 -

ox2 

(18) 
oY32 -1 

= -G21 B1 
0 y ( 1) 

(17) 

Estas expressoes medem as varia96es das variaveis basicas, x,, Y12. Ysz, 
em rela9ao as variaveis nao basicas, x2, y(,>· Sao taxas de substituic;ao das pri­
meiras pelas segundas; sao os <<equivalentes potenciais» ou <<combina96es equi­
valentes» em variaveis basicas das variaveis nao ba.sicas. 

De forma analoga, de (XII) e (XIII) tem-se: 

- -

(19) 
oV2 

BT(B-1)T (20) 
ov2 T -1 T T T = ; = -(B2(B1) E21-E22) - 2 1 -ov1 oU12 

-ov2 T -1 T T T 
= -(B2(B1 ) G21-G22) -(21) 

oU32 
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(22) 
I)U(1) (B-1) T (23) 

I)U( 1) -(B-1)TET ; 1 1 21 
I)V1 /)U12 

(24) 
I)U(1) 

··= -(B-1)TGT 
1 21 

/)U32 

Conhecidas estas rela<;:6es e facil de ver que as derivadas parciais das 
variaveis basicas (estruturais, auxiliares, objective) em rela<;:ao as variaveis nao 
basicas constituem os blocos do quadro C). Assim, obtem-se o quadro 0). 
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tD ... 

D) 
; z(u) 

;v1 

-

z(x) 

=~ -
; c1 

; z(u) 

0 u12 

; z(u) 

6 u32 

z(x) 

v2 

-

-~ 
ox

2 

-
-~ -

;x2 

-
; y32 

- -
; x2 

-[~r ; x2 

x2 

u(1) 

- -
-

; x1 
= 

;x1 

;y (1) ob( 1 ) 

- -
-~= ; yl2 

;y (1) ob( 1) 

- -
; y 32 ; y32 

- = 
;y (1) ; b(1) 

-[ ;z(x) r = [ 
;y (1) 

;z(x) r 
ob(l) 

y (1) 

v1 u12 u32 

-r~r=-r~r -r~r - [ ;z(u) ] T z(u) 
; v1 ; c1 0 u12 6 u32 

- -
; ;;2 -~=-___l _ ___l -~ ----- - - -

;v1 ; c1 ou12 0 u32 'x2 

-~=- ; u(l) -~ -
;u(1) 

- ; z(x) = ; z(x) 
- - -

;v1 ; c1 0 u12 ;u32 ; y (1) ob(1) 

x1 yl2 y32 
z(x) 



5) EXEMPLO NUM~RICO 

Considere-se o seguinte par de problemas duais de Programa<;:ao Linear, 
na forma estrutural: 

Primal Dual 

Max z(x)= x1+2x
2 Min z(u)=60u

1+30u2+12u
3
+15u

4
+16u

5 

(1) 5x
1

+3x
2

s 60 u 2: 0 
1 

(2) x1 +3x2s 30 u
2 

2: 0 

(3) x1+ X = 12 2 u3 livre 

(4) 2x
1

+ X 2: 
2 15 u4 s 0 

(5) x
1 

+2x
2 

2: 16 u :S 0 
5 

x12: 0 5u1+ u2+ u3+ 2u
4
+ us 2: 1 

x
2

2: Q 3u
1
+ 3u

2
+ u3+ u4+ 2u

5 
2: 2 

Na figura encontra-se a representa<;:ao geometrica do problema primal no 
espa<;:o das solu<;:oes. 0 6ptimo encontra-se no ponto de coordenadas x, = 3 
e x2 = 9. Verifica-se degenerescencia do primal, uma vez que tres restri<;:oes 
se intersectam no ponto (3,9): sao as restri<;:oes (2), (3) e (4). Em consequen­
cia, ha duas solu<;:oes 6ptimas basicas do dual. 

x2 

20 (1) 
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Estandardizando os problemas primal e dual, obtem-se: 

Primal 

Max z(x)= x
1

+2x
2 

Sx
1
+3x

2
+y

1 

xl+3x2 +y2 

xl+ x2 

2x
1

+ x
2 

x
1

+2x
2 

=60 

=30 

=12 

-y4 =15 

-y
5

=16 

Tem-se evidentemente: 

Dual 

Min z(u)=60u1+30u
2
+12u

3
+1Su4+16u5 

su
1
+ u

2
+ u

3
+ 2u4+ u

5
-v1 =1 

3u1+ 3u
2
+ u

3
+ u

4
+ 2u

5 
-v

2
=2 

ul;,O, Uz<:O, u3 livre, u4s0, ussO, 

v
1

;,:0, v
2

<:0, 

x~[::] • Y1~[::] • Y3~[::] • ~1~[::] • ~2~("3] • ~3T:J • 
VT: 

1 
. c t 

1 
. E~ r: :

1 
. F~ [1 1] • G~ r: :J . b 1 ~ r ::1 . 

b2~ [12] . ;;3t:J . 

Quer fazendo uma analise gratica, quer utilizando o algoritmo do simplex 
tem-se as solu<;:oes 6ptimas (a) e (b), no verso. 
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co 
.j:o, 

r/l 
Cll 
t) ..... 
til 

ICI! 
..0 

CIJ ..... 
Q) 

I~ ..... 
H 
Cll 
:> 

til 
l1l 
t) ..... 
til 

I ell 
..0 

0 
!ell 
p 

CIJ ..... 
Q) 

I~ ..... 
H 
ell 
:> 

PRIMAL 

z(x) 

-
x1 

(p1 =2) 

-
y12 

(m
12

=2) 

-
y32 

(m
32

=1) 

-
x2 

(p2=0) 

-
Yn 

(m :::0) 
11 

-
y2 

(m2=1) 

-
y31 

(m31=1) 
-- ---

Soluc;ao (a) 

DUAL 

z(x)=21 z(u)=21 z(u) til 
Cll 
t) - ·~I X = 3 v = 0 v1 1 1 ICI! 

X = 9 v = 0 ..o! 
2 2 ~~I 

- pI 
y =18 u = 0 u12 till 

1 1 ..... ' 

y = 0 u = 0 
Q) 

2 2 I~ ..... 
- ~I y = 5 u = 0 u32 5 5 

-
0 0 

v2 

J m· 

- ·~I u11 
0 ~ 

ICll 
..0 

til ..... 
Q) - :> y = 0 u == 3 u2 I ell 

3 3 ..... 
H 
ell 
:> 

- I 

y = 0 u =-1 u31 
I 

4 4 

I 

Soluc;ao (b) 

PRIMAL DUAL 

z(x) z(x)=21 z(u)=21 z(u) CIJ 
ed 

- - t) ..... 
til x1 X = 3 v = 0 v1 til ed 1 1 led t) 

(p1 =2) X = 9 v = 0 ..0 . .... 
til 2 2 0 I ell !ell ..0 - p -
til y12 y =18 u = 0 u11 til . .... 1 1 . .... 
Q) 

(m12=1) Q) 

I~ :> 
led . .... . .... 

H H ell - ed :> y32 y = 0 u = 0 u32 :> 4 4. 
(m

32
=2) y = 5 

5 
u = 0 

5 

- -
x2 

fi!f fi!f 
v2 

(p2=0) 
til 
ell 
t) 

CIJ - u2=1/2 - ..... 
ed Yn y = 0 ull til, 
t) 2 I ell ..... 

(m11 =1) ..0 
til 

til I led 
..0 . .... 

Q) 

0 - - :> 
!ell y2 y = 0 u

3
=1/2 u2 led 

p 3 ..... 
H 

til (m2=1) ell ' ..... :> I 
Q) 

I~ - -..... y31 u31 H 
~ ~ ell 

(m31=0) :> 



Vai reconstituir-se o quadro C) para cada uma das solugoes 6ptimas 
encontradas. 

Para a solugao (a) tem-se: 

1] ' 

G21=[1 2] . bl2=r::n::J . 

b32=[b~"~6] , "lt :] , y(l)t:], b(l)t~t~, 

Y2 

Y5 

z(x) 

1 

0 

0 

3 

9 

18 

0 

5 

21 

0 

1 

0 

-1 

2 

-1 

-5 

3 

3 

0 -3 -9 

0 1 -2 

1 -1 1 

1 1 0 

-1 0 1 

-2 0 0 

2 0 0 

-1 0 0 

-1 0 0 

-18 0 5 21 

1 5 3 3 

2 -2 -1 -1 

0 0 0 0 

' 

0 0 0 0 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

z(u) 
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x1 

(b) 
x2 

y1 

y4 

Y5 

z (x) 

Para a solu9ao (b) obtem-se: 

~1"[::]=[:] , Ell=[1 3] , E21= [s 3] , F1= [1 1] ' 

G21= [: :] • b12=hf[6o] , h11=[bf[3o] , h2=[bf[12J , 

b32=r::n::J· B1= r: :J· y (l)=r::J . b(1)=r::n::J . 

u(l)=[::]· B~
1

=r-i -~ 
1 0 0 -3 -9 -18 0 5 21 z(u) 

0 1 0 
1 1 -1 1 1 1 -
2 2 2 2 2 

0 0 1 
3 1 6 5 1 1 
2 2 2 2 2 

3 
1 3 

1 0 0 0 0 0 2 2 

9 
1 1 

0 1 0 0 0 0 
2 2 

18 1 -6 0 0 1 0 0 0 

0 
1 5 

0 0 0 1 0 0 
2 2 

5 1 1 
0 0 0 0 1 0 2 2 

21 
1 1 

0 0 0 0 0 1 2 2 

Yz y
5 

z(x) 
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As formulas (1) a (24) ou o quadro D) perm item, como se viu, efectuar 
a analise da sensibilidade de um par de problemas duais. Uma vez que, no 
exemplo em estudo, a solugao optima do primal e degenerada, os quadros (a) 
e (b) fornecem derivadas laterais. Com o objectivo de saber quais sao as deri­
vadas a esquerda e as derivadas a direita e necessaria proceder a um estudo 
local. 

Em primeiro Iugar, vao estudar-se as variagoes das variaveis primais em 
relagao aos segundos membros. Como as restrigoes (1) e (5) nao se saturam 
pequenas variagoes de b1 ou de b 5 nao alteram a solugao, excepto, os valo­
res de Y1 e Ys respectivamente. Tem-se entao: 

oz (x) 
= 0 ; 

0 0 

oz ( x) 
0 0 

0 0 

Como as restrigoes (2), (3) e (4) se 
saturam no ponto (3,9) as variagoes 
de bz, bs e b4 alteram a solugao. Na 
figura esta representada uma vizi­
nhanga do ponto A= (3,9), pont a de 
intersecgao das restrigoes (2), (3) e 
(4). Quando bz cresce (Abz>O) a so­
lugao optima permanece no ponto A; 
quando bz decresce (Abz<O) a so­
lugao optima desloca-se ao Iongo -do segmento orientado AC. 

(4) 

(3) 

(2) 

0 1 

0 0 

0 0 

0 
oY 5 =-1 • 
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Assim, tem-se: 

[ 
oZ (x)] = 0 ; r~J = 0 ; r~J= 0 ; r~J = 0 
ob

2 
ob

2 
ob

2 
ob

2 
d d d d 

[~]= 1 ;[~]= 0 
ob 

2 
ob 

2 
d d 

[ 
oz (X) l = ~ 
ob

2 
e 

As derivadas a direita relativamente as variaveis basicas encontram-se na 
parte inferior do quadro (a) na col una correspondente a y2; as derivadas a es­
querda respectivas encontram-se na parte inferior do quadro (b) na coluna re­
lativa a Y2· 

Quando b3 cresce (Ab3>0) a solugao optima evolui ao Iongo do seg--menta orientado AB. Quando b3 diminui (Ab3 < O) a solugao optima en contra---se no segmento AD. A analise parametrica mostra que: 

[ 
oY 5] 1 ; -- =-
ob 2 

3 d 

;[ :::]:-1 

[~]=-5 ;[~]= 0 ;[~]= 0 ;[__!2j= 3 
b 

3 
ob 

3 
ob 

3 
ob 

3 
e e e e 
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As derivadas a direita e as derivadas a esquerda relativamente as varia­
veis basicas encontram-se, respectivamente, nas partes inferiores dos quadros 
(b) e (a) nas colunas correspondentes a variavel Ys-

Quando b4 cresce (Ab4>0) a soiU<;ao optima desloca-se ao Iongo do seg--menta orientado AC; quando b4 decresce (Ab4<0) a solu<;:ao optima perma-
nece no ponto A. Obtem-se: 

[ 
oz(x)]=-1 ob 

4 
d 

;[~]= 1 ;[~]=-1 ;[~]=-2 ob
4 

ob
4 

ob
4 

d d d 

[____!!_]:_] = 2 ; [~] = 0 ; [~] = 0 ; [~]=-1 ob 
4 

o b 
4 

ob 
4 

ob 
4 

d d d d 

[ 
oz(x)]- [ ox1]- [ ox2]- [ oY1]_ - 0 ; ---- - 0 ; ---- - 0 ; ---- - 0 ob

4 
ob

4 
ob

4 
ob 4 

e e e e 

[~]= 0 ; [~]= 0 ;[~]=-1 ; [___!!2_]= 0 . ob 
4 

ob 
4 

ob 
4 

ob 
4 

e e e e 
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[ 

As derivadas a direita em relacao as variaveis basicas encontram-se na 
parte inferior do quadro (a), coluna -y4; as derivadas a esquerda respecti 
vas estao no quadro (b), parte inferior, coluna y4, mas tem o sinal trocado. 

Em segundo Iugar, vao analisar-se as variacoes das variaveis primais ba­
sicas em relacao as variaveis primais nao basicas, as quais sao, no 6ptimo, 
variaveis auxiliares. Como os acrescimos (decrescimos) das variaveis auxilia­
res das restricoes de tipo ::::;; sao equivalentes a decrescimos (acrescimos) dos 
respectivos segundos membros, as derivadas a direita (esquerda) em ordem 
aos segundos membros dao derivadas a esquerda (direita) em ordem as varia­
veis auxiliares. Do mesmo modo, os acrescimos (decrescimos) das variaveis 
auxiliares das restricoes de tipo ~ sao equivalentes a acrescimos (decresci­
mos) dos respectivos segundos membros, as derivadas a direita (esquerda) em 
ordem aos segundos membros mantem-se a direita (esquerda) em ordem as 
variaveis auxiliares. Assim: 

QUADRO (a) QUADRO (b) 

'z(x)]~- 3 
; [ '" (x)] ~-1 [ 'z(x)]~- 1 ; [ '"(xl-2 

oY 3 oY 4 oY 2 oY 3 d d d e 

1 
2 

[~]~ 1 --- 1 ["l [~]~ i [ :::]:- 3 

oY 3 
d 

oY 4 
d 

2 
oY 2 

d 

[5]~-2 [5]~-1 [ "ll [~]~ 1 -----2 2 
oy3 oY 4 oY 2 oY 3 

d d d e 

[~J~ 1 [~]~-2 [~]~-1 [ "l --- 6 
oY3 oY 4 oY 2 oY 3 

d d d e 

[ "l [~]~ 2 [~]~ i [~]~- 5 ---5 2 
oY3 oy4 oY 2 oY 3 

d d d e 

[5]~-3 [5]~-1 [5]~- 1 [ :::]:- 1 
2 2 

oY 3 oY 4 oY 2 
d d d 



Em terceiro Iugar, vao apresentar-se as varia9.6es das variaveis duais em 
relac;:ao aos coeficientes da func;:ao objectivo. Tem-se: 

oz ( u) /)U1 [~]-3 0 0 
oc 1 oc 1 oc 1 

d 

[~]~-1 [ '"l ous 
0 --- 1 

oc 1 oc 1 oc 1 d d 

oz(u) .su 
1 [ '"2]-9 0 ---0 

oc 2 oc
2 

oc
2 

d 

[-'~]~ 2 [~]~-1 
.su

5 
0 

.sc 2 .sc
2 

.sc 2 
d d 
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As derivadas a direita encontram-se no quadro (a) e as derivadas a es­
querda encontram-se no quadro (b). 

Finalmente, vao estudar-se as variac;:oes das variaveis duais basicas em 
relac;:ao as variaveis duais nao ba.sicas. Tem-se: 

Quadro (a) 

oz(u) oz ( u) 
3 9 

/)V 1 ov
2 

oz ( u) oz ( u) oz ( u) 
=18 0 =-S 

ou
1 

ou
2 ous 

r~J=-1 [ •u3]_ --- 2 

oV1 ov
2 

d d 

r~J=-1 ou
1 

d 

[~]=-5 
/)U2 

d 

[~]=-3 
ous 

d 

[ 'ul [~] =-1 --- 1 

ov 1 ov
2 

d d 

[ 'u4] [ 'ul [ 'ul -- =-2 --- 2 --- 1 
ou

1 /)U2 ous 
d d d 
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Quadro (b) 

oz ( u) oz ( u) 
3 9 

ov 1 ov 2 

oz ( u) oz ( u) oz ( u) 
=18 0 =-5 

ou
1 ou 4 ou

5 

[~]=- l. r~J= 1 

ov 
1 

2 ' 2 
ov 

2 
e e 

[ ou2
] _ r~J= 1 [ ::: ]:- 1 --- 1 

2 2 
ou

1 ou
4 

e e 

r~J= 3 [~]=- 1 
2 2; 

ov 
1 ov 2 

e e 

[~]=-6 ou
1 

e 
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