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Configuracao de fluxos

José Casquilho*

O Rio

E atribufda a Heraclito a maxima «Nunca navegards duas vezes no mesmo rio
porgue novas dguas correrdo sob ti»'. E, no entanto, apesar da verdade aqui contida,
toda a gente designard o rio pelo mesmo nome, pelo menos a escala dos séculos.

Terfio sido as margens que permaneceram? Todos concordardo que, em rigor,
localmente, assim ndo €. Os meandros alteram-se, os sedimentos formam monticulos
ou esteiras enquanto a corrente molda o leito. E no entanto 0 nome permanece,
porventura porque permanece a configuragio bésica da sva identidade — a forma
global — que suporta a respectiva singularizagio.,

Em paralelo com a forma global, e igualmente necessdria para niio se confundir
com algo de outro, ocorre a distingdo induzida pela localizagdo e que radica no
principio de exclusdo da matéria, no sentido em que «dois corpos ndo podem ocupar
0 Mesmo espago, N0 mesmo tempo».,

Dado o estaticismo inerente a uma forma podemo-nos perguntar como sera esta
enquadrdvel no devir do tempo.

Esta questdo ndo parece ter resposta ficil. Se utilizarmos a metamorfose como
figura de referéncia, as formas constituirdo as suas etapas qualitativamente distintas,
embora ligadas por forma sequencialmente continua.

Colocando-nos numa perspectiva antropocéntrica podemos dizer que o que €
determinante € a nossa capacidade de percepgao topolGgica’®, af integrados o sensivel
¢ 0 conhecimento, religados pelo entendimento e legitimados por um critério de
verdade.

Admitindo essa hipétese, haverd ainda que acrescentar que a forma, para ser
identificével, terd que ser estruturalmente estdvel (sensu Lagrange, Thom)®, Por
«estruturalmente estdvel» entende-se algo que resiste a pequenas perturbagdes. Com
efeito se assim ndo fora, dado que qualquer forma estd imersa num ambiente
perturbado, ndo seria singularizdvel e, correlativamente, apreensivel.

O problema do pequeno e do grande supde um contraste, jd que qualquer dos
conceitos nio faz sentido em si mesmo, abstraido de um termo de comparagio. Se
associarmos um referencial mémrico poder-se-d afinar a comparagdo dentro dos
limites do mensurével (no plano fisico) e da consisténcia (no plano conceptual).

Utilizando paralelamente o instrumental analitico, constroem-se formulagdes
cuja interpretacdo matemdtica pode ser complexa e surpreendente. Se essas formu-
lagbes estdo indexadas & varidvel rempo entéio a evolugdo subjacente constitui um
processo cuja modelizagio matemdética enquadra o seu nivel de regularidade.

* Departamento de Matemdtica do Instituto Superior de Agronomia
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Por detrds deste enunciado esconde-se um aspecto que vale a pena realgar. Uma
férmula (etimologicamente: «forma pequena»), mesmo quando incidente sobre a
varidvel tempo, €, em si mesma, uma construgio estdtica. Também ¢ uma estrutura
limitada porque nenhuma férmula pode conter a sua prdpria alteragio, como corolério
do principio da identidade.

A tnica maneira como poderiamos ultrapassar, no quadro da l6gica aristotélica,
esta restri¢dio seria admitir a possibilidade de construir a férmula de todas as for-
mulas: 0 que constitui uma tarefa absurda, porque entfio a primeira conteria o con-
junto de todas as solugbes das segundas e, desde Russel que se sabe que o conjunto de
todos os conjunios ¢ uma nog¢do contraditéria®.

Se, por mera hipélese, fosse possivel construir uma férmula da realidade entdo o
movimento seria, como Platiio o disse, mera ilusdo. Toda a histéria do processo
estaria antecipadamente inscrita na sua consisténcia l6gica, passado e futuro con-
fundindo-se com um eterno presente.

Tanto quanto parece esta tentativa de determinar absolutamente o real esté con-
denada ao fracasso, como se aquele resistisse sempre a anulagcdo de uma dimenséo
bergsoniana do tempo’®, que induz a inovagdo e porventura a irreversibilidade asso-
ciada ao sentido do fluir do tempo.

Nao obstante, e em sentido contrdrio, também persiste outra dimensdo que
estabelece alguma correspondéncia de ordem necessdria entre a sucessio temporal,
e que se manifesta nos processos regulares, onde um estado posterior ¢ determinado
em larga medida pelo que existia anterniormente. Entre estas duas dimensdes oscila a
nossa comprensio do Mundo®.

Sistemas Dinadmicos

«Sistemas Dinfimicos»’ é uma designagiio contemporinea para um grupo de
problemas de ordem matemética, com inimeras aplicagdes (¢ motivagdes) em diver-
s0s sectores do real, que se subdivide em dois nucleos bdsicos consoante a formulacao
original radica em equacgdes diferenciais, ou, pelo contrdrio, equacdes com diferen-
¢as. No primeiro caso pressupde-se uma lei de variagiio continua (por via do conceito
de derivada) que define a relagio entre as varidveis, enquanto no segundo caso a lei
de variagdo opera por iteragdo, ou seja através de uma estrutura recorrente que dis-
cretiza uma relagdo antecessor/sucessor,

Esta segunda categoria torna-se pertinente, ndo s6 por constituir o instrumento
adequado para a modelizagiio de processos que ocorrem, por exemplo. em geragdes
separdveis, mas também na medida em que as simulagdes numéricas em computador
de problemas do primeiro tipo, obrigam a técnicas que se enquadram afinal no
segundo,

Em qualquer dos casos, o Ambito dos sistemas dinimicos traduz-se na tentativa
de determinar, numa férmula ou num algoritmo, comportamentos de entidades que
evoluem no tempo, através de varidveis que tomam valores numéricos que caracte-
rizam, em diferentes momentos, o seu estado.

Refira-se ainda que s6 por excepgdo € que se conhece a solugdo analitica de um
daqueles sistemas, quando intervém fenémenos de nde linearidade. Neste contexto,
s6 € possivel efectuar simulagbes numéricas e as respectivas representagdes graficas
que, embora balizadas num conjunto de potentes resultados teéricos®, podem ndo
esgotar a complexidade da formulagdo original por um lado, e, por outro, introduzir
rufdo numérico susceptivel de distorcer o contelido do problema em andlise.



A teoria e a experimentagdo em Sistemas Dinamicos fornecem um quadro
figurativo rico e estimulante para balizar e representar aspectos qualitativos (e quanti-
tativos) em tormo dos quais se podem ilustrar diferentes tipos teméticos, desde a confi-
guracdo dos equillbrios®, e condigdes de estabilidade'®, até a emergéncia do caos
deterministico'’, passando pelas alteragdes qualitativas (bifurcagdes) que um deter-
minado tipo de equilibrio pode sofrer'®'?, Finalmente, pela porta do designado Caos
Cadtico™, entra-se no reino da indecidibilidade.

Trajectérias e Equilibrios

No que se segue vai-se dispensar a introdugdo de formalismo e recorrer a
esquemas que sio representagdes do «nicleo significante» de tipos diferentes de
configuragdes. O custo desta abordagem € o de que provavelmente ndo se consegui-
rao justificar melhor algumas assergdes menos intuitivas (para o leitor que pretenda
«mergulhar» nos aspectos formais propde-se Boyce ¢ DiPrima, que consta da biblio-
grafia citada: para efeitos de simulagio numérica e visualizagio aconselha-se o
programa Phaser)'.

Esses esquemas, mais do que numa perspectiva geométrica onde interessa a
medida, devem ser vistos como objectos 1opoldgicos onde o que conta € a relagdo
estrutural entre as componentes que tipificam aquela imagem.

As relagdes topolégicas sio preservadas por meio de deformagdes continuas
regulares que s6 distorcem (relativamente) a configuragio, mantendo a mesma orga-
nizagdo qualitativa entre as partes, € também o sentido temporal dos acontecimentos.
Pelo contrério, as relagdes métricas sao alteradas dessa maneira e, portanto, a nogao
de equivaléncia topolGgica é mais robusta e restringe-se a incidéncia sobre 0 essencial.

Um sistema dinémico comporta um conjunto de solugdes que se designa
globalmente por fluxo, constituido pelo feixe de todas as trajectérias que lhe estdo
associadas. Cada trajectdria constitui uma solugdo particular daquele sistema que
passa por uma determinada localizagio. As trajectérias classificam-se genericamente
em regulares e singulares, sendo as dltimas aquelas onde se agrupam os equilibrios.

A projeccéo das trajectérias no espago das varidveis dependentes, preservando
o sentido do movimento, origina o conjunto das drbitas, que € entio a imagem da
famflia de comportamentos que podiam ocorrer naquelas condigdes formais. No caso
dos sistemas dinimicos bidimensionais apenas intervém duas varidveis dependentes
de uma terceira, o rempo. A «fotografia» do conjunto das drbitas, neste caso, designa-
-se plano de fase e ocupa um lugar essencial na caracterizago de diferentes tipos de
comportamentos dindmicos,

Por exemplo, na figura 1 (cf. pag. seg.) temos imagens relativas ao modelo pre-
dador-presa', simuladas computacionalmente para um conjunto pré-especificado de
valores dos parimetros e de condigdes iniciais. Este modelo traduz-se num sistema de
duas equagdes diferenciais, onde a biomassa das populagdes de uma espécie de presas
e de outra de predadores estdo interligadas, sendo ambas dependentes, de maneira
continua, do tempo.

A parte superior diz respeito a duas trajectdrias de uma das componentes (presa)
ao longo do tempo de simulagio, enquanto a parte inferior corresponde a respectiva
projec¢do no plano de fase, ou seja, as Orbitas. As oscilagdes paraciclicas nas trajec-
térias da presa traduzem-se em Orbitas fechadas.
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Fig. 1 — Imagem de duas trajectorias no modelo predador-presa

Nas figuras 2 e 3 temos exemplos de situagdes em que a origem das coordenadas
€ um equilibrio, em qualquer dos casos designado por ponto espiral; na fig. 2 a origem
€ um equilibrio assintoticamente estdvel que se pode designar por atractor, na medida
em que atrai todas as trajectérias que se desenvolvem por perto.

i vs. Time: 14. o22002

<;

=T T rTr]

PHASE PORT:

® min: 1 K A
=14, 3088 i 14 . GBG00
W omin: ———A‘AA—A—“_-@ [T T T
-1@. 9900 \-:L—”/ 19. AOB00

Fig. 2. — Espiral atractiva




Pelo contrdrio, na fig. 3, esse equilibrio € instdvel (repulsor), no sentido em que,
com o passar do tempo, as trajectérias divergem mais e mais.
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Fig. 3. — Espiral repulsiva

Para qualquer dos casos apresenta-se na fig. 4 o fluxo caracteristico de um
sistema dindmico, na vizinhanga de um ponto espiral, representado ao nivel do sen

plano de fase.

Fig. 4. — Plano de fase de um sistema espiral 199
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Os tipos canénicos de equilfbrios (ndo degenerados) de sistemas planares, que
sdo aqueles que temos vindo a ilustrar, sdo apenas constituidos por trés grupos topo-
I6gicos, representdveis por um elemento da respectiva classe de equivaléncia. A
espiral atractora cai na primeira classe de equivaléncia, a espiral repulsiva na
segunda. A terceira classe corresponde a um tipo particular de equilibrio (instdvel)
que se designa por ponto de sela, cuja representagdo no plano de fase apresentamos
na figura 5. Na vizinhanga de uma sela as trajectérias aproximam-se segundo uma
direcgdo mas divergem simultaneamente segundo outra, conjugada com a primeira.

)

Fig. 5 — O plano de fase de um ponto de sela.

A caracterizagdo dos tipos canénicos de equilibrios planares é importante por-
que, sendo embora construida a partir das possiveis relagGes lineares entre as
varidveis intervenientes (o que ¢ uma simplificagio grosseira do ponto de vista da
modelagdo de um sector do real), pode ser estendida a uma classe muito mais vasta de
sistemas ndo-lineares no sentido em que os respectivos equilibrios (ndo degenerados)
sdo localmente equivalentes a algum dos tipos atrds mencionados. Além disso, a
existéncia de equilibrios ndo degenerados é uma propriedade genérica'’ dos sistemas
planares, pelo que € garantidamente pertinente na esfera da modelizagio do real.

Caos

O caos deterministico ndo ocorre no dmbito que se ilustrou, ou seja, o dos
sistemas bidimensionais de equacdes diferenciais. Surgiu por duas portas diferentes,
a dos sistemas diferenciais com dimensio superior & dois ¢ a das equagdes, nio linea-
res, com diferengas (no que se segue vamos apenas referir a primeira deixando duas
referéncias bibliogrificas para quem quiser pesquisar a segunda)™ . Veio abalar
profundamente a crenga laplaciana na eficdcia de uma descri¢do determinista e no
respectivo potencial predictivo. Por outro lado, talvez por uma questio de moda,
parece existir ubiquamente®,



Em 1963 o meteorologista Lorenz condensou a dinimica da atmosfera num
sistema de frés equagdes diferenciais que ficou desde entdo universalmente designado
com o seu nome®. Por efeito de uma casualidade descobriu que, na respectiva
simulagdo numérica, duas trajectdrias que se iniciassem em pontos (arbitrariamente)
préximos divergiam rapidamente, a ponto de «as tantas» ndo terem a ver uma com a
outra. Designa-se esta situagdo por dependéncia sensivel das condigoes iniciais; este
fenémeno esté ilustrado na figura 6 onde se pode observar como duas trajectérias
quase coincidentes «descolam» radicalmente uma da outra. Por outro lado, no espago
de fase (agora tridimensional), representado na parte superior da figura, vé-se um
enrodilhado duplo que se designa por atractor estranho (de Lorenz).

PHASE PORT:
» mimn: O
-14. 00 14 . 0D
¥ mimni [TR Y TN
=18, aod 18. 0900
z min:! T OmEM
-10. 0080 1 8. e

Hi ws, Time: 14 . SO08

| N W/\/\/

i —
T

4
h_

B

=14 . :Saae

Fig. 6 — Imagem de duas trajectorias do Sistema de Lorenz

O(s) atractor(es) estranho(s) sdo redutos de ordem no dmbito dos sistemas
cadticos porque, embora a sensibilidade das trajectérias (individuais) continue a ser
a regra, pode dizer-se que, passado algum tempo, estas se confinam na regido do
espago definida pelo atractor, e nfio no seu exterior.

Muito recentemente os fisicos Ott ¢ Sommerer construiram um modelo que
designaram por Caos Cadtico. Sem entrar em pormenores técnicos, pode dizer-se que
0 seu comportamento origina dois atractores estranhos distintos, com a particulari-
dade de que as trajectérias estdo de tal forma ensarilhadas que, enquanto umas se
dirigem a um dos atractores, as que comegam «imediatamente ao lado» vao parar ao
outro. Dito por outra forma, qualquer das bacias de atracgdo constitui um conjunto
denso.

O processo € absolutamente deterministico mas comporta consequéncias episte-
molégicas notdveis. Se, por acaso, este tipo de modelos tiver alguma relevincia do
ponto de vista da inser¢@o no real, ird originar situagdes de indecidibilidade, na
medida em que a mensuragéo fisica é sempre (e necessariamente) aproximada e uma
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«casa decimal» a mais (ou a menos) tem aqui, como consequéncia, um airactor
diferente, e j4 ndo, como no caso de Lorenz, um lugar diferente no mesmo atractor.
Consequentemente, num sistema experimental que se comporte daquele modo, a
prépria repetibilidade de resultados, ou seja o critério de legitimagdo das ciéncias
experimentais, ficard em causa.

Nio deixa de ser curiosa a ressondncia que este problema suscita com um
resultado famoso, conhecido como teorema de Godel*, demonstrado em 1930, e que
sustenta que «Qualquer sistema axiomético suficientemente vasto € coerente para
conter a aritmética usual, admite proposi¢des indecidiveis». Observe-se no entanto
que a indecidibilidade suscitada pelo caos cadtico € da ordem da sua aplicagio ao real
e ndo intrinseca ao modelo.

Nas Margens...

«Gostarieis de medir o tempo,

0 infinito e 0 incomensuravel...
Gostarieis de fazer do tempo um regato
em cujas margens pudésseis sentar-vos
a contemplar o seu curso»®

Ao longo do que escreveu procurou-se ilustrar o alcance e as limitagdes dos
instrumentos conceptuais/formais designados por sistemas dindmicos. Apesar das
zonas de indecidibilidade atingidas, valerd a pena nio esquecer a exceléncia do
desempenho matemético, capaz de prever os eclipses ou predizer a existéncia de enti-
dades antes invisiveis, como Plutfio ou os «buracos negros».

A temdtica dos sistemas dindmicos € tdo antiga quanto a origem da designada
Ciéncia Moderna, referenciada a partir de Galileu ¢ de Newton, na dupla asser¢ao
metodolégica de se tentar isolar aspectos da realidade susceptiveis de aferigdo e
construir modelos mateméticos que ndo s6 descrevem adequadamente os factos como
os explicam, no sentido em que as ocorréncias sdo reportadas a entidades que se
colocam num nivel prevalecente, funcionando assim como suporte do principio da
causalidade.

Aquele principio, conjuntamente com 0 postulado da inteligibilidade do Mundo.
e o principio da objectividade, constituiram os esteios da ciéncia positivista, hoje
profundamente fissurada pela investida descontrucionista, por sua vez radicada na
contradigdo entre o estatuto de verdade absoluta que se pretendia reivindicar e as
inconsisténcias incontornédveis que se manifestaram na insolvéncia de grandes questdes
(em todas as esferas do conhecimento) onde o denominador comum permanece a
complexidade.

A ciéncia continua a constituir, ndo obstante, uma linguagem potente no sentido
de se aproximar localmente de hipbteses hermenéuticas significantes, através de
incursdes disciplinadas pelo principio da veridicgcdo, na sua dupla vertente da
consisténcia interna e da adequagdo aos factos, no sentido em que, finalmente, ndao
suscitem refutagcdo. No fundo, embora redimensionado, permanece o velho critério
de enunciagdo de verdade da Escoldstica, o da adequagio entre realidade e razédo
(adequatio res et intellectus).

Ao nivel dos sistemas dindmicos a tentativa € a de apreender o rtempo, expresso
no fluxo do movimento, no espago, 0 espago das suas configuragdoes. O matemético



R.

Thom afirmava: «0 que néo é geometria é magia»®; e no entanto, aquelas parecem,

por vezes, tocar-se.
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