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Duragio de Macaulay: férmulas simplificadas de cilculo

1.1 Introdugdo

O conceito de duracio foi formulado e utilizado por Macaulay [ 1 ] com
um objectivb completamente diferente daquele em que o conceito ¢ usado,
actualmente, pelos gestores de portfélios de obrigagbes e, também, na teoria

financeira.

Na verdade, como pormenorizadamente eprica Macaulay na publicagio
acima referida, o objectivo que o autor tinha em vista era desenvolver uma medida-
padrdo, capaz de exprimir de uma forma adequada, o prazo médio de diferimento
do pagamento de um empréstimo. Para esta finalidade, o prazo de maturidade,
entendido como a data do tltimo pagamento de um empréstimo, ndo apresenta,
evidentemente, caracteristicas apropriadas, visto o ultimo pagamento poder
representar tanto a totalidade, como uma parcela infima dos pagamentos totais
relativos ao reembolso de um empréstimo. A este propdsito, transcreve-se
textualmente uma frase utilizada por Macaulay: "duragio é a realidade de que a

maturidade é apenas um factor".

Nao deixa de ser interessante referir ainda que o conceito de duragio,
finalmente adoptado por Macaulay, ndo foi obtido dedutivamente a partir de
qualquer modelo tebrico base, assentando antes numa justificacio de caracter

pragmatico e em consideragdes de natureza intuitiva.



Presentemente, a duragdo é predominantemente utilizada como medida
de risco das obrigagdes de cupéao fixo relativamente as variagdes das taxas de juro
("basis risk" ). Foi Hicks [ 2 } quem usou pela primeira vez o conceito de dljraqéo
- nesta perspectiva, embora designado-o de outro modo. A expressio. utilizada por
Hicks para designar a duragio é a de "elasticidade do valor do capital em relago ao
factor de desconto”, 0 que ndo é de surpreender, visto este conceito ter sido
formulado por este autor com desconhecimento dos trabalhos de investigagdo

efectuados por Macaulay.

Na gestdo de portfélios de obrigagdes de cupdo fixo, o conceito de duragio,
também, pode ser usado como um prazo. Nesta acepgdo, porém, o contetido que lhe
¢ atribuido é muito diferente do que foi imaginado por Macaulay. De facto, a
duragdo ndo é vista como um prazo médio de diferimento dos pagamentos de uma
obrigacdo (empréstimo ), mas como o prazo ao fim do qual os efeitos opostos sobre o
preco da obrigacido e sobre o valor acumulado dos cup&es recebidos, provocados por
uma Unica alteragdo paralela na estrutura .intertemporal horizontal das taxas de

juro, imediatamente apGs a compra da obrigacdo, se compensam.

Neste sentido, uma obrigacio de cupdo diferente de zero comporta-se
como uma obrigagio de cupdo zero com um prazo de maturidade igual & duragdo
daquela obrigagio, isto é, o valor acumulado para um periodo igual a2 duragio da
obriga¢do de cupio fixo diferente de zero nio é afectado pela alteragdo das taxas de
juro. A duracdo de uma obrigacdo ou de um portfélio indica, assim, o prazo de
investimento que permite imunizar o valor acumulado, relativamente aquele tipo

de varia¢®es na estrutura intertemporal das taxas de juro.

Deve-se a Samuelson [ 3 ] a primeira utilizagdo da duragdo como técnica
de imunizagdo. Contudo, a consagracdo do termo imunizagdo fica a dever-se a
Redington [ 4 ], que estabeleceu as condi¢es necessarias e suficientes para que um

portfélio de obrigagdes de cupao fixo diferente de zero permitisse assegurar o



financiamento de pagaméntos futuros obrigatérios, com valor actual igual ao do
portfélio de obrigagdes, quando se verificasse uma alteragdo paralela da estrutura
intertemporal horizontal das taxas de juro. Porém, o uso da duragdo como técnica
para imunizar o valor acumulado de um portfdlio de obriga¢des, relativamente as
variagdes taxas de juro, nos termos do pardgrafo anterior, é mais recente e resultou

do trabalho conjunto de Fisher e Weil [ 5 ].

O conceito de duragio, tal como foi formulado por Macaulay, sofre de
uma limitagdo teérica fundamental, pois assume uma estrutura intertemporal
horizontal das taxas de juro e varia¢bes paralelas da mesma, o que reduz de uma
maneira dréastica o seu interesse como medida de risco das taxas de juro das

obrigaqf‘)es de cupdo fixo { "basis risk" ), como & demonstrado por Cox, Ingersol e

Ross [6].

Como técnica de imunizag¢do, porém, os testes realizados por vérios
investigadores, tais como, Schawrtz e Brennan [7] e Schaffer e Nelson {8}, mostram
que a duragido de Macaulay produz resultados tdo satisfatérios como procedimentos

tedricamente mais sofisticados.

O principal objectivo deste trabalho € o de apresentar uma nova férmula
simplificada para o calculo da duragdo de Macaulay, expressdes (8) e (9), bem como
mostrar o seu i'nteresse para uma compreensdo intuitiva de vérias propriedades da
duragdo de Macaulay. Simultineamente, aproveita-se para mostrar como outras
forniulas simplificadas podem ser derivadas, quer a partir do conceito de duragio
como prazo médio, na acepgao de Macaulay, quer como elasticidade, na acepgio de

Hicks.

Considerando, ainda, que existe uma reduzida familiaridade de muitos
profissionais financeiros portugueses com o conceito de duragio e as suas
propriedades, enunciam-se, em anexo, as propriedades da duragdo sob a forma de

teoremas, visto poderem ser demonstrados matematicamente [9].



1.2 - Cilculo da duragdo de Macaulay
1.2.1 - Férmulas dedutiveis a partir da duragio como prazo médio

Embora os argumentos usados ndo implicassem que é estrutura
intertemporal das taxas de juro era horizontal, foi este tipo de estrutura de taxas de
juro que Macaulay veio a adoptar ao definir algébricamente o conceito de duragio,
tomando como constante a taxa efectiva ("yield to maturity”) de juro, para todas as

‘datas de reembolso ( pagamento de juros ) parcial dos encargos do emprésﬁmo.
Representar-se-a por

R = a 1+, sendo i a taxa efectiva ("yield to maturity")do empréstimo, que
se considera igual a taxa de juro "spot” correspondente a cada um dos

pagamentos parcelares do empréstimo;

C= ao pagamento parcial periédico do empréstimo,isto é, no caso das

'obrigaqées 0 cupdo, em que a taxa de cupdo das obrigacdes é igual ar.

F = ao montante do reembolso do capital, ou seja, o valor nominal, no

caso das obrigagdes;
n = ao prazo de matu;idade
DI\:[ = duragdo de Macaulay
Dpar = duragio de Macaulay de uma obrigacio ao par
Dp = duragdo de Macaulay de uma obrigagio perpétua

Do = duragao de Macaulay de uma obrigagio de cupio zero

P = ao prego de uma obrigagio ou valor actual de um empréstimo



A duragdo de uma obrigagido de cupdo fixo ( empréstimo ), tal como foi

definida por Macaulay, é dada pela expressdo

s &, nE
(1) DM= -

Como o somatdrio do numerador é igual ao valor actual de uma renda
certa, inteira, tempordria e imediata, com n termos normais, varidveis em
progressdo aritmética de razdo 1, sendo o primeiro igual a C, tem-se, como se sabe do

calculo financeiro

(2) (Ra) {1 | =

Por outro lado, 0 somatério do denominador de (1) é o valor actual de
uma renda certa, inteira, temporaria e imediata, com n termos normais e iguais a C,

cujo valor é dado por

(3) amq| =%[_1-R]—n)



Substituindo as expressdes (2) e (3) em (1) e somando e subtraindo ao

_ = |
numerador 7. - Através de simples rearranjos algébricos obtém-se para Dy a

. expressdo seguinte:

1+i (1+i)}).F+n.({C-F.i)
“@ DM=-- C.(R"-1)+F.i

A anilise de uma expressdo para a duragdo muito semelhante a (4)
permitiu a Macaulay enunciar vérias propriedades da duracio, referidas em anexo
sob a forma de teoremas. O segundo termo da expressio anterior pode ainda

simplificar-se, dividindo o numerador e 0 denomirador por F, donde se obtém

D‘. 14 A+) +n. -1
M2 @) +i

A expressdo (4) e a expressdo equivalente anterior sdo muito mais faceis

de calcular do que\ (1.

A partir de (4) obtém-se, imediatamente, para obriga¢tes ao par, isto &,
~ para obrigacOes em que i = r, sendo r a taxa anual do cupdo, que a duragio de

- Macaulay ¢é igual ao factor de actualizagio de uma renda certa, unitaria, normal e

- temporéria (FJAR) 7|, multiplicado. por (1+i). De facto, como para a obrigagio ao

par, C = F.i, a expressio (4) transforma-se em



' ' (1+i) 1
S Dpar =“*i_.(1 __R:]
= (1+i) . (FJAR) |
Quando se trata de uma obrigacéo' de taxa de cupdo fixo anual r e ©

pagamento do cupdo é efectuado em m subperiodos anuais, a duragiio, referida ao

periodo anual, tem como equivalente de (4) a expressdo seguinte:

'(1+-If;-)+n.(r-i)

S(GEy R

- 1
(5 DM:T"'

1
m

A utilizak;é.io de (5) para o célculo da duragio apenas da resultados correctos
quando falta um ndmero inteiro de periodos anuais para o fim do prazo de
maturidade. Quando isso ndo se verifica, como para um periodo é vilida a
aproximagio linear da duragio, pois, neste caso, a duragdo é igual a um ( teorema 1),
o que implica que por cada dia que passa, ap6s o 1iltimo pagémento parcial do cupio,
a duragido também se reduz de um dia. Representando pbr po valbr do cociente do
_m’xmefo de diaé que faltam para o pagamehtb do préximo cupio pelo nimero de

dias do ano, por N o niimero de pagamentos que falta efectuar, tem-se

. i N .
o [ra)rmeeed
_ 6) DpM=7 +

1. p-r.[(l +%)N-_1]+ P




A expressdo (4) pode ser transformada em outras expressdes equivalentes,
que se revelam (teis na demonstra¢io dos teoremas sobre a duragdo, assim como

para simplificar o cdlculo da duragio de Macaulay.

Na verdade, a expressdo (4) é equivalente a

1+t (1+1).F-n.(F.i-F.r)

| 4T l-R—n +Rn .R

Como a expressio comprendida na chaveta é igual ao prego da obrigagio,

tem-se

F/RM é igual ao prego de uma o.}_;rigagao de cupdo zero e prazo de
maturidade n, que se vai representar por Po. Por outro lado, (1+i)/i é igﬁa] (como se
vera mais adiante ) A duragio de uma obrigagdo perpétua de cupdo C quando a taxa
de éctualizagéo é canstante e igual a i, que se representa por Dp; (i-r)/i é o valor |
actual de uma renda perpétua, imediata, termo constante igual a diferénqa entre a
taxa efectiva da obrigagdo e a taxa de cupdo, representada por (i-r).ae; finalmente, n
é igual, como se mostra mais 2 frente, a duragdo de uma obrigacdo de cupﬁd zeroe

prazo de maturidade igual a n, que se representara por Do.



Assim, a duragdo de uma obrigacio de prazo de maturidade n e taxa de

cupdo 1, quando a estrutura intertemporal das taxas de juro ¢ constante e igual a i,

sera dada por
- Po _
(9) DM - Dp - ? . [ Dp - DO . (i-r).aoo ]

As expressbes equivalentes (8) e (9) tém a vantagem de permiiir
calcular facil e rapidamente a duragio de Macaulay, conhecido o preco e a taxa de
juro efectiva ("yield to maturity”) da obrigagdo, proporcionando ainda uma viséo
intuituiva de varios dos teoremas relativos 2 duragio de Macaulay, referidos em

anexo,

A expressio (9) ajuda a comprender melhor o significado do resultado
.do céleulo da duragdo de uma obrigaéﬁo temporaria e de cupdo diferente de zero, na |
medida em-q.ue mostra que a durag¢do de uma obrigagdo qualquer de cupio diferente
de zero, se obtem a partir da duragdo de uma obrigagdo perpétua, que ¢ ajustada de
uma quantidade que depende da duragdo da obrigagdo perpétua e da duragao de
uma obrigagdo de cupdo zero com rﬁaturidade igual 2 da obrigagio de cupio.

diferente de zero.

Por sua vez, a expressio (8) permlte obter uma compreenséo intuitiva

da vahdade dos teoremas 3,4 e 5, que ndo € possivel conseguir de outro modo.

De facto, o teorema 3, relativo a duragdo de uma obrigagdo perpétua,
torna-se evidente tendo em atengdo que o segundo termo do segundo membro de
(8) tende para zero quando o prazo de maturidade tende para infinito. Isso implica

que a duragdo de uma obrigagio perpétua é igual a (1+i)/i.



De igual modo, o teorema 4 torna-se evidente, atendendo a que para
uma obrigac¢do ao par ou acima do par i £r, o segundo termo do segundo membro
de (8) assume sempre, nesse caso, um valor positivo. Na verdade, como esse termo
decresce monoténicamente e tende para zero, quando n tende para infinito, a
duragdo de uma obrigagido ao par ou écima do par cresce monoténicamente e tende

para (1+1)/i quando n tende para infinito.

Igualmente, parai o teorema 5, tomando em atengdo que para obrigagdes
abaixo do par (i>r)e paré prazos de maturidade relativamente pequenos, isto &,
para n < (1+i)/(i-r), o segundo termo de (8) é positivo e decrescente quando o praze
de maturidade cresce, sendo igual a zero quando n=(1+i)/(i-r) e passando a assumir
um valor negativo para n > (1+i)/(-r), o que vai implicar que a duragiao de uma
obrigagio abaixo do par seja crescehte com o prazo de maturidade até atingir o valor
(i+1)/i, o que se verifica quando n=(1+i)/(i-r); a duragdo continua a crescer para
maturidades superiores a esté valor de n, pols o segundo termo do segundé
membro torna-se, entdo, negativo. Contudo, & medida que n continua a crescer, o
" segundo termo do segundo membro da expressdo (8) atinge um minimo (negativo),
pois a influéncia do factor 1/RD torna-se dominante, convergindo, em seguida, para
zero quando n tende para infihito. Por conseguinte, a duragdo de uma obrigagado -
abaixo do par tende para (i+1)/i, quando a maturidade tende para infinito, mas por

valores que lhe sdo superiores.

Com base nas considera¢des anteriores, pode concluir-se que sendo a
duragdo uma fungdo continua em n, a duragdo de uma obrigagao abaixo do par tem
um maximo que € maior do que (i+1)/i, para (i+1)/(i-1) < n < =, tendendo para

(i+1)/i quando n tende para infinito, por valores que lhe sdo superiores.

A partir da expressdo (4) podem obter-se outras expressdes equivalentes
que tém sido utilizadas na demonstragio de teoremas sobre a duragio de Macaulay

ou para obter férmulas simplicadas para o seu calculo. Tem-se, assim:

10



C
F-7
(1+i)‘7'[1'Rn]+“ n
1o PM="""¢c "IV F
i'[l—Rn]"'Rn
1
I--h
Fazendo a = 7 e vn_= 1/RN obtém-se

(1+1).a.r+n.@G@-r). v
r+{-r).vD

- an DM =

Dividindo os dois membros da expressdao anterior por n e fazendo o =

[(1+i).a/n] obtém-se

Dm_a.:+(i-r).v“

(12) n  r4(-r.vn

As expressdes (11) e (12) foram utilizadas por G. Hawawini [9] na
demonstragio de alguns teoremas sobre a duragao de Macaulay. Especificamente, a
expressdo (12) é usada para demontrar os teoremas 1 e 2, visto que o seu segundo
membro é sempre menor ou igual a um, sendo igual a um apenas quando r=0 ou

n=1.

A partir da expressdo (10), tomando em consideragio que o seu

denominador é igual ao prego da obrigagio P, tem-se

11



C
(13) Dm=(0+i).7.>p 7 +n

C

F-—+—

C.Dar 1

(14) DM = —LP-i +n.on

Por outro lado, o preco de uma obrigagdo de cupio fixo pode obter-se a
partir da diferenga do valor actual de duas rendas perpétuas, uma imediata e outra

diferida, de termo constante e igual a C, isto é

I C_ E C
15 P=7*gn " gn

donde se obtém

(16) - P-.9

Por conseguinte, este resultado permite a transformagio de (14) em

12



" donde resulta conss,derando queo n é:gua]&dumcio(Do) demohwde a

o 'cupio zem e matundade n

(18  DM=Do- p Do-Dpad

Como C/P & a taxa de rendibilidade aparente c, tem-se
- (1_9_)" DM Do (DO Dpar)

__ Esta expressio permite obter o cﬁlculo da dm'aqio de uma fm.m.”f'
' 'sxmphﬁcada, hendo sxdo deduzida pm'Caks L:ae Gremieaje]oulgs [m] '

Note-se a semelhanca emtm as acpmsm ) e(19) As d:ferm;as entre asil_

duas férmulas resuitam fundamentalmente de na. pnmeira se. cormderar uma

obrigagao de cupao flxo como um portfého formado por uma. abnga:;ao perpétua €

'por uma obrigaqao de cupao zero, enquanto que na segunda se oonsxdera que uma P

"' obngaqéo de cupao fnxo é um portfého de uma obngacéo de cupﬁo zero e de nma_;:__l :

| _obngaqio ao par.




1.2.2 - Férmulas dedutiveis directamente a partir da duragio como elasticidade

Como se referiu, .o conceito de duragdo foi redescoberto por Hicks, que d
utilizou como sendo a elasticidade do valor do capital em relagdo ao factor desconto
v=1/(1+i), embora frisando que esta elasticidade pode ser adequadamente
consideradé como um prazo médio do "cash_ flow", visto ser " o prazo médio de
~ diferimento dos vérios pagamentos em reléqéo ao momento actual, quando os

tempos de diferimento sdo ponderados pelo valor actualizade dos pagamentos™.

A duracio entendida com elasticidade na acepcdo de de Hicks permite
obter directamente a expressdo (10) e, consequentemente, a expressio (4). Na

verdade, representando o prego da obrigagio por

Calculando a derivada dP/di e considerando que

. _d£ v Q (1+1)
dv' P~ di- P
tem-se
C 1 n C
A+ (1-==)e ( -—)
dP (1+i) V2 [ R“) RN i
di- P = C 1 F
— 1-—+—
I ( Rn) Rn
gl_p_ v
donde resulta que av ' p - Dm

14



O conceito de duragdo como elasticidade permite, ainda, calcular
facilmente a duragio de obrigagdes perpétuas de cupio constante C e de obrigacdes

de cupdo zero.

Na verdade, para uma obrigagio de cupdo zero, P = F/R™, donde se obtém

dP (1+i)
di' P

=-n= Dg=n

Por outro lado, para uma obrigacio perpétua P= C/i, sendo

dP (1+i) (1+D) 14
di- P -~ 1 —PpT]

A -utilizagio que presentemente ¢ feita do conceito de duragio pelos
gestores de portfolios de obrigagdes é, sobretudo, como medida da volatilidade do
preco.-da obrigagdo em relagdo a taxa de juro, e ndo como prazo médio de

diferimento dos pagamentos, na acep¢ao de Macaulay.

Naquela pefspectiva, a designagdo de duragido é de certo modo pouco feliz,
€ mesmo susceptivel. de causér erros de interpretagdo, pois o sentido em que o
conceito é usado ndo corresponde ao significado corrente do vocdbulo. Além disso,
quando na gestdo de portfolios se considera a duragdo como um prazo, o conteudo .
que lhe é atribﬁido nada tem a. ver com .o de prazo médio de pagamentos, como se-
referiu. Existem mesmo situagdes em que o conceito de duragido como prazo e o
conceito de duragdo como elasticidade conduzem a valores diferentes para a

- duragdo, como seja o caso das obrigagdes de taxa de cupdo flutuante [11].

15



Salienta-se, ainda, que o conceito de duragio como elasticidade sofre,
também, de algumas limitagdes, referidas por Hicks, pois depende do periodo de
tempo que se toma como referéncia. A sensibilidade da duragio a unidade'de tempo
escolhida resulta de d factor de desconto, em regime de capitalizagdo composta, ndo

ser linear em relag@o ao tempo.

ANEXO

‘Teoremas sobre a duragdo de Macaulay

A duragio de Macauly tem vdrias propriedades, definidas em fung¢io dos
véarios parametros que integram a sua expressio .algébrica, que se vdo enunciar
- como teoremas, € cuja demons.tragao é relativamente fdcil a partir das virias
expressdes acima referidas. O tipo de obrigagdes a que se aplicam 0s teoremas sio as
obrigacdes de taxa de cupdo fixo, a menos que expressamente se mencione outro
tipo de obriga.g(”)es. Admite-se, também, que a estrutura intertemporal das taxas de

juro é horizontal.

Teorema 1 - A duragio de uma obrigagdo é igual ao seu prazo de maturidade se.e

s6 se a obrigagio for de cupdo zero ou se 0 prazo de maturidade for

igﬁal a um.

Teorema 2 - Uma obrigagdo com prazo de maturidade n, com 1 < n <2°, tem uma

duragao menor do que o prazo de maturidade.

Teorema 3 - A duragdo de uma obrigagio perp_étua, isto é, n = ==, é igual a (1+i}/i

qualquer seja a taxa de cupdorr,

16



Coroléario -

Teorema 4 -

Corolério -

Teorema 5 -

Teorema 6 -

Teorema 7 -

Teorema 8 -

Teorema 9 -

Teorema 10 -

A duragao de uma obrigacio tende para (1+i)/i quando o seu prazo de

maturidade tende para infinito.

A duragio de uma obrigacdo ao par ou acima do par cresce
monotdnicamente com o prazo de maturidade, e tende para (1+i)/i

quando o prazo de maturidade n tende para infinito.

A duragido de uma obrigagdo ao par é igual ao valor actual de uma
renda tempordria, de termo igual a um e de prazo igual ao prazo de
maturidade da obrigagdo (factor de actualizacio da renda )

multiplicado por (1+i).

A duracao de uma obrigagio abaixo do par atinge o seu valor méximo
(que é maior do que (1+i)/i), para um prazo de maturidade n finito,

convergindo para (1+i)/i por valores superiores, quando n tende para

infinito.

A duragdo de uma obrigagio abaixo do par atinge o maximo pasa um
prazo de maturidade que esta directamente relacionado com a taxa de

cupdo r e inversamente relacionado com a taxa de juro efectiva i.

A diferenga entre o prazo de maturidade e a dura¢io de uma obrigagdo

aumenta & medida que aumenta o prazo de maturidade.

A duragao de uma obrigagio varia inversamente ao nivel da estrutura

intertemporal horizontal das taxas de juro ( taxa efectiva ).
A duragdo de uma obrigagio varia inversamente a taxa de cupéo.

A duragdo de um portfélio de obrigacbes é igual a média ponderada

das duragdes das obrigagdes que o compoém, sendo o coeficiente de

17



pohderagéo igual a percentagem do valor do-portfélio investido em

cada obrigagao.

Teorema 11 - O valor acumulado po'r um portfélio (regime de juros compostos) de .
obrigagdes durante um prazo iguél a sua duragio, quando se verifica
uma Wnica variagio paralela da estrutura horizontal das taxas de juro
logo apés a formagdo do portfélio, é pelo menos igual ao valor que
teria sido acumulado, para o mesmo perfodo, se nio se tiveésé |

verificado a alteragdo das taxas de juro. -

Para. as obrigagdes de taxa de cupo variivel, em que que exlste_
| a]ustamento instantdneo da taxa de cupdo a nova taxa de juro, a estrutura

y mtertemporal das taxas de juro é horizontal e se define a duragdo como elastidade
do preco em relagdo a taxa de juro, em regime de capitalizagio continua, pode_

enunciar-se o teorema [ 11] seguinte:

~Teorema 12 - A duragio de uma obrigacio de cupio varidvel & igual a zero.

8
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