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Resumo

Deduzimos modelos de crescimento populacional proporcionais a densidades beta com parametros
de forma p e 2, onde p > 1, cuja complexidade dindmica estd relacionada com o parametro
malthusiano r. Usando técnicas de dinamica simbélica, investigAmos o comportamento cadtico
destes modelos, em termos de entropia topoldgica, no espago de parametros (r,p), identificando
diferentes comportamentos dindmicos.

VerificAmos a universalidade da constante de Feigenbaum nos modelos apresentados, usando
uma férmula diferente daquela que é usualmente apresentada na literatura.

O efeito de Allee foi analisado nestes modelos. Para p > 2, eles exibem uma dindmica
populacional onde o efeito de Allee surge naturalmente. No entanto, no caso onde 1 < p < 2,
os modelos propostos nao incluem este efeito. Para invoca-lo, apresentidmos alguns modelos
alternativos e investigdmos as suas dinamicas.

Analisamos também a negatividade da derivada de Schwarz em todos os modelos propostos.

Definimos poeira de Cantor aleatéria, um fractal obtido por eliminagdo recursiva do
espacamento central que ¢ definido entre o minimo e méaximo de duas observacoes aleatorias
uniformemente distribuidas, de cada intervalo da iteracdo anterior. A designacio atribuida ao
fractal & justificavel, uma vez que os valores esperados dos extremos dos intervalos de cada iteracao,
coincidem com os extremos dos intervalos da correspondente iteracao na construcao da poeira de
Cantor determinista.

Calculamos a dimensdo de Hausdorff (que intuitivamente avalia a que ponto um conjunto é
denso) da poeira de Cantor aleatoria, e verificAmos que apesar de a poeira de Cantor ser o “fractal
médio” da poeira de Cantor aleatoria, é mais denso (a dimensao de Hausdorff da poeira de Cantor
C & superior dimensao de Hausdorff da poeira de Cantor aleatoria Fiy).

Este resultado levou-nos a uma defini¢ao mais geral de conjuntos de Cantor aleatérios Fx com
X ~ Beta(p,q), ao célculo das suas dimensdes de Hausdorfl, e das dimensées de Hausdorff dos
fractais deterministas que sdo a esperanca daqueles fractais aleatérios, num sentido similar ao de
a poeira de Cantor determinista ser a esperanca da poeira de Cantor aleatéria.

O fenémeno é geral, e para essa diferenca entre dimensoes de Hausdorff encontramos uma
explicacao probabilista que reforga a interpretacdo de dimensao de Hausdorff como reveladora da

abundancia de pontos do fractal.

Palavras Chave: Densidades Beta, Dinamica Populacional, Efeito de Allee, Dimensao de

Hausdorff, Conjuntos de Cantor Aleatoérios.



Abstract

Populational growth models, proportional to beta densities with shape parameters p and
2, where p > 1, whose dynamical complexity is related with the malthusean parameter r, are
investigated. Using dynamical symbolic techniques, we examine the chaotic behaviour of these
models, in terms of topological entropy, in the parameter plane (r,p), identifying different
dynamical behaviours. We verify the universality of the Feigenbaum constant in the presented
models, using a new formula.

The Allee effect is analyzed in these models. For p > 2, they exhibit a population dynamics
with natural Allee effect. However, in the case where 1 < p < 2, the proposed models do not
include this effect. In order to invoke it, we present some alternative models and investigate their
dynamics. We also analyze the negativity of the Schwarz derivative in all the models proposed.

We define random middle third Cantor set, a fractal obtained by recursive elimination of
the central spacing which is defined between the minimum and the maximum of two random
observations uniformly distributed, from each interval of the previous iteration The designation
attached to the fractal is justified, since the expected values of the extremes of the intervals of each
iteration are the endpoints of the correspondent iteration in the deterministic middle third Cantor
set.

We calculate the Hausdorft dimension (that intuitively evaluates how “dense” a set is) of the
random middle third Cantor set, and we verify that although the middle third Cantor set is
the expectation of the random middle third Cantor set, it is more dense than the one obtained
stochastically.

This result lead us to define more generally random Cantor sets Fx with X —~ Beta(p,q), to
compute their Hausdorff dimensions, and to compute the Hausdorff dimensions of the deterministic
fractals which are the expected values of those random fractals, in a similiar sense to the one that
the deterministic middle third Cantor set is the expected value of random middle third Cantor set.

The phenomenon is general, and we hint it’s probabilistic explanation.

Keywords: Beta Densities, Population Dynamics, Allee Effect, Hausdorff Dimension,

Random Cantor Sets.
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Capitulo

Introducao e Motivacao

Entender os aspectos estruturais da dinamica de populagoes, de modo a podermos
prever a sua evolugao futura, é um instrumento de decisao importante no
planeamento econémico e demografico, essencial para administracaio em muitos
ramos da Biologia, tais como preservacao do ambiente, gestao da vida selvagem,

restricoes nas pescas, ou controle de pestes.

Na dinamica das populagoes estao ja disponiveis modelos aleatorios sofisticados,
mas em muitas circunstancias as suas fungoes médias sao modelos deterministicos
bem conhecidos, tteis como uma primeira abordagem em problemas aplicados. O
modelo logistico de Verhulst (1845), o qual incorpora nos seus parametros a taxa de
crescimento malthusiana e a retroaccao devida a limitacao de recursos naturais,
¢ um candidato natural para modelar a dinamica de geracoes nao sobrepostas,
nomeadamente quando a unidade de tempo estd relacionada com a duracao de
vida dos individuos na populagdo. Modelos estocésticos mais gerais (natalidade
e mortalidade, ramificacdo) e os equivalentes modelos deterministicos dados pelas
suas funcoes médias sao tteis em situacoes mais complexas.

Um ponto interessante do modelo de Verhulst ¢ a sua utilidade ao lidar com a
extingao de espécies. De facto, sabemos que uma grande percentagem de espécies se

extinguem, mesmo quando a sua taxa de reproducao parecia ter bastante sucesso.



Capitulo 1. Introducao e Motivacao

A teoria de sistemas dindmicos aplicada ao modelo de Verhulst prediz de facto a
extingao de espécies com taxa de reproducao elevada, e a dinamica populacional
interpreta isto como um efeito secundario, uma vez que o sucesso excessivo de uma
espécie faz disparar o sucesso excessivo das espécies inimigas (predadores, viroses,
doencas causadas por microorganismos, etc.); a co-integragao das séries de peles de
coelhos e raposas capturados na baia de Hudson, no Canadé, ao longo dos anos,
mostra que por ultimo ambas as espécies se podem extinguir assim que falhe o
re-equilibrio natural. Nesta perspectiva, os comportamentos fractal e caotico da
dimensao da populagao N(t) quando a taxa de reproducao malthusiana é elevada,
é um ponto forte a favor da utilizacao de uma abordagem em termos de sistemas
dinamicos na modelacao do fenémeno da vida.

A avaliacdo do comportamento de processos de crescimento: ecologicos,
econémicos, ou de outro tipo, através de modelacao adequada, é um tema de
extrema importancia na sociedade e na comunidade cientifica. Um dos problemas
importantes de dinamica de populacoes prende-se com a modelagao do crescimento
populacional, avaliando o nimero de individuos N (¢) num dado instante ¢.

A aplicacao logistica tem sido usada com sucesso para modelar o crescimento de
algumas populacoes limitadas por recursos finitos. Esta aplicagao foi apresentada
em 1845 pelo matemaético e socitlogo belga Pierre Frangois Verhulst (1804 — 1849),
pelo que também é designada por Modelo de Verhulst, veja-se por exemplo Pestana
e Velosa (2008). Este modelo de Verhulst pode ser facilmente apresentado como
uma aproximacao concedida pela expansao em série de Taylor, truncando os termos
de ordem superior a dois, considerando-os irrelevantes para o modelo, obtém-se o

modelo simplificado
LN(t) = Ag+ A N(t) + AN(t)?,

com Ag =0, A; > 0e Ay < 0, porque uma populagao extinta nao se pode reproduzir,
enquanto os recursos sao abundantes ela reproduz-se, mas quando a populagao cresce

muito os recursos tendem a escassear e portanto a populacao decresce.



Capitulo 1. Introducao e Motivacao

A razao fundamental para truncar termos de ordem mais elevada na expansao em
série de Taylor, como foi feito ao desenvolver o modelo de Verhulst, é a simplificacao
do modelo, como expressa a metafora da navalha de Occam, mas também o
preconceito de que em populacoes onde as geragoes nao se sobrepoem, o tempo
de vida dos seus membros é uma unidade (isto é verdade para alguns insectos e

plantas anuais).

Neste trabalho, investiga-se em linhas similares as usadas para o estudo do
modelo de Verhulst, os comportamentos fractal e cadtico de modelos proporcionais
a outras densidades Beta(p,2), que parecam plausiveis quando o paradigma da
reproducao da populacao é mais geral. Note-se que, devido a simetria em torno de

T = %, resultados analogos poderiam ser estabelecidos com o modelo Beta(2, q).
Esta dissertacao é constituida por 5 capitulos.

No primeiro capitulo explica-se a motivacao do trabalho e é feita uma breve

exposicao sobre a sua estrutura.

No capitulo 2 apresenta-se a teoria relativa a dinamica simboélica nos sistemas
dinamicos unidimensionais, definindo conceitos e resultados importantes, ilustrados
com a aplicacao logistica. Mostra-se como a entropia topoldgica, invariante numérico
e topologico usual para medir a complexidade topologica de um sistema dinamico,
pode ser calculada quer usando matrizes de Markov ou a teoria de kneading.
Procede-se ainda a ordenagao topologica da familia de aplicagdes unimodais, usando
a entropia topoldgica. Apresentam-se o diagrama de bifurcacao e a tao famosa
constante de Feigenbaum para esta familia de aplicagoes. Por tltimo apresentam-se

os conjuntos de Cantor para estas aplicacoes e algumas das suas propriedades.

No terceiro capitulo introduz-se uma nova classe de aplicagoes unimodais,
os modelos de crescimento populacional proporcionais a funcoes densidade
de probabilidade Beta(p,2), com p € ]1,+o00[ e analisam-se o0s respectivos
comportamentos dinamicos. Comecgam por apresentar-se os modelos proporcionais

a densidades Beta(p,2), com p € N\{1}, os quais incluem a aplicagao logistica

3



Capitulo 1. Introducao e Motivacao

(p=2). Apés a deducao destes modelos, estuda-se o seu comportamento dinamico
utilizando a dinamica simbolica. Estudam-se a titulo de exemplo, os modelos
proporcionais as densidades Beta(3,2) e Beta(4,2). Determina-se a constante
de Feigenbaum nestes modelos unimodais, com elevada precisao nos calculos,
verificando-se a universalidade desta constante. Posteriormente, generalizam-se
os resultados anteriores, caracterizando as aplicacdes unimodais proporcionais a
densidades Beta(p,2), com p € |1,+00], considerando portanto uma familia mais
vasta de aplicacoes unimodais, englobando as aplicagoes estudadas anteriormente.
Apo6s a deducao teorica dos modelos e caracterizacao da respectiva familia de
aplicacoes unimodais, é feita uma anéalise do comportamento destas aplicacoes em
funcao da variacao dos parametros considerados, definindo um intervalo de variagao
para estes. Estuda-se o comportamento dinamico destes modelos a semelhanca
do que havia sido feito nos capitulos anteriores, analisando-se cuidadosamente
novamente a universalidade da constante de Feigenbaum, que obviamente se verifica
nesta classe de aplicagoes uma vez que estas sao unimodais. Analisam-se duas
questoes que merecem destaque. A primeira relacionada com o facto da condicao
de negatividade (com consequéncias dindmicas benéficas) da derivada de Schwarz,
que desempenha um papel importante na dinamica unidimensional, ser violada
num pequeno intervalo do dominio das aplicacoes desta familia, quando p €
]1,2[. A segunda, relativa ao efeito de Allee que surge naturalmente nos modelos
proporcionais a densidades Beta(p,2), com p € |2,+00[, 0 que ndo acontecia na
aplicacao logistica, e também nao se verifica nos modelos proporcionais a densidades
Beta(p,2), com p € ]1,2[. No final deste capitulo faz-se ainda uma caracterizac¢ao
do espaco de parametros da familia de aplicacdes unimodais em estudo, em termos
do seu comportamento dinamico. Este espaco de parametros ¢ dividido em seis
regioes distintas, onde em cada uma delas, a dinamica populacional das aplicagoes
respectivas tem propriedades comuns que caracterizam essa regiao. E feita uma

andlise do comportamento cadtico das aplicacoes pertencentes a cada regiao em
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termos da respectiva entropia topologica.

No quarto capitulo deduzem-se modelos baseados em aplicacoes proporcionais
a densidades Beta(p,2), com p € ]1,2], nos quais surge o efeito de Allee que
nao era contemplado nos modelos deduzidos no capitulo anterior para p €
]1,2].  Sao apresentados trés modelos existentes para a aplicacao logistica, e
posteriormente, inspirando-se neles, sao apresentados trés modelos baseados nas
aplicagoes proporcionais a densidades Beta(p,2), com p € |1,2[, modificados com
efeito de Allee. Por ultimo é feita uma andlise do comportamento dinamico destes

modelos em termos de dinamica simboélica.

No capitulo 5 define-se o conceito de poeira de Cantor aleatéria. A construcao
deste fractal é feita através da eliminagao recursiva do espacamento central (definido
entre minimo e maximo de duas observagoes aleatorias uniformemente distribuidas),
de cada intervalo da iteragao anterior. O nome dado a este fractal é justificavel, uma
vez que os valores esperados dos extremos dos intervalos de cada iteracao coincidem
com os extremos dos intervalos da correspondente iteracao na construcao da poeira

de Cantor determinista.

Em seguida, calcula-se a dimensao de Hausdorff (a qual representa em termos
intuitivos, um parametro que avalia até que ponto um conjunto é denso) da poeira de
Cantor aleatoria, e verifica-se que apesar de a poeira de Cantor ser o “fractal médio”
da poeira de Cantor aleatoria, é mais denso. Verifica-se que a dimensao de Hausdorff
da poeira de Cantor C é aproximadamente 0.63093, enquanto que a dimensao de

Hausdorff da poeira de Cantor aleatoria Fy é aproximadamente 0.56155.

Na sequéncia dos resultados obtidos, definimos de modo geral conjuntos
de Cantor aleatorios Fx com X —~ Beta(p,q), calculamos as suas dimensoes
de Hausdorff, e determindmos ainda as dimensoes de Hausdorff dos fractais
deterministas que sao os valores esperados daqueles fractais aleatorios, no mesmo
sentido em que a poeira de Cantor determinista é o valor esperado da poeira de

Cantor aleatoria.
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Verifica-se que o fenémeno é geral, que de facto a dimensao de Hausdorff do
conjunto de Cantor aleatorio Fx com X —~ Beta(p,q), é inferior & dimensao de
Hausdorff do correspondente fractal determinista. Para justificar esta diferenca
existente entre as dimensoes de Hausdorff, encontra-se uma explicacao que reforca a
interpretacao de dimensao de Hausdorff como reveladora da abundancia de pontos

do fractal.



Capitulo

Dinamica simbolica em sistemas unimodais

A dindmica simbolica é uma teoria composta por um conjunto de resultados,
métodos e técnicas que tem um papel primordial no estudo das propriedades
qualitativas e quantitativas dos sistemas dinamicos. Nao se sabe ao certo quando
surgiu esta teoria no ambito da historia da Matematica. Embora uma das primeiras
referéncias conhecidas seja da autoria de Hadamard em 1898, quem de facto
reconheceu e divulgou os métodos simbolicos foi o matematico Morse desde 1921,
quando aplicou a dinamica simbolica ao estudo de fluxos geodésicos em variedades de
curvatura negativa. A importancia desta nova técnica s6 voltou a ser considerada em
1967, quando Smale estudou certas propriedades das 6rbitas de um sistema dinamico
discreto designado por ferradura de Smale, tendo associado simbolos de um dado
alfabeto as regioes visitadas pelas orbitas do sistema, veja-se por exemplo Palis e
Melo (1978); Guckenheimer e Holmes (1983).

Entre outros investigadores, Myberg, Metropolis, Milnor e Thurston, estudaram
sistemas dinamicos unidimensionais relevantes para o estudo de conceitos
matematicos de extrema importancia e para a construcao de invariantes topologicos

e métricos, veja-se por exemplo Milnor e Thurston (1988).

Neste capitulo apresenta-se a teoria relativa a dinamica simboélica nos

sistemas dindmicos unidimensionais, definindo conceitos e apresentando resultados

7
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importantes. As metodologias apresentadas, possibilitam estudar a complexidade
destes sistemas, os quais permitem modelar crescimentos populacionais em funcao
do parametro malthusiano que lhes estd associado. Mostra-se como a entropia
topologica, invariante numérico e topoldgico usual para medir a complexidade
topologica de um sistema dinamico, pode ser calculada quer usando matrizes de
Markov ou a teoria de kneading. Procede-se ainda & ordenacao topologica da
familia de aplicacoes unimodais, usando a entropia topologica. Verifica-se que a
medida que se aumenta o parametro malthusiano de um dado modelo de crescimento
populacional, pertencente a esta familia de aplicacdes unimodais, o valor da entropia
topologica aumenta, o que significa que a complexidade do modelo inerente cresce
correspondentemente. Apresentam-se o diagrama de bifurcacao e a tao famosa
constante de Feigenbaum para esta familia de aplicagoes. Por tltimo apresentam-se

os conjuntos de Cantor para estas aplicagoes e algumas das suas propriedades.

2.1 Familia de aplicacoes unimodais e dinamica

simbolica. Aplicacao logistica

A familia de aplicacbes unimodais tem sido alvo de vastos estudos,
principalmente desde os anos sessenta do século passado, veja-se por exemplo
Sharkovsky (1964), Melo e van Strien (1989) e (1993), Graczyk e Swiatek(1999).
Nesta seccao apresentam-se alguns conceitos, resultados e metodologias importantes,
no ambito da dinamica simbolica, para a familia de aplicagoes unimodais. O
objectivo principal é explicitar métodos que possibilitem avaliar a complexidade dos
modelos de crescimento populacional pertencentes a esta familia de aplicagoes, em
funcao dos valores assumidos pelo parametro malthusiano. A aplicacao logistica,
sendo um protétipo no estudo dos sistemas dinamicos unidimensionais, é usada

ao longo deste capitulo, para exemplificar e clarificar os conceitos, resultados e
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metodologias fundamentais apresentados.
Considere-se uma familia de aplicagoes unimodais com um parametro r €

[m, M],m € R, onde
fr:[0,1] — [0, 1]
satisfaz as seguintes condigoes:
o f.€C3([0,1]);
o fl(z)#0,Vx # c (c é o ponto critico de f,);

e fl(c)=0ce f(c) < 0 significando que f, é estritamente crescente em [0,c [ e

estritamente decrescente em |c, 1 J;
d fr(()) = f,,«(1> =0;
o fu(c)=0ce fy(c) =1;

" 1! 2
o Vz #£¢,S(f(z)) <0onde S (f(z)) = L@ -3 (fr (;f)> representa a derivada
de Schwarz de f,.. Note-se que S (f.(c)) = —oc.

Cemece-se por estudar a familia das aplicagoes logisticas.

2.1.1 Modelo de Verhulst. Modelo proporcional & densidade
Beta(2,2)

Como se referiu na introducao, o modelo de Verhulst pode ser facilmente
apresentado como uma aproximacao concedida pela expansao em série de Taylor.
Se a dimensao da populagao num dado instante ¢, N(t), € uma fungao regular tal

que
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truncando os termos de ordem superior a dois, considerando-os irrelevantes para o

modelo (ou seja, A; = 0, para i > 3), obtem-se o modelo simplificado

AN(t) = ALN(t) + AN (1)?,

dt

com A; > 0e Ay < 0. De facto, Ag = 0 uma vez que uma populacao extinta
nao pode produzir progénie, A; > 0 porque enquanto os recursos sao abundantes a
populagao tem tendéncia a crescer, e As < 0 é uma espécie de feedback de retroaccao
do sistema alertando para a escassez dos recursos disponiveis devido ao crescimento

populacional.

Esta equagao é muitas vezes reescrita sob a forma classica do modelo de Verhulst

d N(?)
ZN(@B) =rN() ( - 7) : (2.1)

onde K ¢ o limite para que tende a populacao em equilibrio, ou seja, é a capacidade

de sustentacao do meio, e r é o parametro malthusiano, interpretado como taxa de

crescimento instantaneo. Saliente-se que (1 — %) representa o efeito regulador da

retroaccao negativa. O modelo de Verhulst (2.1), representa a taxa de crescimento

da populacao %N(t) ao longo do tempo t. Note-se que

¢ a taxa de crescimento per-capita. Pode observar-se na Figura 2.1, a variacao da

dAN(t)
dt

taxa de crescimento da populacao a medida que a dimensao populacional N (%)

aumenta até ao limite sustentavel, considerando K = 10.

Quando % = 0, ou seja, quando a populacao estd longe do limite sustentavel,

e os recursos ainda abundam permitindo a expansao populacional, tem-se

10
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10

dN (t)

<= N(t) = Ce", com C constante

pelo que a populagdo, nesta fase inicial (ou apods ter sido dizimada por uma
catastrofe), tem um crescimento exponencial.

Quando N (t) se aproxima do valor K, verifica-se um abrandamento consideravel

11
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do crescimento populacional. Assim, o termo 1—%

é uma retroacgao negativa, uma

vez que o limite sustentavel esta quase a ser atingido, e os recursos disponiveis sao

escassos para o niimero de individuos na populacao, pelo que o ritmo de crescimento

diminui.

A solu¢ao analitica geral da equacado diferencial (2.1), designada por familia de
aplicacoes logisticas, ¢ a seguinte

N(t) = K —.

14+ (K —1)et

(2.2)

A variagao da dimensao populacional N(t) ao longo do tempo ¢, dada por (2.2),
considerando a titulo de exemplo que a capacidade de sustentacao do meio, K, é

igual a 10, pode observar-se no grafico da Figura 2.2.

Figura 2.2: Dimensoes populacionais no modelo logistico

Em muitos estudos de crescimento de populacoes naturais, esta solucao
aproximada tem sido usada com sucesso para determinar a dimensao dessas
populagoes N (¢) num dado instante ¢.

Por outro lado, com o que foi atras referido, constata-se que a parabola logistica
¢ uma alternativa relevante ao modelo de regressao linear, o qual nao se adequa para

modelar nenhum crescimento associado a um fenémeno natural; o que é esperado é

12



2.1. Familia de aplicagoes unimodais e dinamica simbélica. Aplicacao logistica

que numa fase inicial haja um crescimento rapido, que seja linear numa fase central
e que esse crescimento abrande depois a partir de certa altura.

A abordagem diferencial anteriormente descrita, por admitir implicitamente que
o crescimento da populagao é continuo, esti sujeita a critica, ja que o crescimento
da maioria das espécies tem uma componente sazonal, h4 também interaccoes entre
espécies predador-presa, e factores de outro tipo, que fazem com que os crescimentos
populacionais tenham que ser avaliados por modelos mais complexos. Assim, é
natural pensar-se numa substituicao do modelo de Verhulst diferencial, por um

modelo discretizado, que numa fase inicial use a equacgao as diferencas
N(tps1) =7rN(t,), com n € Ny
cuja solucao é dada por
N(t,) = Nor™, com Ny constante.

Para r > 1, a solucao tende para +o0o com n — 400, 0 que mostra que este
modelo s6 pode ser valido numa fase de explosao demografica. Mas, a medida que
a populacao cresce tem que ser considerada uma retroaccao reguladora, pelo que a

equacao de Verhulst discretizada é apresentada da seguinte forma

N{tner) = fr (N(ta)) = N (t) (1= 2422,

Considerando z,, = Ng"), esta equacao simplifica-se tendo-se entao o modelo

logistico discretizado
Tpy1 =12, (1 —x,), com n € Np. (2.3)

Esta abordagem discreta, obtida substituindo a equagao diferencial pela equacao
as diferencas, pode ser usada para populacoes com geragoes nao sobrepostas. A
partir de um valor inicial zy, obtem-se uma sequéncia infinita de valores, usando

recursivamente a equacao anterior. A discretizacao do modelo, permite assim um

13
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tratamento em termos de dinamica simboélica, cujos métodos tém potencialidades
que possibilitam uma caracterizacao exaustiva desses modelos em termos do
seu comportamento dinamico. Relativamente a familia das aplicacoes logisticas
(modelos de Verhulst discretizados), com o parametro r € ]0,4], considerou-se

fr:10,1] — [0, 1], definida por

flz) =rz(l —x). (2.4)

O modelo (2.4) é proporcional a funcao densidade de probabilidade do modelo
beta com ambos os parametros de forma iguais a dois, Beta(2,2), veja-se por
exemplo Pestana e Velosa (2008). De facto, se X for uma variavel aleatoria com
distribuicao Beta(2,2), ou seja, se X —~ Beta(2,2), entao a fun¢ao densidade de

probabilidade dessa variavel aleatoria X é dada por

(1 —x)loq1)(), (2.5)

com

B(2,2) = /1 {1 — t)dt = 6. (2.6)

Outros modelos proporcionais a funcoes densidade de probabilidade de X —~

Beta(p,2),

f(z) = B(; 2)xp_1(1 — )1 (), (2.7)
B(p,2) = /1 P~ (1 — t)dt,¥p > 0. (2.8)

poderao ser interessantes para modelar crescimentos populacionais relativos a
populacoes com uma evolucao a qual o modelo de Verhulst nao se ajuste de forma
adequada, como se explica mais adiante. Por exemplo, relativamente ao crescimento

de populagoes humanas, o modelo logistico nao tem dado grande resultado. O
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ajustamento deste modelo nesse caso, apenas é bom numa fase inicial, onde o
crescimento é quase exponencial.

O estudo numérico, usando o método do ponto fixo, do comportamento limite
desta “parabola logistica” esta no centro de desenvolvimentos importantes no ambito

dos sistemas dinamicos.

2.1.2 Dinamica Simbédlica

Nesta seccao, sao apresentados os conceitos e os resultados principais de dinamica
simbdlica, que serao posteriormente utilizados para o estudo dinamico das aplicacoes
unimodais definidas na seccao 2.1, veja-se por exemplo os trabalhos de Sousa Ramos

et al. (1984), e de Milnor e Thurston (1988).

Considere-se para cada valor do parametro r, a 6érbita do ponto critico

O,(c) = {mk DTy = ff(c), ke NO}

definida por um processo iterativo, onde

1p = f¥(c) = fr(xp_1), com k € Ny,

Se f.(z*) = x* entdo diz-se que x* é um ponto fixo de f,.

Qualquer ponto z é periddico de periodo n € N, se a condi¢ao f"(x) = z é
satisfeita com n minimo, ou por outras palavras, um ponto x é periddico de periodo
n se x for um ponto fixo de f* (n-ésima composi¢ao da fun¢ao f, consigo propria).

Do ponto de vista matematico, a sequéncia de 6rbitas numa aplicacao unimodal
fr, a qual compreende 6rbitas periodicas, eventualmente periodicas e aperiodicas,

também é descrita pelo Teorema de Sharkovsky.
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Definicao 1. ! A ordenacdo no conjunto dos nimeros inteiros positivos

1 < 2<4<8<16<...<2™"< ...
< 2M.9 <2 T <2M 5 <2M 3 <.
< 22.9<2*.7<22.5<22.3< ...
< 2:9<2-7<2-5<2-3<...

< 9<T7<5<3

é designada por Ordem de Sharkovsky e é denotada por <.

Teorema 1. 2 Sendo f, uma funcdo continua em I C R e supondo que f, tem um
ponto periddico de periodo q. Se p < q na ordenacao de Sharkovsky, entao f, tem

também um ponto periodico de periodo p.

A demonstragao deste teorema pode ser consultada em Sharkovsky (1964), e em
Collet e Eckmann (1980).

Como corolario do Teorema de Sharkovsky tem-se que se a aplicagdo f, tem
periodo 3 entao ela tem também que ter todos os periodos n, onde n é um nimero
inteiro qualquer. Este é o famoso Teorema de Li e Yorke, (1975), que diz: “Periodo
trés implica caos”.

Sendo f, : [0,1] — [0, 1] uma aplicacao diferenciavel, com derivada continua no
intervalo, pode definir-se um numero A que representa a estabilidade de cada ponto

periddico xy com periodo n, do seguinte modo:
A(xg) = (ff)l (o).
Tem-se entao

e se |[A(zg)] # 1, zp é denotado por ponto peridédico hiperbdlico e varia

suavemente com 7;

1 Sharkovsky (1964).
2 Sharkovsky (1964).
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— se |[A(zo)] < 1, f, é uma aplicagdo contractiva numa vizinhanga de z e

este ponto periddico diz-se estavel ou atractivo;

—se |A(zo)] > 1, f. é uma aplicagdo repulsiva ou expansiva numa

vizinhanca de x( e este ponto periddico diz-se instavel ou repulsivo;

e se |\ (xg)| =1, 2 é denotado por ponto periodico neutro ou nao hiperbélico;

fr bifurca no ponto periédico xg.

Note-se que, no caso particular em que x( é peridédico de periodo 1, entao xg é
um ponto fixo de f,., ou seja neste caso, ro = x*.

Com o objectivo de estudar as propriedades topologicas das érbitas, associa-se a
cada orbita O, (c) uma sequéncia de simbolos, correspondente ao itinerario do ponto

critico, denotado por
S0 = 5sMgl) s com k € Ny
onde S,S”’ pertence ao alfabeto A = {L,C, R}, com cada simbolo definido por
L se ff(c) <c
S =1 C se fie)=c.
R se f¥(c) > c
Note-se que, o alfabeto A é um conjunto ordenado de simbolos, correspondente

aos intervalos de monotonicidade e ao ponto critico da aplicacdo f.. A ordem da

recta real induz naturalmente uma ordem no alfabeto A, tendo-se
L<C<R.

Designa-se por AY o espaco de todas as sequéncias simbélicas do alfabeto A.

A dinamica da aplicacao f,. é completamente caracterizada pela sequéncia
simbolica S associada ao itinerario do ponto critico, para cada valor do parametro
r. A orbita O,(c) pode ser periddica, eventualmente periodica ou aperiodica.

Neste trabalho, atendendo as técnicas utilizadas, consideraram-se apenas orbitas
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periodicas. Para o estudo de orbitas eventualmente periddicas, usam-se técnicas
anéalogas aquelas que seguidamente sao expostas, veja-se por exemplo Rocha (2003).
O estudo de orbitas aperiddicas pode ser feito recorrendo-se a técnicas mais
complexas, veja-se por exemplo Alves e Ramos (1999).

Uma orbita periodica de periodo k, associada ao ponto critico, é caracterizada

por uma sequéncia simbolica que se repete periodicamente
O RN N AN N SrcHER

a qual habitualmente se denota por S@ = (CS"S{) . 5" Yo ¢ AN Esta érbita

também é designada por sequéncia de kneading da aplicacao.

2.2 Particoes de Markov e entropia topolégica

As partigoes de Markov foram introduzidas por Sinai (1994) para difeomorfismos
de Anosov. As aplicagoes expansivas admitem particoes de Markov, cuja existéncia
esta implicita nos trabalhos desenvolvidos por Bowen (1975). Para uma abordagem
mais detalhada sobre este assunto veja-se Ruelle (1978). Neste trabalho considera-se
a existéncia de particoes de Markov, as quais sao caracterizadas pela 6rbita do ponto
critico da aplica¢ao f,, Sousa Ramos et al. (1984).

Considera-se o conjunto dos pontos correspondentes a 6rbita periddica de periodo
k do ponto critico, o qual determina a particao de Markov do intervalo I = [0, 1]

num numero finito de subintervalos, denotada por
P[ - {Il, IQ, e ,[]gfl}.

Note-se que, a aplicacao f, determina uma unica particao P;, no entanto o
contrario nao é verdadeiro.
A aplicacao f, e a particao de Markov associada induzem um subshift do tipo

finito cuja matriz de transi¢io de Markov A = [a;;], do tipo (kK — 1) x (k —1), é
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definida por

1, seintl; C f,(intl;)
Clij =
0, caso contrario

Usualmente o subshift é denotado por (> 4,0), onde o é a aplicacao shift em

21,11 definida por
U(SlSQ...) 25253...

com Zf_l ={1,...k — 1} correspondente aos k — 1 estados do subshift. Para uma
abordagem mais pormenorizada sobre subshifts do tipo finito e para o Teorema de
Perron-Frobenius sobre o raio espectral da matriz de transicao de Markov, pode
consultar-se Walters, (1981). No entanto, recorde-se que a matriz de transi¢ao de
Markov tem um valor proprio positivo dominante com valor e*r, igual ao raio
espectral, onde hy,, > 0 é a entropia topologica do subshift (3 4,0). Se a matriz
A é irredutivel entao este valor proprio é simples e é o tnico valor proprio cujo
valor absoluto é e¢*r. Para além disso, os correspondentes vectores proprios direito
e esquerdo permitem construir a medida de Parry, ou seja, a medida de entropia
méaxima, Parry, (1964).

A complexidade topolégica de um sistema dinamico é habitualmente medida
através da sua entropia topologica, Adler et al., (1965). Este invariante numérico
e topologico estd associado a taxa de crescimento dos vérios estados do sistema
dinamico. A entropia topologica de uma aplicacao f, no espaco de fases, é definida
no espaco simbolico associado, como a taxa de crescimento assimptotico das palavras
(sequéncias simbolicas finitas) admissiveis em rela¢do ao comprimentos das palavras,
isto é,

hiop (fr) = lim M

n—oo n
onde N (n) é o ntimero de palavras admissiveis de comprimento n, Misiurewicz e
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Szlenk (1980). A entropia topologica pode também definir-se por

htap (fr) = sup hu (f?")

rEM(fr)

onde h, é a entropia métrica e o supremo ¢ calculado no conjunto de todas as medidas
invariantes © € M; (f,) de f.. A igualdade anterior é conhecida pelo principio
variacional da entropia topologica. Em particular, para um subshift do tipo finito,
o supremo é dado pela medida de Parry, que também se designa por medida de
maxima entropia de Parry, seja finq. Assim, tem-se hyop (fr) = . (fr), veja-se
por exemplo Parry (1964) e Katok e Hasselblatt (1995).

Por outro lado, a entropia métrica pode ser considerada como uma medida
estatistica do comportamento irregular do sistema. A probabilidade dos
acontecimentos é pesada em funcdo da medida invariante escolhida. A ligacao
entre estes dois invariantes, topologico e métrico, é estabelecida em termos das
medidas invariantes associadas. A entropia métrica e a entropia topologica sao
alguns dos invariantes que quantificam o comportamento irregular ou caotico dos
sistemas dinamicos.

Para um subshift do tipo finito, unidireccional ou bidireccional, descrito pela

matriz de transicao de Markov A, tem-se
hiop (0) = 1n (A4)

onde A4 é o raio espectral da matriz A, veja-se o Teorema de Parry, em Parry,
(1964), e também Maak, (1963) e Walters, (1981).

Apresenta-se de seguida um exemplo que ilustra os conceitos acima expostos.

Exemplo 1. Seja f. : [0,1] — [0,1], a familia de aplicagoes logisticas com um
parametro r € |0,4], definida por f.(z) = ra(l — x). Esta aplica¢ao enquadra-se na
familia de aplicagoes unimodais descrita na seccao 2.1. Note-se que, o ponto critico
€c= %, para todo o valor do pardmetro r.

Considerando-se r = 3.627..., tem-se a sequéncia simbdlica (CRLR3)>®. A

orbita periodica de periodo 6 e a respectiva particao de Markov sao apresentadas na
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2.2. Particoes de Markov e entropia topolégica

Figura 2.5.

w Y
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%2 0 w E3 ¥ K]

Figura 2.3: Orbita periddica e particio de Markov da sequéncia (CRLR?)™

A matriz de transicao de Markov correspondente é

b
Il
_— O o o o

o = O O O
o O = O O

[ e =
o O O =

O polinomio caracteristico da matriz A €
pt)=Det(A—tl)=1—t -+t —t' +t° = (=1 +t)(-1 + > +t")

onde o raio espectral da matriz A € Ay = 1.27202. .., pelo que a entropia topoldgica

é htop (f3.627> = 1I1(127202 .. ) = 0.240606 . . ..
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Capitulo 2. Dinamica simbdlica em sistemas unimodais

2.3 Teoria de kneading para aplicagcoes unimodais

A teoria de kneading foi introduzida por Milnor e Thurston, (1988), para
aplicacoes continuas e mondtonas por trocos no intervalo. Outros trabalhos sobre
a teoria do kneading foram feitos por diversos autores, veja-se por exemplo Alves
e Ramos (1999). Para aplicagoes expansivas descontinuas com buracos veja-se por
exemplo Rocha (2003).

Esta teoria baseia-se nos conceitos de incremento de kneading e de matriz de
kneading. Os incrementos de kneading sao séries de poténcias formais que medem a
descontinuidade das coordenadas invariantes calculadas sobre os pontos criticos.

Nesta seccao, apresenta-se a teoria de kneading para aplicagoes unimodais. Para
cada simbolo Sf € A= {C, L, R}, com i =0, 1,2, respectivamente, define-se o sinal
associado, denotado por € (S;). Tem-se para i =0, S =C e e(S;) =¢(C)=0¢e

para ¢ = 1,2 designe-se o respectivo sinal por

—1 se f,. é decrescente em I;
€(57) =

1 se f, é crescente em I;

Podem calcular-se os niimeros seguintes

k-1
re= TLe(59) = e (S2)
n=0
para k € N, e tome-se 7p = 1. Note-se que S representa o n-ésimo simbolo

pertencente ao alfabeto A, de uma sequéncia simbdélica finita, correspondente a um
dado valor do parametro r, S = Sér)SY) . S,@l, comn € {0,1,...,k—1}.

A coordenada invariante da sequéncia simbolica S = Cs"Vg{) .S

<y

(r)
P
correspondente a um dado valor do parametro r, associada ao ponto critico ¢, é

dada por
00t = m t* 5.
k=0
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2.3. Teoria de kneading para aplicacoes unimodais

O incremento de kneading do ponto critico ¢ é definido por

v (1) =020 = 021

c—

com 07 (t) = lim 6)(t), onde ¢~ e ¢t sio os pontos laterais limites ao ponto
¢ Z‘-’Ci

critico. Para calcular estes limites inferior e superior da coordenada invariante do

ponto critico, deve definir-se primeiro o conceito de paridade de uma sequéncia

simbolica finita.

3 A paridade de uma sequéncia simbdlica finita ST =

Definicao 2.
C’SY)Sér)...Sg), assoctada a um dado wvalor do parametro r, de simbolos

pertencentes ao alfabeto A, é dada por
p(S0) = (—1)#r(57)

onde #g (S(T)) representa o nimero de simbolos da sequéncia S, correspondentes
aos subintervalos de monotonicidade onde a aplicacao € decrescente. Diz-se que a

paridade de S é

par, sep (S(T)) =1

impar, caso contrdrio

Note-se que, na Definicao 2, #g (S(T)) ¢ o numero de vezes que o simbolo R
aparece na sequéncia S,

Para determinar os limites laterais da coordenada invariante de uma determinada
sequéncia simbolica periodica S = (CSY)SS“)...S,S")>°O, de periodo k + 1,
associada ao ponto critico ¢, comeca por averiguar-se a paridade da sequéncia

simbolica finita associada C5\" 5\ . S denotada por Sj(f):

e Se a paridade desta sequéncia for par, entao substitui-se C' por L na sequéncia

o (S}”) e os itinerarios dos pontos ¢~ e ¢™ que permitem depois calcular

3 Sousa Ramos et al. (1984).
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Capitulo 2. Dinamica simbdlica em sistemas unimodais

os referidos limites laterais da coordenada invariante da sequéncia simbdlica

periodica S sido dados, respectivamente, por
it (fle) =L (S8 SL) T = S58p 80
it (f(c")) =R (SY)SS“) o S,Q”L)oo — SHSE LS

e Se a paridade desta sequéncia for impar, entao substitui-se C' por R na

sequéncia o (S](f)) e os itinerarios dos pontos ¢~ e ¢t que permitem depois

calcular os referidos limites laterais da coordenada invariante da sequéncia

simbolica periddica SJ(CT) sao dados, respectivamente, por
it (fole) = L (S8 S,S")R)m = SySy...S7...
it (fole*) = R (S8 s,gr>R)°° = SFSE .S

Os limites laterais da coordenada invariante da sequéncia simbolica periodica S

sao dados respectivamente por

00 (t) =Y ST
=0

o
ORI
i=0
onde
i—1
T, = € (S;) =T, € (S;_l)
n=0
i—1
Th = € (S:) =71t € (S;Ql)
n=0
para i € N, e tome-se 7, = 7, = 1. A partir destes limites calcula-se entdo o

incremento de kneading e (t). Separando os termos associados com os simbolos

ST =L e S; = R do alfabeto A, este incremento Vér)(t) é entao dado por
v (t) = My (t)L + Mys(1)R.
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2.3. Teoria de kneading para aplicacoes unimodais

A matriz de kneading é definida por
M(t) = [Mu(t)  Mia(1)).

A partir desta matriz, calculam-se os determinantes D;(t), com j = 1,2, das
submatrizes da matriz M (t), que resultam de eliminar a coluna j da matriz M(t).

Note-se que, neste caso, tem-se entao
Dl(t) = Mlg(t) [§] Dg(t) = Mll(t),
e o determinante de kneading é dado por

D(t) = M, com j =1,2.

1—5(5;)t

Como €(S}) =€(L) =1e¢€(S;) =€¢(R) = —1, tem-se que

_ Di(t) _ _ D2(t)4
D<t) 1l—t - 111: :

Definicio 3. ° Para cada sequéncia  simbdlica  periédica S\ =
(CS@S;”...S;Z) de periodo p, associada a um wvalor do pardmetro T,

defina-se o polindmio caracteristico associado a S, por
dger (t) = Dgw» (t) (1 — Tptp)

onde

L+t 4ot + - 4 1 g tP!
Dsen (t) = 1 —r,tpP 3
p

Ny

¢ o determinante de kneading, com 1, = (—1)"*, onde Ny é o nimero de simbolos

R até ao k-ésimo simbolo de o(S™).

Nota 1. Na seccao anterior, foram apresentadas vdrias formas de determinar a
entropia topoldgica de um sistema dindmico. Uma forma alternativa de definir este

L >, onde

invariante usando a teoria do kneading é dada por hiy, = In <t _
min

1
tmin = min {t S |:§, 1 |: : DS(’I‘) (t) = O} 3

veja-se Sousa Ramos et al., (1984).

4 Milnor e Thurston, (1988).
® Sousa Ramos et al. (1984).
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Capitulo 2. Dinamica simbdlica em sistemas unimodais

Para ilustrar o conceitos acima descritos apresenta-se o exemplo seguinte, no qual
é usada a mesma sequéncia simbolica peridédica usada no Exemplo 1, para mostrar
que, embora o calculo da entropia topologica possa ser feito quer utilizando matrizes

de Markov quer a teoria de kneading, o resultado obtido é o mesmao.

Exemplo 2. Seja f. : [0,1] — [0,1], a familia de aplicagées logisticas com um

parametro r € |0, 4], definida por

fr(x) =rz(l —x)

onde o ponto critico é ¢ = % Considerando-se v = 3.627 ..., tem-se a sequéncia
simbolica S = (CRLR*)*. Portanto para determinar os limites laterais
da coordenada tnvariante desta sequéncia, associada ao ponto critico ¢, comeca
por averiguar-se a paridade da sequéncia simbdlica finita associada SG927) =
(CRLR3®)*°. Como a paridade desta sequéncia € par, entdo substitui-se C' por L
na sequéncia o (8(3'627)) e o0s itinerdrios dos pontos ¢~ e ¢t que permitem depois
calcular os referidos limites laterais da coordenada invariante da sequéncia simbolica

periddica S®97) sio dados respectivamente por

it (fs627(c7)) = L(RLR’L)” = LRLRRRLRLRRRL...=S;S; ...S; ...,

it (fsgor(c™)) = R(RLR’L)™ = RRLRRRLRLRRRL...=S§S;...Sf....

O limite inferior da coordenada invariante da sequéncia simbdlica periddica ST
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2.3. Teoria de kneading para aplicacoes unimodais

€ dado por

§) = S a s
= Li0+ Rt — Lt* — Rt® + Rt* — Rt° + Lt° +
Rt" — Lt* — Rt® + Rt'® — Rt'' + Lt!2 4 ...
= L+t(R—Lt— R*>+ Rt — Rt" + Lt°) +
t"(R— Lt — Rt + Rt — Rt* + Lt°) + - --

= L+t(R—Lt—RP+R*—Rt*"+ L") (1+ "+t +t"+ )
t (R — Lt — Rt* + Rt* — Rt* + Lt°)

= L
* 1—16

Analogamente, o limite superior da coordenada invariante da sequéncia simbdlica

periddica S3%7) ¢ dado por

0501y = irj th St
= E()—Rt+Lt2+Rt3—Rt4+Rt5—Ltﬁ—
Rt" + Lt* + Rt — Rt'® 4+ Rt" — Lt'? 1 ...
= R—t(R—Lt— Rt*+ Rt’ — Rt" + Lt*) —
t"(R— Lt — R + Rt* — Rt* + Lt°) — -

= R—t(R—Lt— R+ R’ —Rt*"+ L") (1+ "+ "+t +..-)
t(R— Lt — Rt* + Rt® — Rt* + Lt°)
1— 6

:R—

O incremento de kneading do ponto critico é entao dado por

Vé3.627) (t) _ egi&?) (t) . 9£§.627) (t)
t(R— Lt — Rt* + Rt® — Rt* + Lt°)

= R-— : —
1—1t6
I t (R — Lt — Rt* + Rt* — Rt* + Lt°)
1—1t6
—1+2t2—1¢5 1—2t+2t3 — 2t +2t> — 6
- =T L2 * R
1 —1¢6 1— 6
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Capitulo 2. Dinamica simbdlica em sistemas unimodais

Logo a matriz de kneading € dada por

—14+2t2 — 16 1—2t+2t3 — 2 + 2t — 6

M(t) = 1—¢6 1—¢6

Donde se tem

1—2t+263 =28 4200 — 15 (1 —1)° (—t* =2+ 1)

Di(t) = Mp(t) = —
1(®) 12(t) 1—¢6 1—¢6

—1422 -t (t—1)(t+1)(—t*—t*+1)

Dy(t) = My(t) = _
2(t) n(t) 1—¢6 1—¢6

O determinante de kneading € dado por

D) (-1t -2+ D (- 1)

bs) =y =~ -ma-y - 1—

ou

CDy(t) -+ (=) =D (1)

1+t (1—15(1+1)) 1 —¢6

Ds(t) =
O polindémio dge.ern (t) associado a sequéncia simbdlica periddica (CRLR?)*™ é dado

por

dgsen(t) =t —1) (' +7 —1) =1—t — >+ > —t* +1°.

Assim, a menor raiz real positiva da equagao D(t) = 0 € tp, = 0.786151.. .,

pelo que o valor da entropia topoldgica, associado a sequéncia simbolica periodica
SB620 = (CRLR?)™, € dado por hyp (fse27) = In (ggssr) = (n(1.27202...) =
0.240606 . . ..
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2.4. Ordenagao topoldgica da familia das aplica¢oes unimodais

2.4 Ordenacao topologica da familia das aplicacoes

unimodais

Nesta seccao apresentam-se mais alguns conceitos e resultados fundamentais,
para se proceder a ordenacao da familia das aplicacbes unimodais f, em funcao da
respectiva complexidade, medida em termos de entropia topologica. Estas aplicacoes
podem ser usadas como modelos de crescimento populacional, e dependem do
parametro malthusiano r, que representa a taxa de crescimento instantaneo. A
medida que se aumenta o valor desta taxa, a complexidade dos modelos aumenta.
Assim, apresenta-se uma forma de representar estes modelos em arvore, Sousa
Ramos et al. (1984), que permite uma ordenacao da complexidade dos mesmos.

Pode estabelecer-se uma relacao de ordem entre duas sequéncias simbolicas
distintas, S("*) e S) associadas a diferentes valores do parametro r, constituidas
por elementos do alfabeto A. A ordem depende da paridade da sequéncia finita S™,

constituida pelo bloco comum as sequéncias S e SU).
Definicao 4. ¢ Dadas duas sequéncias simbdlicas
S = cglrglra) gl e g = ogimglm) gt

e considerando S® = €S gl S,gr_“% = s gl S,(ﬁi o bloco comum a

Sra) ¢ Stv) g ordem < em AN, ¢ definida por SU) < S() se e s6 se
S,(f“) < S,irb) ep(SW) =1 ou S,(fb) =< S,ir“) ep(SW)=-1
para algum inteiro positivo k.

Note-se que, na definicao anterior, a relacao de ordem na posicao k depende da
paridade da sequéncia S®), ou seja, do nimero de vezes que o simbolo R ocorre

nessa sequéncia, tendo-se especificamente

6 Sousa Ramos et al. (1984)

29



Capitulo 2. Dinamica simbdlica em sistemas unimodais

L < C < R na posicao k, se #g (S(*)) é par

R < C' < L na posicao k, se #p (S(*)) é impar

Definicao 5. 7 Seja o a aplicacio shift em AN. Diz-se que uma sequéncia associada

a um valor do parémetro r, dada por S = CS}’“)SS) e S,(f) ..., € admissivel se e

50 se
o' (SM) = SIS .. <o (50 Vi eN.
O exemplo seguinte ilustra os conceitos ja estabelecidos.

Exemplo 3. Relativamente a sequéncia simbdlica periddica (CRLR3*L)>, mostra-se
que esta nao é admissivel. Note-se que a sequéncia considerada € obtida da sequéncia

(CRLR®)™ por jun¢io do simbolo L. Tem-se que,

o' (CRLR’L) = {RLR’LC, LR’LCR, R’LCRL,

R’LCRLR, RLCRLR?, LCRLR*,CRLR’L}, comi € {1,2, ...

Analisa-se a ordem entre as sequéncias de o' (CRLR3L) e a sequéncia inicial

considerada.

o LR]3LCR < RLR?}LC, neste caso ndao hd bloco comum as duas sequéncias,
assim compara-se o primeiro simbolo de ambas, de acordo com a ordem L <

C < R, verificando-se a ordem pretendida.

e R3LCRL < RLR3LC, o bloco comum das duas sequéncias é R, assim
compara-se o sequndo simbolo de ambas, de acordo com a ordem R < C < L,
porque a sequéncia comum tem um R, logo tem paridade impar. Assim verifica

a ordem.

e R2LCRLR < RLR3LC, o bloco comum das duas sequéncias é também R pelo

que o caso € igual ao anterior.
T Sousa Ramos et al. (1984).
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2.4. Ordenagao topoldgica da familia das aplica¢oes unimodais

e RLCRLR* < RLR3}LC, o bloco comum das duas sequéncias é RL, assim
compara-se o terceiro simbolo de ambas, de acordo com a ordem R < C' < L,
porque a sequéncia comum tem um R, logo tem paridade impar. Neste caso a

ordem estudada nao se verifica.
Assim, a sequéncia (CRLR3L)> nao é admissivel.

Considere-se Z; C >.4 O conjunto das sequéncias simbolicas admissiveis
relativamente a relagdo de ordem < definida anteriormente. O par (.7, <) pode
ser representado através de uma estrutura em arvore, onde cada vértice corresponde
a uma sequéncia de kneading correspondente a respectiva sequéncia simbodlica
periodica admissivel. A cada ramo na arvore corresponde uma nova iteracao, onde
esta associado um novo simbolo L ou R, dependendo de quando o valor iterado fica
a esquerda ou a direita do ponto critico. Deste modo, a ordenacao ramificada de

cada vértice ¢ dada por

(CS1Ss...5,)>

L/ N\ R

(CS1Ss. .. S,L)™ (CS1Ss...SR)™
ou

(CS1Ss. .. 50>

R,/ NI

(CS1S, ... SpR)™ (CS,S,...SpL)>®

dependendo do facto da paridade da sequéncia ser par ou impar, respectivamente. A

estrutura da arvore em sequéncias simbolicas é também verificada para os polindémios
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caracteristicos associados, veja-se o trabalho exaustivo de Sousa Ramos et al., (1984),

sobre este assunto.

Proposicdo 1. ® Dada uma sequéncia simbdlica S periddica de periodo p,
ST cujo polindmio caracteristico dgw (t) tem grau n = p — 1, os polindmios
caracteristicos associados as sequéncias simbdlicas periddicas de periodo (p+1) tém

a sequinte regra de construcao

dgi (t)
+ ./ N~

dg (t) + tP dgr (t) — P,

A demonstracao deste resultado é uma consequéncia da Definicao 3, e por andlise
da paridade e da ordem (Definigoes 2 e 4, respectivamente).

A estrutura em arvore é ordenada pelo polinomio dg)(t), e notando que dge (%)
1

T veja-Se

tem um comportamento mondétono nao decrescente em ordem a s = n
mu

Sousa Ramos et al. (1984) e Milnor e Thurston (1988). Assim, tém-se os seguintes

resultados:

Corolario 1. ? Hd uwma aplicacio injectiva entre o conjunto das sequéncias

periddicas de kneading e o conjunto de todos os polinomios dg (t).

Corolario 2. ' A entropia topoldgica associada a cada sequéncia de kneading

periddica € mondtona nao decrescente em ordem ao pardmetro r.

Nota 2. Os resultados expressos nos coroldrios anteriores possibilitam estruturar
ordenadamente a drvore que representa todas as sequéncias simbdlicas (e
correspondentes polindmios caracteristicos), cada uma associada a um valor de

complexidade dado pela entropia topoldgica, para uma dado wvalor do pardmetro

8 Sousa Ramos et al. (1984).
% Sousa Ramos et al. (1984).
10 Sousa Ramos et al. (1984).
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malthusiano r. Ao observar a drvore da esquerda para a direita, o pardmetro
r aumenta e consequentemente aumenta a compleridade do modelo unimodal

correspondente, avaliada pelo respectivo valor da entropia topoldgica.

Todos os resultados numéricos, seguidamente apresentados, para as aplicacoes
unimodais, foram determinados computacionalmente através de programagcao
implementada no programa Mathematica.

Neste estudo, considera-se a familia parametrizada f,. Um objectivo
fundamental neste trabalho é perceber como é que a dinamica das aplicagoes desta
familia se altera & medida que o parametro r se vai alterando. Como ja foi
mencionado, a aplicacao logistica pertence a esta familia, pelo que constitui um
bom exemplo inicial para o desenvolvimento de trabalho.

Na Figura 2.4, a arvore apresentada ilustra a relacao entre as sequéncias
simbolicas associadas as orbitas de periodo k, com k = 2,3,... 8, bem como o0s
respectivos polinémios caracteristicos da matriz de transicao de Markov, os valores
correspondentes da entropia topolégica e do parametro r da familia das aplicagoes
logisticas respectivas. Note-se que esta representacao em &arvore complementa
substancialmente a informacao dada pelo diagrama de Feigenbaum, uma vez que
reproduz explicitamente a informacao oculta na zona caotica. As duplicacoes de
periodo que se observam no diagrama de bifurcagao, apresentado na Figura 2.6,

correspondem as oOrbitas representadas na drvore com entropia topologica nula.
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El
®
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%]

@\\@M

Figura 2.4: Arvore topologica da aplicacdo logistica
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2.4. Ordenagao topoldgica da familia das aplica¢oes unimodais

Com o intuito de realcar a monotonicidade da entropia topolégica em funcao do

parametro r, apresenta-se o grafico da Figura 2.5.

T T T T )
'y

g
0.6 4
04t ‘ .

Prop

02k -
0.0F -
1 " N N 1 N N N I N " N 1 N N N 1]
32 34 36 38 4.0

Figura 2.5: Entropia topologica na aplicagao logistica

De facto pode verificar-se que & medida que o valor do parametro r aumenta,
o valor da entropia topologica associada as oOrbitas periddicas aumenta também,
atingindo o valor da entropia topolégica maxima (n2, correspondente ao chamado full
shift, veja-se por exemplo Milnor e Thurston (1988). Quando o ponto critico de uma
aplicacao unimodal tem o itinerario C RL*, o conjunto das dinamicas simbolicas das
suas iteradas ¢ um deslocamento completo, vulgarmente designado por full shift.

Neste caso, as iteradas dessa aplicagdo tomam valores em todo o intervalo [0, 1].
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2.5 Diagrama de bifurcacao e constante de
Feigenbaum na familia das aplicacgoes

unimodais

O diagrama de bifurcacao, por vezes também designado por diagrama de
Feigenbaum por estar associado ao trabalho do fisico com o mesmo nome,
tornou-se um icone muito importante da teoria do caos. E uma imagem gerada
computacionalmente, que nos permite ter ideia do comportamento dinamico da
aplicacao em estudo, mas que deve ser vista com o devido cuidado. Para
determinar valores correctos associados ao diagrama devem usar-se métodos
analiticos complementares. Uma estrutura essencial observada em diagramas deste
tipo é a de uma arvore ramificada, a qual retrata as alteracoes qualitativas no
comportamento dinamico da func¢ao iteradora em questao. Apo6s uma ramificacao
maior inicial, bifurcam dois ramos, cada um dos quais bifurca noutros dois, e assim
por diante. Este é o regime de duplicacoes de periodo. Depois desta cascata de
duplicagoes de periodo aparece na parte final a direita no grafico uma estrutura com
muitos padroes notaveis e detalhados. O caos instala-se e para o tltimo valor do
parametro considerado, o caos governa todo o intervalo [0, 1], veja-se por exemplo
Peitgen et al. (1978).

Associada a referida cascata de duplicacao de periodo tem-se uma constante
universal extremamente importante, designada por constante de Feigenbaum,

definida usualmente da seguinte forma (ver por exemplo Peitgen et al. (1978)).

Definicao 6. '!' Seja r, o valor do parémetro r para o qual ocorre uma bifurcacéao
de duplicagao para o periodo 2". A constante de Feigenbaum € dada por

§= lim 6, = lim > "' ;N (2.9)

n— oo n—oo I'py1 — T

1L Peitgen et al. (1978)
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unimodais

Na seccao 3.1.3, apresenta-se uma formula alternativa para calcular esta
constante.

O diagrama de bifurcacao relativo a uma aplicacao f, é um grafico que permite
representar o comportamento dinamico dessa aplicacao em funcao da variacao do
valor do parametro malthusiano r. Neste diagrama é representado um certo niimero
fixo (ni), de iteradas da aplicacao f, para cada valor desse parametro. Note-se no
entanto, que nem todas as iteradas calculadas (nc) para cada valor de r, a partir
de um valor inicial escolhido, sao representadas no diagrama. Na realidade, apenas
as ultimas ni (ni < nc) iteradas sao registadas no grafico, uma vez que o que se
pretende registar é o comportamento das iteradas num estado final, ap6s um certo
numero de nc iteradas, depois de uma fase inicial transiente.

Observe-se o diagrama de Feigenbaum para a aplicacao logistica f,., apresentado

na Figura 2.6.

Figura 2.6: Diagrama de Feigenbaum para o modelo proporcional a densidade

Beta(2,2), aplicagao logistica

Analisando este diagrama, pode caracterizar-se o comportamento dinamico da
aplicacao logistica f,., com a variacao do parametro r, veja-se por exemplo Holmgren

(1996), Peitgen et al. (1978) e Schroeder (1991).

e Esta aplicagao tem um ponto fixo atractivo ou estavel, z; = 0, para valores do
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parametro r € [0, 1[, o que significa que as iteradas da aplicagao logistica sao
atraidas para o ponto fixo zero, para valores do parametro r neste intervalo.
Note-se que um ponto fixo 2* diz-se atractivo ou estavel desde que | f/(z*)| < 1.
Este intervalo de variacao do parametro r, estd inserido na regiao de extingao

stibita do espaco de parametros definida posteriormente na seccao 3.2.5.

Para r = 1 esta aplicagao exibe uma bifurcacao, designada por bifurcacao
transcritica; note-se que f](0) = 1 quando r = 1, pelo que o ponto fixo xj =0

nao é hiperbolico quando a bifurcagao ocorre.

Para r > 1, a aplicacao tem um outro ponto fixo positivo atractivo ou estavel

s _1_1
rp=1—2.

Para r € |1,3[, 7 = 0 torna-se um ponto fixo repulsivo, e o ponto fixo z]
torna-se atractivo. Uma observacgao do grafico de f? (Figuras 2.7 e 2.8) permite
concluir que f, nao tem outros pontos peridédicos quando r esta neste intervalo.
Este intervalo de variagao de r estd inserido na regiao de estabilidade ou de
equilibrio definida a frente na seccao 3.2.5. Note-se que, para r = 2, o ponto
fixo coincide com o ponto critico (¢ = z* = %), e neste caso diz-se ser super
atractivo ou super estavel, porque a convergéncia para o ponto fixo é muito

rapida, ou mesmo imediata se o valor inicial z coincidir com o ponto critico.

Para r = 3, o ponto fixo ] = % é fracamente atractivo; deixa de ser hiperbélico

porque fé(%) = —1; o ponto fixo x§ = 0 continua a ser repulsivo.

Para r > 3, o ponto fixo nao nulo torna-se instével e bifurca numa orbita de
periodo 2, ou seja, o ponto fixo atractivo divide-se numa orbita atractiva de
periodo 2 com um ponto fixo repulsivo entre os dois pontos da érbita. Este tipo
de bifurcacao é designada por bifurcacao de duplicacao de periodo. Note-se
que numa vizinhanca do valor do parametro r = 3, o valor da (f2)' (z%), com

x7 ponto fixo positivo de f,, altera-se de um valor inferior a 1 para um valor
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2.5. Diagrama de bifurcacao e constante de Feigenbaum na familia das aplicagoes
unimodais

superior a 1, e portanto o referido ponto fixo passa de atractivo a repulsivo.

Vejam-se as Figuras 2.7 e 2.8.

0.8
r
r /= .
p-20 =2
0.6
0.4
0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.7: Fungao composta da aplicacao logistica

0.8
7= 3.1
0.75
=30
r =29
0.7 p=20
0. 65
0.6
0.55

Figura 2.8: Funcao composta da aplicagao logistica, num subconjunto do intervalo

[0,1]
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e Para r = 3.2361... tem-se uma Orbita peridédica de periodo 2, que é super
estavel. De facto, para r € |3,7°°[, com > = 3.5699. . ., verificam-se sucessivas
duplicagoes de periodo. Para valores de r € ]3,7°°[, a entropia topologica é
nula. Este intervalo de variagao de r estd inserido na regiao de duplicacao de

periodo, definida na secgao 3.2.5.

e Para valores do parametro r € |r*° 4], surgem entao as sequéncias periodicas
admissiveis de varios periodos k com entropia topologica nao nula. Sao essas as
mais interessantes pois estao na zona cadtica do sistema dindmico em questao.
Por esta razao, foi efectuado um estudo exaustivo para a aplicagao logistica,
em termos de dinamica simbélica, sumarizado na arvore ja apresentada na
Figura 2.4, veja-se Sousa Ramos et al. (1984). Este intervalo de variagao de r

insere-se na regiao cadtica, definida na seccao 3.2.5.

e Para r > 4, o conjunto de pontos que permanecem em [0, 1] depois de n
iteragoes da aplicagao f,., {x: f*(x) € [0,1], Vn € N} é um conjunto de
Cantor. Este intervalo de variacao de r inclui-se na regiao de exting¢ao diferida,
definida na seccao 3.2.5. Neste intervalo, a aplicacao logistica é cadtica e
o conjunto de pontos que permanecem em [0,1] depois de n iteragoes da
aplicacao logistica, {x : f*(x) € [0,1], Vn € N} é um conjunto de Cantor,

veja-se por exemplo Holmgren (1996).

O célculo aproximado da constante de Feigenbaum para a aplicagao logistica,
determinada com base na formula (2.9), veja-se por exemplo Peitgen et al. (1978),

apresenta-se na Tabela 2.1.
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2.6. Conjuntos de Cantor

Tabela 2.1: Constante de Feigenbaum

n | 2" | r, — Beta(2,2) | §, — Beta(2,2)
011 |30

1 ]2 | 3.449489

2 |4 | 3.544090 4.751419

3 | 8 | 3.564407 4.656248

4 116 | 3.568759 4.668428

5 | 32 | 3.569692 4.664523

2.6 Conjuntos de Cantor

As familias de aplicacoes unimodais definidas na sec¢ao 2.1 sao modelos razoaveis
de crescimento populacional. Para valores do parametro malthusiano r, superiores
a um valor rp, (para o qual o conjunto das dindmicas simbolicas das iteradas
da aplicacao unimodal é um deslocamento completo ou full shift), as iteradas
da aplicacao passam a ser atraidas para o ponto fixo zero e da-se a extincao
da populagao cujo crescimento estava a ser modelado pela aplicacao em causa.
Associados a estes tipos de aplicagoes surgem os chamados conjuntos de Cantor.
Estes conjuntos foram descobertos pelo matematico alemao Georg Cantor no fim do
século XTX. Nessa época os conjuntos de Cantor foram considerados pouco mais
do que uma curiosidade matemaética, e os mateméticos interessaram-se sobretudo
com conjuntos e fungoes as quais se podiam aplicar os métodos classicos de calculo.
Conjuntos e fungoes que nao fossem suficientemente suaves ou regulares tendiam
a ser ignoradas como “patologicas”, considerando-se nao valer a pena estuda-los.
Certamente, esses conjuntos e fun¢oes foram vistos como curiosidades pontuais e s6
raramente foram observados como uma classe a qual se poderia aplicar uma teoria

mais geral. Nos anos sessenta, o trabalho de Smale demonstrou que os conjuntos
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de Cantor tém um papel importante nos sistemas dinamicos. Um conjunto de
Cantor é também um exemplo de um fractal. Mais recentemente, percebeu-se que
muito pode e merece dizer-se acerca da matemaética de conjuntos nao regulares. De
facto, conjuntos irregulares fornecem uma representacao muito melhor de muitos
fenomenos naturais do que as figuras da geometria classica. A geometria fractal
fornece uma estrutura geral para o estudo de tais conjuntos irregulares, Falconer
(1990) e Holmgren (1996).

Pode definir-se um conjunto de Cantor do seguinte modo:

Definicao 7. '2 Um conjunto nao vazio A C R diz-se ser um conjunto de Cantor

se
e a) A é um conjunto compacto, ou seja, limitado e fechado;
e b) A € um conjunto totalmente desconero, isto €, nao contém intervalos;
e ¢) Todo o ponto em A é um ponto de acumulagdo de A.

O conjunto de pontos que permanecem em [0, 1] apos n iteragdes de uma dada

aplicacao f, é denotado por A,,,

A, ={z: f(z) €0,1], Vn e N}

r

e o conjunto de pontos que nunca deixam de pertencer ao intervalo [0, 1] sob iteracao

de f, é denotado por A, isto é,
A=A
n=1

Exemplo 4. Para a aplicag¢ao logistica f.(x) = rx(1 —x), A € um conjunto de
Cantor sempre que r > 4, e as dindmicas de f, sao cadticas neste conjunto.

O vértice desta aplicagao é em (%, i)

Quando r > 4, tem-se f. (1) > 1 e como f.(0) = f.(1) = 0, pelo Teorema do

Valor Intermédio, existe um xq = % — —”";;47" c [0, %} e um T, = % + _V’“;T—‘“‘ € [%7 1}

12 Holmgren (1996).
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tais que f,(xo) = f.(z1) = 1 e consequentemente, f*(xo) = f*(z1) = 0. Veja-se a

Figura 2.9.

Figura 2.9: Modelo logistico com r > 4

Proposicao 2. ' Considere-se a aplicacao logistica f,(x) = rx(l —x). Se r > 4,

entao as afirmagoes sequintes sao verdadeiras:

e a) O conjunto de nimeros reais x € [0, 1] tais que f.(x) ¢ [0,1] € dado pelo

intervalo

(w0, 71) = { 3 o0 2t T o

(1 VrZ —4r 1 r2 —47")
Além disso,

1 r2 —A4r 1 r2 — Ay
A: 1| = e ——— — - 11.
(=D Ufen 1] = 0.5 - Y U 34 Y]

e b) O conjunto A,, consiste em 2" intervalos fechados disjuntos para todos os

numeros naturais n.

13 Holmgren (1996).
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e ¢) Sel ¢ um dos 2" intervalos fechados disjuntos em A, entao f' : I — [0,1]

€ injectiva.

A demostragio desta proposigdo pode ver-se em Holmgren (1996).
Embora A seja um conjunto de Cantor sempre que r > 4, é mais dificil prova-lo

para 4 < r < 2++/5. Parar > 2+ /5, tem-se o Teorema 2.

Teorema 2. * Se r > 2+ /5, entdo o conjunto

A= ﬁ A,
n=1

€ um conjunto de Cantor.

A demonstragao deste Teorema pode ser consultada em Holmgren (1996). A
demonstracao da extensao do Teorema 2 para r > 4 pode ser consultada em Katok
e Hasselblatt (1995).

No capitulo 5 faz-se uma abordagem probabilistica dos conjuntos de Cantor.

14 Holmgren (1996).
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Capitulo

Modelos de crescimento proporcionais a

densidades Beta(p,2), com p € |1, +00|

As familias de aplicagoes unimodais sao usadas em estudos numéricos exaustivos,
e pela sua estrutura possibilitam construir uma descricao teoérica pormenorizada
em termos de dinamica simbolica. Os conceitos da teoria das aplicacoes unimodais
podem ser usados em variados contextos nas ciéncias biologicas, econémicas e sociais,
como ja se tinha mencionado. No ambito da dinamica populacional, por exemplo,
quando se pretende modelar o crescimento de uma dada espécie, o uso destas familias
tem sido frequente. Para certas espécies, a aplicacao logistica tem sido usada com
sucesso para modelar o crescimento populacional. No entanto, para outras espécies
o recurso a tais técnicas revela-se inadequado. O modelo de Verhulst é proporcional
a densidade Beta(2,2). Outros modelos proporcionais a densidades Beta(p,2), com
p € ]1,400[, poderao ser interessantes para modelar crescimentos populacionais
relativos a populagoes com uma evolucao a qual o modelo de Verhulst nao se ajuste

de forma adequada.

Apés a deducao teodrica destes novos modelos e caracterizacao da respectiva
familia de aplicagoes unimodais, é feita uma andlise do comportamento destas

aplicacoes em funcao da variacao dos parametros considerados, definindo um
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intervalo de variacao para estes. Estuda-se o comportamento dinamico destes
modelos, avaliando-se a universalidade da constante de Feigenbaum (a qual
obviamente se verifica nesta classe de aplicagoes uma vez que estas sao unimodais),
veja-se Aleixo et al. (2008).

Analisam-se duas questoes interessantes, uma relativa a condicao de negatividade
(com consequéncias dinamicas benéficas) da derivada de Schwarz, a qual desempenha
um papel importante na dindmica unidimensional, que é violada num pequeno
intervalo do dominio das aplicag¢oes desta familia, quando p € |1,2[. A segunda,
respeitante ao efeito de Allee que surge naturalmente nos modelos proporcionais
a densidades Beta(p,2), com p € ]2,400[, 0 que nao se verifica para a aplica¢ao
logistica, nem para os modelos proporcionais a densidades Beta(p,2), com p € |1,2].

No final deste capitulo, caracteriza-se o espaco de parametros desta familia
de aplicagoes, relativamente ao seu comportamento dinamico. FEste espaco de
parametros é dividido em sete regioes distintas, de acordo com as propriedades
comuns relativas a dindmica que define cada regiao. O comportamento cadtico das
aplicacoes pertencentes a cada regiao é analisado em termos da respectiva entropia
topologica, verificando-se que, para cada valor fixo do parametro p, a complexidade
dos modelos inerentes aumenta a4 medida que o valor do parametro malthusiano r

se torna mais elevado.

3.1 Modelos de crescimento proporcionais a

densidades Beta(p,2), com p € N\{1,2}

Nesta seccao apresenta-se uma nova classe de aplicacoes unimodais, os modelos
de crescimento proporcionais a fungoes densidade de probabilidade Beta(p,2), com
p € N\{1}, os quais incluem a aplicagao logistica (p = 2). Apods a dedugao destes

modelos, estuda-se o seu comportamento dindmico utilizando a dindmica simbolica.
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Estudam-se a titulo de exemplo, os modelos proporcionais as densidades Beta(3,2)

e Beta(4,2). Determina-se a constante de Feigenbaum nestes modelos unimodais,
com elevada precisao nos calculos, verificando-se a universalidade desta constante.

Tal como se viu anteriormente, o modelo de Verhulst discretizado é dado por
Tpr1 = 12,1 — ).

No entanto, para certas populacoes, a taxa de crescimento malthusiano nao
é suficiente para a populacao evoluir. Assim o modelo anterior, proporcional &
fungao densidade de probabilidade da Beta(2,2), nao modela adequadamente o
crescimento populacional nesses casos. Deste modo, nesta seccao consideraram-se

modelos discretizados do tipo
Tpy1 =raP Y1 —z,), com p e N\{1,2}

que sao proporcionais a densidade Beta(p,2), com p € N\{1, 2}.

3.1.1 Familia de modelos proporcionais a densidades

Beta(p,2), com p € N\{1, 2}

Na seccao 2.1.1, mostrou-se como o modelo de Verhulst pode ser apresentado
como uma aproximacao concedida pela expansao em série de Taylor. Usando um
raciocinio analogo, apresentam-se agora novos modelos proporcionais a densidades
Beta(p,2), com p € N\{1,2}. Estes modelos poderao ser vantajosos na modela¢ao
de crescimentos populacionais de espécies cuja evolugao necessite de uma taxa de
crescimento instantanea superior a fornecida pelo modelo logistico.

Considere-se entao que a dimensao da populagdo num dado instante ¢, N(t), é

uma funcgao regular tal que

IN(t) = Ag+AIN#)+ AN () +. .+ A, (NP T+ A NP+ Ay NP+

dt
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truncando os termos de ordem inferior a p — 1 e os termos de ordem superior a p,
considerando-os irrelevantes para o modelo (ou seja, A; =0, parai <p—2 V i >

p + 1), obtem-se o modelo simplificado

%N(t) = A, ([Nt '+ AN

= A, (N(t)P! (1+ AAf N(t))

p—1

com A, 1 >0e A, <0. Considerando

A, 1 = 1" (coeficiente proporcional a taxa de crescimento populacional instantaneo)
Ay 1<:>K P idade de sustentagao do meio)

= ——= = — capacidade de sustentacao do meio
Ay K Ay

esta equacao, que representa a taxa de crescimento populacional, pode ser reescrita

sob a forma
d B N(t)
s gk p—1 _ -\ *
dtN(t) r*N(t) (1 > , com "> 0.

Na Figura 3.1 pode observar-se a variacao dessa taxa djzt(t) para o modelo

proporcional & densidade Beta(3,2), a medida que a dimensao populacional N (%)
aumenta, considerando por exemplo K = 10.

Discretizando o modelo tem-se

Tendo em conta que

N(tn)

*

K
r = r*K?7? > 0(taxa de crescimento populacional instantaneo)
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3.1. Modelos de crescimento proporcionais a densidades Beta(p,2), com
p € N\{1,2}

100

20+

10

Figura 3.1: Taxas de crescimento populacional usando o modelo proporcional a

Beta(3,2)

o modelo discretizado que é proporcional a densidade da Beta(p,2), com p €

N\{1, 2}, é pois dado por
Tpy1 =1zl 1(1 — x,), com p € N\{1,2}.

Analogamente ao que acontecia para a aplicacao logistica, a abordagem
discreta destes novos modelos pode ser usada para populagoes com geracoes nao
sobrepostas. A partir de um valor inicial xy, obtem-se uma sequéncia infinita de
valores, usando recursivamente a equacao anterior. A discretizacao do modelo,
possibilita a utilizacao de técnicas de dinamica simboélica que permitem caracterizar
exaustivamente esses modelos em termos do seu comportamento dinamico.

Relativamente & nova familia das aplicacoes proporcionais a densidades
Beta(p,2), com um novo parametro p € N\{1,2}, para além do parametro
malthusiano r, considera-se para cada p, a aplicacao f,, : [0,1] — [0,1], definida

por

frp(x) = raP (1 — ). (3.1)
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O modelo (3.1) é proporcional a fun¢ao densidade de probabilidade do modelo
Beta(p,2), com p € N\{1, 2}.

Voltando & equacao diferencial, quando ¥ = (, ou seja, quando a dimensao
populacional estd afastada da capacidade de sustentacao do meio, e os recursos

permitem ainda a expansao populacional, tem-se

d
—N(t) = rN(t)P?
CN() =N ()
dN(t)
— = dt
Nt / '
N(t))*?
<— (2(# = rt + Cy, com Cy constante
- D

— (N@t)*P=r(2—p)t+C, com C = (2—p)Cy constante

= N{)=(Fr2-pt+C)s

= NO= (T(Q—;)H—C)pz'

Para determinar a solugao analitica geral desta equacao diferencial, é necessério

proceder do seguinte modo
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3.1. Modelos de crescimento proporcionais a densidades Beta(p,2), com
p € N\{1,2}

Usando o método dos coeficientes indeterminados, considerando N(t) = N
apenas por uma questao de simplificacdo, e sendo A;, com ¢+ = 1,2,...,p — 1,
constantes reais, vem p—2

S
. 1=0 +_-Ap—1
— N - -1 N
N1 (1= £) NP 1-£
p—2
(San) 1=+ 4
_ i=0
i N )

p—2 1 p—2
> AN+ = > ANTE LA, NPT
i=0

N i=0
i N (=)
p—2 _
Ay . A, NPT _
Ag + <Ai——>N1—p—+A_1N7’1
_ 121 K K P
NPt (1= %)

Igualando os numeradores, obtém-se entao a expressao genérica das constantes A;

como sendo

Ap=1
1
A= 2R =0i=1,p=2 = A= gm i=0..p-1
Apfl_AII?z:O
Logo, tem-se
p—2
S
I | + Ap
AT (D S
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Deste modo, para p = 3,4, 5, ..., tem-se que

/N(t p_cf]\(fit)_ $> ~ /rdt

= / jz_:N(t});pH + =T Kl — (t))> =rt+C (C' constante)

= ;?/ VPHAN (1) + Yoz /Nt N(t)JrKi—?/K—lN(t)dN(t
>t +C

— 2; ];[( ); : + Ki_Q (In[N@)] —In[K — N(t)]) =rt+C

= S (0[] e

Assim, a solucao analitica geral desta equacgao diferencial nao se consegue
explicitar em ordem a N(t). No entanto é possivel representar graficamente esta
solucao obtida por implementacao computacional, como se pode observar no grafico
da Figura 3.2, onde se pode visualizar o comportamento da dimensao populacional
N(t) ao longo do tempo ¢, usando o modelo proporcional & densidade Beta(3,2).

Em estudos de crescimento de determinadas populagoes naturais, esta solucao
aproximada podera vir a ser usada com sucesso para determinar a dimensao dessas

populagoes N (t) num dado instante t.

3.1.2 Dindmica simbdlica na familia dos modelos

proporcionais as densidades Beta(p,2), com p € N\{1}

Considere-se entao a nova familia das aplicagoes proporcionais a densidades

Beta(p,2), frp:[0,1] — [0, 1], definida por

frp(x) = raP (1 — x,). (3.2)
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p € N\{1,2}

10~

N(t) r=6.75

Figura 3.2: Variacao da dimensao populacional ao longo do tempo usando o modelo

proporcional & densidade Beta(3,2)

Atendendo a que os modelos proporcionais as densidades Beta(p,2), p €
N\{1, 2} sdo familias de aplica¢oes unimodais, satisfazendo as propriedades definidas
na seccao 2.1, os seus comportamentos dinamicos sao analogos ao apresentado
para a familia das aplicagoes logisticas (p = 2). As sequéncias admissiveis
sao precisamente as mesmas, pelo que o polindémio caracteristico da matriz de
transicao de Markov, bem como o respectivo valor da entropia topologica associado,
permanecem inalterados. O que efectivamente muda ¢ o valor do parametro r
associado a cada uma delas.

Nesta seccao estudam-se a titulo de exemplo os modelos proporcionais as
densidades Beta(3,2) e Beta(4,2). Na Tabela 3.1, podem observar-se os valores
do parametro r para os quais sao obtidos os varios periodos, correspondentes as
sequéncias simbolicas respectivas. Estes valores foram obtidos a partir da construcao
de listas simbdlicas para valores crescentes do parametro r, usando programas

computacionais adequados, implentados no programa Mathematica.
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p € |1, 400]

Tabela 3.1: Valores do parametro das sequéncias de kneading e entropia topologica

perfodo | S(7) Beta(2,2) | Beta(3,2) | Beta(4,2) | htop

2 CR 3.236 5.551 8.006 0.000
4 CRLR 3.498 5.813 8.243 0.000
8 CRLRPLR | 3.554 5.871 8.296 0.000
6 CRLR? 3.627 5.947 8.365 0.241
8 CRLR?® 3.662 5.982 8.398 0.304
7 CRLR* 3.701 6.021 8.433 0.382
5 CRLR? 3.738 6.062 8.471 0.414
7 CRLR2LR | 3.774 6.104 8.510 0.442
8 CRLR?LR? | 3.801 6.135 8.539 0.468
3 CRL 3.832 6.178 8.579 0.481
6 CRL?RL 3.845 6.199 8.599 0.481
8 CRL?RLR? | 3.870 6.238 8.635 0.499
7 CRL?RLR | 3.886 6.258 8.654 0.522
8 CRL?RLRL | 3.899 6.277 8.672 0.539
5 CRL?R 3.906 6.288 8.682 0.544
8 CRIL’R3L 3.912 6.299 8.692 0.547
7 CRL?R? 3.922 6.313 8.705 0.562
8 CRIL?R* 3.930 6.324 8.715 0.574
6 CRL?R? 3.937 6.335 8.725 0.584
8 CRL?R?’LR | 3.944 6.346 8.736 0.591
7 CRL?R2L 3.951 6.358 8.747 0.601
4 CRL? 3.960 6.380 8.767 0.609
8 CRL3RI? 3.961 6.383 8.770 0.609
7 CRL3RL 3.969 6.405 8.789 0.618
8 CRL3RLR | 3.973 6.415 8.798 0.626
6 CRL3R 3.977 6.425 8.808 0.633
8 CRL3R? 3.981 6.434 8.816 0.639
7 CRL3R? 3.984 6.442 8.823 0.646
8 CRIL3R2L 3.987 6.451 8.830 0.651
5 CRL? 3.990 6.462 8.840 0.656
8 CRIARL 3.992 6.474 8.850 0.660
7 CRL*R 3.994 6.483 8.857 0.666
8 CRL*R? 3.996 6.491 8.863 0.671
6 CRIL* 3.997 6.500 8.871 0.676
8 CRLSR 3.998 6.511 8.878 0.680
7 CRL? 3.999 6.520 8.884 0.685
8 CRLS 3.9999 6.530 8.891 0.689

24



3.1. Modelos de crescimento proporcionais a densidades Beta(p,2), com
p € N\{1,2}

Relativamente a estes modelos foram feitos estudos anélogos ao efectuado

anteriormente para as familias das aplicacoes logisticas, em termos de dinamica
simbolica. Vejam-se os dois exemplos seguintes, relativos aos modelos proporcionais

as densidades Beta(3,2) e Beta(4,2).

Exemplo 5. Considerou-se f.5 : [0,1] — [0,1), a familia das aplicagoes
proporcionais o densidade do modelo Beta(3,2), com o parametro v € |0,6.75],

definida por
fra(x) =ra?(1 —x).

Note-se que nesta familia o ponto critico é ¢ = 2.

w

O diagrama de Feigenbaum correspondente ao modelo proporcional a densidade

Beta(3,2) pode observar-se na Figura 3.3.

1.0 ——————r——r—r———

.....

Figura 3.3: Diagrama de Feigenbaum para o modelo proporcional a densidade

Beta(3,2)

Analisando este diagrama, pode caracterizar-se o comportamento dindmico desta

aplicagao f.3 com a variagao do parametro malthusiano r.
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e Para valores do parametro r € ]0,4], esta aplicagdo tem um ponto fizo atractivo
ou estdvel, xj = 0, pelo que as iteradas da aplicacao f,3 sao atraidas para o
ponto fizo zero, para valores do parametro r neste intervalo. Este intervalo de
variacao do pardimetro r, estd inserido na regiao de extingcao subita do espaco

de pardmetros definida posteriormente na sec¢ao 3.2.5.

e Para r = 4 esta aplicacao exibe uma bifurcacao transcritica; note-se que
f13(0) = 1 quando v = 4, pelo que o ponto fizo x5 = 0 nao é hiperbdlico

quando a bifurcacao ocorre.

e Para r > 4, a aplicacao tem dois pontos fixos positivos para além do zero; o

—4
w5 =0.5+05y ——
Vo

€ atractivo ou estdvel, e o outro

mator deles

r—4
r

2t =05—05

¢ repulsivo, tal como o ponto fizo nulo.

e Parar € |4,5.333[, z = 0 torna-se um ponto fizo repulsivo, e o maior ponto
. . . N . .

fizo x5 torna-se atractivo. Este intervalo de variagao de v estd inserido na

regiao de estabilidade ou de equilibrio definida na sec¢ao 3.2.5. Note-se que,

para v = 4.5, o ponto fixo coincide com o ponto critico (¢ = x5 = %), e neste

caso diz-se ser super atractivo ou super estdvel, porque a convergéncia para o

ponto fixo é muito rdpida, ou mesmo imediata se o valor inicial xo coincidir

com o ponto critico.

e Para r = 5.3333..., o ponto fixzo x5 = 0.75 € fracamente atractivo; deiza de
ser hiperbdlico porque f5 3333 3(0.75) = —1; 0s pontos fizos x5 =0 e x] = 0.25
continuam a ser repulsivos.

e Para v > 5.3333..., 0 maior ponto fixo positivo torna-se instdavel e bifurca

numa orbita de periodo 2, ou seja, o ponto fizo atractivo divide-se numa orbita
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atractiva de periodo 2. FEste tipo de bifurcacao € designada por bifurcacao de

duplicacao de periodo. Note-se que numa vizinhanc¢a do valor do pardmetro
r =15.3333 ..., o valor da derivada ( 7%3)/ (x3), com xy maior ponto fixo positivo
de f,3, altera-se de um valor inferior a 1 para um valor superior a 1, e portanto

o referido ponto fixo passa de atractivo a repulsivo.

e Para r = 5.5518... tem-se uma orbita periddica de periodo 2, que € super

estdvel.

e Parar € ]5.333,r°°[, com r*° = 5.8877..., verificam-se sucessivas duplicagoes
de periodo. Para valores de r nesse intervalo, a entropia topoldgica € nula. Este
intervalo de variagao de r estd inserido na regiao de duplicagao de periodo,

apresentada na seccao 3.2.5.

e Para wvalores do pardmetro r € |r*° 6.544], surgem entao as sequéncias
periodicas admissiveis de vdrios periodos k com entropia topologica positiva.
Sao essas as mais interessantes pois estao na zona cadtica do sistema dindmico
em questao. Por esta razao, foi efectuado um estudo exaustivo para a aplica¢ao
fr3, em termos de dindmica simbolica, sumarizado na drvore apresentada na
Figura 3.5. Este intervalo de variag¢ao de r insere-se na regiao cadtica, definida

na seccao 3.2.5.

e Para r € ]6.544,6.75], as iteradas de f,3 sao atraidas para o ponto fixo
x5 = 0, ou seja este torna-se novamente atractivo. O conjunto de
pontos que permanecem em [0,1] depois de n iteragoes da aplicacao f3,
{@: fr5(x) € [0,1], VneN} € um conjunto de Cantor. Este intervalo de
varia¢ao de v inclui-se na regiao de extingao devido ao efeito de Allee,
explicitada na sec¢ao 3.2.5.

e Para r > 6.75, as iteradas de f,3 sao também atraidas para o ponto fizo
zy = 0. O conjunto de pontos que permanecem em [0,1] depois de n iteragoes
da aplicagao f,3, também é um conjunto de Cantor. Este intervalo de variagao

de r inclui-se na regiao de extingao diferida, explicitada na secgao 3.2.5.
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Exemplo 6. Relativamente a familia das aplicagoes proporcionais ao modelo
Beta(4,2), com o parametro r € |0,9.48], considerou-se f.4 : [0,1] — [0,1], definida

por
fra(z) =rz3(1 —x),

. L, . L - §
cujo ponto critico € ¢ = 7.

O diagrama de Feigenbaum correspondente a este modelo estd representado na

Figura 3.4.

Figura 3.4: Diagrama de Feigenbaum para o modelo proporcional a densidade

Beta(4,2)

Analisando este diagrama, pode caracterizar-se o comportamento dindmico desta

aplicagao f.4 com a variagao do parametro r.

o [Ista aplicagio f.4 tem um ponto fizo atractivo, xj = 0, para valores do
pardmetro r € 10,6.75[, porque as suas iteradas sao atraidas para o ponto fizo
zero, para valores do parametro r neste intervalo. Este intervalo de variacao
do parametro r, insere-se na ja mencionada regiao de exting¢ao subita do espaco

de parametros apresentada na secgao 3.2.5.
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e Parar = 6.75 a aplicagio apresenta bifurcag¢do transcritica. Como fg 5 4(0) =

1, o ponto fizo x5 =0 nao € hiperbdlico quando se dd a bifurcagao.

e Para r > 6.75, a aplicagao tem dois pontos fizos positivos para além do zero,
o mator deles € atractivo ou estdvel, e o outro ponto fixo positivo € repulsivo,
tal como o ponto fixo nulo. Neste caso nao € facil obter os pontos fixos nao
nulos de f,4. Apenas se consequem obter valores aproximados por métodos

NUMETLCos.

e Para r € |6.75,7.8125[, xf = 0 torna-se um ponto fizo repulsivo, e o maior
ponto fivo x5 torna-se atractivo. Este intervalo de variagao de r pertence a
regiao de estabilidade ou de equilibrio definida na seccao 3.2.5. Para r =

3

7.1111..., o ponto fizo coincide com o ponto critico (c = x* = %), € super

atractivo ou super estdvel.

o Parar ="T7.8125..., o ponto fixzo x5 = 0.8 € fracamente atractivo; deixa de ser
hiperbolico porque f;g1954(0.8) = —1; 0s pontos firos x5 =0 e x7 = 0.5123. ..

continuam a ser repulsivos.

e Para r > 7.8125..., o ponto fixo atractivo divide-se numa orbita atractiva
de periodo 2, ocorrendo uma bifurcacao de duplicacao de periodo. Numa
vizinhanga de v = 7.8125..., x5, o maior ponto fixo positivo de fra4 passa
de atractivo a repulsivo porque o valor da (f24)/(x§) altera-se de um wvalor

r

inferior a 1 para um valor superior a 1.

e Para r = 8.006... tem-se uma orbita periodica de periodo 2, que € super

estdvel.

e Parar €]7.8125,7°, com r>™ = 8.3109. .., verificam-se sucessivas duplicagoes
de periodo. A entropia topoldogica € nula para valores de r neste intervalo. FEste
wntervalo de variagao de v estd inserido na regiao de duplicagao de periodo,

definida na sec¢ao 3.2.5.
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e Para walores do parametro r € |r*° 8.897|, surgem entao as sequéncias
periodicas admissiveis de vdrios periodos k com entropia topologica positiva.
Este intervalo de variacao de r insere-se na regiao cadtica, apresentada na

seccao 3.2.5.

e Parar €18.897,9.481), as iteradas de f, 4 sao atraidas para o ponto fizo xf = 0,
tornando-se este novamente atractivo. Surgem conjuntos de Cantor. FEste
intervalo de variacao de r inclui-se na regiao de extingao devido ao efeito de

Allee, especificada na sec¢ao 3.2.5.

e Para r > 9.481, as iteradas de f,4 sao também atraidas para o ponto fizo
x5 = 0. O conjunto de pontos que permanecem em [0, 1] depois de n iteragoes
da aplicagao fr4, também é um conjunto de Cantor. Este intervalo de variagao

de r inclui-se na regiao de extingao diferida, explicitada na secgcao 3.2.5.

Os resultados de todo o estudo de dindmica simbélica encontram-se sumarizados

na arvore da Figura 3.5, analoga a da parabola logistica anteriormente apresentada.

3.1.3 Constante de Feigenbaum nos modelos proporcionais a

densidades Beta(p,2), com p € N\{1}

Tal como na aplicagao logistica, modelo proporcional & fun¢ao densidade Beta(2,2),
noutros modelos proporcionais a densidades Beta(p,2), com p € N\{1,2}, a
constante de Feigenbaum, 6 = 4.6692016091029..., é determinada através da

Definicao 8.

Definicao 8. Seja r, o valor do pardmetro r associado a orbita para o periodo 2™.

A constante de Feigenbaum ¢ dada por

§= lim §, = lim L2 ;e N (3.3)

n—oo n—oo ’r‘n — Tn—l
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Figura 3.5: Arvore topologica de aplicacdes unimodais proporcionais aos modelos

Beta(3,2) e Beta(4,2)
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Nota 3. Observe-se no entanto que, embora a constante de Feigenbaum seja
habitualmente calculada por uma formula matemadtica andloga & apresentada neste
trabalho, hd uma diferenca substancial. Na bibliografia usual, como por exemplo
Peitgen et al.  (1978), o cdlculo da constante é feito a partir de trés valores
consecutivos do parametro r, associados a pontos de duplicacao de periodo, os quais
correspondem as bifurcacoes que podem ser observadas no diagrama de bifurcacao,
Definicao 6. FEstes wvalores foram analiticamente calculados usando métodos de
andlise numérica. No presente trabalho, os cdlculos sao feitos a partir de trés valores
consecutivos do pardmetro r, também associados a orbitas periodicas de periodos 2",
com n € Ny, obtidos a partir de listas de sequéncias simbolicas. Deve salientar-se o
esforco analitico subjacente a estes cdlculos, uma vez que os valores do parametro r
foram calculados com uma precisao de 15 casas decimais, o que certamente enaltece

o rigor destes cdlculos.

A constante de Feigenbaum é calculada usando a mesma metodologia para todos
os modelos proporcionais a densidades Beta(p,2), com p € N\{1,2}. Isto deve-se ao
facto de todas estas aplicacoes serem unimodais no dominio considerado. De facto,
a constante de Feigenbaum ¢é universal, porque é exactamente a mesma para todas
as classes de aplicages deste tipo, veja-se Peitgen et al. (1978).

Na Tabela 3.2, é evidente a convergéncia para a constante de Feigenbaum. No
entanto, observa-se que esta convergéncia é mais lenta nos modelos proporcionais a
densidades Beta(p,2), com p = 3,4, uma consequéncia do decréscimo da amplitude
do intervalo de variacao do parametro r na regiao de duplicagao de periodo, zonas das
bifurcacoes que podem ser observadas nos diagramas de Feigenbaum representados

nas Figuras 3.3 e 3.4.
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Tabela 3.2: Constante de Feigenbaum

27l

r, — Beta(2,2)

0, — Beta(2,2)

= S S U R R

16
32
64

2.000000000000000
3.236067977499769
3.498561699327713
3.554640862768819
3.566667379856272
3.569243531637112
3.569795293749944

4.7089430135
4.6807709980
4.6629596111
4.6684039259
4.6689537410

27l

rn, — Beta(3,2)

dn, — Beta(3,2)

o A W N R O S

16
32
64

4.500000000000000
5.551883678377213
5.813996284641623
5.871964588515327
5.884459868104089
5.887139699399200
5.887713807213475

4.0130983907
4.5216538824
4.6392162306
4.6627112727
4.6678188809

2n

r, — Beta(4,2)

0n — Beta(4,2)

= S S U R R

0 =~ N

32
64

7.111111111111111
8.006388088621897
8.243423096224173
8.296403721342422
8.307847717287025
8.310303243875927
8.310829349375576

3.7769820862
4.4739941643
4.6295564394
4,6605058142
4.6673653678
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3.2 Generalizacao dos modelos de crescimento

populacionais proporcionais a densidade

Beta(p, 2)

Na seccao 3.1 fez-se uma caracterizacao de aplicacoes unimodais proporcionais a
densidades Beta(p,2), com p € N\{1,2}, em termos da sua dindmica. Nesta secgao,
generalizam-se os resultados anteriores, caracterizando as aplicagoes unimodais
proporcionais a densidades Beta(p,2), com p € |1,+oco[, considerando portanto
uma familia mais vasta de aplicagoes unimodais, englobando as aplicacoes estudadas
nos capitulos anteriores. Apoés a deducao teorica dos modelos e caracterizacao da
respectiva familia de aplicacoes unimodais, é feita uma andlise do comportamento
destas aplicacoes em funcao da variacao dos parametros considerados, definindo
um intervalo de variacao para estes. Estuda-se o comportamento dinamico destes
modelos a semelhanca do que havia sido feito na seccao 3.1, avaliando-se a
universalidade da constante de Feigenbaum, que obviamente se verifica nesta classe
de aplicacoes uma vez que estas sao unimodais. Analisam-se as duas questoes
relevantes para estes modelos, mencionadas no inicio deste capitulo. Por fim é feita
uma divisao do espaco de parametros em regioes de acordo com o comportamento

dinamico das aplicagoes definidas.

3.2.1 Familia de modelos proporcionais a densidades

Beta(p,2), com p € |1, +00[ e dinAmica simbdlica

Suponha-se que a equacgao, que representa a taxa de crescimento populacional é

dada por
AN (t) = r*N(t)p~? (1 - %), com p € |1, +oo[ and r* € ]0, +o00].
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Discretizando o modelo & semelhanca do que foi feito para os modelos
proporcionais a densidades Beta(p,2), com p € N\{1,2}, tem-se

N}(?Q)

N(tny1) = r*NP7H(t,) <1 —

Mis) M)y NG))

o M) s (MY NE)),

Tendo em conta que

N(tn)
T, = Ve
r = r*KP2>0

o modelo discretizado que é proporcional a densidade da Beta(p, 2), com p € |1, +0o0],
¢ dado por

Tpir = r2P (1 —z,), com p € |1, 4+o0[. (3.4)

Considere-se entdo a nova familia de aplicagoes unimodais f., : [0,1] — [0, 1],

com o parametro p e o parametro malthusiano r, cujos intervalos de variagao maxima

sao respectivamente dados por p € |1, ppe] e 7 €]0, 7(pme)], definidas por:
frp(x) =raP~ (1 —x)

que satisfazem as seguintes condigoes:
o frp € C([0,1]);
o fl,(x) #0,Vx # c (c & o ponto critico de f,.,);
e f/,(c)=0e f (c) <0 significando que f,, é estritamente crescente em [0, c |

e estritamente decrescente em |¢,1 |;
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o frp(0) = frp(l) =0;
o fop(c)=0¢e frpp(c) =1
g 1" 2
o A derivada de Schwarz de f, ,(x) é S (f,p(z)) = ;Zzgg —3 (;ZZEQ) <0,V #c,
para p > 2, e (Vo # ce x > x4'), para 1 < p < 2. Note-se que S (f,,(c)) =

—00.
Observe-se que, para que as aplicagoes f,, sejam unimodais, o valor do parametro

p tem que ser superior a um. O valor maximo considerado para o parametro p neste
estudo, designado por p,,., serd discutido posteriormente em funcao do interesse que
este possa ter para a modelagao em causa. O valor r(p,.) é o valor do parametro r
correspondente ao full shift para p = pme.

Deve salientar-se que, para cada valor do parametro p fixo, se tem que f,,, pelo
que em termos de comportamento dinamico esta familia comporta-se do mesmo
modo que as trés aplicacoes unimodais ja estudadas. No entanto, surgem duas
questoes delicadas para esta familia de aplicacoes mais geral, f.,, que merecem
ser tratadas separadamente com um cuidado especial. O parametro p passa a
desempenhar uma outra fun¢ao, uma vez que uma das questoes surge para valores
do parametro p inferiores a 2 e a outra para valores de p superiores a 2. De facto, a
derivada de Schwarz de f,, ndo é sempre negativa no intervalo [0, c[U]c, 1], quando
p € ]1,2[, como se vera na secgao 3.2.3 (o que poderia representar um problema
face ao papel desempenhado pela derivada de Schwarz na dinamica unidimensional,
veja-se por exemplo Graczyk et al. (2001)), e o efeito de Allee que nestes modelos
surge naturalmente, quando p € |2, pyc[ (no modelo logistico por exemplo, isto nao se
verifica e portanto deve ser contornado corrigindo-se o modelo, veja-se por exemplo
Boukal e Berec (2002)). Este assunto sera tratado na sec¢ao 3.2.4 e posteriormente
no capitulo 4.

Os dois parametros r e p, associados a estas aplicagoes unimodais f;,, sao ambos

parametros de forma. O parametro r relaciona-se com a altura da curva, enquanto

"Para 1 < p < 2, S(frp(z)) é positiva em [0, z4]. Como esta condigao se verifica no inicio do

intervalo [0, 1], ndo perturba o comportamento dinamico de f; .
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o parametro p se relaciona com o enviesamento da mesma. Para qualquer p > 1
fixo, o valor de » = 0 nao tem sentido porque nesse caso nao ha curva; a medida que
o valor do parametro r vai aumentando tém-se curvas cada vez mais elevadas, até
ao valor de r corresponda ao chamado full shift quando a altura da curva atinge o
valor maximo 1, vejam-se os graficos representados na Figura 3.6, de aplicagoes f, 35
correspondentes a varios valores do parametro r e para p = 3.5. Considerando para
cada p, o valor do parametro r para o qual se obtém o full shift respectivo, constata-se
que a curva da aplicacdo f,, tem trés formatos de enviesamento distintos que se
podem observar na Figura 3.7, curvas enviesadas para a esquerda quando 1 < p < 2
(casos de (r,p) = (1.398,1.1) e de (r,p) = (2.598,1.5)), simétricas para p = 2 (caso
de (r,p) = (4.0,2.0)) ou enviesadas para a direita (casos de (r,p) = (8.117,3.5) e de
(r,p) = (53.0,20.0)). Analisando a Figura 3.7, percebe-se que a dindmica unimodal
nao faz sentido para valores de p muito préoximos de um, pois as curvas associadas
tém um enorme enviesamento a esquerda; e o mesmo se verifica para valores de
p elevados, pois as curvas correspondentes passam a ser extremamente enviesadas
para a direita. Aplicacoes f,,, com estes valores extremos para o parametro p,
dificilmente poderao modelar crescimentos populacionais de alguma espécie. Assim,
decidiu-se considerar o valor maximo p,,. = 20, donde o respectivo valor de r varia
até ao valor 53.001 correspondente ao full shift. Observando as Figuras 3.6 e 3.7,
pode ainda verificar-se que as aplicagoes f;,, tém sempre o ponto fixo z* = 0, para
quaisquer 7 > 0 e p > 1. No entanto, os casos das aplicacoes para p =1.1ep=1.5
na Figura 3.7, mostram que estas aplicagoes tém um outro ponto fixo positivo para
além do zero, para r > 71, no caso de p € |1, 2[; mas para p € [2, py,c], observando os
casos das aplicacoes para p = 2, p = 3.5 e p = 20 na Figura 3.7 e todas as aplicacoes
da Figura 3.6 conclui-se que, estas tém mais dois pontos fixos positivos além do zero,
para valores de r > rq; r; € o primeiro valor de r para o qual as iteradas deixam de
ser atraidas para o ponto fixo zero e passam a ser atraidas para o tnico ponto fixo

positivo dessa funcao f; .
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Figura 3.6: Taxas de crescimento populacional usando o modelo proporcional a

densidade Beta(3.5,2)

Para cada p > 1 fixo, o ponto critico da aplicacao f,, ¢ sempre dado por ¢ =
’%1. O comportamento dinamico de todas as aplica¢oes unimodais f,, para cada
p > 1 fixo, é idéntico e serd estudado pormenorizadamente na seccao 3.2.5. Para
cada p fixo, quando se varia o valor do parametro r tém-se sucessivas bifurcacoes
designadas usualmente por cascatas de duplicacao de periodo. Associadas a estas

cascatas tem-se sempre uma constante universal associada, a ja referida constante

de Feigenbaum, a qual serd dedicada a seccao 3.2.2.

A titulo exemplificativo, construiram-se diagramas de bifurcacao para algumas
aplicacoes da familia unimodal em estudo, f;,, 0s quais podem ser observados nas

Figuras 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 e 3.13.

Analisando os diagramas de bifurcacao, verifica-se que nos diagramas
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Figura 3.7: Trés tipos de formato das taxas de

modelos proporcionais a densidades Beta(p,2),
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Figura 3.8: Diagrama de bifurcagdo do modelo proporcional a densidade Beta(1.1,2)
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Figura 3.10: Diagrama de bifurcagao do modelo proporcional & densidade Beta(2,2)

correspondentes a valores do parametro p inferiores a dois, apenas numa pequena
parte inicial do intervalo de variagao do parametro r (r proximo de zero), as iteradas
da fungao f,, sao atraidas para o ponto fixo zero (note-se que para p proximo de
um, esse intervalo praticamente ndo existe); mas a amplitude do intervalo de valores
do parametro 7 para o qual as iteradas da funcao f,, sao atraidas para o ponto
fixo positivo é bastante grande. A zona de valores do parametro r correspondente
a cascata de duplicacao de periodo vai aumentando a medida que p aumenta entre
1 e 2, bem como a amplitude do intervalo de valores do parametro r associado ao
caos; note-se que para valores de p proximos de um, estas duas ultimas amplitudes de

variacao dos valores de r sao muito pequenas, sobretudo a zona cadtica. Para valores
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Figura 3.11: Diagrama de bifurcacio do modelo proporcional a densidade

Beta(2.5,2)
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Figura 3.12: Diagrama de bifurcagao do modelo proporcional & densidade Beta(5,2)

de p superiores a dois, uma grande parte do intervalo de variacao do parametro 7,
desde o inicio do mesmo, as iteradas da fungao f,, sao atraidas para o ponto fixo
zero; a amplitude do intervalo de valores do parametro r para o qual as iteradas
da funcao f,, sao atraidas para o ponto fixo positivo vai diminuindo a medida que
o valor do parametro p vai aumentando e se afasta de 2. A zona de valores do
parametro r correspondente a cascata de duplicacao de periodo vai diminuindo a
medida que p aumenta a partir de 2, bem como a amplitude do intervalo de valores
do parametro r associado ao caos.

Na Figura 3.14, apresentam-se graficos de modelos correspondentes a diferentes
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4

Figura 3.13: Diagrama de bifurcacio do modelo proporcional a densidade

Beta(10,2)

Figura 3.14: Taxas de crescimento populacional nos modelos proporcionais a
densidades Beta(p,2), com p > 1, cujas iteradas constituem oOrbitas de periodo

3

valores do parametro p, todos eles relativos a valores do parametro r correspondentes
a orbitas com o mesmo periodo (3, neste caso). De facto, evolugdes populacionais

de espécies com taxas de crescimento instantaneo e factores de retroaccao distintos,
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modeladas portanto através de modelos proporcionais a densidades Beta(p,2), com
p adequado a cada caso, poderao apresentar comportamentos dinamicos semelhantes
no sentido em que a entropia topologica é a mesma, para valores do parametro r

correspondentes a 6rbitas com o mesmo periodo.

3.2.2 Constante de Feigenbaum

Tendo generalizado a familia das aplicacoes em estudo, f,,, é interessante
investigar o que se passa relativamente a constante de Feigenbaum neste caso. Na
subseccao 3.1.3, foi verificada a existéncia desta constante para um subconjunto
desta familia das aplicagoes, para valores do parametro p superiores a 2 e inteiros.
Estude-se agora o que acontece para qualquer p > 1.

Os célculos efectuados, os quais podem ser observados na Tabela 3.3, foram
obtidos com a mesma formula (3.3) definida na subsec¢do 3.1.3 para o caso de p

superior ou igual a 2 e inteiro. Recorde-se que esta formula é dada por

§= lim 6, = lim =L — "2, eN

n—oo n—oo Ty — Tp_q

onde 7,, o valor do parametro r associado a érbita para o periodo 2".

Estes calculos permitem concluir que, a convergéncia para a constante de
Feigenbaum é mais rapida para a familia das aplicagoes logisticas f, 2, e que a medida
que p se afasta de 2 — quer quando diminui até 1, quer quando aumenta até ao valor
méaximo de p estudado — a convergéncia vai-se tornando um pouco mais lenta, mas
é sempre verificada nesta familia de aplicacoes unimodais f,,, o que vem mais uma
vez salientar a universalidade desta constante, veja-se na Tabela 3.3 a distancia a
constante de Feigenbaum. O aparecimento da constante de Feigenbaum em qualquer
aplicacao da familia f,, era esperado, uma vez que estas sao aplicacoes unimodais,

com as propriedades definidas na seccao 3.2.1.

73



Capitulo 3. Modelos de crescimento proporcionais a densidades Beta(p,2), com
p €1, +oo

Tabela 3.3: Constante de Feigenbaum nos modelos proporcionais a densidades

Beta(p,2), com p > 1

Beta(1.1,2) Beta(1.5,2)

n | 2" | ry On Tn on

0|1 0.127098161521025 0.866025403784450

1 ]2 1.299561713609937 2.157632575128250

2|4 1.368011651839911 | 17.1287744358 | 2.36872082050464 6.1188019685

3 |8 1.378637307348070 | 6.4419496922 2.410912197668230 | 5.0031134219

4 | 16 | 1.380802602578542 | 4.9072548439 2.419880704226199 | 4.7043927426

5 | 32 | 1.381262674716717 | 4.7064254729 2.421798296800605 | 4.6769614555

6 | 64 | 1.381361026881841 | 4.6778038649 2.422208847046826 | 4.6707865653
| Dist.const.| 0.0086022558 | Dist.const.| 0.0015849562
Beta(2,2) Beta(2.5,2)

n | 2" | rp On Tn On

0|1 2.000000000000000 3.227486121839559

1] 2 3.236067977499769 4.37122090631690

2 | 4 3.498561699327713 | 4.7089430135 4.640654095364646 | 4.2449662141

3|8 3.554640862768819 | 4.6807709980 4.699574974841031 | 4.5727964593

4 | 16 | 3.566667379856272 | 4.6629596111 4.712252372655581 | 4.6477108582

5 | 32 | 3.569243531637112 | 4.6684039259 4.714970072471902 | 4.6647527951

6 | 64 | 3.569795293749944 | 4.6689537410 4.715552224228679 | 4.6683700336
| Dist.const.| 0.0002478681 | Dist.const.| 0.0008315755
Beta(3,2) Beta(4,2)

n| 2% | rm On Tn On

0|1 4.500000000000000 7.111111111111111

1 ]2 5.551883678377213 8.006388088621897

2 |4 5.813996284641623 | 4.0130983907 8.243423096224173 | 3.7769820862

3|8 5.871964588515327 | 4.5216538824 8.296403721342422 | 4.4739941643

4 | 16 | 5.884459868104089 | 4.6392162306 8.307847717287025 | 4.6295564394

5 | 32 | 5.887139699399200 | 4.6627112727 8.310303243875927 | 4,6605058142

6 | 64 | 5.887713807213475 | 4.6678188809 8.310829349375576 | 4.6673653678
| Dist.const.| 0.0013827282 | Dist.const.| 0.0018362413

3.2.3 Modelos de crescimento proporcionais a densidades

Beta(p,2), com p € ]1,2[ e derivada de Schwarz
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A derivada de Schwarz tem um papel importante em dinamica unidimensional.
Usualmente, esta derivada assume valores negativos em todo o intervalo onde
a aplicacao unimodal respectiva estd definida. Esta condicao de negatividade
tem consequéncias dindmicas benéficas (propriedades herdadas pelo “bom”
comportamento da derivada de Schwarz negativa), nomeadamente a continuidade
da entropia topologica relativamente ao parametro r, a monotonicidade da entropia
topologica em funcao do parametro r e as cascatas de duplicacao de periodo. O papel
da derivada de Schwarz na dindmica unidimensional, Graczyk et al. (2001), esta
relacionado com o Teorema de Singer(1978), o qual indica uma ordem na sucessao
das bifurcacoes e revela a existéncia de um limite superior para o niimero de 6rbitas
estaveis, e também com a propriedade relevante da nao existéncia de intervalos

errantes demonstrada em Guckenheimer (1979).

Véarios investigadores, veja-se Yoccoz (1984), Sullivan (1985), Melo e Strien
(1988) e (1989), Blokh e Lyubich (1989), Lyubich (1989), Martens et al. (1992)
determinaram posteriormente condicoes que substituem a derivada de Schwarz
negativa: condicoes de Koebe, condicoes de Zygmund, etc. Estas condicoes
relacionam-se também fortemente com a nao existéncia de intervalos errantes,
Guckenheimer e Johnson (1990), Jiang (1993), Martens (1994), Sullivan e Hu
(1997). O objectivo de introduzir estas novas condic¢oes era enfraquecer a forte
diferenciabilidade (C3) das aplicacoes, mantendo as consequéncias dinamicas da

derivada de Schwarz negativa.

Um estudo relativamente recente com aplicacoes unimodais, no qual nao existiam
pontos onde a derivada de todas as ordens se anulem (flat points), afirma que a
condigao de derivada de Schwarz negativa pode ser substituida por condig¢oes mais

fracas, Kozlovski (2000).

Num outro estudo com aplicagoes unimodais com dois parametros, com derivada
de Schwarz positiva para todos os valores de um dos parametros, Oliveira e Ramos

(2003a) e (2003b), enveredou-se por outro caminho, pensando que a derivada de
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Schwarz positiva poderia revelar comportamentos dignos de estudo, um dos quais
estaria associado a existéncia de bifurcagoes inversas, como Singer sugeriu. Neste
trabalho, o objectivo dos autores nao era substituir a condicao da derivada de
Schwarz por outras condicoes mais fracas que nao alterassem as propriedades da
derivada de Schwarz negativa.

A derivada de Schwarz para as aplicagoes f,.,, para p € |1,2[ é positiva numa
pequena parte inicial do intervalo [0, 1], qualquer que seja o valor do parametro r
no seu intervalo de variagao.

Para um dado p fixo, a derivada de Schwarz para a familia das aplicagoes

unimodais f,, é dada por

plp—1)[2+ p*(x — 1)> + 4z + p (22 + 22 — 3)]
2[1 +p(z — 1)) 22

: com z € [0,1].

S (frp(®)) = =

O denominador é sempre positivo, pelo que o sinal da derivada de Schwarz so
depende do sinal do numerador. Se p > 2, a derivada de Schwarz S (f,,(x)) é
sempre negativa para qualquer x € [0,1], o que é usual acontecer na dinimica
unidimensional. No caso de p € |1,2[, S(f,,(x)) ndo é sempre negativa em todo
o intervalo I = [0,1]. No entanto, verifica-se que a amplitude do intervalo onde a

derivada de Schwarz é positiva ¢ muito pequena. Assim, para p € |1, 2[, tem-se

>0 sex € [0, x4
S(frp(x)§ =0 sex=my4

<0 sez €|ry, 1]

Mesmo para p = 2 (mas p < 2), verifica-se que 0 < z4 < 0.102. O valor
xq = 0.102 é obtido para p = 1.725. Na Tabela 3.4 podem observar-se os valores de
x4 para alguns valores do parametro p € |1, 2[.

Para que o comportamento dinamico das aplicagoes unimodais seja mantido
com as suas propriedades benéficas: continuidade e monotonicidade nao decrescente

da entropia topologica em funcao do parametro r, e as cascatas de duplicacao de
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Tabela 3.4: Extremo superior do intervalo onde a derivada de Schwarz é positiva

b Td p Ld

1.0001 | 0.000025 | 1.7200 | 0.101013
1.0010 | 0.000250 | 1.7250 | 0.102000
1.0100 | 0.002484 | 1.7260 | 0.102000
1.0300 | 0.007360 | 1.7265 | 0.101019
1.3333 | 0.066947 | 1.7270 | 0.101019
1.5000 | 0.088304 | 1.7300 | 0.101013
1.6667 | 0.100000 | 1.7500 | 0.100810
1.7000 | 0.100826 | 1.9500 | 0.068777
1.7100 | 0.100950 | 1.9950 | 0.024577

periodo, poder-se-ia fazer para cada p fixo, uma restrigao do intervalo I = [0, 1] ao

intervalo I; =|z4(p), z41(p)[, onde z41(p) é tal que fr,(7a(p)) = frp(Tarp)). E assim,

as aplicagoes unimodais g, : [, — I definidas por
Grp(x) = 12?1 (1 — z)

tém sempre derivada de Schwarz negativa no seu dominio respectivo I;. No entanto,
como o subintervalo de I onde a derivada de Schwarz é positiva tem uma amplitude
minima, e além disso ocorre no inicio do intervalo I/, nao perturbando a dinamica
unidimensional das aplicagoes f,,, nao se achou necessario efectuar a restricao

mencionada.

3.2.4 O efeito de Allee nos modelos proporcionais a

densidades Beta(p,2), com p € |2, +00]

O conceito de efeito de Allee foi abordado pela primeira vez em meados do

século passado por Allee e Odum, que alertaram para a possibilidade de existir
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uma correlacao positiva entre qualquer componente mensuravel do desempenho
individual e a dimensao da populacao, quantificada pelo niimero ou densidade dos
individuos da mesma espécie. Quando manifestada ao nivel do desempenho total, a

relagao é referida como o efeito de Allee demografico.

A ideia geral associada ao fenémeno designado por efeito de Allee relaciona-se
geralmente com o facto de que para populacoes pequenas ou isoladas, a reproducao
e a sobrevivéncia da espécie diminuem. Este efeito usualmente satura-se ou
desaparece a medida que a dimensao da populacao aumenta. Assim, o efeito de
Allee demografico, o qual se designa vulgarmente apenas por efeito de Allee, é
manifestado por uma reducao na taxa de crescimento per capita a baixas dimensoes
populacionais. Quando o efeito de Allee é suficientemente forte, ha um limite
critico abaixo do qual as populagoes se extinguem. No entanto, este efeito de Allee

demografico pode também afectar populagoes de maiores dimensoes, Stephens et al.

(1999).

Até ao fim do século X X, este conceito era usualmente visto como intrigante,
mas nao muito importante na ecologia populacional. Desde entao tem vindo a ser
vastamente reconhecido que individuos de muitas espécies beneficiam da presenca de
outros individuos da mesma espécie. Este fenémeno atraiu muita atencao durante
a ultima década com o crescente aumento do interesse pela preservagao bioldgica.
As consequéncias do efeito de Allee na dindmica populacional sao de primordial

importancia na preservacao biologica e noutros campos da ecologia.

A causa mais citada e 6bvia do efeito de Allee é a dificuldade de encontrar
parceiros sexuais em populacoes com baixas dimensoes, nas espécies de reproducao
sexuada. Outras causas menos frequentemente mencionadas relacionam-se com
a necessidade de uma dimensao minima de grupo para criar descendéncia, para

procurar alimento e/ou sustentar ataques de predadores.

Baseado numa evidéncia difundida em populacdes naturais, varios modelos tém

sido propostos para invocar o efeito de Allee; todos estes modelos partilham a falta
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de cooperagao a baixas dimensoes populacionais, Boukal e Berec (2002). Muitos
estudos da dinamica populacional de uma determinada espécie que exiba o efeito de
Allee, sao baseados numa simples heuristica, nao espacial, e modelos deterministicos.
Estes modelos nao fornecem nenhum detalhe de profundo conhecimento no ambito
da biologia subjacente. Este assunto é objecto de estudo da seccao 4.1.

Nos modelos proporcionais a densidades Beta(p,2), para valores do parametro
p superiores a 2, o efeito de Allee surge naturalmente a partir de certos valores

elevados do parametro r.

Definicao 9. Considerando a aplica¢ao unimodal f,., em estudo, para valores do

pardmetro p > 2, a partir de determinado valor do parametro r, tem-se

2 *
frple) <7,
. . -1 . .
onde ffp € a fungao composta de f,,, ¢ = ”T € o ponto critico de f.,, e x* € o

menor ponto fixo positivo. O ponto x* designa-se por ponto de Allee. O primeiro

valor de r nestas condi¢oes denota-se por r..

O wvalor r. correspondente ao valor do parametro r a partir do qual surge o
chamado efeito de Allee natural, ou seja, desde este valor de r, todas as iteradas da
aplicacao f,, sao atraidas para o ponto fixo zero, havendo portanto uma extincao
provocada pelo efeito do ponto de Allee. Veja-se a Figura 3.15.

Nestes modelos proporcionais a densidades Beta(p, 2), para valores do parametro
p superiores a 2 e para valores do parametro r superiores ou iguais a r., 0 menor
ponto fixo positivo 2* da aplicagao f,,, corresponde a razao entre o limite critico de
rarefaccao e o limite sustentavel, ou seja,

r* = %

Assim, ao determinar o ponto de Allee, 2", numa aplicagao f,,, para um dado

valor do parametro r > 7. e para um dado valor do parametro p € |2,+o0],

conhecendo o valor de K pode obter-se o valor de E, ou conhecendo o valor de

E pode determinar-se o valor de K. Também, se para uma dada espécie, forem
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Figura 3.15: Efeito de Allee

conhecidos os valores de E, K e a taxa de crescimento intrinseca r > r., pode
determinar-se o valor do parametro p € |2, 400 a usar, igualando o primeiro ponto
fixo positivo de f.,, *(p) a %, e resolvendo em ordem a p. Note-se que é possivel
determinar o valor de 7. para cada p € ]2, +00[. Na tabela 3.5 podem observar-se a
titulo de exemplo, os valores de r. para alguns valores do parametro p, calculados

computacionalmente.

Tabela 3.5: Valor do parametro r a partir do qual surge o efeito de Allee

p Te

2.5 | 5.341
3.0 | 6.544
3.5 | 7.715
4.0 | 8.897

80



3.2. Generalizacao dos modelos de crescimento populacionais proporcionais a
densidade Beta(p,2)

3.2.5 Caracterizacao do espaco de parametros

Nesta seccao divide-se o espaco de parametros em regioes distintas,
caracterizando-as relativamente ao comportamento dinamico das respectivas
aplicacoes unimodais pertencentes a familia das fungdes f,, proporcionais a
densidades Beta(p,2), com p € |1, ppe|. Neste trabalho, o valor méximo considerado
para o parametro p foi p,,. = 20, uma vez que acima desse valor julga-se que os
modelos deixam de ter sentido para aplicacao pratica devido ao seu comportamento
dinamico.

Posteriormente sumarizam-se alguns resultados importantes relativamente a
dinamica dos modelos nas varias regioes consideradas.

Considere-se entao o espaco de parametros definido por

R = {(rp) eR:1<p<pucAO<r <15 (Dme) }

= {(rnp) €R*:1<p<20A0<r <53},

o qual se pretende dividir em determinados subconjuntos, correspondentes a
regioes do plano, onde a dinamica unidimensional das respectivas aplicagoes f,,
tem propriedades comuns. Designa-se por rfs(pm.) o valor do parametro r
correspondente ao full shift para a aplicagao f, pme-

Pareceu pertinente particionar R em 7 regioes, cada uma com um
tipo de comportamento proprio, associada a uma determinada dinamica de
evolucao populacional de eventuais espécies.  Assim, para cada valor de p
estudado, percorrendo o intervalo de variacao considerado para o parametro 7,
determinaram-se os pontos (r;(p),p), com i = 1,2*,2** 3 4 5. Observe-se, a titulo
de exemplo, a Figura 3.16 onde estao representadas as aplicagoes f, ()4, com
1=1,2%,2"* 3,4,5, para p = 4.

Unindo os pontos determinados para cada p € |1,py,.| definem-se 6 curvas, as

quais delimitam as 7 regides pretendidas. Observe-se a Figura 3.17. Note-se que
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Figura 3.16: Aplicacoes f,(4)4, com i = 1,2%,2"*,3,4,5 para p =4

cada linha deste grafico, corresponde a informac¢ao sumarizada num diagrama de

bifurcagao para uma aplicacao f,,, para um dado p fixo.

0F———"—

15

Figura 3.17: Grafico de regides para 1 < p < 20
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Nota 4. Passando agora a explicar a estrutura de cada uma das regioes, hd que
clarificar o sequinte: antes de definir cada uma delas, comega por explicitar-se a
curva que delimita superiormente a respectiva regiao. Saliente-se mno entanto que

esta curva pertence de facto a regiao sequinte, a excep¢ao da ultima regido.

Regiao de extincao stubita

A primeira curva determinada diz respeito aos pontos de ordenada p, com p €
[2,20], cujas abcissas correspondem para cada p, ao primeiro valor do parametro r,
seja r1(p), para o qual as iteradas da aplicacao f,, sdo atraidas para o tnico ponto
fixo positivo. Esta fungao ri(p), para p € [2,20], define uma curva ou linha estéavel
ou atractiva. Note-se que esta curva pertence a regiao R,.

Assim, a primeira regiao denotada por R; pode pois ser definida por
Ri={(r,p) eR*:2<p<207N0<r<ri(p)}.

Genericamente, as iteradas das aplicagoes f,,, cujos valores dos parametros
pertencam a esta regiao Ry, sao sempre atraidas para o ponto fixo atractivo x* = 0.
Esta é portanto uma regiao de extin¢ao na medida em que uma aplica¢ao f,,,
com (r,p) € Ry podera modelar apenas espécies em vias de extingdo, que quando
surgem estao imediatamente condenadas a desaparecer. A taxa de crescimento
nao é suficientemente grande para estabilizar a populacao. Ela decrescera e a
espécie extinguir-se-4. As aplicag¢oes unimodais f,, da regiao R; nao tém pois um
comportamento cadtico, a sua entropia topologica ¢ nula, veja-se por exemplo Lind
e Marcus (1995). As sequéncias simbolicas associadas as orbitas do ponto critico

c= p%l sao do tipo C'L*, para todo o p € [2,20].
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Regiao de estabilidade ou de equilibrio

A segunda curva determinada corresponde aos pontos de ordenada p, com p €
|1,20], cujas abcissas correspondem para cada p, ao primeiro valor do parametro
r, seja mo(p), para o qual surge uma orbita de periodo 2. Esta curva ry(p), para
p € |1,20], é designada por linha de inicio de duplicagao de periodo. Note-se que
esta curva pertence a regiao Rs.

A segunda regiao designada por R, é pois definida do seguinte modo
Ry={(r,p) eR*: 1 <p<20Ar(p) <r<rp)}.

Nota 5. Esta regiao contém uma terceira curva r*(p) super estdvel ou super

atractiva, cuja expressao pode ser explicitada resolvendo-se a equagao f.,(c) = ¢,

p—2
-1 . ..
com ¢ = pT, em ordem ar, obtendo-se r*(p) = p (p%l) . Assim esta curva divide
a regiao Ry em duas subregioes denotadas por R; e R5*, as quais sao delimitadas

pelas curvas m1(p), r*(p) e ra(p), respectivamente.

De um modo genérico pode dizer-se que as iteradas das aplicagoes f,,, cujos
valores dos parametros pertencam a esta regiao Rs, convergem para o maior ponto
fixo positivo atractivo (tinico se p € |1, 2]). Esta é pois uma regiao de estabilidade ou
equilibrio, uma vez que uma aplicacao f; ,, com (r,p) € Ry podera modelar evolugoes
populacionais de espécies cuja dimensao se mantém sensivelmente constante ao longo
do tempo em torno de determinado valor. De facto, para cada valor do parametro
p, obtém-se uma alteracao drastica quando r € [r1(p),r2(p)[. Surge a possibilidade
de se estabelecer o equilibrio entre as duas for¢as competitivas, reproducao por um
lado e limitagdo de recursos por outro. As aplicagdes unimodais f,., da regido Ry
também nao tém um comportamento cadtico, sendo a sua entropia topolodgica nula,
veja-se por exemplo Lind e Marcus (1995). Nesta regiao as sequéncias simbolicas
associadas as orbitas do ponto critico sao do tipo C'L*™, na regiao Rj, e do tipo

CR* na regiao R3".
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Regiao de duplicagao de periodo

A quarta curva determinada é relativa aos pontos de ordenada p, com p € |1, 20],
cujas abcissas relativas ao valor do parametro r (denotado por r3(p)), deixam de
corresponder aos pontos de acumulagao de Feigenbaum, isto ¢, onde a aplicacao
deixa de ter apenas oOrbitas de periodo 2", com n suficientemente grande na Ordem
de Sharkovsky e passa a ter orbitas com periodos distintos. Designa-se esta curva
por linha de inicio do caos, a qual pertence a regiao Ry.

A terceira regiao denotada por R3 é assim definida por
Ry={(r,p) €R*: 1 <p <20 A7ra(p) <7 <73(p)}.

Genericamente as orbitas formadas pelas iteradas das aplicagoes f,,, cujos
valores dos parametros pertencam a esta regiao I3, sao caracterizadas por 6rbitas
de duplicacao de periodo. Assim, a regiao R3 enquadra dinamicas populacionais
correspondentes a espécies cujas oscilagoes populacionais aparecem em ciclos de
periodo 2", com n € N. As aplica¢oes unimodais f,, da regiao [73 nao tém ainda um
comportamento cadtico, sendo a sua entropia topologica nula, veja-se por exemplo

Milnor e Thurston (1988).
Regiao cadtica

A quinta curva determinada diz respeito aos pontos de ordenada p, com p €
12,20], cujas abcissas correspondem para cada p, ao primeiro valor do parametro r
para o qual surge o efeito de Allee natural, seja 74(p). Veja-se a Defini¢do 9. A curva
r4(p), para p € |2,20], designa-se portanto por linha do efeito de Allee natural, e
pertence a regiao Rs.

A quarta regiao denotada por R4 é definida por

Ry={(r,p) eR*:2<p<20Ars3(p) <1 <rs(p)}.
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Saliente-se que, embora neste trabalho se estudem essencialmente orbitas
periddicas, é nesta regiao caodtica que habitualmente se processa ao estudo de
orbitas eventualmente periddicas ou aperiddicas em funcao da variacao do parametro
malthusiano r, veja-se Rocha (2003), e Alves e Ramos (1999). Portanto, as iteradas
de aplicacoes f,,, cujos valores dos parametros pertencam a esta regiao R4, vao
constituir 6rbitas dos varios tipos referidos, as quais ja apresentam comportamentos
caoticos, passando pois a sua entropia topoldgica a ser positiva. O valor da entropia
topologica vai aumentando com o valor do parametro r, até atingir o valor maximo
In2, para r = r4(p), veja-se por exemplo Melo e van Strien (1993). Veja-se o grafico
da Figura 2.5 para a aplicacao logistica. As sequéncias simbolicas associadas as
varias Orbitas do ponto critico ¢ = ’%1 que vao surgindo quando se aumenta o valor
do parametro r sao as mesmas, para todo o p € |2,20]. Veja-se em pormenor a

complexidade desta regido nas secgoes 2.4 e 3.1.2 (observem-se as Figuras 2.4 e 3.5).
Regiao de extincao devido ao efeito de Allee

A sexta e tultima curva determinada esta associada aos pontos de ordenada p,
com p € |1,20], cujas abcissas correspondem para cada p, ao valor do parametro r
correspondente ao full shift, denotado por r5(p). Esta curva designa-se portanto por
linha do full shift e pertence a regiao Rs.

A quinta regiao denotada por Rs é definida por
Rs={(r,p) €R*:2<p <20 Ary(p) <7 <r5(p)} .

De uma forma genérica pode dizer-se que as iteradas das aplicacoes f,,, cujos
valores dos parametros pertencam a esta regiao Rj, sao todas atraidas para o ponto
fixo * = 0, pelo que aplicagoes f,,, com (r,p) € Rs, poderao modelar evolugoes
populacionais de espécies que outrora se desenvolveram desordenadamente e que
agora se encontram em vias de extingao, por ja serem poucos individuos e estarem

espacialmente muito afastados pelo que a reproducao se torna impossivel, o que leva
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a extingao dessas espécies. As aplica¢oes unimodais f,, da regiao Rs apresentam
comportamentos cadticos, com entropia topoldgica méxima In2, veja-se por exemplo

Milnor e Thurston (1988).

Regiao de extingao diferida

A regiao Rg definida por
Rg = {(r,p) €R?:1<p<20A7s(p) <T§53}.

é designada por regiao de extingcao diferida pois o grafico de qualquer aplicagao
frp, com (r,p) € Rg, deixa de estar totalmente contido no conjunto invariante
[0,1] x [0,1]. A dindmica perde todo o seu determinismo e a populagao evolui como
um gerador de niimeros aleatorios. A esta regiao estao associados os conjuntos de
Cantor.

Resumindo os resultados explicitados nas varias regioes, relativamente a
complexidade topologica dos sistemas dinamicos pertencentes a cada regiao
considerada, medida em termos de entropia topologica, pode enunciar-se o teorema

seguinte:

Teorema 3. A entropia topoldgica da familia de aplicagoes unimodais f,,(x) =

raP~1(1— ) definidas no espago de pardmetros R é caracterizada do sequinte modo:
1. nas regioes Ry, Ry e R3, a entropia topologica € nula;

2. na regiao Ry, 0s conjuntos onde a entropia topologica € constante sao coneros
e indexados de forma estritamente mondotona e continua, por este invariante

topoldgico, a menos de conjuntos de medida nula;

3. na regiao Rs a entropia topoldgica é constante e igual ao seu valor mdximo,

n2.
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Observem-se as Figuras 3.18 e 3.19. Estas representam ampliacoes da Figura
3.17.  Os graficos representados nestas figuras diferem apenas no intervalo de
variacao dos parametros e permitem avaliar mais pormenorizadamente a alteracao
da amplitude das varias regioes em func¢ao da variacao dos valores dos parametros

renp.

Figura 3.18: Grafico de regides para 1 <p <8

Note-se que, observando os graficos das Figuras 3.17, 3.18 e 3.19, verifica-se que a
medida que o valor do parametro p aumenta, a amplitude da regiao de extin¢ao
subita, [?;, vai claramente aumentando, as amplitudes das regioes de equilibrio, %}
e R%*, de duplicagao de periodo, Rs, e cadtica R4, vao diminuindo e a amplitude da
regifo do efeito de Allee, R, vai aumentando lentamente. A medida que se aumenta
p, a regiao de extingao diferida, Rg, vai claramente diminuindo, na proporcao inversa

a que a extincao subita, Ry, vai aumentando.
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5

p 3

Figura 3.19: Grafico de regioes para 1 <p <5

Na verdade, pensa-se que a imensa variedade de novos modelos apresentados neste
trabalho, permite certamente a sua aplicacao pratica a um vasto conjunto de
crescimentos populacionais distintos nas mais variadas situacoes. A riqueza inerente
a estes modelos certamente representa uma mais valia no estudo da dinamica das

populacoes.

As regioes R3 e Ry, podem ser observadas em detalhe na Figura 3.20, vejam-se

estudos analogos em Lopez-Ruiz e Fournier-Prunaret (2005).

Na regiao R3 pode observar-se a parte inicial da cascata de duplicacao de periodo,

identificando claramente as zonas correspondentes aos periodos 2, 4 e 8.

Podem observar-se na regiao R, as curvas correspondentes a varios periodos da zona

cadtica, as quais aparecem de acordo com a Ordem de Sharkovsky.

89



Capitulo 3. Modelos de crescimento proporcionais a densidades Beta(p,2), com
p €1, +oo

1 2

a2 4 =} E T g =] 10 11 12 1z 14 15

5.50 5.52 5.654 5.56 5.58 5.60 G562 5.64 5.66 5.68 5.70

Figura 3.20: Grafico das regides R3 e Ry para 5.5 <p <57e 2.6 <r <29

A Figura 3.20 representa uma ampliacao de uma area particular do grafico 3.19,

confirmando uma parte do estudo que foi feito relativamente & caracterizacao do

espaco de parametros.

Na Tabela 3.6, apresentam-se alguns valores do parametro r que definem as curvas,

para certos valores do parametro p. Nesta tabela, podem também observar-se para

cada p, o valor do ponto critico e os valores das amplitudes dos intervalos das varias

regioes estudadas. Note-se que, o valor do ponto critico vai aumentando desde

valores muito préximos de zero até valores muito proximos de um, a medida que o

valor do pardmetro p vai aumentando.
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Nesta Tabela, fez-se variar o valor do parametro p para além do valor maximo
considerado neste trabalho para as regioes, para que se perceba que para esses valores
do parametro superiores a 20 os modelos parecem perder o seu interesse pratico,
no sentido em que nao serd facil poderem modelar crescimentos populacionais de

alguma populagao.

Quando os valores do parametro r que definem as curvas sao muito elevados, a
amplitude da regiao de extincao subita torna-se enorme, as amplitudes das regioes
de equilibrio, de duplicagao de periodo e caotica tendem a desaparecer, a amplitude
da regiao do efeito de Allee vai aumentando lentamente, e a regiao de extinc¢ao
diferida torna-se pequena. Ou seja, para valores muito elevados do parametro p, o
crescimento populacional é genericamente conduzido para a exting¢ao, stbita para a

maioria das aplicacoes.

Legenda da Tabela 3.6:
pc — ponto critico;
ri(p) — ponto da curva que delimita a regiao R;.1, ¢ = 1,2,3,4 para um dado p,

(r5(p) € Rs);
A.R;(p) — amplitude da regiao R;, i = 1,2,3,4 para um dado p.
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Tabela 3.6: Pontos das curvas que delimitam as regides e amplitudes das mesmas no espaco de parametros

p pc r1(p) A.Ry(p) | m(p) A.R3(p) | r2(p) A.R3*(p) | r3(p) A.R3(p) | ra(p) A.R4(p) | rs(p) A.Rs5(p)
1.05 0.0476 0.058 0.058 0.000 1.172 1.114 1.220 0.048 0.003 1.223 0.000
1.10 0.0909 0.127 0.127 0.000 1.299 1.172 1.391 0.092 0.007 1.398 0.000
1.20 0.1667 0.286 0.286 0.000 1.524 1.238 1.691 0.167 0.026 1.717 0.000
1.33 0.2500 0.528 0.528 0.000 1.807 1.279 2.050 0.243 0.067 2.117 0.000
1.50 0.3333 0.866 0.866 0.000 2.157 1.291 2.465 0.308 0.133 2.598 0.000
1.67 0.4000 1.228 1.228 0.000 2.511 1.283 2.859 0.348 0.211 3.070 0.000
2.00 0.5000 2.000 2.000 0.000 3.236 1.236 3.627 0.391 0.373 4.000 0.000
2.50 0.6000 | 2.516 2.516 3.228 0.712 4.371 1.144 4.776 0.405 5.341 0.565 5.379 0.038
3.00 0.6667 | 3.950 3.950 4.500 0.550 5.552 1.052 5.947 0.395 6.544 0.597 6.750 0.206
3.50 0.7143 | 5.343 5.343 5.789 0.446 6.766 0.977 7.145 0.379 7.715 0.570 8.117 0.402
4.00 0.7500 | 6.721 6.721 7.111 0.390 8.006 0.895 8.365 0.359 8.897 0.532 9.481 0.584
5.00 0.8000 | 9.461 9.461 9.766 0.305 10.540 0.774 10.862 0.322 11.318 0.456 12.207 0.889
10.00 | 0.9000 | 23.084 23.084 23.231 0.147 23.686 0.455 23.889 0.203 24.145 0.256 25.812 1.667
15.00 | 0.9333 | 36.683 36.683 36.781 0.098 37.101 0.320 37.248 0.147 37.425 0.177 39.407 1.982
20.00 | 0.9500 | 50.278 50.278 50.351 0.073 50.599 0.248 50.713 0.114 50.849 0.136 53.001 2.152
30.00 | 0.9667 | 77.465 77.465 77.513 0.048 77.683 0.170 77.762 0.079 77.854 0.092 80.186 2.332
40.00 | 0.9750 | 104.650 104.650 | 104.686 | 0.036 104.814 | 0.128 104.875 | 0.061 104.945 | 0.070 107.369 | 2.424
50.00 | 0.9800 | 131.833 131.833 131.862 | 0.029 131.966 | 0.104 132.015 | 0.049 132.072 | 0.057 134.553 | 2.481
60.00 | 0.9830 | 159.017 | 159.017 | 159.041 | 0.024 159.128 | 0.087 159.169 | 0.041 159.217 | 0.048 161.736 | 2.519
70.00 | 0.9857 | 186.200 186.200 186.221 0.021 186.295 | 0.074 186.331 | 0.036 186.372 | 0.041 188.919 | 2.547
80.00 | 0.9875 | 213.383 | 213.383 | 213.401 0.018 213.467 | 0.066 213.498 | 0.031 213.534 | 0.036 216.102 | 2.568
90.00 | 0.9889 | 240.566 | 240.566 | 240.582 | 0.016 240.640 | 0.058 240.668 | 0.028 240.701 | 0.033 243.285 | 2.584
100.00 | 0.9900 | 267.749 | 267.749 | 267.764 | 0.015 267.816 | 0.052 267.841 | 0.025 267.870 | 0.029 270.468 | 2.598
200.00 | 0.9950 | 539.579 | 539.579 | 539.586 | 0.007 539.612 | 0.026 539.624 | 0.012 539.640 | 0.016 542.297 | 2.657
300.00 | 0.9967 | 811.407 | 811.407 | 811.412 | 0.005 811.429 | 0.017 811.437 | 0.008 811.448 | 0.011 814.125 | 2.677
400.00 | 0.9975 | 1083.235 | 1083.235 | 1083.240 | 0.005 1083.250 | 0.010 1083.260 | 0.010 1083.270 | 0.010 1085.950 | 2.680
500.00 | 0.9980 | 1355.063 | 1355.063 | 1355.066 | 0.003 1355.077 | 0.011 1355.082 | 0.005 1355.082 | 0.000 1357.782 | 2.700




Capitulo I

Modelos de crescimento baseados em

aplicacoes proporcionais a densidades
Beta(p,2), com p € |1,2] com efeito de
Allee

Uma das criticas apontadas ao modelo logistico (modelo proporcional & densidade
Beta(2,2)), na modelagdo do crescimento populacional, é precisamente o facto de
nao ter em conta o efeito de Allee como referem por exemplo: Wilson e Bossert
(1971), Lewis e Kareiva (1993), Gruntfest et al. (1997), Amarasekare (1998a, 1998b),
Courchamp et al. (1999a, 1999b,2000), Keitt et al. (2001), e Brassil (2001). Os
modelos proporcionais a densidades Beta(p, 2), para valores do parametro p € |1, 2],
estao na mesma situacao. T'ém sido apresentados varios modelos logisticos corrigidos
de modo a considerarem o efeito de Allee, veja-se por exemplo Boukal e Berec
(2002), que sumariza os modelos dos autores atras referidos que criticaram o modelo
logistico classico por este nao contemplar o referido efeito. Na seccao seguinte
expoem-se trés destes modelos. Deste modo, faz todo o sentido efectuar correcgoes

semelhantes para os modelos proporcionais a densidades Beta(p,2), para valores do
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parametro p inferiores a 2, de forma a que os novos modelos corrigidos considerem o
efeito de Allee, e possam portanto modelar eventuais crescimentos de determinadas
espécies de um modo mais realista em termos ecologicos. Relembre-se que uma
vantagem a apontar aos modelos proporcionais a densidades Beta(p, 2), para valores
do parametro p superiores a 2, é o facto do efeito de Allee surgir naturalmente a

partir de certos valores elevados do parametro 7.

Assim, neste capitulo deduzem-se modelos baseados nas aplicagoes proporcionais
a densidades Beta(p,2), com p € ]1,2], nos quais surge o efeito de Allee que nao
era contemplado nos modelos deduzidos no capitulo anterior para p € |1,2]. Na
seccao 4.2, sao apresentados trés modelos existentes para a aplicacao logistica, e
posteriormente, inspirando-se neles, sao na seccao 4.3 sao apresentados trés modelos
baseados nas aplicagbes proporcionais a densidades Beta(p,2), com p € |1,2],
modificados com efeito de Allee. Por ultimo é feita uma andlise do comportamento

dindmico destes modelos em termos de dindmica simbélica.

4.1 Modelos de crescimento populacional
deterministicos @ com  efeito de  Allee.

Abordagem heuristica

A esséncia da abordagem heuristica, na qual se baseiam os modelos
deterministicos usados para modelar crescimentos populacionais de espécies que
exibem efeito de Allee, remonta pelo menos a Odum e Allee (1954): a taxa de
crescimento per capita dependente da dimensao populacional esperada ou observada
¢ modelada por uma funcao adequada. Considera-se uma tnica populacao cujo

crescimento num ambiente homogéneo é descrito por uma equacao diferencial
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Abordagem heuristica

ordinaria

dN (t)

=N g (V). (11)
ou por uma equacgao as diferencgas

Nipr — Ny =Ny g (Nt) ) (4-2)

em ambos os casos N é a dimensao populacional, e g(N) denota a taxa de
crescimento per capita dependente da densidade N, a qual é negativa para
populacoes decrescentes e positiva para populacoes crescentes.

Nesta seccao abordam-se os casos em que o efeito de Allee ocorre em baixas
dimensoes populacionais; os exemplos onde o efeito de Allee ocorre em dimensoes
populacionais elevadas sao muito limitados, veja-se por exemplo Kokko e Sutherland
(2001).

A taxa de crescimento per capita g(N) que descreve o efeito de Allee é uma funcao
unimodal, com uma cauda longa; a taxa méxima é obtida para uma tinica dimensao
positiva, N = C' > 0. Abaixo desta dimensao populacional “6ptima”, prevalecem
efeitos positivos da presenca de individuos da mesma espécie e g(N) é crescente,
enquanto acima desta dimensao populacional “6ptima”, domina a dependéncia
negativa da dimensao populacional e portanto a taxa de crescimento per capita,
g(N), é decrescente. A maioria dos modelos incluem efeitos de super-lotacao e
previnem o crescimento indefinido, ao assumirem uma taxa de crescimento per capita
negativa, g(N) < 0, para uma dimensao populacional N suficientemente elevada.
Com o objectivo de analisar a estabilidade, os valores da taxa de crescimento per
capita g(N) deve ter pequenas oscilagoes perto do equilibrio (levemente crescente
até ao ponto de equilibrio, e suavemente decrescente logo apos este valor), e deve
ser uma funcao continua para outros valores da dimensao populacional N, o que se
verifica para os dois modelos propostos, (4.1) e (4.2), Boukal e Berec (2002). Nas
equagoes as diferencas, (4.2), a taxa de crescimento per capita deve ainda satisfazer

a condi¢ao g(N;) > —1 para que se tenha sempre N; > 0. Estas caracteristicas sao
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exemplificadas na seccao seguinte com o modelo logistico corrigido com efeito de
Allee.
Nestes modelos heuristicos de crescimento populacional, (4.1) e (4.2), podem

ocorrer trés cenarios bésicos, veja-se Boukal e Berec (2002):

e Extin¢ao-incondicional (ET) — se o efeito de Allee (demografico) é demasiado
forte, a taxa de crescimento per capita g(N) é negativa para toda a dimensao
populacional N e as populacoes vao-se extinguir inevitavelmente, qualquer que

seja o valor da sua dimensao inicial;

e Extingao-sobrevivéncia (FS) — em niveis moderados do efeito de Allee, a
taxa de crescimento per capita g(N) é positiva para valores intermédios da
dimensao populacional /N mas é negativa para valores muito baixos ou elevados
da dimensao populacional N. Surgem dois valores de equilibrio: o mais baixo
que ¢ instavel, denotado por E, e o mais elevado E* que é localmente estavel.
A dimensao populacional no instante zero, ou seja, na origem, denotado por
E°, que é localmente estével, designa-se por equilibrio trivial. As populacoes
cuja dimensao no instante zero é inferior ao valor E! extinguem-se, enquanto
aquelas com dimensao no instante zero superior a £’ estabelecem-se no valor

ES.

?

e Sobrevivéncia-incondicional (ST) — quando o efeito de Allee enfraquece ainda
mais, o equilibrio instavel E’ desaparece, o equilibrio trivial E° torna-se
instavel sempre que a taxa de crescimento per capita g(N) é positiva para
toda a dimensao populacional N > 0, e todas as populagoes se estabelecem
em FE° mesmo pensando que a sua taxa de crescimento per capita ainda é

crescente com N a baixas dimensoes populacionais.

O cenério ES é a consequéncia mais familiar do efeito de Allee, e a diferenca
entre extingao e sobrevivéncia (estabelecimento) da populagao, é o que suscita mais

frequentemente interesse na pratica, Boukal e Berec (2002).
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4.1. Modelos de crescimento populacional deterministicos com efeito de Allee.
Abordagem heuristica

Além destes trés cendarios, nos modelos discretos pode surgir um outro. Neste
cenario alternativo, o equilibrio £/° pode ser destabilizado caso o decréscimo da taxa
de crescimento per capita g(N) em E® seja demasiado acentuado (¢ (E*) < —1).
Nesta situagao, surge um comportamento ciclico um fenémeno caético, a semelhanca
do que acontece na equacao logistica discreta, veja-se May, 1974. Entre o cenario
ET e o cenario ES pode aparecer um estado de semi-equilibrio, no entanto este é
biologicamente irrelevante.

O polinémio quadratico sugerido por Edelstein-Keshet (1988)
g(N) =7 —0b(N —a)? com a,b > 0,

¢ um possivel modelo para descrever a taxa de crescimento per capita sob o efeito
de Allee. Este modelo ajusta-se aos trés cenéarios apresentados. Outros trés modelos
que contemplam o efeito de Allee, sao apresentados na seccao 4.2; estes modelos sao
obtidos por alteracao do modelo logistico de Verhulst classico, e estao resumidos em
Boukal e Berec (2002).

Um estudo andlogo muito interessante, feito apenas para equacoes as diferencas,
pode ser visto em Schreiber (2003). Neste artigo sao investigados modelos
populacionais para uma sé espécie, nos quais o tempo ¢é discretizado, com
dependéncia da densidade populacional sobrecompensada e um efeito de Allee
devido ao nivel de satisfacao do predador e a limitacao de encontrar parceiros da
mesma espécie para acasalamento. Estes modelos exibem quatro comportamentos:
persisténcia para todas as densidades populacionais iniciais; biestabilidade, na
qual uma populacao persiste para densidades iniciais intermédias e caso contrério
extingue-se; extincao para todas as densidades populacionais; e extingao essencial
na qual “quase todas” as densidades iniciais conduzem a extingao. Para populacoes
com crescimentos mais rapidos, estes modelos mostram que as populacoes podem
persistir mesmo com niveis de predacao elevados, mesmo pensando que baixos
niveis de predacao conduzem & extingao essencial. Alternativamente, aumentando

o tempo em que os predadores investem sobre as suas presas, a capacidade
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de sustentacao do meio, ou probabilidade de sucesso de acasalamento pode
conduzir a exting¢ao essencial. Em cada um destes casos, os mecanismos por
detras destes desaparecimentos tém dindmicas caodticas, conduzindo as dimensoes
populacionais a valores inferiores ao limite critico determinado pelo efeito de Allee.
Estes desaparecimentos sao seguidos de tempos para a extingao caoticos. Estes
tempos para a extingao tém aproximadamente uma distribuicao exponencial e sao

extremamente sensiveis as densidades populacionais iniciais.

4.2 Aplicacao logistica modificada com efeito de

Allee

O modelo logistico é muitas vezes usado para modelar o crescimento populacional
de certas espécies. No entanto, varias criticas sao apontadas a este modelo,
nomeadamente o facto dele nao ter em conta o efeito de Allee. De facto, a equacao
logistica pressupoe que a populagao cresce sempre, mesmo que a sua dimensao
seja baixa; alids, neste caso (densidade populacional baixa), este modelo pressupoe
mesmo um rapido crescimento populacional. A partida, isto pode parecer aceitavel
porque os recursos do meio sao abundantes para os poucos individuos que constituem
a populacao.

No entanto, este pressuposto é questionavel, uma vez que para certas populagoes,
¢ admissivel que exista uma dimensao populacional minima (densidade critica de

rarefaccao), designada por E.

e Abaixo desta densidade critica de rarefaccao, a probabilidade de os individuos
de sexos opostos se encontrarem efectivamente, para se poderem reproduzir,
¢ tao pequena, que a populacao nao consegue recuperar a sua dimensao de
modo a substituir os individuos que vao morrendo, e acaba por se extinguir.

Neste caso a taxa de crescimento instantanea é negativa, r < 0.
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e Acima dessa dimensao critica de rarefaccao, a probabilidade de os individuos
de sexos opostos se encontrarem efectivamente para se poderem reproduzir
é suficiente para que a populacao cresca até a capacidade de sustentacao do

meio K. Neste caso a taxa de crescimento instantanea é positiva, » > 0.

e Esta dimensao populacional minima F corresponde a uma taxa de crescimento
nula que permite que a populacao se mantenha exactamente com a mesma
dimensao (r = 0). Nesta densidade critica de rarefaccao E, a populacao é
incapaz de crescer e permanece em equilibrio nesse valor, até que agentes

perturbadores a desloquem dele.

Evidentemente a dimensao critica de rarefaccao E é inferior a capacidade de
sustentacao do meio K. Entre E e K ha uma gama de dimensoes populacionais
para as quais a taxa de crescimento instantanea é positiva.

A inexisténcia de uma dimensao critica de rarefaccao FE, e consequente
inexisténcia do chamado efeito de Allee, no modelo logistico é um defeito que pode
ser corrigido. Varios investigadores tém estudado este assunto (veja-se por exemplo
os mencionados Boukal e Berec (2002)), sugerindo varios modelos para a taxa de
crescimento per capita. A ideia béasica é introduzir no modelo logistico classico um
termo, T (N(t)), que faca com que essa taxa g (N(t)) seja negativa assim que a
dimensao da populagao N(t) seja inferior & dimensao critica de rarefac¢ao E, do

seguinte modo

o) = g = (1- ) T,

e Wilson e Bossert (1971), Courchamp et al.(19990) e (2000) e Brassil (2001)

sugeriram que o termo fosse

E
N(t)’

ou seja, apresentaram a seguinte funcao para a taxa de crescimento per capita

vy =r(1-52) (1- 55 (13)
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densidades Beta(p,2), com p € |1,2] com efeito de Allee

e Lewis e Kareiva (1993), Amarasekare (1998a) e (1998b), e Keitt et al. (2001)

apresentaram o termo

pelo que estudaram a funcao

wvin=r (1-52) (B2 - 2), (1.0

e Gruntfest et al. (1997) e Courchamp et al.(1999a) usaram o termo

Ty =1

pelo que investigaram a seguinte funcao para a taxa de crescimento per capita
N(t) N(t)
Nit)=r|{l—-—)—=-1]. 4.5

Consequentemente, as respectivas taxas de crescimento populacional sao dadas

por

ROV = NOa @) =N (1-50) (1- 55 ) e

ROVE) = N s vy = (1- 520) (B - 2) an

ROVE) = NOwve) =N (1-52) (B2 -1).

Um exemplo do comportamento destas taxas de crescimento per capita para os
trés modelos descritos, (4.3), (4.4) e (4.5), em fun¢do da dimensao populacional,
parap =2, r = 3.4, =2 e K = 10 pode visualizar-se na Figura 4.1.

Um exemplo de taxas de crescimento populacional correspondentes, dadas pelas
equagoes (4.6), (4.7) e (4.8), podem observar-se na Figura 4.2.

A solugao geral da equacao (4.6), que permite determinar a dimensao
populacional num dado instante ¢, ¢ dada por

E(K — N(0))+ K (N(0)— E) e"&"

(F:(K—N@%MN@—E)eF%t
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rdN() 1

4L il
L N(t) 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10

Figura 4.1: Taxa de crescimento per capita para os modelos logisticos corrigidos com

efeito de Allee, parap=2,r=34, F=2e¢ K =10
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Figura 4.2: Taxa de crescimento populacional para os modelos logisticos corrigidos

com efeito de Allee, parap=2,r=34, E=2e K =10

Embora as solugbes gerais das equagoes (4.7) e (4.8), ndo se consigam obter
explicitamente, é possivel obter para cada uma delas uma expressao que as define
implicitamente. A partir desta expressao implicita é possivel explicitar o instante ¢,

para o qual se tem uma dimensao populacional N (t).
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Assim, para a equacao (4.7) tem-se

(M)“ (K - N<0>)K (N(O))K“*”E) _ rBOKREY

N(0) - E K — N(t) N(t)

<~ t=lIn [(%)K% (f;(:lj\\f[(((t))))[( (]]\\;(([t))))K(l-FKQE)] rE(1+1K2E>’

e para (4.8) tem-se

()™ (i) 58

N(t) - E)E% (K - N(O)) Gy %2))

= r=i (m K= N(@)

As solugbes das equagoes (4.6), (4.7) e (4.8), N(t), podem no entanto ser
determinadas computacionalmente através de métodos numéricos. Estas podem ser
também ser representadas graficamente como no exemplo da Figura 4.3, com p = 2,
r=34, E=2 K =10e¢ N(0) = 3(> E). Quando N(0) = E, entao tem-se que a
dimensao populacional se mantém igual a E ao longo do tempo, N(t) = E, Vt > 0.
Se N(0) < E, ao fim de um curto periodo de tempo, seja no intante de tempo t*, a
populacao extingue-se, isto é, N(t) =0, V¢ > t*. Note-se no entanto, que o valor
de t* difere relativamente & solucao dos trés modelos em causa.

Todos estes modelos para descrever a taxa de crescimento per capita sob o efeito
de Allee, podem ser ajustados ao cenério E'S descrito na secgao anterior (o qual é a
consequéncia mais familiar do efeito de Allee), considerando FE > 0, veja-se na Figura
4.1. No entanto, apenas os modelos descritos pelas equagoes (4.3) e (4.4) podem
ajustar-se ao cenario SI, com E < 0. Nenhum dos modelos permite ajustar-se
ao cenario FI. Os modelos descritos pelas equagoes (4.3) e (4.4) sdo portanto mais
flexiveis que o modelo descrito pela equagao (4.5) pois este s6 se ajusta a um cenario

enquanto os outros dois se ajustam a dois cenarios.
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4.2. Aplicacao logistica modificada com efeito de Allee

Figura 4.3: Dimensao populacional ao longo do tempo, nos modelos logisticos

corrigidos com efeito de Allee, comp=2,r=34, E=2 K=10e N(0) =3(> E)

Note-se que, na descricao dos cenarios da seccao anterior, a dimensao
populacional de equilibrio mais baixa E°, e a dimensao populacional de equilibrio
mais elevada FE®, sao respectivamente a dimensao critica de rarefaccao F e

capacidade de sustentacao do meio K.

Os modelos descritos pelas equagoes (4.4) e (4.5) s@o obtidos por alteragao do
modelo de Verhulst por introducao de outro limite £ < K. O modelo descrito pela
equagao (4.3) merece uma discussdo mais detalhada. Este modelo constitui uma
escolha apelativa uma vez que a dinamica aproxima o crescimento logistico para
N elevado. Neste caso, deve convencionar-se que N - g(N) = 0 para N = 0, para
que a origem E° seja efectivamente um equilibrio. Mais importante do que isso,
g(N) aproxima-se de oo para N — 0 e E > 0, a qual impde taxas de extingdo
maiores sobre populagoes pequenas do que os outros dois modelos (4.4) e (4.5), e
também do que qualquer um dos modelos para descrever a taxa de crescimento
per capita sob o efeito de Allee, sumarizados no artigo de Boukal e Berec (2002).
Este facto nao é crucial no modelo basico de crescimento de uma s6 espécie, mas
a sua regra em cendrios mais complicados nunca foi discutida devidamente. Por

outro lado, o modelo (4.3) ja tem sido usado em modelos de competigao, predacao
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e metapopulacionais, por Courchamp et al. (2000) e Brassil (2001).

Dependendo da espécie em estudo e das caracteristicas intrinsecas as mesmas, um
destes trés modelos poderd ajustar-se melhor do que os outros, ou mesmo nenhum
deles se ajustar convenientemente ao crescimento da espécie em questao, e haver
necessidade de criar um novo modelo, ou modificar algum ja existente, que se adapte
razoavelmente a esse caso.

Com o objectivo de analisar o comportamento dinamico dos modelos (4.6), (4.7)
e (4.8), procede-se a sua discretiza¢do. Entre as questdes importantes que merecem
atencao, pode destacar-se a averiguacao do sinal da derivada de Schwarz no intervalo
[0, 1], para cada um dos modelos discretizados.

Estes modelos discretizados podem ser obtidos a partir das equacoes diferenciais

(4.6), (4.7) e (4.8), considerando que M) — o

K

e Relativamente ao primeiro modelo, a partir da equagao (4.6), vem:

N(tni1) = f1 (N(tn)) = rN(tn) (1 - Ng’n)) (1 N N(Jin)>

Ml (o240 ()

E
— $n+1:7“(1_$n) <xn_?)§

e No que respeita ao segundo modelo, este pode obter-se a partir da equagao

(4.7), do seguinte modo:

N(tns1) = f2 (N(tn)) = rN(ty) (1 - N;?L)) (N;;”> - §>
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e Em relacao ao ultimo modelo, este pode ser obtido como se segue, a partir da

equagao 4.8:

Portanto, os modelos logisticos discretizados, corrigidos com efeito de Allee,
sao aplicagoes denotadas por hy, ha, hs : [0,1] — R, respectivamente definidas do

seguinte modo:

h(z) = r(1—g) (m—%); (4.9)

ho(z) = ro(l—2) (x—g); (4.10)
ha(2) = ra(1— 1) (%x—l). (411)

Um exemplo dos graficos correspondentes aos modelos discretizados (4.9), (4.10)

e (4.11), com p =2, r =34, E =2, K = 10, pode ser observado na Figura 4.4.

Nota 6. As derivadas de Schwarz para os modelos discretizados (4.9), (4.10) e
(4.11), nao dependem do valor do pardmetro malthusiano r, sio sempre negativas e

verifica-se que S (ha(z)) = S (hs(x)). Tem-se:
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Figura 4.4: Modelos logisticos discretizados, corrigidos com efeito de Allee, com

p:2,7’:34,E:2’K:10

6K2
S(hl(m)) = _(E+K oK )2<O7 V%E[O,l];
— i

S (ha(z)) = S (hs(x))
_ 6(B?+ BE(K —4Kw) + K*(1 —de 4+ 62%)) _ 0.1]
(E — 2Bz + Ka(—2 + 3z)) ’ T

4.3 Modelos baseados nas aplicacoes proporcionais
a densidades Beta(p,2), com p € 11, 2],

modificados com efeito de Allee

Tal como acontece no modelo logistico classico, apresentado na sec¢ao anterior,
também para os modelos proporcionais a densidades Beta(p,2), com 1 < p < 2, a
inexisténcia de uma dimensao critica de rarefac¢ao E, e consequente inexisténcia do
chamado efeito de Allee é um defeito que pode ser corrigido.

Nesta seccao utiliza-se um processo semelhante ao usado para corrigir o modelo
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logistico, para deduzir trés novos modelos para a taxa de crescimento per capita. A
ideia béasica é introduzir nos modelos proporcionais a densidades Beta(p, 2), com 1 <
p < 2, um termo 7' (N(t)), de tal modo que essa taxa, g* (N(t)), seja negativa assim
que a dimensao da populacao N(¢) seja inferior & dimensao critica de rarefac¢ao F,

do seguinte modo:
dN(t) 1 _ N(t)
*(N(t) = ————=r"Nt)" 2 (1 - —= | T(N(t)).
7 () = T s = e (1- S T v
Assim, usando os mesmos trés termos 7' (N (t)) sugeridos por varios autores para

o modelo logistico, obtém-se as trés aplicacoes para modelar a taxa de crescimento

per capita de uma populacao.

4.3.1 Modelo 1

Usando o termo
F

N(t)’
sugerido por Wilson e Bossert (1971), Courchamp et al.(1999—2000) e Brassil (2001)

T(N(t)=1—

para invocar o efeito de Allee no modelo logistico, obtém-se a seguinte fungao para

a taxa de crescimento per capita

v =N (1- 52 (1- 5. (4.19)

e consequentemente, a respectiva taxa de crescimento populacional é dada por

N (P ( - %) (1 _ %) L (413

O modelo (4.13) pode ser discretizado, de forma a ter as propriedades necessarias

fT(N(#) = N(t) g1 (N(t))

para que seja possivel estudéa-lo através dos métodos de dinamica simbolica descritos
anteriormente. Duas questoes importantes merecem ser salientadas: o sinal da
derivada de Schwarz nao ser sempre negativo em todo o intervalo [0, 1] e o facto de,

a partir de certas taxas de crescimento instantaneo r, as funcoes discretizadas que
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representam a taxa de crescimento com efeito de Allee, assumirem valores fora do
intervalo invariante, sugerindo o estudo de conjuntos de Cantor.
O modelo discretizado, denotado por Modelo 1, pode ser obtido a partir da

equagao diferencial (4.13), considerando que Ng”) =x, e T"KP72 = r > 0, do

seguinte modo:

K

Portanto, o Modelo 1, corrigido com efeito de Allee, é uma aplicagao hj : [0,1] —

R, definida por

FE
= Tpp =raP (1 —x,) (xn — —) )

Ri(z) = raP 2 (1 — ) (g; — }) : (4.14)

4.3.2 Modelo 2

Usando o termo

rvey =02

apresentado por Lewis e Kareiva (1993), Amarasekare (1998) e Keitt et al. (2001)

para corrigir a inexisténcia do efeito de Allee no modelo logistico classico, obtem-se

a seguinte funcao para a taxa de crescimento per capita

g5 (N(t)) = r*N(t)P2 (1 — %) (%t) — %) : (4.15)

e consequentemente, a respectiva taxa de crescimento populacional é dada por
5 0V 0) = ¥0) g5 51y = vy (1= SE) (SR E) )
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O modelo (4.16) pode ser discretizado, de forma a ter as propriedades necessarias
para que seja possivel estudé-lo através dos métodos de dinamica simbolica descritos
anteriormente. As mesmas duas questoes importantes merecem ser discutidas
relativamente a este modelo.

O modelo discretizado, denotado por Modelo 2, pode ser obtido a partir da
equagao diferencial (4.16), considerando que % =2, e r"KP"2 = r, de modo

analogo ao procedimento do modelo anterior:

. Neww _ T*Kp_2jv(l§+>pl <1 ) N}(?J) (N(m - E)

K

Desta forma, o Modelo 2, corrigido com efeito de Allee, é uma aplicacao hj :

E
= zpq =ral (1 —2,) (xn — —) :

[0,1] — R, definida por:

hi(z) = ra71 (1 — 1) (:1: - %) | (4.17)

4.3.3 Modelo 3

Se for utilizado o termo

r (v =01

apresentado por Gruntfest et al. (1997) e Courchamp et al.(1999) para colmatar

a inexisténcia do efeito de Allee no modelo logistico classico, obtem-se a seguinte

fungao para a taxa de crescimento per capita
N(t N(t
g (v = ey (1= B (1) (4.18)
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e consequentemente, a respectiva taxa de crescimento populacional é dada por

F V0) = 50) g5 o) = vy (1= 52 (B 1) g

O modelo (4.19) pode ser discretizado, de modo a que seja possivel estuda-lo
através dos métodos de dinamica simbolica descritos anteriormente. As mesmas
duas questoes importantes merecem ser discutidas relativamente a este modelo.

O modelo discretizado, denotado por Modelo 3, pode ser obtido a partir da

N(tn)

equacao diferencial (4.19), considerando que = = z,, e r*K?? = r, do seguinte

modo:

K
= T =12 (1 —x,) (Exn — 1) .

Portanto, o Modelo 3, corrigido com efeito de Allee, é uma aplicagao hj : [0,1] —

R, definida por:

hi(x) = ra?~t (1 — ) (%x — 1) : (4.20)
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4.4 Caracterizacao dos Modelos

Devem salientar-se alguns aspectos relativamente aos novos Modelos
apresentados. Deste modo, nesta seccao sao estabelecidas duas proposicoes, e

algumas notas importantes sobre determinadas caracteristicas destes Modelos.

Proposicao 3. Os Modelos baseados nas aplicagoes proporcionais a densidades
Beta(p,2), com p € |1,2[, modificados com efeito de Allee, hf, com i = 1,2,3,

verificam as sequintes proposicoes:

1. As condigoes do cendrio ES (Extin¢ao-Sobrevivéncia), o qual € a consequéncia

mais usual do efeito de Allee, sao satisfeitas por todos os Modelos apresentados.

2. As condigoes do cendrio SI (Sobrevivéncia-Incondicional), sao satisfeitas pelos

Modelos 1 e 2, mas nao pelo Modelo 3.

3. Nenhum  destes Modelos satisfaz as condigoes do  cendrio FEI

(Extingao-Incondicional).

Demonstracao 1. 1. Atendendo as condi¢oes do cendrio ES dadas por 4.1,

tem-se que:

Para 1 < p < 2, as tazas de crescimento per capita relativas a qualquer um dos
Modelos, g7 (N(t)), g5 (N(t)) e g5 (N(t)), dadas respectivamente por (4.12),
(4.15) e (4.18), sao positivas se e sd se

>0 AN 0<E<N() <K.

Assim todos os Modelos considerados satisfazem as condigcoes do cendrio ES.
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2. Atendendo as condicoes do cendrio SI, apresentadas em 4.1, pode analisar-se

o que acontece para cada um dos Modelos.

e Veja-se o que acontece com o Modelo 1:

A taza de crescimento per capita para o Modelo 1, gi (N(t)), € dada pela
expressao (4.12).

Considerando-se E = N(0) = 0, vem

g (N (1) = "N (£~ (1 - %) |

Paral <p <2, como 0 < E<K e0<N(t) <K, entao
N(

t)
NP 2>0e0< —2<1
(2 20e0< == <1,

portanto
1-—- % > 0 e atendendo a que r+ > 0, temos g; (N(t)) > 0.

Assim, o Modelo 1 satisfaz as condi¢oes do cendrio S1.

o Relativamente ao Modelo 2:

A taza de crescimento per capita para este modelo, g5 (N(t)), € dada pela

expressao (4.15).
Considerando-se E = N(0) =0, tem-se

* % p—2 N(t) N<t)
g3 (V) = o (o (1= ) S

Paral <p<2, como0< E<K e0<N(t) <K, entao

N(t)p22060§$§1,
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donde

N(t)
11— >
20

e tendo em conta que r* > 0, temos g5 (N(t)) > 0.

Logo, o Modelo 2 satisfaz as condigoes do cendrio SI.

e Para o Modelo 3:
A taza de crescimento per capita para este Modelo, g5 (N(t)), € dada pela
expressao (4.18).
Para 1 < p < 2, considerando-se E = N(0) = 0, a expressao de g5 (N(t))
N

nao tem sentido uma vez que inclui a fracgdo —~ que € indeterminada.

Assim, o Modelo 3 nao satisfaz as condicoes do cendrio SI.

3. Nas condicoes do cendrio EI, /.1, o efeito de Allee é demasiado forte, a
taza de crescimento per capita g*(N(t)) € negativa para todas as dimensoes
populacionais N(t) e quase certamente as populagdes wvao extinguir-se,

independentemente da sua dimensao inicial.

Para qualquer um dos trés Modelos, a taza de crescimento per capita g (N(t))

(i=1,2,3), nao € negativa para todas as dimensoes populacionais N(t).

De facto, gf(N(t)) <0, para 1 <p < 2, se e s6 se

r«>0AN0<E<KAN[N({)>K)V (0<N(t)<E)).
A condi¢ao N(t) > K ¢é impossivel, uma vez que K corresponde a capacidade
de sustentacao do meio.

Assim, como rx >0, g¥(N(t)) sé é negativa se 0 < N(t) < E, e portanto nao

¢ negativa para qualquer N (t).

Portanto nenhum dos Modelos apresentados satisfaz o cendrio ET.
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Nota 7. Pode afirmar-se portanto que os Modelos 1 e 2 para a tazxa de crescimento
per capita, respectivamente (4.12) e (4.15), sao mais flexiveis que o Modelo 3, (4.18),
pois este so satisfaz as condigoes de um cendrio enquanto os outros dois satisfazem

as condigoes de dois.

Relativamente as derivadas de Schwarz destes modelos, verifica-se o seguinte

resultado:

Proposicao 4. As derwadas de Schwarz dos Modelos h}, com i = 1,2,3, nao

dependem do valor do pardmetro malthusiano r e satisfazem Sp;(x) = Sps (7).

Demonstracao 2. Considerando as expressoes das derivadas de Schwarz para os
referidos modelos, as quais sao dadas por:

_ 2EK(=2+p)pr 3+ 4p(=1+2) +p*(=1 +2)* + 4o — 2°)

Shi(@) = 22 (K(1+ p(~1 + )z + B(~2+ p+  — pa))’

CE*2-3p+p?) 6+ p°(—1+2)* — p(5 — 62 +2%))
222 (K (1 + p(—1 + 2))z + E(=2+ p + 2 — px))?

K2(=1+p)pz?(2 4+ p*(—1+ z)® + 4z + p(—3 + 22 + 2?))
202 (K(1+p(—1+2)x+ E(—2+p+x —px))?

Spy(x) = Sps(z) = _T2BK (14 pY)e (P21 + @) + 6o + 2p(=1 + 2%))
S 222 (Kz (p(—1+ ) + ) + E(—1 +p — px))”

E*(—14p)p (2+p*(—=1+2)* + 4z + p(—3 4 22 + 2?))
202 (K (p(—1 + ) + 2) + BE(~1 4 p — px))°

CK2p(1+ p)a® (0P(=1 + 2)% + 20(2 + 7) + p(—1 — 2z + 32?))
202 (Kz (p(—1 +z) + 2) + E(—=1 +p — px))*
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4.4. Caracterizacao dos Modelos

verifica-se que de facto, nenhuma destas expressoes depende do valor do pardmetro

re Shg(l') = Sh§<l‘)

Nota 8. Para qualquer um dos modelos h}, com 1 = 1,2,3, a negatividade da
derivada de Schwarz nao € verificada em todo o intervalo [0,1]. Esta propriedade

das aplicagoes unimodais, nao € satisfeita num subintervalo [0, zq] C [0, 1].

Esta positividade da derivada de Schwarz junto da origem, deve-se ao facto
das trés primeiras derivadas de cada um dos modelos hf, com i = 1,2,3,
(h)'(x), (h})"(z) e (h})", as quais fazem parte da formula de cdlculo da derivada

*\// 2
de Schwarz S (hi(z)) = (h)"(h}) (z) — 2 (%Zi*))’((;)» , tenderem para oo & medida

que x tende para zero, ou seja:

e Em relacao ao Modelo 1, tem-se:

lim(h}) (x) = r(1—z)aP™?

Hp—2)r(1 — )t Ha — ) —raa — 1) = oo
lim(h})"(x) = 2(p—2)r(l - z)a"* = 2ra”"?
Hp = 3)(p = 2r(1 - 2)r @ — 1)
~2(p— et — ) = oo
(k)" (x) = 3(p—3)(p — 2)r(1 — 2)a"" ~ 6(p — B)rar™?
Hp = 4)(p = 3o~ 2r(1 — )" (- )
3(p—3)p — 2raa — 1) = oo
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e Para o Modelo 2 vem:

E
lim(h3)'(x) = r(l=2)a"" +(p = r(l —z)a" (v = )
E
—raP Nz — E> = 00;
gljiir(l)(h;)"(aﬁ) = 2(p—1)r(1 —z)a?™? — 2raP™!
E
Hp =2~ Dr(1 — 2 a — 2)
E
—2(p — Dra?P % (x — ?) = 00;
()" () = 3(p—2)(p— Dr(1 = a)a? = 6(p = )rar >
_ E
+p=3)p=2)p— Dr(l —2)a"*(z — )
E
—3(p—2)(p— DraP?(x — =) = .
K
o Relativamente ao Modelo 3, tem-se:
Kr(l-— p—1
fim (1) (1) = DT e - e (K 1
K
—m’p_l(fx —1) = oc;
o 2K(p—1)r(1 —z)aP=?  2KrzP™!
lim (13)(z) = { S

Hp =2 - 1r(1 =0 (G- 1)

K
—2(p — 1)ra?? <Fx - 1) = 00;

tig(y(e) — @D Urd o) SK(p = rer

Hp =3 -2 - Dr(1 = et (7 1)

—3(p—2)(p — V)raP™? (% — 1) = 0.

O wvalor do ponto x4 para além de depender do modelo h} usado, o qual estd
associado a wm parametro p €|1,2[, depende também dos valores considerados para

E e K; deste modo, a expressao geral para i, € extremamente extensa e complicada,
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pelo que nao € aqui apresentada. No entanto, fizando os valores de p, K e E, o valor

de %y, pode ser determinado. Veja-se a parte final do Ezemplo 7.

Exemplo 7. Considerem-se agora os Modelos 1, 2 e 3 apresentados, com p = 1.5,

r=2 FE=2eK =10.

Na Figura 4.5 podem observar-se as taxas de crescimento per capita, (4.12),

(4.15) e (4.18), relativas aos trés modelos considerados.

10— — — ——
:dN ®n 1 93+ p=15 ]
0.5 L B
0.0 i
_05F il
N(t)
~1.0 T A T T S S
0 2 4 6 8 10

Figura 4.5: Taxa de crescimento per capita para os modelos baseados nas aplicagoes

proporcionais a Beta(1.5,2) corrigidos com efeito de Allee, com E =2 e K = 10

As tazas de crescimento populacional correspondentes, (4.13), (4.16) e (4.19),

podem observar-se na Figura 4.6.

As solugoes gerais das equagoes diferenciais (4.13), (4.16) e (4.19) nao se
conseguem obter explicitamente. No entanto, podem obter-se grificos destas solugoes
computacionalmente através de métodos numéricos. Apresentam-se trés exemplos
para N(0) =1 < E, N(0) =2 = FE ¢ N(0) = 3 > E, respectivamente nas Figuras
4.7, 4.8 e 4.9.

Os modelos discretizados podem ser observados na Figura 4.10
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T L B T
dNt
3« r=o

r C3
_2l d
_4t Nt -
[ 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

Figura 4.6: Taxa de crescimento populacional para 3 modelos baseados nas

aplicagOes proporcionais a Beta(1.5,2) corrigidos com efeito de Allee

Figura 4.7: Dimensao populacional para os modelos baseados nas aplicagoes

proporcionais a Beta(1.5,2) corrigidos com efeito de Allee, N(0) < E
Os modelos discretizados sao entao dados por:

hi(x) = ra (1 —z)(r —0.2)

hy(x) = ra®(1—z)(x—0.2)

hy(z) = ra®°(1—x2)(5z —1).
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20F———— — — — — — —-
LN e £24 3+ p=15 -
L r=2 -

15+ b

1.0; ;

05f NO=2 E=2 K=10 -
L t 4

00 , | T
0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.8: Dimensao populacional para os modelos baseados nas aplicacoes

proporcionais a Beta(1.5,2) corrigidos com efeito de Allee, N(0) = E

Figura 4.9: Dimensao populacional para os modelos baseados nas aplicagoes

proporcionais a Beta(1.5,2) corrigidos com efeito de Allee, N(0) > E

As respectivas derivadas de Schwarz vém

0.0037527° + 0.1352%° — 0.72752%° — 1.1252195 — 1.40625x!1°

S(hi(z)) = 289 (0.129% + 0.6215 — 1.531:25)2

0.003752%5 — 0.2252%° — 1.0875x5 + 7.8752%5 — 16.40632"5

Sihy(@)) = Shs(@) = 255 (0.1 — 1.8z + 4.522)°
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5[ =15 -
15: xn+1 h3s p 5 ]
: r=2
10[ -
05} hix -

h2:x
I I
C1l 8% K
K J
XN
n L n n n L n n n L n n n L n
0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.10: Modelos discretizados baseados nas aplicacoes proporcionais a

Beta(1.5,2), corrigidos com efeito de Allee
Tem-se

S(hi(x)) > 0 no intervalo [0,0.165551]

S(hy(x)) = S(hi(z)) > 0 no intervalo [0,0.015617].

4.4.1 Dinamica simbdlica nos modelos baseados nas
aplicagoes proporcionais a densidades Beta(p,2), com

p € |1,2[, modificados com efeito de Allee

Tendo em conta que os modelos baseados nas aplicacoes proporcionais as
densidades Beta(p,2), com p € |1,2[, modificados com efeito de Allee, sao familias
de aplicacoes unimodais, o comportamento dinamico é andlogo ao apresentado para
a familia das aplicagoes proporcionais a densidades Beta(p,2), com p € ]1,400], nas
seccoes 3.1.2 e 3.2.1 do capitulo 3. As sequéncias admissiveis sao precisamente as
mesmas, pelo que o polinémio caracteristico da matriz de transicao de Markov, bem

como o respectivo valor da entropia topoldgica associado, mantém-se, alterando-se
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apenas o valor do parametro r associado a cada uma delas.

Nesta seccao, estudam-se a titulo exemplificativo os 3 modelos baseados nas
aplicagoes proporcionais a densidade Beta(1.5,2), modificados com efeito de Allee,
considerando £ = 2 e K = 10 (apenas como exemplo). Na Tabela 4.1, podem
observar-se os valores do parametro r para os quais sao obtidos os varios periodos,
correspondentes as sequéncias simbolicas respectivas. Estes valores foram obtidos
a partir da construcao de listas simbolicas para valores crescentes do parametro 7,

usando programas computacionais adequados.

Nota 9. Note-se a diferenca significativa que existe para estes trés modelos, ao nivel
do intervalo de variacao dos wvalores do pardmetro r para as vdrias sequéncias de
kneading encontradas, para o ezemplo considerado onde E' =2 e K = 10. Saliente-se
que para outros valores de E e K os valores do parametro r alteram-se. Para o
Modelo 3 tem-se v € [1.038,1.483], para o Modelo 1 tem-se r € [2.472,4.355],
enquanto que para o Modelo 2 se tem r € [5.190,7.368]. A amplitude do intervalo
de variagao de r no Modelo 3, = 0.5, é muito pequena quando comparada com as
respectivas amplitudes para os outros dois Modelos, = 2. Estas diferencas entre os
modelos podem ser benéficas, no sentido em que cada um dos modelos poderd ser
aplicado a um determinado tipo especifico de crescimento populacional. Cabe depois
aos possivers utilizadores destes modelos, nas vdrias dreas da ciéncia em que estes
possam ter interesse prdtico, utilizarem o modelo mais adequado. Muito trabalho
hd ainda a desenvolver neste dmbito. Para além da escolha do tipo de modelo de
entre 0s que foram apresentados, hd também a questao da estimacao dos valores dos

pardmetros v e p, e dos valores de E e K.
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Modelo 1

Considera-se hj, ;5 : [0,1] — [0,1], a familia das aplicagdes baseadas nos
modelos proporcionais & densidade Beta(1.5,2), para E = 2 ¢ K = 10, com o

parametro r € |0,4.694], definida por

*
A
t
|
<
8
o
ut
—
I
S
—
8
I
s

) =rz7 %5 (1—x)(z—0.2).

Nesta familia o ponto critico é ¢ = 0.527.

O diagrama de Feigenbaum correspondente ao Modelo 1 baseado na aplicacao
proporcional a densidade Beta(1.5,2), para E = 2 e K = 10, pode observar-se na
Figura 4.11. Nas Figuras 4.12, 4.13 e 4.14 podem observar-se respectivamente, os
graficos das aplicagoes hy 4361 =15, "1 45p-15 € 17 4605 =15 Estes gréificos revelam
de facto, que o Modelo 1 considerado, comtempla de facto o efeito de Allee (o qual
nao existia no modelo proporcional & densidade Beta(1.5,2)), de modo analogo ao
efeito que surgia naturalmente nos modelos proporcionais a densidades Beta(p, 2),

com p > 2, veja-se a Figura 4.24.

1.0

Figura 4.11: Diagrama de Feigenbaum para o Modelo 1 baseado na aplicacao

proporcional & densidade Beta(1.5,2), para E =2 e K = 10,
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Tabela 4.1: Valores do parametro das sequéncias de kneading para os 3 modelos
baseados nas aplicagdes proporcionais a densidades Beta(1.5,2), modificados com

efeito de Allee, com ' =2e¢ K =10

perfodo | S(T) Mod.l | Mod.2 | Mod.3
CL 2472 | 5190 | 1.038
CR 3.671 | 6.412 | 1.283
CRLR 3.935 | 6.717 | 1.344
CRLR3LR | 3.991 | 6.784 | 1.357
CRLR? 4.064 | 6.871 | 1.375
CRLR® 4.099 | 6.912 1.383
CRLR* 4.143 | 6.958 1.392
CRLR? 4.178 7.005 1.401

CRLR?LR 4.208 7.051 1.411
CRLR?LR? | 4.232 7.086 1.418
CRL 4.255 | 7.130 | 1.426
CRL?RL 4.262 | 7.150 | 1.430
CRL?RLR? | 4.281 7.189 1.438
CRL?RLR 4.294 7.210 1.442
CRL?RLRL | 4.304 7.230 1.446

CRL?R 4.308 7.250 1.450
CRL?R3L 3.312 7.250 1.450
CRL’R? 3.320 7.265 1.453
CRL?R* 4.327 7.276 1.456
CRL?R? 4.332 | 7.287 | 1.458

CRL?R?’LR | 4.336 7.297 1.460
CRL?R?L 4.340 7.308 1.462

0w O 00 N 00 B~ N 00 O 0o N 0o Ot .o N 00 O W oo N ot 0 O 00k N =

CRL? 4.344 | 7.326 | 1.466
CRL?RL? 4.345 7.328 1.471
CRL3RL 4.348 | 7.344 | 1.475
CRL3RLR 4.351 7.353 1.476
CRL3R 4.353 7.361 1.482
CRL3R? 4.355 7.368 1.483
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10—

xn+1
hlsx

06+ _
p=15

04+ r=4.361 B

0.2 *

Xn

0.0

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 4.12: Taxa de crescimento populacional para o Modelo 1 baseado na aplicagao

proporcional & densidade Beta(1.5,2), r = 4.361

A aplicagao da Figura 4.12 ainda nao contempla nenhum conjunto de Cantor,
mas 0 mesmo nao acontece com as aplicagoes representadas nas Figuras 4.13 e 4.14.
De facto, para valores do parametro malthusiano r superiores a r¢; = 4.5 neste caso
(para o qual o conjunto das dinamicas simbolicas das iteradas da aplicagdo unimodal
¢ um deslocamento completo ou full shift), as iteradas da aplicagdo passam a ser
atraidas para —oo e da-se a extincao da populacao cujo crescimento estava a ser

modelado pela aplicacao em causa, e surgem os chamados conjuntos de Cantor.
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1.0

xn+1
hlx

08 i
0.6+ -
04r r=45 b

02 B
L xn 4

0.0

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.13: Taxa de crescimento populacional para o Modelo 1 baseado na aplicacao

proporcional & densidade Beta(1.5,2), r = 4.5

1.0:‘ T T T N

xn+1

[ hx 1
0.8 i

041 r =4.695 B

02 B
Xn

0.0

-0.2 B

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.14: Taxa de crescimento populacional para o Modelo 1 baseado na aplicagao

proporcional & densidade Beta(1.5,2), r = 4.695
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Modelo 2

Considera-se h3, 5 : [0,1] — [0,1], a familia das aplicagdes baseadas nos
modelos proporcionais & densidade Beta(1.5,2), para E = 2 ¢ K = 10, com o

parametro r € |0,7.869], definida por

) =ra®5(1—z)(z—0.2).

B et = 1200 (1 =) (2= £

Nesta familia o ponto critico é ¢ = 0.659.

Nas Figuras 4.16, 4.17 e 4.18 podem observar-se respectivamente, os graficos das
aplicagoes h3 7 416 p—1.55 M5 7.6p=15 € 137869 p=1.5- LStes graficos revelam de facto, que
o Modelo 2 considerado, contempla de facto o efeito de Allee (o qual nao existia
no modelo proporcional & densidade Beta(1.5,2)), de modo anélogo ao efeito que
surgia naturalmente nos modelos proporcionais a densidades Beta(p,2), com p > 2,
veja-se a Figura 4.24. O diagrama de Feigenbaum correspondente ao Modelo 2
baseado na aplicagao proporcional & densidade Beta(1.5,2), para F =2 e K = 10,

pode observar-se na Figura 4.15.

1.0 —— 1+

Figura 4.15: Diagrama de Feigenbaum para o Modelo 2 baseado na aplicagao

proporcional & densidade Beta(1.5,2), para £ =2 e K = 10,
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1.0

xn+1
h2s

06+ _

04 r=7.416 n

0.2 *

Xn

0.0

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 4.16: Taxa de crescimento populacional para o Modelo 2 baseado na aplicagao

proporcional & densidade Beta(1.5,2), r = 7.416

10—

xn+1

r h2: 1
0.8 -

06+ B

02+ B

Xn

0.0

-0.2 B

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.17: Taxa de crescimento populacional para o Modelo 2 baseado na aplicagao

proporcional & densidade Beta(1.5,2), r = 7.6
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1.0

xn+1
r h2: b
08 |
0.6 B

p=15
04+ r=7.869 B
0.2+ B

xn
0.0
-02r B
L - L L T L L - TR 1 L L ]
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.18: Taxa de crescimento populacional para o Modelo 2 baseado na aplicacao

proporcional & densidade Beta(1.5,2), r = 7.869

A aplicagao da Figura 4.16 ainda nao contempla nenhum conjunto de Cantor,
mas isso nao acontece com as aplicagoes representadas nas Figuras 4.17 e 4.18. Na
realidade, para valores do parametro malthusiano r superiores a ry, = 7.6 neste
caso (correspondente aofull shift), as iteradas da aplicacdo passam a ser atraidas
para o ponto fixo zero e da-se a extincao da populagao cujo crescimento estava a

ser modelado pela aplicacao utilizada, e aparecem entao os conjuntos de Cantor.
Modelo 3

Considera-se h3, ;5 : [0,1] — [0,1], a familia das aplicagdes baseadas nos
modelos proporcionais & densidade Beta(1.5,2), para £ = 2 e K = 10, com o

parametro r € ]0,1.575], definida por

D15 =12 (1 —x) (5o —1) =ra® (1 —2) 5z — 1).

Nesta familia o ponto critico é ¢ = 0.659.
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O diagrama de Feigenbaum correspondente ao Modelo 3 baseado na aplicacao
proporcional a densidade Beta(1.5,2), para E = 2 e K = 10, pode observar-se na
Figura 4.19.

Figura 4.19: Diagrama de Feigenbaum para o Modelo 3 baseado na aplicagao

proporcional & densidade Beta(1.5,2), para £ =2 e K = 10,

Nas Figuras 4.20, 4.21 e 4.22 podem observar-se respectivamente, os graficos das
aplicagoes N3 484 p—1.55 N3 15p=15 € "3 157515 Estes graficos revelam de facto, que
o Modelo 3 considerado, comtempla o efeito de Allee (que nao existia no modelo
proporcional a densidade Beta(1.5,2)), de modo semelhante ao efeito que surgia
naturalmente nos modelos proporcionais a densidades Beta(p, 2), com p > 2, veja-se
a Figura 4.24. A aplicacdo da Figura 4.20 ainda nao contempla nenhum conjunto
de Cantor, mas isso nao se verifica para as aplicagoes representadas nas Figuras
4.21 e 4.22. Para valores do parametro malthusiano r superiores a 75 = 1.5 neste
caso (correspondente ao full shift), as iteradas da aplicagdo passam a ser atraidas
para o ponto fixo zero e dé-se a extingao da populacao cujo crescimento estava a ser
modelado pela aplicacao utilizada, e surgem os conjuntos de Cantor.

Comparando os diagramas de bifurcagao relativos aos trés modelos, pode

concluir-se que estes apresentam todos o mesmo aspecto geral, o que muda é o
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10—

xn+1
h3s

06+ _
p=15

04+ r=121484 B

0.2

0.0

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 4.20: Taxa de crescimento populacional para o Modelo 3 baseado na aplicagao

proporcional & densidade Beta(1.5,2), r = 1.484

intervalo de variacao do parametro r, diferenca esta que ja havia sido constatada na
anélise da Tabela 4.1. E curioso notar que estes graficos se assemelham também a
alguns diagramas associados a aplica¢oes proporcionais a densidades Beta(p, 2), com
p > 2, os quais apresentam efeito de Allee natural, nomeadamente aos diagramas de
bifurcagao correspondentes as aplica¢oes proporcionais as densidades Beta(2.5,2) e
Beta(3.5,2). Veja-se por exemplo a Figura 4.23.

Constate-se também que os modelos corrigidos com o efeito de Allee, se
comportam de modo semelhante aos modelos proporcionais a densidades Beta(p, 2),
com p > 2, os quais englobam naturalmente o referido efeito. Comparem-se, por

exemplo, os graficos das Figuras 4.13, 4.17 e 4.21, com o grafico da Figura 4.24.
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Figura 4.21: Taxa de crescimento populacional para o Modelo 3 baseado na aplicagao

proporcional & densidade Beta(1.5,2), r = 1.5
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Figura 4.22: Taxa de crescimento populacional para o Modelo 3 baseado na aplicagao

proporcional a densidade Beta(1.5,2), r = 1.575
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Figura 4.23: Diagrama de Feigenbaum para o modelo proporcional a densidade

Beta(2.5,2)

10

Xn+1

0.8+ -
06+ -

04- r=78 -

02+ i
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0.0 L L L L L L L L L L L L L L L

Figura 4.24: Taxa de crescimento populacional para o modelo proporcional a

densidade Beta(2.5,2)
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Capitulo

Conjuntos de Cantor aleatorios

Durante anos os matematicos preocuparam-se fundamentalmente com conjuntos e
funcoes as quais podem ser aplicados os métodos de calculo classicos. Os conjuntos
e funcoes que nao sao suficientemente regulares tendiam a ser ignorados, sendo
considerados “patologicos” e sem interesse de estudo. Eram vistos como curiosidades
pontuais e s6 raramente se pensou neles como uma classe a qual se poderia aplicar
uma teoria geral. Mais recentemente esta atitude alterou-se. Alguns matematicos
perceberam que muito pode e merece ser dito acerca da mateméatica de conjuntos
irregulares. Muitos destes conjuntos fornecem uma representagao muito melhor
de muitos fenémenos naturais do que as figuras da geometria classica. A geometria
fractal fornece uma estrutura geral para o estudo dos referidos conjuntos irregulares.
A palavra “fractal” foi utilizada por Mandelbrot no inicio dos anos oitenta, para
descrever objectos que eram demasiado irregulares para se enquadrarem no conjunto

geométrico tradicional, veja-se por exemplo Falconer, (1990).

No presente capitulo definimos a poeira de Cantor aleatoria, um fractal que é
construido pela eliminacao recursiva do espacamento central gerado pelo minimo
e maximo de duas observagoes “ao acaso” — no sentido usual de uniformemente
distribuidas — de cada intervalo da anterior iteracao. Este nome justifica-se

plenamente, no sentido em que os valores esperados dos extremos dos intervalos de
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cada iteracao coincidem com os extremos dos intervalos da correspondente iteracao
na construcao da poeira de Cantor determinista.

Seguidamente calculamos a dimensao de Hausdorff — em termos intuitivos, um
parametro que avalia a que ponto um conjunto é denso — da poeira de Cantor
aleatoria, e encontramos um resultado surpreendente: apesar de a poeira de Cantor
ser o “fractal médio” da poeira de Cantor aleatoria, é mais denso — a dimensao de
Hausdorff da poeira de Cantor C é aproximadamente 0.63093, enquanto a dimensao
de Hausdorff da poeira de Cantor aleatoria Fy é aproximadamente 0.56155.

Leva-nos este resultado inesperado a definir mais geralmente conjuntos de
Cantor aleatorios Fx com X —~ Beta(p,q), calcular as suas dimensoes de
Hausdorff, e calcular as dimensoes de Hausdorff dos fractais deterministas que sao a
esperanca daqueles fractais aleatorios, num sentido similar ao de a poeira de Cantor
determinista ser a esperanca da poeira de Cantor aleatoria.

O fen6meno é geral, e para essa diferenca entre dimensoes de Hausdorff
encontramos uma explicacao que reforca a interpretacao de dimensao de Hausdorff

como reveladora da abundancia de pontos do fractal.

5.1 Dimensao de Hausdorff da poeira de Cantor

A poeira de Cantor, um famoso exemplo de auto-semelhanca de Georg Cantor, é
um dos fractais mais conhecidos e de mais facil construgao, mostrando ainda assim
muitas das caracteristicas tipicas dos fractais. Este conjunto é construido a partir
de um intervalo — sem perda de generalidade, o intervalo [0,1] —, através de uma
sequéncia de operacoes de eliminacao de subintervalos intermédios.

Considere-se entao o conjunto inicial Ey = [0,1], o qual é dividido em trés
segmentos de igual comprimento. Seja F; o conjunto obtido por eliminagao do

segmento intermédio de FEy; portanto FE) consiste na uniao de dois intervalos,
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5.1. Dimensao de Hausdorff da poeira de Cantor

Ey=1[0,3]U[3,1].

Dividindo cada um destes dois intervalos em trés partes iguais, e eliminando o
segmento intermédio de cada um deles, obtém-se o conjunto E5 formado pela uniao
quatro intervalos, isto &, E, = [0, 3] U [2,3] U[2, ] U [5,1].

Procedendo de modo andlogo, obtém-se o conjunto E, a partir da eliminagao
dos segmentos intermédios dos 2"~! subconjuntos que constituem o conjunto E,,_.
Assim, FE, é constituido pela uniao 2" intervalos, cada um com comprimento 37",

A poeira de Cantor C, é formada pelos pontos que estao em FE, para todo o n, ou

seja

C= ﬁ E,. (5.1)

A poeira de Cantor C, veja-se a Figura 5.1, pode ser vista como o limite da
sequéncia de conjuntos F, a medida que n tende para infinito. E impossivel desenhar
o proprio conjunto C com o seu detalhe infinitesimal, pelo que imagens de C tendem
a ser imagens de um dos F,, os quais sao uma representacao sugestiva de C quando
n é razoavelmente elevado. A primeira vista pode parecer que se retira tanto do
intervalo [0, 1] durante a construcao de C que “nada”, resta!. Na verdade, C é um
conjunto com um niumero infinito nao numeravel de pontos, o qual contém infinitos
pontos em qualquer vizinhanga de cada um dos seus pontos. De facto, é 6bvio que a
poeira de Cantor C consiste no conjunto de pontos pertencentes a [0, 1] cuja expansao
na base 3 niao contém o digito 1, ou seja, todos os nimeros Y >, ¢; 37" com ¢; =0
ou ¢; = 2 para cada . Note-se que, para obter F; a partir de Ejy removem-se esses
nimeros com ¢, = 1, para obter Fy a partir de F; removem-se esses nimeros com

co = 1, e assim sucessivamente.

1 Na k-ésima iteracdo do procedimento de eliminacio estamos a retirar 2¥~! segmentos de

comprimento %; assim, dados que os segmentos que retiramos sao disjuntos, estamos a retirar o

2k71

“comprimento”, Y.~ “z— = 1 ao comprimento de [0,1], o que justifica que adiante se diga que o

comprimento de C é 0.
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Figura 5.1: Construgao da poeira de Cantor
Algumas observagoes sobre a poeira de Cantor parecem pertinentes:

e C é auto-semelhante; de facto a parte de C no intervalo [0, %] de FE, e a parte

de C no outro intervalo [%, 1] de Ej, sao geometricamente semelhantes a C,

escalonadas por um factor % Também as partes de C em cada um dos quatro

1

intervalos de F» sao semelhantes a C mas escalonadas por um factor

, € assim
sucessivamente. O conjunto de Cantor contém copias de si proprio em muitas
escalas diferentes, a menos de uma mudanca de escala uma parte é semelhante

ao todo.

e O conjunto C tem uma estrutura “perfeita’, uma vez que contém o mesmo
detalhe de informacao em escalas arbitrariamente pequenas. Quanto mais se

amplia a imagem do conjunto de Cantor, mais espacos se tornam aparentes a

vista.

e Embora C tenha uma estrutura detalhada complexa, a sua definicao é muito

simples.
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e C pode ser obtido através de um procedimento recursivo de descricao muito

simples. A sua construcao consiste em retirar repetidamente o segmento
do meio dos intervalos. Passos sucessivos fornecem cada vez melhores

aproximacoes F, ao conjunto C.

A geometria de C nao é facilmente descrita em termos classicos, no sentido
em que nao ¢ um conjunto de pontos que satisfazem determinada condicao
geométrica simples, nem é um conjunto de solugoes de qualquer equagao
simples. Note-se, por outro lado, que a definicao de C como conjunto dos

pontos de [0,1] cuja expansao triddica nao tem uns é simples.

E dificil descrever a geometria local de C — em qualquer vizinhanca de de
cada um dos seus pontos existe um elevado nimero de outros pontos de C,

separados por espacos de comprimentos variados.

Embora C seja um conjunto bastante abundante (os seus pontos nao podem
ser indexados por N), a sua dimensao nao é quantificavel pelas medidas usuais
tais como o comprimento; de facto C tem comprimento zero, como atras

assinalamos.

Estas propriedades da poeira de Cantor sao similares as de muitos outros fractais.

Qualquer fractal tem uma estrutura excelente no sentido em que tem grande riqueza

de detalhe em todas as escalas. Muitos fractais tém algum grau de auto-semelhanca

— eles sao formados por partes que se parecem com o todo de alguma forma. Por

vezes a parecenca pode ser mais fraca do que a semelhanca geométrica rigorosa;

por exemplo, a semelhanca pode ser aproximada ou estatistica, veja-se por exemplo

Falconer, (1990).

Os métodos e calculos da geometria classica sao inadequados para estudar

fractais, pelo que sao necessarios métodos alternativos. Um conceito fundamental

na geometria fractal é o de dimensao. De uma forma grosseira, pode dizer-se que a
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dimensao fornece uma descricao da quantidade de espaco que um conjunto ocupa.
E um parametro que permite evidenciar as irregularidades de um conjunto quando
visto a escalas muito pequenas. A dimensao contém muita informacao acerca das
propriedades geométricas de um conjunto. Existem véarios tipos de dimensao, umas
mais satisfatorias que outras, que sao definidas de modo distinto, pelo podem dar
valores diferentes para o mesmo conjunto. A dimensao de Hausdorff é uma das
dimensoes mais utilizadas. Uma das formas de a definir, em espacos de dimensao 1,
é a seguinte:

[e.9]

Definicao 10. Seja F = ﬂ Fy, um congunto fractal construido recursivamente a

k=0
partir de Fy, em que apds a k-ésima iteragao se obtém Fj como uniao de ny linhas,

cada uma das quais de comprimento Ty p— 0. A dimensao de Hausdorff do
—0Q

conjunto F é

Dimy F = Tim 20%)

")
T

Vejamos o exemplo do calculo da dimensao de Hausdorff da poeira de Cantor:

(5.2)

Exemplo 8. ( k)
: . In(2 In (2)
.D = 1 =
imp € koo In (3)  In(3)

um valor entre 0 e 1 como esperado, porque a poeira de Cantor é muito mais do

~ 0.63093,

que um conjunto com uma infinidade numerdvel de pontos, o qual tem dimensao
0, e muito menos do que um comprimento de uma linha ou curva regular, a qual
tem dimensao 1. Assim, embora a poeira de Cantor tenha comprimento zero, a sua

dimensao fractal nao € de facto nula.

Anote-se que a dimensao de Hausdorff de um fractal nao é necessariamente
fraccionaria, veja-se por exemplo em Schroeder (1991), a descricdo da curva de
Hilbert 'H, com Dimy H = 2, como é de esperar de uma linha que passa por quase

todos os pontos do interior de um quadrado. Nao é decerto descabido apelar a
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5.1. Dimensao de Hausdorff da poeira de Cantor

intuicao interpretando a dimensao de Hausdorff de um fractal 7 como uma avaliacao
de a que ponto este é denso no espaco euclideano em que esté definido.

A dimensao de Hausdorff pode ser calculada de forma diversa da apresentada
em (5.2), como se pode ver em Falconer (1990, cap. 9). O processo apresentado por

Falconer tem a dupla vantagem de

e ser simples, pois recorre directamente a “razao de auto-semelhancas” entre

etapas sucessivas do procedimento recursivo de definir o fractal;

e poder ser generalizada de forma intuitiva para definir uma dimensao de

Hausdorff de fractais estocasticos, veja-se Falconer (1990, cap. 15).

Transcrevemos o enunciado do Teorema de Falconer (1990, cap. 9) que estabelece

que este procedimento de calculo, no caso determinista, é valido:

Teorema 4. Suponhamos que a condi¢ao do conjunto aberto, se verifica para as
similaridades S; definidas em R"™ com razoes ¢;, (1 <1 < m). Se F é o conjunto

imvariante satisfazendo

F=]JSF)
i=1
entao
dzmH F=s
onde s € a solucao de

No enunciado acima
e 51,59,...5, : R" — R" sao similaridades, com
|Si(z) = Si(y)| = cilz — y| (z,y € R")

onde 0 < ¢; < 1 (¢; é chamada a razao da similaridade S;). Assim, cada S;

transforma subconjuntos de R™ em conjuntos geometricamente similares.
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e S; satisfazem a condicao do conjunto aberto se existe um conjunto nao vazio

aberto e limitado tal que
m
Vo [)S:(V)
i=1
com a uniao disjunta.

Vejamos como exemplo a aplicacao a poeira de Cantor.

Exemplo 9. No procedimento iterativo para construcao da poeira de Cantor C, no

)

Lo . n—1 . .~ . . . .
n-ésimo passo cada um dos intervalos I,g cuja uniao € E, 1 dd origem a dois

subintervalos disjuntos Ié}j)ulé}jll, sendo Ly, a uniao dos 2" intervalos assim obtidos.
Ora IQ(Z) € obtido de I,gn_l) aplicando a similaridade

1
Sl(flf) = §£L‘
e IéZLl ¢ obtido de []gnq) aplicando a similaridade

1 2

Consequentemente, para poeira de Cantor, a condi¢cao do conjunto aberto verifica-se
para Sy e Sy com'V = (0,1). Entao Si(E,) e So(E,) sao precisamente as unioes das
“tercas partes” esquerdas e das metades direitas, respectivamente, dos intervalos cuja
uniao forma E,, donde E, = S1(E,_1) U So(E,_1). Assim os Ey sao invariantes
para as aplicacoes Sy e Sy, as quais representam as auto-similaridades fundamentais
do conjunto de Cantor.

Entao a dimensao de Hausdorff da poeira de Cantor € o real s que € a solugao
de (%)5 + (%)s =1, ou seja
In (2)

DimgC = n(3)

Note-se que esta forma de calcular a dimensao de Hausdorff mostra claramente
que esta avalia a expansao a que deveriamos sujeitar cada um dos subintervalos que

constituem C),, em cada etapa, para refazer C,,_.
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5.2 Poeira de Cantor aleatoria

Uma das vias do desenvolvimento da Matematica é decerto a aleatorizacao;
hé& intmeros exemplos de desenvolvimentos em que estruturas e leis deterministas
bem conhecidas surgem como esperancas matemaéticas de campos ou processos
estocasticos.

O conjunto de Cantor pode ser aleatorizado de muitas maneiras. A mais simples,
mas pouco interessante, é em cada passo do procedimento iterativo atras descrito
o conjunto E, ser obtido por eliminacao de um segmento escolhido ao acaso de
entre os trés segmentos iguais em que dividimos cada um dos 2"~! subconjuntos
que constituem o conjunto £, ;. Outra, mais complexa, consiste em cada passo,
cada um dos 2"~! subconjuntos que constituem o conjunto E,_;, ser dividido num
nimero aleatério N de segmentos iguais, de que se eliminam K escolhidos ao acaso.

Por outro lado, pode também aleatorizar-se o comprimento dos segmentos em
que se dividide cada um dos referidos subconjuntos.

Nesta seccao vamos ocupar-nos apenas do que denominamos poeira de Cantor

aleatoria. Definimos este fractal aleatorio da seguinte forma:

Definigao 11. Consideremos que,
L4 O() = [0, 1]

o Seja U —~ Uniforme(0,1), Uyo e Uss 0 minimo e o mdzrimo, respectivamente,
de uma amostra aleatdria de dimensao dois de U; Cy = [0, Uy.2] U [Usa, 1].

2n71 on

e Sendo C,_1 = U I,gnfl), C, = U [,gn), com
k=1 k=1

LP UL, =1 — D, U, k=1, -,

(n—1,k) (n—1,k) ~ L, .. .
onde U .5 e Uy sa0 0 minimo e o mdzximo, respectivamente, de uma
amostra aleatoria de dimensao dois de U,gn_l) ~ Uniforme([,in_l)).
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o F = ﬁ(]n.
k=1

Dizemos que F € um fractal aleatorio.

Justificamos, em detalhe, a razao que nos leva a denominar este fractal aleatorio
poeira de Cantor aleatoria. De facto, como a seguir se demonstra, os valores
esperados dos extremos dos subconjuntos I, £k = 1,...,2" de C, na construcao
da poeira de Cantor aleatéria Fy coincidem com os correspondentes extremos dos
subconjuntos de F,, na construgao da poeira de Cantor C. (Observe-se a Figura 5.2,
onde se pode visualizar a construcao da poeira de Cantor aleatoria, ao longo das

varias etapas.)

0 1 Eo

X©) 1 X© 22 E

X B 1 X1 B, XDl XL Dgy E2

XLEB 5 X2 ED g, X@DB 4, X(2DDig, Es
;ﬂ' ee 22 7)(“' £o 22 ;Q' ';E)z:z X(:D' D’::2

Figura 5.2: Construgao da poeira de Cantor aleatoria

Considere-se a partigao do intervalo [0,1] em trés segmentos de comprimento
aleatorio, determinados por dois pontos ao acaso, no sentido tradicional, de seguirem
uma lei uniforme: Sy = [0, X\9], S5 = XU, XV e 55 = [X39 1].

Do resultado geral sobre funcoes densidade de probabilidade do minimo e do

méaximo de uma amostra aleatoria de dimensao n de uma populacao com funcao
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densidade de probabilidade fyx, funcio de distribui¢io Fy e funcio cauda Fy,

i (@) = nFY (@) fx(2) 1

s(@) e fx,.(2) =nFy(2)fx(2) Ls(z)

(onde S denota o suporte da populagao parente) imediatamente se conclui que a

funcao densidade de probabilidade das estatisticas ordinais que delimitam o intervalo

central sao, no caso de parente uniforme e de uma amostra de dimensao dois

fyo (@) = 201 —a1) Loy(21);
[§]
fxéf)z)(ﬂfg) = 21’21(0’1)(1’2).
donde
ExY)] = / 22, (1 —z)dz; =2 B(2,2) =
e

1
B = [ 2adde.—
0

Concluimos assim que E[C}] = E}.

Note-se agora que, a definicao de C pode ser feita de uma forma muito anédloga

a que usamos para definir a poeira de Cantor aleatéria F

Definicao 12. Consideremos
e Fy=10,1].

[ E1 EO (%

on— 1 on
o Sendo E,_; = U ]In b U —b pn- 1)], entao
k=1 k=1
on 2n71
(n) (n) 1(n) (n) (n)
by = U]Ik’ = U ([ Qg by’ | U [a 2k+1’b2kz+1])
k=1 k=1
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com ) (

n n— n n— b(n_l —a Y

agk) = alg 1), bgk) = a,g Dy k 3 k|

I .
n n—1 n n—1
aék)—l-l = bl(c )k 3 —, bgk)—i-l = bgc :

e C= ﬂ E,.
k=1

Designamos C por poeira de Cantor.

Com esta notacao, facilmente se prova o resultado que pretendemos, o qual

enunciamos no teorema seguinte.

Teorema 5. Os walores esperados dos extremos dos subconjuntos I, k =
1,...,2" de C, na construcao da poeira de Cantor aleatoria Fy coincidem com
0s correspondentes extremos dos subconjuntos de E, na construgcao da poeira de

Cantor C, ou seja,

E[C,] = E,.

Demonstracao 3. Estabelecemos atrds que os valores esperados dos extremos do

(1) )

intervalos I, sio 0 e

1
5 € 0s dos extremos de [é

~ 2 .
sao 5 e 1, ou seja,

Ponha-se entao a hipdtese de inducao
G — 10) C _ -
E[Ik]_]lk;) j_]-y "-;n ]-7 k—].,...72n_1
Uma vez que

n n n—1 n—1,k n—1,k n—1,k n—1,k
Iék) U IQ(ki—l = Ilg : - ( 1(:2 )7 U2(:2 )) = [Xv U1(:2 )] U [U1(:2 )7Y]7
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E=1,...,271 — 1, onde X e Y sdo os extremos do intervalo aleatdrio I,gn_

seque-se que

n—1,k n—Lk
E[Ul(:Z )} = Exy) [EUfgfl’k)l(x,y) [Ul(i? )” -

Y - X
= E(va) {X‘i‘ 3 :| -

B b(n—l) _ (n—1)
_ a](;z D4 % ay, _

X

n—1,k n—Lk
E [U2(:2 )} = Exy) []EUQ(Z_l’k)I(x,Y) [UQ(Q )” -

Y - X
(n—1) (n—1)
_ plnD) _ by —ay _
k 3
n—1 n—1
_ ™D by — !
= Oopy1 = U 3

pois por hipdtese de indugao E[X] = a;"‘” e ElY] = bén_l).

Entao, como a,(fn_l) = ag,? e b,ﬁ"‘” = bgz)ﬂ, seque-se que

B[S U I =1 oLl k=127 —1

+1

e finalmente, como desejdvamos estabelecer

E[C,] = E,.
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Capitulo 5. Conjuntos de Cantor aleatérios

5.3 Dimensao de Hausdorff da poeira de Cantor

aleatoria

Os fractais apresentam algumas caracteristicas fascinantes, e por isso tém surgido
diversas extensoes aleatorias do conceito de fractal, consoante as caracteristicas dos
fractais deterministas que mais fascinaram quem as elaborou.

Um dos aspectos mais apelativos dos fractais é a recursividade na construcao, e
o reflexo que isso em geral tem no que se designa por auto-similaridade. De facto, os
mais famosos fractais tém a estranha peculiaridade de qualquer parte ser, a escala,
uma reproducao do todo, para usar a saborosa descricao de Paul Lévy?2.

Por isso, de entre as maualtiplas extensoes estocasticas do conceito de
fractal ternario de Cantor, apenas vamos considerar as que preservam alguma
auto-similaridade estocastica, nomeadamente conjuntos F que se adequam a

descricao que se segue:

F= ﬁ F,, (5.3)
n=0

onde [0,1] = Fy D Fy D ... D F, D ... é uma sequéncia decrescescente de intervalos
fechados, sendo F, a unido de 2" intervalos 1™ fechados e disjuntos.

Assumem-se as condigoes seguintes:

e Cada intervalo I™ de F, contém dois intervalos de F,+1 (dos trés segmentos

com comprimento aleatorio em que F;, é dividido, o segmento do meio é sempre

eliminado na etapa seguinte). Designam-se estes intervalos por [g”l) e II(%"H).

Ién—i—l)

O limite inferior de coincide com o limite inferior de I™ e o limite

1)

superior de I}?* coincide com o limite superior de 1.

2 Lévy (1938). Les courbes planes ou gauches et les surfaces composées de parties semblabes

au tout, Jour. Ec. Pol. (8) 7, 227-247; 8, 249-291.
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5.3. Dimensao de Hausdorff da poeira de Cantor aleatoria

. 1 1) L .
e Os comprimentos dos segmentos I£n+) e Igwr) sao aleatorios, e exige-se
(n+1)
L . . . I
auto-semelhanca estatistica pela necessidade dos racios C'(Ln) = | ﬁm)‘ | terem a

mesma distribuicao de probabilidade, quaisquer que sejam as etapas n e n+1

e qualquer que seja o intervalo 1™ de F,, e também pela necessidade dos

(n+1)
. I
racios C’gl) = ||§<n)|‘

terem a mesma distribuicao de probabilidade, qualquer
que sejam as etapas n e n + 1 e qualquer que seja o intervalo 1™ de F,.
Note-se que os racios C\™ e C\" ndo tém que ter a mesma distribuicdo de

probabilidade e nao sao independentes.

Como se assume que, para as varias etapas n, comn = 0,1,2, ..., todos os racios

C’,gn) tém a mesma distribuicao de probabilidade, pode usar-se em particular o racio

0 _ 1 _ g (1)
C, =0 = o = 1 = |I;”]; e do mesmo modo, como se assume que, para as
varias etapas n, comn = 0, 1,2, ..., todos os racios C](%") tém a mesma distribuicao de
. : ;o 0) _ 11 _ 111
probabilidade, pode usar-se em particular o racio Cy = C,’ = T = = 11y

Falconer (1990, cap. 15), demonstra o seguinte resultado:

Teorema 6. Com probabilidade 1, o conjunto de Cantor aleatorio (5.3) tem

dimensao de Hausdorff , Dimy F igual a s, que € a solu¢ao da equagao
E[C]+C5] = 1. (5.4)

Note-se que, tal como no procedimento descrito no Teorema 4 para calcular a
dimensao de Hausdorff de um fractal determinista com base nas auto-similaridades
decorrentes do modo recursivo como era construido, s determina a expansao a que
teria que se sujeitar cada elemento de F;, para “refazer” F,,_;.

Vejamos entao a dimensao de Hausdorff da poeira de Cantor aleatoria definida
na sec¢ao anterior.

Nesse caso, tem-se que

Cy = IV = | X1 — 0] = X120
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Capitulo 5. Conjuntos de Cantor aleatérios

Co = |13 = 1 = Xaa| = 1 = Xso
onde X, e Xso sao estatisticas ordinais associadas a uma amostra aleatoria
(X1, X5), vector aleatorio cujas margens univariadas X;, com i = 1,2, sdo variaveis
aleatorias independentes com distribuicao idéntica a do modelo X da populacao,
Fx(x); mais especificamente sao, respectivamente, 0 minimo e o maximo da amostra

aleatoria referida.

De

1 1
1=E[C]+C5] = / 2’ fx,,(x)dr + / (1—2)° fx,,(z)dx =4B(s + 1,2)
0 0
conclui-se que

17 —
DimH}'—S—@

~ (0.56155,

quase certamente.

A primeira vista este resultado parece interessante, uma vez que indica que a
poeira de Cantor aleatoria seria tendencialmente menos “densa” em [0,1] do que a
poeira de Cantor (Dimg C ~ 0.63093).

Como C = X5 tem funcao densidade de probabilidade fe, (z) = 2(1—x)Ij1y(x),

5 1
P[C) <E[Ci]] = 9~ 9

Acresce que a mediana de C é aproximadamente 0.293 < E[C'], e portanto em mais
de metade dos casos o comprimento de C vai ser inferior a 0.293. Os resultados no
que se refere ao comprimento de Cs sao idénticos.

Assim, o factor de expansao s que é necessario utilizar para E [C} + C5] = 1 (isto
é, que aplicado a cada iteragdo F), reconstruisse F;,_1) seria necessariamente menor
do que DimpgC.

No entanto esta explicagao intuitiva tem duas falhas incontornéveis:

1. Se E[F] = C, necessariamente tal como héa realizagoes da poeira de Cantor
aleatoria menos densas do que C teria que haver outras realizacdes mais densas,

que reequilibrassem a situacao.
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2. A andlise simplista que parece apoiar o calculo feito nao tem em conta um

factor essencial: ' e C5 sao mutuamente dependentes!

Assim, em nossa opiniao a questao tem que ser aprofundada, o que faremos depois
de abordar outros fractais aleatorios que generalizam de forma diversa a poeira de

Cantor C.

5.4 Fractais aleatorios Fy, e correspondentes

fractais C Xpa deterministas

Vamos agora tomar o caminho inverso, comecar por definir conjuntos aleatorios
usando como populagiao parente X —~ Beta(p, q).

Ao segmento [0, 1] retira-se Sy = [X1.0, Xo.o], onde Xj.2 e Xo.0 880 0 minimo e
o méximo, respectivamente, de duas observacgoes independentes da populacao X —
Beta(p, q;0,1). Depois, em cada passo, retiram-se aos segmentos sobrantes o spacing
médio S; em cada um dos segmentos que remanescem do passo anterior. Fx, € a
interseccao dos conjuntos assim obtidos em cada etapa.

O “fractal médio” Cx,, correspondente a Fx, € a interseccao dos conjuntos
que se obtém da seguinte forma: partindo de [0, 1] retira-se [E[X1.2], E[X5.0]], que é
o spacing esperado, e este procedimento é repetido em cada um dos subconjuntos

remanescentes do passo anterior.

Comecemos por observar, com toda a generalidade, que se X for uma variavel
aleatoria positiva com fungao de distribuigao Fx(z), entao se o seu valor médio E[X]

existe, este pode ser determinado usando (5.5).

IE[X]:/O "1 = Fy(a))ds (5.5)
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Capitulo 5. Conjuntos de Cantor aleatérios

Sabemos que as fun¢oes de distribuicao do minimo e do maximo de uma amostra

aleatoria de dimensao dois, sao dadas respectivamente por (5.6) e (5.7).

FXl:Q(l‘) = 1- (1 - Fx([E))Q; (56)

Fxy,(z) = (Fx(2))%, (5.7)

e consequentemente, se existirem, os valores médios do minimo e do maximo de
uma amostra aleatoria de dimensao dois de uma variavel positiva com func¢ao de

distribuigao F'x sao dados respectivamente por (5.8) e (5.9).

E[X12] = /0(1—Fx(x))2da;; (5.8)

E[Xs9] = /0(1—(FX(x))2)da:. (5.9)

A expressao acima é facilmente calculada, de forma exacta, quando X —~

Beta(p, q) com p ou g tomando os valores 1 ou 2:
Se ¢ = 1, ou seja se X —~ Beta(p, 1),

Fx<I> = .CL’pI(O’l)(I‘) + I(l,oo)(x)

Consequentemente
2p?
E[Xi.] = ; 5.10
- (p+1)(2p+1) 510)
2p
E[ X5, = . 11
[X2:2] 1 (5.11)

Designando por S = X290 — X719 0 spacing intermédio, a retirar em cada etapa

da construcao do conjunto de Cantor aleatorio, temos que

2p

E[Ss] = E[X9.s — Xi1:0] = GiD D)
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5.4. Fractais aleatorios Fy, , e correspondentes fractais Cx, , deterministas

Para calcular a dimensao de Hausdorff do conjunto de Cantor aleatorio
construido por supressao iterada do spacing intermédio numa populagao Beta(p, 1)

utilizando o Teorema 6, (Falconer (1990), cap. 15), basta recordar que

fxa(x) = (2paP~" = 2pa® o) (2);

fX2;2(x) = 2px2p_1](0,1)(‘r)'
e resolver a equacao seguinte em ordem a s:

1 1
E[C]+C5l =1 <~ / 2° fx,,(x)dx —i—/ 2 fx,, (1 —x)de =1
0 0

1 1
= / 2*2paPt — 2pa*ldx —I—/ 5(2p(1 — 2)* dx = 1
0 0

1 1 T(s+1)T(2p) 1
= —~ + =
p+s 2p+s TI'(2p+s+1) 2p

O correspondente conjunto de Cantor determinista obtém-se partindo do
segmento [0,1] e suprimindo iterativamente os segmentos [E[X;.o], E[Xs.5]], com
parente X —~ Beta(p, 1).

Para determinar a dimensao de Hausdorff deste conjunto de Cantor determinista,
construido usando a distribui¢ao Beta(p, 1), baseamo-nos no Teorema 4 (Falconer

(1990), cap. 9), resolvendo a equac¢ao (5.12) em ordem a s.
(E[Xl;z])s + (1 — ]E[XQ:Q])S - 1 (512)

Note-se que em cada etapa da construcao do conjunto de Cantor determinista,
as razoes de similaridade sao ¢; = E[Xj.5] e ¢ = 1 — E[X5.5] para o intervalo da
esquerda e da direita, respectivamente. As expressoes de E[X.5] e E[X3.5] foram

calculadas em (5.10) e (5.11).

Se ¢ = 2, ou seja se X —~ Beta(p,2), entao a fungao densidade de probabilidade

da variavel aleatoéria X é dada por
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Capitulo 5. Conjuntos de Cantor aleatérios

1

= mx”’l(l —z)=p(p+ 12" (1 - x)101)(z).

fx(z)

a respectiva fungao de distribuigao é

Fx(z) = /Oxp(p + 1)1 — t)dt

= ((p+1)a” — pa"™) L) (x) + I1,00)(2). (5.13)
Usando (5.8) e (5.9) e (5.13).
! 2
E[Xi2] = / (1= (p+1)a? + pa?*') du
0
1 1 1
= / dr —2(p + 1)/ 2Pdx + (p+ 1)2/ r*dx
0 ) 0 ) 0 )
+2p/ P dr — 2p(p + 1)/ x2p+1dﬂc+p2/ P2y
0 0 0

2p  (p+1)? P
— + + —(p+1 5.14
o2t Ty Y (5.14)

E[Xy,] = /01 (1 —((p+1)2” _pxp+1)2> dw

1 1 1
= / dx — (p+ 1)2/ v?dx + 2p(p + 1) / vy
0 0 0

1
_pz/ 2202y
0

p+1)?  p?
2p+1  2p+3

= ptl-— (5.15)
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5.4. Fractais aleatorios Fy, , e correspondentes fractais Cx, , deterministas

Portanto, o valor médio do spacing intermédio é dado por:

E[S:]

E[Xs.] — E[X.0]
1 2 2
pap_tD”
2p+1  2p+3
(2 (p+1)? P i)
p+2 2p+1 2p+3
2p+1)2 22 2
op 42— 2D d P (5.16)

w+1  2p+3 p+2

Para calcular a dimensao de Hausdorff do conjunto de Cantor aleatoério

construido usando a distribuigdo Beta(p,2), pelo Teorema 6 (Falconer (1990), cap.

15), usando (5.6) e (5.7), podem determinar-se as fun¢oes de distribui¢ao do minimo

e do maximo

FX2:2 (.13) =

(22” + 2pa? — 2 — 2pa® — p*a® — 2paP ™!

+2pz PPt 4 2Pl p2x2p+2) Ty () + 11,00)(2);

(pr 1 opr®P 4 p2a — oppPtl _ op2g 2l

+p2x2p+2) I(O,l) (.1') —+ [(1’00) (I’)

e derivando-as obtém-se as funcoes de densidade de probabilidade destas estatisticas
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Capitulo 5. Conjuntos de Cantor aleatérios

ordinais

fxia(@) = 2p(p+ 1)1 = 2)2" (1 = (p+ 1)a? + pa”™ ) Lo 1) ()
= 2pxP™t 4 2%l — 2pa? — 2p*aP + 2px?P
_|_6p2x2p + 4p3x2p _ 2px2p—1 _ 4p21,2p—1

_2p3x2p—1 _ 2p2x2p+1 _ 2p3x2p+11(071) (l‘),

fxaa(®) = 2p(1+p)(=1+p(z —1))(z — )2 o (2)
= (—2px2p — 6p*z® — Ap3a® + 2pa®Pt 4 4pa?rt
+2p°x? 4 2% 4+ 2p% P g1y (2).

Resolve-se a equacao seguinte em ordem a s, obtendo assim a dimensao

se Hausdorff do conjunto de Cantor aleatério construido usando a distribuicao

Beta(p, 2).
1 1
EC;+Ci]=1 < / z° fe, (x)dx +/ z’ fo,(x)dr =1

0 0

1
— / ° fx,,(x)dx +
1
/ 2 fx,,(1 —x)dr =1
0

— /01 25(—2p(p + 1)(z — Dz 1 (1 — (p+ 1)a? + paPth))dx

+/0 2*(2p(p 4+ 1)(—1 — pr)z(1 — 2)* Hdr = 1

2p%(p+ 1)%(2 + 4p + 3s)
(p+s)(I+p+s)2p+s)(1+2p+s)(2+2p+s)

+2p(p + 12+ s+pd+s)T'(2p)T(2+ s)

=1.
IF'B+2p+s)

Para determinar a dimensao de Hausdorff do correspondente conjunto de Cantor
determinista, construido usando a distribui¢ao Beta(p,2), baseamo-nos no Teorema

4 (Falconer (1990), cap.9), resolvendo a equagao (5.17) em ordem a s.
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5.4. Fractais aleatorios Fy, , e correspondentes fractais Cx, , deterministas

(E[X12])" + (1 — E[X22])* =1 (5.17)

As expressoes de E[X;.] e E[X5.5] s@o dadas pelas expressoes (5.14) e (5.15),

respectivamente.

Genericamente, se X —~ Beta(p,q) — e como se X —~ Beta(p, q), entdo 1 — X —~
Beta(q, p), basta tratar um dos casos —, os calculos sao analiticamente infactiveis,
mas as expressoes prestam-se a avaliacao numérica simples usando software
apropriado, por exemplo o Mathematica. A fungao densidade de probabilidade da

variavel aleatoria X —~ Beta(p, q) é dada por

1 p—1 qg—1
fx(z) = Bl a)” (1 =)' o1)(2).

a respectiva funcao de distribuicao é

’ 1 p—1 q—1
Fy(z) = /0 Bt =t o) + T (@) (5.18)

Assim, os valores médios do minimo e do maximo de uma amostra aleatéria de

dimensao dois, podem ser calculados usando (5.8) e (5.9), usando (5.18).

E[X1a] — /0(1—FX(x))2dx

- /01 (1 — /Ox %tp—l(l — t)q—ldt>2 dx

E[X5n] — /0 (1- (Fx(2))) da

- /01 (1 — (/Om B(; q)tp—1(1 — t)q_ldt)2> dz.

Portanto, o valor médio do spacing intermédio é dado por:

E[Ss] = E[X2.] — E[X12].
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Por outro lado, a funcao densidade de probabilidade do spacing intermédio S, é

dada por

1
B(p,q)

fs,(2) =2 ( )2 /OH N1 —2) (24 2)P 1 — 2 — 2)T e

Logo, a probabilidade do comprimento aleatério do spacing intermédio Sy ser
superior ao comprimento determinista do mesmo, pode ser calculada da seguinte
forma:

1

IP)[SQ > E[SQH = " f52 (Z)dZ

e Quando ¢ = 1, ou seja, quando X —~ Beta(p, 1), entao a fungao densidade de
probabilidade do spacing intermédio Sy é dada por

folz) = 2 ( Bé’ 1)>2 /0 e e

1-2
— 2p2/ 2?7z + )P da
0

e Quando g = 2, ou seja, quando X —~ Beta(p,2), entao a fungao densidade de
probabilidade do spacing intermédio Sy é dada por

fs,(2) = 2 (ﬁ) 2 /012 (1 —2)(z+2)P (1 — 2 — 2)dx

b,

1—z

_ 2p2(p+1)2/0 21— 2)(2 4+ 2)P (1 — 2 — w)da

Na Tabela 5.1 podemos observar, para alguns valores de p e ¢, a probabilidade
do comprimento aleatoério do spacing intermédio Sy ser superior ao comprimento
determinista, bem como as dimensoes de Hausdorff dos respectivos conjuntos de
Cantor aleatorio e determinista.

Podemos verificar que para cada uma das betas consideradas, Beta(p,1) e

Beta(p,2), temos
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Tabela 5.1: Probabilidades do comprimento aleatério do spacing intermédio Sy ser

superior ao comprimento determinista e dimensoes de Hausdorff

p q E[SQ] M@d(SQ) ]P)[SQ > E[SQH DimygFx | DimgF

0.1 |1]0.151515 | 0.026300 0.293280 0.352648 | 0.557659
0.25 | 1 0.266667 | 0.172200 0.392116 0.436276 | 0.5978127
0.5 |110.333333 | 0.278630 0.434425 0.500000 | 0.600967
0.75 | 1| 0.342857 | 0.299360 0.443826 0.536400 | 0.617679
1 11 0.333333 | 0.292893 0.444444 0.561553 | 0.630930
1.5 | 1] 0.300000 | 0.259473 0.437901 0.5695741 | 0.651179
2 1| 0.266667 | 0.225220 0.429426 0.618907 | 0.666305
3 1] 0.214286 | 0.173688 0.415534 0.649741 | 0.688046
5 1| 0.151515 | 0.116921 0.399752 0.685187 | 0.715013
20 1| 0.046458 | 0.033219 0.376770 0.761324 | 0.778206

0.1 |2|0.081845 | 0.010338 0.260435 0.417567 | 0.586921
0.25 | 2 | 0.158730 | 0.081557 0.349471 0.502501 | 0.611604
0.5 |2 0.225000 | 0.165812 0.399198 0.563298 | 0.636423
0.75 | 2 | 0.254545 | 0.206609 0.419337 0.596491 | 0.653356
1 2 | 0.266667 | 0.225222 0.429426 0.618907 | 0.666305
1.5 | 2] 0.267857 | 0.232474 0.437156 0.648970 | 0.685617
2 2| 0.257143 | 0.223925 0.437868 0.669269 | 0.699867
3 2| 0.228571 | 0.196836 0.433337 0.696464 | 0.720341
5 21 0.179820 | 0.150747 0.423116 0.728262 | 0.746003
20 2| 0.064972 | 0.051222 0.401046 0.798716 | 0.807604
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e Embora ambas as dimensoes de Hausdorff dos respectivos conjuntos de Cantor
aleatorio e determinista sejam ambas crescentes com o aumento do parametro

livre p, em cada caso, tem-se sempre DimyFyx < DimygF.

e Relativamente ao valor esperado do spacing intermédio Sy e a probabilidade
do comprimento aleatorio desse spacing intermédio exceder o respectivo
comprimento determinista (dado pelo valor esperado do spacing), podemos
constatar que sao ambos crescentes com o aumento do parametro livre até ao

caso de p = ¢, ap6s o que ambos decrescem.

Assim, reforca-se a aparéncia de que o fractal aleatorio deveria ter uma dimensao
de Hausdorff maior do que o correspondente fractal determinista. Mostramos
seguidamente que é uma falsa aparéncia, pois de facto quando numa etapa ¢ retirado
um spacing menor do que o spacing esperado, na etapa seguinte os segmentos
sobrantes sao compensatoriamente maiores, e por isso ha uma probabilidade elevada
de lhes retirar nessa etapa spacings intermédios maiores.

Para ilustrar isso, vamos indicar a probabilidade de a soma dos comprimentos
dos segmentos que sdo retirados até & k-ésima etapa (k = 1,...,5) na construcao
do fractal aleatorio, que designamos Séﬁi, excederem o comprimento da soma dos
segmentos retirados na construcao do correspondente fractal determinista, que
denotamos Séf%.

Para efectuar a simulacao de Monte Carlo para determinacao dessas
probabilidades e correspondentes intervalos de confianca de 95%, usamos em cada
caso 5000 runs. Por outro lado, para calculo do valor de referéncia do fractal
determinista, necessario se tornava conhecer Sg%.

Note-se que na primeira etapa se tem [0, a|U[b, 1], onde a = E[X}.5] e b = E[Xa.5],
que atras discutimos e calculamos para os valores dos parametros para que fazemos

este estudo.

oo Ao alk
O resultado que se segue indica o valor de referéncia Sé 1))3
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Teorema 7. O comprimento da soma dos segmentos retirados na construcao de um
fractal determinista até a k-ésima etapa, que denotamos Sg% pode ser calculado do

sequinte modo:

S¢h=1—(a+(1-0b)*,

onde a = E[X1.5] e b=E[Xs9].

Demonstracao 4. Demonstremos primeiro por inducao que na etapa E,, o
conjunto de Cantor deterministico € constituido por 2™ intervalos, com comprimento
total dado por (a+ (1 —1b))". Depois basta pensar que se o intervalo inicial na
etapa 0 tem comprimento 1, entao a soma dos comprimentos dos segmentos que $ao
retirados até a n-ésima etapa na construcao do fractal determinista, que designamos
Séj%, ¢ dada por 1 — (a+ (1 —b))".

Na etapa E,, o conjunto de Cantor é constituido por 2' intervalos, com
comprimento total dado por a + (1 —b) = (a+ (1 —b))".

Considere-se entao Hipotese de indugao: Na etapa E,, o conjunto de Cantor
deterministico € constituido por 2" intervalos, com comprimento total dado por

(a4 (1 —=10))", que pode ser reescrito como

n

> (M-t

k=0

Tese: Na etapa E, 1, o conjunto de Cantor deterministico é constituido por 27!
intervalos, com comprimento total dado por (a + (1 —b))" ™.

Cada intervalo dos 2™ intervalos da etapa E,, perde uma parte central na etapa E, 1,
originado dois intervalos, respectivamente com comprimentos a - a*(1 — b)" % =

a1 —b)"F e (1 —b) - a®(1 —b)"F = a*(1 — b)""7k. Consequentemente, na

etapa E, 1, o nimero total de intervalos serd 2 - 2" = 2" sendo a soma total dos
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comprimentos desses intervalos dada por

n

Z (Z) [ak+1(1 _ b)n—k + ak(l _ b)n+1—k]

= a) (a1 =b)"F+1-b> (Ha*(@-b)""
= ) (Hd1—-b)"*a+1-0)

— (at1—b)"at+1—b)

= (a+1-0b)"t.

Nas Tabelas 5.2 e 5.3, apresentam-se as probabilidades P[Séi), > Séf%], para

k=1,...,5, e os respectivos intervalos de confianca a 95%.

Assim, observa-se que etapa a etapa P[Séi)l > Sék,)j] vai crescendo
consistentemente, e exceptuando os casos em que a dimensao de Hausdorff do fractal
aleatorio e do correspondente fractal determinista sao valores muito préximos, a
quinta etapa ja indica claramente — ao invés do que conclusoes precipitadas tiradas
com base apenas na primeira etapa — que é intuitivo que o fractal aleatério tem

quase certamente uma dimensao inferior a do correspondente fractal determinista,

como de facto os nosso céalculos indicam!
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Tabela 5.2: Estimativas e intervalos de confianca a 95% para as probabilidades

do comprimento aleatorio do spacing intermédio Sy ser superior ao comprimento

determinista

B(p.1) 1* Etapa 2% Etapa 3 Etapa

Est.1 1.C.1 Est.2 1.C2 Est.3 1.C.3
B(0.1,1) 0.2874 (0.2748;0.2999) 0.3836 | (0.3701;0.3971) | 0.4500 | (0.4362;0.4638)
B(0.25,1) | 0.3930 (0.3794; 0.4065) 0.4730 | (0.4592;0.4868) | 0.5330 | (0.5192;0.5468)
B(0.5,1) 0.4254 (0.4117;0.4391) 0.5120 | (0.4981;0.5259) | 0.5508 | (0.5370;0.5646)
B(0.75,1) | 0.4340 (0.4202;0.4477) 0.5068 | (0.4929;0.5207) | 0.5554 | (0.5416;0.5692)
B(1,1) 0.4450 | (0.4312;0.4588) | 0.5110 | (0.4971;0.5249) | 0.5342 | (0.5204;0.5480)
B(1.5,1) 0.4434 (0.4296;0.4572) 0.4914 | (0.4775;0.5053) | 0.5168 | (0.5030;0.5307)
B(2,1) 0.4270 (0.4132;0.4407) 0.4810 | (0.4672;0.4949) | 0.5136 | (0.4998;0.5275)
B(3,1) 0.4228 (0.4091; 0.4365) 0.4838 | (0.4700;0.4977) | 0.5236 | (0.5098;0.5374)
B(5,1) 0.4000 (0.3864;0.4136) 0.4596 | (0.4458;0.4734) | 0.4836 | (0.4698;0.4975)
B(20,1) 0.3770 | (0.3635;0.39043) | 0.4194 | (0.4057;0.4331) | 0.4360 | (0.4223;0.4498)
B(p.q) 4* Etapa 52 Etapa

Est.A4 1.C4 Est.5 1.C'5
B(0.1,1) 0.4960 (0.4821;0.5099) 0.5298 | (0.5160;0.5436)
B(0.25,1) | 0.5724 (0.5587;0.5861) 0.5950 | (0.5814;0.6086)
B(0.5,1) 0.5836 (0.5700; 0.5973) 0.5974 | (0.5838;0.6110)
B(0.75,1) | 0.5792 (0.5655;0.5929) 0.5942 | (0.5806;0.6078)
B(1,1) 0.5484 (0.5346; 0.5622) 0.5628 | (0.5491;0.5766)
B(1.5,1) 0.5342 (0.5204; 0.5480) 0.5390 | (0.5252;0.5528)
B(2,1) 0.5388 (0.5250;0.5526) 0.5444 | (0.5306;0.5582)
B(3,1) 0.5492 (0.5354; 0.5630) 0.5596 | (0.5458;0.5734)
B(5,1) 0.4948 (0.4809; 0.5087) 0.5180 | (0.5042;0.5319)
B(20,1) 0.4488 (0.4350;0.4625) 0.4506 | (0.4368;0.4644)
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Tabela 5.3: Estimativas e intervalos de confianca a 95% para as probabilidades

do comprimento aleatorio do spacing intermédio Sy ser superior ao comprimento

determinista (Cont.)

B(p.2) 1* Etapa 2% Etapa 3% Etapa

Est.1 1.C.1 Est.2 1.C2 Est.3 1.C3
B(0.1,2) 0.2590 | (0.2469;0.2711) | 0.3440 | (0.3308;0.3572) | 0.3980 | (0.3844;0.4116)
B(0.25,2) | 0.3425 | (0.3294;0.3557) | 0.4115 | (0.3979;0.4251) | 0.4565 | (0.4427;0.4703)
B(0.5,2) 0.3965 | (0.3829;0.4101) | 0.4720 (0.4582;0.4858) 0.5060 | (0.4921;0.5199)
B(0.75,2) | 0.4115 | (0.3979;0.4251) | 0.4755 | (0.4617;0.4893) | 0.5145 | (0.5007;0.5284)
B(1,2) 0.4274 | (0.4137;0.4411) | 0.4806 (0.4668; 0.4945) 0.5100 | (0.4961;0.5239)
B(1.5,2) 0.4328 | (0.4191;0.4465) | 0.4880 (0.4741;0.5019) 0.5124 | (0.4985;0.5263)
B(2,2) 0.4350 | (0.4213;0.4487) | 0.4708 | (0.4570;0.4846) | 0.4968 | (0.4829;0.5107)
B(3,2) 0.4316 | (0.4179;0.4453) | 0.4790 (0.4652;0.4929) 0.4914 | (0.4775;0.5053)
B(5,2) 0.4146 | (0.4009;0.4283) | 0.4566 (0.4428;0.4704) 0.4826 | (0.4688;0.4965)
B(20,2) 0.4108 | (0.3972;0.4244) | 0.4392 (0.4254; 0.4530) 0.4558 | (0.4420;0.4696)
B(p.q) 4% Etapa 5* Etapa

Est.A4 1.C4 Est.5 1.C5
B(0.1,2) 0.4360 | (0.4223;0.4498) | 0.4750 | (0.4223;0.4498.)
B(0.25,2) | 0.4770 | (0.4632;0.4908) | 0.5100 (0.4632;0.4908)
B(0.5,2) 0.5320 | (0.5182;0.5458) | 0.5540 (0.5182;0.5458)
B(0.75,2) | 0.5355 | (0.5217;0.5493) | 0.5380 | (0.5217;0.5493)
B(1,2) 0.5200 | (0.5062;0.5339) | 0.5364 (0.5062;0.5339)
B(1.5,2) | 05232 | (0.5094;0.5370) | 0.5298 | (0.5094;0.5370)
B(2,2) 0.5134 | (0.4996;0.5273) | 0.5168 | (0.4996;0.5273)
B(3,2) 0.4948 | (0.4809;0.5087) | 0.4978 (0.4809; 0.5087)
B(5,2) 0.4922 | (0.4783;0.5061) | 0.4942 | (0.4783;0.5061)
B(20,2) | 0.4636 | (0.4498;0.4774) | 0.4692 | (0.4498;0.4774)
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