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RESUMO

Os coeficientes de Littlewood-Richardson surgem inicialmente no contexto das
fungoes de Schur. A primeira regra para os determinar foi apresentada por Little-
wood e Richardson, nos anos trinta, e descreve-os como contando certos tipos de
tableaux de Young enviesados. Contudo, s6 mais tarde, no final dos anos setenta, foi
apresentada uma demonstragao rigorosa, por Schiitzenberger e Thomas — baseada na
teoria entretanto desenvolvida em torno de tableaux de Young, em particular a corres-
pondéncia RSK e o jeu de taquin. Mais recentemente, a partir dos anos oitenta, tém
sido apresentadas outras interpretagoes combinatérias para estes coeficientes, bem
como demonstracoes mais simples da regra de Littlewood-Richardson.

O objectivo desta dissertagao passa por apresentar tanto uma abordagem classica
aos coeficientes de Littlewood-Richardson, como também expor varias outras inter-
pretacoes mais recentes, tornando claras as correspondéncias entre elas. Destacamos
os padroes de Gelfand-Tsetlin, as colmeias de Knutsen e Tao, e os tridngulos de
Berenstein-Zelevinsky.

Para além de uma breve referéncia a tableaux de Young e alguns dos seus al-
goritmos combinatérios mais importantes, nesta dissertacao serao apresentadas os
principais resultados relativos a fun¢ées de Schur; evidenciamos a sua relacdo com
tableaux e observamos que formam uma base para a algebra das fungoes simétricas.
O produto de fungoes de Schur, bem como as fungoes de Schur indexadas por formas
enviesadas, motivam a introducdo dos coeficientes de Littlewood-Richardson, como
sendo os coeficientes que aparecem numa combinacao linear de outras funcgdes de
Schur.

Segue-se a apresentacdo da abordagem classica & regra de Littlewood-Richardson:
enunciada em termos de certos tipos de tableaux enviesados e demonstrada com re-
curso ao jeu de taquin. Serd também apresentada uma demonstragao mais recente,
que se baseia nas involugdes de Bender-Knuth, inicialmente utilizadas na demons-
tragdo da simetria das fungdes de Schur. Para concluir, serdo apresentadas algumas
estruturas combinatorias mais recentes que sao também contadas pelos coeficientes
de Littlewood-Richardson, estabelecendo-se bijeccoes entre elas.

Palavras-chave: Particoes; tableaux de Young; funcoes simétricas; funcoes de
Schur; coeficientes de Littlewood-Richardson.
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ABSTRACT

The Littlewood-Richardson coefficients initially emerge in the context of Schur
functions. The first rule to determine them was presented by Littlewood and Richard-
son, during the thirties, and describe them as counting certain types of skew Young
tableaux. However, it was only in the late seventies that a rigorous proof was
presented, by Schiitzenberger and Thomas — based on the theory regarding Young
tableaux developed in the meantime, particularly the RSK correspondence and jeu de
taquin. More recently, from the eighties, other combinatorial interpretations for these
coefficients have been presented, as well as other simpler proof for the Littlewood-
Richardson rule.

The purpose of this thesis is to present a classical approach to the Littlewood-
Richardson coefficients, as well as expose other recent interpretations, making clear
the correspondence between them. We will highlight the Gelfand-Tsetlin patterns,
the Knutsen-Tao hives and the Berenstein-Zelevinsky triangles.

In this thesis, beside a brief reference to Young tableaux and its most important
combinatorial algorithms, we will present the main results regarding Schur functions;
we highlight their relation with tableaux and remark that they form a basis for the
algebra of symmetric functions. The product of Schur functions, as well as the skew
Schur functions, motivate the introduction of the Littlewood-Richardson coefficients,
as the coefficients that arise in a linear combination of other Schur functions.

It follows the presentation to the classical approach to Littlewood-Richardson rule:
we will enunciate it in terms of certain types of skew tableaux and prove it using jeu
de taquin. It will also be presented a more recent proof, based on the Bender-Knuth
involutions, that are used to prove the symmetry of Schur functions. To conclude, we
will present some recent combinatorial structures that are also counted by Littlewood-
Richardson coefficients, establishing bijections between them.

Keywords: Partitions; Young tableaux; symmetrical functions; Schur functions;
Littlewood-Richardson coefficients.
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PREFACIO

As fungdes de Schur sdo fungoes simétricas indexadas por partiges, que formam
uma, base para a &lgebra das funcoes simétricas. Os coeficientes de Littlewood-
Richardson surgem inicialmente relacionados com as func¢oes de Schur — sio os co-
eficientes que aparecem no desenvolvimento nessa base quer do produto de fun¢oes
de Schur, quer das fun¢oes de Schur enviesadas. Porém, as suas aplicagoes sdo mais
vastas, ocorrendo também no contexto de representagoes de S,, e GL,(C), no célculo
de Schubert ou nos valores préprios de matrizes hermiticas.

A primeira formulacao da regra de Littlewood-Richardson foi apresentada em 1934
por Littlewood e Richardson, estabelecendo que o coeficiente de uma fun¢do de Schur
que aparece no produto de duas outras fungoes de Schur pode ser calculado em ter-
mos de certos tableaux. Embora a regra fosse enunciada como um teorema geral, a
demonstracao contemplava apenas casos muito simples. Em 1938, Robinson afirma
ter demonstrado a regra; contudo, a sua prova era demasiado intrincada e continha
véarias falhas.!

A regra de Littlewood-Richardson permaneceu sem demonstragdo até aos anos
70. Entretanto, foram feitos varios avangos na teoria dos tableaux de Young. Em
particular, Schensted introduziu nos anos 60 uma constru¢dao com tableaux, que se
provou ser equivalente & desenvolvida por Robinson em 1938, estabelecendo-se entao
a correspondéncia de Robinson-Schensted. No inicio dos anos 70, esta bijec¢do foi
generalizada por Knuth, apresentando a correspondéncia RSK. Como consequéncia
surgiram as primeiras demonstragoes completas da regra de Littlewood-Richardson:
em 1977, Schiitzenberger introduz o jeu de taquin, utilizando-o para demonstrar a
regra, € em 1978, Thomas apresenta uma demonstracao baseada na construcao de
Schensted.

A partir dos anos 80 surgem outras interpretacoes para os coeficientes de Littlewood-
Richardson, assim como outras demonstracoes mais simples da regra para os determi-
nar. Em 1985, Gelfand e Zelevinsky apresentam uma generalizacao de uma construgao
dos anos 50, os padroes de Gelfand-Tsetlin, aos quais adicionam uma condicao em

M. van Leeuwen faz uma resenha histérica da regra de Littlewood-Richardson mais completa e
detalhada, que pode ser lida em [29]
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termos de uma particao, formando os esquemas de Gelfand-Zelevinsky. Estas estru-
turas surgem com o proposito de estudar representagoes do grupo GL,, (C). Em 1992,
Berenstein e Zelevinsky introduzem os tridngulos de Berenstein-Zelevinsky, com o in-
tuito de estudar o produto tensorial de certos sl-moédulos. Knutsen e Tao apresentam,
em 1999, uma nova estrutura combinatoria com o intuito de demonstrar a Conjectura
de Saturacao: as colmeias e o modelo honeycomb. Em 200, Fulton apresenta uma
bijeccao entre colmeias e uma subclasse de tableaux enviesados, os contratableauz.
Todas estas estruturas sao indexadas por trés particoes e sao contadas pelos coefi-
cientes de Littlewood-Richardson.

Simultaneamente, surgiram também novas demonstragdes da regra de Littlewood-
Richardson, como as de Gasharov (1998), Remmel e Shimozono (1998), e Stembridge
(2002), que se baseiam em involugbes com troca de sinais em tableaux. Gasharov e
Stembridge recorrem as involugoes de Bender-Knuth, que sao também utilizadas para
mostrar a simetria das fun¢oes de Schur.

Com esta dissertacao pretendemos apresentar uma abordagem aos coeficientes
de Littlewood-Richardson essencialmente baseada nas funcées de Schur e na combi-
natéria de tableaux de Young, que seja auto-contida e permita demonstrar a regra
para os determinar, na sua formulacao classica. A partir deste contexto, pretendemos
estabelecer ligagoes com a teoria mais recente, apresentando interpretagdes combi-
natoérias alternativas para o célculo dos coeficientes.

A organizagdo da dissertagio serd a seguinte:

e No primeiro capitulo é feita uma breve introducdo aos conceitos e resultados
elementares relativos a partigoes e tableaux de Young, que serao utilizados nos
capitulos seguintes. Apresentaremos os algoritmos que motivam a correspon-
déncia RSK e o jeu de taquin, tanto em termos de tableaux, como de palavras.
Estas correspondéncias serdao posteriormente utilizadas na demonstracao clas-
sica da regra de Littlewood-Richardson.

e O segundo capitulo diz respeito a algebra das func¢oes simétricas, apresentando
algumas suas bases, com énfase na base das fun¢oes de Schur, que serdo definidas
em termos de tableaux de Young. De seguida, apresentaremos a deducao da
Identidade de Cauchy, que sera utilizada no capitulo seguinte. Apresentamos
ainda duas formulagoes alternativas das fungoes de Schur: a férmula de Jacobi-
Trudi e o quociente de alternantes.

e No terceiro capitulo apresentamos a formulagao classica da regra de Littlewood-
Richardson, assim como duas demonstracées. A primeira demonstragao baseia-
se no jeu de taquin, e resulta essencialmente da teoria desenvolvida em torno
de tableaux de Young; a segunda demonstracao é mais recente e baseia-se nos
trabalhos de Gasharov e Stembridge, recorrendo as involuc¢oes de Bender-Knuth.

e No quarto capitulo sao apresentadas algumas estruturas combinatorias recentes
que sao contadas pelos coeficientes de Littlewood-Richardson: os triangulos
de Littlewood-Richardson, os esquemas de Gelfand-Zelevinsky, as colmeias de
Knutsen e Tao, e os tridngulos de Berenstein-Zelevinsky. Serdo também apre-
sentadas algumas bijeccOes entre estas estruturas, obtendo-se assim outras for-
mulagoes para os coeficientes de Littlewood-Richardson.
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CapriTUuLO 1

NOCOES PRELIMINARES

Neste capitulo enunciamos os principais conceitos e resultados associados ao estudo
dos Tableaux de Young. Os tableaux sao objectos de grande importancia em varias
areas da Combinatéria. A sua importancia no estudo das funcgoes simétricas tornar-
se-4 clara nos capitulos seguintes.

Comecamos por enumerar alguns conceitos bésicos sobre particoes e tableaux de
Young. Seguidamente, sera feita uma apresentacdo de dois algoritmos: a inser¢io
e o deslizamento. Estes algoritmos dao origem a bijecgoes relevantes no estudo dos
tableaux de Young, e, em particular, no estudo das func¢oes simétricas e da regra de
Littlewood-Richardson. Seré ainda feita uma breve referéncia ao estudo das palavras
associadas a um tableau, onde se define uma relacao de equivaléncia.

As referéncias utilizadas sio essencialmente [9], [10], [23] e [26]

1.1 Particoes e Tableaux de Young

Nesta seccao sao apresentados alguns conceitos basicos sobre particoes, diagra-
mas e tableaux de Young. Os tableaux de Young, introduzidos por Young em 1900,
sdo uma ferramenta importante na Combinatoéria, sendo especialmente relevantes na
Teoria da Representacio de S,, e GL,(C) e no estudo das fun¢es simétricas.

Definigao 1.1. Uma sequéncia A = (\q,..., \:) diz-se uma particdo se:
1. \; € Ng, paratodo 1 < <'t.
2. X\; > Niy1, paratodo 1 <i < t.

Observagao 1. Chamamos composi¢do a uma sequéncia p = (pg, . . ., (i) que satisfaca
1. da definicdo anterior. Em particular, as particoes sdo composi¢oes com partes

decrescentes em sentido lato.
t
Denotamos a soma dos elementos da particdo por [A| = Y A;. Se || = m, diz-se
i=1
que A é uma particao de m e escrevemos A - m. Identificamos particdes que diferem
por uma sequéncia de zeros. Aos elementos \; # 0 chamamos partes de A. Chamamos
comprimento de A ao numero de partes da particdo e denotamo-lo por I(A). Outra

notacgdo para uma partigdo de m & (1™,2"2,...,m"™), em que " significa que o



1. Nogoes preliminares

inteiro i aparece listado r; vezes na sequéncia. Existe uma tunica particao de 0, a
particdo vazia, que se denota por (.

Defini¢ao 1.2. Dada uma particdo A = (A1,...,\,) F m, com n = [(\), denotamos
por [A\] o diagrama de Young de fomra A, que consiste numa sequéncia de m caixas
caixas dispostas em n linhas alinhadas a esquerda, em que, parai = 1,...,n, a linha
1 tem \; caixas.

Ezemplo 1.1. O diagrama de Young de forma X\ = (5,4,2) é dado por

As caixas de um diagrama de Young serdo identificadas por um sistema de coor-
denadas semelhante ao das matrizes. Assim, designamos por (i,j) a caixa que esta
na linha i (a contar de cima) e na coluna j (a contar da esquerda).!

Definigao 1.3. Seja A uma particdo. Uma caixa (i,5) € [\] diz-se um canto interior
se o diagrama resultante da sua remogao for ainda um diagrama de Young. Uma
caixa (i,7) & [A] diz-se um canto exterior se o diagrama resultante da sua adigao a
[A] for um diagrama de Young.

Ezemplo 1.2. No diagrama seguinte, os cantos interiores estao assinalados com x e
os cantos exteriores estao assinalados com e.

[x] e

Lema 1.1. Seja A = (A1,..., ) F m. Para k € N, seja

Entio, N = (\},...,\\,) € uma particio de m, a qual chamamos parti¢ao conjugada
de \.

Demonstragio. E claro que A, € Ng, para todo o k. Uma vez que se \; > k + 1,
entdo \; > k, tem-se \;; < \;. Logo X' é particdo. Seja agora k > ;. Entao,
como A1 > )\;, para qualquer i, tem-se [{i € N : \; > k}| = |@] = 0. Finalmente,
note-se que |{i € N : \; > k}| corresponde & cardinalidade da coluna k de [\], pelo

A1 t
que Y- N, = > A =m. O

i=1 7j=1

Definigao 1.4. Sejam A = (Ay,..., \) e = (u1,. .., i4¢) partigoes de m. Diz-se que
A domina L, e escreve-se A\ > u, se, para todoo:=1,...,

MF .o FN>m A+

Varios autores utilizam o sistema de coordenadas cartesianas (trocando a ordem das coorde-

nadas) para os diagramas de Young. Nesse caso, o diagrama anterior escrever-se-ia @i\ﬂj
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1.1. Partigoes e Tableaux de Young

Esta relacao é uma ordem parcial no conjunto das particbes. Enunciamos, sem
demonstracao, o seguinte resultado.

Proposigao 1.1. Dadas partigées A e pu, 1 <\ se e s6 se N < p/.

Defini¢ao 1.5. Sejam A = (A1,...,\) e g = (p1,..., ) particoes de m. Diz-
se que pu é menor que A pela ordem lexicogrifica, e escreve-se u < A, se existe um
je{l,...,t} tal que

pi = Xi, parai<j
1y < Aj

A ordem lexicografica ¢ uma ordem total no conjunto das particoes.
Dadas partigdes A = (A1,...,\) e p = (u1,..., 1) diz-se que p C X se, para todo
0i:17"'7t7 1223 S)\l

Definigao 1.6. Dadas particoes A e u tais que u C A, o diagrama enviesado de forma
A/ é o conjunto das caixas de [\] que nao sdo caixas de [u].

Quando p = 0, diz-se que diagrama \/p é de forma normal.

Definigao 1.7. Dado um diagrama de Young de forma normal ou enviesada, define-
se o tableau de Young (ou simplesmente tableau) de forma A (ou forma \/u) como
uma fungio T que a cada caixa (i, j) associa uma letra de um alfabeto predefinido.

Podemos identificar T' como um preenchimento das caixas do diagrama de Young
com letras.! Geralmente, o alfabeto considerado sera N.

Denotamos por T} ; a entrada correspondente a caixa (i, j), e por §) o tinico tableau
de forma (). Denotamos a forma do diagrama de um tableau T por sh T, e diremos que
T é normal (respectivamente, enviesado) se a forma do seu diagrama é normal (res-
pectivamente, enviesada). Definimos o conteido de T, que denotaremos por cont T,
como sendo uma sequéncia p = (u1, .. ., 4n), €m que p; € igual ao ntmero de entradas
iguaisatem T, parai=1,...,n.

Um tableau de Young T diz-se fracamente crescente nas linhas (respectivamente
estritamente crescente nas linhas) se, Vi, j, T; j < T; ;41 (vesp. T;; < T; j41) e fra-
camente crescente nas colunas (respectivamente estritamente crescente nas colunas)
se, Vi, j, Tij < Tiyrj (vesp. Tij < Tiyaj)-

Definicao 1.8. Um tableau de Young (normal ou enviesado) com n caixas diz-se
standard se estiver preenchido com os nimeros {1,...,n} e for estritamente crescente
nas linhas e nas colunas. Um tableau de Young diz-se semistandard se for fracamente
crescente nas linhas e estritamente crescente nas colunas.

Exemplo 1.3. O tableau T' é semistandard e o tableau @ é standard

1[1]2]2]3] ;Zgg‘
T=[2[2]3 Q=
6
314 7]

L Alguns autores definem tableau como sendo um preenchimento de um diagrama com os ntimeros
{1,...,|\|}, sem repeticbes. Nesses casos, a definicdo aqui apresentada corresponde & defini¢do de
tableau generalizado.



1. Nogoes preliminares

1.2 Algoritmos de insercao e deslizamento em tableaux
semistandard

Nesta seccao serao estudados dois algoritmos combinatérios envolvendo tableaux
semistandard: a insercao e o deslizamento. Veremos que estes algoritmos estao rela-
cionados entre si e serdo utilizados para definir um produto no conjunto dos tableaux
de formas normais, criando o monéide plactico.

1.2.1 Insercao nas linhas

O algoritmo de inserc¢io foi inicialmente desenvolvido por Schensted, durante os
anos 60 ([24]). Sendo originalmente desenvolvido para tableaux standard, foi gener-
alizado para o caso semistandard por Knuth, nos anos 70 ([16]). No que se segue,
consideramos todos os tableaux preenchidos com ntimeros naturais.

Definigao 1.9 (Insergdo nas linhas). Seja T um tableaux de Young semistandard e
2 um numero natural. Seja ¢ o indice de linha de T' e ponha-se i = 1. O tableau de
insergdo de z em T, 7, (T), obtém-se a partir de T através seguinte procedimento:

1. Se x for maior ou igual do que todas as entradas na linha ¢, acrescente-se uma
caixa no final dessa linha com etiqueta .

2. Caso contrario, seja ¢ a etiqueta mais a esquerda na linha i que seja estritamente
maior do que z. Remova-se ¢ e coloque-se x nessa caixa. Aumente-se ¢ por uma
unidade e repita-se o procedimento, tomando ¢ como o elemento a ser inserido.

1]2]2]
2[3
3[4

Ezemplo 1.4. Consideremos o seguinte tableau T =

‘u;oow»—

Uma vez que 3 é maior do que qualquer entrada da primeira linha, a sua insercao
em 7T resulta no tableau

1]2]2]3]
2[3
3[4

r3(T) =

‘%ww»—u

Apliquemos agora o algoritmo de inser¢cdo com 1. Neste caso, existe uma entrada
maior do que 1 na primeira linha. Assim, a colocacdo de 1 na primeira linha leva a
remogao da entrada 2 da caixa (1, 3). Pelo mesmo motivo, colocar 2 na segunda linha
obriga & remocao de 3, que serd colocado na terceira linha, removendo 4. Por fim,
como 4 é igual & Unica entrada da quarta linha, acrescenta-se uma caixa com etiqueta
4 no final destas linha. O tableau resultante é entao

1]2]
2
3

T1 (T) =

= W
=W

Teorema 1.1 (Knuth, [16]). Seja T um tableau semistandard e x wm nimero inteiro.
Entao, r.(T) é um tableau semistandard.



1.2. Algoritmos de insercdo e deslizamento em tableaux semistandard

Demonstrag¢iao. Mostremos, em primeiro lugar, que r,(7) é efectivamente um tableau
de Young, isto é, que o seu diagrama corresponde a uma particao. Temos de garantir
que cada linha nao tem mais caixas que a anterior. Se uma linha ¢ tiver menos caixas
que a linha anterior, o algoritmo acrescenta-lhe, quando muito, uma caixa. Logo, a
linha ¢ — 1 continua a ter mais (ou tantas) caixas que a linha . Considere-se agora o
caso em que as linhas i — 1 e ¢ tém o mesmo namero de caixas. A entrada removida
da linha ¢ — 1 seré inserida na linha i. Como T é estritamente crescente nas colunas,
essa entrada fica necessariamente abaixo ou & esquerda da caixa removida. Assim,
nunca podera ser colocada no final da linha.

Vejamos agora que r,(T') é semistandard. Pela maneira como sdo construidas as
linhas, é claro que serdao fracamente crescentes. Suponhamos que, numa dada linha,
a insercao de y leva a remocao de z. A entrada imediatamente abaixo de z, ¢ tem de
ser estritamente menor que y, uma vez que z < g (porque T é estritamente crescente
nas colunas) e y < z (z é por defini¢do a entrada mais a esquerda que é estritamente
maior que y). Entdo, quando z for inserido na linha seguinte, tera necessariamente de
ficar na mesma coluna ou numa coluna a esquerda. A entrada que ficar por cima da
nova caixa de z, t é também estritamente menor que z, uma vez que t <y < z. [

Observagao 2. Por construgao, a forma de r,(7T) contém a forma de 7.

Este processo é invertivel, no sentido em que, dado um tableau juntamente com a
localizagdo da caixa adicionada, é possivel recuperar o tableau original, bem como o
elemento que foi inserido.

Definicao 1.10 (Remocao nas linhas). Seja T um tableau e x uma entrada em 7.
Suponhamos que T foi obtido através de outro tableau por inser¢io de x, sendo (i, j)
a caixa acrescentada. Seja s o indice de linha em T e ponha-se s = i. O tableau de
remocao de x, Ta‘,j)(T) obtém-se a partir de T através do seguinte procedimento:

1. Remova-se a caixa (4, j).

1.1 Se i =1, o algoritmo termina.

1.2 Caso contrario, seja ¢ a etiqueta de (4, j) e remova-se essa caixa e determine-
se, na linha s — 1, a entrada b mais & direita que seja estritamente menor
do que c. Substitua-se b por ¢. Diminua-se s uma unidade e repita-se o
processo, tomando ¢ como a entrada b substituida.

Ezemplo 1.5. Considere-se o seguinte tableau

1[1]2]2]4]
T=2]2]3]3
3144

Vamos determinar o tableau correspondente a remocéo de 2, assumindo que (3, 3)
foi a caixa acrescentada na sua insercao prévia. Removemos essa caixa e, uma vez que
nao se encontra na primeira linha, prosseguimos para a linha superior, sendo (2,4)
a caixa pretendida, com etiqueta 3. Substituindo 3 por 4, prossegue-se finalmente
para a primeira linha. A caixa determinada pelo algoritmo é agora (1,4), pelo que se
obtém o tableau
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11
riss(T) =[2]2[3]4
314

A indicagdo da caixa acrescentada ndo é dispensavel. A remocdo de 2 em T
tomando como caixa acrescentada (2,4) conduz ao tableau

[\
w

4]

, 1]1]2]3]4]
roa(T)=12]2]3
3/4]4

A inser¢ao num tableau determina sempre um conjunto R de caixas, corresponden-
tes aos elementos removidos e & caixa adicionada no final do algoritmo. Chamamos
a este conjunto R um caminho de remogio. E evidente que um caminho de remocio
tem, quando muito, uma caixa em cada linha sucessiva, comecando na primeira linha.

Ezemplo 1.6. Considere-se o tableau

=

NES
o~

[ [eo[ro]—

A insercdo de 1 determina o seguinte caminho de remocao

12[3]
2[4
3

T1 (T) =

(N —
=N —

Definigao 1.11. Sejam R e R’ dois caminhos de remocio (num mesmo tableau), B
e B’ as respectivas caixas acrescentadas.

1. R diz-se estritamente a esquerda de R’ se em cada linha que contenha uma caixa
de R’, R tem uma caixa que esta & sua esquerda.

2. R diz-se fracamente d esquerda de R’ se em cada linha que contenha uma caixa
de R/, R tem uma caixa que esta a sua esquerda ou é igual & caixa de R'.

Estao implicitos na definicao anterior os mesmos conceitos substituindo esquerda
por direita.

Ezemplo 1.7. Utilizando o tableau do exemplo anterior, o caminho de remocao de-
terminado pela inser¢do de 2 em r;(T) esta estritamente a direita do caminho de
remogao associado a r1(T)

1[1]1]2[3] 1[1[i]2]2

21212[4 21212[3
n(T) = 137313 r2r1(T) = 5137314

A4 14

Lema 1.2 (Lema da remogao nas linhas, [10]). Consideremos duas insergoes suces-
sivas num tableauw T, r4(T) e 4 (r4(T)), que resultam em caminhos de remogio R e
R', e caizas acrescentadas B e B’.
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1. Sex < x', entao R estd estritamente a esquerda de R', e B estd estritamente a
esquerda e fracamente abaizo de B'.!

2. Sex > 2', entdo R’ estd fracamente d esquerda de R, e B’ estd fracamente a
esquerda e estritamente abaizo de B
Demonstragao. 1. Caso z tenha sido acrescentado no final da primeira linha, en-

tao, como x < z’, 2’ é também acrescentado no final dessa linha e o resultado é
trivialmente verdadeiro. Suponhamos agora que x ndo corresponde a uma caixa
acrescentada na primeira linha, e que ai removeu y. Se a2’ for acrescentado no
final da primeira linha o resultado é novamente trivial. Admita-se entdo que z’
¢ inserido na primeira linha com a remocao de y’.

Tem-se que 3’ deve estar estritamente & direita de z, uma vez que os elementos
nessa caixa € nas caixas a esquerda sdo menores ou iguais a z (se fosse y = 2/,
entdo 2’ <y’ = x e se y estivesse & esquerda de z, entdo 2’ < 3/ < z). Como

o tableau é semistandard, y < y’ e portanto o algoritmo pode continuar nas
linhas seguintes.

Note-se que o caminho R néo pode terminar acima do caminho R’. Como esté
estritamente & esquerda de R’ e as caixas acrescentadas sdo necessariamente
cantos exteriores, o resultado nao seria um tableau, o que garante que B esta
fracamente abaixo de B’. Caso R’ termine primeiro, como R néo se desloca
para a direita, vem que B deve estar estritamente & esquerda de B’.

2. Suponhamos que x é acrescentado no final da primeira linha. Como 2’ < x, a
entrada x’ tem necessariamente de ser inserida na primeira linha, removendo
algum elemento. Logo, B’ fica estritamente abaixo de B, que corresponde &
caixa acrescentada pela colocacao de z. Uma vez que a primeira linha tem
originalmente tantas ou mais caixas que as linhas restantes, a caixa acrescentada
por x ficara estritamente & direita de qualquer caixa ja existente. Assim, caso o
caminho R’ contivesse uma caixa estritamente & direita de B, numa linha k # 1,
essa linha ficaria com mais caixas do que a primeira, o que contraria a definicdo
de diagrama de Young.

[ ] ]

[ ITT T

Logo, o caminho R’ fica fracamente & esquerda de B, a tnica caixa de R.

Suponhamos entdao que z é inserido na primeira linha, removendo alguma en-
trada y. Como x > 2/, ' ndo pode ser acrescentado no final da linha, pelo que
é inserido e remove y'.

Novamente, ¢y’ deve estar fracamente & esquerda de x (se estivesse estritamente
a direita, x apareceria antes de 2/, o que contradiz a hipotese de as linhas serem

L Assume-se que uma caixa esta a fracamente & esquerda de outra se estiver 4 sua esquerda ou se
forem a mesma caixa. O mesmo se aplica substituindo esquerda por direita, acima, ou abaixo.

7
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fracamente crescentes). Se y' = x, como z < y, vem que y > 3’. Se y’ estiver &
esquerda de x, tem-se y’ < y, visto que o tableau é semistandard,. Mas como x
levou & remocao de y, y é o elemento mais & esquerda que é estritamente maior
que x, pelo que ¥y’ < z. Entdo, como x < y, resulta que y > . Em qualquer
caso tem-se y > 3’ e portanto o algoritmo pode continuar nas proximas linhas.

R’ tem pelo menos uma caixa estritamente abaixo da caixa B. Se terminasse
mais acima, ter-se-ia uma caixa acrescentada num local que nao é canto exterior,
visto que R estd fracamente a sua direita. Também ndo pode terminar na
mesma, caixa, pois a etiqueta de B’ teria de remover a de B. E caso terminasse
ao mesmo nivel e numa caixa a esquerda, B’ deixaria novamente de ser canto
exterior. Assim, B’ fica fracamente A esquerda e estritamente abaixo de B.

O
Proposigao 1.2. Seja T um tableau de forma X\ e considere-se
U=ry, .. .T0,7, (T)

com T, ...,T, numeros inteiros. Seja 0 a forma de U.

Entao, se x1 < ... <z, (respectivamente x1 > ... > x,), ndo existem duas caizas
de /X na mesma coluna (respectivamente linha). Reciprocamente, suponhamos que
U ¢ um tableau de forma 0 e que X\ é wm diagrama contido em 6, com p caizas
em @/X. Se p/X\ nao tiver duas caizas numa mesma coluna (respectivamente linha),
entdo existe um dnico tableau T' de forma A e inicos x1 < ... < z, (respectivamente
1> > 1) tais que U =1y ... 14,7, (T)

Demonstragdo. Suponhamos que numa dada coluna existem duas caixas. Como es-
sas caixas nao existiam em 7' sdo necessariamente caixas acrescentadas, B; e Bj, que
resultam da inser¢do de z; < ;. Mas pelo lema da remogao nas linhas, B; tem de
estar estritamente & esquerda de B;.

Reciprocamente, suponhamos que 6/ ndo tem duas caixas numa mesma coluna.
Como o algoritmo de insercao é invertivel, podemos aplicar o seu inverso em U com
a caixas de 6/), comegando na caixa mais a direita e avancando para a esquerda.
Seja T' o tableau obtido, e z1,...,x, as caixas removidas. Pelo lema da remocao nas
linhas, 1 < ... < @p.

A prova para o caso das linhas é anéloga.
O

O algoritmo de insercao pode ser utilizado para definir um produto 7" - U entre
tableaux. Sejam T e U tableaux e sejam z1,...,x, os elementos de U listados por
ordem da esquerda para a direita e de baixo para cima. Define-se entao,

T-U:i=ry,...r5,(T) (1.1)
1[1]1]1]2] 1[1]1]
Exemplo 1.8. Sejam T'={2[22 eU=|2]3
31313 13]

Entao, inserindo ordenadamente em T as entradas 3,2, 3,1, 1, 1, obtém-se o tableau

8
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1[afr]af1]1]1]
T'U:T1T17"17‘37’27"3(T): 212121212]3
3131313
O resultado seguinte serd demonstrado na secgdo 1.3.

Teorema 1.2. O produto de tableaux definido anteriormente € associativo e tem como
identidade o tableau ().

1.2.2 Deslizamento e jeu de taquin

Nesta seccao vamos apresentar o jeu de taquin, um procedimento que se baseia num
algoritmo de deslizamento de caixas e transforma tableaux enviesados em tableaux
normais. Este procedimento foi desenvolvido por Schiitzenberger, nos anos 70 ([25]).

Definigao 1.12 (Deslizamento para a frente). Seja T um tableaux enviesado semis-
tandard de forma A/ e seja ¢ um canto interior de []. O tableau j°(T) obtém-se a
partir T" através do seguinte algoritmo:

1. Se c for canto interior de [A], o algoritmo termina.

2. Caso, contrario, seja ¢ = (i,7) e seja ¢ a caixa de min{T;11;,T; j+1} (caso
sejam iguais, encaramos Tj;1 ; como sendo o menor, e caso algum nao esteja
definido, escolhemos o outro). Deslizamos entdo a caixa de ¢’ para a caixa c.
Repete-se o algoritmo, fazendo agora ¢ = ¢'.

E também comum dizer-se que se tem um deslizamento horizontal caso seja esco-
lhida a caixa T; ;41 e um deslizamento vertical caso se escolha a caixa T4 ;

Ezemplo 1.9. Consideremos o seguinte tableau semistandard de forma (3,2)/(3)

_ x]
©=1]z

O tnico canto canto interior de [(3)] corresponde & caixa (1,3), que é também
canto interior de [(3,2)]. Assim, j3)(Q) = Q.
Consideremos agora o tableau semistandard de forma (4, 3,2)/2,1

1]1]
T= 1|2]3
13

Apliquemos o algoritmo de deslizamento para a frente na caixa (1,2). Como 1 é
menor do que 2, a caixa (1,3) é "deslizada" para a posi¢ao (1,2). E como 1 & menor
do que 3, a caixa (1,4) passa a ocupar a posi¢ao (1,3). Obtém-se entao o tableau

1]1
j) = _[2]3
13

Proposicao 1.3. Seja T um tableau enviesado semistandard, de forma \/p e ¢ um
canto interior de [p]. Entdo, j°(T) é um tableau enviesado semistandard.
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Demonstra¢ao. Como a caixa acrescentada é um canto interior de i e a caixa removida
¢ um canto interior de A, é claro que j¢(T") continua um tableau enviesado. Mostremos
agora que é semistandard, isto é, que o deslizamento mantém as linhas fracamente
crescentes e as colunas estritamente crescentes. Tém-se naturalmente dois casos. Seja
¢ = (i,7) como no passo 2., e sejam x = Tj11 ey =T, j11.

iblv

a Y
u:l:...

1. y < z. Entdo ¢’ é a caixa de y. Neste caso tem-se um deslizamento horizontal,
pelo que as linhas continuam fracamente crescentes. E, sendo b a entrada da
caixa (i—1,j) evadacaixa (i—1,j+1), é claro que b < v < gy, pelo que b < y
e y < x (por ter sido escolhida para ¢’).

1blv
aly
u|x

2. x < y. Logo, ¢ é a caixa de x. Tem-se agora um deslizamento vertical. As
colunas continuam estritamente crescentes. Seja a a entrada da caixa (i, — 1)
ewu adacaixa (1 + 1,7 —1). Entdo, a <u <z <y.

1b|v
alx|y

O

A semelhanca da inser¢do, também o algoritmo de deslizamento para a frente é
invertivel, caso seja indicada qual a caixa removida. A sua inversa é designa-se por
deslizamento para tras.

Defini¢ao 1.13 (Deslizamento para tras). Seja T um tableaux enviesado semistan-
dard de forma A/u e seja ¢ um canto exterior de [u]. O tableau j.(T) obtém-se de T
do seguinte modo:

1. Se ¢ for também canto exterior de [A] o algoritmo termina.

2. Caso, contrario, seja ¢ = (4, j) e seja ¢’ a caixa de max{T;_1 ;,T;j—1} (caso se-
jam iguais, encaramos 7;_ ; como sendo maior, e caso algum nao esteja definido,
escolhemos o outro). Deslizamos entdo a caixa de ¢’ para a caixa c. Repete-se
o algoritmo, fazendo agora ¢ = ¢'.

Prova-se facilmente que j.(7') é um tableau enviesado e que os algoritmos de
deslizamento para a frente e para tras sdo inversos um do outro.

Ezemplo 1.10. Consideremos o tableau

_[1]3]3]
T_\l 2

—
N}

EHtﬁO, j(273) = ‘ 1 ‘ 2 3

10



1.2. Algoritmos de insercdo e deslizamento em tableaux semistandard

Dado T um tableau semistandard enviesado de forma A/u, é possivel aplicar o
deslizamento para a frente em qualquer um dos cantos interiores de [u]. Aplicando o
algoritmo ao tableau resultante consecutivamente, até nao existirem cantos interiores
em [u] que ndo sejam caixas de [A], obtém-se um tableau normal. Chamamos ao
tableau obtido uma rectificacio de T e ao processo jeu de taquin. Enunciamos um
resultado importante que serd demonstrado no final da secgao 1.3.

Teorema 1.3. Dado um tableau enviesado, qualquer escolha de cantos interiores para
o processo de deslizamento origina a mesma rectificagado.

A rectificagdo de um tableau 1" semistandard enviesado fica assim bem definida e
denota-se por Rect(T'). Se T for um tableau normal, tem-se Rect(T) =T.

O jeu de taquin esté relacionado com o algoritmo de insercao, embora nao seja
para ja evidente. Vamos definir um produto entre tableaux usando este algoritmo.

Sejam T e U tableaux normais, de formas A = (A1,...,\;) e p = (p1,..., pg),
com [(A) =1 e l(p) = k. Vamos construir um tableau enviesado T" % U de forma
M+, A+, My, A/ (A, ..oy A1), que é formado por um rectangulo (cor-
respondente a parte "vazia") com o mesmo numero de colunas de T' e 0 mesmo ntimero
de linhas de U, colocando T abaixo desse rectangulo e U a sua direita. Definimos
entao o produto

TeU = Rect(T xU)

1[1]1]1]2] 1[1]1]
Exemplo 1.11. Sejam T ={2(2(2 eU=12|3| . Entao
3[3]3 3]
1[1]1]
203
_ 3
TU=71112
2[2]2
3[3]3

Aplicando a rectificacdo ao tableau T * U, obtém-se

1]1)1]1
TeU=Rect(TxU)=1|2(2|2(2]2]3
3131313

—_
—_
—_

A seguinte proposi¢ao relaciona a inser¢ao com o jeu de taquin e serd demonstrada
no final da seccao 1.3

Proposicao 1.4. Sejam T e U tableaur normais e sejam x1,...,T, 0s elementos

de U listados por ordem da esquerda para a direita e de baizo para cima. Entao,
TeU=Rect(T+U)=1ry,...1:,(T)=T-U.

11
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1.3 Palavras

Nesta seccao vamos estudar o conceito de palavra de um tableau. Definindo uma
relacao de equivaléncia, é possivel estudar os algoritmos da sec¢ao anterior recorrendo
a palavras. Em particular, demonstraremos os teoremas 1.2 e 1.3 e a proposicao 1.4.
As principais referéncias sao [10] e [16].

Consideramos um alfabeto como sendo um conjunto ordenado de letras. Uma
palavra serd uma sequéncia finita de letras. Dadas duas palavras w e w’, w.w’ denota
a palavra obtida pela justaposicdo das palavras w e w’. Dada uma palavra w e uma
letra ¢ no seu alfabeto, denota-se por N (i, w) o namero de ocorréncias da letra ¢ em
w. Para uma palavra w = w; ... w,, em que w; sdo letras, define-se um seu prefizo
como sendo qualquer sequéncia v = wy ... w;, para um certo j < n. Analogamente,
um seu sufizo é qualquer sequéncia v = wj ... wy, para algum j > 1.

Dado um tableau T' define-se a sua palavra, que se denota por w(7T'), como sendo
a sequéncia das entradas das suas caixas, lidas de baixo para cima e da esquerda para
a direita.

1[1]1]2]2]

Exemplo 1.12. Seja T = . Entdo, w(T) = 322233111122

‘wwr—\
V]
V]
w
w

E possivel recuperar um tableau semistandard conhecendo a sua palavra, bastando
separéd-la sempre que uma letra for estritamente maior que a seguinte. No exemplo
anterior, seria w(7T) = 3|22233|111122.

Nem todas as palavras podem ser obtidas a partir de um tableau normal, uma,
vez que nem sempre é possivel garantir que se tem colunas estritamente crescentes.
Por exemplo, a palavra w = 1121 nao pode ser palavra de nenhum tableau normal.
Contudo, qualquer palavra pode ser obtida a partir de um tableau enviesado. Por
exemplo, w = 1112|1131 pode ser obtida a partir de

1]

(1] (1] 1]3
1[1]3 1
[1]1]1]2 1[1]1]2 1[1]2
1)1

Vamos agora estudar os algoritmos de insercao e deslizamento em termos de
palavras. Para tal, usaremos uma ferramenta importante, as relacbes de Knuth.

—_
—_
w

Suponhamos que temos um tableau 7' com apenas uma linha e que a inser¢ao de
x leva a remogao de z’. Entdo, w(T) = uz’v em que u e v sdo palavras. Podemos
afirmar que qualquer letra de v é menor ou igual do que x e que qualquer letra de v
é estritamente maior do que x. Tem-se também = < /. A palavra do tableau r,(7T")
¢ dada por z’uxv, uma vez que a letra x’ é colocada na segunda linha. Esquematica-
mente, tem-se
(uz'v)x — 2 uzw

Num tableau com mais do que uma linha, podemos considerar cada linha indivi-
dualmente, e inserir numa linha o elemento removido na sua linha anterior.

12
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Ezemplo 1.13. Consideremos o tableau

T =

CO‘[\D =

NEIS

‘Ak oo‘w —

a insercao de 1 pode ser traduzida como
(4)(334)(223)(1122).1 — (4)(334)(223).2.(1112)

— (4)(334).3.(222)(1112)

— (4).4.(333)(222)(1112)

— (44)(333)(222)(1112) = w(r1 (1)) (1.2)

Seguindo esta abordagem, Knuth ([16]) descreve o algoritmo de inser¢do em cada
passo numa linha utilizando linguagem de programacao, da seguinte forma.

1. Comecgamos por colocar x no final da primeira linha. Sejam y e z as duas tltimas
entradas dessa linha.
(a) Se z <z, o processo termina. Neste caso, ndo ha remogao.

(b) Suponhamos que = < z. Neste caso, o algoritmo obriga & remocéo de uma
etiqueta x’. Se z > x e também y > x, isto &, se x < y < z, trocar x e z, e
repetir o processo, com as duas caixas adjacentes a x.

Os passos deste algoritmo podem entdo ser descritos como

Uz’ V1V . Vg1 Vg — UT VIV . Vg1 (x < vg—1 < vy)
— uz v1v2 . V2. Vg1V (x < vg—2 < v4-1)

/ /
— ux'zvy ..., (x <z’ <)

2. Suponhamos agora que x remove z’. O algoritmo é entao descrito por

ULUD . . . Up— 1 Up® TV — U U2 . . . Up—_1 2T UpTV (up <z <a)
/ !

— UIU . . . Up— 2T Up_1UpTV (up—1 <up < z')

! !

— 2'ur . upav (ur <wug < ')

o que corresponde a passar sucessivamente z’ pelas caixas & esquerda da caixa
de z até ser colocando na linha seguinte.

Existem neste algoritmo duas transformagoes, que enunciamos de seguida.

Definicao 1.14 (Transformagdes de Knuth). Dadas letras z, y e z definimos as
seguintes transformacoes.

K
Yz — yrz, sexr <y < z.

K2
T2y — zxy, sex <y < 2.

13
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As transformacoes anteriores, juntamente com as suas inversas, sdo chamadas trans-
formacoes de Knuth elementares. Diz-se que duas palavras w e w’ sdo Knuth-equivalentes,

K . . .
denotando-se w = w’, se uma se pode obter a partir da outra por uma sequéncia finita
de transformacoes de Knuth elementares e das suas inversas. E simples verificar que
esta relagao é uma relacao de equivaléncia.

Entao, o que acabou de se mostar é que o algoritmo de insercao preserva a equi-
valéncia de Knuth, pelo que se tém os seguintes resultados. Com efeito, as trans-
formagdes de Knuth elementares podem facilmente ser visualizadas nas seguintes in-
sercoes:

z]

Sez <y<z, rx():

T
LY

Sex <y <z, r,([a]2]) =2

Proposigao 1.5. Dado um tableau T,

w(ry(T)) £ w(T).a
Corolario 1.1. Sejam T e U tableaux. Entao,
w(T-U) =w(T).w)
Demonstra¢do. Por indug¢ao no nimero de caixas de U, tem-se
w(T.U) =w(re, ...72,(T)) = w(T).(2p ... 21) = w(T)w(U)
O

Embora nao seja tao evidente como no caso da insercao, o deslizamento preserva
também as transformacoes de Knuth. Nos casos mais simples é possivel ver a trans-
formacao.

1. Sex <y <z,

ylz Yylz Y]
K1
Logo, yzax — yzxz.
2. Sex<y<z,
yl [ Tyl [yl
x|z x|z 1 2]

Logo, xzy EiEN zxy.

Note-se que, num passo intermédio do deslizamento, nao se tem necessariamente
um tableau enviesado, podendo ter-se um tableau enviesado com uma caixa "vazia"
que nao seja um canto. Nesse caso, a palavra desta estrutura lé-se exactamente da
mesma maneira, juntando as letras das caixas imediatamente & esquerda e direita da
"caixa vazia".
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1.3. Palavras

Mostremos entao que o deslizamento mantém a equivaléncia de Knuth. No caso
de se tratar de um deslizamento horizontal, a palavra nao é alterada, pelo que é
trivialmente Knuth-equivalente a si propria. Interessa-nos entdo o caso em que o
deslizamento é vertical, isto é,

Ul - |Up Yyi| -+ |Yq U] -+ |Up|lxz|Yyr| - |Yq

V1 Upflizl Zq V1 Up Z1 Zq

Suponhamos que:

1. As sequéncias u;, v;, y; e z; sdo fracamente crescentes.
2. Paratodooie j, u; <v;ey; <zj.

3. vp <z <y

Sendo v = uy...u, e v, y e z definidas de modo anélogo, queremos entdo mostar
que

K
VEZUY =VZUTY

Vamos fazer indugdo em p. Seja p = 0. Se y; for inserido numa linha com entradas
Z,21,...,%q, €entao a entrada z; deve ser removida, uma vez que z < y; e Y1 < 21,
isto é, z; é a entrada mais a esquerda que é estritamente maior que y;. Vimos ja que
a insercao respeita a equivaléncia de Knuth, logo

TzZ122...-2¢qY1 21T Y1 22...2q

e portanto

1=

T2122...2qY1-Y2 - Yg = Z1TY122...2q-Y2 .- - Yq (1.3)

Vamos agora inserir y2 na linha que tem x, y1, 22, ..., 24. Como y; <y e Y2 < 22,
2o vai ser removido. Novamente pelo resultado da insercao,

K
TY1R2.--2qY2 = 22X Y1Y223...2¢q

e portanto

K
zlzylzg...zqygyg...yq: 2122$y1y223...2qy3...yq (14)

Continuando este processo, inserindo yj na linha com x,y1,...,Yk—1, 2k, - -, 2q,
como yx_1 < Yr e yr < 2k, 0 elemento removido é zx, obtendo-se como anteriormente

K
TYL -+ Y12k ---2qYk = 2k TYL - - Yk—1 Yk Bk+1 - - - Z¢

e consequentemente

K
21+ 2k—12TY1 - Yk—12k -+ - 2qYkYk+1---Yg =21+ - 2Zk—12kLY1 - - Y—1Yk Zk+1---ZqYk+1---Yq
(1.5)
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1. Nogoes preliminares

Asgsim, para k = ¢ tem-se

TZY =TZ1---2qY1---Yq Z1XY122---2qY2---Yq

=Z2122T%Y1Y223---2¢qY3---Yq

K
=Z21...2¢TY1 .. Yqg = ZTY
Logo, zzy £ zxy.

. K
Seja agora p > 0, e suponhamos que se tem vz zuy = vzuxy para palavras de
comprimento p — 1. Sejam

U =Uz...Up

=V2...Up

Tem-se evidentemente vz zuy = viv' xzuy v y. Insira-se u; na linha que tem
vy, v, z, 2. Como u; < vy, esta insercao remove v;. Logo,

’ K ’
V1V XxZU =01 ULV XZ

e portanto
/ 1 K ’ ’
VTZUY = V1V TZULU Y=V1U1V TZU Y

Por hipétese de inducao,
’ r Ko ’
vazzuy=vzuzy (1.6)

K . . < .
Logo, miuiv' zzu'y = viui v zu' vy. Finalmente, a insercdo de w; na linha
vy, v, z obriga & remocao de vy, pelo que

K
n v zur = viu,v 2 (1.7)

Logo, por (1.7), tem-se
’ ’ K ’ ’
vu v zu'zy=viv zuvzy=vzuxy

Tem-se entao, vrzuy £ vzuxy. Para concluir a demonstragao, note-se que
este processo pode ser generalizado para qualquer deslizamento vertical, bastando
concatenar a palavra prefixos e sufixos apropriados. Acabdmos de mostrar o seguinte
resultado.

Proposigao 1.6. Se um tableau enviesado se obtém de outro a partir de uma sequén-
cia de deslizamentos, entdo as suas palavras sio Knuth-equivalentes.

Podemos agora enunciar o teorema que nos vai ajudar a provar os resultados
anteriores.

Teorema 1.4. Toda a palavra é Knuth-equivalente a palavra de um 1inico tableau.
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1.3. Palavras

A existéncia de um tal tableau é trivial. Dada uma palavra w = uy...up, a
palavra do seguinte tableau é Knuth-equivalente a w.

Ta, - TaoTa, (0)
Chamamos a esta construcao o procedimento candnico para a constru¢ao de um

tableau que tenha a palavra Knuth-equivalente a uma palavra dada. A unicidade do
teorema serd provada na sec¢do seguinte e assumiremos, para ja, a sua veracidade.

Corolario 1.2. Dado um tableau enviesado S, o inico tableau cuja palavra é Knuth-
equivalente a w(S) é Rect(S). Mais, se S e S’ forem tableaux enviesados, entio

Rect(S) = Rect(S") <= w(S) £ w(S).

Demonstracao. Pela Proposigao 1.6, w(Rect(S)) £ w(S) e pelo teorema 1.3, Rect(S)

¢ unico. Suponhamos que w(S) X w(S"). Entao,
w(Rect(S)) E w(S) £ w(S") £ w(Rect(S"))
e pela unicidade do teorema 1.4, Rect(S) = Rect(S’).
Reciprocamente, admita-se que Rect(S) = Rect(S’). Entao,
w(S) £ w(Rect(S)) = w(Rect(S")) £ w(S").
O

Existe uma terceira forma de definir um produto de tableaux normais, que sera
coincidente com os produtos ji definidos. Dados T e U tableaux normais, defina-se

T o U = o tnico tableau cuja palavra é Knuth-equivalente a w(T).w(U)

Corolario 1.3. Dados T e U tableaux normais, tem-se
T-U=TeU=ToU
Demonstragio. E suficiente verificar que w(T - U) £ w(T).w(U) £ w(T e U).
1. Pelo corolario 1.1, tem-se que w(T - U) K w(T).w(U).
2. Uma vez que T e U = Rect(T = U), tem-se

w(T o U) E w(Rect(T + U)) £ w(T + U) = w(T).w(U).
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1. Nogoes preliminares

1.3.1 Demonstracao de unicidade

Vamos nesta seccao mostrar a unicidade do tableau cuja palavra é Knuth-equivalente
a uma palavra dada (teorema 1.4). Note-se que, demostrada a unicidade, ficam
demonstrados os teoremas 1.2, 1.3, e a proposicao 1.4.

Dada uma palavra w = us ...up, com letras em {1,...,n}. Seja L(w,1) o com-
primento da sua maior subsequéncia fracamente crescente . Isto é, L(w,1) =1, se [
for o maior nimero natural tal que i1 < ... <7d e u; <...<w.

Ezemplo 1.14. Consideremos as palavras w = 1112213414 e w’ = 142122314. As
subsequéncias formadas pelos termos sublinhados sao fracamente crescentes e de com-
primento maximo

w=1112213414

w =142122314

w'=142122314

Entdo, L(w,1) =8 e L(w’,1) = 6.

Defina-se agora L(w,k), para k > 0, como sendo o maior nimero que se pode
obter como soma de comprimentos de k subsequéncias de w fracamente crescentes e
disjuntas.

Exzemplo 1.15. Sendo novamente w = 1112213414 e w’ = 142122314, tem-se

L(w,2) = 10 1112213414
L(w',2) =8 1421223114
L(w',3) =9 142122314

sendo L(w, k) =10 para k > 2 e L(w', k) =9, para k > 3.
Consideremos agora palavras de tipo w = w(T'), sendo T' um tableau semistandard

normal de forma A = (A1,..., A\y).

Neste caso, a determinagdo de L(w, k) é mais simples. A maior sequéncia fraca-
mente crescente deve corresponder a primeira linha do tableau, pelo que L(w, 1) = A;.
Do mesmo modo, o maior numero que se obtém como soma de duas sequéncias fraca-
mente crescentes disjuntas corresponde as sequéncias da primeira e da segunda linha,
pelo que L(w, 2) = A1+ A2. Por indugéo, pode concluir-se que L(w, k) = A1 +...+ Ag.

Tem-se assim o seguinte resultado.

Lema 1.3. Seja w = w(T) com T tableauw semistandard de forma A. Entdo, para
todo o k > 1,

L(w, k) =X+ ...+ X\
Lema 1.4. Sejam w e w' palavras Knuth-equivalentes. Entao, para todo o k,

L(w, k) = L(w', k)
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1.3. Palavras

Demonstraciao. E suficente olhar para o caso em que w e w’ diferem por uma relagao
de Knuth elementar. Suponhamos entao que se tem um dos casos, com u e v palavras,
e x,y e z letras quaisquer.

1. w=uyzrz.w £ wyzew =w', (z <y < z).

2. W= u.T2Y.v £ wzzyw =w', (x <y < z2).

Tem-se obviamente que L(w, k) > L(w', k). Qualquer familia com k sequéncias dis-
juntas retiradas de w’ determina a mesma familia em w’, com possivelmente uma
sequéncia maior (pois = < z).

Para mostrar a outra desigualdade, suponhamos que temos k subsequéncias disjun-
tas de w. Vamos a partir dai construir k subsequéncias disjuntas de w’, com o mesmo
nimero de letras. No caso em que se obtém as mesmas subsequéncias o resultado é
trivial. Considere-se entao o caso em que nao se obtém as mesmas subsequéncias, isto
é, o caso em que uma da subsequéncias de w inclui z e z — a subsequéncia de w’ deixa
de ser crescente.

Seja entdo uj.r.z.v; uma subsequéncia de w fracamente crescente (com wu; e vy
subsequéncias de u e v, possivelmente vazias). Existem dois casos.

1. Suponhamos que nao existe mais nenhuma subsequéncia de w fracamente cres-
cente na qual apareca y. Assim, podemos considerar as subsequéncias uy.y.z.v1,
no caso da primeira transformacao, ou wu;.z.y.v1, no caso da segunda transfor-
magcao. Ambas sido subsequéncias de w’ fracamente crescentes.

2. Suponhamos agora que existe outra subsequéncia de w fracamente crescente
que inclua y. Seja uq.y.vy essa sequéncia. Nesse caso, fazem-se as seguintes
correspondéncias, no caso da primeira transformacao de Knuth,

w w’

UL.L.2.07 —F U2.Y.2.01
U2.Y.V2 — U1.2.02

e no caso da segunda transformagao,

w w’

up.r.2.01 — U1.T.Y.V2
u2.Y.V2 — U9.2.U1

Em qualquer um dos casos as subsequéncias obtidas sao fracamente crescentes,
e no seu todo, tém as mesmas entradas.

O
Lema 1.5. Sejam w e w' palavras Knuth-equivalentes e sejam wy e w(, as palavras

obtidas ao remover as maiores p letras e as menores q letras de cada uma delas, para
qualquer p, q. Entdo, wy e w sao Knuth-equivalentes.
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1. Nogoes preliminares

Demonstracao. Por inducdo, basta provar que as palavras obtidas ao remover as
maiores ou menores letras de w e w’ sdo ainda Knuth-equivalentes. Consideremos
0 caso em que se removem as maiores letras, sendo o outro caso simétrico. Nova-
mente, é suficiente analisar o caso em que w e w’ diferem por uma transformacéao de
Knuth, isto é,

1. w=uyzzv S wyzew =w, (r <y < 2).

2. W= u.T2Y.v £ wzzyw =w', (x <y < 2).

Se as letras removidas nao forem z, y ou z, mantém-se evidentemente a Knuth-
equivaléncia. Caso contrario, a letra removida é necessariamente z e nesse caso as
palavras ficam iguais. O

Estamos finalmente em condicoes de provar a unicidade do tableau cuja palavra
é igual a uma palavra dada. Vamos mostrar que, se w for Knuth-equivalente a w(T),
sendo 71" um tableau de forma normal, entao 7' é univocamente determinado por w. A
demonstragio é feita por indugdo no comprimento da palavra w(T') (e consequente-
mente no ntumero de caixas de T)).

Se w = u, com u letra, entdo o tnico tableau cuja palavra é igual a x é . Seja
agora w = uq ...ug, com k > 1, e admita-se que o resultado é verdadeiro para k — 1.
Pelos lemas anteriores, a forma A de T' é determinada por w, tendo-se

A = L(w, k) — L(w, k — 1)

Seja r a maior letra que aparece em w e seja wy a palavra que se obtém re-
movendo a ocorréncia de x em w que esteja mais a direita. Seja também T o tableau
que se obtém de T removendo a caixa mais a direita com entrada x. Tem-se entao
w(Ty) = w(T)g. Pelo lema anterior, tem-se que wy X w(Ty). Por hipotese de indugao,
Ty € o unico tableau cuja palavra é Knuth-equivalente a wy. Como sao conhecidas
as formas de T e de Ty, a wnica possibilidade para T é ser obtido a partir de Ty
colocando z na caixa vazia.

Podemos agora demonstrar os teoremas 1.2, 1.3 e a proposicao 1.4. Foi ja visto
que as trés defini¢oes de produto de tableau coincidem, uma vez que tém a mesma
palavra, que deve ser Knuth-equivalente & palavra de um dnico tableau.

Uma vez que o deslizamento preserva a Knuth-equivaléncia, qualquer escolha de
cantos interiores implica que, para cada deslizamento, as palavras se mantenham
Knuth-equivalentes. No final, serdo entdo Knuth-equivalentes a palavra de um tnico
tableau, ao qual chama&mos rectificacdo. Assim, o processo de rectificacdo de um
tableau enviesado é independente da escolha de cantos interiores.

Finalmente, dados tableaux T, U e V, T - (U - V) & o tnico tableau cuja palavra
¢ Knuth-equivalente a w(T).w(U - V). Como w(U - V) £ w(U).w(V), tem-se
w(T)w(U - V) Ew(T)wU)wV)E wT U)wl)

Como(T-U)-V & o tinico tableau cuja palavra é Knuth-equivalente a w(T-U).w(V),
vem que (T-U)-V =T - (U -V), provando-se assim a associatividade do produto de
tableaux.
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1.3.2 O monodide plactico

Seja F' = {1,...,n}* o mondide livre no alfabeto {1,...,n}, isto é, o monoide
formado pelas sequéncias finitas de elementos de {1,...,n}, com a operacao de con-
catenacao usal e a palavra vazia como identidade.

Tem-se que a Knuth-equivaléncia é também uma relacao de congruéncia, uma vez
que

K K K K
w=w Av=v —wv=wv=w

Assim, o quociente M,, = F/K, em que K denota a relacdo de Knuth-equivaléncia,
é um monodide, ao qual chamamos mondide pldctico. Tem-se o seguinte epimorfismo

canénico

F M,

w o — [w]g

O conjunto dos tableaux semistandard normais com entradas em {1,...,n} jun-
tamente com o produto definido anteriormente ¢ um mondide, que é isomorfo ao
mondide plactico, com a correspondéncia

T— [w(T)]k

que é bijectiva, uma vez que, dada uma classe de Knuth-equivaléncia, qualquer sua
palavra é Knuth-equivalente a palavra de um tnico tableau normal semistandard.
Podemos associar a este mondide o seu anel de mondide R,,, ao qual chamamos anel
dos tableaux. Existe um morfismo entre R, e Z[z1,...,zy], que aplica um tableau T'
normal semistandard num monémio 7. No capitulo seguinte, ficara clara a relevancia

desta correspondéncia.

1.4 O algoritmo RSK

O algoritmo de insercao estudado na seccao 1.2 permite estabelecer duas impor-
tantes bijecgoes: a correspondéncia de Robinson-Schensted, entre permutacoes de S,
e pares de tableaux standard com forma A F n, introduzido por Robinson ([22]) e
reformulado por Schensted ([24]); e a correspondéncia de Robinson-Schensted-Knuth
(RSK), entre permutagoes generalizadas e pares de tableaux semistandard de forma
normal, que corresponde a uma generalizacao da primeira para tableaux semistandard,
desenvolvida por Knuth ([16]). Iremos estudar com mais detalhe a correspondéncia
RSK, na medida em que seré utilizada para demonstrar a identidade de Cauchy no
capitulo 3, que sera relevante para o estudo dos coeficientes de Littlewood-Richardson.

Definigao 1.15. Uma permutacao generalizada é uma matriz de duas linhas com
entradas em N
iy de e ip
T=(. ;
<J1 Jo e Jn>

cujas colunas (;Z) estdo ordenadas pela ordem lexicografica, tomando (;Z) = (1K, j)-
Denotamos & = (i1,...,in) € T = (J1,-- -, Jn)-
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Podemos encarar 7 e 7 como tableaux com uma linha, pelo que faz sentido con-
siderar os seus conteudos. Enunciamos entdo o seguinte teorema (Knuth, [16])

Teorema 1.5 (Correspondéncia RSK, [16]). Eziste uma bijec¢io entre permutagoes
generalizadas e pares de tableaux de Young semistandard com a mesma forma,

= 85 (1,v)
com cont ™ = contT e contm = contU.

. . . RSK
Demonstra¢ao. Demonstramos em primeiro lugar que a correspondéncia m ———
(T,U) é uma aplicacao.

;.1 ;.2 ;" uma permutacao generalizada. Vamos criar uma sequén-
1 J2 0 Jn
cia de pares de tableaux semistandard (Tp, Ug) = (0, 0), (T4, U1), ..., (Tn,Uy) = (T, U)

em que os elementos ji, ..., j, sao inseridos pelo algoritmo de insercao nos tableaux
T;, enquanto os i1,...,%, sao colocados nos Uj;.

Sejam =

Seja entao (Tp, Up) = (0,0) e, assumindo que se construiu (7j—_1, Ux—1), ponha-se
Ty = Tji (Tk—l)
U, = tableau no qual se coloca iy na caixa (¢, j) onde terminou a insercao.

1. Pela definicdo de Uy, os tableaux T} e Uy tém a mesma forma, para todo o k.
E é também claro que contT = conti e contU = cont 7.

2. T é um tableau semistandard, uma vez que o algoritmo de insercao mantém as
linhas fracamente crescentes e as colunas estritamente crescentes, como ja foi
visto. U é também semistandard. As suas linhas sdo fracamente crescentes,
uma vez que T é uma sequéncia fracamente crescente. As colunas de U devem
ser estritamente crescentes. Suponhamos que existiam elementos iguais i, = 7,
como k < I, que estdo na mesma coluna. Pela ordem lexicografica de m tem-se
que ji < 7;- O lema da remocao nas linhas afirma que a caixa acrescentada pela
insercao de ji deve estar estritamente & esquerda da caixa acrescentada pela
insercao de j;, o que contraria a hipdtese de iy e ¢; estarem na mesma coluna.

Por exemplo, consideremos a permutacao generalizada
/1112 3 3
Tm\1 2311 2
Tem-se entao

o Ti T Ts T, Ts Ts=T

1113 1/11 111]1]2
) [@ [z Oer fpB pppl i)

—_

Uy U U, Us U, Us Us=U

1/11 1111 1/1]1]3
0 M [y aam fRE ppl s




1.4. O algoritmo RSK

Logo,

_ RSK (1 L[1]2][1]1 1\3\)
2[3 12]3

E usual designar-se o tableau U por tableau de registo.

Mostremos agora que a aplicacdo 7 RSK, (T,U) tem inversa.

Como foi visto anteriormente, o algoritmo de insercao é invertivel, caso seja indi-
cada a caixa acrescentada. Os tableaux Uy contém precisamente a informagao sobre
as caixas acrescentadas a cada paso. O algoritmo consiste entdao em determinar uma
sequéncia (T,U) = (T, Uy), (Tyn—1,Un—1), - - -, (To, Uo) = (#, D) e colocar a informagéo
daf retirada na forma de permutagao generalizada.

Sejam entdo (T,,U,) = (T,U). Assumindo a construcdo de (Ty, Uy) vamos deter-
minar ik, Jk e (Tk—h Uk:—l)-

1. Em Uy, determine-se a caixa (i,j) com maior entrada, que esteja o mais a
direita possivel. Essa caixa, por construcao, deve corresponder & caixa que foi
acrescentada pelo algoritmo de insercdo. Assim, seja Up_1 o tableu obtido por
U}, removendo a caixa (4, j) e ponha-se i, = (Uk); ;-

2. Para obter Tj_1, faga-se o processo inverso da inser¢do, considerando (i,j) =
(i*, %) como a caixa acrescentada, obtendo-se Tj,_; = rt ;) (Tk) para um certo
elemento x. Ponha-se entao j, = .

Por construgdo, é claro i1 < ... < i,. Caso i = ix11, entdo i, tem de estar a
direita de ix_;. O lema da remogao nas linhas garante entao que ji < jr41- O

E possivel associar a cada permutacdo generalizada uma matriz com entradas
inteiras e ndo negativas'. Dada uma permutacio generalizada 7 defina-se entdo M =
M (7), sendo

M; ; = ntmero de ocorréncias de (}) em 7.

3 ~ . 1111 2 3 3
Exemplo 1.16. A permutacgio generalizada m = (1 9 2 3 1 1 2)

associamos a matriz

M(m) =

— =
= O N

1
0
0

Trata-se de um processo facilmente revertivel, pelo que se tem uma bijeccao entre
permutacoes generalizadas e o conjunto de matrizes com entradas inteiras e nao neg-
ativas, e que nao tém colunas ou linhas finais de zeros. Esta tltima condicao deve-se
ao facto de uma linha ou coluna com zeros nao trazer qualquer informacao adicional
sobre 7. Note-se ainda que a soma das entradas da linha ¢ de M (7)) d4d-nos o namero
de i’'s em 7, enquanto a soma da coluna j da o numero de j’s. Tem-se entao o seguinte
corolério.

I Tal ja & feito com permutagdes, que se associam facilmente a matrizes-(0,1)
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Corolario 1.4. Eziste uma bijec¢ao entre pares de tableauzr de Young semistandard
com a mesma forma e matrizes com entradas inteiras ndo negativas, sem colunas ou

linhas finais de zeros

M EE (1, U)

tal que contT e contU correspondem a soma das linhas e colunas de M, respectiva-
mente.

1

Dada uma permutacao generalizada 7 definimos a sua inversa 7~ como sendo a

permutacao generalizada tal que

M(r~t) = (M(m))"

Ezxemplo 1.17. Sendo 7 como no exemplo anterior, tem-se

eloe_1_1112223
PEOAUET™ "= 11 2 3 1 1 3 1
Tem-se o seguinte teorema, também chamado Teorema da Simetria, que se deve
a uma generalizacdo de Knuth ([16]) de um resultado de Schiitzenberger.

Teorema 1.6 (Teorema da Simetria). Seja m uma permutacdo generalizada e supo-

nhamos que 7 f5K (T,U). Entao,

85 (U, T).
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CAPITULO 2

ALGEBRA DAS FUNCOES
SIMETRICAS

Neste capitulo serao apresentados alguns dos principais resultados acerca da alge-
bra das fungoes simétricas, com especial énfase nas funcoes de Schur.

Comecamos por fazer uma curta referéncia as fun¢bes geradoras. Na seccao
seguinte serd feita a construcao da algebra das funcoes simétricas, sendo apresentadas
algumas das suas bases, das quais se destacam as fungoes de Schur. Serao entao apre-
sentados alguns resultados importantes relativos a estas funcoes, bem como algumas
formulacoes alternativas.

As principais referéncias utilizadas ao longo deste capitulo sao [10], [19], [20], [23]
e [26].

2.1 Breve introducao as funcoes geradoras

Dada uma familia de inteiros (ay)n>0, a sua fun¢do geradora é dada por

flx) = Z anx”.

n>0

Se a familia (a,)n>0 corresponder & enumeragao de determinados objectos combi-
natoérios, diz-se que f(z) é a fungdo geradora desses objectos.

Ezemplo 2.1. f(x) = > (4)x” = (1 +z)* é a fungio geradora dos subconjuntos de

n
n>0

{1,2,3,4}.

Ezemplo 2.2. f(x) = Y p(n)z™ é a funcdo geradora das parti¢oes de n € N, onde
n>0

p(n) denota o nimero de parti¢des de n.

Note-se que esta série de poténcias é uma soma formal, no sentido em que sao
irrelevantes as questoes de convergéncia ja que nunca se substitui . Denotamos por
Z[[z]] o anel das séries de poténcias formais. A analise da func¢do geradora de uma
familia de objectos fornece informacoes sobre as suas propriedades. Como veremos
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2. Algebra das funcoes simétricas

mais & frente, existem casos em que se conhece a funcao geradora, sem ser conhecida
uma formula explicita para (a,)n>0-

Seja S uma familia de objectos enumerada por (a,)n>0. Um método para de-
terminar uma fun¢do geradora que descreva a familia S consiste em associar a cada
objecto um elemento de Z[[z]] e considerar a sua soma ao longo de S. Define-se um
peso de S como sendo uma fungdo wt : S — Z[[z]]. A fun¢do geradora de peso de S

é dada por
fs =Y wi(s)
ses
Geralmente, dado s € S, considera-se o peso dado por wt(s) = z™, para algum
n € N apropriado.
Analisemos de novo o exemplo das parti¢coes. Seja S o conjunto de todas as
particoes de n e, para A € S, considere-se o peso definido por wt(\) = z!*. Entao,

fs(z) = Z M = Z Zx" = Zp(n)x"
A€S n>0A\kn n>0

Euler provou a seguinte identidade envolvendo a fungao geradora das partigoes

> ot =T =5 -

n>0 i>1

2.2 A algebra das funcoes simétricas

Consideremos uma familia de n variaveis independentes x = x1,...,x, € o anel de
k
. , - . z M )\1 Ak p—
polinémios Z[z1, . . ., £,]. Diz-se que um monémio z;' ...z’ tem grau n se > A =n.

i=1
Um polinémio diz-se homogéneo de grau n se todos os seus mondémios tiverem grau
n.

Existe uma acc¢do natural de S,, em Z[xy,...,z,], dada por wf(x1,...,z,) =
f(Zx1),-- > Trn)), Param € Sy e f(21,...,2,) € Zlx1,...,2y,]. Um polinémio f diz-
se simétrico se mf(x1,...,7n) = f(Tr(1),-- -+ Tn(n)), Para toda a permutacio 7 € Sy,.
Isto &, se for invariante para a acgdo de S,,.

Seja A, o anel dos polindémios simétricos nas indeterminadas z1,...,z,. A, é um
subanel de Z[z1, ..., x,] e tem-se que

A =EPAE (2.1)
k>0

sendo A¥ o anel dos polinémios simétricos homogéneos de grau k (A% consiste no
polinémio nulo). Note-se que o produto de um polinémio de A* por elementos de Z &
ainda um polinémio simétrico e homogéneo de grau k. Assim, A* e A,, sio Z-mo6dulos.
Note-se que A,, é ainda uma algebra. Mais, trata-se de uma &lgebra graduada, uma
vez que o grau do produto de dois polindémios serd igual & soma dos seus graus.

Seja A uma partigdo tal que {(\) < n. Defina-se

Ar(1) Ax(n)
ma(x1, ..., Ty) = g x1™ L xp

TESH
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2.2. A algebra das fungbes simétricas

O polinémio m) é simétrico. Com efeito, dado o € S,,, tem-se

A A

Ar(1) )\«(n) _ ro—1(1) ro—l(n)

MA(To(1), -+ To(n)) E Loy Tl = E T o Tn =
TESy TES,

A
= E T(l) o)™ =ma (T, 2)

TES,

Prova-se que os polinémios m) sao linearmente independentes. E como qualquer
f em A% & soma de monémios, basta agrupar os que correspondem a uma mesma
partigdo. Assim, o conjunto {my : [(\) < n A A F k} forma uma Z-base para A¥. E
por (2.1), o conjunto {my : I{(\) < n} é uma Z-base de A,,.

Vamos agora generalizar para o caso em que temos infinitas varidveis. Sejan < m
e consideremos o morfismo Z[z1, ..., &, — Zlz1,...,2,] que aplica z; em x;, para
it <mn,ex; em0, paran < j < m. Este morfismo pode ser restringido a A,,, obtendo-
s€ pmn @ Am — A,, em que pp,, aplica my(z1,..., %) em my(x1,...,2,), se
I(A) <n,ouem 0, caso n < I(A) < m. pp,pn é claramente um epimorfismo, uma vez
que pmn(ma(z1,...,25,0,...,0)) =mx(z1,...,2,).

. e k
Considere-se agora a restricao de p,, , a A;,. Vamos obter um morfismo

Ak k
Pmn - Am 7 An

que é sobrejectivo se k > 0 e m > n, e bijectivo se m > n > k. Tem-se evidentemente
koo k E o _ ok
que Py = Uk € Py © Py = Py, PATA L2 M 2> N

. k k ” . . 2. . . .
Assim, o par (Ay,, pp, ) € um sistema inverso (de anéis), admitindo um limite
inverso

A" =1lim A
Os elementos de A* sio as sequéncias f = (fn)n>0 com fn = fn(:cl, . ,zn)
polinémio simétrico homogéneo de grau k e tal que fp,(z1,...,2,,0,...,0) = fu(z1,...

paran < m.

Como p’ﬁmn é isomorfismo para m > n > k, a projecgio pk : AF — A¥ & isomor-
fismo. Assim, A¥ admite uma Z-base {m, : A F k} tal que pk(my) = my(z1,...,7,).
Chamamos as funcdes my (em AF tendo portanto infinitas varidveis) as funcdes

simétricas monomiais'.

Seja agora A = @ A*. A é um moédulo livre gerado pelas fungdes simétricas
k>0

monomiais correspondentes a todas as particdes A. Chamamos a A a dlgebra das

funcdes simétricas. A semelhanca das estruturas para um numero finito de varidveis,

também A* e A sdo modulos, sendo A uma algebra graduada.

10s elementos de AF no sdo necessariamente polindmios, pois contém somas formais infinitas.
Por este motivo, utiliza-se a terminologia funcdo.
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2. Algebra das funcoes simétricas

2.3 Bases de A”

Considere-se novamente o anel A* das funcdes simétricas de grau k. Vimos que
{my : A k} é uma sua Z-base. Existem outras bases, que estudaremos de seguida.

Definigao 2.1. 1. A fung¢do soma de poténcias simétrica de grau k é dada por
Dk = M) = chf
i>1

2. A fun¢ao simétrica elementar de grau k é dada por
ex = Mm(ry = Z Tiy - T -
i1 <. <ig
Convenciona-se que ey = 1.
3. A fungao simétrica completa de grau k é dada por
hy = Zm)\ = Z Tiy - Ty -
AHE i1<...<ig
Convenciona-se que hg = 1 e hy =0, para k < 0.
Ezemplo 2.3. Para k = 4, tem-se
p;;zw‘f—i—x%—i—x%—l—...
€4 = T1T2T3T4 + T1T2X3L5 + T1X3L5L6 + - . -
hy =2t + a5+ +2lve +23ws + ...+ 23woz3 + . ..

Note-se que as fungoes simétricas elementares e sao a soma de todos 0os monémios
livres de quadrados de grau k. Assim, podemos considera-la como uma funcio
geradora para particdes com k partes distintas. Seja S = {\ : I(\) = k}, com
A= (A1, .., k), com Ay > ... > Ag, e considere-se 0 peso wi(A) = Ty, ... Tx,.
Entdo, eg(z1,x2,...) = fs(x1,za,...).

Proposigao 2.1. Tém-se as sequintes funcoes geradoras

1. E(t) =3 ep(o)t” = TT (1 + @4t)

n>0 i>1
2 Ht)= X ha(@)t" = [] i
n>0 i>1

Defini¢ao 2.2. Dada uma particio A = (\1,...,\,), define-se py = py, ...px,. As
funcoes ey e h)y definem-se de modo semelhante.

Lema 2.1. Seja A wma particio. Dada uma matriz A denotamos por row(A) a
sequéncia das somas das suas linhas, e por col(A) a sequéncia das somas das suas
colunas. Entdo, em A,

1. ex= > Dy ,my, em que Dy , € igual ao nimero de matrizes-(0,1) A tais que

pkk
row(A) = X\ e col(A) = p.
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2. ha= Y Ax,my, em que Ay, € igual ao nimero de matrizes A com entradas
pEk

em N tais que row(A) = X e col(A) = p.
3'1)%MZZ-DMJ 644AM :-AMA

Demonstragao. 1. Como my é base de A*, temos ey = > Dy,m,. Para obter
pEk
um termo de ey, considere-se a matriz

xr1 T2 I3
r1 T2 I3

e escolham-se (sem repetigbes), na linha 1, \; entradas, na linha 2, Ay entradas,
e assim sucessivamente. Seja xz”ll xf ... = x" o produto das entradas escolhidas.
Entao, substituindo por 1 as entradas escolhidas e por 0 as restantes, obtém-se
uma matriz-(0,1) A em que claramente row(A) = A e col(A) = u. Reciproca-

mente, dada uma matriz-(0,1) nessas condigdes, ela corresponde a um termo de
€.
m

2. De modo anéalogo, para obter um termo de h), escolhem-se na mesma matriz
A; entradas na linha 7, podendo existir repetigdes (que se consideram diferentes
para efeitos de contagem). Sendo zfll xf; ... =x" o produto das entradas escol-
hidas, substituam-se as entradas escolhidas pelo numero de vezes que foram es-
colhidas (e as restantes por 0). As entradas da matriz sdo obviamente naturais e
tem-se por construgio row(A) = A e col(A) = u. Também como anteriormente,

dada uma matriz nessas condigoes é possivel corresponder-lhe um termo de hj.

3. E resultado do facto de row(A) = col(AT) e col(A) = row(AT).
O

Proposig¢ao 2.2. Sejam x = x1,T2,... €Y = Y1,¥o,... indeterminadas indepen-
dentes. Tém-se as sequintes identidades:

L. .111(1 +zy5) = AZ Dy pma(x)my(y) = ;mA(X)ex(y)-

2 I iy = 3 A (0m,(y) = X ma(0)ha(y).
i,7>1 ' A A

Demonstragao. Mostremos a primeira identidade. A segunda tem uma demonstracao

analoga. Para obter um monémio x*y? = rtwg? ...yfllyiz ... em H (1 + zy5),

construa-se uma matriz-(0,1) A = (a;;) com um namero finito de 1’s tal que

T @iy =xy?

4,521

Mas como [] (wy;)% = x"ow(AyelA) resulta que o coeficiente do monémio em
4,521

questdo no produto é igual ao ntimero de matrizes-(0,1) com row(A) = ave col(A) = 5,

isto é, D, g. A segunda parte resulta do lema 2.1. O
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2. Algebra das funcoes simétricas

Teorema 2.1. Os sequintes conjuntos sio Z-bases de A*
L {px: AFk}.
2. {ex: Ak}
3. {hx: AF Kk}

Demonstragao. 1. Seja C = (ca,p,) a matriz de py em termos da base my. A
demonstragao fica concluida se encontrarmos uma ordem que torne C' triangular
e sem zeros na diagonal principal. Isto garante a invertibilidade de C, o que
prova que py ¢ uma base. Afirmamos que

Px =0+ E Cx, My
p>A

A A A A A
com cy  # 0. Ora, tem-se que py = (27" + 25 +...) (e + 25 +...) ... (27" +
xé" +...), pelo que, se z}* ...zl af aparece, tem-se necessariamente que cada
wi € soma de alguns A;. Assim, a parti¢do u, tendo partes maiores ou iguais a
partes de A, é maior (pela ordem de dominagdo) que A. Assim, o menor termo

a aparecer deve ser m)

2. Mostremos que Dy, # 0 para u<\’ e que Dy »» = 1. Suponhamos que D) ,, # 0.
Pelo que acabamos de ver, existe uma matriz-(0,1) A tal que row(A4) = X e
col(A) = p. Seja A" a matriz tal que row(A) = A e tal que A}; = 1 para
1 <5 < )\, isto é, com os 1’s alinhados & esquerda. Para cada ¢, o nimero de
1’s nas primeiras 7 colunas de A’ &€ maior ou igual ao ntimero de ¢’s nas primeiras
i colunas de A. Entao,

p=col(A) Qecol(A") = N.

Como A’ é a unica matriz-(0,1) tal que row(A’) = A e col(A’) = N, vem que
D>\,>\’ =1.

Sejam A(D <. .. 9 \®(K) a5 particoes de k ordenadas pela ordem de dominacéo.
Entdo, (AP <. <9 (AW). Consideremos a matriz (D) ,) com as linhas
ordenadas pela primeira ordenacgao e as colunas pela segunda ordenacgio. Assim,
a matriz serad triangular superior e com 1’s na diagonal, pelo que é invertivel,
provando assim que {ey : A - k} é base de AF.

3. E suficiente mostrar que hy gera a base eu, uma vez que existem p(k) funcoes
hy e dim A* = p(k). Basta entdo ver que cada e, ¢ um polinémio em hy,. Pela
proposicao anterior,

1
HHE(-t) =[]0 +zt) [[ ——= =1

i>1 1 A+t

Tem-se entao
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pelo que se retirarmos os coeficientes de ¢ de ambos os lados, obtém-se

ASSiHl, €n = hlen_l + hgen_z + ...

2.4 Funcoes de Schur

Nesta seccdo iremos estudar uma outra base de A*, o conjunto das funcdes de
Schur, que tém relevancia no contexto das representacoes de grupos lineares.

Dada uma composi¢do u = (p1,...,4) existe um mondémio correspondente em
Z[l’l, ZTo .. ]
B M1 Hi
X" = l‘l . l‘l

Dado T um tableau de forma A e conteido p é também possivel associar-lhe um

peso,
xI =xt = H xT,
(.)€
1[1]2]4]
Por exemplo, sendo T'=|3 |1 , entdo xT = wfrowsa?
4

Definicao 2.3. Seja Seja A uma particdo. A funcdo de Schur associada a \ é dada
por

sx(z1,xa,...) = ZxT
T
em que a soma ¢é indexada pelos tableaux semistandard de forma A.

Definigao 2.4. Sejam \ e p particoes, com u C X. A fun¢do de Schur enviesada de
forma \/u é dada por

sy/p(x1,m2,...) = ZXT
T
em que a soma ¢ indexada pelos tableaux semistandard enviesados de forma A/ pu.

Ezemplo 2.4. Considere-se A = (2,1). Os tableaux semistandard de forma A\ com
entradas em {1, 2,3} séo

1]1] 1]1] 1]2] 1]2] 1]3] 1]3] 2[2] 2[3]
2 3 2 3 2 3 3 3

Assim, a func¢io de Schur associada a partigdo (2,1) em Ag é

2 2 2 2 2 2
5(2,1) (w1, T2, 23) = 27T + 2123 + 2125 + 2012203 + X123 + 323 + To13
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Ezemplo 2.5. Sejam A\ = (2,1,1) e u = (1). Os tableaux semistandard enviesados de
forma A\/p sdo

][] [l [z _[2] [2] [3] _[3] _[3]

Assim, a fung¢do de Schur enviesada de forma (2,1,1)/(1) em A3z é

2 2 2 2 2 2
8(2,1,1)/(1) = T1%2 + x7x3 + 125 + 123 + 503 + X203 + 3x1T0x3

Proposigao 2.3. As funcoes de Schur e as fun¢oes de Schur enviesadas sio simétri-
cas.

Para demonstrar este resultado, vamos introduzir uma ferramenta importante,
as involugoes de Bender-Knuth, apresentadas inicialmente em [2]. Estas involugbes
actuam sobre o contetido de tableaux semistandard (normais ou enviesados) e, con-
sequentemente, sao utilizadas para mostrar a simetria das fungos de Schur.

Seja T um tableau semistandard com entradas em {1,...,n} e fixemos um par
(i,i +1) com i € {1,...,n —1}. Cada coluna de T contém, ou um par (i,i + 1),
ou apenas uma, ocorréncia de i ou 7 — 1, ou nenhum ocorréncia destas letras. Diz-se
que os pares (i,7+ 1) que aparecem numa mesma coluna sdo fizos, e que as restantes
entradas de 7 e i + 1 (i.e., aquelas onde na sua coluna nao existem ocrréncias de i + 1
e 1, respectivamente) sao livres.

Ezemplo 2.6. No seguinte tableau, estao assinaladas as entradas livres para o par
(2,3).

1[1[1]1[2]2]2]2]2]3]
T=[2[2[3][3][3]3
3]

Note-se que todas as entradas livres num tableau semistandard devem aparecer
em colunas consecutivas. Caso aparecesse um par fixo entre duas entradas livres
consecutivas, ter-se-ia

alil|b

it1]it1fit1

com a < i < b. Como o tableau é semistandard, ter-se-ia b < i + 1.

Definigao 2.5 (Involugoes de Bender-Knuth, [2]). Seja T um tableau semistandard

com entradas em {1,...,n} e fixemos um par (i, + 1), com i € {1,...,n — 1}.
Definimos as aplicacgoes o1, ...,0,_1 entre tableaux semistandard da mesma forma,
em que, para cada i € {1,...,n — 1}, o tableau ¢;(T) = T” & construido do seguinte
modo:

1. Se Ty ; # 4,1+ 1 ou se T} ; nao pertencer a um par fixo, T,;’j =T ;.

2. Caso contrério, e uma vez que as entradas livres devem aparecer em colunas
consecutivas, suponhamos que numa dada linha k aparecem sj ocorréncias de
i, seguindas de t; ocorréncia de i + 1, formando uma sequéncia de s + t
caixas. A sequéncia correspondente na linha k de T’ deve ser preenchida com
t), ocorréncias de ¢ e com s ocorréncias de ¢ + 1.
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Ezemplo 2.7. Com o tableau do exemplo anterior, tem-se

1111222|2|2|3\ 1111222|3|3|3\
21213[3[3]3 2 121272333
13] 13]
Lema 2.2. Seja T um tableau semistandard com entradas em {1,...,n}. Entdo,
para todo o in € {1,...,n — 1}, as aplicagdes o; sao involugdes, as quais chamamos

involugoes de Bender-Knuth, e o tableau o;(T) € semistandard e com a mesma forma
de T.

Demonstragio. Por construgao, é evidente que o2 = id, para qualquer i € {1,...,n—
1}. Pela definigdo de entrada livre, o tableau o;(T') é semistandard e tem a mesma
forma de T O

Podemos agora provar a proposicao 2.3.

Demonstracdo. Uma vez que qualquer permutacdo é composicao de transposicoes, é
suficiente mostrar que

(4,7 +1)sa(x) = sa(x) (22)

A accao das involugoes de Bender-Knuth num tableau corresponde & aplicagio de

uma transposicado (4,7 + 1) ao seu contetido, pelo que acgdo (2.2) do grupo simétrico

mantém invariantes as func¢oes de Schur. O

Dadas A particdo e p composicdo, definimos os nimeros de Kostka K, como
sendo o namero de tableaux semistandard de forma A e contetido p. Dadas partigoes
A e u tais que p C A e v composicao, os numeros de Kostka enviesados sao iguais ao
namero de tableaux semistandard de forma A/u e conteado v.

Proposigao 2.4. Sejam X\ e u partigoes, tais que p C A. Entao,

S\ = E K)\’Hmu

5D
S\w = ZKA/;WmV
Demonstracao. Pela definicao de funcao de Schur, tem-se

S\ = E K)\,MX”
"

em que a soma é ao longo de todas as composi¢oes i de |A|. Como sy é simétrica,
podemos entao considerar a soma nas particoes, tendo-se entao

S\ = ZKA,MmH' (2.3)
n

Mostremos agora que Ky, =0 se AL e que Ky = 1. Se K, # 0, considere-
se um tableau T semistandard de forma A e contetido . Como T é estritamente
crescente nas colunas, todas as ocorréncias de 1,...,7 devem estar nas linhas 1,...,1,
pelo que

it KA+ N

isto &, p <A Se A = p, entdo existe um unico tableau semistandard de forma e
contetido A, o tableau cuja linha i tem todas as entradas iguais a . O
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Dadas particoes A e p e uma composicao v, definimos os niumeros de Kostka
enviesados K, , como sendo iguais ao ntimero de tableaux semistandard de forma
A/p e conteido v. Assim, tem-se uma identidade analoga a (2.3)

S)\/,u = ZK)\/#J,mV (24)

Corolario 2.1. O conjunto {s) : A\ k} é uma Z-base de A*.

Uma vez que A* é um anel, o produto de duas funcdes de Schur ¢ uma funcio
simétrica. Assim, dadas partigdes p e v, o produto s, s, estd em A*, pelo que pode
ser escrito na base {sy : |\| = |u| + |v|}

5.8, = Zci‘wsx (2.5)
A

Os coeficientes c;}yy sdo chamados coeficientes de Littlewood-Richardson. No capi-

tulos seguintes, serao apresentadas algumas interpretagoes combinatoérias destes coe-
ficientes.

2.4.1 Produto interno de Hall e a Identidade de Cauchy

Nesta seccao vamos estudar alguns resultados sobre o tnico produto interno que
torna as fungoes de Schur numa base ortonormada e concluir que os coeficientes de
Littlewood-Richardson estdo relacionados com as fungoes de Schur enviesadas.

Considere-se em A* a forma bilinear < -, - >: AF x A¥ — Z dada por
< h;mm“ >= 6)\,,u (26)
para quaisquer particoes A e pu.

Lema 2.3. A forma bilinear definida por (2.6) é um produto interno, ao qual chamamos
produto interno de Hall.

Demonstracio. E suficiente mostrar que a forma bilinear é simétrica e definida posi-
tiva para uma qualquer base de AF. Tem-se

< ha,hy > =< hx,ZA#,Vmu >
= ZA,J’V < hx,m, >
= ZA,U,,V(S)\,V = A,u,,)\

e pelo lema 2.1, A, » = Ax .
Tem-se ainda < hy,hy >= Ay > 0 e claramente < 0,0 >=0. E se < hy,hy >=
0, pela definicdo de Ay ) tem-se A = (), pelo que hy = 0. O

Note-se que o produto interno de Hall torna duais as bases {hy} e {m}.O seguinte
resultado apresenta uma condicio necessaria e suficiente para que duas bases de A*
sejam duais uma da outra. Em particular, permite também determinar se uma dada
base é ortonormada. A sua demonstracao é simples e serd aqui omitida, podendo ser
encontrada em [26] ou [19].
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Proposigao 2.5. Sejam fy,g, bases de A*. Entdo, < fr,g, >= 65, se e s6 se

;fx(x)gx()’) = ‘1‘11 1,iiyj-

Vamos agora deduzir uma identidade semelhante as da proposicao 2.2, envolvendo
as fun¢oes de Schur — a identidade de Cauchy. Para tal, traduzimos para a linguagem
das funcoes geradoras os resultados do capitulo anterior referentes & correspondéncia
RSK. Esta identidade estabelece uma relagdo entre fun¢des de Schur normais e en-
viesadas.

Sejam x = z1,%2,... € Yy = y1,Y2, ... familias de indeterminadas independentes.
Dada uma permutacao generalizada m, vamos associar-lhe um peso do seguinte modo:

T,

wt(m) =x"y

111 2 3 3
1

1 2 3 1 2) obtém-se

Por exemplo, dado m = (

— 232,32
wi(m) = TYT2T3Y1 Y2 Y3
Note-se que se (;) ocorrer k vezes na permutacao generalizada, o mondémio :vfyf
ocorre no peso, pelo que a fungao geradora vem dada por

1
k k
Sue) = T St = T
L A2 1=y,
™ 1,j2>1 k>0 1,521
Defina-se agora, para pares de tableaux semistandard da mesma forma,
wt(T U) _ XUyT _ Xcont UycontT
U) = =

Tem-se entao

S-S ¥ ) 5 )

A sh U=\ shT=\

= sa(x)s(y)
A
Uma vez que a correspondéncia RSK preserva os conteudos, tem-se que

Z wt(T,U) = Z wt ().
.U ™

Assim, fica deduzida a seguinte igualdade, conhecida como identidade de Cauchy.
Teorema 2.2 (Identidade de Cauchy).
1
ZSA(X)SA(Y) = H
A

1— 2y
4,7>1 iYj

Corolario 2.2. A base das fungées de Schur {s)} é uma base ortonormada, isto é,
< 8x, 8y >= 5)\”“

Vamos agora mostrar a relagdo entre fun¢ées de Schur normais e enviesadas.
Comecamos por enunciar um lema.
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2. Algebra das funcoes simétricas

Lema 2.4. Consideremos 'y = y1,%o, ... indeterminadas independentes (e indepen-
dentes de x1,xa,...). Entdo,

S)\(Xv y) = 5)\(1'17:523 e Y1, Y2, ) = Z s#(x)s)\/u(y)
nCA

Demonstrag¢io. Podemos encarar sy (x,y) como a enumeracao dos preenchimentos do
diagrama de forma A com letras do alfabeto {1 <2< ... <1’ <2 < ...}. As letras
da forma i’ sdo maiores que qualquer letra da forma j pelo que as letras j vao formar
um tableau p no canto superior esquerdo de A (e portanto, contido em \). As letras

i’ vao preencher a parte correspondente a A\/p. Assim, 3 s,(x)sy/,(y) ¢ a funcao
HCEA
geradora para estes tableaux. O

Uma vez que as fungoes de Schur enviesadas sao simétricas, também é possivel
representi-las na base das fun¢bes de Schur normais. Na proposi¢do que se segue,
veremos que os coeficientes que aparecem nesse desenvolvimento sdo os coeficientes
de Littlewood-Richardson, definidos em (2.5).

Proposigao 2.6. Sejam A\, i e v partigoes tais que |A| = |u| + |v|. Entdo,
Sx\/p = Zcﬁyysy. (2.7)
14

Demonstracao. Seja z = z1, 29, ... um familia varidveis independentes (e indepen-
dentes de x e y). Tem-se, pelo lema 2.4 e pela identidade de Cauchy,

S a5 u¥)sa(z) = 3 sa(x,¥)51(2)
A, A

- 11 B
o 1 — TiZj 1 —Yizj

- ( _Z su(X)su(Z)) ( > Sl,(y)su(z))
=D su(x)su(y)su(2)s,(2)

— Z su(x)su(y)e) ,5x(2)

A,V

Como as fungoes de Schur sdo uma base, dados A e u tem-se, para todo o y,
A
SA/;L(y) = ch,ysv(y)'

O

Note-se ainda que, uma vez que o produto interno de Hall torna ortonormada a
base das fungoes de Schur, é possivel afirmar que

C;/),u =< Sx/p,Sv >=< S,51,8x > (28)
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2.4. Fungoes de Schur

2.4.2 Determinantes de Jacobi-Trudi

Nesta seccao serd apresentada uma outra definicdo das func¢oes de Schur, utilizando
determinantes envolvendo as bases hy e e). Estes determinantes foram apresentados
pela primeira vez por Jacobi, nos anos 40, tendo sido simplificados mais tarde por
Trudi (]23]).

Teorema 2.3. Seja A = (A1,...,\;) uma parti¢io. Entéo,
sx = det(hx,—i+j)

sy = det(ex;—i+j)

A prova que é de seguida apresentada baseia-se num método apresentado por Lind-
strom (1973), que foi também descoberto independentemente por Gessel e Viennot. A
ideia principal desta demonstragao é que tanto tableaux como determinantes podem
ser encarados como caminhos em 7Z X Z.

Demonstragao. Consideremos o reticulado Z x 7Z e consideremos os caminhos, pos-
sivelmente infinitos, p = s152..., em que cada passo s; tem comprimento unitario e
se desloca para Norte, ou para Este.

S8
S7
S6
S5
S4q

S2 S3

Vamos etiquetar os passos que vao para Este, de duas maneiras:
e-etiqueta: L(s;) = i.

h-etiqueta: L(s;) = (ntimero de s; para Norte anteriores a s;) + 1.

8 5
5 3
2 3 2 2 |
e-etiqueta h-etiqueta

E necessario agora estender Z x Z com pontos no infinito. Para cada z € Z,
acrescentemos um ponto (x,00) acima de todos os pontos na linha vertical de abcissa
x. Assume-se que um caminho s6 pode atingir um ponto (x,c0) se tomar infinitos
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2. Algebra das funcoes simétricas

passos consecutivos para Norte. Se um caminho p se iniciar num ponto v e terminar
P
num ponto v, escrevemos u — v.

As duas etiquetas anteriores vao dar origem a dois pesos dos caminhos. Se p for
um caminho com um ndamero finito de passos, defina-se

x* = [1 #ves)

S;EpP
= 1] #a6)
S;EP
Note-se que, pela definicio de L(s;), dado um caminho p = s, $2,... tem-se

sempre L(s;) < L(s2) < .... Analogamente, tem-se L(s;) < L(s2) < .... Assim,

enzg xP
P

hn:E xP
I3

em que as somas sio ao longo de caminhos (a,b) £ (a +n,o0), a partir de um ponto
inicial (a,b) fixo.

Fixem-se uq,...,u; € v1,...,v; pontos iniciais e finais, respectivamente. Considere-
1 . . Dpi
se a familia de caminhos P = (p1,...,p;) em que, para cada i, u; — Ur(;), para

alguma permutacio 7 € S;. Novamente, podemos definir pesos para esta familia:

l
xF = Hmpi
=1
l
x” =[] z"
=1

Defina-se também o sinal de P, como sendo (—1)” = sgn().

Neste exemplo, tem-se (—1)% = sgn(1,2) = —1.
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2.4. Fungoes de Schur

Estamos agora em condicGes de mostrar que sy = det(hy,—i+;). A demonstracao
para sy é analoga.

Seja A = (A1,...,\) uma particdo e definam-se os seguintes pontos iniciais e
finais:

u; = (1 —14,0).
v =N —i+1,00).
Com esta escolha, tem-se
ha—ipj = Y X
w; v,
pelo que o determinante vem dado por

l

det(hy,—iv;) = Y sgn(m) [ ] ha,—isni
TES] =1
!

= Z sgn(ﬂ')H Z %P

St oy o
l
= g sgn(—w)H E xP
e j:1uji>vrl<j>
Sy
P

Vejamos agora que todos os termos em Y (—1)P%” correspondentes a caminhos
P

que se intersectam (i.e., caminhos que tenham pelo menos um ponto em comum) vao
ser cancelados. Vamos construir uma involucdo que conserve pesos, P — P’, tal que
se P = P’ (o que corresponde aos 1-ciclos de ¢), entdo P ndo tem caminhos que se
intersectem, e caso P # P’ (correspondente aos 2-ciclos), entdo P e P’ tém sinais
contrarios. A ideia da construcgio é, caso P contenha caminhos que se intersectem,
escolher dois e trocar as suas partes finais, isto €, as partes apés o ponto de intersecgao.

Entdo, dado P, defina-se «(P) = P’ do seguinte modo:
1. Se p; Np; = 0, para todo 4, j, entdo P = P’.

2. Caso contrario, encontrar o menor i tal que o caminho p; intersecta um outro
caminho. Seja vy a primeira intersec¢do (isto €, a que estiver mais a sudoeste)
de p;. Seja p; um caminho que contenha vg. Caso existem varios, escolha-se p;
de modo a que j seja minimal. Defina-se entao

P" =P com p; e p; substituidos por p] e p’; respectivamente

;) Pi Pj ; pj Pi
COM P = U; —> Vo — Un(j) € Pj = Uj —F Vo — Un(s)
No exemplo anterior, obtém-se

39



2. Algebra das funcoes simétricas

V3 V2 U1 U3 V2 U1

Com esta construcdo, t~! = ¢, pelo que ¢ é efectivamente uma involucdo. As

familias livres de interseccoes sao fixas. Nas familias com intersecgoes, trocar dois

pontos finais corresponde a compor 7 com uma transposicao, que tem sinal negativo,

alterando assim o sinal. Os pesos sao também preservados, uma vez que todos os cam-

inhos comegam na mesma linha horizontal. Resta entdo mostrar que sy = > (—1)7%7,
P

em que a soma é agora ao longo das familias livres de intersecgoes.

Pela maneira como foram escolhidos os pontos iniciais e finais, uma familia P vai
. . ~ 4 : ~ pi
ser livre de intersecgdes se e s6 se ™ = id. Entdo, (—1)7 =1 e u; — v;, para todo o
1. Mostremos que estas familias estdo em bijeccao com os tableaux semistandard.

Dada P, basta considerar as h-etiquetas do i-ésimo caminho e coloca-las por or-
dem fracamente crescente na linha i de um diagrama de Young 7T'. Pela maneira como
sao escolhidos os pontos iniciais e finais, é claro que T vai ter forma A — como exis-
tem [ caminhos, o diagrama terd [ linhas, e como a linha ¢ tem tantas caixas como a
distancia-Este percorrida, resulta em (\; —i+1) — (1 —4) = \; caixas. As linhas sdo,
por construcao, fracamente crescentes. E as colunas sao estritamente crescentes, uma
vez que, para garantir que nao existam intersecgoes nos caminhos, a j-ésima viragem
para Este do caminho p;; tem de estar acima da correspondente no caminho p;.

Dado um tableau T semistandard, é também simples construir P. Os pontos ini-
ciais e finais sao definidos como anteriormente. E os caminhos obtém-se usando as
entradas de T' como h-etiquetas.

Tem-se entao

det(h,—ivj) = »_(=1)7%” = sx().
P

2.4.3 Quociente de alternantes de Schur

Vamos agora apresentar a defini¢do original de polinomio de Schur apresentada
por Schur, em 1901, que envolve um quociente de dois determinantes.

Consideremos novamente o anel dos polindémios simétricos em [ variaveis, A;, com
1 > 1(\), para determinada partigdo \. Foi visto que A; era o conjunto dos polinémios
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2.4. Fungoes de Schur

de Z[x1,..., ;] fixos pela accdo de Sy, nf(x1,...,x1) = f(Tra),...,2Txq)). Diz-se

que um polinémio f € Zlxy,...,x;] é anti-simétrico se wf = sgn(w)f, isto &, se
f(@rqys - xrqy) = sgn(m) f(21,. .., 2;). Dado um monémio x* = z4* ...z}, com
composicao, é possivel torna-lo anti-simétrico.
Defini¢ao 2.6. Seja p uma composicdo e considere-se 0 monémio x* = z{" ... z}".
O seu alternante é dado por
au(xy, ..., @) = Z sgn(m)mrx*
TES]
Tem-se que a,, é efectivamente anti-simétrica. Dada 7 € 5y,
ﬂ'au(xl, cee ,l‘l) = CLH(CCﬂ.(l), cen ,Iﬂ.(l))
= Z sgn(a)a(a:ﬁtl) .. .x’;l(l))
gES]
o
Z sgn(o 7rtr(1) o)
g€eSs;
= ngn Dsgn(r)x fél)...xﬁél)
TES;
= sgn(m)au(z1,...,x1)
Também é possivel escrever
u = det(zf?) (2.9)
com 1 <1,5 <, uma vez que se tem
det(z}7) = Z sgn(o H Ho@)
€S =1
= 2 sgnlo H% ‘)
oES]
= Z sgn(T)xltt ... xhl
TES;
= Z sgn(T)Tx"
TES;
Considerando a composicao § = (I — 1,1 —2,...,1,0), define-se o determinante de

Vandermonde como sendo

as = det(xéfj) = H (x; — ;)

1<i<j<l

Se A for uma partigdo com duas partes iguais, o determinante em (2.9) tem com
duas colunas iguais, pelo que a) = 0. Assim, consideremos apenas as parti¢cdes que
tém todas as partes distintas, que serdo todas da forma A\ + J§, com A parti¢do ar-
bitraria (somadas componente a componente). Se num alternante se tiver z; = zj,
entdo vamos ter duas linhas iguais. Assim, ay4s é divisivel por as, pelo que o quo-
ciente a5 /as é efectivamente um polindmio. Sendo um quociente de dois polinémios
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2. Algebra das funcoes simétricas

anti-simétricos, os sinais cancelam e o resultado é um polinémio simétrico. Mais &

frente veremos que este quociente coincide com sj.

Para 1 < j < [, denote-se por e(j)

Ti1yee s Tj—1,Tj41y---, L]

a funcao simétrica elementar nas variaveis

Lema 2.5. Seja pn= (u1,..., ) uma composicdo e considerem-se as matrizes | X [

Ay = (@), Hy=(hyiyy), B= (-1,

Entdao, A, = H,E.

Demonstracao. Consideremos a fungao geradora de e(j )

EW (¢t Zemt":H 14 x;t)

i#]

Entdo, H(t)EU)(—t) =

HM~

ambos os membros, tem se

l
> (1) el =l

Proposicao 2.7. Seja A\ uma parti¢io com I(\) = 1. Entdo,

Ax\+6
as

S\ =
Demonstracao. Pelo lema anterior, A, = H,F, pelo que
det(A,) = det(H,)det(E).

Por (2.9), det(A,) = a,.

S5 [[(1—zt) = L. Retirando o coeficiente de " de
i#j !

(2.10)

Se u =9, entdao Hs = (hs,—14j) = (hi—i—14;) = (hj—;). Entao Hs é uma matriz
unitriangular, pelo que |Hs| = 1. Assim, substituindo em (2.10), vem que |E| = as.

Seja agora = A + 4. Entdo,

Ax+§ det(A)\+5)

as  det(E)
= det(Hx+s)
= det(hx, +1—i—1+;)
= det(hx,—itj) = Sa

pela férmula de Jacobi-Trudi.
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CAPITULO 3

REGRA DE
LITTLEWOOD-RICHARDSON

No capitulo anterior mostramos que as fun¢des de Schur constituem uma base
ortonormada de AF para o produto interno de Hall. Em particular, definimos os
coeficientes de Littlewood-Richardson, como sendo os coeficientes que aparecem na
expansao nessa base, nao s6 do produto de fungoes de Schur normais, como também
de uma funcao de Schur enviesada.

Neste capitulo serd apresentada a regra de Littlewood-Richardson (LR), que se
baseia numa interpretacdo combinatéria dada por Littlewood e Richardson [18] dos
coeficientes de LR, e permite determina-los através da contagem de certos tableaux
semistandard enviesados. Em [22], Robinson publica uma primeira demonstragao
desta regra, que apresentava algumas falhas. Uma demonstracao completa foi apre-
sentada por Schiitzenberger [25] e por Thomas [28], no final dos anos 70, apés o
desenvolvimento da teoria associada & correspondéncia RSK e ao jeu de taquin.

3.1 Equivaléncia Dual

Nesta seccao faremos uma breve referéncia ao conceito de equivaléncia dual e al-
guns resultados relacionados. A equivaléncia dual foi inicialmente apresentada por
Haiman, em 1992, no contexto da teoria associada ao jeu de taquin, sendo também
utilizada numa demonstracao da regra de Littlewood-Richardson. As demonstracgoes
nesta secgdo serdo omitidas, podendo ser encontradas em [14] e [23].

Definigao 3.1. Sejam P e () tableaux enviesados. Diz-se que P e @ sao dualmente
equivalentes, denotando-se P = @Q, se ap0s a aplicacdo da mesma sequéncia de desliza-
mentos a ambos se obtiverem tableaux com a mesma forma.

Ezemplo 3.1. Mostremos que os seguintes tableaux de forma (2,2)/(1) sdo dualmente
equivalentes

_ |1 _ 2
P_\12 Q‘\ls
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3. Regra de Littlewood-Richardson

Assumimos que ndo se aplica a sequéncia vazia de deslizamentos. Consideramos
que um deslizamento é trivial se em nenhum dos passos do algoritmo é necessario
escolher entre duas caixas; nesse caso, é evidente que as formas dos tableaux obtidos
sdo iguais.

Suponhamos que o primeiro deslizamento é para a frente. A tnica caixa onde é
possivel aplicar o algoritmo é (1,1), resultando nos tableaux

. 11 . 1|2
J(1,1)(P): 9 ‘ J(l,l)(Q): 3 ‘

Partindo destes, o tnico algoritmo aplicavel é o deslizamento para tras. Dos trés
cantos exteriores possiveis, (3,1) e (1,3) sdo casos triviais. E a aplicacdo na caixa
(2, 2) resulta novamente nos tableaux iniciais. Assim, podemos assumir que a sequén-
cia se inicia com um deslizamento para tras.

As caixas possiveis as quais é possivel aplicar o deslizamento para tras sao (3,1)
e (1,3).

1. Aplicando o deslizamento para tras a caixa (3,1) obtém-se os tableaux

Partindo destes tableaux existem trés opgoes: aplicar o deslizamento para a
frente & caixa (2, 1), voltando aos tableaux P e @; o deslizamento para tras a
caixa (1, 3), que é trivial; ou o deslizamento para tras a caixa (3, 2), resultando
nos tableaux!

§E2ED Py = 1] §E2EDQ) = - [2]
11 5 ll 3

A partir daqui, a tnica caixa & qual possivel aplicar um deslizamento para tras
é em (4,1), que é trivial. O deslizamento para a frente aplicado a caixa (1,2)
é também trivial. Ja na caixa (2,1) obtém-se tableaux com a mesma forma e
prova-se facilmente que os tableaux dai obtidos tém também a mesma forma.

2. Considerando agora o deslizamento para tréas aplicado & caixa (1,3), obtemos

os tableaux
100 =gt 9@ =t

Analogamente ao que foi feito na alinea anterior, o tnico deslizamento nao trivial
é o deslizamento para tras aplicado & caixa (2, 3), resultando nos tableaux

(1,3):32) (py— - |1 (1,3):32) () — |2

E pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, os tableaux daqui obtidos
tém sempre a mesma forma.

! Assinalamos as caixas vazias, para enfatizar que os tableaux obtidos sdo de forma (2,2,2)/(2,1),
pelo que existem dois cantos onde aplicar o deslizamento para a frente.
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3.1. Equivaléncia Dual

Ezemplo 3.2. Os tableaux P = 5 ﬂ e = E nao sao dualmente equiva-

lentes. O algoritmo de deslizamento para a frente aplicado a ambos na caixa (1,2)
resulta nos tableaux

23]

Ja.2)(P) = K % Ja,2)(Q) = 1]

* ~ . . .
Suponhamos que P = . Qualquer sequéncia de deslizamentos (em particular,
a sequéncia vazia) aplicada a ambos os tableaux resulta em tableaux com a mesma
forma. Logo, P e Q tém a mesma forma. Tem-se assim o seguinte lema.

Lema 3.1. Sejam P e Q tableauz tais que P = Q. Se P' ¢ Q' se obtém de P e Q
por uma sequéncia de deslizamentos, entdo P' = Q.

Enunciamos também a seguinte proposicao, que serd utilizada numa demonstracao
da regra de Littlewood-Richardson. A sua demonstracdo serd omitida e pode ser
encontrada em ([23] 4.8.12).

Proposigao 3.1. Se T e U sao tableaux semistandard normais com a mesma forma,
entio T = U.

Sejam agora v C u C A parti¢oes e sejam P e @) tableaux standard de formas p/v
e \/p respectivamente. As caixas de ), ordenadas de forma estritamente crescente
pelas suas entradas, determinam uma sequéncia de deslizamentos para tras em P.
Denotamos por jg(P) o tableau obtido aplicando essa sequéncia a P. Se num passo
intermédio uma caixa de ) nado for um canto exterior, o tableau obtido no passo
seguinte fica igual. Defina-se também vg(P) como sendo o tableau formado pelas
caixas eliminadas durante a construcdo de jo(P), pondo (vg(P))i; = k se a caixa
(i,4) foi eliminada quando durante o preenchimento da caixa de @) com k.

Do mesmo modo, as caixas de P, ordenadas de forma estritamente decrescente
pelas suas entradas, definem uma sequéncia de deslizamentos para a frente em Q. O
tableau obtido denota-se por 57 (Q). Se existir num passo intermédio uma caixa de P
que nao seja canto interior no tableau actual, o tableau seguinte fica igual. O tableau
v (Q) define-se de modo analogo, sendo (vF'(Q));,; = k se a caixa (i, j) for eliminada
quando se preenche a caixa de k em P.

Ezemplo 3.3. Sejam A = (3,3,2), u = (3,2) e v = ), e consideremos os seguintes
tableaux de formas formas p/v e A/u

P =

1]2]4]
35 @

= 1
213

Assinalam-se com e e X respectivamente as caixas utilizadas no deslizamento para
tras e no deslizamento para a frente. As sequéncias definidas sdo dadas por:

1T274] 2[4 2[4 (4]
stete: — [LIB[5] — 3[5] — 2[5]=jo(P)
° [Lo ‘13

- s B - e
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3. Regra de Littlewood-Richardson

x| X x|3] 173]
x[1] — 1 - [x[1] = 3] = [1] = =j7(Q)
213 213 213 2] 2] =)
(4] (4] (4]
o = - - [5] = [2[5] = [2]5]="@)
13 3 [1]3

E visivel no exemplo que jo(P) = vF(Q) e que vg(P) = j7(Q). Com efeito,
estas igualdades sdo sempre validas. Uma demonstracdo para este facto pode ser
encontrada em [14].

Vimos anteriormente que o deslizamento para a frente e o deslizamento para tras
sao algoritmos inversos um do outro. Isto é, se ¢ € um canto interior no qual se aplica
um deslizamento para frente, eliminando a caixa d, tem-se

Jaj(P) =P

Do mesmo modo, se d for um canto exterior no qual se aplica um deslizamento
para tras e c é a caixa eliminada, tem-se

J%ja(P) =P
Estas expressoes podem entao ser generalizadas por
ij(P)jQ(p) —p
(3.1)
Jor@)i’ (Q) =Q

3.2 Regra de Littlewood-Richardson

Foi visto no capitulo anterior que, a respeito do produto interno de Hall, as funcoes
de Schur s, formam uma base ortonormada para o anel A* das funcdes simétricas de
grau k. Em particular, foram apresentadas expressoes para o produto de funcoes de
Schur e para func¢oes de Schur enviesadas nessa base, mostrando-se que os coeficientes
que aparecem em cada uma Sao 0S mesmos.

5,8, = Zc/’))ysA (3.2)
A

Sx/u = Zc;\hysy (3.3)

Chaméamos aos coeficientes cf;u os coeficientes de Littlewood-Richardson. A regra
de Littlewood-Richardson, que enunciaremos de seguida, fornece uma interpretacao
combinatéria para esses niimeros, em termos de uma subclasse de tableaux semis-
tandard indexados pelas parti¢oes (A, p,v). A demonstracdo que apresentamos nesta
seccao € baseada no jeu de taquin e corresponde & abordagem das primeiras provas
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3.2. Regra de Littlewood-Richardson

da regra de Littlewood-Richardson ([25], [28]). Uma outra demonstragio sera apre-
sentada na seccdo seguinte. As referéncias seguidas sdo essencialmente [10] e [23].

Recordemos que N(i,u) denota o nimero de ocorréncias da letra ¢ na palavra w.

Definigao 3.2. Seja w uma palavra no alfabeto {1,...,n}. Diz-se que w é palavra de
Yamanouchi se, para todo o seu sufixo u, N(i,u) > N(i+1,u), paratodoo 1 <i < n.

Ezxemplo 3.4. A palavra 2312211 é palavra de Yamanouchi. Mas a palavra 23122221
nao é de Yamanouchi, uma vez que no sufixo 221 o namero de ocorréncias de 2 é
maior que o de 1.

Lema 3.2. Sejam w e w' palavras Knuth-equivalentes. Entdo, w é palavra de Ya-
manouchi se e sé se w' também o for.

Demonstragdo. Consideremos transformagoes de Knuth elementares.

1. Suponhamos que se tem a seguinte transformacao
W= UTYZU — U2TYv = w (r<y<2)

E necessario considerar as eventuais trocas nas ocorréncias de i’s e (i + 1)’s
consecutivos nos sufixos, para todo o i. Se r < y < z, entdo nio existem
alteragoes. Vamos entdo considerar o caso em que x =y =1t e z =i+ 1. Para
que qualquer uma das palavras seja palavra de Yamanouchi é necessario que
N(i,v) > N(i + 1,v). Neste caso, ambas sdo palavras de Yamanouchi.

2. Consideremos agora outra transformacao elementar
W= uYyrzo — wYyzro =w (x<y<z)

Analogamente, o tinico caso ndo trivial é x =i ey = z =i+ 1. Neste caso, w e
w’ serdo palavras de Yamanouchi apenas se N (¢,v) > N(i+1,v). E tem-se assim
que o numero de ocorréncias de ¢ ¢ maior ou igual ao nimero de ocorréncias de
i+ 1, tanto na palavra yzzrv como em yrzv.

O

Dada uma particao A, denotamos por U(A) o tableau de forma A tal que a linha
k & constituida por A\ ocorréncias de k. Diz-se que um tableau desta forma é super-
standard. Por exemplo, para A = (4,2,1,1), tem-se

1[1]1]
2

U\ =

[ [eoro]—

Dadas parti¢oes A e p, com p C A, denota-se por Tab(A/u,v) o conjunto dos
tableaux semistandard de forma A/u e contetdo v, sendo v uma composigao. Diz-se
que T é um tableau de Littlewood-Richardson (LR) se T € Tab(A/p,v) e w(T) for
palavra de Yamanouchi. Neste caso, v é efectivamente uma particdo. Denotamos por
LR(A\/u,v) o conjunto dos tableaux LR de forma A\/u e conteido v.
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3. Regra de Littlewood-Richardson

Lema 3.3. Seja S um tableau enviesado de conteudo v. S é tableau de Littlewood-
Richardson se e sé se Rect(S) =U(v).

Demonstra¢ao. Considere-se em primeiro lugar o caso em que S é um tableau nor-
mal. Nesse caso, para garantir que w(.S) é palavra de Yamanouchi, é necessério que
a ultima letra da linha k seja k, para qualquer k. Para que tal acontecga, na primeira
linha apenas podem existir ocorréncias de 1 (por S ser semistandard). Por inducao
no numero de linhas, prova-se que na linha &k s6 podem existir ocorréncias de k, isto
é, devem existir py, ocorréncias de k, pelo que Rect(S) =S =U(v).

Para concluir a demonstracao, basta agora ver que S é um tableau LR se e s6 se
a sua rectificacao for um tableau LR. O deslizamento preserva a Knuth-equivaléncia,
pelo que, pelo lema 3.2 se tem que w(S) é palavra de Yamanouchi se e s6 se w(Rect(S))
também o for. O

Teorema 3.1 (Regra de Littlewood-Richardson). Sejam A, u e v parti¢ées tais que

I\l = ||+ |v] e seja ¢, o coeficiente de Littlewood-Richardson associado a (X, p,v).
Entao,

cuw = LR/, v)] (3.4)
Demonstragao. Seja ¢, , = |LR(A/p,v)|. E suficiente encontrar uma aplica¢io que

conserve pesos 1' =N U, de tableaux semistandard 7' de forma A/u para tableaux
semistandard normais U tais que:

1. O ntamero de tableaux T" que se aplicam num dado U de forma v depende apenas
das parti¢oes envolvidas (e nao de U).

2. O numero de tableaux T' que se aplicam num dado U é igual a 627,,.

Caso exista uma correspondéncia assim, ter-se-a

sA/#(x):ZxT
T
=2 G > %

shU=v

= s(x)
v

Sendo a primeira soma ao longo dos tableaux T' de forma A/u. Pela Proposicao
2.6 e atendendo a que as funcgoes de Schur constituem uma base, resulta que

A A
Cup = Cup

Mostramos de seguida que a aplicagao jeu de taquin satisfaz as propriedades 1. e 2.
Sejam U e U’ tableaux semistandard de forma v. Vamos definir uma bijec¢éo

entre j~1(U) e j71(U’). Seja P um tableau standard de forma yu tal que j¥(T) = U.
O tableau v”(T') sera de forma \/u. Considere-se entdao a composigao

s 7 JuP(T)
BAAELEIN

T’ (3.5)



3.2. Regra de Littlewood-Richardson

com T € j71(U) e T' € j=1(U’), e em que s denota a substitui¢io de U por U’.

Esta aplicacao consiste entdo em transformar 7' em U por uma sequéncia de
deslizamentos para a frente, substituir U por U’ e voltar depois & forma enviesada
inicial, aplicando a sequéncia de deslizamentos para tras definida por vf(T).

Mostremos que esta aplicagdo estd bem definida. Em primeiro lugar, o tableau
T’ ¢ efectivamente aplicado em U’, uma vez que os deslizamentos para tras de JuP (T)
sdo todos reversiveis, e definem os deslizamentos para a frente que transformam T”
em U’. Tem-se também que

T = jor(ryi" (T) = jor ) (U)
(3.6)
T = .j'uP(T)(U/)

e uma vez que U e U’ tém a mesma forma, pela Proposicio 3.1 tem-se U = U’. Assim,
pelo Lema 3.1,
T=T (3.7)

pelo que os tableaux T e T’ tém a mesma forma.

Afirmamos agora que a aplica¢do inversa de (3.5) é dada por

s ij(T')

7 Ly sy e, p (3.8)

Por (3.7), tem-se que os tableaux v’ (T) e v*’(T") sio iguais, pelo que
jP(T/) = ijvP(T)(U/) = ijvP(T’)(U/) =U

Jor ey (U) = Gor it (T) = jureryi” (T) =T

Assim, a correspondéncia definida em (3.5) é uma bijecgao.

Para concluir, seja Uy = U(v) o tableau superstandard de forma v. A palavra
w(Up) é por construcdo palavra de Yamanouchi. Com efeito, Uy é o unico tableau
normal cuja palavra é palavra de Yamanouchi. Pelo Lema 3.2, e uma vez que o
deslizamento conserva a Knuth-equivaléncia, tem-se que o conjunto dos tableaux T'
de forma \/p tais que j(T') = Up tem cardinalidade ¢, ,. O

Ezemplo 3.5. Calculemos os coeficientes de Littlewood-Richardson que aparecem no
produto s 1)s(3)- Os tableaux A que aparecem no desenvolvimento tém de ser tais
que [N = |(2,1)] +|(3)] = 6. Entre as formas associadas a uma partigao de 6,
consideremos apenas as que contém (2,1). Como o conteudo de cada tableau deve
ser (3), isto &, trés ocorréncias de 1, sdo também excluidas as formas enviesadas que
tenham mais do que uma caixa por coluna. Ficam entao,

[1]1] 1]

[1[1]1] 1[1]
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3. Regra de Littlewood-Richardson

Logo,

5(2,1)8(3) = S(5,1) T 8(4,2) T 8(4,1,1) T 5(3,2,1)-

Exemplo 3.6. Consideremos o produto de fungoes de Schur s(31)s(2,1) e calculemos
os coeficientes de Littlewood-Richardson que aparecem no seu desenvolvimento. Os
tableaux A que aparecem no desenvolvimento tém de ser tais que |\ = [(3,1)] +
[(2,1)] = 7. Dessas formas, apenas interessam aquelas que contém (3,1). Como o
conteddo deve ser (2, 1), sdo excluidas as formas que tém trés caixas numa linha ou
numa coluna, por falhar, respectivamente, a condi¢ao de ser semistandard e a condi¢do
de Yamanouchi. Assim, restam os tableaux

L
2]

[1[1]

2

=

Note-se que a forma (4,2,1) admite dois preenchimentos semistandard e cuja
palavra é de Yamanouchi. Assim,

5(3,1)5(2,1) = S(4,1,1,1) T 5(3,22) T 5(3,2,1,1) T 53,3,1) T28(4,2,1) T 8(4,3) T 5(5,1,1) + 5(5,2)

3.2.1 Outra demonstracgao

Apresentamos agora outra demonstracao da regra de Littlewood-Richardson, uti-
lizando as involugoes de Bender-Knuth (utilizadas para mostrar a simetria das fungoes
de Schur). A demonstracdo é baseada nas demonstracoes de Gasharov([11]) e Stem-
bridge ([27]).

Sejam A, 1 e v parti¢oes, com pu C X e tais que || = |u|+|v|. Sejal=1(v) e dada
uma permutacio 7 € Sy, defina-se, para 1 < j <l =1

m(v) = {va() — 7(j) + 5} (3.9)

Definam-se também os seguintes conjuntos

A= {(rT): T € T\, w(v))} (3.10)
B ={(mT) € A:w(T)ndo é palavra de Yamanouchi reversa} (3.11)

Uma palavra de Yamanouchi reversa & uma palavra w tal que, para qualquer
prefixo u, N(i,u) > N(i + 1,u), para todo o i. E evidente que, sendo w = w; ... w,
e w* =w,...w;, w é palavra de Yamanouchi se e s6 se w* é palavra de Yamanouchi
reversa.

Lema 3.4. Euxiste uma involu¢io ¢ : B — B, com ¢(n,T) = (7,U) tal que sgn(w) =
—sgn(7)
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3.2. Regra de Littlewood-Richardson

Demonstragao. Seja (m,T) € B. Seja w = w(T) = wy ...wy, em que wy,...,w, S40
as entradas de T listadas de cima para baixo e da direita para a esquerda. Vamos entao
analisar os prefizos em vez dos sufixos e determinar se a palavra é de Yamanouchi
reversa. Denote-se por w<; o prefixo de w com j letras, isto é, w<; = wy ... w; . Seja

r=min{j > 1: w<,; ndo é palavra de Yamanouchi reversa} (3.12)
Entao, para certo 4, tem-se

N(i, wgrfl) Z N(Z + 1, wgrfl)
N(i,wgr) < N(Z + 17“’37")

Logo, w, =i+1. E como N(i+1,w<,) = N(i+1,w<,—1)+1= N(i,w<,_1)+1,
tem-se também
N(Z +1, wgr) = N(i,wgr) +1 (313)

Diz-se que uma letra i (respectivamente i + 1) que aparece em T é livre se nao
existir nenhuma ocorréncia de ¢ + 1 (respectivamente ¢) na sua coluna. Suponha-
mos que w, esta na caixa (k,j), isto &, estd na linha k e coluna j. Mostremos que
todas as ocorréncias de i+ 1 na linha k£ que aparecem em ws, = wy41 . .. w, sao livres.

Suponhamos, com vista a um absurdo, que existe um ¢ na linha k£ — 1 que esté
numa coluna a esquerda da coluna j. Como o tableau tem colunas estritamente cres-
centes, na linha k — 1 deve aparecer, por cima de cada ¢+ 1, alguma letra estritamente
menor que 7 + 1. Em particular, sendo x = T j, tem-se x < 7+ 1. Como as linhas
sao fracamente crescentes, e ja existe um ¢ na linha k& — 1, numa coluna & esquerda
de j, tem-se i < x < i+ 1, pelo que = = ¢, contrariando a definicao de entrada livre.
Logo, todas as ocorréncias de (i + 1) na linha k que estejam fracamente & esquerda
da coluna j sdo livres. Assim, todos os (i + 1)’s na linha k que estejam estritamente
4 direita da coluna j sao nao livres.

Seja wg a letra ¢ mais & direita na linha & — 1 que fica acima da ocorréncia de
(i+ 1) em k. Entdo, todos os (i + 1)’s correspondentes a w,. ... ws devem aparecer
emparelhados com i’s, de modo a que

NG+ 1wy ...ws) < N, wy ... ws) (3.14)
Como se tem

NG+ 1 w<,) =N+ 1w<s—1) + NG+ 1w, ... ws)
N(i,w<,) = N({,w<s—1) + N(i,wy ... ws)

Por (3.13) e (3.14), tem-se que

N(l + 1,w§5,1) > N(i,wgsfl) (3.15)

e portanto w,_, nao pode ser palavra de Yamanouchi reversa. Mas, por escolha
de s, a caixa de wy_1 deve aparecer acima e & esquerda da caixa de w,. Pela leitura
da palavra, vem que s—1 < r, o que contradiz o facto de r ser minimo. Logo, todas as
ocorréncias (i+1) na linha k que aparecem em w-.,. (isto é, & esquerda de w,.) sdo livres.
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3. Regra de Littlewood-Richardson

Vamos entdo construir a involucdo ¢. Dados (7, T) € B, para cada i seja,

T=mo (i,i+1)

sendo o; a involugao de Bender-Knuth (para ) ja estudada na secgdo 2.4. O tableau U
é semistandard e tal que, sendo r = min{j > 1: w(Q)<; ndo é palavra de Yamanouchi reversa},
w(Q), =i+ 1.

Como se viu anteriormente, todas as ocorréncias de (i + 1) na linha k& de T que
aparecem em w-, sao livres. Logo, aplicando a involugao o;,

N(i,w(@)>r) = N(i+ 1L,w(T)>r)
N(i+1,w(Q)sr) = N, w(T)>r)

Seja 1 < j < n. Entao, por (3.9),
1. Para j =1.

(w0 (i,i+ 1)) (V)i = Vno(ii1) (i) — ™o (6,7 + 1) (i) +i
= V7r(i+1) — 7T(’L + 1) + 1
=Vpig) — 70+ 1) +i+1-1

=m()it1 —1
2. Para j =4+ 1, mostra-se do mesmo modo que
(mo(i,i+1)(W)iq1=7()i+1
3. Para j #i,i+ 1, tem-se (i,i + 1)(j) = J, pelo que
(ro(i,i+1))(v); =n(v);
Tem-se assim,

(V)1 — 1 se j=1
T(w);=(ro(i,i+1)v); =< 7);+1 se j=i+1
m(v)

Mostremos que o contetido de U é dado por 7(v). Apresentamos uma demonstragao
apenas para a letra i. Os casos i+ 1 e j # 4,7+ 1 sao andlogos. Tem-se entao,

j caso contrario

S
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3.2. Regra de Littlewood-Richardson

Assim, podemos definir ¢(m,T) = (r,U). Se aplicarmos novamente a involugao
de Bender-Knuth em U, obtém-se T. E como as transposi¢oes tém sinal negativo,
tem-se

sgn(r) = —sgn()

O

Podemos agora concluir a demonstracao da Regra de Littlewood-Richardson. Pela
formula de Jacobi-Trudi, tem-se

Sy = Z sgn(m)hr ) (3.16)
TES]

Escrevendo sy, na base das funcdes simétricas monomiais,
S\/p = ZK)\/M,UmU (317)
o

Logo, por (3.16) e (3.17), tem-se

Y
Cuw = < Sx\/urSv >

=< ZK/\/H,amoa Z Sgn(ﬂ-)hﬂ(u) >
o TES]

= Z Z K)‘/I—Lyo'sgn(ﬂ-) < m0'7h7'r(1/) >

o TES;

- Z Z K)\/HJSQTL(TF) 60,71'@)

o TwES

= Z Sgn(ﬂ-)KA/p,,ﬂ'(V)
TES]

Assim,

o= 2 sgn(m)[Tab(\/p, w(v))]

TES]

= Z sgn(m)

(m, T)EA

= Z sgn(m) + Z sgn(m)
(w, T)EA\B (m, T)EB

Pelo lema 3.4, > sgn(w) = 0. Para concluir, observamos que o conjunto A\B é,
(w, T)eB

para cada w € Sy, o conjunto dos tableaux de forma A/u, contetdo 7w (v) e tais que a

sua palavra é palavra de Yamanouchi.
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CapriTULO 4

ESTRUTURAS COMBINATORIAS
ASSOCIADAS AOS COEFICIENTES
DE LITTLEWOOD-RICHARDSON

As estruturas combinatoérias estudadas neste capitulo sdo contadas pelos coefi-
cientes de Littlewood-Richardson e resultam de abordagens recentes a esta probleméa-
tica. Faremos uma breve introducao sobre cada estrutura e apresentaremos bijec¢oes
entre essas familias.

4.1 Triangulos de Littlewood-Richardson

Nesta seccao estabelecemos uma bijeccao entre tableaux e matrizes. Veremos
também como exprimir certas propriedades de tableaux em linguagem matricial; com
efeito, veremos que aos tableaux de Littlewood-Richardson correspondem matrizes
triangulares, o que motiva a defini¢ao de outra estrutura - os tridingulos de Littlewood-
Richardson, que estao em bijeccdo com os tableaux LR. As referéncias para esta seccao
sao [7], [8], e [21].

4.1.1 Matriz associada de um tableau

Nesta seccao, estabelecemos uma bijecgao entre tableaux e matrizes. Mais geral-
mente, o estudo de tableaux pode ser feito apenas recorrendo & teoria das suas matrizes
associadas, como é feito em [7].

Definigao 4.1. Seja T um tableau semistandard. A sua matriz associada A = (a; ;)
é dada por
a; ; = nimero de ocorréncias deina linha jdeT' (4.1)

Ezemplo 4.1. Consideremos os seguintes tableaux

1[1]1]1]2] 1]1]2]2]3] 1[1]1]
2[2[3 2[4 122
314 1]2]3 1/1]2]3
4] 1] 3/3[4
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As suas matrizes associadas sdo dadas, respectivamente, por

4 0 0 O 2 0 1 1 3 1 2 0
1 2 0 0 21 1 0 0 2 1 0
01 1 0 1 0 1 0 0 0 1 2
0 0 1 1 01 0 0 0 0 0 1
Resulta da defini¢do que se T for normal a sua forma é dadapor (> ag1,--., Y. Gkn)-
k=1 k=1
O contetdo de T' (normal ou enviesado) é dado por (Y. a1k,---, D Gnk)-
k=1 k=1

Proposigao 4.1. Qualquer tableau T normal semistandard estd univocamente deter-
minado pela sua matriz associada.

Demonstracio. E claro que tableaux iguais definem a mesma matriz associada. Su-
ponhamos, com vista a um absurdo, que existem tableaux diferentes 7' e T’ com a
mesma matriz associada, a; ; = @; ;. Seja (k,j) a primeira caixa em que T e T diferem
e, sem perda de generalidade, suponhamos que p = T}, ; < le’ =gq. Se j =1, e como
a;; = Q;4, V1, j, entdo p tem de aparecer & direita de ¢ em T, o que contraria o facto
de as linhas serem fracamente crescentes. Se j > 1, entao existem em 7" j caixas com
entradas menores ou iguais a p. Contudo, considerando que, em T, a entrada p deve
estar & esquerda de ¢, existem apenas j — 1 caixas para colocar as j entradas. O

E possivel escrever as condigoes de semistandard e de palavra de Yamanouchi de
um tableau em funcao da sua matriz associada. No que se segue, o tableau T terd n
linhas.

Proposicao 4.2. Seja T' um tableau de forma A/ e contetdo v, e seja A = (a; ;) a
sua matriz associada. FEntdo, T é semistandard se e so se

i—1 i

i+ i > i+ Y api (4.2)

p=1 p=1

para quaisquer 1 < i <mn el <j<n. Em particular, se T for normal e semistandard,
entdo a; ; = 0 para i < j.

Demonstragdo. Seja T um tableau semistandard e seja j uma sua linha. Suponha-
i—1 i i—1

mos, com vista a um absurdo, que p;+ > ap; < pijp1+ Y. Gp 1. Sejak = > ap ;.
p=1 p=1 p=0

i
Entdo, Tjr41 > @ — 1. Como > apjt1 > k, tem-se que Tji1p41 < 3. Como T
p=0

¢é semistandard, as colunas sao estritamente crescentes, pelo que Tj 11 < Tjq1 k+1-
Tem-se pois que ¢ — 1 < T} 41 < Tj11,k4+1 <7, 0 que € um absurdo.

Reciprocamente, admita-se que a desigualdade (4.2) é verdadeira. As entradas em
T podem ser escritas de modo a que as suas linhas fiquem fracamente crescentes. E
uma vez que o nimero de entradas menores ou iguais a ¢ na linha j 4+ 1 é menor ou
igual ao nimero de entradas menore ou iguais a ¢ — 1 na linha j, e considerando que
Hj > i1, Tesulta que as colunas sdo estritamente crescentes.
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Suponhamos agora que T é um tableau de forma normal. A desigualdade (4.2)

escreve-se Como
i—1 [
Y ap; =Y ap i (4.3)
p=1 p=1

Considerando i = 1, resulta de (4.3) que a1 j4+1 < 0, pelo que a; j4+1 = 0. Prova-se
entao por inducao que a; ;41 = 0, para ¢ < j. Logo, a; ; = 0, para ¢ < j.
O

Proposicao 4.3. Seja T' um tableau de forma A/ e contetdo v, e seja A = (a; ;) a
sua matriz associada. Entao, w(T') é palavra de Yamanouchi se e so se

J Jj+1
Zai,q 2 Z Ait1,q (4.4)
q=1 q=1i+1

para quaisquer 1 < i < n el < j < n. Em particular, se T for um tableau de
Littlewood-Richardson, entdo a; ; = 0 para i > j.

Demonstra¢ao. Como w(T') é palavra de Yamanouchi, para qualquer 1 < i < n e
qualquer sufixo u de w(T'), tem-se N(i,u) > N(i+ 1,u). Podemos considerar entao
sufixos que correspondam & divisdo, numa linha j+1, entre entradas maiores ou iguais
a i+ 1 e entradas estritamente menores que i+ 1. Assim, N(i,u) = a;1 +...+a;; >
@it11+ .-+ ait1,41 = N(i+1,u). Note-se que na contagem de N (i,u) apenas sao
contadas as ocorréncias de i até a linha j, pelo facto de T ter colunas estritamente
crescentes e linhas fracamente crescentes - os eventuais ¢’s que existam na linha j + 1

estao & esquerda da ultima letra de u. Logo,

J Jj+1
Z Qiq 2 Z Git1,q- (4.5)
qg=1 qg=1

Reciprocamente, admita-se (4.4) e seja w a palavra do tableau semistandard T
correspondente a A. Mostremos que w é palavra de Yamanouchi. Seja v um prefixo
de w e suponhamos que a sua tltima letra corresponde a caixa (k, j), isto é, termina
na linha k, coluna j. Sejai > 1. Se i > k, tem-se N(i + 1,v) = 0 < N(i,v). Seja
entao i < k.

caso 1. T j =i+ 1e Ty ;—1 <i+ 1. Corresponde ao caso em que T} ; € a entrada
1+ 1 mais a esquerda da linha k. Entéo, por (4.4),

N@,v)=ai;+ ...+ aik—1 > Git1,i41 + - + Qg1 k-

caso 2. T} ; > i+ 1 e existem mais ocorréncias de (i + 1) & sua esquerda. Seja r
igual ao niumero de ocorréncias de (i + 1) da linha & que ndo aparecem em v. E
evidente que r > 0. Entéao,

N(i,v) = @i+ ...+ Qig—1> Giy1,i41 + .-+ Qg1 k
> Q41,041 +...+ Qiy1 bk —T = N(Z + 1,1})

caso 3. T} ; <. Entao,

N(i,v) = @i+ ...+ Gig—1+ ik > Qig1,i41 + -+ Gigp1k + Qik
> Q141 t oo T Qg1 e = N(Z + 1,’[)).
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Em qualquer um dos casos, w é palavra de Yamanouchi.

De (4.4), resulta que a;+1,1 = 0. Prova-se por induc¢do que a;41,; = 0, para i > j,
pelo que a; ; = 0 para ¢ > j.

O
E consequéncia directa de (4.4) que o contetido v de um tableau LR ¢é efectivamente
uma partigdo, uma vez que, para qualquer ¢ = 1,...,l(v) — 1
n n—1 n
Viy1 = Z Ait1,q < Z Qi q < Zai,q =V
g=1+1 q=1 q=1t

4.1.2 Triangulos de Littlewood-Richardson.

Dado T € LR(A/u,v), a matriz associada a T é triangular superior, pelo que
podemos dispor as entradas a;;, com ¢ < j, num tridngulo e considerar uma nova
estrutura indexada pelas particoes (\, p, V).

Consideremos uma sequéncia de niimeros triangulares de comprimento

Vamos identifica-la com um gréfico constituido por % vértices dispostos numa

grelha triangular, formando n? triangulos equildteros, ao qual chamamos grdfico de
colmeia de tamanho n, que se denota A,,. Na figura seguinte apresentamos um gréafico
de colmeia de tamanho 4.

(n+2)(n+1)
.

ao,0
ap,1  G1,1
Ay = ap2 Aar2 Q22

Go3 Qi3 G23 A33

ap4 QA1,4 G24 G34 QA44

Figura 4.1: Gréfico de colmeia A4 e uma etiquetagao genérica.

Chamamos a-sequéncia a uma sequéncia

(n+2)(n+1)
A= (a0,0,00,1,01,1 " Qi jy " 0n—1,n;0n,n) € 2

com 0 <7 < j < n. As a-sequéncias podem ser vistas como etiquetagdes com niimeros
inteiros dos vértices de A,. Denotamos por T}, o conjunto das a-sequéncias tais que
ap,0 = 0.

Tem-se que T, ¢ um Z-moédulo livre e sua dimensao é dada por

(n+2)(n+1)

dim T, = 5

~1 (4.6)

Definigao 4.2. Um tridngulo de Littlewood-Richardson (LR) de tamanho n é uma
a-sequéncia A = (a; j)1<i<j<n tal que:

(P) ai7j20,V1§i<j§n.
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4.1. Triangulos de Littlewood-Richardson

i—1 7
(CS) Z Qp j > Z Ap.j+1 Vi<i< ] <n.
p=0 p=0

J j+1
(LR) > aig> > aip14 V1<i<j<n.
q=1 qg=1i+1

Denotamos por TLR,, o conjunto dos triangulos LR de tamanho n.

E consequéncia directa de (CS) e (LR), tomando i = j, que:
i+1

Z ap,j = Z Ap,j+1 (4.7)
p=0 p=0

Dada uma sequéncia A = (a;,;) € TLR,, vamos associar-lhe os seguintes nimeros,
paracada 1 <i,57 <n:

j n
pi=aos, A=Y G Vi=) aig (4.8)
p=0 q=1

Note-se que, com estas defini¢oes, (4.2) pode ser escrito como

1—1 7
E apj = E Ap,j+1
p=0 p0

que corresponde & condi¢do (CS).

Lema 4.1. Sejam A= (A1,..., ), o= (1, ..., pn) v = (v1,...,Vy) as sequéncias
definidas por (4.8). Entdo, A\, 11 e v sdo parti¢oes e |\| = |u| + |v].

Demonstrag¢io. Por (P) é claro que Aj, pj,v; > 0, Vi,5. Por (4.7), (CS) e (LR)
tem-se, respectivamente

7 i+1
A=Y ap; =D apiin =N
p=0 p=0

Pj = G0,5 = 0,541+ Q1541 2 G0j+1 = [+

n n—1 n n
v; = E i q = E Qiq + Qjp = E Qit1,q T Qi = E Ait1l,q = Vit1
q=ti q=t

q=i+1 g=i+1

pelo que A, p e v sao particoes. Tem-se ainda que
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4. Estruturas combinatorias associadas aos coeficientes de Littlewood-Richardson

n n J
N=D"0=> ap;
j=1

j=1p=0

i+ > vp=lul+ vl

1 p=1

O

Sejam agora A, pu e v partigdes. Para cada T € LR(\/u,v) defina-se uma a-
sequéncia Ar = (a; ;) € T, tal que:

apo =0, aop; = p;, paral <j <n.

4.9
a;; = namero de i’s na linha j de T, paral <i < j <n. (4.9)
Proposicao 4.4. Sejam \, e v partigoes tais que |\ = ||+ |v|. A correspondéncia

é uma bijecgdo entre LR(A/u,v) e TLR,, (A, u,v).

Demonstragao. Seja T € TLR,(\/u,v). Por construcdo, é claro que a;; > 0, para
quaisquer 1 < i < j < n, pelo que Ar satisfaz a condigao (P).

A proposicao 4.3 garante que a matriz associada de um tableau LR é triangular.
As suas entradas a; j, para ¢ < j, coincidem com as entradas do tridngulo LR definido
m (4.9). Assim pelas proposicoes 4.2 e 4.3, tém-se as condi¢oes de (CS) e (LR).

Seja agora A um tridngulo LR. Construimos a partir de A um tableau T4 de forma
A/u colocando em cada linha j, por ordem fracamente crescente, a; ; ocorréncias de
i, para cada 4, j. Por construgdo, T4 é um tableau de forma \/u é fracamente cres-
cente nas linhas. Novamente pelas proposicoes 4.2 e 4.3, tem-se que as colunas sdo
estritamente crescentes e que w(7T4) é palavra de Yamanouchi.

Para concluir, é claro que T' = T)4,., uma vez que tém a mesma forma, o mesmo
contetido, e as entradas estdo ordenadas do mesmo modo. E também A = Ap, pois
(Ar,)i,; € igual ao nimero de ¢’s na linha j de T4, que é por definicdo (A); ;. O

Tem-se entao o seguinte corolério.

Corolario 4.1. Sejam A\, u e v parti¢oes, com l(\) = n. Entao,

ITLR,, (A, 1, )| = ¢ (4.11)

v
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4.2. Padroes de Gelfand-Tsetlin

Ezemplo 4.2. Consideremos o seguinte tableau

1
1122

111123

31314

—_
—_

Como T é da forma A/pu, com A = (6,5,4,3) e p = (3,2,0,0), com conteudo v =
(6,3,3,1), o seu tridngulo LR é dado por

Ezemplo 4.3. Consideremos agora o produto de polinémios de Schur s(32)s4,1) €
calculemos o coeficiente de Littlewood-Richardson que aparece em s5 3 9). Tem-se

Por (4.8), 24+ a+b= Ay = 3, entdo a + b = 1. Tém-se dois casos, (a =1Ab=0)
ou (a = 0Ab=1), obtendo-se, respectivamente os seguintes tridngulos

(5,32)  _
Logo, ¢(379) (41) = 2-

4.2 Padroes de Gelfand-Tsetlin

Os padroes de Gelfand-Tsetlin sao estruturas combinatérias indexadas por duas
partigoes, que foram introduzidas por Gelfand e Tsetlin, em 1950 [12], com o propoésito
de estudar representagoes irredutiveis de GL,,(C). A partir de uma condicdo adi-
cional, é possivel indexar-lhes uma terceira parti¢ao e definir os esquemas de Gelfand-
Zelevinsky, apresentados por Gelfand e Zelevinsky nos anos 80 [13], [3], que sao conta-
dos pelos numeros de Littlewood-Richardson. Nesta seccao seguiremos essencialmente

[8).

Dada uma composicdo A de comprimento n, define-se o seu dual como sendo a
composicao A* tal que
AL = = Anti— (4.12)

Ezemplo 4.4. A composigdo A = (5,4,2,1, 1) tem como dual \* = (—1,—1,—2, -4, —5).
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4. Estruturas combinatorias associadas aos coeficientes de Littlewood-Richardson

(n+1)n
2

Consideremos uma sequéncia de inteiros de comprimento
g-sequéncia,

, & qual chamamos

G = (g](_1)7g§2)5952) M ;i)7""g§n)7'")g7(lTL—)17g’f(’7,n)

n(n+1)
JEL
coml1<j<i<n.

n(n+1)

Definig¢ao 4.3. Uma g-sequéncia G = (g§i)) € Z—z  diz-se um padrio de Gelfand-
Tsetlin (GT) de tamanho n se satisfizer as condigdes de entrelagamento:

(IC 1) g](-iﬂ) > gji)_

. 1
(IC 2) ¢ > g\
Os elementos de um padrao GT podem ser dispostos em forma de tridngulo in-
vertido, como na seguinte figura.

955) 955) 9§5) 94(15) géS)

954) 954) 9:(34) 9514)

3 3 3
o o o
952) g§2)

o

Figura 4.2: Padrao de Gelfand-Tsetlin para n = 5.

Dada uma g-sequéncia G = (gj(-i)), define-se a sua sequéncia dual, G* = (s;i)), em
que
s =g (4.13)

paral <j<i<n
A linha k£ de G é dada por ¢(¥) = (g§k)7...,g,(€k)). Define-se o tipo de G como
sendo a sua linha n. Por (IC 1) e (IC 2),
R

pelo que o tipo de um padrao GT é uma particao.

O peso de G é a sequéncia (wy,...,w,) € Z"™, em que
wy = g§1)
i i1
w; = Zg;(f) —Zg,(jil), parai=2, ..., n. (4.14)
k=1 k=1

Ezemplo 4.5. Consideremos o seguinte padrao GT
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4.2. Padroes de Gelfand-Tsetlin

O seu tipo é (4,2,1) e o seu peso é (2,3,2).

Lema 4.2. Seja G uma g-sequéncia de tipo \ e peso w. Entdo, G* é de tipo \* e
peso —w.

Demonstragao. Pela definicao de tipo, tem-se que G* é de tipo A\*. O peso w* de G*
é dado por

1
w; = —01

i i—1
w} = Z s,(j) — Z 5,(:_1)
k=1 k=1
i i—1
=> g+ g
k=1 k=1
i i—1
— (Yo =D dn)
k=1 k=1

% 1—1

(S S =

q=1 q=1

Logo, w* = —w. O

4.2.1 Bijeccao entre padroes GT e tableaux normais semistan-
dard

Vamos agora definir uma correspondéncia entre tableaux normais semistandard e
padrées GT. Como ja foi visto, um tableau 7' normal semistandard é univocamente
determinado pela sua matriz associada A = (a; ;) em que q; ; é igual ao nimero de
i’s na linha j de T. Assim, é suficiente encontrar uma bijec¢do entre padroes GT e
matrizes.

Seja entdo T um tableau normal semistandard, com n linhas, e entradas em

{1,...,n}, e seja A = (a;;) a sua matriz associada. Vamos construir um padrao
GT, Gr, associando a cada entrada da matriz um vértice do padrao, definindo

g =", (4.15)
k=1

que corresponde & soma dos elementos menores ou iguais do que ¢ na linha j.

Exemplo 4.6. Consideremos o seguinte tableau semistandard normal

1]1]2]3]
T=[2]2
33
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4. Estruturas combinatorias associadas aos coeficientes de Littlewood-Richardson

e determinemos o seu padrdo GT. A matriz associada a T' é dada por

2 00

A=1(1 2 0

1 0 2
ggl):aLl:Q 953):a171+a2,1 +a31=2+2+1=4
0 =aiitag=2+1=3 9 = a1 2+ a2z +az2=0+2+0=2
géz) =a12taz2=0+2=2 g;(»,d) =a13+tazztazz3=0+0+2=2

Tem-se entdo, por (4.15)
g =iy =2

g§2):a1,1+a271:2+1:3
g§2):a1,2+a272:0+2:2

0P a1 +ays+as1 =2+2+1=4

gg?’)=a1,2+a2’2+a3’2:0+2+0:2

gzg,g)=a1,3+a2,3+a3,3:0+0+2=2

Logo, G é dado por

Lema 4.3. A g-sequéncia Gr definida em (4.15) é um padrio GT.

Demonstragdo. Como T é um tableau normal semistandard, pela Proposi¢do 4.2,

a sua matriz associada A vai ser triangular inferior, pelo que gj(-z) = 0 para j >

. . ) . . n(n+1)
i. Retirando estes elementos, obtém-se efectivamente uma g-sequéncia em Z~— z .

Mostremos entao que esta g-sequéncia é um padrao GT.

ICT) o) = = S ar s tans > S an = o
( ) 9j =D k= ) GkyFAit1; 2 ) Ak = g; -
k=1 k=1 k=1
. i i+l .
(IC 2) Como T é semistandard, gjz) =Y ap; > apji1 = g§z++11)- O
k=1 k=1

Seja agora G = (gj(i)) um padrdao GT e associemos-lhe um tableau normal semis-
tandard Tg. Definimos T como sendo o tableau cuja matriz associada é dada por

ai; =gy — iV (4.16)

(@)

considerando g;* = 0 para 0 <14 < j.

Lema 4.4. O tableau T definido por (4.16) é normal e semistandard.

Demonstragio. Para i < j, a;; = 0. Como a sua matriz associada é triangular
inferior, T é um tableau normal. Mostremos agora que é semistandard. Tem-se,
para quaisquer %, j,
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4.2. Padroes de Gelfand-Tsetlin

1—1

k k— i— i—
S i = Zg() gD = D) g0 _ =)
k=1

Do mesmo modo,
k k
E Ak j4+1 = E gj(+)1 (]_)H) = gJ(JZl gj(+)1 = 93(421

Por (IC 2), g(Z b > g . Assim, pela Proposicao 4.2, T é semistandard. O

Proposigao 4.5. Sejam T um tableau semistandard normal e G um padrao GT.
Entao, as correspondéncias definidas em (4.15) e (4.16) sdo inversas uma da outra.
Isto é,

Gr,=G e Tg, =T (4.17)

Demonstragio. Sejam G = (g](-i)) e Gr, = (gj(”) Por (4.15) tem-se

~(i ! k k-1 0 i
= S = Y - =) i =
k=1

pelo que G, = G.

Analogamente, sejam A = (a; ;) e A = (a,; ;) as matrizes associadas a T e T,
respectivamente. Por (4.16) tem-se

i—1
a; ; = (Z i b a Q. i — Q4 4
ij = 9; N kg = @i
k=1

Logo, T, =T.
O

4.2.2 Correspondéncia entre tableaux enviesados semistandard
e padroes GT truncados

Vamos agora generalizar as correspondéncias da seccao anterior para tableaux en-
viesados, estabelecendo uma bijeccao entre tableaux semistandard enviesados e uma
subclasse de padroes GT.

Veremos que existe uma bijeccao entre o conjunto dos tableaux semistandard de
forma A/p com entradas em {1,...,n} e o conjunto dos tableaux semistandard de
forma A com entradas em {1,...,2n} e cuja linha i tem entradas em {i,n+1,...,2n},
para todo o i. Assim, dado um tableau enviesado, serd possivel aplicar a correspon-
déncia (4.15) ao seu tableau normal associado.

Proposicao 4.6. Seja T um tableau semistandard de forma \/u e entradas em
{1,...,n}. Seja T o tableau de forma \ que se obtém a partir de T pelo sequinte
procedimento:
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1. Para cada i € {1,...,n}, preencha-se cada entrada de i por n + i.

2. Preencha-se cada caiza da linha k de [p] com k, para cada 1 < k < n.

Entio, T é um tableau semistandard de forma X com entradas em {1,...,2n} e cuja
linha i tem entradas em {i,n+1...,2n}. Mais, a correspondéncia T — T € bijectiva.

Demonstragao. Por construgao, T satisfaz as condicoes da proposicao. Dado um

tableau U de forma A com entradas em {1,...,2n} e cuja linha ¢ é preenchida com
letras de {i,n + 1,...,2n} é possivel recuperar o tableau original, substituindo as
entradas da forma n+i por i, parai € {1,...,n}, e removendo as caixas com entradas
em {1,...,n} O

Chamamos tableau normalizado de T' ao tableau obtido pelo procedimento ante-
rior, e denotamo-lo por 7.

Ezemplo 4.7. Considere-se o seguinte tableau enviesado

1)1
111]2]2
Y:
2|3
314
O seu tableau normalizado é dado por
111|1|1]5]|5
> _12]12]5]5]6|6
Y= 313167
718

Proposicao 4.7. Eziste uma bijeccio entre tableauzr semistandard enviesados da
forma XN/ com entradas em {1,...,n} e padrées GT de tamanho 2n, tipo \° =
(A, A0, 0,...,0) € Z?", e cuja linha k € dada por (u1,...,pu1), para 1 <k <n

Demonstrag¢io. Seja T um tableau semistandard de forma A/p e sejam A = (a; ;) e
A = (a; ;) as matrizes associadas a T" e T, respectivamente. Mostremos que G .

Note-se que A ¢ dada por

0i.ifhj 1<i<
O S (4.18)
ai—nj paran+1<i<2n
O tipo de G é dado por (g%Qn)7 e ’97(1271)’ gfi"l), e ,géin)). Mostremos entao que

(2n) _ JAj paral<j<mn
= 0 paran+1<j<2n
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4.2. Padroes de Gelfand-Tsetlin

Seja 1 < j < n. Entao,

(2n) Z i
- Zak J + Z ak’,j

k=n-+1

:Zék,juj + Z ak,;
k=1

k=n-+1

2n
= K5 + Z Ak,

k=n-+1
=T = A

Paran +1 < j < 2n, tem-se

2n) Zak,j+ Z ks

k=n-+1
= Z k. j
k=n+1
:Zaw-:o (pois j > n+1).

Logo, o tipo de G é dado por A\’ = (A1,..., A, 0,...,0).

Considere-se a linha k de G, com 1 <k <n. Tem-se, para 1 < j <k,

k
= Z Aq,j Z a.jHj = (4.19)
g=1

E

Logo, a linha k de G é dada por (p1,...,ux), para 1 <k < n. O

Pela proposicio 4.7, para 1 < k < n, as primeiras k — 1 linhas de G contém
informagcao desnecesséria. E comum omiti-las no padrao GT — obtém-se um padrao
truncado.

Ezemplo 4.8. Considere-se o seguinte tableau de forma (5,4,2)/(3,1)

1]1]
T = 1122
2]3
O seu tableau normalizado é dado por
o [1f1]1]4]4]
T=|2|4|5|5
5|6
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E simples verificar que o seu padriao GT associado G ¢ dado por

w

4.2.3 Bijecgao entre tableaux LR e esquemas GZ

Definicao 4.4. ([13]) Seja G = (g;i)) um padrao GT. Os seus ezpoentes sdo definidos
por

j—1

7 1+1 7 1—1 1+1 7
G =30 =207 + gl ) + (0 - ) (4.20)
k=1

Dadas parti¢oes A, mu e v, diz-se que G é um esquema de Gelfand-Zelevinsky (GZ)
de tamanho n é um padrao GT T de tamanho n, de tipo u, peso A — v, e tal que,
para todo i e 7,

eNT) < vi — via (4.21)

Denotamos o conjunto dos esquemas GZ por GZ,(u, A — v,v). Concluimos esta
seccao provando que os esquemas GZ sdo contados pelos coeficientes de Littlewood-
Richardson cﬁ,y, estabelecendo uma correspondéncia bijectiva entre GZ,(u*, \* —
v v*).

Existe uma correspondéncia entre tableaux LR e esquemas GZ. A ideia principal
da correspondéncia é aplicar a bijeccao entre tableaux enviesados e padroes GT trun-
cados, definida na proposi¢ao 4.7. O padrao truncado obtido é entdo dividido em trés
seccoes, das quais apenas uma tem informacao relevante e que é transformada em
padrao GT de tamanho n. Demonstraremos também que a condi¢ao de Yamanouchi
é equivalente & condigdo (4.21).

Teorema 4.1. Existe uma bijeccio entre LR(A/u,v) e GZ, (", A\* — v*,v*).

Seja T € LR(\/u,v) e seja G = (gj(»i)) o padrao GT truncado de tamanho 2n

associado a L. Vamos dividir G em trés sec¢oes, Gx, Gy e Gz da seguinte modo:
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4.2. Padroes de Gelfand-Tsetlin

2 2n 2 2 2 2 2n
a? g R et B B st Y At SR R
2n—1 2n—1 2n—1 2n—1 2n—1
gg ) e 97(171 ) g£L ) 97(L+1 ) e énfl )
2n—2 2n—2 2n—2 n— 2n—2 2n—2
Gx gg ) T 92—2 ) g7(’L—1 ) 9512 2 9£L+1 ) T gén—2 ) Gy
n+1 n+1 n n+1
R S gt gty
o s - o g

Gz

Lema 4.5. Qualquer tableau T € univocamente determinado por Gz, onde G = G .

Demonstra¢do. A seccao Gy é constituida apenas por zeros. Com efeito, foi visto
na proposigao 4.7 que a ultima linha de Gy é igual a (0,...,0). Prova-se entdo por
inducdo, utilizando as condigbes de entrelacamento, que todas as entradas de Gy sdo
nulas. Assim, as entradas de Gy podem ser omitidas.

A subsequéncia G x estd completamente determinada por A, uma vez que

n+k
(n+k) ~
9; = Qq.j
q=1
n n+k
= aq,j + E : Qq,j
q=1 g=n+1
k
=pi+ Y an, (4.22)
r=1
J k
=p;+ E aq,j + E q,j-
r=1 r=j+1

Como w(T) é palavra de Yamanouchi, pela Proposigao 4.3 tem-se
k
Z aq,; =0
r=75+1
A expressao de (4.22) fica entdo

i
n+k
9" =+ ags

r=1

=g A = A

A linha k de Gx (que corresponde a linha n + k do padrao nao truncado) é entao
dada por (A1,..., k). Assim, a sec¢do Gx contém informagao redundante, pelo que
pode também ser omitida. O
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Apresentemos Gz na forma de padrao GT, reflectindo-o por uma linha horizontal:

AR R
n+1 n
I e T
g0+ . S

2n—2 n—
92—1 ) 97(12 ?)

g’SlQn—l)
Vamos de seguida enunciar algumas propriedades de G z.

Lema 4.6. Seja T € LR(\/p,v) e seja G = Gj. Entio, Gz é wm padrio GT de tipo
1 € peso v — \*.

Demonstragao. Gz satisfaz as condigoes de entrelacamento:
(IC’ 1) g§Tl'k_1) > gJ(-nJrk), pela segunda condicao de entrelagcamento de T'.

(IC’ 2) g§"+k> > g§"+k_1), pela primeira condicio de entrelacamento.

E também claro que a sua linha n, que corresponde a linha n de G, é dada por
(t1,y- -5 ptin). O peso de Gz é dado por

2n—1
wy = gD = Z Ak por (4.15)
k=1
n 2n—1
=D Gknt Y Gkn
k=1 k=n-+1
n—1
= fn D agn por (4.18)
qg=1
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4.2. Padroes de Gelfand-Tsetlin

w; = i gl(€2n7i) o Z gl(€2n7i+1)

k=n—i+1 k=n—i+2
n 2n—1 n 2n—i+1
= E , g,k — E , E Qq,k
k=n—i+1 q=1 k=n—i+2 q=1
n 2n 2n—1 n 2n 2n—i+1
= E ( aq,k + g dq,k) - g ( E aq,k + E aq,k)
k=n—i+1 gq=1 g=n+1 k=n—i+2 q=1 q=n+1
n n—i n k=n—i+1
= X (mrXas)- X (mt X )
k=n—i+1 q=1 k=n—i+2 qg=1
n n—i n—i+1 n—i+1
= Mn—i+1 + E ( E Qg k — § aq7k) + E Qg n—i+1
k=n—i+1 q=1 q=1 q=1
n—i+1 n
= Mn—it+1 T E Qgn—itl — E Gn—it+1,k
q=1 k=n—i+1

* *
=Ml = Un—igy1 = V5 — Aj.

O

Proposicao 4.8. Seja T' € LR(A\/u,v) e seja G = G4. Entio, Gy € GZ(u*, \* —
v v¥).

Demonstrac¢ao. Resulta dos lemas 4.2 e 4.6 que G, é de tipo pu* e tem peso A* — v*.
Mostremos que a condigdo dos expoentes (4.21) se verifica. Como Gz = (gff;rlj)),
tem-se que
* 2n—1
5= (o) (4.23)
Seja T' o tableau associado a G7% pela correspondéncia (4.16) e sejam A = (a; ;) e
A = (@, ;) as matrizes associadas a T e T, respectivamente, onde 7' denota o tableau
normalizado de T'. Tem-se que
Qi = npiy =gyt — gt (4.24)
- k ntk— ntk—
Gk = Qpik k = g,(anr ) g,(cnJr b - Ak — g,(gmr 2 (4.25)

para 1 <i<j<nel<k<n.Os expoentes de G7, sao dados por

j-1
i) [ v 2n—i—1 2n—i 2n—i 2n—it1 2n—i—1 2n—i
(@) = (=g + g i) = (=D + g N + (e + 6

k=1
j-1
= (@n—im—k+1 — Cn—it1,n—k+1) + Gnoin—j+1
k=1
n
= Z (n—ik = n—it1k) + An—i; (4.26)
k=j+1
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n
Como T tem conteudo v, tem-se que v = > aqk, pelo que
k=1

* *
Vi —Viy1 = Vn—i — Vn—it1

M=

(an—i,k - an—i+17k)

S
II
—

n

= (an—ijk — Gn—it1,k) + (n—ij — An—it1) + Z (Gn—ik — Gn—it1k)

k=1 k=j+1
(4.27)
O lema 4.4 afirma que a condi¢ao de Yamanouchi para 7' é equivalente
J j—1
Z Op—it1,k < Z Gp—i k-
k=1 k=1
Dai resulta directamente que
j—1
An—it1,j; < Z(an—i,k —Qp—it1k) (4.28)
k=1
Resulta de (4.26), (4.27) e (4.28) que,
n
Vi =i > Z (Gn—ik — Cn—it1,k) + Qnoij
k=j+1
=5(G2)
O

Estamos agora em condigbes de demonstrar o teorema 4.1. O lema 4.5 e a
proposicao 4.8 asseguram que a seguinte correspondéncia é uma bijeccao

GZ"(/”'*a)‘*_V*vV*) — LR(A//*’HV)
T — TG}

Corolario 4.2. Sejam A, u, e v parti¢oes, com l(\) = n. Entao

|GZ,, (u*, \* — v*,v")| =) (4.29)

v

Ezemplo 4.9. Sejam A = (4,3,1), p=(2,1) e v = (3,2). Vamos calcular o coeficiente
A

¢,,v» determinando o nimero de esquemas GZ de tipo p*, peso A* — v* e tais que
€§i) <vf —vi,. Tem-se
A* = (717 -3 - 4)7 /’L* = (07 715 72)7 V* = (07 725 73) (430)

Um esquema GZ de GZ3(u*, \* — v*,v*) seré da forma
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)

L1 . . 1 N
uma vez que a ultima linha corresponde ao tipo p* e a entrada g§ corresponde &

primeira coordenada do peso A* — p* = (—1,—1,—1).
Pelas condicoes de entrelacamento, tem-se
—1<z<0

Se z = 0, a segunda coordenada do peso é dada por 0+y+1 = —1. Logo, y = —2.
Analogamente, se x = 1, tem-se pelo peso que —3+ 1 —y = —2, pelo que y = —1.

Assim, existem dois esquemas GZ nas condi¢bes anteriores:

Logo, cﬁ,y = |GZs(p*, N\ — v, v)| = 2.

4.3 Colmeias

As colmeias sdo estruturas combinatérias introduzidas por Knutsen e Tao, em
1999, para provar a Conjectura de saturagdo [17]. Mostraremos nesta sec¢do que
existe uma bijeccao entre colmeias e padroes de Gelfand-Tsetlin, estabelecendo assim
uma bijec¢do entre tableaux de Littlewood-Richardson. As referéncias seguidas sio
6], [8], 115] e [21].

Consideremos uma sequéncia de inteiros, & qual chamamos h-sequéncia,

(n+1)(n+2)
2

H = (ho,o,ho1,h10 - hijy ooy hn—i s hnn) € Z

com 1 <3< j<n,etal que hgo = 0. Dispomos os elementos desta h-sequéncia num
grafico de colmeia A,,, & semelhanca do que foi feito com os tridngulos de Littlewood-
Richardson.

ho,o
ho;1hi
hoohiahag
hoshis - hysz - hss

hoahia hoa  hsa haa

Figura 4.3: h-sequéncia em Ay

Definicao 4.5. Uma colmeia de tamanho n é uma h-sequéncia H = (h; ;) € 7

que satisfaz as condigoes de rombo:
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(RC 1) hij+hi—1;-1>hi—1;+hij—1,paral <i<j<n.
(RC 2) hji—1;+hi; > hijy1+hiqj-1,paral <i<j<mn.
(RC 3) hij+hijt1 > hip1j41 +hio1j, para 1 <i < j <n.
Denota-se por H,, o conjunto das colmeias de tamanho n.

Existem trés tipos de rombos fundamentais.

avs AVAN

As condigoes de rombo podem ser interpretadas do seguinte modo: a soma das
entradas dos vértices que correspondem a angulos obtusos é maior ou igual & soma
das entradas dos vértices dos angulos agudos.

Para 1 <1,j <n, vamos associar a cada colmeia H € H,,:

Ai =hi;—hi—1,1, i =hoj —hoj—1, Vi =himn —hicin (4.31)

Lema 4.7. Sejam A= (A1, ..., \n), ot = (pb1,y -+ i) eV = (V1,...,Vn) as sequéncias
definidas por (4.31). Entdo, \, p e v sdo particoes e |\ = |u| + |v|.

Demonstragao. Resulta directamente das condi¢oes de rombo que

Ai=hii—hi—1i-1 2> Ry —hic1i 2 higrien — hii = i
tj = hoj —hoj—1=hijr1—hij 2> hoj1 —hoj = i1
Vi =Nhin —Nicipn 2 hin—1 —hicin—1 = hitin — hin = viga

Tem-se ainda

n

|\l = Z Ai = Z(hzz —hi—1,i-1)
i—1

=1
= hn,n - h070 = hn,n - h07n + hO,nh0,0

Z(ho,j —hoj—1) + Z(hzn —hi—1n)
=1 i=1

J

3

n
pi Y vi= Il +v|
1 i=1

<
Il

O

Nestas condicoes, diz-se que (A, u,v) é o tipo de H e denotamos por H,, (A, p, v)
o conjunto das colmeias de tamanho n e de tipo (A, u,v). Note-se que o tipo de H
define as suas fronteiras:

hoi=p1+...+ i

hi7’ﬂ = Z+V1 + ... +Vi (432)
j=1

hz,z:)\1++)\z
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4.3.1 Correspondéncia entre Colmeias e Tridngulos LR

Recordemos que T}, denota o Z-moédulo das etiquetagdes de A,, com a-sequéncias,
ou, equivalentemente, com h-sequéncias. Vamos definir uma correspondéncia ®,, :
T,, — T,,, entre colmeias e tridngulos LR, em que ®,(a; ;) = (h; ;) é dado por

%

J
h@j = Z Z Ap.q (433)

p=0g=p
paral <:<j<n.

Teorema 4.2. A aplicagao @, definida por (4.33) aplica bijectivamente TLR,, em H,
e TLR,(\, p,v) em Hy, (A, u,v), para quaisquer \, i e v parti¢oes.

Demonstragao. Consideremos a base canénica de Ty,
B = {Eg,l, ey Eo,n, E1,17 ey El,n; ey En,n}
em que
o (ehd ) = 8o
E;;= (ep,q) = (51)715%])
Consideramos B ordenada pela ordem lexicografica dos indices.

Considere-se a matriz de ®,, com respeito & base B. Dado um indice (i, j), tem-se

@, (E; ;) = ¢n(ei7j) = (hp,q) (4.34)

p,q

O coeficiente de E; ; é dado por

i J
R § :E : ]
hZaJ - er,l

r=0 l=r

i ]
=33 6inbj (4.35)

r=0 |=r
)
I
r=0

Logo, a entrada ((4,j), (4,7)) da matriz é igual a 1, para qualquer 1 <i < j <n. Isto
é, a matriz tem apenas 1’s na diagonal principal.

Considere-se agora dois indices (4,5) < (a,b), pela ordem lexicografica. Tem-se

P, (Eap) = O, (epn) = (hp.q) (4.36)

p,q
e o coeficiente correspondente a E; ; é dado por
i

J
hij=>_> e/ =0 (4.37)

r=0 l=r
poisou i <aou (i=aAj<b). Assim, a matriz é triangular inferior.
Como a matriz é triangular e ndo tem zeros na diagonal principal, é invertivel e,
por conseguinte, ®,, ¢ uma bijeccao.

Apresentemos explicitamente ®;,1:
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J j=1
caso 1. i=0e1l < j<n. Entdo, hoj —hoj—1= D aoq— > Goq = Qo
q=0 q=0

Jj 7 Jj— 7
caso 2. 1 <i=j <n. Entdo, h;; —hj_1,-1= ZZ%’(I — ZZap,q
p=0 g=p p=0 g=p

J
= E :am = Qj,5-
q=J

A i—1
caso 3. 1 S 1< j S n. Entéo, h@j — hi,j—l — hi—l,j + hi—l,j—l = ZCLPJ‘ — Z(IPJ‘
p=0 p=0

= ai;.
Assim, ®,1(h; ;) = (a; ;), com
ho,j = ho,j—1 se 1=0 e l<j<n
a;j = hj,j — hj_l,j—l se 1 S L :‘7 S "

hi,j — hi,jfl — hifl’j + hifl’jfl se 1<i<ji<n

Dados (a;,;) € TLRy, e (hi ;) = ®,(a; ), tém-se as seguintes identidades.

S t s t—1 S
hsp—hsi—1 = § § :ap,q - E E :apyq = E :ap,t (4.38)
p=0 g=p p=0 g=p p=0
s+1 t s t t
hosy1,e — hsy = E : E :ap,q - E E Qap,q = E As+1,q (4.39)
p=0 g=p p=0q=p q=s+1

Agora é simples verificar que ®,,(TLR, (A, i, v)) = H, (A, p, v).

Seja A = (a;,;) € TLR,. Resultam de (P), (CS) e (LR), respectivamente, as
condicoes de colmeia (RC 1), (RC 2) e (RC 3):

7 i—1 1—1
Lohijg—hijo1= 2 ap; =3 apj+aij> 3 apj=nhi—1;—hi—1;-1.
p=0 p=0 p=0

i—1 i

2. hicvg—hicija =30 ap; > Y0 apjp1r = hije = hij.
p=0

p=0
i j+1
3. hig—hicij =3 aiq> 3 Qit1,q=hit1j41 — hije1-
q=1 q=i+1

Seja agora H = (h; ;) € H,. As condicoes (P), (CS) e (LR) obtém-se de (RC
1), (RC 2) e (RC 3), respectivamente

Lohij+hi1j-12>hi—1;+hi -1, peloque 0 < h;j—h;j1—hi_1;+hi15-1=
am-.

7—1 7
2. Y apj=hi—1j—hic1j-1 2 hijy1 —hij =3 ap it
p=0 p=0
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j j+l
3. 2 aig=hij—hi1;>hipin —hijan= > .
q=1i q=i+1

Assim, ®,(TLR,,) = H,,. Prova-se facilmente que A = (a; ;) € de tipo (A, u,v) se
e s6 se (h; ;) o for, uma vez que

hig—hi—ij-1=hiz—hi—1;+hi—1;—hi—1:-1

,
7 1—1
= E ig + E :ap,i
q:i p:O
i—1 i
= Qi+ E ap,; = E ap,;
p=0 p=0

0
hoj —hoj—1=Y ap;=ao;
p=0

n
hi,n - hifl,n = § Qi q
q=ti

Assim, @, (TLR,, (A, i, v)) = H,,(\, , v).
O

Uma vez que um tridngulo LR e uma colmeia tém como base o mesmo grafico, a
correspondéncia anterior tem uma interpretacdo visual simples: para calcular a en-
trada h; ; da colmeia, é suficiente determinar a entrada correspondente no triangulo
LR, a; ; e somé-la com todas as entradas que estejam na regido delimitada pela linha
de a; ; e pela sua diagonal no sentido SO-NE correspondente.

Exemplo 4.10. Considere-se em Agj o seguinte tridngulo LR,

A entrada ho 3 de ®3(A) é dada por

2 3
h2,3:§ E Qp,q

p=0 g=p

=0+154+9+5+8+4+2+5+5=253
O seguinte corolario é consequéncia directa do teorema anterior.
Corolario 4.3. Sejam A, u e v partigoes, com l(\) = n. Entao

Hu (A, v)| = ¢, (4.40)
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4.3.2 Correspondéncia entre Colmeias e Esquemas GZ

Nesta secgao, vamos estabelecer uma correspondéncia bijectiva entre colmeias e
esquemas GZ. O corolario 4.3 serd uma consequéncia dessa bijec¢ao.

. (n41)(n+2) . . L
Dada uma h-sequéncia H = (hy ) € Z 2 , definimos as suas trés g-sequéncias

derivadas

G = (), Go = (4\7"), G3 = (21"

J J
em que (xgl))7( ]@), e (z](l)) sdo definidos por
x{()izi)a = ha,bJrl - ha,b

b
yHY = hasier = hapi (4.41)

(n+a—b)
Za41 = hat1,6+1 — hayp

As entradas das sequéncias derivadas podem ser interpretadas como as diferencas
de entradas adjacentes em H, considerando o triangulo

ha,b

ha,b+1 Ra+1,p+1

Na figura seguinte estao representadas as sequéncias derivadas para uma h-sequéncia
genérica, em As. As diferencas para G sdo no sentido SO-NE, as de G5 no sentido
E — O, e as de G3 no sentido SE-NO.

e 22
1 1

Ry

e 2D e @ e N

hog v hig WP haz o WP hsgs

T

Figura 4.4: h-sequéncia em A, e as suas g-sequéncias derivadas

Vamos de seguida ver a relacao existente entre as condi¢oes de rombo de uma
h-sequéncia e as condicoes de entrelacamento das suas g-sequéncias derivadas.
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Proposigao 4.9. Seja H uma h-sequéncia e sejam G1,G2 e G3 as suas g-sequéncias
derivadas. Entao,

1. H satisfaz (RC 1) se e s6 se Gy satisfaz (IC 2) e Gy satisfaz (IC 1).
2. H satisfaz (RC 2) se e s se Gy e G3 satisfazem (IC 1).
3. H satisfaz (RC 3) se e s6 se Go e G3 satisfazem (IC 2).
4. G3 satisfaz (IC 1) se e s6 se Gy satisfaz (IC 1).
5. G5 satisfaz (IC 2) se e s se Ga satisfaz (IC 2).
Demonstra¢do. Consideremos seis entradas adjacentes em H:

ha,bfl

ha7b ha+1,b

ha,b+1 ha+2,b+1
Ra+1,64+1

H satisfaz (RC 1) <
= ha+1,b+1 + ha,b 2 ha,b+1 + ha+1,b =
= ha+1,b+1 - ha+1,b 2 ha,b+l - ha,b =

e anel > m,(ﬁ;i)l & G satisfaz (IC 2).

H satisfaz (RC 1) &
S hot1,041 + hap = hapt1 + hat1p &
& hat1p41 = hapy1 = hay1p — hap &
& y((llfll) > yfﬁal & G satisfaz (IC 1).
As afirmagoes 2. e 3. mostram-se de modo semelhante.

Considerem-se agora as entradas

ha,b—l

hayp - hat1,

ha+2,b+l
ha+1,b+1

79



4. Estruturas combinatorias associadas aos coeficientes de Littlewood-Richardson

G3 satisfaz (IC 1) &

(n+a—b+1) (n4+a—b)
g Za+1 Z Za+1 g
a4 ha+1,b - ha,b—l > ha+1,b+1 - ha,b e
< ha,b - ha,bfl > ha+1,b+1 - haJrl,b <

(n—a) (n—a—1

S, 2T, ) & G satisfaz (IC1).

A afirmacgdo 5. mostra-se de modo semelhante. O
. (n+2) (nt1) , )
Teorema 4.3. Sejoa H € Z— 2 e sejam G1(H) e Go(H) as suas g-sequéncias
derivadas. H é uma colmeia se e sé se G1(H) e G2(H) forem padrées GT de tamanho
n.

Demonstrag¢io. Suponhamos que H é colmeia, isto é, que satisfaz (RC 1), (RC 2)
e (RC 3). Pelas afirmacoes 1. e 2. da Proposicao 4.9, Gy satisfaz (IC 1) e (IC 2).
Pelas afirmagdes 1. e 3., G satisfaz (IC 1) e (IC 2). Logo, G e Gz sdo padroes GT.

Reciprocamente, se G; e Gy forem padroes GT, entdo, pelas afirmacoes 4. e 5.
G35 satisfaz (IC 1) e (IC 2), pelo que é também padrdo GT. Entdo, como todas as

g-sequéncias derivadas satisfazem as condi¢bes de entrelacamento, pelas afirmagdes
1., 2. e 3. H é colmeia. O

Note-se ainda que G1(H) e G2(H) nao sdo independentes. Considere-se o rombo

ha,b ha+l,b

ha,p+1 ha+t1,p+1
Tem-se que
(hat1,041 — hapt1) + (Papr1 — hap) = (hag1,041 — hat1,p) + (Rat1-6 — hap)
implica
(hat1,041 — hat16) — (Pap+1 — Pap) = (Rat1,041 — hapt1) — (Rat1,0 — Pap)

pelo que

n—a—1 n—a b+1 b
ry Y - = e —uth (4.42)

Mostramos de seguida que existe uma correspondéncia bijectiva entre colmeias
e esquemas GZ, estabelecendo uma bijec¢do entre colmeias e as suas g-sequéncias

derivadas. O proximo teorema estabelece duas bijec¢des entre colmeias e esquemas
GZ.
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Hn()\,p,,l/) — GZ(H*aA**V*vV*)
H — Gi(H)

Ho(\ p,v) — GZ(v, A — p, )
H — GQ(H)

Teorema 4.4. Seja H uma h-sequéncia e G1(H) e Go(H) suas g-sequéncias derivadas.
1. He H,(\ pu,v) seesdseGi(H) € GZ(u*, \* —v*,v*).
2. HeH,(\, p,v) seesiseGa(H)eGLZ(v, A — p, ).

Vamos demonstrar o teorema 4.4 provando as seguintes afirmacoes

1. Gi(H) satisfaz (IC 2) & 5§i)(G2(H)) < i — fhit1-
2. G5(H) satisfaz (IC 1) < G2(H) satisfaz (IC 1).
3. Gi(H) satisfaz " (G (H)) < v} — v}, & Ga(H) satisfaz (IC 1).
Lema 4.8. Sejam A\, 1 e v partigdes e seja H € H,, (A, i, v).
1. O peso de G1(H) é v* — \*, pelo que o peso de GF(H) é v* — \*.
2. O peso de Go(H) é X\ — p.
(1)

Demonstragio. 1. wi(G1) = z3

= hn—l,n - hn—l,n—l
= (hn,n - hnfl,nfl) - (hn,n - hnfl,n) = )\n —VUp = Vik - T

%

i—1

i i—1

(G =Y el - 3 af D
k k=1

=1

[ 1—1
- § hn—i,k+n—i - hn—i,k+n—i+1 - § hn—i+1,k+n—i+1 - hn—i—i—l,k—l—n—i
k=1 k=1

= (hn—it1n—i+1 — Pn—in—i) — (hn—in — hn—it1,n)
= An—itl — Vn—it1 = Vf - )\f

2. Demonstra-se de forma analoga a afirmagao 1.
O
Proposicao 4.10. Seja H € H,,(\, i, v). Entdo, Gi(H) satisfaz (IC 2) se e s6 se
e\ (Ga(H)) < pi — pis.
Demonstragio. Seja j = 1. Suponhamos que G7(H) satisfaz (IC 2) e, consequente-
mente, que G1(H) satisfaz (IC 1).
Tem-se

eD(Go(H)) = i — Y
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Por (4.42),
ygﬂrl) _ ygz) _ ml(‘nfl) o xgi)l
Como Gy satisfaz (IC 1), z{™ > 2"V, Assim,

0 a0, 2 a0 = 40— 0y
Para concluir, note-se que xz(-") — xﬁﬂ = (ho,i — ho,i—1) — (ho,it1 — ho,i) = 1

Reciprocamente, admitamos que 5§i)(G2(H)) < pi — pi+1. Entao,

[ i+1 [ n n
5(1)(G2(H)) :?/EJr )*yg) < i — Hit1 :%(‘ )*I£+)1

Como
i+1 j -1
D 0 = a0 )
vem que mz(-"*l) — xﬁﬂ < xE”) - 961(-1)1, ou seja,

l’gn_l) < xgn)

que corresponde & condigdo (IC 1) para Gj.

Seja agora j > 1. Os expoentes de G2 sao dados por
j—1
i i1 i i i—1 it+1 i
e(Ga) =) ((y;(c+ S X (s ))) +yi T~y
k=1

Uma vez que

i+1 n n—j+1 [
yy ™ = -2 4yl
Y = 1) g )

é possivel reescrever a expressao (4.43) em termos de Gy,

j—1
i n—k n—k+1 n—k n—k+1
5§' )(GZ) = Z ((xz('—k+)1 - xE—k—i—; )) - (mg—k ) mz(—h+_‘£ )))+
k=1

(n—j) (n—j+1)

n— n—j+1 1—1
+(mi—j+1_xz D+ )) (x (n—3) (n—j )+yj( )):

i—j wi—j-‘,—l

j

(n—k+1) _(n—k+1) (k) _ (k) () _ =)
Z( Ti k1 " — T2 ) = (z; 2y T, k+1)) Ty — Y
k=1

Eliminando os termos que se cancelam, obtém-se
i n n n—j n 7 1—1
e (G2) = @ — ) + @D =l ) =)

(n—j+1) > 0 (n— J)_

A condigéo (IC 1) para G1(H) implica que ;" ;34 T
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Por (4.42), yj(-i) - yj(-Fl) = :cﬁ.i;j) — xﬁﬁ;ﬂ”, e portanto

En]]) xgn]_ﬂ-l)er(l) (1 1)) >xz(njj)+y(%) y§i—1)

Logo, 0 > a:(" D Ef;-j) + yji) — y](-ifl), pelo que

e (Ga) < (2 —alt)) = pi — pisa
O]

Proposicao 4.11. Sja H € H,,(\, u,v). Entdo, G1(H) satisfaz (IC 2) se e s se Gy
satisfaz (IC 1).

Demonstragao. Por (4.42), tem-se

i i+1 j—i+n j—i+n—1
2 > 2l o 7 5 Gin)

Considerando i’ =n —i+j —1 e j' =n — i, obtém-se
. +1 /+1 -/
el >l o T > (0 (4.47)

paral <j<i<neparal<j <i <n.
Logo G1(H) satisfaz (IC 2) se e s6 se Go(H) satisfaz (IC 1). O

Proposigao 4.12. Seja H € H, (A, u,v). Entao, Gj(H) satisfaz 5 (G*( ) <
vi — v, se e so se Go(H) satisfaz (IC 2).

Demonstragao. Seja j = 1. Tem-se

8) ( r i i+1
(@) = 2 (4.48)
Por (4.42), a expressio (4.48) é igual a y( n). y,(L ; D Tem-se também que

V;k - V;:-l = VUn—i — Vn+i-1
(n) (n)
= hn—i,n - hn—i—l,n - hn—i+1,n + hn—i,n =Yn_i " Yn—it1

Como Gj satisfaz (IC 2), tem-se y(n_fl) > 3/7(111—)1'-5-17 pelo que

n—u

U, = 0l g

> — a1y

e portanto,

i i+l 1)/ vk
v; _I/H»l_y;)z y;)z ng) §+1):5§)( 1)

Seja agora j > 1. Os expoentes de G sdo dados por

Jj—1

i+1 i—1 7 i i+1
(@240 =250y = @5 =20 ) + @2, — 2T (449)
k=1
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Por (4.42), a expressdo (4.49) pode ser reescrita como

j—1

7 * n—k n—=k n—k n—=k n—j n—j
5; )(Gl) = Z (( 7(14 - yfhz' )) - (97(14;{1) - yﬁhw))) +( 7(17ij+1) - yﬁhij))
k=1

Como Gy satisfaz (IC 2), yin_f-j) > y,(Ln:if{l), resulta entdo que

7

j—1

7 * n—k+1 n—k n—k+1 n—k n—j+1 n—j+1
(G0 < 20 (W = o) = Y =))Wl = )
k=1
n—j+1 41 n—j+1 —jt1
= yﬁbn—)l - yizn—)i-‘rl - y”ﬁb—ij )+ y;n—z‘il )+ yib—ij )~ y;n—z‘fu )

(n) (n)

_ _ * *
=Yn—i " Yn—iv1 = Vi —Vip
O

Provadas as trés proposi¢oes anteriores, tem-se como consequéncia o teorema 4.4:

1. Se H for colmeia, entdo G1(H) e Go(H) sao padroes GT. Em particular, G
satisfaz (IC 2), pelo que, pela proposigdo 4.12, E;Z)(G’{(H)) <vf—-vf . Como
G7 tem peso A* — v* e tipo p*, G € GZ(u*, \* — v*,v*).

Reciprocamente, se G} € GZ(u*, A\* — v*,v*), entdo G4 satisfaz (IC 2). Como
G7 é padrao GT, satisfaz (IC 1), pelo que G2 satisfaz também (IC 1), pela
proposicao 4.11. Logo, G e G5 sao ambos padroes GT, pelo que H é colmeia.

2. A prova é semelhante para Gs.

O corolario 4.3 é também uma consequéncia directa do teorema 4.4.

Ezemplo 4.11. Sejam A = (5,3,2,2), p = (4,2,1) e v = (3,1,1). Vamos calcular o
coeficiente correspondente a s, que aparece na expansao de s, s, na base das fungoes
de Schur, determinando o namero de colmeias de tipo (A, u, 7). Uma colmeia H €
Hi(\, i, v) serd da forma

7 10 11 12 12

Pela condigoes de rombo, temos que 7+10 > 74+b = 10 > be 74+b > 6+10 = b > 9.
Logo, b € {9,10}. Se fosse b = 9, entdo 9+ 11 > 10 + ¢ = ¢ < 8. Mas também
124 ¢>10+411 = ¢ > 9, o que é um absurdo. Logo b = 10.

Tem-se também 12410 > 124+ c=c<10ec+ 10 > 8+ 12 = ¢ > 10. Logo,
¢ =10. Podemos entao substituir,
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7 10 10 10
7 10 11 12 12
Analisemos agora os rombos que contém a:

-44+a>6+5=>a>7

-445>a+0=a<9

-54+a>4+8=a2>"7

-6+a>4+10=>a2>8
-64+10>7T+a=a<9
-10+a>6+10=a2>6
-10+4a>210+8=a2>38
-84+a>1045=a>"7

-10+410>114+a=a<9

(5,3,2,2)

(4,2,1),(3,1,1) — 2.

Logo, a € {8,9}. Logo, existem duas colmeias, pelo que ¢

4.4 Triangulos de Berenstein-Zelevinsky

Os triangulos de Berenstein-Zelevinzky foram apresentados por Berenstein e Zelevin-
sky, no inicio dos anos 90, para estudar o produto tensorial de trés sl,.,1-mddulos
simples de dimensdo finita [4]. Estas estruturas combinatérias sdo também index-
adas por trés particdes e sdo contadas pelos coeficientes de Littlewood-Richardson.
Seguiremos como referéncia [21].

A partir de um gréfico de colmeia A,1; vamos construir um gréfico I',, con-
siderando

1. os vértices como sendo os pontos médios das arestas que mao fazem parte da
fronteira

2. as arestas como sendo 0s segmentos que unem os pontos médios que estejam
nos triangulos de A, 11

Seja V,, o conjunto das etiquetagoes X, = (xi,j,yi,j,zi,j)lgigjgn de I',, com
numeros inteiros. Considere-se o subconjunto W, correspondente as etiquetagoes
tais que a soma dos vértices em cada aresta é igual & soma dos vértices da aresta
diametralmente oposta. Isto é,

(BZ 1) Yi,j =+ Zij = Yi+1,j+1 + Zi j+1, para 1 < 7 S] <n

(BZ 2) @i 41 +vij = Tit141 T Yir1,511, para 1 <i<j<n
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JAVAVAVA
JAVAVAVAVAN

Figura 4.5: Gréfico de I'y obtido a partir de As.

r1,1
Y11 21,1
1,2 T2,2
Y12 21,2 Y22 222
r1,3 r23 r3,3
Y1,3 21,3 Y2,3 223 Y3,3 233
T1,4 T2.4 T34 Ty4.4

Y14 21,4 Y204 224 Y34 234 Ya44 244

Figura 4.6: Etiquetagao genérica de Vj.

(BZ 3) 41+ 2ij+1 = Tip1,j+1 + 2ij, para 1 <i < j <n

Note-se que é suficiente assegurar quaisquer duas destas condi¢cdes uma vez que
a terceira se deduz das restantes. Mostremos, por exemplo, que (BZ 2) e (BZ 3)
implicam (BZ 1): y; j+2ij = Tit1,j4+1+Yit1,j41 —Tij+1+Ti j41+Zija1 —Tig1,j41 =
Yit1,j+1 T Zij+1-

Tem-se que V,, é um Z-mobdulo e que W,, é seu submodulo. A dimensdo de V,, é
dada por
(n+1)n

2
Lema 4.9. O mddulo W,, tem dimensdio %n(n +5)=dim Ty —2

dimV, =3

Demonstra¢ao. A partir das equagoes (BZ 2) e (BZ 3), formemos um sistema de
equagoes lineares, para cada 1 <i < j < n.

Apos reordenar as variaveis T1,1,Y1,1, 21,1, £1,2, Y1,2, 21,2, £2,25 - - « s Lnyns Ty, Ty € fa-
cil verificar que a matriz do sistema, A, estd em forma de escada. Consideremos os
seguintes hexagonos:
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4.4. Triangulos de Berenstein-Zelevinsky

Yi,j Zi,j Yit+1,5 Zit1,5

Ti,j+1 Lit1,54+1 Tit+2,5+1

Zi,j+1
Yitlj+1  Zitlj+1 Yit2,5+1

A matriz do sistema de equagoes é dada por:

r1,1 ¥1,1 F1,1 1,2 Y1,2  F1,2  ®2.2 Tig o Yig o Zig Tidl, Yidbl,g Tn,n
r o 1 0 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1
L O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1

pelo que a sua caracteristica é igual a n(n — 1). O Teorema das Dimensdes garante
que
dim V,, = rank A + dim W, (4.50)

Como dim V,, = SWTU", resulta entdo que

. L (n+Dn n(n—1)
dim W,, =3 5 -2 5
= g(nJr I)n—n(n—1) (4.51)
1
= in(n +5)

O

Defini¢ao 4.6. Um tridngulo de Berenstein-Zelevinsky é uma etiquetacdo em W,
com entradas nao negativas. Dadas particoes A, u e v, diz-se que um triangulo de
Berenstein-Zelevinsky (BZ) é de tipo (A, i, v) se:

(B1) 21 +y1; =5 — pjt1, paral < j <n.
(B2) Xj,4 + 25,5 = )‘j — >‘j+17 para 1 S j S n.
(B3) yin+2in =v; —Viy1, para 1 <i<mn.

E importante notar que, ao contrario das estruturas anteriores, um triangulo BZ
pode ter varios tipos. Por exemplo, o seguinte tridangulo BZ é de tipo

((15,10,6,2), (16, 10,6, 3), (12,9,7,0))
mas também do tipo

((13,8,4,0), (14,8,4,1), (17,14, 12,5))
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Figura 4.7: Triangulo de Berenstein-Zelevinsky em W3.

4.4.1 Correspondéncia entre Colmeias e tridAngulos BZ

Para n > 2, vamos agora definir uma aplicagao linear entre colmeias e triangulos
Bz, v, : T, - W,_1, com \Ifn(hi,j) = (zi,jyyi,jazi,j)a definindo, para 1 < i < j<n:

Tij = hij+hio1j—hic1j-1 = hij
Yij = hi-1j+ i1 = hij = hio1 41 (4.52)
Zij = hij + hijer — hic1j — hig1j41

Note-se que estes valores sao obtidos directamente das condig¢oes de colmeia (RC
1), (RC 2) e (RC 3), respectivamente.

Lema 4.10. Nas condigdes anteriores, se H = (h; ;) € Ty, entdo ¥, (h; ;) € Wy,_1.
Demonstragao.
(BZ1) yi; + zij = hi—1,; + hij+1 — hijj — hi—1,j41 + hij + hij+1 — hi—1,; — hit1,j+1

= hij+1 + hijr1 — hic1j41 — hig1,j41

= hij+1 + hit1,5+2 — hit1,541 — Rige + hije1 + hijro — hic1 41 — higa 42

= Yit1,+1 F Zij+1

(BZ2) wijy1+yij =hije1+hicrie —hicig — higre +hiog 4 hijen — hig — hic1j
= hiy1j+1 + hiji1 — hij — hipa a2 + hijen + hivjae2 — higaje1 — hijro

= Tit1,54+1 + Yit1,541

(BZ3) wij41+ zij+1 = higr + hici41 — hic1y — higie + higea + hijee — hici i1 — hiva e
= hiv1j41 +higer = hig = hitigee +hig 4 higer —hioiy — hiva g

= Tit1,5+1 + 2iy
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4.4. Triangulos de Berenstein-Zelevinsky

E também possivel descrever explicitamente a composicio U, 0®,, : T), — W,,_;.
Tem-se U,, 0 @, (a;.;) = (zi,Yi,j, 2i,5), para 1 <i < j < n, em que

i—1 7
Cig=hij+hi 1 —hivi1—hiji=) ap;— Y apis
p=0 p=0
i 1—1
Vig =hic1g+hijer—hij—hio1jp1 =Y apit1— Y apjp1 =i 11
p=0 p=0

j j
Zig = hig+ hige = hicg = hivigen = ) aig— D airig
q=1 q=i+1

Note-se novamente que os valores de z; j, y; ; € z; ; s@o obtidos directamente das
condicoes de triangulo LR (CS), (P) e (LR).

Lema 4.11. ¥, e ¥,, o ®,, sdao aplicagoes sobrejectivas. Mais, para qualquer X €
W1, tem-se (V,, 0 ®,) 1 (X) = A= (a;;), com:

aog,n = 0
n—1
Go,j = le,k + Y1k, paral <j<n
k=j
Qij = Yij—1, paral <i<j<n (4.53)
n—1
ajj = sz,k, paral < j<n
k=j
apn =0

Demonstragio. E suficiente mostrar que ¥, o ®, é sobrejectiva. Seja entdo X =
(i, Yijs %i,j) € Wy—1 e defina-se A = (a; ;) € T, como em (4.53). Mostremos que
U,o0d,(A) =X.

Aplicando a condi¢do (BZ 2) consecutivamente, obtém-se

1—1 7 1—1 7
E Qp,j — E :ap,j+1 =ao,; + E ap,j — A0, j+1 — E Op,j+1
p=0 p=0 p=1 p=0

n—1 i—1 n—1 i
=D @rtyn) Y Upio1— D @ikt yie) = D Up;
k=j p=1 k=j+1 p=0
i—1 1
=Tty + Zyp,j—l - Zyp,j
p=1 p=0
=T+ g Y1t Vi1~ YkF e~ Vi
=Toj Yot Y21t Yior-1 — Yoi — - T Vi

=Ti—1j t Yir7 T Yi15—i — Y7 — Yijj

=Tij tYij — Yig = Tij-
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Tem-se evidentemente a; j+1 = ¥, ;-

E aplicando sucessivamente a condi¢do (BZ1), obtém-se

j j j j
E Qjq — E Qitl,q = Qi+ E Qi g — Qit1,i+1 — E Qit1,q
q=i

g=1+1 qg=1+1 q=1+2

n—1 7 n—1 7
— Z Z ket Z Yig—1 — Z 2k — Z Yit1,g—1

k=i g=i+1 k=i+1 q=i+2

J J
= Zi,i + E Yig—1 — E Yit1,q-1
g=i+1 q=i+2

= Zig T Vi T Y1 T T Vi1 — Vi Lkl — -0 T Yitlj

= Zijit1 T YitlarT T Yijit1 + oo = YiasF1 — -+ — Yit1,j

= Zij—1 F Yirr7 t Yit1,5 — Yit1,j
= Zij T Vit1 ~ Yit1y = Zig

O

Estamos agora em condicoes de enunciar e provar o teorema que estabelece uma
bijeccao entre tridingulos LR e tridgulos BZ do mesmo tipo.

Teorema 4.5. Dadas particoes A\, u e v, a transformagao linear V,, 0 ®,, aplica TLR,
sobrejectivamente em BZ,,_1 e aplica TLR,,(\, p, v) bijectivamente em BZ,,_1(\, 1, V).

Demonstragao. Pela expressao de ¥,,0®,, dada em (4.53), é claro que ¥,,0®,,(TLR,) =
BZ,_1. Suponhamos que A € TLR,, é de tipo (A, p, ). Tem-se entdo,

J n
No=Dap pi=do;  vi= Y aig
p=0 q=1

pelo que o tipo de ¥,, o &, (A) é dado por

Jj—1 J
Tjj+zj5 = E ap,j — E Apj+1+ Q55 — Qjy15+1
p:O p:O

J j+1
= api =Y api =X — A
p=0 p=0
1
T1jt Y15 =doj — E Apj+1 + Q0,j+1
p=0
= 0,j — Q0 j+1 = Hj — fj+1 (4.54)
n—1 n
Yin—1 1+ Zin—1 = Qjn + E Qjq — E QAit1,q
qg=1 g=1i+1
n n
= E Qj,q — E Qit1,g = Vi — Vit1
q=1 q=i+1
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4.4. Triangulos de Berenstein-Zelevinsky

Logo, se A € TLR,, (A, i, v), entdo ¥, o ®,(A) é também do tipo (A, p, V).

Para concluir, observamos que dados triangulos A, B € (¥, o ®,)"*(X), com
X € BZ,(\, p,v) e tais que A # B, entdo A e B tém de ter tipos diferentes. O

Ezemplo 4.12. Sejam A = (7,2,1), p = (4,1) e v = (3,2) e calculemos o coeficiente

¢, determinando a cardinalidade de BZ5(A, i, v). Tem-se
)\1—/\2:7—225 ,U,1—M2=4—1:3 1/1—1/2:3—2:1
/\27)\3:271:1 ,LL27‘[L3:170:1 V27V3:270i2

Um tridngulo BZ de tipo (), i, v) serd entdo da formal

Z1,1
3 5
Y11 21,1
Z1,2 x2,2
1 1
Y1,2 21,2 Y22 Z2,2
1 2

Uma vez que T2 +y172 = 1, tem-se (93172 =0 /\yl,g = 1) ou (ILQ =1 /\y172 = 0)
Suponhamos que se tem 12 = 0 e y;2 = 1. Entdo, substituindo no triangulo
obtém-se

x1,1
3 5
Y11 Z1,1
0 x2,2
1 1
21,2 Y2,2 22,2
1 2
Como y1,2 + 21,2 = 1, resulta que
21,2 = 0

Pela condi¢do (BZ 3), tem-se entdo que z11 + 22 = 0, pelo que
211 =0, 22 =0

Uma vez que Za2 + 222 = 1 € Y22 + 222 = 2, resulta que
2220=1, Y22 =1

Pela condicdo (BZ 1) z1 2+ Y22 =1=1y11+21,1. Como z;1 =0, tem-se y; 1 = 1

IPara tornar os exemplos mais claros, consideramos uma etiqueta adicional nas arestas, que
denota a soma dos vértices adjacentes.
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1,1
3 5
1
0 0
1 0 1 1
1 0 1 1
1 2

Tem-se agora que 21,1 + 211 =95, peloque 17 =5. Mas 3 =21, +y11=1+5=6,
0 que é um absurdo.

Tem-se entdo 12 =1e y12 =0.

T1,1
3 5
Y1,1 21,1
1 Z2,2
1 1
Z12- Y22 222
1 2

Como y;,2 + 21,2 = 1, resulta entao que
z12=1

Por (BZ 3), 2 = x12 + 212 = 211 + %22. Existem agora dois casos distintos:
(55272 =1A 222 = 0) ou (1’2)2 =0A 22,2 = 1)

Suponhamos que (222 = 1 A 222 = 0). Entdo, 211 =1 e y22 = 2. Por (BZ 2),
3=1m22+ Y22 =Y1,1+ Z1,2, pelo que

Yy1,1 = 2

Como x1,1 +y1,1 =3, resultaque 13 =1. Masentao 5 =211 +211=14+1=2,0
que é um absurdo.

Tem-se entdao (xo2 =0A 202 = 1)

T1,1
3 5
Y1,1 21,1
1 0
1 1
1 1
1 2

Pela condi¢ao (BZ 3), tem-se 2 = x1 2+ 21,2 = 21,1 + Z2,2. Como x99 = 0, tem-se

211 =2
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Analogamente, por (BZ 2) tem-se y; 1 = 1. Por fim, uma vez que 211 +2 =5 (ou

r1,1+ 0= 3), tem-se 11 = 3.

Assim, o tnico tridngulo BZ de tipo (A, u,v) é dado por

0 1

Logo, ¢, , = |BZa(\, p,v)| = 1.

Ezemplo 4.13. Consideremos as partigoes A = (5,4,1), p = (3,1) e v = (4,2) e

calculemos o coeficiente cﬁ’l,,

AM—Ad=5-4=1
Ao—Az=4-1=3

/1,1*,[12:3*1:2
po—pz=1-0=1

Logo, um triangulo BZ de tipo (A, i, v) serd da forma

2
Y11
T1,2
1
Y1,2 21,2
2

T

,1

1
21,1
T2,2
3
Y22 22,2
2

determinando a cardinalidade de BZy(A, p1, v). Tem-se

1/171/2:472:2
1/2—1/3:2—0:2

Uma vez que as entradas do tridngulo sao niimeros inteiros nao negativos, existem

quatro possibilidades distintas para as entradas xq 1,21,1,%1,2 € ¥1,2:

1. 211=0, z1=
2. 1,1 = 1, 21,1 =
3. 1,1 = 07 21,1 =
4. 1,1 = 1, 21,1 =
No primeiro caso, obtém-se o tridngu
2

Y11

0

1

1 21,2

2

L,
0,
L,
0,

lo
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T1,2 = 0,
T12 =1,
T1,2 = 1,

12 = 0,

y1,2 = L.
y1,2 = 0.
y1,2 = 0.
y1,2 = L.
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Como 1,1 + y1,1 = 2, resulta que y; 1 = 2. Analogamente, como y 2 + 21,2 = 2,
tem-se z1 2 = 1.
Pela condi¢io (BZ 1), 3 =1y11 + 21,1 = 21,2 + Y2.2, pelo que yo o = 2. Consequente-
mente, 23 2 = 0.
Pela condi¢do (BZ 2), 2 = y11 + 1,2 = 2.2 + Y2,2, pelo que 25 = 0. Mas nesse
caso, T2 + 222 = 0, 0 que contraria a condicao imposta pelo tipo do triangulo.

No segundo caso, tem-se o triangulo

1
2
Y1,1
1 2,2
1 3
0 21,2 Y2,2. 222
2 2

Como z11+y1,1 =2, tem-se y;,1 = 1. E como y; 2+ 21 2 = 2, resulta que 2z 2 = 2.
Assim, por (BZ 3), 3 = z12+ 212 = 21,1 + 2,2 € portanto z2 2 = 3. Por (BZ 2)
2=1y11+T12 = T22 + Y2,2, € ter-se-ia y2 o = —1, 0 que contraria o facto de ys 2 ser
um ndmero inteiro nao negativo.

Nos restantes casos é simples verificar que se obtém os tridngulos BZ

Logo, ¢, = [BZa(A, i, v)| = 2.

4.5 Colmeias e Contratableaux

Fulton estabelece em [6] uma bijecgio entre colmeias e contratableaux, uma estru-
tura semelhante aos tableaux, mostrando de seguida que os contrableaux e tableaux
LR estao em bijecgao, por resultados elementares relativos ao produto de tableaux.
As referéncias para esta secc¢do sdo [6] e [10].

Recordemos que, dada uma colmeia H € H, (), u,v), é possivel determinar as
particOes A, 4 e v a partir das suas fronteiras. A ideia principal da construcdo que se
segue é usar as diagonais no sentido NE-SO para determinar uma cadeia de subpar-
ticoes, que serao posteriormente usadas para preencher um contratableau.
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4.5.1 Correspondéncia entre Colmeias e Contratableaux

Sejam A, p e v partigdes e seja H € H, (A, u,v). Defina-se, para cada 1 < i < n,
subparticoes pu(" = ([Lgl), e 7,ug_l_i) da particdo u, onde
M;(f) = Ni—1 ki1 — hi—1 kvi—2 (4.55)

As condigoes de rombo, nas colmeias, tém implicagées nos termos destas subpar-
ticoes.

A condi¢ao (RC 1) garante que, num rombo de forma

hi 1 ktio1 P ki1

v

hi—1 ki R ki

se tem Ry pii + hi—1 gti—1 > RN k+i—1 + Ri—1,k4s € portanto

Pi i = Pirim1 = hic1 ks — hic1 ki1

Logo,
- .
ud Y > (4.56)
A condi¢ao (RC 2), num rombo de forma
i1 kti—2
i1 kti—1 i keti—1
hi ki

implica que h;—1 kyi—1 + hi ki1 > hi—1 ki—2 + P ki € portanto

Pt kie1 — Rt kim2 = Py g — P gz

Logo, _ _
ud > Y (4.57)

Tem-se entao, por (4.56) e (4.57),

wd > (4.58)

0 que prova que u(i) é particdo. A condigdo (4.57) garante ainda que p = ;L(l) 2

Vamos agora construir um contratableau T de forma de p. Um contratableau pode
ser interpretado como um tableau usual de forma p rodado 180 graus. Rigorosamente,
¢ um tableau enviesado de forma (py,p1 -+, p1)/ (1 — fn, 41 — fpn—1,---,0). As
caixas de T preenchem-se colocando i em todas as caixas do contratableau de forma
p® /D) para cada 1 <4 < n.
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Ezemplo 4.14. Considere-se a seguinte colmeia associada as parti¢gdes A = (6,4, 3),
n=(42,2)ev=(3,1,1)

Por (4.55), obtém-se as subparti¢oes

pt = (4,2,2)
n®=(3,2)
p® = (2)
obtendo-se assim o contratableau
1|1
T = 2|2
[1]2]3][3

Seja U(v) o tableau superstandard de forma v considere-se a respectiva palavra,
w(U(v)).
Ezemplo 4.15. Com v = (3,1,1), tem-se o tableau

1[1]

Ul) =

‘w‘l\:) =

e a sua palavra w(U(v)) = 32111.

Afirmamos a condi¢cdo (RC 3) é equivalente a w(T).w(U(v)) ser palavra de Ya-
manouchi. Mostremos entdo que, dado um sufixo u da referida palavra, N(i,u) <
N(i — 1,u). E suficiente mostrar a desigualdade para sufixos que correspondem &
divisdo, na linha k a contar de baixo, entre elementos estritamente menores que i e
elementos maiores ou iguais a ¢ (uma vez que, juntando os eventuais (i — 1)’s que
possam sobrar nessa linha, a desigualdade mantém-se).

Seja entdo u um sufixo nessas condigdes.

. 7 i+1 7 141 7
NGyu) =vi + (0 = ™) + (g, = )+ + )y = 0)
L i 3 i+1 i+1 i+1
= v A Ay ) = e Y D)
1
2 3

Tem-se entao

1. vi =hin—hi—1,n

2. ,u,(f) + M;(Q_l +- 4+ Mif),iﬂ = hi—1,kt+i-1 — Ri—1,k+i—2 + Pi—1,k4i — Ric1 ki1 + -+ hici,n — hic1,n—1
=hi—1,n — hi—1,kti-2

3. LL,(:Jrl) + /L,(:Jrll) +---+ uﬁfff) = hik+i — Pikti-1 + Riktitr — Rikri + -+ hin — Rin—1

= hin — hi kti—1
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Logo,

N, u) = hi—1n — hict stim2 — Rim + Rigic1 +Rin — Ricin
=N kti-1 — Ni—1 kti-2 (4.59)
De modo semelhante, mostra-se que

. i—1 ) i—1 i i—1
N(i—1u)=vi 1+ (Nl(;.',-l) - Nl(;j-l) + (,“1(;-5-2) - ,“l(;j-Q) +ot (:usf(i)—Q) - 0)

= hi—1k+i—1 — hi—2 k+i—2 (4.60)

Finalmente, consideremos considerando a condi¢do (RC 3) num rombo de forma

Ri—2 kyi—2 hi—1 kvi—2
R krie1 hi kti—1
tem-se que
Pi1 ki1 + Ric1 kyi—2 = Ri—o kti—2 + Ri gri1 (4.61)

e portanto f;_1 gyi—1 — Ri—2 kri—2 > higpic1 — Ni—1 kyi—2, OU seja,
N(@i—1,u) > N(i,u)

o que corresponde a condi¢cao de Yamanouchi.
Note-se ainda que o namero de ocorréncias de ¢ em todo o contratableau 7" é dado
por
NG w(T)) = (a5 = i) o = 0+ (s = 0)
D) = Y D)

= (hi—1i — hi—1i-1+ -+ hi—1.n — hicin—1) — (hiig1 — hii + -+ hin — hin—1)

=hi—1,n —hic1,i-1 — hijn + hiyi

)

= (hiyi — hi—1,i—1) — (hign — hicin) = Xi — 1 (4.62)

Este processo é reversivel. Dado um contratableau T de forma p e tal que
w(T).w(U(v)) seja palavra de Yamanouchi é possivel recuperar a colmeia inicial. As
fronteiras u e v sdo dadas e a partigdo A é determinada pela condigio (4.62). T de-
termina também uma cadeia de subparticées p = ) D --- D ™, pondo ,ugj) igual
ao numero de ocorréncias de ¢,7 4+ 1,--- ,n na linha n — (k — 1). Estas subpartigoes
vao determinar as restantes entradas da colmeia. E também evidente que estes pro-
cessos sao o inverso um do outro, o que prova entao a bijeccao entre contratableaux
e colmeias.

4.5.2 Correspondéncia entre Contratableaux e Tableaux LR

Vamos agora definir uma correspondéncia entre uma subclasse de contratableaux
e tableaux de Littlewood-Richardson. Em primeiro lugar, serd estabelecida uma
bijeccao entre pares de certos tableaux e tableaux de Littlewood-Richardson, que
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tornara evidente a relacdo entre funcées de Schur enviesadas e fungoes de Schur nor-
mais.

Comegamos por mostrar o seguinte lema.

. il 19 s ) ~ .
Lema 4.12. Seja 7 = | . . ™| uwma permutacio generalizada tal que
Ju J2 0 Jn
RSK . . . .
7w+ (T,U). Seja P um tableau de forma normal e considerem-se as insergoes
Tjp +--Tj1 (P)

Forme-se um diagrama com as caizas acrescentadas a cada inser¢io e nas in-
sergoes anteriores, e coloque-se sucessivamente iq,...,1, nas caizas novas. O tableau
obtido, S, serd wm tableau enviesado tal que Rect(S) ="U.

Demonstragao. Tome-se um tableau Py com a mesma forma de P e com letras menores
que qualquer letra de P — pode considerar-se por exemplo um alfabeto com inteiros
negativos. Pela correspondéncia RSK, tem-se que existe uma permutacio generalizada
o tal que

RSK (a1 ay -+ ar) _
(P7P0)<—><b1 by - bt)_a

Considere-se a permutagao generalizada o * m que corresponde a ordenacgao lexi-
cografica da sequéncia

ap az -G Gl e iy
R S A S
Pela correspondéncia RSK, o * 7 a5K (P-T,V), uma vez que P - T resulta da
inser¢do de j1,...,J, em T. O tableau V é o tableau de registo, pelo que é o tableau
cujas entradas aq, ..., a; formam Py e as entradas i1, ...,4, formam S.

Considere-se agora (o * 7)1 = p. Pelo Teorema da Simetria, tem-se
(oxm) L5 (v,p.T)

. _1 RSK . < e e
assim como (7)1 <25 (U, T). Como a insergao preserva a Knuth-equivaléncia, tem-se
que

pE w(V).

Removendo as letras a;, obtém-se uma palavra Knuth-equivalente a w(U). Se
removermos as n menores letras de w(V') obtemos w(S).
Pelo lema 1.5, ao remover as m menores letras de palavras Knuth-equivalentes, obtém-
se palavras Knuth-equivalentes. Logo,

e pelo teorema 1.4, Rect(S) =U. O
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Consideremos agora particoes A, p1 e v, tais que u C A e |[A| = |u|+|v| (com |u| =¢
e [v| = n). Sejam Uy e Vj tableaux de formas v e A, respectivamente. Definimos os
conjuntos

S(A/u, Up) = {tableaux enviesados S com forma A/p e tais que Rect(S) = U, }

T(p, v, Vo) = {(T,U) com T tableau de forma p , U tableau de forma v
etaisque T -U =V}

Proposicao 4.13. Dados quaisquer tableaux Uy e Vi de formas v e A, existe uma
bijecgdo entre os conjuntos S(A/p, Up) e T(u, v, Vo).

Demonstrac¢ao. Seja (T,U) € T(u,v,Vy). Seja 7 a permutagio generalizada corres-
pondente ao par (U, Up) pela correspondéncia RSK, com

(U, Uy) £25 <?1 ’,n> -7
]1 DR .]n
Consideremos as inser¢oes r;, ...r;, (T) e seja S o tableau enviesado obtido pela
colocagdo de i1, . . ., i, nas caixas acrescentadas em cada inser¢do. Comor;, ...r;, (T) =
T-U =V, pelo lema 4.12, tem-se S € S(\/u, Up).-

Seja agora S € S(A/p, Up). Escolhemos um tableau T e forma p tal que as suas
letras sejam menores que todas as letras de S. Seja Ty U S o tableau de forma A tal
que nas caixas de p aparecem as caixas de Ty e na parte A/u aparece S. Como V; é
de forma A, pela correspondéncia RSK, tem-se

RSK (a1 ... a; 11 -+ 1in
(‘/07 To U S) — (bl b e ]n> (463)
Mostremos entao que

RSK (a1 R

(T.To) = <b1 bt>

e que

RSK (%1 -+ in

UUy) < | . .

w7

com T e U tableaux de formas p e v e tais que T - U = V}.

Pela correspondéncia RSK, T' e U sao de formas p e v, respectivamente, por serem
as formas de Tj e Uy. Pela definicao de produto, tem-se T-U = rj, ...7j,1p, ... 75, (0) =
Vo. Mostra-se também assim que T} é o tableau respeitante & colocagao na primeira
correspondéncia, uma vez que, por ter todas as t letras menores que as de S, elas
devem ser necessariamente aq,...,a;. Pelo lema 4.12, o tableau Uy deve ser o tableau
de registo na segunda correspondéncia. Tém-se entao os tableaux (T,U) € T(u, v, Vo).
Mais, estes processos sao claramente inversos um do outro. O

Como conclusao, apresentamos uma bijeccao entre contratableaux e tableaux LR,
ficando assim estabelecida uma nova bijec¢ao entre colmeias e tableaux LR.

Comecamos por demonstrar o seguinte lema.
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Lema 4.13. Sejam A, i e v parti¢oes e seja T um contratableau de forma u, tal que
N(i,w(T)) =XNi—vi, parai=1,...,n =1(\). Entao, w(T)w(U(v)) é palavra de Ya-
manouchi se e s se as palavras w(T).w(U(v)) e w(U(N)) forem Knuth-equivalentes.

Demonstra¢ao. Suponhamos que w(T).w(U(v)) é Knuth-equivalente a w(U(A)). Como
w(U(N)) é palavra de Yamanouchi, tem-se pelo lema 3.2 que w(T).w(U(v)) também
o é.

Reciprocamente, seja w(T).w(U(v)) palavra de Yamanouchi. Pela proposicdo 1.4,
esta palavra é Knuth-equivalente & palavra de um tnico tableau, T'- U(v) = Rect(T
U(v)). Tem-se que T+U (v) é um tableau LR, uma vez que ambos os seus constituintes
sao semistandard (e ndo ha sobreposigao entre eles) e a sua palavra, w(T).w(U(v)), é
palavra de Yamanouchi, por hipotese. O seu contetido satisfaz N (i,T)+ N (i, U(v))
Ai—v;+v; = A\;. Logo, pelo lema 3.3, Rect(T'+U(v)) = U(A). Assim, w(T).w(U(v))
w(T.U(v)) = w(U(N)).

Om=

Mostremos agora que, dado um contratableau 7' de forma u, o tableau R =
Rect(T) tem forma pu. T é um tableau enviesado semistandard, pelo que nao ex-
istem colunas com dois elementos iguais. Mais, T' estd alinhado & direita em cada
linha. Assim, podemos rectificar 7' de uma maneira especifica. Vamos também as-
sumir que T é enviesado nao normal e que A\; > Ao. Caso contrério o processo seguinte
deve iniciar-se na primeira linha n — k 4+ 1 tal que A\ > Agy1.

1. Comecamos por rectificar as duas ultimas linhas de 7. Os cantos interiores
estdo na penultima linha, pelo que, quando se fizer o deslizamento, as caixas
vazias dessa linha serdao ocupadas com caixas removidas da ultima linha.

As caixas da ultima linha que tém uma caixa vazia por cima serao as escolhidas
para deslizar. Suponhamos que k = 2; < u, = [, e que estdo respectivamente
nas caixas c e ¢. Entdo, ¢ estd na forma pu*) /u*+1) enquanto ¢ esta na forma,
p® /D Mas entao p® O p®

Fica entao a tltima linha com ps caixas e a pentltima com g caixas.

2. Rectificamos agora as ultimas trés linhas, usando os cantos interiores que estao
na terceira linha a contar de baixo. Pelo deslizamento, essa linha ficard com
caixas. Rectificam-se entdo as duas tltimas linhas como anteriormente, pelo que
agora as trés dltimas linhas tém, respectivamente, u1, o € g caixas, alinhadas
& esquerda.

3. Por inducao, suponhamos que foram ja rectificadas as ultimas k — 1 linhas.
Assim, a linha k, contando do final, tem gy caixas, enquanto as linhas abaixo
tém pq, ..., pur—1 caixas. Rectificando como anteriormente, o tableau ficara com
as ultimas k linhas com, respectivamente pq, ..., ug—1, 45 caixas.

Logo, R tem forma p. Além disso, como w(.S) K w(T), tem-se

K
w(R).w(U(v)) = w(U(N)) (4.64)
Como todo o processo de deslizamento é reversivel, tem-se a correspondéncia pre-
tendida. Para concluir, observamos que (4.64) equivale a afirmar que R-U(v) = U()),
no mondide plactico. Entao, o lema 4.12 e a proposicao 4.13 estabelecem uma bijec¢ao
que aplica o par (R,U(v)) num tableau LR de forma A/p.
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Ezemplo 4.16. Sejam A = (6,4,3), u = (4,2,2) ev = (3,1,1) partigdes. Consideremos
o contratableau de forma p

1)1
2[2
[1]2]3]3

Note-se que w(T').w(U(v)) = 123322113211, que é palavra de Yamanouchi. Mais,

N(l, W(T)) =3= )\1 - V1N(2,W(T)) =3= )\2 - VQN(37W(T)) =2= )\3 — U3

Comecamos por rectificar a linha 2, aplicando deslizamento para a frente nas
caixas (2,2) e (2,1):

JeyT) = |2 Jeniey(T)=Q=]1]22]|2
13 313

Aplicando agora deslizamentos para a frente nas caixas (1,2) e (1, 1), resulta

)

WD |
[\

1[1]2] 1[1]1]2]
Ja2)(@)=[1]2]2 Jania2 (@) =R=|2]2
313 313

obtendo-se efectivamente um tableau R de forma p. A bijeccdo definida pelo lema
4.12 e pela proposicao 4.13 faz assim corresponder ao par

1[1]1]2][1
(RUW) = ([202] .2
33 3]

1[1]

)

o tableau de Littlewood-Richardson de forma A/u e conteado v

1[1]
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