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Resumo

O objectivo principal desta dissertagao é o estudo das imersoes isométricas,
particularmente as que estao definidas em variedades de Kéhler, com valo-
res em variedades de curvatura holomorfa constante nao nula. Nesse sentido,
apresentam-se conceitos e resultados de imersoes isométricas, focados no con-
ceito de nulidade relativa. Estudam-se ainda as propriedades de estruturas
complexas, variedades complexas e variedades de Kéhler. O teorema, cuja
demonstragao termina este trabalho, (por Marcos Dajczer e Lucio Rodri-
guez) centra-se nas imersoes isométricas com nulidade relativa nao nula em
todos os pontos e afirma que as imersoes que gozam dessa propriedade sao
as aplicacoes holomorfas.

Palavras-Chave: curvatura holomorfa, estrutura complexa, imersao iso-
métrica, nulidade relativa, variedades Kéahler



Abstract

The main goal of this dissertation is the study of isometric immersions, par-
ticularly those defined on Kéahler manifolds with values on manifolds of non-
zero constant holomorphic curvature. With that in mind, are presented con-
cepts and results on isometric immersions, with special focus on the concept
of relative nulity. There’s also the study of properties of complex structu-
res, complex manifolds and Kéahler manifolds. The theorem, which proof
ends this work, (by Marcos Dajczer and Lucio Rodriguez) focus on isome-
tric immersions with non-zero relative nulity at all points and states that
immersions with that property are the holomorphic maps.

Key-words: complex structure, holomorphic curvature, isometric immer-
sion, Kdhler manifolds, relative nulity
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Introducao

Nesta dissertacao vao ser exploradas as imersoes isométricas de uma varie-
dade de Kahler numa variedade de curvatura holomorfa constante nao nula.
O resultado principal, que, ao longo do texto, serd denominado “Teorema de
Dajczer-Rodriguez”, afirma que as imersoes isométricas estudadas, com nu-
lidade relativa positiva em todos os pontos do dominio, sao aplicagoes holo-
morfas. A demonstracao deste resultado que é aqui apresentada foi baseada
no artigo “On Isometric Immersions into complex space forms” de Marcos
Dajczer e Lucio Rodriguez (ver [5]).

A leitura deste trabalho pressupoe familiaridade com conceitos de varie-
dades diferenciaveis e riemannianas e conhecimento de resultados basicos de
geometria riemanniana. Apesar disso, no primeiro capitulo sera feita uma
breve apresentacao dos conceitos e resultados utilizados ao longo do texto,
de modo a proporcionar um acompanhamento aos leitores com menos pre-
paracao nesta area e introduzir as notacoes e convencoes escolhidas. Serao
portanto apresentados conceitos e resultados de geometria riemanniana in-
trodutoria com especial foco nas equacoes fundamentais das imersoes isomé-
tricas (Equacdo de Gauss, Equagao de Coddazzi e Equacao de Ricet).

No segundo capitulo seré aprofundado o estudo das imersoes isométricas,
comecando, na primeira seccao, com o enunciado do teorema fundamental
para subvariedades (que afirma que as trés equagoes referidas acima caracte-
rizam a imersdo). De seguida é apresentado o estudo da folheacao da nulidade
relativa, numa imersao isométrica com valores numa variedade riemanniana
de curvatura seccional constante. Serd apresentado o conceito de nulidade
relativa e serao demonstrados resultados relacionados com a completude das
folhas e o indice de nulidade relativa minima.



No terceiro capitulo apresentar-se-a4 o estudo das variedades complexas e
de Kéhler. Comecando com o conceito de estrutura complexa num espago
vectorial, serao estudadas as propriedades das variedades e conexdes afim
complexas e quase complexas, seguidas dos conceitos de métricas hermitiana
e de Kéhler. O capitulo termina com a definicao de curvatura seccional ho-
lomorfa.

No quarto e ultimo capitulo é apresentada, de inicio, uma seccao sobre
a curvatura de subvariedades de Kédhler. Seguidamente, faz-se, entao, a de-
monstracao do “Teorema de Dajczer-Rodriguez” e termina-se este texto com
uma consequéncia imediata deste teorema, na tltima seccao.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vao ser apresentados alguns resultados e formulas basicas de
geometria riemanniana de modo a apoiar a compreensao do trabalho a um
leitor mais inexperiente e apresentar notagoes que vao ser utilizadas ao longo
de todo o texto.

1.1 Conceitos Basicos

Represente-se por @" T*M (respectivamente, Q" T*M & TM) o fibrado
cuja fibra num ponto x é constituida pelo conjunto das aplicacoes n-lineares
T.M x -+ x T,M — R (respectivamente, T,M x --- x T,M — T, M). E
represente-se por I'(Q)" T* M) (respectivamente, I'(Q" T*M @ TM)) o con-
junto das seccoes do mesmo fibrado.

Seja M uma variedade riemanniana de dimensao n e sejam X,Y,Z, W
campos vectoriais em M.

Definigao 1.1.1. Define-se a curvatura R de M como o tensor R € I'(Q3T*M®
TM) definido por:

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ — Vixy 2

onde V é a conexao riemanniana de M.



Proposigao 1.1.2. A curvatura R de uma variedade riemanniana goza da
sequinte propriedade: Para cada par de campos vectoriais X,Y em M, o
operador R(X,Y) : TM — TM que a cada campo vectorial Z associa o
campo vectorial R(X,Y)Z € linear.

Proposicao 1.1.3 (Identidade de Bianchi).

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0

Definig¢ao 1.1.4. Considere-se a seguinte notagio para o tensor R € T'(®T* M)
dado por:
RX,)Y,Z,W)=(R(Z, W)Y, X)

para X, Y, Z, W campos vectoriais em M, onde (-, -) é a métrica da variedade
riemanniana M.
A este tensor dé-se o nome de tensor curvature riemanniana.

Proposicao 1.1.5. O tensor curvatura riemanniana satisfaz:

1. R(X,Y,Z, W)+ R(X,Z,W,Y) + R(X,W,Y, Z) = 0;

2. R(X,Y,Z,W)=—R(Y, X, Z,W);

3. R(X7 Y7 Z7 W) = _R(X7 YamZ)7

4. RIX,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y)

Sejam XY € T,M, {X =Vi,...,V,} uma base ortonormal de T, M em
xr e M.



Definicao 1.1.6. Define-se a curvatura de Ricci na direccao X como:

Ric(X) = im(vi,X)X, Vi)

i=1

Definicao 1.1.7. Define-se o tensor de Ricci de M como:

Ric(X,Y) = tr (Z — R(Z, X)Y)

Tem-se

Ric(X. V) = S (R0G X)V, V) = Y ROGLY. Vi X)

i=1 i=1

e, consequentemente

Ric(X) = Ric(X, X)

1.2 As Equacoes Fundamentais das Imersoes
Isométricas

Sejam M e M variedades diferenciaveis de dimensao n e m = n + p respec-
tivamente.

Definicao 1.2.1. Uma aplicagdo diferenciével f : M — M diz-se uma
imersao se a derivada df (v) : T,M — T,y M & injectiva para todo oz € M.

A p=m — n chama-se a codimensdo de f.
Se M e M forem variedades riemannianas com métricas gy e gy, res-

pectivamente, uma imersao f : M — M diz-se uma imersdo isométrica se
g (X, Y ) (x) = g7 (df (2) X, df (2)Y), para cada z € M e cada X, Y € T, M.



Relembre-se que, se g;; ¢ uma métrica riemanniana em M, 957 € F(®2 T*M).
Entao, se f : M — M é uma imersao pode definir-se uma métrica gp; em M
fazendo, em cada ponto gy (X,Y) = f~1g;;(X,Y), onde, Vn € F(®2 T*M)

e para cada z, f~'n € [(®’ T*M) define-se como:

fo (X, Y) = n(df (2)(X), df (2)(Y))

Assim, a imersao f torna-se uma imersao isométrica.

Seja f : M —> M uma imersao isométrica. Em cada z € M, ha uma vizi-
nhanca U C M tal que a restricao de f a U é um mergulho para f(U). Logo,
U pode ser identificado com a sua imagem por f, isto é, f é, localmente, a
aplicagao inclusao. Entao, o espago tangente a M em x pode ser considerado
como um subespaco do espaco tangente a M em z e pode escrever-se:

T.M = T,M ® T,M*
onde T, M+ é o complemento ortogonal de T, M em T, M.
Definicao 1.2.2. Dé-se o nome de fibrado normal a M ao fibrado vectorial
sobre M definido por

TM*: = U {2} x T,M* = {(z,v) 2 € M,v € T,M~*}
xeM

Entao, tem-se o fibrado vectorial, denominado fibrado vectorial imagem
reciproca:

TM|f(M) = {X eTM :1I(X) € f(M), onde Il : TM — M & a projeccio}

isto &, TM|J,(M) é o fibrado vectorial sobre M cuja fibra em z é T,M =
T,M®T,M~*,Vx € M. Desta forma, o fibrado TM|f(M) é a soma de Whitney
do fibrado tangente a TM com T M=, isto é,

TM|f(M) =TM Sw TML



Em relacao a esta decomposicao, tém-se as projeccoes

OF :+ TM,,, —TM
() TMW)—>TML

a que se da o nome de tangencial e normal, respectivamente.

Seja M uma variedade riemanniana com dimensao n + p e conexao de
Levi-Civita V e seja f : M™ — M"™"P uma imersao isométrica.
Dados campos vectoriais X, Y € T'M, tem-se

ViV = (%J)T n (?XY>L

T
Vem facilmente da unicidade da conexao de Levi-Civita que <V> é a
conexao de Levi-Civita de M e vai ser notada por V.

Logo, obtém-se
Foérmula de Gauss.
VxY = VxY +a(X,Y) (1.2.1)

que define uma aplicagdo o chamada a sequnda forma fundamental de f,
onde a € (> T*M & T+M), isto é, a é seccio do fibrado cuja fibra em
¢ o conjunto das aplicagoes bilineares simétricas T,M x T,M — T+ M.

A simetria e bilinearidade de « sobre o anel C*(M) das fungoes diferen-

cidveis em M conclui-se imediatamente das propriedades das conexoes de
Levi-Civita V e V.

Tem-se que para cada v € M e X, Y € TM, a aplicacao «, : T, M X
T.M — T,M*, dada por a,(X,Y) = a(X,Y)(x) depende s6 dos valores
de X eY em x.

Definicao 1.2.3. Quando a segunda forma fundamental é identicamente
nula em x € M, diz-se que f é totalmente geodésica em x € M.



Diz-se que f é uma imersao totalmente geodésica quando é totalmente
geodésica em todos os pontos de M. Neste caso, é um facto interessante que
as geodésicas de M sao geodésicas de M.

Considerem-se os campos vectoriais X de T'M e § de TM L e note-se por
A¢X a componente tangencial de —V x&, isto &,

AeX = — (@Xg)T

Visto que para todo o Y € TM, se tem 0 = X({,Y) = (Vx&Y) +
<€7VXY>7 vem
(AcX,Y) = (a(X,Y), )

Em particular, A : TM+ — Hom(TM,TM)! é um tensor definido por
A(€) = AcX.
A aplicagao A¢ : TM — TM & também simétrica, i.e., (A:X,Y) = (X, AY)
para todo X, Y € T'M.

A aplicagao A é chamado o operador de Weingarten (ou, por abuso de
linguagem, a segunda forma fundamental na direc¢io normal §).

E facil de ver que a componente normal de @Xﬁ, que é notada por V¢,
define uma conexdo compativel no fibrado normal TM*.

Diz-se que V' ¢ a conezdo normal de f, e obtém-se

Foéormula de Weingarten.

Vxé = —AX + Vi€ (1.2.2)

!Dados E e F fibrados vectoriais sobre M, Hom(E, F) representa o fibrado cuja fibra
em z é o conjunto dos homomorfismos E, — F),



Usando as féormulas de Gauss e Weingarten, derivam-se as equacoes ba-
sicas para uma imersao isométrica, nomeadamente as equacoes de Gauss,
Codazzi e Ricci.

Equacgao de Gauss.

(R(X,Y)Z,W) = (R(X.Y)Z,W)+(a(X, W), a(Y, Z)) — (a(X, Z),a(Y,W))
onde R e R sio os tensores curvatura de M e M, respectivamente.

Em particular, se K(X,Y) = (R(X,Y)Y,X) e K = (R(X,Y)Y, X) fo-
rem as curvaturas seccionais em M e M dos planos gerados pelos vectores
ortogonais X, Y € T, M, a equacao de Gauss vem

K(X,Y)=K(X,Y)+ (a(X, X),a(Y,Y))— || a(X,Y) ||?

Equacao de Codazzi.
. L
<R(X, Y)Z) = (Via) (Y, 2) — (Via) (X, 2)

onde, por definicao

(Vxa) (Y,2) = Vxa(Y,Z) — a(VxY, Z) — a(Y,VxZ)

Aqui, V* pode ser visto como uma conexao no fibrado vectorial Hom(T M x
TM x TM?').

Seja Rt o tensor curvatura do fibrado normal TM*, isto é,
RY(X,Y)E = VxVyé — VyVxé — Vixyié
para todo X, Y € TM*.

~ Vem das férmulas de Gauss e Weingarten que a componente normal de
R(X,Y)¢ satisfaz a



Equacao de Ricci.
(R@XJQS)L::RL@&}ﬁ§+wmA&XJQ——a@&/QY)
A equacao de Ricci também pode ser escrita como
(ROX,Y)E m) = (RH(X,Y)E,m) = ([Ag, Ay X, Y)
onde X, Y € TM, &, n e TM* e [Ag, A,)] = AcA, — A As.

Analogamente, a equacao de Codazzi pode ser escrita como

(RXY)E) = (VyA)(X.6) ~ (VxA)(Y.)

onde, por definicao

De seguida, escrevam-se as equacoes de uma imersao isométrica f : M" —
Mf*p onde, de aqui em diante, M, nota uma variedade com curvatura sec-
cional constante c.

Neste caso, o tensor curvatura R de M é dado por

R(X,Y)=c(X AY)
para todo X, Y € TM, onde,VZ € TM, (XANY)Z = (Y, Z)X —(X, Z)Y .

Entdo, para X, Y, Z, W € TM e &,n € TM*, a equacao de Gauss
mantém-se e as equacgoes de Codazzi e Ricci sao, respectivamente,

(i) (Vxa)(Y,Z) = (Vya)(X, Z) ou, de forma equivalente,
(Vx )Y, €) = (Vy A)(X,E)

(i) RY(X,Y)E =a(X,AY) — a(A:X,Y) ou, de forma equivalente,
<RL<X7 Y>£a 77> = <[A57 An]Xa Y>

10



Vamos agora ver como ficam estas equagoes no caso de hipersuperficies.
Seja f: M™ —s M™! uma imersao isométrica e seja x € M.
Dado X € T,M,Y € TM e £ € TM+*, ¢ facil ver que a Férmula de Gauss
fica
VxY = VxY + (A:X,Y)E

Por outro lado, visto que £ é um campo vectorial unitario normal, tem-se

(Vx&,6) =0, logo VL& =0VX € TM.
Entao, a formula de Weingarten fica

Vxé=—AX

Usando o facto que a(X,Y) = (A X, Y)E, vé-se que as equacoes de Gauss
e Codazzi podem ser escritas como

(i)
R(X,Y)Z = (R(X, Y)Z)T 4 (AX AAY) Z

(i)
(R(X, Y)§> = (VyA) X — (Vx Ao Y

onde, por definicao,

(VXAf) Y = VX (AfY) — A§VXY

No caso em que M™™ tem curvatura seccional constante c, as equagoes
de Gauss e Codazzi sao, respectivamente,

RX,)Y)=c(XANY)+ A X NAY

(VxAg) Y = (VyAe) X

11



Viu-se, portanto, que uma imersao isométrica verifica as equacoes de
Gauss, Codazzi e Ricci.

No proximo capitulo serd apresentado o resultado que diz que as mesmas

trés equacoes sao suficientes para caracterizar uma imersao isométrica com
valores numa variedade riemanniana de curvatura seccional constante.

12



Capitulo 2

Imersoes Isométricas

2.1 Teorema Fundamental das Subvariedades

Teorema 2.1.1 (Teorema Fundamental das Subvariedades).

Seja M"™ uma variedade riemanniana simplesmente conexa.

Seja m : EE — M um fibrado vectorial de caracteristica p munido de uma
estrutura riemanniana (-,-) com conexdo compativel V'.

Seja o € D(RQ*T*M x E) simélrica.

Defina-se, para cada sec¢ao & de E, um morfismo de fibrados vectoriais Ag :
TM — TM por

(AcX)Y) = (a(X,Y),8), X, YeTM

Se a e V' satisfazem as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci para o caso
de curvatura seccional constante ¢, entdo existe uma imersao isométrica f :
M™ — QP (Q™P representa uma variedade riemanniana de dimensao
n -+ p completa, simplesmente conexa e com curvatura seccional constante c)
e um isomorfismo de fibrados vectoriais f : E —s TM?* ao longo de f de tal
forma que VXY € TM e V&, n secgoes locais de E,

(&), f(m) = (&n)
fa(X,Y) = a(X,y)
fVE = Vxf(©)
onde & e V* sio a sequnda forma fundamental e a conexdo normal de f,

respectivamente.

Uma demonstracao deste teorema pode ver-se em |3].

13



2.2 Folheacao da Nulidade Relativa

Definicio 2.2.1. Seja f : M™ —» M"? uma imersio isométrica e seja =
ponto de M.
Defina-se o subespaco de T, M:

Alx) ={X e T,M: o(X,Y)=0VY € T,M} & o subespago de nulidade
relativa de f em x.

A dimensao v(z) de A(x) diz-se o indice de nulidade relativa de f em z.

Relembrem-se as defini¢oes:

Definicao 2.2.2. Seja M uma variedade riemanniana.

D diz-se uma distribuicao de M se D é um subfibrado vectorial de TM.

D diz-se uma distribuicdo involutiva se, sempre que X, Y € I'(D), se tem
[(X,Y] eT'(D)

D diz-se uma distribuicao integrdvel se, Vo € M, existe uma subvariedade N
de M tal que x € N e Vy € N se tem T,N = D,,.

Note-se que toda a distribuicao integravel é involutiva.

Também se tem que uma distribuigao involutiva é localmente integravel. (Ver

191)

Seja M™ uma variedade riemanniana e seja D uma distribuicao suave
definida num subconjunto aberto U C M. Considere-se D involutiva e com
folhas totalmente geodésicas.

Defina-se D em U : x € U — D, o subfibrado de TM cuja fibra em
xé Dt

A cada X € D associa-se um morfismo de fibrados Cx : D+ — D*,

CxY = —P(VyX), onde P : TU — D+ ¢ a projeccao ortogonal.
Obtém-se deste modo o morfismo de fibrados C' : D — Hom(D*, D).

14



Pode considerar-se C' : D x D+ — D+ C(X,Y) = CxY para X € D,
Y € D+ e tem-se que C(X,Y) é um tensor:
Seja h € C*(U).

C(hX,Y) = ChxY = —P(VyhX)=—P(Y(h)X +hVyX) =
= —(Y(h)X +hVyX)t = —(Y(R)X)" — (hWWyX)" =
= —hP(VyX)=hCxY = hC(X,Y)

C(X,hY) = CxhY = —P(ViyX)=—P(hVyX) =hCxY = hC(X,Y)

Note-se que, dados X,Y € D+,

CxY =CyX < —P(VyX)=—-P(VxY)
~ P(VXY—VyX) =0
& VyY —VyX e Dt

ou seja, D+ é involutiva se e s6 se C'x é simétrica VX € D.

Neste caso, C'x é precisamente o operador forma na direccao X da inclu-
sao das folhas de D+ em M.

Sejam Z € D e Y seccao de D+. Visto que VW € D VW € D, tem-se:

0=2(Y,W)=(VzY,W) (2.2.1)

e, logo V,Y € D VZ € D, Y seccao de D*.
Em particular, a derivada covariante de T'M induz naturalmente uma
derivada covariante no fibrado vectorial D* @ Hom(D*, D*) sobre M. Para

Z € D, X seccao de D, Y seccio de D', tem-se:

(V2Cx)Y = V4(CxY) — CxVzY

15



Proposicao 2.2.3. O operador C. ao longo de uma geodésica vy contida

numa folha de D satisfaz a sequinte equacao diferencial:

D
70y =5+ P(R(,7)Y)
Demonstracao. Seja 'Y seccao de TM, Z € D.

Usando a conclusdo de (2.2.1), vem que VzP(Y) € D*.
Também se tem Vz(Y — P(Y)) € D.

Logo, P(V2Y)=P(Vz(Y = P(Y))+ VzP(Y)) =VzP(Y)

d
Considere-se X = i e seja Y seccio de D*.

Y
~

Ao longo de ~, tem-se:

(VXC)()Y = X(CX ) Cx(VXY)
x (=P(VyX)) + P(Vy,vX)

= —P(VxVyX)+ P(Vy, xX)

SURY

R(Y,X)X)+ P(Vy,xX)
Visto que
P(Vy,xX)=P (VP(VYX)X) =—-C,P(VyX)
obtém-se

(e )y =car + PR

Seja f : M™ — M™P uma imersao isométrica.
Note-se por vy o indice de nulidade relativa minima de f:

v(z) = ﬁr&l} v(x)

16
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Proposicao 2.2.4. Seja f : M™ —s M"™P uma imersio isométrica. Tem-
se:

(i) Em qualquer subconjunto aberto onde v € constante, x — A(x) é uma
distribuicao chamada a distribuicao de nulidade relativa.

(ii) O conjunto = {x € M : v(z) = vy} € aberto.

Demonstracao.

(i) Assuma-se dim A(x) = m para todos os pontos x € U, onde U é um
aberto de M.
Dado Y € A(z), tem-se a(X,Y) =0VX € T, M. Logo («(X,Y),&) =
0 (A:X,Y)=0VX € T,M V¢ € T;- M. Donde {A: X} € A*(z).

Veja-se que os A¢X geram AL(x).
Tem-se que A(x) = (eepry ker Ae. Dada &;,..., §, base de TEM, vem
A(z) =, ker A¢,. Entao

A*(z) = | (ker Ag,)* (2.2.2)

=1

Dada a aplicacao linear A, : T,M — T, M, tem-se que dim ker A¢, +
dimIm A, = n < dimker A, = dim (Im Ag,)".

De {A:X} € AX(z), visto acima, vem ker A¢, C (Im Ag, )™, logo conclui-
se ker Ae, = (Im A¢,)™ < (ker Ag,)" = Im Ae,.

Voltando a (2.2.2), vem A*(z) = [J/_, Im Ag,. Logo, A*+(z) é o espago
gerado por {AcX : VX € T,M, £ € T,M*}.

Visto que A(x) tem dimensao m, vem que dim At (z) = n—m. Entao,
dado xg € U, existem Xi,..., Xpop € TyoM € &, & € T M
tais que AL(zg) é o espago gerado por {Aijj}1<j<n—m‘

Tomem-se extensoes locais suaves de Xi,..., X,_m € &1, ..., & €m
TM e TM*, respectivamente.

Por continuidade, os campos vectoriais {Angj}l <j<n_m DeTmanecem

linearmente independentes numa vizinhanca V' C U de z e, logo, ge-
ram AL

17



Conclui-se que A+ ¢ uma distribuicdo suave em U e, logo, A também
o é.

(i) Seja mo € 6 e considere-se, como em cima At (zg) o espaco gerado por
{Afj Xj }1§j§nfuo'
Pelo argumento de (i), {A¢,X;}, <i<n—y, dinda sdo linearmente inde-
pendentes numa vizinhanca U de x.
Entdo, dado x € U, dim At(x) > n — vy.
Se dim At (z) > n — 1, vem dim A(x) < 14, 0 que ¢ impossivel.
Logo dim At(z) = n — 1 e dimA(z) = 1 numa vizinhanga de x.
Donde 6 é aberto.

O

Teorema 2.2.5. Seja f : M" — MC”“’ uma mersao 1Sométrica e seja
© C M wum conjunto aberto onde o indice de nulidade relativa v € igual a
uma constante m.

Entao, em ©, tem-se:

(i) A distribuicio de nulidade relativa A ¢ suave e integrdvel e as folhas
sao totalmente geodésicas em M™ e MI*P;

(1) Se ~y:[0,b] — M ¢é uma geodésica tal que v([0,b[) estd contida numa
folha de A, entao v(y(b)) = m;

(111) As folhas da distribuicdo de nulidade relativa minima sio completas
sempre que M € completa.

Antes de demonstrar o teorema, veja-se o seguinte lema, nas condicoes
do teorema:

Lema 2.2.6. Para cada W € At(v(0)), existe um tinico campo vectorial Y
ao longo de v, tal que

0,5

(1) Y (0) =W;
D
(2) %YJFCMYZO, 0<t<b
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e Y estende-se de forma suave a t = 0.

Demonstragio. Seja W € A+(y(0)) C T, o) M™ e seja Y um campo vectorial
ao longo de 7, -

Tome-se uma base { X7, ..., X, } de T, M ao longo de . Entao W = >"" w; X;
Considere-se que y;, ¢ = 1,...,n verificam, para 0 <t < b:

Dy1+Cyyr =0, 11(0) = wy

D4+ Coyn =0, yn(0) = w,

Este é um sistema de equacoes diferenciais ordinarias lineares de primeira
ordem, pelo que, para cada i, tem-se, por Cauchy, a existéncia e unicidade de
y;. Donde se obtém um campo Y tnico que verifica as condigoes Y (0) = W

D
e @Y + C,Y =0, como se pretendia.

Veja-se agora que se pode estender Y de forma suave a t = b.

Fazendo a segunda derivada, vem

D? D
0 = =Y+ -—-C,Y

a2’ T
D? D D

= —Y-—C)H)Y+C,—Y
dt? dt( 7)Y +Cy dt
D> D ,

— @Y - a(c,y/)y — C’Y/Y
D2

= @YﬂLP(R(YﬁlW)
D2

onde foi utilizada a proposigao (2.2.3).
Logo, Y é solugao de uma equagao diferencial ordinaria de 2* ordem com
coeficientes constantes em [0, b[ e, logo, estende-se a ¢t = b. O

Veja-se agora a demonstracao do teorema:
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Demonstracao.

(i)

(i)

Sejam X, Y € Ae Z € TM. Veja-se que A é involutiva.
Tem-se
(Vza) (X,Y) =V5a(X,Y) - a(VzX,Y) —a(X,VzY) =0
Pela equacao de Codazzi vem,
. 1
(Via) (2,Y) = (R(X, Z)Y> +(Vza) (X,Y)
= [(ZY)X = (X, V)Z)]" =0
Por outro lado, também se tem
(Vxa)(Z2,Y) = Vxa(Z,Y)—a(VxZY)—a(Z,VxY)
= —a(Z, VXY)
Donde, a(Z,VxY) = 0 VZ € TM. Entao VxY pertence a A e,
analogamente, Vy X também. Logo, A é involutiva (e, consequen-
temente, integravel) com folhas totalmente geodésicas em M. Como

VxY = VxY +a(X,Y) = VxY € A (e, analogamente, VyX € A),
vem o mesmo resultado para M.

Seja L a folha de A que contém ([0, b]) e seja Z um campo vectorial
paralelo ao longo de v tal que Z(v(b)) € A(v(b)). Entao v(y(0)) <

v((b)).

Veja-se que Z(7(0)) € A(v(0)):
Seja W € A+(v(0)) e seja, para cada W, Y o campo vectorial ao longo
dy

de v, Gnico nas condicoes do lema. Considere-se X = I em A.

Tem-se, utilizando a equacao de Codazzi e o lema:

Voa(Y,Z) = (Vx )(YZ)+a(DYZ)

= (Vya) (X ( th, Z)



(i)

Logo, || a(Y, Z) || é constante ao longo de v. Como Z(y(b)) € A(y(b)),
| (Y, Z) | (7(b)) =0 e vem que a(Y, Z) se anula ao longo de 7.
Entdo, tem-se a(Y, Z)(7(0)) = a (Y(7(0)), Z(+(0))) = (W, Z(7(0)) =
0, YW € A*(y(0)). Logo, Z(7(0)) € A(y(0)).

Entao v(v(0)) = v(v(b)).
Das duas desigualdades vem entao v(v(b)) = v(v(0)) = m.

Se M é completa, as geodésicas v em M tém dominio | — 0o, +00].
Seja L uma folha de A.

Suponha-se, com vista a um absurdo, que exite uma geodésica maxima
v:io, Bl— L, a,f €R, aa <0 < f.

Entao, em particular, v ([0, 8[) C L. Por (ii) vem que v ([0, f]) ainda
estd em L. Donde se conclui que, a haver uma geodésica maxima defi-
nida num intervalo, este ¢, necessariamente, fechado. Veja-se que isso
também nao é possivel.

d
Considere-se v(8) = ¢, d—:(ﬂ) = v para alguns q,v.

Tome-se agora uma geodésica ¥ em L definida em [, 5+ €[, ¢ > 0 com
5
inicio 4(5) = ¢ e velocidade inicial d—Z(ﬁ) = 0.

Considere-se entao a curva

(), te€la,f]
= {w), te 1864

de . dy &
e 2 (87) = (B =v=—(8)=

dc . .
E(ﬁ*), pelo que ¢(t) é suave, donde é uma geodésica em L com dominio

Note-se que ¢(87) = ¢(8) = ¢

|a, B+ €], 0 que contradiz a hipotese de «y ser méaxima.
Logo, qualquer geodésica méaxima em L tem necessariamente dominio
| — 00, +00], pelo que L é completa.

]
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Exemplo 2.2.7. Seja f : M? — R? uma superficie plana tal que v = 1 em
M.

Entao a distribuicao A é integravel e tem folhas totalmente geodésicas que
sao rectas.
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Capitulo 3

Variedades Complexas

3.1 Estrutura Complexa em Espacos Vectoriais

Definicao 3.1.1. Seja V um espaco vectorial real. Chama-se estrutura com-
plera em V a um endomorfismo linear J : V — V tal que J? = —1 (onde 1
representa a transformacao identidade em V).

Um espaco vectorial real V' com uma estrutura complexa J pode tornar-se
um espaco vectorial complexo, definindo o produto por um escalar complexo
da seguinte forma:

(a+ib)X = aX +bJX, XeV, abeR

A dimensao real de V' deve ser par e a sua dimensao complexa é metade
da real.
Reciprocamente, dado um espaco vectorial complexo V' de dimensao com-
plexa n, considere-se J o endomorfismo linear definido por

JX =1iX, XeV

Se V for considerado como um espaco vectorial real de dimensao 2n, en-
tao J é uma estrutura complexa de V.

Tome-se agora V' como um espago vectorial complexo da forma descrita
acima e seja Xi,..., X, base de V como espago vectorial complexo.
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Entao {Xy,..., X,, JXy,...,JX,} é composto por elementos linearmente in-
dependentes e tem dimensao 2n, logo é base de V' enquanto espaco vectorial
real.

Entao tem-se que, dada uma estrutura complexa J num espaco vectorial real
V' de dimensao 2n, existem elementos Xi,..., X, de V tais que

{Xy,..., X, JXq,...,JX,} é base de V.

Proposigao 3.1.2. Sejam J e J' estruturas complexas em espagos vectoriais
reais V' e V', respectivamente.
Considerem-se V e V' como espacos vectoriais complexos da forma natural.

Entao uma aplicacao linear real f : V. — V' € linear complexa se e s se
Jof=fol.

Definicao 3.1.3. Um produto interno hermitiano num espaco vectorial real
V' com uma estrutura complexa J é um produto interno h tal que

hJX,JY)=h(X,Y), VX, Y eV
Vem da definigao que h(JX,X)=0VX € V.

Proposicao 3.1.4. Seja h um produto interno hermitiano num espago vec-
torial real V' de dimensao 2n com estrutura complexa J.

Entao existem elementos Xy, ..., X, deV tais que { Xy, ..., X, JX1,...,JX,,}
€ uma base ortonormada de V' em relacao ao produto interno h.

A cada produto interno hermitiano A em V' em relagao a estrutura com-
plexa J, associa-se um elemento ¢ € ®2 V* da seguinte forma:

o(X,Y) =h(X,JY) X, YeV
Verifique-se que ¢ é anti-simétrica:

o(X,Y) = h(X,JY)=h(JX,J?Y)=hJX,-Y)
—h(JX,Y) = =h(Y,JX) = —p(Y, X)

Vem que ¢ também é invariante por J.
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3.2 Variedades Complexas e Quase Complexas

Seja M uma variedade suave de dimensao real 2n.

Definicao 3.2.1.

e Diz-se que um atlas suave A de M é holomorfo se, para quaisquer duas
cartas z : U - U CcCtew : V — V' C C" em A, a aplicagdao de
transicao z|,, o w|_1 ¢ holomorfa.

u’'nv’

Qualquer atlas holomorfo determina unicamente um atlas holomorfo
maximal.

e A um atlas holomorfo maximal da-se o nome de estrutura complexa.

e Diz-se que M é uma variedade complexa de dimensao n se M estiver
munido de um atlas holomorfo.

e A qualquer carta da estrutura complexa correspondente da-se o nome
de carta holomorfa de M.

e Uma superficie de Riemann ou curva complera é uma variedade com-
plexa de dimensao complexa 1.

e Dizemos que uma aplicacao f : M — N entre variedades complexas
¢ holomorfa se, para todas as cartas holomorfas z : U — U’ de M e
w:V = V'de N, a aplicacio wo f oz~! & holomorfa no seu dominio.

e Diz-se que f é biholomorfa se é bijectiva e f e f~! sdo holomorfas.

e Um automorfismo de uma variedade complexa M é uma aplicagao biho-
lomorfa f: M — M.

Note-se que subconjuntos abertos de variedades complexas herdam uma
estrutura complexa.

Os teoremas da funcao inversa e da funcao implicita também se verificam
no caso de aplicacoes holomorfas entre variedades complexas. Analogamente
ao caso real tém-se também as nogoes de imersoes e mergulhos holomorfos e
de subvariedades complexas.
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Exemplo 3.2.2.

1. Seja U C C™ um subconjunto aberto.
Entao M, com o atlas constituido pela carta ¢d : U — U é uma varie-
dade complexa.

2. Esfera de Riemann

Counsidere-se a esfera unitaria
S* ={(w,h) € Cx R:ww+ h*=1}

Sejam N = (0,1) e S = (0,—1) o polo Norte e o polo Sul de S?, res-
pectivamente.

As projecgoes estereograficas my : S2\ {N} - Ceng:S*\ {S} = C
sao dadas por Ty (w,h) = (1 —h)"'w e mg(w, h) = (1 + h)"'w, respec-
tivamente.

A aplicagdo transiao s, 1 : C\ {0} — C\ {0} é dada

sy © 7TN\C\{o}
por (mgomy')(z) = 1. Esta aplicacdo é suave e, logo, my e g definem
um atlas suave de S?. No entanto nao é holomorfa.
Obtém-se uma aplicagao holomorfa se mg for substituido pelo seu con-
jugado 7g. Entdo a aplicacio de transi¢io é 75 o my' (2) = % e, logo o
atlas de S? constituido por 7y e 75 é holomorfo.

A esfera de Riemann é S? com a estrutura complexa determinada por
este atlas. Esta estrutura complexa em S? é tinica a menos de difeo-
morfismo.

Como sera visto de seguida, a esfera de Riemann é biholomorfa & recta
complexa! CP?, descrita no préximo exemplo.

!Entenda-se recta compleza como um subespaco vectorial complexo de dimensdo 1.
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3. Espacos projectivos complexos

Como um conjunto, o espaco projectivo complexo CP" é o espaco de
todas as rectas complexas em C"1.

Seja z um vector nao nulo, z = (29,...,2,) € C"™. Note-se por
[z] a recta complexa gerada por z. A (zp,...,2,) da-se o nome de
coordenadas homogéneas de [z].

Seja 0 < j < n. Fagase U; = {[z] € CP": z; # 0}. Cada [z] em Uj
intersecta o hiperplano afim z; = 1 de C**! em exactamente um ponto.
Assim, pode obter-se uma aplicacao

4 Uy = € () = o2y 20)
j

onde Z; indica que a coordenada z; ¢ retirada.
Entao tem-se que a; é uma bijeccao.
Para j < k, a aplicacdo de transicdo a; o a ¢ definido em {w €
C", w; # 0} e obtém-se inserindo 1 como k-ésima variavel, multi-
plicando o (n + 1)-vector resultante por (w;)~! e retirando a j-ésima
variavel 1:

1

ajoa; {fweC": w; # 0} = {weC":wy_y #0}

ajoa;l(wo,...,wk_l,wk+1,...wn) = a; ([(wy, ..., we—1, L, Wi, ..., wy)])
1
= — (Wi, Wjm1, W1, - o Wi, L, Wi, - -
wj

Logo, as aplicacoes de transicao sao holomorfas.

CP™ munido do altlas das aplicacoes a; é, portanto, uma variedade
complexa de dimensao n.

Quando n = 1, da-se o nome de recta projectiva compleza.

Quando n = 2, da-se o nome de plano projectivo complezo.

Para m < n, a aplicagao f : CP™ — CP™, [z] — [2,0] ¢ um mergulho
holomorfo.

Mais geralmente, se A : C™*! — C"*! ¢ uma aplicacao linear injectiva,
entdo a aplicagao induzida, f : CP™ — CP™, [z] — [Az] é um mergu-
lho holomorfo.
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Logo, CP™ pode ser visto de varias maneiras diferentes como subvari-
edade complexa de CP™.

Para a esfera de Riemann do exemplo anterior, o mapa f : S? — CP!

[WN(p)v 1} sep 3& N
[1L,7s(p)] sep#S

estd bem definido e é biholomorfo. Logo, identifica a esfera de Riemann
com a recta projectiva complexa.

Definicao 3.2.3. Seja M uma variedade complexa. Diz-se que um fibrado
vectorial complexo F — M é holomorfo se E estd munido de um atlas ma-
ximal de trivializacoes cujas func¢oes transicao sao holomorfas e a projeccao
E — M é holomorfa.

Exemplo 3.2.4.

1. O fibrado tangente T'M com a sua estrutura complexa J é um fibrado
vectorial complexo sobre M.
As coordenadas usuais para o fibrado tangente tém mapas de transicao
holomorfos e, logo, fazem de T'M uma variedade complexa e fibrado
vectorial holomorfo sobre M.

2. Se E — M & holomorfo, entao os fibrados tensoriais associados a E sao
holomorfos. Por exemplo, o fibrado dual E* é holomorfo.

3. Seja £ — M um fibrado vectorial holomorfo e f : N — M uma
aplicacao holomorfa.
Entdo o pull-back f*E — N é holomorfo.?

2Define-se o pull-back f*E — N como o fibrado vectorial em que a fibra de f*E em
cada ponto z € N ¢é a fibra de E em f(x).
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Definicao 3.2.5. Seja M uma variedade diferenciavel real.
Diz-se que um automorfismo J do fibrado tangente é uma estrutura quase
complexa em M se, para cada x € M, J é um endomorfismo do espago
tangente T, M tal que J? = —1 (onde 1 nota a transformagao identidade de
T.M).

A uma variedade munida de uma estrutura quase complexa dé-se o nome
de variedade quase compleza.

Proposicao 3.2.6. Qualquer variedade quase complexa tem dimensao par e
é orientdvel.

Demonstracao. Uma estrutura quase complexa J em M define uma estrutura
complexa em cada espaco tangente T, M. Ja foi visto que dim T, M ¢é par.
Seja 2n = dim M.

Em cada espaco tangente T, M fixe-se uma base Xi,..., X, JXy,..., JX,.
Veja-se que qualquer outra base difere desta por uma transformacao linear
com determinante positivo.

Seja Y1,...,Y,, JYy, ..., JY, outra base de T, M e seja A a aplicacao linear
tal que Y; = AX; Vi € {1,...,n}.

Por linearidade, tem-se JY; = J(AX;) = AJX;.

Entao, o determinante da matriz de mudanca de base vem

A0 | e
HER

Veja-se, de seguida, que qualquer variedade complexa possui uma estru-
tura quase complexa natural.

Considere-se o espaco C" dos n-uplos de niimeros complexos (21, ..., 2,) com
zp=x;+wy;, j=1,...,n.
Em relagdo ao sistema de coordenadas (x1,...,Zn, Y1, ., Yn), define-se uma
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estrutura quase complexa, J, chamada estrutura complera natural do se-
guinte modo:

0 0 0 0 .
J(a—%)—a—% J(a—%)——a—% J=hem

Proposicao 3.2.7. Uma aplicacio f de um subconjunto aberto de C™ em
C™ preserva as estrutras quase complexas de C" e C™, isto é, df o J = Jodf
se e so se f € holomorfa.

Demonstracao. Seja (wy, ..., wy,) com wg = ug+ivg, k= 1,...,m o sistema
de coordenadas natural em C™.
Expresse-se f em termos deste sistema de coordenadas em C" e C™:

U = Ug (T15 oy Ty YLy -+ s Yn)
k=1,...,m
Ve = Uk (T1y o, Ty Yty -+ - Yn)
Entao f é holomorfa se e s6 se sao verificadas as equacgoes de Cauchy-

Riemann:

Que _ vy _
Oz dy;

OQug | Ovg
8yj+6xj_0

Por outro lado, tem-se (quer f seja holomorfa ou nao)
f (o) = i () (ai) + 2 (82) (o)

0 _ m ou o] m v o
af (o) = (5e) (o) + 2o (5 (%)
Destas formulas e da definicao de J em C" e C™ dada acima, vem que

df oJ = Jodf se e so6 se f satisfaz as equacoes de Cauchy-Riemann, o que
prova o pretendido. Verifique-se:
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k=1 k=1
o " 8uk 0 " 8vk 0
B ; xj Ovy, ; Oz Ouy,

Donde,

o) (5 ) =0 (5

De forma anéaloga se verifica que

o 0
(df oJ) (8—%> = (Jodf) (a_y]) oy o, oy o

Para definir uma estrutura quase complexa numa variedade complexa M,
transfere-se a estrutura quase complexa de C™ para M através de cartas.
A proposicao anterior implica que uma estrutura quase complexa pode ser
definida em M independentemente da escolha das cartas.

Definicao 3.2.8. Uma estrutura quase complexa J numa variedade M é
chamada estrutura complexa se M é uma variedade diferencidvel subjacente
a uma variedade complexa que induz J da forma descrita acima.

Defini¢ao 3.2.9. Sejam M e M’ variedades quase complexas com estrutura
quase complexa J e J', respectivamente.
Uma aplicacao f : M — M’ diz-se quase complexa se J' odf = df o J.
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Da proposicao anterior, vem:

Proposicao 3.2.10. Sejam M e M’ variedades complezas.
Uma aplicacao f: M — M’ é holomorfa se e s6 se f é quase complero em
relagao as estruturas complexas de M e M'.

Em particular, duas variedades complexas com a mesma variedade dife-
renciavel subjacente sao idénticas se as estruturas quase complexas corres-
pondentes coincidem.

Dada uma estrutura quase complexa J numa variedade M, o campo tensorial
—J também é uma estrutura quase complexa, que se diz conjugada de J.

Em geral, dados dois campos tensoriais A e B de tipo (1, 1) numa varie-
dade M, pode construir-se a torcao de A e B que é um campo tensorial de
tipo (1,2).

Definicao 3.2.11. Particularizando para o caso em que ambos A e B sao

uma estrutura quase complexa .J, define-se a torcdo ou tensor de Nijenhuis

de J como sendo o campo tensorial N de tipo (1,2) dado por
N(X,)Y)=2{[JX,JY]|-[X,)Y|-J[X,JY]| - J[JX,Y]}

onde X, Y sao campos vectoriais de M.

Definicao 3.2.12. Um estrutura quase complexa diz-se integrdvel se nao
tiver tor¢ao. (N = 0).

Teorema 3.2.13 (Newlander-Nirenberg). Uma estrutura quase complexa é
uma estrutura complexa se e so se € integrdvel.

Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [7].
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3.3 Conexoes em Variedades Quase Complexas

Definigao 3.3.1. Seja I uma conexao linear (ou afim) numa variedade quase
complexa M. Se a estrutura quase complexa J é paralela em relacao a I,
diz-se que I' é quase complexa.

Recorde-se que a tor¢ao T' de uma conexao afim é dada, para X, Y campos
vectoriais em M, por:

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]

Teorema 3.3.2. Toda a variedade quase complexa M admile uma conexao
afim quase complexa tal que a sua tor¢cao T ¢ dada por N = 8T

Demonstracao. Considere-se uma conexao afim sem torcao, arbitraria em M
com derivada covariante V e seja () o campo tensorial de tipo (1,2) definido
por

AQ(X,Y) = (Viy ) X + T ((VyJ) X) +2J (VxJ)Y)

onde X e Y sao campos vectoriais.
Considere-se uma conexao afim cuja derivada covariante V é definida por

VxY =VxY —Q(X,Y)

E facil verificar que V é uma derivada covariante numa conexao afim.
Prove-se que é quase complexa. Para tal, veja-se que Vx(JY) = J(VY).

Vx(JY) = Vx(JY)-Q(X,JY) =

= (Vx))Y +J(VxY) - Q(X,JY)
J(@XY) = J(VxY - Q(X,Y))

= J(VxY) - J(Q(X,Y))

Para provar a igualdade, tem que se mostrar (VxJ)Y — Q(X,JY) =
_J<Q(X7 Y))? ou Seja7 Q(X> JY) - J(Q(Xv Y)) = (VXJ)Y
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Tem-se

1Q(X,JY) = (Vy )X +J(Voy J)X) +2J((VxJ)JY)
= —(Vy )X+ J(ViyJ)X) +2J((VxJ)o JY
4J(QX,)Y)) = J((Viy /)X + J(Vy))X) +2J((VxJ)Y))
= J(VyX)+ J2(Vy)X)+2J*(VxJ)Y

)

)
Donde,
4(Q(X,JY)—=J(Q(X,Y)) =2J(VxJ)o JY)+2(VxJ)Y

Por outro lado, de 0 = Vx (J?) = (VxJ)J+J(VxJ), vem 2J((VxJ)oJY) =
2J(J(VxJ)o JQY) =—-2J(Jo(VxJ)Y)=2(VxJ)Y.

Donde se prova a igualdade pretendida. Logo, tem-se que V comuta com J,
ou seja, J é paralelo em relagao a conexao dada por V.

A torcao T de V é dada por

T(X,Y) = VxY —VyX —[X,Y]
= VxY —Q(X,Y) - VyX +Q(Y,X) — [X,Y]
= VxY —VyX — [X,Y]—Q(X,Y) +Q(Y, X)

Visto que, por hipotese, V nao tem tor¢io, VxY — Vy X — [X, Y] = 0.
Donde, T'(X,Y) = -Q(X,Y) + Q(Y, X).

Da definicao de ), vem:

AQY,X) = QX,Y)) = (Vux )Y +J(Vx)Y) +2J (VyJ)X) —
— (VD)X — T (Vy)X) = 2J (VxJ)Y)

= (Vux )Y +J(Vy)X) = J((VxJ)Y) = (Viy J) X

Estes quatro termos podem ser re-escritos da seguinte forma:

(Vix )Y = Vx(JY) = J(V,xY)
J (VyJ)X) J(VyJX) + Vy X

(Vo)X = Vi (JX) = J(VyX)
J(VxJ)Y) = J(Vx(JY))+ VyY
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Substituindo na equacao acima e tendo em consideracao que V nao tem
torcao, obtém-se:

AT(X)Y) = (Vyx(JY) = Vi (JX)) = (VxY — VyX) —
—J(VyxY = VyJX) — J (Vx(JY) = Vy X)
= X, JY]-[X,Y] - J([JX,Y]) = J([X,JY])
1
= =N
2

Donde se conclui N = 8T como pretendido. O

Corolario 3.3.3. Uma variedade quase complexa M admite uma conexao
afim quase complexa se e s0 se a estrutura quase complexa nao tem tor¢ao.

Demonstracao. Assuma-se que M admite uma conexao afim quase complexa
e note-se a sua derivada covariante por V.

Utilizando V na demonstracao do teorema anterior, entao, de VJ = 0 vem
@ =0e,logo, T'=0.
A outra implicacao é um caso particular do teorema. O

Proposicao 3.3.4. Seja M uma variedade quase complexa com estrutura
quase complexa J.
Entao a torcao T e a curvatura R de uma conexdao afim quase complexa
satisfazem:
1
1. TUX,JY) = J(T(JX,Y)) - J(T(X,JY)) —-T(X,Y) = _§N(X’ Y),
VX,Y campos vectoriais, onde N(X,Y) é a tor¢io de J
2. RX,)Y)oJ=JoR(X,Y), VX,Y campos vectoriais

Demonstracao. O resultado vem de utilizar V.J = 0 nas defini¢oes de torcao
e curvatura:

T(X,)Y) = VxY —-VyX —[X,Y]
R(X)Y) = VxVy —=VyVx —Vixy
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Veja-se:

T(JX,JY) = Vx(JY)—=Vy(JX)—[JX,JY]

= (Vyx )Y +J(VixY) = (Viy X = J(ViyX) — [JX, JY]
= J(VyxY) = J(VyX)—[JX,JY]

J(T(JX,Y)) = J(VxY —Vy(JX)-[JX,Y])
= J(VyxY — (VyJ)X — J(VyX) — [JX,Y])
= J(VsxY)+VyX — J[JX,Y]

J(T(X,JY)) = J(Vx(JY) -V X —[X,JY])
= J((Vx )Y +J(VxY) = Vv X — [X, JY])
= —VxY - J(VyX)-JX,JY]

Donde o primeiro membro da equagao é igual a
1
—[JX,JY|+ JJX,) Y]+ JX, JY]+ [X,Y] = —§N(X,Y)

Prove-se agora a segunda equagao:

R(X.Y)JZ) = VxVy(JZ)=VyVx(JZ) = Vixy(JZ)

Vx (J(VyZ)) = Vy (J(VxZ)) — J(VixyZ)
J(VxVyZ) = J(VyVxZ) — J(VixyZ)

= J(R(X,Y)Z)

3.4 Meétricas Hermitianas e Métricas de Kahler

Definicao 3.4.1. Diz-se que uma métrica riemanniana (-, -) numa variedade
quase complexa M é mélrica hermiliana se é invariante para a estrutura
quase complexa J, i.e.,

(JX,JY) =(X,Y) X, Y campos vectoriais
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Uma métrica hermitiana define, portanto, um produto interno hermitiano

em cada espaco tangente T, M em relagdo & estrutura complexa definida por
J.

Defini¢ao 3.4.2. Uma variedade quase complexa (respectivamente, varie-
dade complexa) com uma métrica hermitiana diz-se uma variedade quase
hermitiana (respectivamente, variedade hermitiana).

Proposicao 3.4.3. Toda a variedade quase complexa com uma métrica rie-
manniana admite uma métrica hermitiana.

Demonstracao. Dada uma variedade quase complexa M, considere-se uma
qualquer métrica riemanniana (-, ).
Entao obtém-se uma métrica hermitiana h fazendo:

MX,Y)=(X,Y)+(JX,JY) X, Y campos vectoriais

Na seccao 1 deste capitulo, a cada produto interno hermitiano num espaco
vectorial V foi associada uma forma bilinear anti-simétrica em V.
Aplicando a mesma construcao a uma métrica hermitiana numa variedade
quase complexa M, obtém-se uma 2-forma em M.

Mais explicitamente,

Definicao 3.4.4. A 2-forma fundamental ou forma de Kdhler o de uma
variedade quase hermitiana M com estrutura quase complexa J e métrica
(-, ) define-se por

a(X,)Y) = (X,JY) VX, Y campos vectoriais

Visto que a métrica é invariante por J, também o é «, ou seja, a(JX, JY) =
a(X,)Y).
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A estrutura quase complexa J nao é, em geral, paralela em relacdo a
conexao riemanniana definida pela métrica hermitiana (-,-). Na verdade,
tem-se:

Proposicao 3.4.5. Seja M uma variedade hermitiana com estrutura quase
complezxa J e métrica (-,-).

Seja o a forma de Kdahler, N a tor¢ao de J e V a derivada covariante da
conexdo riemanniana definida por (-, -).

Entao, para cada X, Y e Z campos vectoriais em M, tem-se:
4((VxJ)Y,Z)) =6da(X,JY,JZ) —6da(X,Y,Z) + (N(Y,Z), JX)

Demonstracao. Tem-se:

(VxJ)Y,Z) = (Vx(JY) = J(VyY),Z)
= (Vx(JY),Z)+ (VxY,J]Z)

Aos dois termos acima aplica-se a seguinte formula (Férmula de Koszul):

2AVLY,Z) = XY, Z)+Y(X,Z)— Z(X,Y) +
HX, Y], Z) + (2, X],Y) + (X, [2,Y])

A proposicao vem agora das definicoes de o, N e de derivada exterior
(seguinte formula):

3da(X,Y,Z) = X(aY,2))+Y(a(Z, X))+ Z(a(X,Y)) —
—Oz([X,Y],Z)—Oz([Z,X],Y)—Q([Y,ZLX)
Veja-se:
2(Vx(JY),Z)y = X{JY,Z)+ (JY)X,Z)— Z(X,JY) +
+([X, JY] 2)+([Z,X],JY)+(X,[Z,JY])

(
(

2AVLY,JZ) = XV, JZ)+Y(X,JZ) — (JZUX,Y) +
HX, Y], JZ) +([JZ, X],Y) + ¢

Donde,
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2(Vx )Y, Z) = (JYNX,Z)— Z(X,JY)+ (X, JY],2) + ([Z,X],]Y) +
X2, DY)+ Y(X,JZ) — (JZ)(X,Y) + ([X,Y], ] Z) +
H[JZ,X],Y) + (X, [JZ,Y]) (3.4.1)

No outro membro, tem-se:

3da(X,JY,JZ) = Xa(JY,JZ)+ (JY)(JZ,X) + (JZ)a(X,JY) —
—a([X,JY),JZ) — ([T Z,X],TY) — a([JY, ] Z], X)
= X(Y,JZ)+ (JYNZ,X) = (JZUX,Y) + (X, JY],Z) +
H[JZ,X],Y) = (|JY, 2], JX)

3da(X,Y,2) = X(Y,JZ)+Y{(Z,JX)+ Z(X,JY) — (X,Y],JZ) —
—([Z,X],JY) = (Y, Z], JX)

%(N(Y, 2),JX)=(JY,JZ],JX) = (Y, Z],JX) — ([Y,JZ],X) — ([JY, Z], X)
Donde

3da(X,JY,JZ) — 3da(X,Y, Z) + %(N(Y Z),JX) =
(JYNZ, X) = (JZ)X,Y) +([X, JY], Z) +([JZ,X].Y) —
—Y(Z,JX) = Z{X,JY) +([X, Y], JZ) +([Z, X], JY) —
—([Y,JZ], X) = ([JY, Z],X)  (3.4.2)

Comparando (3.4.1) com (3.4.2), obtém-se o pretendido. O

Como aplicacao da proposicao, tem-se:

Teorema 3.4.6. Para uma variedade quase hermitiana M com estrutura
quase complexa J e métrica (-,-), as sequintes condigoes sao equivalentes:

1. A conexao riemanniana definida pela métrica é quase complexa.
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2. A estrutura quase complexa nao tem torcio e a forma de Kdhler é

fechada.

Demonstracao. Assuma-se que a conexao riemanniana é quase complexa.
Entao, pelo corolario 3.3.3, J nao tem torcao.

Visto que (-,-) e J sdo ambos paralelos em relagdo & conexdo riemanniana,
a também o é. Em particular, pela defini¢ao, da = 0 e, logo, « é fechada.

Considere-se agora que J nao tem tor¢ao e « é fechada. Entao da = N =
0. Donde, pela proposi¢ao anterior, ((VxJ)Y,Z) = 0. Logo, VxJ = 0 VX
campo vectorial. Donde a conexao é quase complexa. O

Corolario 3.4.7. Para uma variedade hermitiana M, as sequintes proposi-
coes sao equivalentes:

1. A conexao riemanniana definida pela métrica hermitiana € quase com-
pleza.

2. A forma de Kdihler o € fechada.

Definicao 3.4.8. Uma métrica hermitiana numa variedade quase complexa
é chamada uma métrica de Kdihler se a forma de Kéhler é fechada.

Uma variedade quase complexa (respectivamente, complexa) munida de uma
métrica de Kéhler diz-se uma variedade quase Kahler (respectivamente, va-

riedade de Kdahler)

Oservacao 3.4.9. Uma variedade quase hermitiana comda =0 e N = 0 era
usualmente chamada uma variedade pseudo-Kéahler. Com o teorema 3.2.13
que implica que uma variedade quase complexa com N = 0 é uma variedade

complezxa, tem-se que uma variedade pseudo-Kahler € necessariamente uma
variedade de Kdhler.
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Proposicao 3.4.10. A curvatura R e o tensor de Ricci, Ric, de uma varie-
dade de Kdhler tém as sequintes propriedades:

1. a) R(X,Y)oJ=JoR(X,Y)
b) R(JX,JY)=R(X,Y)

X, Y campos vectoriais.
2. a) Ric(JX,JY) = Ric(X,Y)
b) Ric(X,Y) = %{tmgo de J o R(X,JY))
X, Y campos vectoriais

Demonstracao.

1. Numa variedade de Kahler, pelo corolario anterior, a conexao rieman-
niana é quase complexa.

a) Vem da proposi¢ao 3.3.4.
b) Relembre-se que (R(X,Y)V,U) = (R(U,V)Y, X) paracada U, V, X, Y

campos vectoriais.

Entao tem-se

(RUJX, Y)WV, U) = (RU,V)JY,JX) 2 (J(RU,V)Y), JX)

Donde se conclui R(JX,JY) = R(X,Y).

2. Relembre-se que o tensor de Ricci Ric de uma variedade riemanniana se
define como Ric(X,Y) = tr(V — R(V, X)Y) e note-se que as igualda-
des (*) vém do facto de ser considerada uma base para T, M da forma
X X, JX0, . T X
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b)

Ric(JX,JY) = tr(V = R(V,JX)JY)

tr(JV — R(JV, JX)JY)
tr(JV — R(V, X)JY)
(

tr(JV — J(R(V, X)Y))
= t(V = R(V,X)Y)
= Ric(X,Y)

—
*
N

—
=
=

—_
)
~

Lembre-se a primeira identidade de Bianchi (numa conexao sem

tor¢ao): R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0. Tem-se:
Ric(X,Y) = tr(V = R(V,X)Y)
= (V= —J(R(V, X)JY))
tr(V — J(R(X, JY)V) + J(R(JY, V)X))
Mas, por 1b), vem:
tr(V = J(R(JY, V)X))

tr(JV = J(R(JY, JV)X))
2 tr(JV = J(R(Y,V)X))
tr(V — R(Y,V)X)

tr(V — —R(V,Y)X)

= —Ric(Y, X) = — Ric(X,Y)

Logo, Ric(X,Y) = tr(V — J(R(X,JY)V)) — Ric(X,Y). Donde
se conclui a igualdade pretendida.

—~
*
~

O

3.5 Curvatura Seccional Holomorfa

Seja V' um espaco vectorial real de dimensao 2n com estrutura complexa J.
Considere-se um tensor

R:VxVxVxV =R
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satisfazendo as quatro condigoes seguintes:

a) RIX,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W)=—R(X,Y,W, 2)

X.Y,Z, W)+ R(X,Z,W,Y)+ R(X,W,Y,Z) =0

) E(
b) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y)
c) R(

d) R(JX,JY,Z,W)=R(X,Y,JZ,JW) = R(X,Y, Z,W)

E sabido que b) é uma consequéncia de a) e ¢) e que o tensor curvatura
riemanniana satisfaz a), b) e ¢) em cada ponto da variedade.

Além de a), b) e ¢), o tensor curvatura riemanniana de uma variedade de
Kéhler satisfaz d).
Na verdade uma das igualdades de d) é o mesmo que 1b) da Proposicao
3.4.10 e a outra pode ser deduzida também da Proposicao 3.4.10.

Proposigao 3.5.1. Sejam R e T dois tensores satisfazendo as condigoes a)
e ¢) acima.

Se R(X,Y,X,Y)=T(X,Y,X,Y),VX,Y €V, entio R=T.

Este resultado sera utilizado na proxima proposi¢ao que é o seu analogo
complexo. Uma demonstracao do resultado enunciado acima pode ser vista
em [6].

Proposigao 3.5.2. Sejam R e T dois tensores satisfazendo as quatro con-
di¢oes acima.

Se R(X,JX,X,JX)=T(X,JX,X,JX),VX €V, entio R =T.

Demonstracao. Pode assumir-se T'= 0 e considerar R — T = 0 em vez de R
eT.

Considere-se o tensor
S (X,Y,Z,W) € VXVXVXV = R(X,JY, Z, JW)+R(X, JZ,Y, JW)+R(X, JW,Y, J Z)
Este tensor é simétrico em X, Y, Z e W (por a), b) e d))

Pela hipotese T'= 0, S anula-se para X =Y =27 =W.
Entao 0 = S(X+Y, X+Y, X4V, X+Y)+S(X-Y, X -V, X-Y, X-Y) =
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125(X,Y, X,Y) = S(X,Y,X,Y) =0, VX,Y € V.

Donde vem 0 = S(X, Y4+W, X, Y+W) =25(X,Y, X, W) = S(X,Y, X, W) =
0,VX,Y,W e V.

Por fim, obtém-se 0 = S(X+2,Y, X+Z, W) =25(X,Y, Z, W) = S(X,Y, Z, W) =
0,VX,Y,ZW € V.

Entao conclui-se que S é identicamente nulo.

Fazendo X = Z e Y = W, obtém-se:
OR(X,JY, X, JY) + R(X,JX,Y,JY) =0 (3.5.1)
Por outro lado, por ¢), tem-se:
R(X,JX,Y,JY)+ R(X,Y,JY,JX)+ R(X,JY,JX,Y) =0
o que, por a) e d) é equivalente a:
R(X,JX,Y,JY) - R(X,Y,X,Y) - R(X,JY,X,JY) =0 (3.5.2)
Fazendo (3.5.1)-(3.5.2), tem-se:
3R(X,JY,X,JY)+ R(X,Y,X,Y) =0 (3.5.3)
Substituindo Y por JY em (3.5.3), vem
3R(X,Y, X, Y)+ R(X,JY, X, JY) =0 (3.5.4)

De (3.5.3) e (3.5.4) obtém-se R(X,Y,X,Y) = 0. Do caso real obtém-se
R=0. O

Além de um tensor R, considera-se um produto interno hermitiano (-, -)
em V.
Defina-se:

Ro(X,Y, Z,W) = ~ (X, 20 Y, W) — (X, W)WY, Z) + (X, JZ)Y, JW)—

(X, JWWNY, JZ) + 2(X, JYWZ, JW)

1 =
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Proposigao 3.5.3. O tensor Ry satisfaz a), b) c¢) e d) e as sequintes relagoes:

Ro(X,Y,X)Y) = i“&XﬂKK%%KYV+MXJYﬂ

Ro(X,JX,X,JX) = (X,X)?

Demonstracao. A demonstracao é imediata. O

Seja p um plano, i.e., um subespaco de dimensao 2 em V e seja X, Y
uma base ortonormal de p.
Sabe-se que K(p), que é definida como

K(p) = R(X,Y,X,Y)

depende apenas do ponto p e é independente da escolha da base ortonormal
de p.

Proposicao 3.5.4. Seja R um tensor satisfazendo a), b), ¢) e d).
Se K (p) = ¢ para todos os planos p que sao invariantes por J, entdo R = cR,.

Demonstragao. Um plano p é invariante por J se e s6 se {X, JX} é uma
base ortonormal para p, VX vector unitario em p.
A hipoétese é, entao, equivalente a

R(X,JX, X,JX)=c VX vector unitario em V

Pela proposigao anterior vem entao que R(X, JX, X, JX) = cRy(X, J X, X, JX),
VX € V. Aplicando a proposicao 3.5.2, conclui-se que R = cRy. O]

Para cada plano p no espaco tangente 7, M, a curvatura seccional K(p)
é definida por K(p) = R(X,Y,X,Y), onde {X,Y} & uma base ortonormal
para p.

Defini¢ao 3.5.5. Se p é invariante pela estrutura complexa J, entdo K (p)
¢ chamada a curvatura seccional holomorfa por p.
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Se p é invariante por J e X é um vector unitario em p, entao X, JX é
uma base ortonormal para p e, logo,

K(p) = R(X,JX, X, JX)

A proposicao 3.5.2 entao implica que as curvaturas seccionais holomorfas
K(p), Vp € T, M invariante por J, determinam o tensor curvatura riemanni-
ana R em .
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Capitulo 4

Teorema de Dajczer-Rodriguez

4.1 Curvatura de Subvariedades de Kahler

Seja M uma variedade de Kihler de dimensio complexa n+ p com estrutura
complexa J e métrica de Kéihler (-,-) e seja M uma subvariedade complexa
de M de dimensio complexa n. Entdao M é uma variedade de Kihler com a
estrutura complexa induzida J e métrica induzida (-, ).

Proposigao 4.1.1. Seja a a forma de Kahler de uma subvariedade compleza
M de uma variedade de Kdhler M. Entao

a(JX,)Y)=a(X,JY) = J(a(X,Y))
VX, Y campos vectoriais em M.

Demonstracio. Para a conexao de Kihler V de M e campos vectoriais X e

Y em M, escreve-se 3
VxY =VyxY +a(X,Y)

onde VxY é a componente tangencial e a(X,Y) a componente normal.
Sabe-se (do caso real) que VxY é a conexao riemanniana de M.

Tem-se 3
Vx(JY)=Vx(JY)+ a(X,JY)

onde JY também é um campo vectorial em M.
Como V é Kéhleriana, tem-se

Vx(JY) = J(VxY) = J(VxY)+ J(a(X,Y))
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Como ambos o0s espagos tangentes T, M e o espago normal T} M sao invari-
antes por J, obtém-se

1. Vx(JY) = J(VyY)
2. a(X,JY) = J(a(X,Y))

A primeira equacao reforca que V é kihleriana.
Da segunda equagao e da simetria de a(X,Y) em X e Y, tem-se

a(JX)Y)=aY,JX)=J(aY,X)) = J(a(X,Y))

Proposi¢ao 4.1.2. Seja M uma subvariedade compleza de uma variedade
de Kihler M com forma de Kdihler a.

Sejam R e R o0s campos tensoriais curvatura riemanniana de M e M, res-
pectivamente.

Entao:

R(X,JX,X,JX)=R(X,JX, X, JX) - 2(a(X, X), (X, X))
VX campo vectorial em M.
Demonstracao. Recorde-se a Equacao de Gauss:
RW,Z,X,Y)=RW,Z,X,Y)+ (a(X, 2),a(Y,W)) — (a(Y, Z),a(X,W))
Da equacao de Gauss e utilizando a proposicao anterior, vem entao:

R(X,JX,X,JX) = R(X,JX,X,JX)+ (a(X,JX),a(JX, X)) —
—(a(JX,JX), (X, X))
= R(X,JX,X,JX)+ (J(a(X, X)), J(a(X, X))) —
—(J(a(X, X)), a(X, X))
= R(X,JX,X,JX)+ (X, X),a(X, X)) + (a(X, X), a(X, X))
= R(X,JX,X,JX)+2(a(X, X),a(X, X))
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Com esta proposicao verifica-se que a curvatura seccional holomorfa de
M nao excede a do espaco ambiente M. Em particular, tem-se:

Proposicao 4.1.3. Seja M uma variedade de Kihler com curvatura seccio-
nal holomorfa nao positiva.

Entio qualquer subvariedade complexa M de M tem curvatura seccional ho-
lomorfa nao positiva.

4.2 Teorema de Dajczer-Rodriguez

Veja-se agora a demonstracao do teorema principal deste trabalho.

Considere-se CQY um espago forma complexo simplesmente conexo com
curvatura holomorfa constante c.

Teorema 4.2.1. Seja f: M*" — CQY, n > 2, uma imersdo isométrica de
uma variedade de Kdahler num espaco forma complexo de curvatura holomorfa
constante ¢ # 0. Se v(x) > 0 em todos os pontos, entio f é holomorfa.

Demonstracao. Pela equacao de Gauss, tem-se:

RIX,Y)Z = (R(X, Y)Z)T 4 (AX A AY)Z

Il
—
:Uz

T
X,Y)Z) +(AeY, Z) AX — (AX, Z) AY

';Uz
~

- ( Y)Z) 4 (a(Y.2).6) AX — (a(X, 2),€) AY
— <RXYZ T Aoy X — Aaix,2)Y (4.2.1)

VX,Y,Z € TM

Por outro lado, visto que CQY tem curvatura holomorfa constante ¢, R
satisfaz
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<R(X, Y)Z, W>

(W, X)(Z,Y) = (WY N(Z,X) + (W, TX)(Z, )~

>~ o

= (W, JYNZ, JX) +2W,JZ)(X, JY) (4.2.2)

Considere-se X € T,M e Y € A(z) (Y existe pois v(z) > 0).

Utilizando (4.2.1) e (4.2.2) e considerando que a(Y,Y) = o(X,Y) =0e¢

<(R(X,Y)Y)T,X> - <(R(X,Y)Y),X>—<(R(X,Y)Y)L,X>

- <(R(X, Y)Y), X>

tem-ge:
RXLYY.X) = (RXY)Y,X)
= i [<Yv YIX, X) — (X, V)2 +3(X, JY)?| (4.2.3)
Considere-se uma base ortonormal Y = Xy, ..., Xy,.

Considere-se S : T,M — T, M a aplicacio dada por S = 7o J, onde
7: T,CQN — T, M & a projecgao ortogonal.
Tendo em conta que (X1,Y) = (YY) = [Y|? =1e (X;,Y) =0Vj # 1,

tem-se:

Ric(Y) =

)
3

<.
Il

[
3

>0 Ti

>~ 0

S

R(X;, Y)Y, X; )

—_

(VYN X5) = (X5, Y)2 43X, TY )]

>~ o

7 =

2n 2n
D AKX =Y (X Y)Y 43 (X, wY)?
Lj=1 =1 g=1
i 2n

2n—1+3Y (X, SY)(SY, X;)

=1
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(4.2.1) e

= T[2n—1+3(SY,SY)]

(4.2.3),

4
- Z—i[Qn— 1+ 3|SY ] (4.2.4)
Visto que M?" ¢ variedade de Kihler e Y € A(x), tem-se, também de
2n
(R(X;,Y)JY, JX))

Ric(Y)

1

J

[
S

<1?2(Xj, Y)JY, JXj>

H

Z [ TX;, XNJIY,Y) — (JX;, YVJIY, X;) + (JX;, IX )TV, JY)—
. <JXj, TYVJIY, JX;) + 2(0X;, JIY (X, ]Y)}

- Z [ (JX;, X)a(Y,Y) +(X;, JYYJIY, X;) + (JX;, JX)(JY, JY)—
- <JXj, TYVIY, TX;) + 20X, JIY )X, jY)}

- Z [ X;, IV + (JX;, IXMIY, JY) = (JX;, JYWJTY, JX;)+
+2<JXj, JIVIX;, JY)

Z (X, JYVIY, X;) + (JX;, SX)JIY, SY) — (JX;, SY)JY, SX;)+

—|—2<JXJ, SIY)(X;, SY)]

2n 2n
2 (JY, JY) + (SY,JY) Y (SX;, JX;) — > (JX;, SY)JIY, SX;)+
j=1 j=1

2n
+2) (JX;, STY) (X, S5Y)

=1
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2n

C
= 7|1 (SY.TY) D (SX;, JX;) —

j=1
2n

+2 (JX;, SIYWJIX;, JSY)
j=1

2n

>0

=1
2n

>~ o

Jj=1

Juntando (4.2.4) e (4.2.5), tem-se:

2n

L+ (SY,JY)> (SX;, JX;) —

L+ (SY,JY) > (SX;, JX;) +

i(—(XmJSY))(—(SJY, X))+

j=1

(SJTY, JSY) + 2(JSY, SJY)

(SJY, JSY)

(4.2.5)

2n — 14 3|SY [ =1+ (SY,JY) Y (SX;, JX;) + (SJY, JSY)

Jj=1

Considere-se agora T' = JS. Entao tem-se:

ISY|>? = |JSY|* =|TY?
(SY,JY) = —(JSY,Y)=—(TV,Y)
2n 2n 2n
D ASX;IX) = =) (JSX;,Xj) = =) (TX;,X;) =—tT
j=1 j=1 j=1

(JSY,S8JY) = (TY,JJY)=—(JTY,JY) = —(STY,JY) = (T?Y,Y)

Donde a equagao acima, vem:

2n — 2+ 3|TY > = (TY,Y)tr T + (T?Y,Y) (4.2.6)
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Visto que |Y| =1 e T é composi¢ao de transformagoes ortogonais e uma
projecgao, tem-se |TY| < |Y|. Donde se obtém

Y| = ¢€[0,1]
(TY,Y)] < |TY|[Y[=¢
(YY) < [T*Y[Y|<|TY]=¢
2n 2n 2n
[T = | (TX;, Xp)| <> UTX;, X)) = (T, V)| + ) (TX;, X))
j=1 j=1 j=2
2n 2n
< TY[+) X[ <o+ X =p+2n—1
j=2 j=1
Consequentemente,
2n —2+3¢0> < ¢p(p+2n—1)+¢ (4.2.7)

ou, de forma equivalente,

¢* —np+n—1<0

Observe-se que, para n > 2, visto que ¢ € [0, 1], o primeiro membro é
nao negativo:
P?+nl—0)—1>¢*+2(1—¢)—1=¢*>—20+1=(¢—1)2>0

Das duas desigualdades vem entdo que ¢> —n¢ +n—1 =0, donde ¢ = 1
¢ a Unica solugao.

Entao, de (4.2.6) e (4.2.7), vem

2n+1=(TY,Y)tr T+ (T?*Y,Y) < 2n +1

Entao as desigualdades acima tém, necessariamente de ser igualdades.
Em particular tem-se [trT| = ¢ +2n — 1 = 2n.
Tem-se também (para Y € A(x)) (TY,T)| = |TY||Y| = 1. Para Z € At(x)
com |Z| =1, vem (TZ,Z)| < |TZ||Z]| < |Z|* = 1.
Como | tr T'| = 2n, vem, necessariamente, [(T'Z, Z)| = 1. Mais precisamente,
para tr’T" = 2n, todos os valores proprios tém de ser 1 e para tr'l" = —2n
tém todos de ser —1.
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Logo, T'= +1. Ou seja, por definicao de T, JrJ = +1.

Fazendo a identificagdo natural de T, M com df (z)(T, M) C Ty CQY,
vem

Jodf =dfoJ (4.2.8)

Pela proposicao 3.2.10, vem que f é holomorfa, como se queria ver. O

4.3 Corolario

Ficou assim visto que as imersoes isométricas de uma variedade de Kéhler
conexa numa variedade de curvatura holomorfa constante ¢ # 0 sao holo-
morfas. Para isso foi preciso apenas a condigao local v(z) > 0 V.

O caso ¢ = 0, que pode ser visto em [4], é tratado de forma diferente do
caso estudado aqui e, consequentemente, saia do ambito deste trabalho.

Uma aplicacao interessante e quase imediata do teorema é:

Coroléario 4.3.1. Seja [ : M*" — QN , n > 2 uma imersao isométrica de

uma variedade de Kdahler numa variedade real de curvatura seccional cons-
tante ¢ # 0. Entdo v(x) =0 em todos os pontos.

Demonstracdo. Componha-se f localmente com a inclusao de QY em CQY
que ¢é totalmente geodésica.

No teorema considerou-se v positivo e concluiu-se que o espago tangente a
imersdo ¢ invariante para J, em (4.2.8).

No entanto, neste caso, isso ndo é possivel pois f(M) estd contido numa
subvariedade real de CQY.

Logo v(x) = 0 em todos os pontos. O
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