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Resumo

O risco de longevidade é um fator de risco chave em muitos seguros de vida e produtos de pensdes. As
melhorias na longevidade tém impacto direto nas anuidades. Sendo a mortalidade um fenémeno
dindmico, este trabalho teve como objetivo obter um modelo capaz de gerar mualtiplas trajetorias, onde
as propriedades das mesmas fossem uma previsédo para o futuro do valor de um fundo com o intuito de
se conseguir atingir um bom aprovisionamento e uma boa gestdo de responsabilidades financeiras
futuras. Para o efeito, foi inicialmente construida uma tabua de mortalidade dindmica com dados
conhecidos através de um modelo simples para descrever as mudangas, ao longo de varios anos, da
mortalidade em funcdo de um Unico indice de tempo: 0 modelo Lee-Carter. Uma vez construida a tdbua
dindmica com dados conhecidos, foi possivel obter uma tdbua dindmica prolongada para o futuro para
cada cenario/trajetoria gerada por Monte Carlo e, desse modo, executar uma abordagem do calculo do
risco de longevidade alternativa ao recalculo da melhor estimativa das provisfes técnicas onde é
aplicado um choque nas probabilidades de morte que as reduz em 20%. Através desta simulacdo foram
obtidos 1000 cenarios possiveis de valores atuais de uma carteira com 30 pensionistas. No final, a
distribuicdo dos valores produzida pelos cenérios foi analisada através do Value at Risk, onde foram
obtidos valores de reserva de forma a garantir o pagamento de anuidades até a morte dos beneficiarios
tendo em conta a tendéncia de longo prazo das taxas de mortalidade onde o risco de longevidade esta
refletido. No final foram comparados os valores obtidos com os valores originais da carteira e com o
valor obtido aplicando-se o choque de 20% a probabilidade de morte.

Palavras-chave: Mortalidade; Longevidade; Tabua Dindmica; Carteira; Value at Risk.



Abstract

Longevity risk is a key risk factor in many life insurance and pension products. Improvements in
longevity have a direct impact on annuities. As mortality is a dynamic phenomenon, this work aimed to
identify mortality trajectory and project its future value for a given population, in order to achieve a
good provision and a good management of future financial responsibilities. With this in mind, a dynamic
mortality table with known data was built using a simple model to describe the changes over several
years of mortality according to one specific time index: the Lee & Carter model. Once the dynamic
mortality table with known data was created, it was possible to obtain a prolonged future dynamic table
for each scenario / trajectory generated by Monte Carlo and thus to measure the risk of longevity
alternative to the recalculation of the best estimate of technical provisions where it is applied a shock in
the death probability that reduces it by 20%. Through this simulation 1000 possible scenarios were
obtained and used to determine present values of a portfolio of 30 pensioners. In the end, the distribution
of values produced by those scenarios was analysed through Value at Risk, where reserve values were
obtained to ensure the payment of annuities until the beneficiaries' death, considering the long-term
trend of mortality rates where the longevity risk is reflected. In the end, the values obtained were
compared with the original values of the portfolio and the value obtained by applying the shock of 20%
to the probability of death.

Keywords: Mortality; Longevity; Dynamic Mortality Table; Scenario; Portfolio; Value at Risk.
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Introducéo

O aumento da esperanca de vida que se tem verificado nas Ultimas décadas é uma conquista significativa
para a sociedade. Costa (2017) indica que este aumento que tem vindo a ocorrer nos Ultimos anos é
consequéncia de mudancas sociais ocorridas nas Gltimas décadas, como avangos na medicina, maior
acesso a informacao e adocdo de habitos mais saudaveis das pessoas no seu dia-a-dia. De acordo com o
Instituto Nacional de Estatistica, entre 1970 e 2015 a esperanca de vida aos 65 anos (idade normal de
reforma) aumentou 5,8 anos, para 19,3 anos.

Para os fundos de pensdes, esta evolugdo traz consigo um crescimento da possibilidade de se ter que
pagar beneficios por periodos mais longos do que os originalmente previstos. Este facto define-se como
risco de longevidade. Trata-se de um risco de dificil determinacao.

De acordo com Bravo (2007), o risco de longevidade designa “o risco de desvios sistematicos da
mortalidade, face aos valores esperados (ou projetados), no sentido em que um individuo ou uma
populagdo sobrevivem sistematicamente para além do esperado.” E por esse motivo, nas sociedades
gestoras de fundos de pensdes, a identificagdo oportuna de possiveis desvios na hipdtese da tabua
mortalidade adotada na avaliagdo atuarial, assim como a criagdo de mecanismos de protecao contra este
risco, visam garantir a solvéncia e a manutencéao de beneficios de longo prazo.

As entidades gestoras dos fundos de pens6es devem escolher a tabua de mortalidade (também designada
por tabela de mortalidade) que melhor se adequa ao perfil da sua populacdo. Apesar de muitos anos ja
terem passado desde os primeiros estudos das tdbuas de mortalidade dindmicas, € observavel que as
empresas portuguesas continuam a usar maioritariamente a tdbua de mortalidade estatica francesa TV
73/77. Face a grande limitacdo da ndo inclusdo do aumento da longevidade da populagdo mundial no
uso das tabuas estaticas, a European Insurance and Occupational Pensions Authority (EIOPA) propds
gue em matéria de requisitos quantitativos se desenvolvesse uma ferramenta de supervisdo baseada nos
riscos: Holistic Balance Sheet. Esta abordagem sup@e o célculo de provisfes técnicas com base em
principios econdmicos e a determinagdo de um requisito de capital de solvéncia (SCR - Solvency Capital
Requirement) que permita a absorgdo de um elevado volume de perdas inesperadas para um dado
horizonte temporal. Foi desenvolvido em 2012 pela Comissdo Europeia um estudo de impacto
quantitativo da implementacdo desta abordagem. Neste estudo é apresentada uma formula padrédo que
inclui um submodulo para avaliacdo de risco de longevidade, na determinagcdo do SCR (SCR.7.28 das
especificagdes técnicas). A melhor estimativa das provisdes técnicas é ainda muito simplista na
avaliacdo do risco de longevidade uma vez que na férmula padrdo na determinacdo do SCR apenas é
aplicado um choque, que se traduz numa reducdo de 20% das probabilidades de morte para todas as
idades. Este recélculo da melhor estimativa das provisdes técnicas procura garantir a constituicdo de
niveis de solvéncia adequados face a possiveis cenarios suscetiveis de pér em causa 0 cumprimento das
responsabilidades.

Com este trabalho pretende-se construir uma tabua de mortalidade dindmica e apresentar uma
abordagem alternativa a proposta da formula padrdo para avaliacdo do risco de longevidade. Tem-se
como objetivo fundamental capturar de forma mais adequada a incerteza inerente as projecGes de
mortalidade.

O estudo esta dividido em 6 capitulos. No Capitulo 1 define-se e contextualiza-se o risco de longevidade
e mortalidade. No capitulo seguinte sdo apresentados instrumentos de mitigacéo do risco de longevidade
em alternativa a solucdo tradicional de resseguro. O capitulo 3 é dedicado a revisao da literatura mais
relevante no estudo da mortalidade e na construcdo de tabuas de mortalidade estaticas. No capitulo 4
apresenta-se 0 processo de construgdo de tdbuas de mortalidade dindmicas através do método Lee-



Carter. No capitulo 5 é estudado um caso concreto com um método especifico de avaliacdo do risco de
longevidade num portfolio de anuidades de um fundo de pensGes. No capitulo final sdo discutidas as
principais conclusoes.



1 - Risco de longevidade e risco de mortalidade

1.1 - Contextualizacao e definicao

Como Benjamim Franklin afirmava, nada ¢ mais certo neste mundo que a morte e 0s impostos. E certo
que a morte é inevitavel, mas podemos observar nas Ultimas décadas que é, em média, cada vez mais
tardia. Analisando os dados do Instituto Nacional de Estatistica, de 1970 a 2015 a esperanca de vida aos
65 anos teve um aumento notério de 5,8 anos, passando a 19,3 anos. Diferenciando este valor médio em
sexos, no sexo masculino o aumento foi de 5,2 e no sexo feminino foi de 6,1 anos , passando a valores
de 17,4 e 20,7 respetivamente.

Este aumento de esperanca média de vida foi uma conquista significativa e positiva da civilizacdo
moderna, trazendo consigo novos desafios em diversas areas do conhecimento humano e profundas
alterages tanto na esfera publica como privada. Este aumento de esperanca média de vida traduz-se
entdo num desafio para 0 mercado das seguradoras.

O risco de longevidade € um fator de risco chave em muitos seguros de vida e produtos de pensdes. As
melhorias na longevidade tém impacto direto nos precos de qualquer tipo de produto ligado a prestacdes
de longo prazo, nomeadamente as anuidades. O Conselho Econémico e Social (2018) refere que os
sistemas tradicionais de Seguranga Social do tipo pay-as-you-go estdo-se a tornar insustentaveis e
requerem determinados planos de acdo, como por exemplo, acréscimos nas taxas de contribuigdo,
reducdo das pensdes e um incremento da idade da reforma.

Face ao contexto, tem-se assistido a novos padrdes de comportamento como o0 aumento da poupanca de
privados para o periodo da reforma e o incentivo por parte dos Estados & alocagdo das poupancas para
esse periodo da vida. Todo este cenario leva a urgéncia de capturar de forma mais adequada a incerteza
inerente as projecdes de mortalidade e de encontrar solugcdes de mitigacdo deste risco nos mercados
financeiros.

Muitas vezes, as expressdes “risco de longevidade” ¢ “risco de mortalidade” sdo usadas de forma
indistinta; no entanto representam, na pratica, realidades distintas.

Citando Bravo (2007, p.5), enquanto a expressao “risco de longevidade denota coletivamente o risco de
desvios sistematicos da mortalidade face aos valores esperados (projetados), em particular que um
individuo ou uma populagdo sobrevivam sistematicamente para além do esperado, o termo risco de
mortalidade é usado, regra geral, para descrever o risco de que uma popula¢do viva, em termos
agregados, menos do que o esperado, i.e., que a mortalidade seja superior ao previsto”.

De facto, quando um plano de pensdes garante o pagamento de anuidades até a morte dos beneficiarios,
o facto de as duracdes dos beneficios virem a ser sistematicamente superiores as que estéo implicitas na
tabua de mortalidade utilizada nas avaliagdes atuariais, pode muitas vezes provocar um problema de
financiamento no longo prazo, existindo por consequéncia, a necessidade de um esfor¢o adicional de
contribuicdes por parte do(s) associado(s). (Pateiro, 2013)



2 - Instrumentos de Mitigacdo do Risco de Longevidade
2.1 - Definicéo

Existem varios acordos financeiros que permitem que os fundos de pensdes e as companhias de seguros
paguem ou protejam o risco de longevidade. Para aqueles que procuram reduzir a sua exposi¢ao ao risco
de longevidade, a solucdo tradicional é transferir o risco para entidades de seguros ou resseguros.
Existem vérios tipos diferentes de estruturas para estas solucdes.

Os métodos mais comuns para a transferéncia do risco de longevidade dos fundos de pens@es no setor
privado até ao momento eram as chamadas pensions buy-outs e buy-ins. O exemplo de uma empresa
privada que atua nessa area é a conhecida Willis Towers Watson. Ambas as solu¢des eliminam o risco
de longevidade, bem como o risco de investimento do fundo ou plano de pensdo, transferindo esses
riscos para uma seguradora ou resseguradora. Essas coberturas geralmente cobrem apenas os
pensionistas atuais e sdo especialmente atraentes para planos de pensédo de beneficio definido.

Numa pension buy-out, o fundo de pensdes passa todas as suas responsabilidades e ativos para um
fornecedor externo. Depois de concluido o contrato, a responsabilidade de fazer pagamentos aos
membros passa para o fornecedor removendo as responsabilidades com pensdes do balanco do anterior
responsavel.

Numa pension buy-in, o fundo de pensGes mantém os seus passivos e ativos e continua a ser responsavel
pelo pagamento dos beneficios de pensdes, contudo mantém-se também responsavel por esses mesmos
pagamentos com um fornecedor externo. Em troca de um prémio, o fornecedor garante completamente
ou parcialmente o passivo do plano de pensdes. A Pension Insurance Corporation plc, uma seguradora
especializada no Reino Unido nesta area, expfem que desta forma, o fundo de pensbes adquire um
contrato de anuidade com uma companhia de seguros e, desse modo, garante que 0s pagamentos de
anuidade coincidam com alguns ou todos os pagamentos de beneficios do plano de pensdo. *

De uma forma sucinta, numa pension buy-out ocorre transferéncia dos participantes para que recebam
seus beneficios por seguradoras, isolando o fundo de pensdo de qualquer risco enquanto que, numa
pension buy-in, o fundo de pensdo mantém o relacionamento com o participante, mas compra um seguro
contra riscos de demogréaficos e/ou financeiros.

2.2 - Natural hedging

O natural hedging refere-se a empresas que estdo expostas a aumentos e diminui¢des na mortalidade.
Uma vez que as hip6teses de melhoria a longo prazo sdo geralmente consideradas aplicaveis a toda a
populacdo, uma diminui¢do da mortalidade prejudicaré os produtos de rendas vitalicias e melhoraré a
rentabilidade dos produtos de seguros de vida tradicionais. Por outras palavras, se houver uma melhoria
na esperanca de vida, a seguradora pagara durante mais tempo as rendas vitalicias, mas em contrapartida
sera recompensada nos seguros em caso de morte. Devido a esse facto, as empresas com linhas de

! Fonte: https://www.pensioncorporation.com



negacios de vida e anuidade bem diversificadas apresentam menor exposicao global a mudancas diretas
na mortalidade. (Samuel H. Cox and Yijia Lin, 2004)

A capacidade de quantificar o risco de longevidade ainda é muito limitada para os mercados de seguros.
Esta limitacao tem sido estudada nos ultimos anos e surgiram diversas tentativas de transferir o risco de
longevidade para os mercados de capitais através de Q-Forwards, S-Forwards, Longevity Swaps e
Longevity Bonds.

2.3 - Q-Forwards

Em margo de 2007, a JPMorgan tentou impulsionar o desenvolvimento do mercado de derivados de
longevidade ao lancar a LifeMetrics, "um conjunto de ferramentas para medir e gerir o risco de
longevidade e mortalidade™ (Coughlan et al, 2007a).

O tipo mais simples de derivado de longevidade e mortalidade é um contrato de taxa de mortalidade a
prazo, chamado "g-forward". E assim chamado porque a letra "g" é o simbolo usado pelos atuarios para
indicar as taxas de mortalidade.

Um g-forward é descrito como sendo um acordo entre duas partes para trocar numa data futura (na
maturidade do contrato) um montante proporcional a taxa de mortalidade realizada de uma determinada
populacdo (ou subpopulagdo), em troca de uma quantidade proporcional a uma mortalidade fixa, taxa
que foi mutuamente acordada no inicio. (Coughlan et al, 2007b). Por outras palavras, um g-forward é
um swap de cupdo zero que troca a mortalidade fixa pela mortalidade realizada na maturidade. Esta
explicagdo encontra-se ilustrada na figura 1.

Notional x Fixed Aggregate Mortality Rate

Longevity Longevity
Protection Seller Protection Buyer
(Fixed rate payer) (Floating rate payer)

Notional x Realised Aggregate Mortality Rate

Figura 1 Um g-forward troca uma taxa fixa de mortalidade por uma taxa de mortalidade realizada no vencimento do contrato.

A liguidacdo que ocorre no vencimento é baseada no capital nocional a pagar e é proporcional a
diferenca entre a taxa de mortalidade fixa (a taxa de transacao negociada) e a taxa de referéncia realizada.

Este instrumento permitiria entdo que um fundo de pensdes cobrisse o risco de longevidade dos seus
passivos, através da entrada de planos de pensBes em carteiras de contratos de g-forward, onde paga
uma quantidade proporcional a taxa de mortalidade realizada e recebe uma quantidade proporcional a
taxa de mortalidade fixa. Em simula, a contraparte que efetua o hedging do risco de longevidade, isto



é, o fundo de pensoes, paga a cobertura flutuante e recebe a cobertura fixa. Esta carteira envolveria g-
forwards referenciando homens e mulheres com diferentes idades e vencimentos.

2.4 - S-Forwards

Os S-Forwards definem-se como contratos vinculados as taxas de sobrevivéncia de uma determinada
populagdo. De acordo com Levantesi e Menzietti (2017), um S-forward € um acordo entre duas partes
para trocar numa data futura (na maturidade do contrato) um montante resultante da taxa de
sobrevivéncia real de uma determinada populacéo e da taxa de sobrevivéncia acordada e fixa no inicio
do contrato. A contraparte que efetua hedging do risco de longevidade recebe a cobertura flutuante e
paga a taxa de sobrevivéncia acordada e fixa.

2.5 - Longevity swap

Num Longevity Swap “as partes envolvidas acordam trocar os cash-flows baseados na diferenga entre a
taxa de sobrevivéncia expectavel (fixada inicialmente) e a taxa de sobrevivéncia real de uma
determinada populagdo ao longo do contrato.” (Westland, 2009, p.17)

Existem dois tipos de Longevity Swaps: Index-based swaps e Indemnity-based swaps. Para ambos, 0
administrador do fundo de pensdes faz periodicamente pagamentos pré-determinados antecipados a
contraparte com base nos pagamentos de beneficios esperados aos beneficiarios. Em contrapartida, a
contraparte faz pagamentos de volta ao administrador. Para contratos baseados em indemnizagdes, a
contraparte fornece ao administrador pagamentos regulares flutuantes com base na experiéncia real de
mortalidade do plano de pensdo. Alternativamente, para contratos ligados a performance de um indice
de mortalidade (e.g. JPMorgan / LLMA Lifemetrix, Deutsche Borse Xpect Indices), 0os pagamentos sdo
baseados num indice de mortalidade acordado. (Morneau Shepell)

2.6 - Longevity bonds

As obrigagdes de longevidade s&o titulos de investimento que pagam apenas cupdes ligados a um indice
de sobrevivéncia de uma determinada coorte?. Sempre que morrem individuos da coorte selecionada o
indice desce e, consequentemente, 0 montante dos cupbes desce.

Por exemplo, se uma obrigacéo de longevidade é baseada na sobrevivéncia de uma coorte de homens
com 65 anos no momento da emissao da obrigacdo, o cupdo pagavel em 10 anos dependera da propor¢édo
de homens de 65 anos que sobreviverdo até aos 75 anos. Os compradores da obrigagdo receberdo um
cupdo maior se as melhorias na mortalidade tiverem sido superiores ao esperado.

A primeira emisséo de uma longevity bond foi realizada pelo European Investment Bank (EIB) em
cooperagdo com o Banco BNP Paribas e a empresa de resseguro PartnerRe, em novembro de 2004. A

2 Coorte é um conjunto de pessoas que tem em comum um evento que se deu no mesmo periodo; exemplo: coorte de pessoas
que nasceram entre 1960 e 1970; coorte de mulheres casadas entre 1990 e 2000; coorte de vitimas do terremoto do Haiti.
(Wikipédia)



proposta da emissdo foi de 540 milhdes e com uma maturidade de 25 anos. No entanto, a emissdo foi
um grande insucesso por diversas razdes, tais como: o elevado montante de capital requerido
comparativamente a reducdo de risco gerado, potenciais hedgers acharam o risco que ainda restava
muito alto relativamente ao preco e uma obrigacdo com duragéo de 25 anos, foi considerada insuficiente
para o hedge pretendido (Blake et al, 2006).



3- Tabuas estaticas de mortalidade

3.1 - Tabuas de mortalidade

No contexto atuarial, a modelacdo do risco de morte de uma popula¢do num determinado momento é
dada a partir de tabuas de mortalidade ou de sobrevivéncia. Uma tabua de mortalidade é um instrumento
que permite determinar as probabilidades de vida e de morte de individuos de uma determinada
populagdo no tempo, de acordo com a idade dos individuos. Este instrumento permite também avaliar o
fenémeno da longevidade de uma populacédo e efetuar inferéncias sobre a sua evolugdo ao longo do
tempo. A obra “Natural and Political Observations Made upon the Bill of Mortality”, publicada por John
Graunt em 1662, foi responsavel pelo primeiro tratamento estatistico sobre dados demogréaficos e onde
foi construida a primeira tdbua de mortalidade. (Bravo, 2007) Apesar de apresentar algumas fragilidades
metodoldgicas, 0 seu trabalho pioneiro despoletou mdaltiplas investigacBes em varios dominios da
demografia e conduziu a criagdo de organismos estatisticos governamentais.

Em 1693, Edmund Halley, um astronomo real britanico, publica oficialmente, a partir de nimeros de
oObitos classificados por causa de morte, uma das primeiras tdbuas de mortalidade conhecidas. Os dados
foram observados na cidade polaca de Breslau, entre 1687 e 1691. A metodologia que o astronomo
utilizou na construcdo da tdbua de mortalidade tinha como premissa que a populagdo tinha uma taxa de
crescimento populacional nula. (Bravo, 2007)

Bravo (2007, p.27) afirma também que a “primeira tabua de vida que utilizou conceitos estritamente
atuariais foi construida em 1815 por Milne”. E foi esta que foi considerada “cientificamente correta,
apoiada em populagdo e obitos classificados por idade de duas paroquias da cidade britanica de Carlisle,
para o periodo 1779-1787.”

As tabuas de mortalidade oferecem a descricdo da mortalidade dos sobreviventes a cada idade em cada
geracdo. Estas tdbuas devem ser diferenciadas de acordo com as caracteristicas da popula¢do em estudo:
sexo, idade, profissdo, tipo de seguro ou cobertura. Se a tabua for indexada a um determinado ano
cronoldgico, podera ser levada em consideracdo a amplitude de idades possibilitando-se assim a
distingdo das seguintes tabuas:

Téabuas contemporaneas (transversais ou de momento): baseada na analise de uma geracéo ficticia que
é sujeita a condicdes de mortalidade observadas num determinado momento.

Tabuas geracionais: baseia-se no calculo das taxas de mortalidade averbadas por uma mesma geracao,
ou seja, por individuos nascidos no mesmo ano.

Este capitulo esta dividido em cinco secgdes, sendo a primeira esta introdugdo. Na seccdo 2 ira definir-
se 0 modelo probabilistico para a descri¢do da duracdo da vida humana. Na sec¢do 3 tem-se como
principal objetivo definir, de forma sucinta, as funcdes inerentes a construcdo de uma tabua de
mortalidade. A seccdo 4 trata de uma descrigéo da forga de mortalidade e, por fim, na seccdo 5 apresenta-
se um breve resumo das leis de mortalidade.



3.2 - Modelos Probabilisticos para a Descri¢cdo da Duracdo da Vida Humana

3.2.1 - Andlise da Sobrevivéncia

O tempo que decorre entre a idade de um individuo num dado momento e 0 momento da sua morte é
modelado através de um conjunto de funcgdes: fungéo de densidade, fungdo de distribuicdo, funcéo de
sobrevivéncia, entre outras.

E a partir da funcéo de sobrevivéncia que é construida uma tabua de mortalidade.

Designamos por T a varidvel aleatdria positiva que representa a duracdo de vida de um individuo
pertencente a uma dada populacdo de referéncia. Definimos de seguida uma sequéncia de varidveis
aleatorias {T,:x = 1,2,...,w } onde w tem o significado de “idade extrema” — “por idade extrema
entende-se a idade em que ndo é admitida a hipotese de sobrevivéncia do individuo” e T, simboliza a
vida residual de um individuo que atinge a idade x, isto é, um sobrevivente a idade x falecera a idade
x + T, .E asua probabilidade de viver t anos aumenta com a idade por este alcancada:

P(T, >t) = P[T > x + t|T > x] (1)

Entdo, por definigdo, P(T, >t) = P[T —x > t|T > x], a fungdo de probabilidade acumulada T, é
designada por F,(t), e é dada por:

S+ N @)

E@)=P(T, <t)=P{T<x+tIT>x}=1 S0 t>

onde S(x) representa a probabilidade de um individuo, & nascenca, sobreviver pelo menos x anos. A
funcdo S(x) dada através de F,(x)- que se define como sendo a probabilidade de um individuo recém-
nascido perecer antes de atingir 0s X anos:

SE) = 1-F&=PTyz2x), x=0 ©)

A fungdo S(x) é complementar & F(x), é decrescente (isto é, S(x;) = S(x;),x; < x;) e satisfaz a
condicdo S(0) = 1.

3.2.2 - Probabilidade de Morte e Sobrevivéncia

E através das funcdes F, ou S que sio calculadas as probabilidades de morte ou de sobrevivéncia de um
individuo. Designa-se por ;p, a probabilidade de uma pessoa de idade x atingir (viva) a idade x + ¢t e
por .q, a probabilidade de uma pessoa de idade x morrer antes de atingir a idade x + t.

Pode-se entdo expressar as probabilidades condicionais baseadas na fungdo de sobrevivéncia, tal como
representado a seguir:

_ x+tPo _ S(X + t) (4)
tPx = =
xPo S(x)




_ S(x+1t) 5)
t9x = _W

E importante referir que, caso t=1, por convencdo o prefixo na simbologia é excluido, denotando-se
apenas como p, e q,. Tem-se, também, que op, = 1€ (q, = 0.

3.3 - Funcdes da tdbua de mortalidade

Uma Tabua de Mortalidade é a forma conveniente, pratica e de facil interpretacdo de representar o
modelo supra descrito.

Imaginemos uma coorte de [, de individuos recém-nascidos no mesmo ano. O valor de [, é chamado
de radix (ou raiz) da tdbua e toma geralmente valores como 100 000 ou 1 000 000, de forma a simplificar
a informacdo presente na tabua. Como se trata de uma coorte fechada (isto é, ndo sdo admitidos novos
nascimentos e ndo sdo observados fendmenos de emigragcdo ou imigragdo) s6 com o falecimento é
possivel deixar de fazer parte desta geracdo. E através da diminuicdo gradual da dimens&o da coorte
(devido & morte dos membros) que é exequivel entdo a construcdo da tdbua de mortalidade geracional.
Por outras palavras, uma tdbua de mortalidade é uma tabulac¢do da fun¢do [,, para x = 0,1,2,3, ... w.
Interpretando o conceito de [, temos que, parax = 0,1, ..., w — 1:

Lev1 = LDy (6)

Ou, de outra maneira, I, = ly,po. Dando uso a regra da multiplicacdo para as probabilidades de
AN A ; X Lest ;
sobrevivéncia chega-se a seguinte expressdo: (p, = - Desta forma, podemos determinar os valores

X

de p, e, naturalmente, de .q,, que sdo fungdes bidimensionais, tendo conhecimento apenas dos
valores da fungdo unidimensional L.

Para uma analise mais detalhada de outras fun¢Ges da tabua de mortalidade, recomenda-se a leitura de
Pereira (2013).

3.4 - A forca da mortalidade pix

A forca da mortalidade P, muitas vezes designada por taxa instantdnea de mortalidade ou por
intensidade instantanea de transicdo do estado vivo para o estado morto, corresponde a probabilidade de
uma pessoa de idade x morrer entre as idades x e z, dado o espago de tempo entre z e x tender a zero,
definindo-se pelo limite:

We=lim 2% com h>0 ()
h-0 h
Pela definicdo, prova-se que:
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. P[t<T,<t+At|T,>t
L= lim [E<Ty |Tx>t] (8)
At—0t At

Entéo,
limh—qx = lim S®-Sx+h
h=0 h  h-0 hS(x)
B 1 Sx+h)-Sx) d log S x — S'(x) 9)
~ TS0 oo h ~dx BT T

L difere de g, uma vez que a primeira € uma medida relativa da mortalidade no exato momento em que
a idade x é atingida, e a segunda mede a mortalidade ao longo de um ano (i.e., variando a idade entre x
ex+1).

3.5 - Leis da Mortalidade

Atuérios e demdgrafos sempre pensaram em descrever a mortalidade através de uma férmula, pois a
partir desta, pode ser possivel descrever cada variavel do modelo probabilistico da mortalidade através
da forca de mortalidade.

Bowers et al (1997, p.77) afirma que existem trés principais motivos para se usar uma forma analitica
da fungdo de sobrevivéncia ou mortalidade: o primeiro é filosofico, pois alguns autores, utilizando
argumentos bioldgicos, sugerem que a sobrevivéncia humana é governada por uma “lei” universal
simples, isto €, por formulas simples. O segundo, de ordem pratica, é sustentado por alguns autores que
afirmam que com a utilizacao das leis de mortalidade é mais simples de comunicar uma fungdo com
poucos parametros do que uma tabua de mortalidade com talvez 100 parametros ou probabilidades de
mortalidade e o terceiro motivo trata-se da facilidade na estimag&o de poucos parametros da funcéo para
dados de mortalidade.

E na primeira metade o século XVIII que se inicia a investigacao sobre as leis de mortalidade. Até ao
presente foram desenvolvidos varios modelos que podem ser distinguidos segundo diversos critérios. O
primeiro critério divide os modelos em explicativos, isto é, modelos que sugerem um mecanismo
tedricos para explicar a mortalidade, e modelos descritivos, ou seja, modelos que ajustam o0s dados num
determinado momento do tempo e para um dado intervalo de idades. Um segundo critério distingue o0s
modelos de acordo com o nimero de parametros que incorporam. E finalmente, um terceiro que permite
diferenciar entre leis que cobrem a totalidade do espectro da vida humana e leis que se reportam apenas
a idades selecionadas.

Para uma analise mais detalhada de alguns destes tipos de modelos recomenda-se a leitura de Bravo
(2007).
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4 - Tadbuas Dinamicas de Mortalidade

4.1 - Introducdo

A mortalidade assume-se hoje como um fendmeno dindmico, e por essa razdo, comeca a existir a
necessidade de identificar a sua trajetoria e de projetar com exatiddo o seu valor futuro, para que se
consiga atingir um bom aprovisionamento e uma boa gestdo de responsabilidades financeiras futuras
com os sistemas de seguranca e protecdo social. Foi devido a essa necessidade que comecaram a ser
desenvolvidos modelos de projecdo adequados que conduzem a construcdo de tdbuas de mortalidade
geracionais.

Estas tadbuas sdo identificadas como uma importante ferramenta para uso, por exemplo, no campo
atuarial na quantificacdo e controlo do risco de longevidade. A exatiddo na construcdo destas tabuas €
um dos maiores desafios da demografia da ciéncia atuarial.

Esta construgdo pode ser dividida na construcéo de duas tabuas:

1. Tébua referente ao passado — interpretada como um simples problema de graduacéo, cuja
metodologia passa por ajustar um modelo aos dados disponiveis.

2. Tabua referente ao futuro — trata-se de uma construcéo para anos civis futuros, muitas vezes
referida como tabua projetada, uma vez que a sua constru¢do consiste num problema de
previsao.

Na seccdo 4.2 iremos focar-nos na primeira construgdo (tabua referente ao passado), uma vez que, para
se estudar o problema da previsdo de mortalidade, é sempre necessaria a tabua de mortalidade para os
dados do passado. Na seccdo 4.3 iremos proceder a explicacdo da segunda parte da construcdo de uma
tdbua dindmica (tabua projetada). E por fim, na secgdo 4.4 ird abordar-se 0 método que iré ser utilizado
na projecdo de mortalidade: o método Lee-Carter.

4.2 - Abordagem dinamica

4.2.1 - Construcédo da Tabua de Mortalidade

Para a construcdo de uma tabua de mortalidade sobre anos civis procede-se do seguinte modo (Pereira,
2013):

1°. Recolha dos dados estatisticos de base, avaliacdo da sua qualidade e analise das
principais tendéncias;

2°. Estimagéo dos quocientes brutos de mortalidade;

3°. Graduagdo dos quocientes brutos de mortalidade e aplicacdo de métodos de fecho da
tabua — esta fase € opcional;

4°, Célculo das restantes funcdes da tabua de mortalidade.

A primeira fase é comum a qualquer estudo estatistico e a Ultima fase esta, de forma breve, explicada
na seccdo anterior. A segunda fase ird ser abordada na préxima secgdo 4.2.2., onde véo ser descritas as
trés abordagens distintas que permitem efetuar a medicao da mortalidade, que, nesta situacéo, é feita por
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idade, por tempo e por geracdo e os resultados obtidos permitem construir tabuas de mortalidade
dindmicas.

4.2.2 - Diagrama de Lexis e calculo das estimativas brutas dos quocientes de mortalidade

Existem trés formas diferentes de o tempo intervir num estudo sobre a mortalidade: o ano em que o
individuo nasce, 0 seu ano de ébito e a idade com que falece. Podem assim serem definidas trés
coordenadas que permitem caracterizar um evento demografico:

1. A dataem que este se produz;
2. ldade do individuo quando se produz o evento;
3. Assua idade de nascimento.

Embora estas trés coordenadas sejam redundantes, é necessario que duas delas se registem, para se
determinar a terceira. Para representar graficamente esta ideia, em meados de 1875, Wilheim Lexis
introduz o chamado diagrama de Lexis.

Este diagrama procura representar a intervencdo do tempo em qualquer acontecimento demografico.
Bravo (2007) define este diagrama como “um sistema de eixos retangulares que permite precisar a forma
como se combinam as trés coordenadas temporais na representacdo grafica dos acontecimentos
demograficos”. Representa-se por um conjunto de paralelas a dois eixos perpendiculares:

- Eixo das abcissas — regista-se o tempo ou as datas de observacado das varidveis, habitualmente um ano
coincidente com o ano civil,

- Eixos das ordenadas — inscrevem-se a idade dos individuos ou a duragdo do acontecimento, em anos.

Cada acontecimento demogréfico, isto é, Obitos neste contexto, é representado por um ponto de
coordenadas data e idade do respetivo individuo, como no exemplo seguinte:

Idade
N\
B C
x+1
Xo F:l
A Dy
x =
- > Tempo
t—x—1 t—x to t t+1

Figura 2 Diagrama de Lexis - Obitos registados & idade x no ano t
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As diagonais no grafico representado limitam as linhas de vida dos individuos nascidos no mesmo ano,
ou seja, que fazem parte da mesma geracao®.

Na figura 2, esté representada a linha de um individuo que nasce no tempo t, e morre quando atinge a
idade x,, no tempo t,. Note-se que a linha termina quando se da o acontecimento da sua morte.

Na mesma figura estdo representadas retas que nos ajudam no estudo dos acontecimentos de morte dos
individuos. Note-se por exemplo gue, no caso de considerarmos os individuos cujo 6bito se situa no
quadrado ABCD, as linhas de sobrevivéncia, provenientes de diferentes geragdes que acabem no
segmento de reta AB, significam que esses mesmos individuos faleceram entre a idade x e x + 1, no
instante t. O segmento AD ¢ intersetado por linhas de vida dos individuos que no ano t faleceram no
xSt anijversério, ou seja, é intersetado por individuos originérios da geragdo t — x, cuja sua linha de
sobrevivéncia terminou na linha AD. Por outras palavras, se a linha de sobrevivéncia ndo continuar
depois de atravessar o referido segmento, a sua vida terd terminado quando completaram a idade x.
(Neste caso, 0 ponto que marca esse acontecimento é o ponto A).

Ainda na figura 2 é possivel identificar o nimero de 6bitos localizados nas células delimitadas por um
sistema. No caso acima representado o sistema podera ser o quadrado circunscrito pelas coordenadas
ABCD, ou pelos tridngulos ABC e ACD demarcados pelas diagonais.

No sistema representado através do quadrado delimitado pelas coordenadas ABCD encontram-se, ao
longo de um ano, registados d, . 6bitos entre os individuos com x anos inteiros vividos provenientes de
duas geracOes distintas, t —x e t —x — 1, e correspondem as linhas de vida que terminaram, nos
triangulos inferior e superior (ACD e ABC).

Idade
N
B
x+1 ¢
A D
x
2> Tempo
t—x t—x+1 t t+1 t+2

Figura 3 Diagrama de Lexis - Exemplo de linha de sobrevivéncia de um individuo que termina
dentro da area do quadrado ABCD

A razdo para esta decomposicéo centra-se na existéncia de obitos em diferentes geragOes. Define-se P, ¢,
como sendo o nimero de sobreviventes de idade x no instante ¢, e d, ;, como 0 nimero de Obitos, no
decurso do ano t, de individuos com idade x. Temos que destes 6bitos, uma parte pertence a geragdo

* Uma geracéo é formada por membros de um determinado grupo etéario. Cada individuo fara parte de
Varios grupos etarios (e, portanto, de vérias gerac6es) ao longo da sua vida.
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g—1=t—x—1, representados por d}c’,t’g_l, e a outra parte pertence a geracdo g =t — x,
representada por d t,g- Assim sendo, assumindo a hipétese da forga de mortalidade constante, tem-se:

L U
~ Dxt _ dx,t,g—l + dx,t,g

mx't = - 1 1
ETRy; 5 [Px,t + Px,t+1] + 6 [d;lé_t,g—l + d’lclrt'g]

(10)

As estimativas dos quocientes de mortalidade q, . correspondentes sdo calculadas convertendo a
expressao acima em probabilidades de ébito, sob a hipotese de reparticdo uniforme de dbitos durante o
ano, isto é:

e 1 (11)

q s ——————COM «a = -
Txt, 14+ (1— ) Py ¢ Xt T o

onde a, . denota o numero médio de anos vividos no intervalo [x, x + 1) pelos individuos que falecem
a idade x no momento t. No caso do paralelogramo ABCD representado na figura 4, a probabilidade de
Obito no intervalo [x, x + 1), §y,. 4 , € estimada de forma direta:

Al gt dlag (12)
Py + daLc,t,g

Ux,e.g

Neste caso, Pereira (2013) mostra que a estimativa de 7, € dada por:
Dyt dirg + dirr1g (13)

- 1
Prti1+3 [dh g + dlerigl

~

Mt = ETR,,

Idade

x+1

> Tempo
t—x t—x+1 t t+1 t+2

Figura 4 Diagrama de Lexis - Obitos registados & idade x para a geragdo t-x

Como alternativa ao método indicado acima, existe 0 método dos quocientes parciais de Vallin (1973),
que consiste na estimagdo dos quocientes de mortalidade parciais para os tridngulos inferior e superior
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da figura 3. Neste método, a estimativa dos ébitos ocorridos dentro do paralelogramo ABCD
representado na figura 4 é dado por:

q\x,-,g =1- (1 - q\x,t,g)(l - q\x,t+1,g) (14)

Caso a nossa intencao fosse isolar o numero de 6bitos registados num unico ano de individuos oriundos
de uma Unica geracdo, como se observa no paralelogramo ABCD da figura 5, este método poderia ser
igualmente utilizado. Neste caso seria dado por:

q\-,t,g =1- (1 - El\x,t,g)(l - q\x—l,t,g) (15)

Este método e também utilizado para calcular os quocientes de mortalidade g, .. relativos ao quadrado
ABCD representado no diagrama representado na figura 2 é dada por:

Qxte = 1- (1 - Qx,t,g)(l - Qx,t,g—l) (16)
Idade
N
B
x+1
D Cc
x
x-1 A
> Tempo
t—x t—x+1 t t+1 t+2

Figura 5 Diagrama de Lexis - Obitos registados no ano t para a geraco t-x

A selecdo do método a adotar para se obter os quocientes ou taxas de mortalidade depende dos dados
disponiveis e, como referido anteriormente, do objetivo a perseguir com o estudo. Para um estudo
periodico, em que o objetivo é isolar as condigdes registadas num Gnico ano civil, as configuragcdes mais
adequadas serdo, a partida, a figura 3 e a figura 5. Contudo, possiveis oscilagdes entre anos consecutivos
podem provocar efeitos significativos sobre a mortalidade, o que torna esta configuracdo ndo decisiva.
Porém, para o caso de o objetivo ser um estudo que incida sobre a analise da evolucdo temporal da
mortalidade, a configuracdo mais adequada sera a figura 4, uma vez que considera essas possiveis
oscilagdes em dois anos consecutivos.
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4.2.3 - Graduacao

A graduacdo consiste no alisamento de estimativas brutas. Este processo permite eliminar ou reduzir
variacGes no perfil etario das fungBes da tabua de mortalidade. Inclui um conjunto de principios e
métodos que, com base num conjunto de probabilidades brutas, permite efetuar um ajuste de modo a
fornecer uma base adequada para a realizacdo de inferéncia estatistica e realizacao de calculos aplicados.
Assim sendo, quando se aplica 0 método paramétrico de graduacdo a uma tabua, deve-se ter em conta
se pretendemos dar um maior peso ao ajustamento ou a interpretacdo dos dados. O método efetua-se em
trés fases (Carvalho, 2013):

1° fase — Estimacdo dos quocientes de mortalidade g,., num intervalo de idades considerado.
2° fase — Estimativas brutas dos parametros
3° fase — Suavizacdo

Antecedente ao uso do método de graduacdo importa perceber se 0 nosso objetivo durante um
determinado estudo é dar um peso maior ao ajustamento ou a interpretabilidade dos dados, uma vez que
uma tabua graduada implica perda de informacao (Pereira,2013).

4.3 - Métodos de projecdo de mortalidade

Existe uma vasta e diferenciada literatura sobre métodos de projecdo da mortalidade. Nesta seccéo irdo
ser abordados de forma sintética as trés abordagens esséncias na previsdo de mortalidade: abordagem
da expectativa, explicativa e extrapolativa (Booth & Tickle, 2008).

4.3.1 - Expectation

Este método ¢é realizado por peritos que estudam o comportamento da populacao, através da utilizacdo
de informagdes epidemioldgicas, demograficas ou outros conhecimentos relevantes de uma forma
qualitativa. Como se trata de um método baseado em perspetivas, tem a desvantagem de ser subjetivo.

4.3.2 - Explanation

Este método consiste em tentar explicar a mortalidade subdividindo-a por causa de morte a fim de
investigar a estrutura da mortalidade, bem como a identificacio de fatores de risco. E realizada através
de conhecimentos biomédicos e informacfes sobre alteracdes ambientais e as suas influéncias na
mortalidade. Trata-se ainda de um método em desenvolvimento e por isso, muitas relagdes entre fatores
de risco e mortalidade ainda estio por descobrir.
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4.3.3 - Extrapolation

Segundo Booth (2006) os métodos extrapolativos sdo os mais frequentemente usados nas previsdes
demogréficas. E um método que segue como premissa que o futuro sera a continuagio do passado.
Apresenta uma certa fragilidade uma vez que ndo tem em conta alteracGes na tendéncia e mudancas
estruturais que podem ocorrer, tais como: a evolucdo de estilos de vida, da medicina e alteracdes
macroeconomicas. A metodologia ARIMA de Box-Jenkins, que ira ser abordada na seccdo seguinte, é
um exemplo deste tipo de método.

4.4 - Método Lee-Carter

4.4.1 - Modelo

Lee & Carter (1992) propds um modelo simples para descrever as mudancas no longo prazo da
mortalidade em fungdo de um unico indice de tempo. Muitos autores referem-no como um método
extrapolativo, ou seja, tem em conta os valores dos niveis de mortalidade do passado para conseguir
prever o futuro.

Este modelo considera uma representagéo log-bilinear das taxas de mortalidade central m,, :

In(my,) = ay + Bk + & 0UmM, = e %xtBxketexs an

comx = {xq, Xy, ., Xp}, t = {t1, ty, oo, ti}

Para a estimacgdo dos parametros do modelo, a,, B8, € k; € fundamental ter ao dispor um conjunto de
tabuas de mortalidade, de modo a conseguir-se obter as taxas centrais de mortalidade m, .. Para tal,
necessita-se da informacdo do nimero de mortes ao ano e a quantidade central de expostos ao risco
avaliados no meio do ano. A taxa central de mortalidade é calculada da seguinte forma:

4 (18)

em que:
d,. = namero esperado de mortes de individuos com idade x;
L, = quantidade de pessoas expostas ao risco de morte no meio do ano.

Assim, com base na matriz de taxas centrais de mortalidade segregada por ano (t) e por idade (x), pode-
se ajustar o modelo demografico a matriz dos dados.

Este modelo é ajustado pelo método dos minimos quadrados (OLS) e contém pardmetros de facil
interpretacdo:

a, — E 0 padréo etério das taxas de mortalidade logaritmicas ao longo dos anos, isto é, descreve o nivel
médio das taxas de mortalidade no tempo, por idade.
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k. — E o indice de nivel geral da mortalidade no ano t, ou seja, descreve as tendéncias temporais do nivel
de mortalidade.

B, — Representa a variagdo que ocorre nas taxas de mortalidade logaritmicas em cada idade x, quando
a tendéncia temporal da mortalidade varia, isto é, quando k; varia:
din(my,)  dk (19)
ac "*dt

Este pardmetro pode tomar valores negativos em certas idades x, indicando assim, que as mortalidades
em algumas dessas idades tendem a subir quando cai noutras.

&x,c — Termo aleatdrio que representa os erros homocedasticos centrados (&, ~N (0, a2)), isto é, com

média zero e variancia o2 que reflecte a influéncia particular histdrica por idade especifica ndo capturada
pelo modelo.

Para evitar que o modelo tenha infinitas solugdes, Lee e Carter (1992) sugeriram duas restri¢oes:

x min t max
> b=t > k=0 (20)
xX=x max t=t min

Desta forma, 0 modelo passa a ter uma solugdo Unica. Estas condigdes implicam que o parametro a,,
pode ser estimado através da media empirica da taxa de mortalidade ao longo do tempo do perfil etério
de cada grupo x a x + n:

==X, In(my)come =ty t; +1,..mt; +h—1=ty, ondeh=t, —t; +1 (4)

Entdo, estimado o a,., 0 modelo pode ser reescrito em termos da taxa de mortalidade média logaritmica:
My = Ln(m,) — a, (Girosi & King, 2007).

Uma vez que no modelo Lee-Carter € assumido que a distribuicéo de &, . € normalmente distribuida,
pode ser obtida a equacgéo 21:

ﬁx,tNN(#x,t' 02) (21)
E(fﬁx,t) = Uyt = Bkt

O modelo Lee-Carter pode ser descrito entdo pela matriz, no qual sdo organizadas as taxas centrais de
mortalidade, por idade e ano:

1990 1991 1992 1994
[ Moo Mp1 Moz = Mor]
Mo M1 Mz . Myr
Fi . = Mso M5y Mg ... Mgy
Xt = |~ I’ I’ .
Mio00 Mi01 Mi02 - Maor
[ Mgo,0 Mgo1 Msgo2 .- Msgo,rd
k1990 k1991 k1992 k1994
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onde x representa a idade inicial dos grupos etérios e t, 0s anos até T.

Os parametros do modelo sdo estimados pelo método de minimos quadrados, obtidos através da
aplicacdo do método de decomposicdo em valores singulares (SVD), onde é aplicado a matriz dos
logaritmos das taxas depois de Ihe ser deduzida a média temporal do logaritmo das taxas de mortalidade
especificas por idade, isto €, a matriz Ln(m,.) — a,. Produz-se assim uma decomposi¢éo
ULV’=LUyVi1 + -+ LxU,xVix, Onde U representa a componente da idade; V representa a
componente do tempo, isto é, 0 ano; e o L representa os respetivos valores singulares. A partir deste
método determina-se entdo, os parametros S, e k; : a estimativa de 3, define-se como a primeira coluna
normalizada de U e a estimativa do indice k; define-se pela multiplicacdo do primeiro valor préprio
com a primeira coluna da matriz V’, também normalizada.

Nesse sentido, 0 modelo demografico é realizado em duas etapas: numa primeira etapa efetua-se a
estimacdo dos parametros a, € huma segunda etapa procede-se a estimacdo dos parametros 8, e k;.
Porém, Lee e Carter (1992) estudaram que, caso os valores encontrados para o nivel k; ndo
correspondessem aos nimeros reais observados de ébitos pela populagédo histérica nas distribuicdes de
idades, teria que existir uma nova estimativa do k.. Por outras palavras, uma vez que a primeira
estimacéo do indice de nivel geral da mortalidade é baseada nos logaritmos das taxas de mortalidade ao
invés das proprias taxas de mortalidade, podem ocorrer disparidades notaveis entre o nimero real e o
nUmero previsto de mortes. Existira entdo, nesses casos, a necessidade de reestimar k,, considerando 0s
parametros a, e B, estimados inicialmente. Contudo, este passo pode ndo ser utilizado e passar-se
diretamente a modelacéo do indice k,, como uma série temporal.

Depois do ajuste do modelo demogréafico com a obtencéo do pardmetro k,, a proxima fase é modelar a
série k;, COMO um processo estocastico.

4.4.2 - Projecdo da Mortalidade

Esta seccéo segue de perto Girosi & King (2007). Este artigo refere que para a projecdo da mortalidade,
Lee e Carter (1992) assumiram que 3, se manteria constante ao longo do tempo e usaram proje¢des de
k. retirados do modelo standard de série temporal de uma sé variavel. Efetuaram alguns testes com a
metodologia que consiste em ajustar o modelo ARIMA a série temporal dos valores encontrados para
os parametros k (metodologia Box-Jenkins). Assim, para a modelagem da série k., pelo processo Box-
Jenkins identificam-se os parametros ARIMA (p,d,q) que melhor descrevem o comportamento da série,
onde p representa o componente Autorregressivo, d representa o Filtro de Integracdo e g as médias
maveis.

Lee e Carter clarificam que o modelo ARIMA mais adequado por diferentes conjuntos de dados, é o
caminho aleat6rio com a inclusdo de uma constante (drift). Este modelo é dado por:

i&t = 9 + kt—l + St com £t~N(O, 01'2w) (22)

onde k, é a estimativa de k., a constante 8, o drift e o seu estimador de maior probabilidade é dado por:

Ro—R, (23)

0 =
T-1
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O termo &, integra os desvios da constante 8, e a sua variancia permite que a incerteza na projecdo de
k. para o intervalo infinitesimal seja calculada.

O estimador de maxima verossimilhanca para a variancia de &, €:

1 T-1, 4+ ~ PN ~ 2,
Ofw = 75 2 pey (Res1—ke — )% com Var[d] = 22 (24)

Com estimador encontrado, o célculo de k; para o intervalo infinitesimal faz-se da seguinte forma:

kevar = ke + (A) 8 + [ (AD) &, (25)

Num passo seguinte a estimativa para a projecdo de mortalidade é dada pela seguinte férmula:

Uriar = @ + Bkria (26)

A partir dos parametros obtidos é entdo possivel determinar uma Tabua de Mortalidade para um
determinado ano. Desse modo, torna-se possivel a construcdo de uma tabua de mortalidade transversal.

Conhecendo-se a expresséo algébrica de u,, Garcia (2007) mostra-nos como €é possivel determinar a
probabilidade de vida ou de morte por integrag&o:

d
f:th dt=fonalog5 (x +t) dt=—log ,py (27)
Pelo que,
nPx = e_fonﬂx"Lt at (28)
E portanto
ndy=1-— o~ Jo Hxie dt (29)

Neste trabalho para se proceder a avaliacdo do risco de longevidade em ambiente dinamico, foi
elaborada uma tébua dindmica através do método Lee-Carter em que teve como base estatisticas de
Portugal para ambos os géneros fornecidas pela The Human Mortality Database. Foram usadas as taxas
centrais de mortalidade registadas entre 1940 e 2015 para se conseguir projetar m,, . de 50 anos futuros,
gerando-se assim uma tabua de mortalidade dindmica de dimensdo 111x126. Desta forma foi possivel
obter as probabilidades de sobrevivéncia, através das conhecidas férmulas atuariais, para serem usadas
no célculo do valor atual da carteira no caso pratico.
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5 - Avaliagdo do Risco de Longevidade

Como descrito em capitulos anteriores, o risco de longevidade representa o risco de um individuo
sobreviver para além do inicialmente previsto. O uso de tdbuas dindmicas no calculo do valor atual das
responsabilidades associadas a planos de pensdes de beneficio definido permite capturar parte desse
risco através da incorporacdo de incrementos futuros de longevidade. Porém, Pitacco (2002) afirma que
a tendéncia da mortalidade é aleatdria, o que implica que podera existir desvios sistematicos em relacao
as previsdes obtidas independentemente do modelo utilizado.

Existe uma abordagem simplificada que permite a avaliacéo dos riscos de longevidade e que consiste
no recalculo da melhor estimativa das provis@es técnicas, aplicando um choque nas probabilidades de
morte que as reduz em 20% (SCR.7.28 das especificacdes técnicas). Posteriormente, as probabilidades
de morte neste cenario sdo usadas no recalculo do valor atual das responsabilidades.

Neste capitulo ira ser apresentada uma abordagem alternativa & férmula padrdo proposta nas
especificagdes técnicas do QIS: a simulacéo de Monte-Carlo.

5.1 — Simulagdo de Monte-Carlo

A simulacéo de Monte-Carlo ira usar os parametros a,., B, € k. gerados pelo modelo Lee-Carter no
capitulo anterior. Isto é, para o calculo do valor atual das anuidades, irdo ser utilizadas as probabilidades
de sobrevivéncia que foram projetadas através destes parametros. Ir& ser considerada uma taxa de juro
fixa i, uma vez que, o foco é unicamente o risco de longevidade.

Sabendo que a formula geral do calculo do valor atual esperado de uma anuidade vitalicia sobre um
individuo de idade x no ano t é dada por:

. = NX+1 — Zw_lvt (30)
x Dx =0 tPx
onde,
Dx =vtl,, (31)
€ (32)
N, = Z Dy
y=x
1
b L (33)
1+

Entdo, para os trinta membros* com uma determinada penséo C, calcula-se o valor atual dos pagamentos
futuros para uma Unica vida para cada um dos pensionistas. A formula geral do célculo do valor atual
da carteira é dada por:

4 Os dados relativos aos membros da carteira em estudo séo ficticios, incluindo o valor da penséo de cada pensionista.
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VA = a,C(1+71)t (34)

onde t é o periodo de desconto (o nimero de anos desde a idade atuarial® até a idade em que néo é
admitida a hipdtese de sobrevivéncia do individuo, que neste caso é 110 anos) e r é a taxa de crescimento
das pensdes.

Os pressupostos a assumir na data de avaliacdo sdo os seguintes(31/12/2018):

e Taxade juro: 1,7% ao ano
o Idade limite: 110 anos
e Taxa de crescimento das pensoes: 1,25% por ano

O fundo a considerar é constituido por homens e mulheres, porém no nosso caso pratico ndo se ird usar
projecdes de probabilidade de sobrevivéncia diferentes para cada sexo, uma vez que foram usados dados
estatisticos que incluem as mortes de ambos.

Com 1000 simulagdes de cenarios gerados, considerando as hipoteses descritas acima, foram geradas
estatisticas descritivas dos valores atuais gerados da carteira de anuidades. Foi também gerado um
grafico para visualizagdo da distribuigéo.

Tabela 1 Estatisticas descritivas dos valores atuais gerados da carteira de anuidades
Minimo | 1°Quantil Média Mediana Desvio | 3° Quantil | Maximo
Padréo
259 917 267 744 269 872 269 871 3339 272 120 280 667

100

80

40

20

[v]
255000 280000 265000 270000 275000 280000 285000

Figura 6 Histograma das simulagdes geradas

Um teste que é largamente utilizado como referéncia, tanto nas aplicacdes cientificas como nos trabalhos
de comparagdo de outros testes propostos é o teste Shapiro Wilk, Os resultados de Razali and Wah em
2011 mostram que este é o teste de normalidade mais poderoso em comparacdo com o teste de
Anderson-Darling, teste de Lilliefors e teste de Kolmogorov-Smirnov. Por essa razdo, executou-se o
teste Shapiro Wilk cuja hipétese nula foi a populacéo ser normalmente distribuida e obteve-se um w de

5 |dade atuarial é a idade do individuo a data da avaliagdo da carteira.
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0.99901 e um p-value de 0.87898 que nos permite ndo rejeitar a hipotese de normalidade para um nivel
de significancia de 5%.

285000,00

280000,00 PRt

275000,00
270000,0
265000,00

o .09 260000,00

255000,00
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 7 Diagrama Q-Q (quantil-quantil)

Através do Diagrama Q-Q é possivel perceber que os valores da carteira dispdem-se em linha,
confirmando terem vindo de uma populacdo Gaussiana.

Com a distribuicdo dos cenarios obtidos importa agora averiguar, para um determinado nivel de
confianga, qual o valor a ter em reserva por forma a garantir que nao seja necessario pagar uma
indemnizac&o superior a esse capital e, consequentemente, ndo nos tornarmos tecnicamente insolventes.
E nesta fase que entra a nossa analise do VaR.

Importa notar que a nossa analise difere um pouco do método muito utilizado para avaliar o risco em
operac0es financeiras. Este ultimo resume o risco de um produto financeiro ou o risco de uma carteira
de investimentos e define-se como a pior perda esperada num horizonte temporal especificado a um
determinado intervalo de confianca. Segundo Richards (2003), a visdo do risco de longevidade nao
corresponde a visdo de um ano exigida muitas vezes nesta metodologia pura de valor em risco. Como o
risco de longevidade esta refletido na tendéncia de longo prazo das taxas de mortalidade, seria
excessivamente sentencioso insistir que o risco de tendéncia de longevidade fosse medido ao longo de
um horizonte de um ano.

Sandstrom (2010) mostra-nos como matematicamente, admitindo a hipétese de normalidade, este valor
é definido:
VaR,_4 = Wt +02z1_4 , cOM z~N(0,1) (35)

onde z,_, é o quantil, u; é a média e o € 0 desvio padréo.
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5.2 —Valor em Risco (VaR)

Neste estudo, foram assumidos trés diferentes graus de confianca:

Tabela 2 Value at Risk da carteira

Tébua dindmica Tébua estéatica
Cenario base | VaR (90%) | VaR (95%) | VaR (99%) | Cenario base | Pds choque de 20%
269 872 274 151 275 365 277 640 250 007 298 357

Efetuamos o célculo do VaR para trés diferentes niveis de significancia. E possivel verificar que, por
exemplo, usando o VVaR para um nivel de significancia de 99%, deveremos ter 274 151 euros em reserva
por forma a garantir que ndo seja necessario pagar um total de pensdes superior a esse capital e,
consequentemente, ndo nos tornarmos tecnicamente insolventes.

Com o intuito de se conseguir ter uma visdo global da diferenga do valor atual da carteira aquando o uso
de tabua estatica face ao uso de uma dindmica efetuou-se o célculo desta carteira recorrendo a uma tdbua
muito usada pelo mercado segurador portugués: TV 73/77. O resultado que se obteve foi de 250 007
euros, muito inferior aos estimados através da nossa tdbua de mortalidade projetada. Foi aplicada
também neste célculo, a abordagem simplificada que permite a avaliagdo dos riscos de longevidade
através do choque nas probabilidades de morte que as reduz em 20%. O valor obtido foi de 298 357
euros, muito superior aos valores obtidos no calculo do Value at Risk em contexto dindmico. Note-se
que a diferenca de valores entre 0s cenarios base e 0s cenarios pds choque de 20% é razoavelmente
maior do que a diferenca entre cendrios obtidos nos célculos em contexto dindmico. Estes resultados
evidenciam que existe, mais uma vez, uma fraca sensibilidade a tendéncia de longevidade aquando do
uso de tabuas estaticas nos calculos atuariais.
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Conclusao

As tendéncias observadas na longevidade criam maltiplas implica¢fes no desenvolvimento econémico,
social e humano das sociedades. E essencial que se projete adequadamente o célculo do valor atual
esperado dos cash-flows futuros, tanto a nivel das variaveis econémicas bem como a nivel demogréfico,
tendo como objetivo a minimizacdo de riscos de sub ou sobre estimacdo das responsabilidades de uma
carteira.

Um dos objetivos deste trabalho foi analisar algumas formas de mitigar o risco retratado acima. A
abordagem escolhida foi comecar por apresentar alguns instrumentos que sdao usados, ja nos dias de
hoje, como meio de mitigacdo do risco de longevidade.

Foi objetivo também que o leitor fosse capaz de interpretar corretamente a informacéo retirada das
tdbuas de mortalidade estaticas e dindmicas, e para tal tivemos de analisar os conceitos e alguns dos
modelos que estdo por detras da sua construcéo.

No entanto, o foco principal deste estudo centrou-se no calculo das responsabilidades financeiras de um
fundo de pensdes tendo em conta a tendéncia observada na longevidade.

Sumariamente, foram usados valores dos niveis de mortalidade do passado para se conseguir prever o
futuro. As respetivas mortalidades foram extrapoladas a partir das tendéncias do passado e um caracter
aleatorio (erros homocedasticos centrados). Desta forma conseguimos estimar o efeito que o ano de
nascimento pode ter sobre a mortalidade de uma geracdo. Lee-Carter foi 0 modelo escolhido para ser
implementado para a projecao da mortalidade.

Adicionalmente a aplicacdo do modelo Lee-Carter no calculo do valor atual de uma carteira de
anuidades de um fundo de pensdes, foi determinado o valor em risco para a carteira. No entanto, é
importante ressaltar que apenas foi considerado a variabilidade dos niveis de mortalidade, ignorando
deste modo todos os outros fatores aleatorios que afetam o valor da carteira.

Aplicada a tabua de mortalidade dindmica no célculo atual da carteira, a principal conclusao prende-se
nas diferencas observadas relativamente ao uso de uma das tabuas mais utilizadas no mercado de fundos
de pensdes, a TV 73/77 no mesmo calculo atuarial. O impacto em termos de aumento do valor atual das
responsabilidades provocado pela utilizagdo de uma tabua dinamica que, em principio, refletira mais
adequadamente o perfil de mortalidade da populacdo em causa bem como a respetiva evolucao, foi
bastante significativo, embora menos significativo face ao choque de 20%.

No futuro, a medida que se for acumulando um maior referencial histérico, serd mais viavel o
desenvolvimento de tdbuas dindmicas. Para isso, é estritamente indispensavel que se consiga melhorias
ao nivel da qualidade dos dados reportados pelas entidades.
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Anexos

Cadigo em Octave do calculo da carteira através de uma tabua dinamica gerada

pelo modelo Lee-Carter e respetivos VaR

bltper matriz=load|
C=bltper matriz(:,:3):

M=reshape (C, 111, length|C)/111);

m=log (M) ;

alpha a=mean(m,2);

m til=m-alpha a*ones(l,7¢);

[U,5,V]=svd(m _til);

m til 1vs=U(:,1)*S(1,1)*V{:,1)";

beta a= U(:,1):

gamma t=5(1,1)*V({:,1)";

SOma gamma t=sum|gamma t);
gamma l=gamma T(:,1);

gamma Té=gamma t(:,7&);:
teta=(gamma Té-gamma 1)/ (7c-1):

gamma b=gamma t (Z:=nd);
gamma a=gamma t(l:=nd-1});

sigma_rw2=sumiigamma_b—gamma_a—teta].“LJH('{—;];

2igma rw=sgrtisigma rwl);
DD Excel=load| ) o:

Pensaco=DD Excel (:,2)*14;

)
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Octave menos Excel=T01&652- 05:

DD Octave=DD Excel+Octave menos Excel*ones (30,1)%[1 O]:

Data referencia=datenum| |

Tdades_atuariais=round| (Data_referencia-DD Octave(:,l))/365.25);
randn | r L

for cenario = 1:100C
C3I=sigma rw randn(l,Z0);
for k = 1:5C

gamma t(7c+k)=gamma t(7c+k-1)+teta+C5I (k)
end
m til projetado= beta a*gamma t:
mprojetado=m til projetadosalpha a*ones(l,126);

Mprojetado=exp (mprojetado) ;

Px=exp (-Mprojetado)

Px2018 2065=Px(1:111,75:12¢&);
valor carteira = 0
for n = 1::2C

Pxdinamico=diag (Px2018 2085, -Idades atuariais(n)):

Prel=cumprod (Pxdinamico) ;

V= 17;
idades=(Idades_atuariais(n):110}"';
Dx=Prel [l+v) ."-idades;

r=u.,.uisiz
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Drxtheta=Dx.* (1l+xr) . "idades;
nauxiliar=flip(Dxtheta) ;
Nauxiliar=cumsum(nauxiliar):
Hx=flip (Hauxiliar) ;
Gx=Nx(Z:iend) ./Dx(l:iend-1);
Gx= [Gx:;0]:
Gxtheta=Gx.* (1l+4r) . -idades ;
valor=Gxtheta(l) *Pensac(n) ;
valor carteira=valor carteirasvalor ;

end
valorescenarios (cenario)=valor_ carteira ;

end

max (valorescenarios) ;
min(valorescenarios);

mean (valorescenarios) ;
std(valorescenarios) ;

median (valorescenarios) ;
pretile (valorescenarios,25);
pretile (valorescenarios, 75);
A=mean (valorescenarios)
B=std(valorescenarios)

VaR95=L+B*0.55;
VaR90=a+B*0.50;
VaR95=n+B*0.595;
disp | )

VaR90=A+B*norminv (0. 9C
VaR9o=A+B*norminwv (0.9
VaRS9=A+B*norminv (0. 55

dispi )

VaR90=norminv(C.20,4,B)
VaR95=norminv(0.55,4,8B)
VaR9%=norminv(0.2%, 4, B)

[pval,W]=shapiro wilk test(valorescenarios)



Calculo da carteira com o uso de uma tabua estatica

No. employee

27
5!

@

6
68
72

o

79
81
84
10i

s]

120
125
150
155

Name

Raimundo Quintan. M

Madalena Tavares
Susana Andrade
Cristiano Pinto
Nuno Fernandes
Paula Cruz
Tomads Lima

Luis Pinto
Gabriel Alcaide
Angélico Barreira
José Fontela
Ricardo Matos
Roque Capanema
Ana Pereira
Virgilia Ferreira
Salvador Real
Luisa Castanheira
Rodrigo Calado
Ana Dias

Ivo Filipe

Anita Costa
Carlos Matos
Rita Jesus

José Andrade
Neuza Os6rio
Francisco Lopes
André Figueira
Andreia Matos
Maria Alice

Carlota Pinto

F
B

Birth date Monthly complement

03/02/1921
07/05/1921
03/03/1922
02/07/1922
16/05/1923
18/05/1923
25/11/1923
06/02/1925
24/11/1926
25/11/1926
30/04/1927
25/11/1928
06/03/1929
03/04/1929
28/04/1929
02/01/1933
20/02/1940
20/09/1940
20/03/1942
20/03/1942
21/03/1942
06/07/1945
07/05/1946
07/08/1946
27/02/1947
27/05/1947
01/01/1948
24/03/1948
24/06/1948
24/06/1949

100
20
100
100
90
120
44
1.000
120
25
1.700
300
30

55
60

25
8BS
120
75

70
55
20
80
70
50

150
90

76
2.307

No.
Payments

14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses

14 meses

Birth date Payr::e.nts
03/02/1921" 14
07/05/1921" 14
03/03/1922" 14
02/07/1922" 14
16/05/1923 " 14
18/05/1923 " 14
25/11/1923 " 14
06/02/1925 " 14
24/11/1926 " 14
25/11/1926 " 14
30/04/1927 " 14
25/11/1928" 14
06/03/1929 " 14
03/04/1929 " 14
28/04/1929 " 14
02/01/1933 " 14
20/02/1940 " 14
20/09/1940 " 14
20/03/1942 " 14
20/03/1942" 14
21/03/1942" 14
06/07/1945 " 14
07/05/1946 " 14
07/08/1946 " 14
27/02/1947" 14
27/05/1947 " 14
01/01/1948 " 14
24/03/1948 " 14
24/06/1948 " 14
24/06/1949 " 14

Actuarial age at
31/12/2019

99

93
91
91
91
91
87
80
79
78
78
78
74
74
73
73
73
72
72
72
71

Annual

compleme Annuities

nt

1.400
280
1.400
1.400
1.260
1.680
616
14.000
1.680

23.800
4.200
420
770
840
350
462
1680
1050

0,82
0,82
1,25
1,58
1,58
1,58
1,85
2,09
2,51
2,51
2,51
2,
2,91
2,91
2,91
3,92
6,63
7,12
7,63
7,63
7,63
9,92
9,92
10,54
10,54
10,54
11,19
11,19
11,19
11,85

Present
Value of
the
pensions
being
payed
1.148,66
229,73
.747,01
208,56
987,70
650,27
139,70
.216,74

AW RN RN R

218,08
878,77
59.756,06
12.230,51
1.223,05
2.242,26
2.446,10
1.371,04
3.063,39
11.957,34
8.010,01
2.029,20
7.476,01
7.635,19
2.776,43
11.806,94
10.331,07
7.379,34
2.662,09
23.489,05
14.093,43
12.603,08
250.007
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Caélculo da carteira pos choque de 20%

No. employee

© u oW

120
125
150
155
162
165
170
190
210
211
220
230
235
237
Total

Name

Raimundo Quintan: M
Madalena Tavares F

SusanaAndrade  F

Cristiano Pinto M
Nuno Fernandes M
Paula Cruz F
Tomds Lima

Lufs Pinto

Gabriel Alcaide

M

M

M
Angélico Barreira M
José Fontela M
Ricardo Matos M
Roque Capanema M
Ana Pereira F
Virgilia Ferreira F
Salvador Real M

Luisa Castanheira  F

Rodrigo Calado M

Ana Dias F
Ivo Filipe M
Anita Costa F
Carlos Matos M
Rita Jesus F
José Andrade M
Neuza Osério F

Francisco Lopes M
André Figueira M
Andreia Matos F
Maria Alice F
Carlota Pinto F

Sex

Birth date Monthly complement

03/02/1921
07/05/1921
03/03/1922
02/07/1922
16/05/1923
18/05/1923
25/11/1923
06/02/1925
24/11/1926
25/11/1926
30/04/1927
25/11/1928
06/03/1929
03/04/1929
28/04/1929
02/01/1933
20/02/1940
20/09/1940
20/03/1942
20/03/1942
21/03/1942
06/07/1945
07/05/1946
07/08/1946
27/02/1947
27/05/1947
01/01/1948
24/03/1948
24/06/1948
24/06/1949

100

100
100
90
120
44
1.000
120

1.700

2.307

No.
Payments

14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses
14 meses

14 meses

Birth date Payr::n;nts
03/02/1921 " 14
07/05/1921" 14
03/03/1922" 14
02/07/1922" 14
16/05/1923 " 14
18/05/1923 " 14
25/11/1923 " 14
06/02/1925 " 14
24/11/1926 7 14
25/11/1926 14
30/04/1927 " 14
25/11/1928 " 14
06/03/1929 7 14
03/04/1929 7 14
28/04/1929 " 14
02/01/1933 7 14
20/02/1940 " 14
20/09/1940 14
20/03/1942 " 14
20/03/1942 " 14
21/03/1942 " 14
06/07/1945 " 14
07/05/1946 " 14
07/08/1946 ” 14
27/02/1947 " 14
27/05/1947" 14
01/01/1948 " 14
24/03/1948 " 14
24/06/1948 " 14
24/06/1949 " 14

Actuarial age at
31/12/2019

99

Annual

compleme Annuities

nt

1.400
280
1.400
1.400
1.260
1.680
616
14.000
1.680
350
23.800
4.200
420
770
840
350
462
1680
1050
266
980
770
280
1120
980
700
238
2100
1260
1064
30.558

1,21
1,21
1,65
2,02
2,02
2,02
2,33
2,62
3,13
3,13
3,13
3,62
3,62
3,62
3,62
4,77
7,75
8,27
8,82
8,82
8,82
11,24
11,24
11,89
11,89
11,89
12,56
12,56
12,56
13,25

Present
Value of
the
pensions
being
payed
1.699,31
339,86
.316,06
.825,47
.542,92
.390,56
.437,52
.625,64
259,02
.095,63
74.502,83
.190,68
.519,07
.784,96
.038,14

[T, - S T R SR RN

5
1
2
3
1.671,14
3.579,44
3.894,62
9.258,05
2.345,37
8.640,85
8.651,63
3.146,05
3.318,92
1.654,05
8.324,32
2.990,25
26.384,60
15.830,76
14,099,64
298.357
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