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Resumo

RESUMO

Os numeros e as suas regularidades desde sempre fascinaram 0s matematicos. Ao longo
dos tempos, a busca de provas ou refutacbes de varias conjeturas impulsionaram o avango

do conhecimento matematico, levando ao aparecimento da Teoria dos NUmeros.

Muitos foram os matematicos de renome que, em diferentes momentos histéricos,
deram o seu contributo para esta evolucdo. Mesmo as antigas civilizacbes Babilonia e
Egipcia tinham j& conhecimentos sobre os numeros, as suas propriedades e regularidades,
apesar das escassas referéncias escritas existentes ndo permitirem aferir rigorosamente o

quéo profundo era esse conhecimento.

J4& 0 mesmo ndo acontece com a civilizagdo grega, cuja curiosidade, engenho e
genialidade de alguns dos seus matematicos se encontra bem documentada. O texto
matematico mais importante da época grega foi, indubitavelmente, a obra de Euclides os
“Elementos’, na qual, nos seus capitulos VII, VIII e 1X, existem referéncias e provas de
alguns resultados que revelam um profundo conhecimento da Teoria do NUmeros, em
particular, dos nimeros perfeitos e dos nimeros primos, cujas propriedades e regularidades

apaixonaram os matematicos em diferentes momentos.

Com este trabalho, pretendemos realizar uma simula dos resultados e conjeturas mais
relevantes referentes ao processo que alicercou o estudo dos nimeros perfeitos desde a
antiguidade até aos dias de hoje.

Atualmente, a procura de nimeros perfeitos resume-se a encontrar 0s denominados

primos de Mersenne, isto é, primos da forma 2" -1, cujo trabalho do monge minimita
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Resumo

Marin Mersenne mostrou estarem na base da factorizacdo de todos os numeros perfeitos

conhecidos.

Tentaremos ainda fazer referéncia a alguns dos desafios, que atualmente persistem,
referentes aos numeros perfeitos e as suas propriedades, assim como de algumas conjeturas
que, apesar de experimentalmente corroboradas com recurso aos meios computacionais

atuais, ainda carecem de prova ou refutacéo.
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Abstract

ABSTRACT

Numbers and their regularities forever fascinated mathematicians. Throughout the ages,
the search for evidence or refutations of several conjectures boosted the advancement of

mathematical knowledge, leading to the appearance of number theory.

Many were the renowned mathematicians who, in different historical moments,
contributed to this development. Even the ancient Babylonian and Egyptian civilizations
had extensive knowledge about the numbers, their properties and regularities, in spite of the
scarce written references which do not allow us to accurately gauge how deep was this

knowledge.

The same is not true with the Greek civilization, win which curiosity, resourcefulness
and genius of some of their mathematicians is well documented. The most important
mathematical text of that time was, undoubtedly, the work of Euclid's "Elements", in which,
in chapter IX, there are references and evidence of some results which reveal a deep
knowledge of the theory of numbers, in particular, of perfect and prime numbers, whose

properties and regularities fascinated mathematicians at different times.

With this work, we intend to present a collection of results and conjectures there were
more relevant for the process that allowed the study of perfect numbers from antiquity to the
present day.

Currently, the demand for perfect numbers resumes itself to find what is now known as

Mersenne primes, in honor of the monk Marin Mersenne that, among others results, showed
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Abstract

that primes numbers that can be written in the form 2" -1 are factors in the factorization of

all known perfect numbers.

We also intend to make reference to some of the challenges that currently persist in the
study of perfect numbers and their properties, as well as some conjectures that, although

experimentally corroborated with current computational means, still lack proof or refutation.
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Introducéo

INTRODUCAO

A procura e o estudo dos numeros perfeitos é antiga e passa por muitos matematicos ao
longo do tempo. Comeca com a descoberta destes nimeros por volta do ano 540 a.C.,
durante a influéncia da escola pitagérica. Estes acreditavam que o nimero era 0 conceito
fundamental do universo. Classificavam os nimeros de diversas formas: numeros figurados,

primos, amigos, triangulares, etc.

Um dos seus conceitos fundamentais, era a definicdo de numero primo, dado que era a
partir destes que podiam escrever todos o0s outros. Outra classificacdo que revela
propriedades interessantes era a classificacdo de perfeicdo de um numero. Este podia ser
considerado deficiente se a soma dos seus divisores, com excecdo do préprio, fosse menor
que o proprio nimero. Era classificado como abundante se a referida soma fosse superior ao
préprio numero. Caso a soma dos divisores de um ndmero, com exce¢do do proprio,

coincidisse com o préprio numero, este era considerado perfeito.

Com estas classificacdes, os pitagdéricos procuravam encontrar propriedades especiais
para cada tipo de numeros, busca que foi continuada por muitos outros matematicos ao

longo da historia.

ApOs os pitagoricos, 0 proximo matematico a contribuir significativamente para o

estudo dos numeros perfeitos foi Euclides (aproximadamente 300 a.C.). Das varias
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Introducéo

referéncias feitas por Euclides relativamente aos numeros perfeitos na sua obra

“Elementos™, destaca-se a seguinte proposicao:

“(...)Se tantos numeros quantos se queira, comecando a partir da
unidade, forem dispostos continuamente numa proporcéo duplicada até
que a soma de todos resulte num ndmero primo, e se a soma
multiplicada pelo ultimo origina algum ndmero, entdo o produto sera um

numero perfeito.(...)”

Utilizando linguagem matematica atual, este excerto significa que se um numero da

forma 2" -1 é primo, entdo o nimero 2"*(2" —1) é um nimero perfeito.

Tal resultado facilitou a procura de nameros perfeitos, sendo na realidade a primeira

férmula encontrada para o seu célculo.

Os gregos antigos s6 conheciam os primeiros quatro nameros perfeitos: 6, 28, 496 e
8128, numeros estes que podem ser obtidos a partir da formula de Euclides utilizando para n

0s numeros 2, 3, 5 e 7 respetivamente.

Com base nestes valores, 0 neo-pitagorico Nicémaco (aproximadamente 100 d.C.) fez
algumas afirmacdes referentes aos nimeros perfeitos. Por exemplo, afirmou que se 6 tinha
um digito, 28 tinha dois, 496 tinha trés e 8128 tinha quatro, o préximo nimero perfeito teria
cinco digitos. Afirmou também que o proximo nimero perfeito seria gerado a partir do
primo 11, j& que os primeiros quatro haviam sido gerados pelos primeiros quatro nimeros

primos. Referiu ainda que os nimeros perfeitos terminavam, alternadamente, em 6 e 8.

Todas estas conjeturas de Nicomaco foram refutadas com a descoberta dos nimeros
perfeitos seguintes. O quinto numero perfeito foi descoberto no século XV, 33550336, 0 que
derrubou as duas primeiras conjeturas referidas visto ser gerado pelo primo 13 e néo ter
cinco algarismos. Aquando da descoberta do sexto numero perfeito, 8589869056, foi

refutada a Gltima conjetura referida uma vez que, tal como o seu antecessor, termina em 6.

Os numeros perfeitos e 0s primos de Mersenne 11



Introducéo

Por volta do ano 1000 d.C., o mateméatico Alhazem percebeu que a proposicdo de
Euclides era valida para numeros perfeitos pares, isto é, se um numero perfeito era par entédo

ele era da forma 2"*(2" -1), apesar de ndo ter conseguido demonstra-lo.

Alhazem estava correto, mas foi apenas durante o século XVIII que surgiu a
demonstracdo desse resultado, apresentada pelo matematico suico Leonhard Euler. Tendo
sido um dos matematicos mais produtivos de todos os tempos, Euler serviu de inspiragdo
para muitos outros, em particular Pierre Fermat que, apesar de ndo ser matematico de
profissdo, também estudou as propriedades dos numeros perfeitos, trabalho esse que

originou, entre outros, o teorema que ficou conhecido como “Pequeno Teorema de Fermat”.

Com a demonstracdo apresentada por Euler, a procura de mais numeros perfeitos
resumiu-se a busca de namero primos da forma 2"-1, mais conhecidos por primos de
Mesenne, nome dado em homenagem a Marin Mersenne, matematico que dedicou a sua

obra a procura destes nimeros.

Mais recentemente, 0 matematico Edouard Lucas, teve um papel de relevo na busca por
mais nameros perfeitos. Provou que todos os nimeros perfeitos pares terminam em 16, 28,
36, 56, 76 ou 96. Além disso, mostro que 2'*' —1 é primo, descobrindo deste modo o maior

numero perfeito antes da era dos computadores.

Com o surgimento dos computadores e dos supercomputadores, outros ndmeros
perfeitos foram encontrados. Atualmente sdo conhecidos 47 primos de Mersenne e, por
consequéncia, 47 nameros perfeitos, o maior dos quais tem 12978189 algarismos tendo sido

descoberto em 2009. Até hoje ndo foi encontrado mais nenhum.

Apesar de todos os recursos tecnoldgicos disponiveis, questes como a existéncia de um
numero perfeito impar ou a infinidade dos ndmeros perfeitos continuam em aberto,

despertando a curiosidade e agucando o engenho dos matematicos de hoje e do amanha.

Os numeros perfeitos e 0s primos de Mersenne 12
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Resultados da Teoria dos Numeros

I. RESULTADOS DA TEORIA DOS NUMEROS

Ao longo deste trabalho far-se-ao vérias referéncias a diversas defini¢oes e resultados da
Teoria dos NUmeros. Deste modo, € nosso objetivo neste primeiro momento realizar uma
pequena compilagdo das principais referéncias que serdo posteriormente utilizadas aquando

da abordagem dos diferentes temas.

1.1. NUMEROS PRIMOS

Muitos sdo os resultados importantes sobre as propriedades dos numeros primos.

Seguidamente apresentamos aqueles dos quais necessitaremos neste trabalho.
N&o poderiamos deixar de comecar pelo teorema fundamental da aritmética.

Ja o matematico grego Euclides, na sua obra os “Elementos”, para além de o enunciar,

praticamente o demonstra. A primeira demonstracdo formal escrita é atribuida a Gauss.
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Resultados da Teoria dos Numeros

Teoremal

Qualquer namero natural n>1escreve-se de uma Unica forma como produto de fatores

primos.

Demonstracao

Seja n>1, nimero natural.

Se n for primo o resultado é imediato visto podermos encara-lo como produto de um sé

fator.

Se n for composto, entdo n tem divisores entre 1 e n. Seja m 0 menor desses divisores.
Este tem de ser necessariamente primo, pois caso contrario existiriam divisores de m, e por

consequéncia de n, menores que m.

Sejaentdo m=p,.
Temos n=pa, com p, primoe l<a <a.

Se a for primo, obtemos a conclusdo desejada. Caso contrario, repetindo o raciocinio
anterior, a, tem um divisor primo p,, com 1< p, <a, tal que n=p,p,a, € com p,, p, primos

el<a,<a<a.

Deste modo obtemos uma sucessdo de numeros naturais a>a, >a, >... Como uma

sucessdo de numeros naturais ndo pode decrescer indefinidamente, ha-de haver um

momento em que um destes numeros é primo, digamos p,, ou seja a= p,p,...p,-

Verificamos entdo que qualquer numero natural pode ser escrito como produto de

fatores primos. Resta ver que essa decomposicao € Unica.

Suponhamos, com vista a um absurdo, que a pode ser escrito de duas formas distintas
como produto de fatores primos, ou seja,

a=p.P;..-Ps =0q;.--Q; -

Os numeros perfeitos e 0s primos de Mersenne 15




Resultados da Teoria dos Numeros

Podemos entdo simplificar estas factorizagbes de a de modo a que ndo existam fatores

comuns, ou seja, de modo a que ndo haja nenhum primo que figure em ambos os membros.

Como p, divide o primeiro membro, divide também o segundo, ou seja, p,|q,d,...q,, O
que significa que p,|q;, para algum je{i,..,t}. Como ambos sdo primos, temos de ter
p,=0;, 0 que contradiz o facto de ndo poderem existir primos comuns nas duas

factorizagoes.

Logo qualquer nimero natural n>1, escreve-se de uma unica forma como produto de

fatores primos.

Como veremos, a procura de nimeros primos da forma 2°-1 esta historicamente
relacionada com o desenvolvimento da teoria dos ndmeros, pelo que uma analise mais

cuidada de alguns resultados a eles associados é imperativa.

Lemal

Sejam a,k naturais. Temos a“-1=(a-1)@"*+a“?+---+a+1).

Demonstracao

Sejam a,k naturais. Verifiguemos que a“-ladmite a seguinte factorizagéo:
(a-D@ " +a“?+---+a+l).

(a-D@*+a"?+---+ra+l)=

=a-a“'+a-a"?+--+a*+a-a“"'-a“""+.-.—a-1=

A e T a2 —a-1=

=a“-1

Logo, a“ —1=(a-D(@“ " +a“’+---+a+l) .4

Os numeros perfeitos e 0s primos de Mersenne 16



Resultados da Teoria dos Numeros

Deste modo, estamos em condicGes de mostrar que se 2* -1 é primo, entdo k tem de ser

ele préprio um namero primo. De uma forma mais geral, temos 0s seguinte teorema:

Teorema 2

Sendo a, k nimeros naturais com k >1 e a“—1primo, entdo a=2e k é primo.

Demonstracao

Se a=1, resulta que a*-1=1"-1=0, donde a*-1n&o é nimero primo, o que contradiz

a hipbtese. Logo a>?2.

Suponhamos agora que a>2 e k>2.

Como a“-1=(a-1)(@*+a“?+---+a+1), teriamos que a“-1 admitiria uma

factorizacdo com fatores diferentes de um e do préprio, o que contradiz a hipdtese de a* -1

ser primo.
Logo, temos que a=2.
Assim, se k =1 entdo terfamos a* —1ndo primo dado que a*-1=1.

Suponhamos agora, com vista a um absurdo, que k € um nimero composto, ou seja, que

existem m, n naturais tais que k =m-n, com m,n>1.
Entdo a“-1=a™-1=(@")"-1=(@"-D((@™)"*+@")"* +---+a" +1).

Ora, como a=2 e m>1, temos que, por um lado, que a™-1>1, e por outro que
@M +@M"*+---+a™+1>a" +1>2, o que significa que a*—-1admite um a factorizacéo

com fatores diferentes de um e do proprio, o que contradiz a hipdtese de a* —1 ser primo.

Deste modo concluimos que k tem de ser primo.

Os numeros perfeitos e 0s primos de Mersenne 17



Resultados da Teoria dos Numeros

Muitos autores antigos acreditavam que 2° -1 seria primo para qualquer p primo

considerado.

Em 1536, Hudalrichus Regius apresentou a factorizacdo de 2" —1=2047=23-89 com

recurso a um dbaco demonstrando que a convicgao estava incorreta.

1.2. RESULTADOS SOBRE CONGRUENCIAS

Outra peca fundamental da nossa exploracdo serdo as relagfes de congruéncia.

Tentando ndo ser demasiado minimalistas no que respeita aos contetdos a salientar,
teremos indubitavelmente de comecar por definir relacdo de congruéncia entre dois nimeros

inteiros, assim como analisar algumas das suas propriedades.

Deste modo, diremos que dois nimeros inteiros a e b sdo congruentes para 0 modulo m,
inteiro ndo nulo, quando divididos por m derem o mesmo resto. Notaremos esta relacao

como a=b (modm), que se Ié a congruente com b modulo m. Passaremos igualmente a

notar m divide a por m|a.

Desta definicdo, resulta imediatamente que, se a=b (modm), entdo a—b € multiplo de

m, ou seja, que m|(a-bh).
Como facilmente se pode constatar, a relacdo de congruéncia é:
o reflexiva[a=a (modm)];
e simétrica[a=b (modm)=b=a (modm)];

e transitiva [a=b (modm) eb=c (modm)=a=c (modm)].
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Temos ainda que, dados os inteiros a,a',b,b' e m natural ndo nulo tais que a =a'(modm)
e b=Db'(modm), a relacdo de congruéncia respeita a soma e a multiplicacdo algébrica, ou

seja:
e axb=atbh' (modm);
e ab=a'b' (modm).

Tendo por base as propriedades anteriormente enunciadas, podemos agora provar

alguns resultados.

Teorema 3

Sendo p primo, € a, b inteiros quaisquer tais que ab=0 (mod p), entdo a=0 (mod p) ou

b=0 (mod p).

Demonstracao

Consideremos a seguinte decomposicdo de a e de b em fatores primos: a=p*---pj €

Temos entdo que ab= pfl---pf‘i-qfl---q?i, com p, e g; ndo necessariamente todos

distintos.

Se ab=0 (modp), entdo plab< p|pl---p? -qlbl---q?l'. Como p é primo, temos que

p=p,, paraalgumi, ou, p=gq;, para algum j.

Se p=p,, paraalgum i, temos que p|p®---p’ < pla. Se p=q;, para algum j, temos

que pla---q) < plb.

Ou seja, sepéprimoe plab< plavplb.g
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Resultados da Teoria dos Numeros

Este resultado equivale a dizer que p primo, e a, b inteiros quaisquer tais que
ab=0 (mod p)se e s se a=0 (mod p) ou b=0 (mod p), ou seja, podemos dizer que sendo p

primo e a, b inteiros quaisquer, a condicdo necessaria e suficiente para que p|ab é p|a ou

plb.

Deste modo, vérios resultados e propriedades dos nameros surgem e demonstram-se

naturalmente.

O teorema seguinte é um desses casos e utilizar-mo-emos no proximo capitulo deste
trabalho.

Teorema 4

Seja k um numero impar qualquer. Entdo k =1(mod4) ou k =3(mod4).

Demonstracao

Temos que, qualquer que seja 0 nUmero natural considerado, s6 existem quatro restos

possiveis na divisdo por quatro, a saber, 0, 1, 2 ou 3.
Seja k um namero impar qualquer.

Se k=0(mod4) < k=4j, paraalgum jeN, donde resulta que k é par, o que contradiz a

hipdtese de k ser impar.

Se k=2(mod4) < k =4i+2 < k=2(2i+1), para algum ie N, donde resulta que k ¢ par,

0 que contradiz a hipdtese de k ser impar.

Logo resulta que k =1(mod4) ou k =3(mod4). 4
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Resultados da Teoria dos Numeros

Muitissimo mais poderia ser referenciado sobre congruéncias, mas 0 nosso objetivo

neste ponto é unicamente destacar os resultados que mais tarde utilizaremos.

1.3. RESULTADOS ARITEMETICOS

Importa igualmente analisar alguns dos resultados, assim como algumas definicGes,

relativas aos numeros naturais em geral.

Associada a no¢do de numero primo, surge a definicdo de ndimeros primos entre si,

também conhecidos por nimeros coprimos.

Definicédo 1

Sejam m, n dois niUmeros naturais. Estes dizem-se coprimos se 0 Unico namero natural

gue os divide simultaneamente for o um.

A analise dos divisores comuns entre nimeros naturais originou todo um conjunto de
resultados significativos para o conhecimento matematico, em particular, o facto do divisor
comum entre dois nimeros naturais poder ser escrito como combinacao linear deste mesmos
dois numeros. Um dos processos para obter essa combinacédo linear ficou conhecido como

algoritmo de Euclides, utilizado na demonstracéo do resultado seguinte.
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Teoremab

Sejam b e c inteiros ndo ambos nulos, e seja d 0 seu maximo divisor comum. Entio

existem inteiros x, e y, tais que d =bx, +cy,.

Demonstracao

Consideremos o conjunto C ={bx+cy:x,yeZ}.

Seja t o menor inteiro positivo de C. Entdo, para certos inteiros x, e y,, t=bx,+cy,.

Vejamos que t=d .

Comecemos por mostrar que t|b. Dividindo b pot t, obtermos b=qgt+r, com 0<r<t.
Assim, r=b—qt=b—q(bx, +cy,) =b@-0ax,)+c(-qy,), ou seja, r € um elemento do conjunto
C. Se r fosse positivo, teria de ser um elemento de C positivo menor do que t, 0 que seria

absurdo pela definicdo de t. Logo r tem de ser zero, o que significa que a divisdo de b por t é

exata, isto é, t|b.
Analogamente se prova que t|c.

Logo t € divisor comum de b e de c. Para vermos que t=d basta observar que d, sendo

um divisor comum de b e c, tem que dividir bx, +cy,, ou seja, tem de dividir t. Logo tem-se

d<t.

Como d é o méximo divisor comum de b e ¢, tem que ser d =t. 4

Deste modo, estamos em condicGes de analisar uma outra propriedade dos numeros

naturais, associada a nocao de nimeros coprimos e de divisibilidade.
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Propriedade 1 (Lema de Euclides)

Sejam a,b,c nUmeros naturais. Se c|ab e b e ¢ forem coprimos, entdo c|a.

Demonstracao

Como c|abexiste um inteiro q tal que ab=gqc. Por outro lado, se b e ¢ coprimos,

existem inteiros x e y tais que bx+cy =1.
AsSim,
a=a(bx+cy)=abx+acy =qcx+acy =(gx+ay)c

donde resulta que c|a._

Certas aplicacdes sdo de especial importancia aquando do estudo dos divisores de um

ndmero inteiro.

Entre as mais simples e que surgiram mais naturalmente estdo as aplicacdes tau e sigma

que a sequir se definem.

Definicéo 2
Sendo n um namero natural, designaremos por z(n) o numero de divisores positivos de

n,incluindooleon. 4

Definicdo 3

Seja n um namero natural. Denotaremos por o(n) a soma dos divisores de n, ou seja,

a(n)=§ai ,com a |n, Viefl...z(n)}.

i=1
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Também a andlise de algumas das propriedades das aplicacbes que facilitam o estudo

dos nimeros inteiros € de especial relevancia para este trabalho.

A nocdo de aplicacdo multiplicativa é transversal a muitos dos resultados na teoria dos

ndmeros.

Definicéo 4
Seja f(n)uma aplicacdo. f(n) diz-se multiplicativa se para m e n naturais coprimos,

temos f(m-n)= f(m)-f(n).

Neste momento, definas as aplicagdes tau e sigma, assim como o0 conceito de aplicagéo

multiplicativa, exploraremos algumas das suas propriedades.

Comecemos pela aplicagéo o(n).

Propriedade 2

o(n) é uma aplicacdo multiplicativa.

Demonstracao

Para mostrarmos que o € multiplicativa, temos que verificar que, para m e n naturais

coprimos, temos o(m-n)=o(m)-o(n).

Sendo m e n coprimos, qualquer divisor de mn escreve-se de forma Unica como
d=d'd", com d' divisor de me d" divisor de n, isto porque ndo existem primos comuns

nas factorizacbes de m e de n.

Reciprocamente, dados d' divisor de m e d" divisor de n, resulta de imediato que o

produto d =d'd" é divisor de mn. Logo existe uma bijecdo entre o conjunto dos divisores d
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de mn e o conjunto dos pares (d',d") em que d' € divisor de me d" é divisor de n, sendo

cada elemento do primeiro conjunto igual ao produto dos elementos do par que lhe

corresponde no segundo conjunto.

Sejam d,,d,,....d

' ¥z (mn)

os divisores de mn, d‘,d’,,...d"  o0s divisores de m e

d",d",,..d", osdivisores de n. Temos entdo que

oc(mn)=d, +d,+---+d

z(mn) *

Como cada uma destas parcelas € igual os produto de um divisor de m por um divisor de

n, tem-se que o(mn) é igual & soma de todos os possiveis produtos desta forma, isto €,

o(mn)=d'd"+d"d",+---+d", d T
+d',d"+d",d",+---+d',d" +-+

+d',d"+d’ d"

=do(m)+d’,o(n)+---+d" , o(n)=c(m)o(n)

z(n)
d"+---+d’

z(m) z(m) r(n) ~

Logo, a aplicagdo o(n) € multiplicativa.

Aplicando &(n) a nameros primos, todo um conjunto de resultados surge, dos quais

destacamos o0s seguintes dois:

Propriedade 3

Se p for um ndmero primo, o(p)=p+1.

Demonstracao

Este resultado é imediato. Se p é primo, admite unicamente os divisores 1 e p, donde

o(p)=p+1l.5
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Propriedade 4

Seja n um ndmero natural maior do que um e seja p,“p,”---p,“ a sua factorizagéo

como produto de nUmeros primos.

Entdo tem-se:

a+l a+l a+l
o)
p,—1 pz_l pk_l

1

Demonstracao

Comecemos por observar que, para qualquer nimero natural n maior do que um,

1+n+n®+---+n“ corresponde & soma dos «+1 primeiros termos de uma progressao
geométrica de razdo n, e como tal, temos que

na+l_1
n-1 -

1+n+n*+---4n“ =

Por outro lado, sendo p um ndmero primo, os divisores de p* sdo exatamente as

poténcias de p até ao expoente «, ou seja, 1, p, p%,..., p*, donde resulta imediatamente que

pa+l_l
p-1

o(p)=1+p+p’+-+p“ =

Assim, como n= p“p,”---p,* eafungdo o(n) € multiplicativa, temos

o(n)=o(pp,” - p*)=o(p*)o(p,”)---a(p™) =

=[ pla1+1 _lj( p2a2+1 _1j“‘( pkak+1 _1J.
p.-1 )L p,-1 P -1 :
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A busca e constatacdo de regularidades associadas ao nimeros inteiros originaram toda
uma pandplia de critérios, mais ou menos simples, para o estudo e analise das propriedades

dos nUmeros.

Em particular, determinaram-se formas simples de verificar a divisibilidade de um
namero por outro. Dos varios critérios de divisibilidade conhecidos, analisaremos o critério

de divisibilidade por quatro, que tera relevancia aquando do estudo dos nimeros primos.

Propriedade 5

Seja n um numero natural. O ndmero n € divisivel por quatro sse quatro divide o

numero formado pelos dois Gltimos algarismos de n.

Demonstracao

Seja n=a, -10“ +a, ,-10* +---+a,-10°+a,-10+4a, .
Se k €{0,1,2} o resultado € imediato.

Seja k > 2. Entéo,

n=a -10“+a _,-10“"+..-+a,-10° +a,-10+a, =
=(a,-10? +a,,-10° +---+a,)-10° +a,-10+a, =
=(a 10"?+a,_,-10°+---+a,)-25-4+3,-10+a, =
=0+a,-10+a, =4a,-10+a,(mod 4)

Portanto, 4|n< 4|(a,-10+a,) .
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I.4. RESULTADOS SOBRE CONGRUENCIAS

Dado que alguns dos resultados que exploraremos no capitulo seguinte sdo um pouco
mais técnicos, importa relevar alguns conceitos e propriedades das relacGes de congruéncia,

nomeadamente a nogdo de sistema de residuos e algumas das suas propriedades.

Definicdo 5

Seja me N. Um conjunto de m inteiros que se obtém escolhendo um dnico elemento de
cada classe de congruéncia modulo m denomina-se por sistema completo de residuos

modulo m.

Definicdo 6

Seja meN. Se de um sistema completo de residuos moédulo m, considerarmos o
subconjunto formado pelos residuos coprimos com m, obtemos o denominado sistema
reduzido de residuos modulo m. O nimero de elementos de qualquer sistema reduzido de

residuos designa-se por g(m).

A aplicacdo ¢(m) anteriormente definida é conhecido como aplicacédo fi de Euler, em
homenagem ao seu criador, apesar de a notacdo ¢(m) ter sido introduzida posteriormente

por Gauss.
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Tratando-se de uma importante aplicacdo associada a teoria dos numeros,

apresentaremos alguns dos resultados a ela associados.

Proposicdo 1
Dado meN, tem-se que ¢(m) € igual ao nimero de naturais ndo superiores a m gque sao

coprimos com m. Deste modo, um ndmero natural p é primo se e s6 se ¢(p) = p-1.

Demonstracao

Consideremos o sistema completo de residuos moédulo m {1,2,...,m}. Se considerarmos o
sistema reduzido de residuos que dele resulta obtemos imediatamente que ¢(m) é igual ao

namero de naturais ndo superiores a m que Sdo coprimos com m.

Proposicao 2
Seja {11, Ty} UM sistema reduzido de residuos modulo m e seja a um inteiro

coprimo com m. Entdo {ax,ar,,....ar,, | é também um sistema reduzido de residuos

modulo m.

Demonstracao

Por definicdo de sistema reduzido de residuos, temos que m coprimo com r para
Vie{1,2,...¢(m)}. Por outro lado, m & coprimo com a, donde resulta que m néo tem fatores

primos comuns com r,. nem com @, ou seja, m ndo tem fatores primos comuns com ar..

Deste modo m € coprimo com ar,, Vie{1,2,...p(m)}.
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No conjunto {arl,arz,....,arq,(m)} ndo existem dois elementos congruentes modulo m. Se

ar, =ar,(modm), como a e m sdo coprimos, teriamos r =r,(modm), 0 que ndo pode

acontecer visto {rl, Fyyenens rq,(m)} ser um sistema reduzido de residuos médulo m.

Entdo no conjunto {ar,ar,,....ar,,

} temos ¢(m) inteiros, coprimos com m e néo

congruentes dois a dois médulo m. Ou seja, {ar,ar,,....,ar,,

} ¢ um sistema reduzido de

residuos modulo m.

Entre muitos outros resultados ndo provados, Fermat afirmou que se um ndmero primo
p ndo dividir um nimero inteiro a, entdo a* =1(mod p) . Apenas em 1936, Euler apresentou

um demonstracédo deste resultado que ficou conhecido como pequeno teorema de Fermat.

Posteriormente, em 1760, Euler conseguiu generalizar o resultado apresentado por

Fermat.

Teorema 6 (“Teorema de Euler’)

Seja meN. Se a é um inteiro coprimo com m entdo a”™ =1(modm).

Demonstracao

Seja {1,y | UM sistema reduzido de residuos modulo m. Temos entdo que
{arl,arz,....,arw(m)} também é um sistema reduzido de residuos médulo m*. Deste modo, para
cada elemento ar, do segundo sistema, existe um e um so elemento r, do primeiro sistema

tal que ar, =r;(modm).

Multiplicando membro a membro todas as ¢(m) congruéncias anteriores obtemos

! Proposicédo 2
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arar, ---ar

oy =06 (Mod M) <

< a’™rr,--r

oy =l ey (Mmod m).

Como todos os r. s&o coprimos com m, tambeém o seu produto é coprimo com m, pelo

que a”™ =1(modm) .

Corolario 1 (“Pequeno Teorema de Fermat”)

Seja a um inteiro e seja p um namero primo. Se p ndo dividir a entdo a®* =1(mod p).

Na&o sera certamente abusivo afirmar que estes dois Gltimos resultados sdo fundamentais
para a teoria dos numeros, servindo de suporte e referéncia para muitos outros resultados e

propriedades.

Neste momento, importa introduzir um novo conceito, o de ordem de um nimero

inteiro.

Definicédo 7
Seja a um numero inteiro coprimo com m. Denomina-se por ordem de a 0 menor inteiro

k tal que a* =1(mod m) e representa-se por ord(a).

Pelo teorema de Euler, ¢(m) é um inteiro nas condicdes da definicdo anterior, pelo que

é sempre possivel determinar a ordem de um numero inteiro a coprimo com m.

Da defini¢do de ordem, resulta a seguinte propriedade:
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Proposicdo 3

Seja k tal que a* =1(modm). Entdo ord(a) |k .

Demonstracao

Efetuando a divisao inteira de k por ord(a), obtemos k =q-ord(a)+r, com r <ord(a).
Deste modo
1= a’k _ aq~ord(a)+r _ (aord(a))q .a'=1%-a"=4a" ’
donde concluimos que a" =1(modm), ou seja, ord(a)<rse r>0.

Logo, pela definicdo de ord(a), temos que ter r =0, caso contrario existiria um inteiro

r <ord(a) tal que a" =1(modm).

Portanto ord(a) |k .,

Como a”™ =1(modm), resulta imediatamente da proposicéao anterior que ord(a)|e(m).

Por outro lado, estamos em condig¢des de definir raiz primitiva de um namero inteiro.

Definicdo 8

Seja a um namero inteiro coprimo com m. Se a tiver ordem ¢(m), entdo a denomina-se

por raiz primitiva modulo m.

Caso 0 modulo seja um namero primo, esta garantida a existéncia de pelo menos uma

raiz primitiva, num resultado cuja complexidade extravasa o objetivo deste trabalho.
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Entre os muitos contributos que Gauss deu a teoria dos numeros, alguns dos mais belos

e importantes estdo associados a nogdo de residuo quadratico.

Se 0 nosso estudo ndo necessita de aprofundar o tema até momentos tdo marcantes da
histéria como a apresentacdo da lei da reciprocidade quadratica associada a resolucdo de
congruéncias quadraticas, necessitaremos de outros como o critério de Euler, o simbolo de

Legendre e o lema de Gauss.

Definicdo 9

Sejam a e m numeros inteiros. Entdo a é residuo quadratico médulo m se existir um

inteiro b tal que b® =a(modm).

Proposicao 4 (“Critério de Euler’)

Seja p um namero primo impar e a inteiro tal que p/|a. Entdo a é residuo quadratico

p-1
modulo pse e s6 se a 2 =1(mod p).

Demonstracao

Se a for residuo quadratico moédulo p, entdo existe um inteiro b tal que b® =a(mod p).

Entdo temos
p-L P
a? =(b*)2 =b"*(mod p).

Como p|b, pelo Pequeno Teorema de Fermat temos que bP*=1(mod p), ou seja,

b1
2

a? =1(mod p).
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p-1
Reciprocamente, suponhamos que a 2 =1(mod p).

Seja r uma raiz primitiva médulo p e a=r*(mod p). Deste modo temos

b b1 k(D)
a? =(r")z =r 2 (modp).

1

Como r é raiz primitiva médulo p, temos que p-1=ord(r). Por outro lado,

k(p-1) _
r 2 =1(mod p), Ou seja, p—1|w.

Se p-1]

k(p2—1)’ entio k(p-1) €70 que obriga a que gez donde resulta que k €

nimero par. Deste modo concluimos que o indice de a é par e logo a é residuo quadratico

maodulo p.

O estudo de Euler dos residuos quadraticos foi aprofundado pelo matematico francés
Adrien Legendre (1752-1833). Deixou publicados muitos resultados importantes associados

aos residuos quadraticos e as suas aplicacdes.

Em algumas dos resultados que apresentaremos, o recurso ao simbolo de Legendre e

algumas das suas propriedades sera precioso.

Definicdo 10 (“Simbolo de Legendre’)

Seja p primo impar e a inteiro tal que pJa. Definimos

a 1 se a for residuo quadratico mod p
p) |-1 caso contréario

Os numeros perfeitos e 0s primos de Mersenne 34



Resultados da Teoria dos Numeros

Propriedade 6

Seja p um numero primo impar e a e b dois ndmeros inteiros tais que pJab. Se

b

a=b(mod p) entdo (E] = (—) :
p p

Demonstracao

Se a for residuo quadratico médulo p, entdo a=k?*(mod p). Como a=b(mod p) temos

que b=a=k?*(mod p), donde b também ¢é residuo quadrético, ou seja, [%] = (%j -

Propriedade 7

Seja p um ndmero primo impar e a e b dois nimeros inteiros tais que pJab. Entdo

= [ij (mod p).
P

b1
a 2

Demonstracao

Como p primo e pJab, temos que pfa, ou seja a** =1(mod p) °.

p-1

? p-1)? p-1
) (mod p) @(a 2 j —1=0(mod p). Temos entdo que a 2 & raiz de

p-1

Entdo 1=af'= (az

x*-1=0< (x=1D(x+1) =0(mod p) < p|(x-1)(x+1).

Como p é primo, temos que pl|(x-1) ou pl|(x+1), ou seja, x=I1(modp) oOu

x=-1(mod p).

? Corolario 1
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-t -
Deste modo, se a for residuo quadratico, a=k*(mod p) <> a ? =(k*) 2 =k**=1(mod p)

visto que se p primo, pfa e a=k*=k-k, entdo p|k.
P P
Concluimos assim que se a 2 residuo quadratico entdo a 2 =1(mod p), caso contrario,

b1
2

p-1
a2 =-1(mod p), Ou Seja, a 2 z(ij (mod p) . 5
p

Propriedade 8

Seja p um ndmero primo impar e a e b dois nimeros inteiros tais que pJab. Entdo

5GI5)
p pJLpP
Demonstracao

(B ).

Para finalizar, apresentaremos um resultado que permitird determinar rapidamente se 2 é

ou ndo residuo quadratico modulo p.

Sendo um resultado mais técnico e tedrico, serd posteriormente Util aguando do calculo

do simbolo de Legendre em situagcdes concretas.
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Teorema 7 (“Lema de Gauss™)

Seja p um primo impar e seja a um namero inteiro tal que pJa. Consideremos o

conjunto S={a,2a,3a,...,(p7_1ja} e seja n 0 nimero de elementos de S cujo resto da

divisdo inteira por p excede g

Entéo, (ij =(-1)".

P

Demonstracao

Como p é primo, p}b, vbeB ={12p7_1} :

Consideremos dois elementos quaisquer ba e ba de S={a,2a,3a,...,(—p2_1)a}-

Suponhamos que ba=b,a(mod p). Sem perda de generalidade, suponhamos que i> j. Entdo
teriamos ba=b;a < ba-ba=0<« (b —b;)a=0(mod p). Como pJa e p é primo, temos que
p|(b—b;) 0 que é absurdo visto a maior diferenca possivel entre dois elementos B ser
menor que p.

Deste modo concluimos que nenhum dos elementos de S é divisivel por p, nem existem

dois elementos de S congruentes estre si modulo p.

Sejam r,,...,r, 0s restos da divisdo dos elementos de S menores que g e sejam s,,...,s,
. . ~ -1

0s restos da divisdo dos elementos de S maiores que g Temos entdo que m+n :'OT e que

6yl P—S,.., P—S, S80 todos numeros inteiros positivos menores que g Seja

C={h,l, P—S,.. P—S,}
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Podemos concluir que todos os elementos de C sdo distintos. Para tal, basta mostrar que

p-s #r,Vie{l,..,m},vje{l..,n}. Suponhamos que existem s e r tais que

; : p
p—s =r; < p=s +r;, 0que € absurdo pois s, <?

Entdo existem inteiros u e v pertencentes a B tais que s, =ua(mod p) € r; =va(mod p) .

Deste modo temos que

ua+va=(U+v)a=s +r,=p=0(modp).
Como p/a epéprimo, temos que p|(u+v), 0 que € absurdo pois u+v< p-1.

Assim, como todos os elementos de C={r,...,r,,p—s,..., p—S,} S&0 numeros inteiros

(TR Y]

positivos distintos e #C=n+m=pT_l, podemos concluir que C:B:{l,z,....,pT_l}

independentemente da ordem pela qual se apresentam os seus elementos.

Ora o produto de todos os elementos de b é (pT—l),

(B (ps)-+(p-5,)=

oty (-8)+ (-5, ) (mod p) =
=(-D)"r---r,-s,---s,(mod p).

Por outro lado, temos que os numeros r,...,r,s,,..,s, S40 congruentes médulo p com

TR ]

algum dos elementos de S = {a,Za,?aa,...,(pT_lj a}, pelo que

P=1)_ ya.2a..[P7L _
(TJH )"a-2a ( 5 ja(mod P)

=(-1" ap%l (pT_lj!(mod p).

Como p € primo, p | (pT—lj, ou seja,

Os numeros perfeitos e 0s primos de Mersenne 38



Resultados da Teoria dos Numeros

(F’T—lju —(1ra? (pT‘lj!(mod p) =

s1=(-1)" apT_l(mod p) &
S (D" 1=(-D)" -(—1)”ap74(mod p) <

<a? =(-1)"(mod p).

p-1

Umavez que a 2 = [%j (mod p) ®, podemos concluir que (%} = (—1)” (mod p) . 4

Teorema 8
i ; ‘ ~ 1 =1 =7
Seja p um primo impar. Entdo [ 2 |1 S¢P=1mod8) oup=7(mods)
p —1se p=3(mod8) ou p =5(mod8)
Demonstracao

De acordo com o lema de Gauss, [Ejz(—l)” (mod p), para n igual ao numero de
p

elementos do conjunto dos numeros inteiros S :{1-2,2-2,3-2,...,(%1)-2}:{2,4,6,..., p-1}

cujo resto da divisao por p é superior a g Como todos os elementos de s sdo menores que

p, para determinar n, basta contabilizar os elementos de S que s&o maiores que g

Para um valor k tal que 1skspT_1, temos que k<§c>2k <§sp7_1.

3 Propriedade 7
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Denotemos por {%} 0 maior inteiro menor ou igual que % Temos entdo {%}
elementos de S menores que g ou seja, n :pT_l{%]

Deste modo temos quatro possibilidades uma vez que um nimero primo impar é da

forma 8k +1, 8k +3, 8k+5 ou 8k +7, a saber:

se p=8k+1, entdo n=4k{2k+ﬂ=4k—2k=2k;

se p=8k+3, entdo n:4k+1—[2k+%}:4k+1—2k:2k+1;
se p=8k+5,entdo n=4k+2- 2k+l+% =4k +2—-(2k +1) = 2k +1;

se p=8k+7,entdo n=4k +3—| 2k +1+— |=4k +3—-(2k +1) =2k + 2.

Assim, se p=8k+1 ou p=8k+7, temos n par donde resulta que

[%]E(—l)”zl(mod p). Se p=8k+3 ou p=8k+5, temos n impar donde resulta que
2 n
(FJE(—l) =-1(mod p) .

Deste modo, terminamos o capitulo deste trabalho destinado a apresentacdo e
demonstracao dos resultados que servirdo de suporte para a explora¢do dos nUmeros primos

de Mersenne e dos numeros perfeitos, principal objetivo desta exploragéo.

Estes estudos fardo com que as analises seguintes sejam mais fluidas.
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NUmeros Perfeitos

Il. NUMEROS PERFEITOS

11.1. EUCLIDES

NuUmero Perfeito

Um namero natural diz-se perfeito se for igual a soma de todos os seus divisores

positivos com excec¢do dele proprio, ou seja, se n=o(n)—n < o(n)=2n.

Na sua mais famosa obra, os Elementos, Euclides ndo s6 define namero perfeito, como
enuncia e demonstra um método para os calcular. Este método ficou conhecido por

“formula dos nimeros perfeitos euclidianos” que a seguir se demonstra:

Teorema 9
Sendo neN, se 2"-1 for nimero primo, entdo o nimero da forma 2"'(2"-1) é

perfeito.

Demonstracao

Sejam 2" —-1=p, nimero primo e a= p2"*. Pretendemos provar que, nestas condicoes,
a é um numero perfeito.

Os divisores proprios de a sdo: 1,2,2%,...,2" ", p,2p,2%p,....2" % p.
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Entao,

o(@)=1+2+2"+-+2" 4+ p+2p+2°p+---+2"?p=
:(1+2+22+---+2”’1)+ p(1+2+22+---+2”’2):
=2"-1+p(2" 1) =2"-1+(2"-1)(2"* -1) =

=(1+(2-1))(2 -1) =

:2"*1(2" —1):a

Donde se conclui que o(a)=a, ou seja, que a € numero perfeito.

11.2. NICOMACO
11.2.1. CONJETURAS

Apesar de ndo existirem registos fisicos que o comprovem, Nicomaco de Gerasa tera
vivido no final do séc. | d.C. Segundo os historiadores, foi o primeiro a escrever sobre o
pensamento e os ensinamentos matematicos dos Pitagoricos, cujo auge teve lugar seis
séculos antes. Deste modo, as suas obras tornaram-se uma das mais importantes referéncias
deste periodo.

Num desses manuscritos, Introducdo a Aritmética, que foi traduzido para latim por
Lacio Apuleio no séc. Il e, mais tarde, por Boécio no séc.V, Nicémaco ndo sO define
nimeros perfeitos como sendo aqueles cuja soma dos seus divisores proprios* é igual ao
préprio nimero, como introduz um sentido filoséfico a classificacdo de “perfeito”, como se

depreende do seguinte excerto:

4 .. , P
Todos os divisores de um nimero exceto ele proprio
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Como as coisas justas e excelentes sdo muito poucas e
facilmente enumeraveis, enquanto as coisas feias e demoniacas
abundam, também os ndimeros deficientes® e superabundantes®
existem numa enorme quantidade e de uma forma irregular, e os
numeros perfeitos sdo facilmente enumeraveis e aparecem numa
determinada ordem, pois:

- 56 existe um entre as unidades (6),

- um s6 entre as dezenas (28) e

- um terceiro entre as centenas (496) e

- um quarto entre os limites dos milhares (8128).

E a sua caracteristica constante é acabar alternadamente

entre 6 e 8 e serem sempre pares.

Nicomaco ndo s6 conjetura sobre algumas propriedades dos numeros perfeitos, como
consubstancia essas afirmagdes mencionando um método, que diz ja existir (provavelmente
tendo por base o trabalho do pitagéricos ou de Euclides), que permite obter nameros
perfeitos:

A partir das poténcias de 2 e iniciando na unidade’, vamos
somando desde o primeiro até encontrarmos um namero primo;
entdo multiplicamo-lo pela ultima parcela da soma efetuada,

obtendo assim um nimero perfeito.

Este procedimento corresponde a proposicdo I1X, 36 dos Elementos de Euclides

abordada no ponto anterior®.

> Numeros deficientes - a soma dos divisores proprios é menor que o préprio ndmero
® Nameros superabundantes - a soma dos divisores proprios excede o proprio nimero
71 no era considerado poténcia de 2

® Teorema 9
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11.2.2. ANALISE DAS CONJETURAS

Atualmente sabemos que a distribuicdo dos nameros perfeitos ndo verifica todas as

conjeturas de Nicomaco.

Sendo verdade que os primeiros numeros perfeitos sdo 6, 28, 496 e 8128, a suposicao de
que estes terminam alternadamente em 6 ou 8 ndo se verifica. Os nameros perfeitos

seguintes séo:

quinto — 2*(2* -1) = 33550336

sexto — 2'* (2" ~1) =8589869056

sétimo — 2'°(2'° —1) =137438691328

oitavo — 2% (2* -1) = 2305843008139952128

No entanto, podemos afirmar que um nimero perfeito da forma 2"*(2" —1) termina em

6 ou em 28.

Teorema 10

Se N =2*(2* —1) é um nimero perfeito euclidiano entdo:
i) se k=2entdo N =6;
1) se k=1(mod4) entdo N =6(mod10);
iii) se k=3(mod4) entdo N =28(mod100)
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Demonstracao

i) se k=2entdo N =6;
Por definicdo de nimero perfeito euclidiano, temos que 2*—1 é primo, ou seja, temos

que k tem de ser um namero primo®.
Se k =2, resulta de imediato que N =2°"(2°-1)=6.
Caso contrario, k € um primo impar, donde™ k =1(mod4) ou k =3(mod4). .

i) se k=1(mod4) entdo N =6(mod10);

Seja k=1(mod4), ou seja, k =4n+1<>k-1=4n.

Temos assim que 2“'=2*. Ora, 24“=(24)n=16”s6”(m0d10). Mas 6=6(mod10) e

6° =36 =6(mod10), sendo possivel provar por inducdo que para qualquer n natural,

6" =6(mod10), ou seja,
21 =2 =(2')" =16" =6" =6(mod10).
Por outro lado, 2 -1=2.2'-1=2.6-1=11=1(mod10).

Portanto, se k =1(mod4), N =2“*(2" -1)=6-1=6(mod10) .

iii) se k=3(mod4) entdo N =28(mod100)

Seja k=3(mod4), ou seja, k=4n+3 < k-1=4n+2.

Temos assim que 2% =2%"2=2%.22-4’".4=0(mod4), ou seja, que 4|2“*. Assim,
pelo critério de divisibilidade por quatro™, 4 divide o nimero formado pelo dois Gltimos

algarismos de 2¢*.

° Teorema 2
1% Teorema 4
1 Propriedade5
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Por outro lado, 2“* =22 =2".2% = 6.4 = 24 = 4(mod10) , donde resulta que o algarismo

das unidades de 2“* é 4.

Portanto, 2“* =10a+4(mod100), para algum algarismo aeN,. Como 4|2**", temos que
4|(10a+4), ou seja, como 4|4 temos que 4|10a donde resulta de imediato que

ae{0,2,4,6,8}.

Assim, 2" =4, 24, 44, 64 ou 84(mod100).

Como 2 -1=2.2%"-1, temos que
2.21-1=2.4-1=7(mod100) ou
2.2 -1=2.24-1=47(mod100) ou
2.2 -1=2.44-1=87(mod100) ou
2.2"1_1=2.64-1=127 = 27(mod100) ou
2.2"1_1=2.84-1=167 = 67(mod100).

Assim, 2*-1=7, 47, 87, 27 ou 67(mod100).

Consequentemente,

N=2"(2"-1)=4.7, 24.47, 44.87, 64-27 ou 84-67(mod100), ou Seja,
N =28, 1128, 3828, 1728 ou 5628(mod100).

Portanto, N =28(mod100). ,

Apesar de algumas conjeturas ndo terem sido verificadas, Nicomaco lancou os alicerces
para a busca e o estudo dos numeros perfeitos, ajudando a agucar a curiosidade e o engenho

dos matematicos que lhe sucederam.
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11.3. EULER

Leonhard Euler (1707-1783), brilhante matemaético suico, comegou por estudar teologia
na Universidade de Basileia onde conheceu Johann Bernoulli, na altura um dos mais
proeminentes matematicos europeus. Consequentemente, Euler acabou por abandonar o
curso de teologia e dedicou-se exclusivamente ao estudo da matematica, tendo o seu génio
cedo sido reconhecido pela Academia de Ciéncias de Paris que o premiou, tendo este apenas

19 anos.

Entre outros resultados da teoria dos numeros, Euler demonstrou o reciproco do teorema

de Euclides®?, ou seja, que todos 0s nlimeros perfeitos pares sdo da forma 2¢*(2* -1), onde

2“1 é primo.

Teorema 11

Se n é um nimero perfeito par, entdo n=2*(2* -1), com 2* —1 nlmero primo.

Demonstracao

Seja n € um nimero perfeito par.

Como n é par, pode ser escrito da forma n=2**.m, onde m é um niimero inteiro impar

ek>2.

12
Teorema 9
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Temos entio que o(n)=c(2-m). Como oé multiplicativa®, resulta que

o(n)= a(Zk_l-m) = O'(Zk_l)O'(m).

2k—l+l _1
2-1

Por outro lado, sabemos™ que o(2)= =2 1.

Assim, o(n) =(2-1)o(m).
Como n é nimero perfeito, temos que o(n)=2n=2-2“".m=2“.m. Portanto, por um

lado o(n)=(2"~1)o(m), e por outro, o(n)=2"-m, ou seja,
2.m=(2"-1)o(m).

Podemos entéo concluir que (2 -1)[(2*-m).
Como 2* -1 e 2" sdo coprimos, pelo Lema de Euclides, temos que (2k —1)| m.
Seja m=(2“-1)M . Entbo,

2m=(2"-1)o(m) =

&2 (21)M = (22<Tjo(m) <

< 2M =o(m).

Como m|m e M |m, resulta que

XM =c(m)zm+M =(2-1)M +M =2M .
Portanto, o(m)=m+M.

Ora isto significa que m s6 tem dois divisores, donde se conclui que m é primo, ou segja,
que os seus divisores sdo m e 1, ou seja, M =1.

Concluindo, temos que m=(2“-1)M =(2*-1)-1=2“~1. Como m é primo, resulta de

imediato que 2“ -1 é primo.

B Propriedade 2
" Propriedade 3
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11.4. MERSENNE

O Padre Marin Mersenne (1588-1648), depois de ter estudado alguns anos num colégio
jesuita, juntou-se a entdo recentemente criada Ordem Franciscana de Minims, onde acabou
por permanecer até ao fim da sua vida.

Mersenne lamentava o facto de ndo existir na altura uma organizacdo formal onde os
estudiosos da época se pudessem encontrar regularmente para trocar e discutir ideias e
descobertas. Assim, disponibilizou o seu préprio quarto no convento Minim para que se
pudessem encontrar estudiosos da época, dando origem aos primeiros encontros regulares
de matematicos que decorreram continuamente desde 1635 até a morte de Mersenne em
1648.

Apesar de Mersenne ndo contribuir de modo muito efetivo para algumas das
descobertas efetuadas, o seu espirito inquisidor colocava questdes e apresentava ao mundo
cientifico.

Tentou contactar todos nomes importantes no dominio do conhecimento através de uma
elaborada rede de correspondéncia através da qual Mersenne transmitia noticias relativas a
avancos cientificos em troca de mais informacg6es para divulgacdo. Deste modo, divulgando
questdes e solicitando contributos, estimulou o desenvolvimento cientifico, podendo este
processo ser comparada as modernas publicacdes cientificas.

Depois da sua morte, foram encontradas cartas de 78 correspondentes espalhados pela
Europa, entre os quais Fermat em Franca, Huygens na Holanda, Pell e Hobbes na Inglaterra
e Galileu e Torricelli na Italia.

Pessoalmente, Mersenne estava mais interessado no conceito grego de divisibilidade,
tendo trocado correspondéncia com Fermat questionando-o sobre a possivel factorizagdo de

alguns nameros.
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Mersenne estava também interessado em descobrir a existéncia, ou ndo, de um numero
perfeito de vinte ou vinte e um algarismos. A questdo subjacente a esta questdo é averiguar
se 0 nimero 2% —1 é primo. Fermat descobriu que os Unicos divisores primos de 2% -1
teriam de ter a forma 74k +1 e que 223 é um fator primo de 2* —1. Deste modo Mersenne

ficou a saber da ndo existéncia de um namero perfeito com vinte ou vinte e um algarismos.

11.4.1. PRIMOS DE MERSENNE

Passou a ser tradicional denominar os niimeros primos da forma 2 -1, por primos de

Mersenne, nimeros esses que passaremos a denotar por M,.

Pelo que vimos nos pontos anteriores, encontrar um primo de Mersenne 2* —1 resume-

se a estudar os casos em que k é primo.

Em 1644, Mersenne afirmou, de forma provocatéria, que M, era primo gquando p

tomava os valores 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 e 257, e composto para todos 0s outros

nameros primos inferiores a 257.

Na época foi consensual que Mersenne nao teria testado a veracidade da afirmacdo, mas
a verdade é que também nenhum outro matemaético se aventurou a apresentar um fator

primo para os nimeros apresentados.

Entre 1460 e 1588, o matematico italiano Pietro Cataldi provou que M,, e M, eram de

facto nimeros primos.

Em 1772, Euler verificou que M,, era na realidade primo, embora os nimeros M,
M,,, € M, estivessem para la da sua capacidade. No entanto, tal esforco comprovou a

existéncia do oitavo numero perfeito,

2% (231 —1) = 2305843008139952128 .
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No entanto a afirmacdo de Mersenne continha incorre¢cdes. Em 1883, Pervouchine, e em

1886, Seelhoff, mostraram, em trabalhos independentes, que M., é primo. Posteriormente,
Cole, em 1903, descobriu fatores para M,,. Também em 1911, Powers provou que M, €
primo. Em 1914, Fauguembergue, e em 1917, Powers, mostraram que M,, € primo.

Finalmente, em 1922, Kraitchik identificou a Ultima incorrecdo de Mersenne ao mostrar que

M,., € composto.

Todos 0s numeros compostos M, , para k inferior a 257, encontram-se atualmente
fatorizados. O mais complicado, M,,, apenas foi fatorizado em 1984 com o recurso a

supercomputadores.

Com a chegada da era informatica, a busca de primos de Mersenne, e por consequéncia,
de novos numeros perfeitos, tem sido efetuada com recurso a computadores. Em 1996 foi
fundado o projeto GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search), que partilha a busca por
milhdes de computadores pessoais de todo o mundo. Deste modo foram descobertos mais

catorze primos de Mersenne, sendo 0 maior € mais recente M., encontrado em Janeiro

de 2013, elevando o numero total de primos de Mersenne para 48.

De salientar ainda que 0s maiores nimeros primos encontrados nos ultimos anos tém

sido primos de Mersenne.

11.4.2. PROPRIEDADES DOS PRIMOS DE MERSENNE

No estudo dos primos de Mersenne, deparamo-nos com alguns factos que agucam a
nossa curiosidade. Quando consideramos 0s primeiros quatro primos de Mersenne

(nomeadamente p igual a 3, 7, 31 e 127), e os utilizamos como indices para 0s primos de
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Mersenne, obtemos um primo de Mersenne superior. Isto levou a conjetura de que se M é

primo de Mersenne, My, também serd, o que provaria a infinidade dos primos de Mersenne.

Em 1953, o supercomputador Alas, mostrou que M, =2":-1=2%"_-1 € um nimero

composto.

Ao longo do tempo, foram criados métodos para determinar se alguns tipos de niUmeros

de Mersenne sdo primos ou compostos.

Teorema 12

Sepe q=2p+1 sdo primos, entdo, ou q|M, ou q|(M, +2), mas ndo ambos.

Demonstracao

Pelo Teorema de Euler, sabemos que 2°*-1=0(modq).

Fatorizando obtemos,
q-1 q-1
2“‘1—1:[2 2 —1}(2 2 +1}:(2p ~1)(2° +1)=0(mod ) .

Ou seja, temos que M, (M, +2)=0(moda).

Entdo concluimos® que q/M, ou q|(M,+2). Se tal ocorresse simultaneamente,

teriamos que q|2, 0 que é impossivel.

Posteriormente, e nas condi¢Ges do teorema anterior, foi possivel determinar para que

valores q|M_ e q|(M +2).

15
Teorema 3

Os numeros perfeitos e 0s primos de Mersenne 53



NUmeros Perfeitos

Teorema 13

Se g=2n+1 é primo, entdo:
a) q|M, se g=1(mod8) ou g=7(mod8).

b) q|(M, +2) se q=3(mod8) ou g=5(mod8).

Demonstracao

Como g=2n+1, temos que n =qT_1.

a) Dizer que q|M, significa que q|(2"-1), ou seja, que

gq-1

2" =1(modq) < 2 2 =1(modq).

Ora, pelo simbolo de Legendre, para que 2" =1(modq) temos de ter (%:1. Entéo
q
concluimos®® que q=1(mod8) ou q=7(mod8).
b) Dizer que q|(M,+2) significa que q|(2"-1+2) < q| (2" +1), ou seja, que

gq-1

2" =—1(modq) < 2 2 =-1(modq).

Ora, pelo simbolo de Legendre, para que 2"=-1(modq) temos de ter (—j:—l.

Entéo concluimos®’ que q=3(mod8) ou q=5(mod8).

Corolario 2

Se p e g=2p+1sdo ambos primos impares com p=3(mod4), entdo q|M .

16

Teorema 8
17

Teorema 8
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Demonstracao

Um primo impar é da forma®® 4k +1 ou 4k +3.

Se p=4k+3,entdo q=8k+7, ouseja, q=7(mod8) donde resulta que q|M,.

Se p=4k+1, entdo q=8k+3, ou seja, q=3(mod8) donde resulta que q|(M +2) o que

significa que q | M.,

Aprofundando um pouco mais o0s resultados anteriores, Fermat restringiu ainda mais 0s

possiveis divisores dos primos de Mersenne.

Teorema 14

Se p & um primo impar, entdo qualquer divisor de M € da forma 2kp+1.

Demonstracao

Seja g um divisor primo de M tal que 2° =1(modq).
Seja k a ordem de 2 médulo . Sabemos entdo™® que k| p.

Se k=1, teriamos 2=1(modq), ou seja 1=0(modq), donde resulta que g|1, 0 que é

impossivel.

Assim, como k| p, k>1 e p é primo, temos que k=p.
Pelo teorema de Euler, temos que 2% =1(mod q), donde concluimos® que k|(q-1).

Como k = p, temos que p|(q-1), ou seja, q—1= pt<q= pt+1.

*® Teorema 4
1 Proposicédo 3
20 Proposicédo 3
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Caso t fosse um inteiro impar, teriamos de ter q par, o que contradiz a hipGtese
considerada.

Logo temos de ter q=2kp+1.

Teorema 15

Se p & um primo impar, entdo qualquer divisor primo g de M € tal que g=+1(mod8).

Demonstracao

Seja g um divisor primo de M tal que 2° =1(modq). Pelo resultado anterior’ temos

que q=2kp+1, para um certo k inteiro.
e 2) %t , 2
Pelo critério de Euler, temos [—j =22 =1(modq), Ou seja, que (—j =1.
q q

Deste modo concluimos® que q=+1(mod8).

Nao obstante todos os resultados conhecidos e toda a tecnologia envolvida na busca e
estudo dos primos de Mersenne e dos numeros perfeitos, questdes como a sua infinidade ou
a existéncia de um ndmero perfeito impar continuam por provar ou refutar, pelo que os
matematicos de hoje e de amanhd que se debrucam sobre estas questdes continuam a ter

temas que agucam a sua curiosidade e estimulam o seu engenho.

21

Teorema 14
22

Teorema 8
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Atividades para a sala de aula

I11. ATIVIDADES PARA A SALA DE AULA

I11.1. FUNDAMENTACAO

Neste terceiro e ultimo ponto, pretendemos apresentar algumas propostas de atividades
de exploragéo de algumas das regularidades, propriedades e conjeturas analisadas durante
este trabalho, que podem ser exploradas pelos alunos do ensino basico e secundario com
recurso a diversos tipos de material de suporte, nomeadamente, calculadoras cientificas,

calculadoras graficas e computadores.

A procura e descoberta de regularidades ndo conferem apenas a exploracdo matematica
motivacado e engenho. Servem igualmente como processos para cimentar a organizagéo, o

rigor, a coeréncia e a justificagcdo argumentativa dos resultados descobertos.

Deste modo, a teoria dos numeros apresenta-se como campo de exceléncia para a
criacdo deste tipo de atividades dada sua natureza concreta e palpavel. Permite que todos os
alunos, independentemente do seu grau de proficiéncia matematica, consigam abordar as
situacOes e realizar as suas exploragOes de acordo com as suas capacidades, potencializando

deste modo o desenvolvimento de novas competéncias.

A necessidade de transmitir essas descobertas aos seus pares de modo a que todos
compreendam, serve de estimulo a objetividade, ao rigor e a coeréncia da informacdo
transmitida, permitindo aos alunos a apreensdo de conhecimento e competéncias

significativas.
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111.2. TAREFA 1

Numero perfeito: Um namero inteiro diz-se perfeito se for igual a soma de todos os seus

Completa a seguinte tabela:

divisores (com excec¢do do préprio).

Por exemplo, 6 € um namero perfeito pois é divisivel por 1, 2, 3e 6 e

6=1+2+3.

Namero N | Divisores de N Sema dos divisares Namero N Divisores de N Sema dos divisares
menores que N menores que N
1 16
2 17
3 18
4 19
5 20
6 21
7 22
8 23
9 24
10 25
11 26
12 27
13 28
14 29
15 30

Quais os numeros perfeitos menores que 30?

Um namero primo pode ser um namero perfeito? Justifica.
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111.3. TAREFA 2

Divisor proprio: Os divisores proprios de um nimero sdo todos os divisores desse nimero

diferentes dele proprio.

Defini¢cdo: Um numero diz-se abundante se for menor que a soma dos seus divisores
proprios; diz-se deficiente se for maior que a soma dos seus divisores proprios;

diz-se perfeito se for igual a soma dos seus divisores proprios.

1. Constrdéi uma tabela que te permita classificar os primeiros vinte nimeros naturais como

abundantes, deficientes ou perfeitos.

2. Recorrendo a folha de célculo, encontra o Unico numero perfeito entre 10 e 100.

3. Relativamente a definicdo apresentada, existe algum tipo de numero que seja

obrigatoriamente deficiente? Justifica.
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I11.4. TAREFA 3

1. Completa a tabela 1 com o resultado da poténcia a’™*.

TABELA 1
p
2 3
a
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

2. Completa a tabela 2 com o resto da diviséo inteira dos valores da tabela 1 por p.

TABELA 2
p
2 3
a
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

3. Analisa os resultados obtidos na tabela 2. O que observas?
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I11.5. TAREFA 4

1. Utilizando o Crivo de Eratostenes, encontra 0s nimeros primos menores que 100.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 |12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70
71|72 | 73 | 74 |75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80
81 | 82 | 83 | 84 | 8 | 8 | 87 | 88 | 89 | 90
91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100

2. Determina o resto da diviséo inteira dos primos encontrados por 4. O que observas?

3. Generaliza a regularidade identificada no ponto anterior.
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