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Resumo

O estudo dos quadros de Young, durante o século XX, levou ao desen-
volvimento de varios algoritmos combinatérios, como a correspondéncia de
Robinson-Schensted e o jeu de taquin de Schiitzenberger. Algumas proprieda-
des destes algoritmos, especialmente aquelas que dizem respeito a aspectos de
simetria, tornam-se mais claras quando os algoritmos sdo reformulados noutro
contexto. No final do século XX, Fomin desenvolveu a noc¢do de diagrama
de crescimento, com o intuito de estudar estes algoritmos combinatérios, tor-
nando mais transparentes as suas propriedades fundamentais. No estudo de
diagramas de crescimento, os resultados de Greene e Kleitman sobre conjuntos
parcialmente ordenados assumem um papel central; o teorema da dualidade
de Greene para conjuntos parcialmente ordenados finitos é especialmente rele-
vante neste contexto.

O principal objectivo desta dissertacao é a utilizacao de diagramas de cres-
cimento para estudar as principais propriedades de alguns algoritmos combi-
natérios, bem como o desenvolvimento das ferramentas necessarias para este
fim.

Nesta dissertacao, apds uma apresentagao sumaria das nocoes bésicas sobre
conjuntos parcialmente ordenados, partigoes e quadros de Young, sdo apresen-
tados em detalhe os resultados de Greene e Kleitman sobre familias de cadeias
e anticadeias em conjuntos parcialmente ordenados finitos. Demonstramos o
teorema da dualidade de Greene e examinamos algumas das suas consequén-
cias mais relevantes, com o objectivo de relacionar diagramas de Young com
ideais de ordem de conjuntos parcialmente ordenados.

Em seguida, apresentamos as versoes classicas de alguns algoritmos com-
binatérios envolvendo quadros de Young: a correspondéncia de Robinson-
Schensted, a correspondéncia RSK, o jeu de taquin de Schiitzenberger e a
evacuacao. Estes algoritmos sdo posteriormente reformulados recorrendo a di-
agramas de crescimento, tirando partido das ferramentas desenvolvidas com
o auxilio do teorema da dualidade de Greene. As propriedades fundamen-
tais destes algoritmos sdao demonstradas no tltimo capitulo, particularmente
as suas propriedades de simetria e o efeito de transformacoes de uma permuta-
¢ao nos quadros de Young que lhe correspondem pelo algoritmo de Robinson-
Schensted.

Palavras-chave

Parti¢oes; Quadros de Young; Conjuntos parcialmente ordenados; Algorit-
mos combinatoérios; Permutagdes; Diagramas de Crescimento.
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Abstract

The study of Young tableaux, during the twentieth century, has led to
the development of several combinatorial algorithms, such as the Robinson-
Schensted correspondence and Schiitzenberger’s jeu de taquin. Some properties
of these algorithms, especially those that concern symmetry, become clearer
when the algorithms are reformulated in another context. At the end of the
twentieth century, Fomin has developed the notion of growth diagram, with the
purpose of studying these combinatorial algorithms, making their fundamental
properties more transparent. In the study of growth diagrams, Greene and
Kleitman’s results on finite posets play a central part; Greene’s duality theorem
for finite posets is especially relevant in this context.

Our main goal with this thesis is the study of properties of combinatorial
algorithms using growth diagrams, as well as the development of the necessary
tools for the accomplishment of this end.

In this thesis, after a brief presentation of the basic notions concerning
posets, partitions and Young tableaux, we present in detail Greene and Kleit-
man’s results on antichain and chain families in finite posets. We prove Gre-
ene’s duality theorem and examine some of its most important consequences,
with the purpose of connecting Young diagrams with order ideals of finite
posets.

Afterwards, we present the classical versions of some combinatorial algo-
rithms involving Young tableaux: the Robinson-Schensted correspondence, the
RSK correspondence, Schiitzenberger’s jeu de taquin and evacuation. These
algorithms are then recast in the context of growth diagrams, taking advan-
tage of the tools developed using Greene’s duality theorem. The fundamental
properties of these algorithms are proved in the last chapter, especially their
symmetry properties and those that concern the effect of transformations of
a permutation on the Young tableaux that Robinson-Schensted’s algorithm
associates with it.

Keywords

Partitions; Young tableaux; Partially ordered sets; Combinatorial algo-
rithms; Permutations; Growth diagrams.
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PREFACIO

O estudo dos quadros de Young comegou no inicio do século XX, tendo este
conceito sido introduzido pelo matemético britanico Alfred Young e posterior-
mente aplicado ao estudo das representagoes do grupo simétrico por Frobenius.
Ao longo do século XX, varios matematicos estudaram algoritmos combinato-
rios envolvendo quadros de Young, sendo um dos exemplos mais importantes a
correspondéncia de Robinson-Schensted, estudada inicialmente por Robinson
em 1938 e reformulada mais de vinte anos depois por Schensted. O objec-
tivo de Schensted era o estudo de subsequéncias crescentes e decrescentes de
permutagoes, tendo para isso desenvolvido um algoritmo que permite associar
bijectivamente um par de quadros de Young standard a uma permutacao.

Mais desenvolvimentos ocorreram nos anos 60 e 70, levados a cabo por
Schiitzenberger, que estudou o algoritmo que viria a ser designado por jeu de
taguin e o algoritmo de evacuagao. Estes algoritmos conduziram a descoberta
de algumas propriedades da correspondéncia de Robinson-Schensted, em par-
ticular as que dizem respeito ao efeito de uma transformacdo da permutacao
nos quadros de Young que lhe correspondem.

Também nos anos 70, Knuth generalizou a correspondéncia de Robinson-
Schensted para o contexto dos quadros de Young semistandard, obtendo uma
bijeccao entre pares de quadros semistandard e certas palavras — permutagoes
generalizadas — das quais as permutacoes sao um caso especial. Esta bijecgao
viria a ser conhecida por correspondéncia de Robinson-Schensted-Knuth (ou
simplesmente correspondéncia RSK).

Estes algoritmos envolvendo quadros de Young apresentam diversas propri-
edades de “simetria”, a mais surpreendente das quais é o resultado de Schiitzen-
berger que relaciona os quadros de Young correspondentes a uma permutagao
e & sua inversa. Estes resultados tém em comum o facto de ndo serem evidentes
a partir da descricao original dos algoritmos. De facto, o teorema de simetria
de Schiitzenberger é mais facilmente demonstrado se o algoritmo original da
correspondéncia de Robinson-Schensted for quase inteiramente reformulado de
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um modo que ponha em evidéncia a relagdo geométrica existente entre uma
permutacao e sua inversa.

Nas ultimas décadas do século XX, Sergey Fomin desenvolveu a teoria dos
diagramas de crescimento, uma elegante ferramenta unificadora que permitiu
lancar uma nova luz sobre os algoritmos combinatérios acima referidos. Um
diagrama de crescimento é, em termos informais, uma forma de dispor dia-
gramas de Young de modo a que certas cadeias saturadas de diagramas de
Young se possam obter recursivamente, recorrendo a regras locais de cresci-
mento. A reformulagdo dos algoritmos combinatérios mencionados anterior-
mente utilizando diagramas de crescimento permite tornar transparentes as
suas propriedades, incluindo as propriedades de simetria mencionadas acima.

A teoria dos diagramas de crescimento encontra-se intimamente relacio-
nada com os resultados obtidos por Curtis Greene e Daniel Kleitman sobre
familias de cadeias e anticadeias em conjuntos parcialmente ordenados finitos.
Estes resultados estabelecem uma ponte entre a teoria dos conjuntos parcial-
mente ordenados e a teoria das parti¢des, sendo o mais importante exemplo
disso o teorema da dualidade de Greene para conjuntos parcialmente orde-
nados finitos. A interpretacdo das técnicas de diagramas de crescimento em
termos de conjuntos parcialmente ordenados permite unificar varios conceitos
combinatérios de um modo elegante.

Esta dissertacdo é uma simula dos resultados mais importantes sobre di-
agramas de crescimento e algoritmos combinatérios, pretendendo estabelecer
ligagoes entre diversos conceitos da Combinatoria (conjuntos parcialmente or-
denados, parti¢oes, quadros de Young) e unificando os diversos trabalhos de
Fomin na area dos diagramas de crescimento. O objectivo deste trabalho é
descrever os principais algoritmos combinatérios envolvendo quadros de Young
recorrendo a diagramas de crescimento, nunca perdendo de vista a relagdo com
a teoria dos conjuntos parcialmente ordenados e, em especial, com o teorema
da dualidade de Greene. Tanto quanto sabemos, ndo existem referéncias que
tratem este assunto de um modo completo, apresentando todos os algoritmos
que aqui analisamos e desenvolvendo em detalhe as ferramentas necessérias
para a sua reformulacio usando diagramas de crescimento.

Concluimos com uma descri¢do sumaria do conteido dos quatro capitulos
desta dissertacao:

e O capitulo 1 é um repositério de nocdes e resultados bésicos da teoria dos
conjuntos parcialmente ordenados e das particoes e quadros de Young,
servindo de apoio aos restantes capitulos. Chamamos a atencdo para a
ligacao intima entre estes dois assuntos, que é particularmente evidente
na caracterizacao dos diagramas de Young como ideais de ordem finitos
de NxN e na correspondéncia entre quadros de Young e cadeias saturadas
de diagramas de Young.

e O capitulo 2 desenvolve os resultados de Greene e Kleitman sobre familias
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de anticadeias e de cadeias em conjuntos parcialmente ordenados finitos,
essenciais para a demonstracao do teorema da dualidade de Greene. Pos-
teriormente, apresentam-se alguns resultados de Fomin sobre ideais de
ordem de conjuntos parcialmente ordenados e diagramas de Young que
serdo importantes no desenvolvimento da teoria dos diagramas de cres-
cimento.

O capitulo 3 apresenta a descrigdo cléssica dos algoritmos fundamentais
envolvendo quadros de Young: a correspondéncia de Robinson-Schensted,
a correspondéncia RSK, o jeu de taquin e a evacuacao de Schiitzenber-
ger. A descri¢ao original dos algoritmos é apresentada de modo a que
possa ser confrontada com a descricdo feita posteriormente, recorrendo

a diagramas de crescimento.

O capitulo 4 é o capitulo fundamental da dissertagdo, no qual se apresen-
tam as reformulactes dos algoritmos combinatérios classicos em termos
de diagramas de crescimento. Sao apresentados dois conjuntos funda-
mentais de regras locais de crescimento — as regras locais de crescimento
para a correspondéncia de Robinson-Schensted e as regras locais de cres-
cimento para o jeu de taquin. As primeiras sao utilizadas seguidamente
para generalizar a descricdo da correspondéncia de Robinson-Schensted
com diagramas de crescimento ao contexto dos quadros semistandard,
obtendo-se uma, descricdo da correspondéncia RSK. A reformulacao da
correspondéncia RSK néo se encontrava explicitamente descrita em qual-
quer referéncia da qual tenhamos conhecimento; nesta dissertagao opté-
mos por uma abordagem que permite reduzir eficazmente o estudo da
correspondéncia RSK aos resultados obtidos por Fomin para a corres-
pondéncia de Robinson-Schensted. O capitulo termina com o estudo da
evacuagao, baseado nas regras locais de crescimento para o jeu de taquin.
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CapriTuLo 1

CONCEITOS INTRODUTORIOS

Neste capitulo apresentamos conceitos béasicos que serao necessarios ao
longo do texto.

Na primeira seccao sdo apresentadas nogoes basicas sobre conjuntos par-
cialmente ordenados, com especial atencao as nocoes que serdo posteriormente
utilizadas, nomeadamente cadeias saturadas, extensoes lineares e ideais de or-
dem. Alguns resultados sao enunciados e demonstrados apenas no caso dos
conjuntos parcialmente ordenados finitos, por ser este o caso em que estamos
mais interessados em capitulos posteriores.

Na segunda secgao sintetizam-se alguns aspectos elementares de combina-
toéria de particoes de inteiros e quadros de Young. Nesta seccdo encontram-se
maioritariamente as definicoes dos conceitos que utilizaremos posteriormente,
deixando-se para o capitulo seguinte a descricdo de algoritmos combinatérios
envolvendo quadros de Young standard e semistandard.

1.1 Conjuntos parcialmente ordenados

Nesta seccao apresentamos os conceitos basicos sobre conjuntos parcial-
mente ordenados que utilizaremos no que se segue.

Definicao 1.1. Um conjunto parcialmente ordenado (abreviadamente, cpo) é
um par (P, <) em que P é um conjunto e < é uma rela¢do binéaria em P que
satisfaz, para quaisquer x,y,z € P:

(1) = < x (reflexividade);
(i) se x <y ey <z entdo x =y (anti-simetria);
(iii) se x <y ey <z, entdo x < z (transitividade).

Nestas condicoes, < diz-se uma rela¢do de ordem parcial em P.



1. Conceitos Introdutorios

Diremos simplesmente que P é um cpo, omitindo a referéncia a relacdo
de ordem parcial, sempre que o contexto torne claro que relacdo estamos a
considerar.

Se (P,<) é um cpo e x,y € P, escreveremos: © >y sey < x; © < y se
r<yex#y,exr>ysex>yexFy. Sex <youy <z, dizemos que x e
y S40 compardveis; caso contréario, dizemos que x e y sdo incompardveis (neste
altimo caso, escrevemos z || y). Uma relagao de ordem parcial para a qual
quaisquer dois elementos sao comparaveis diz-se uma relacdo de ordem total e
o cpo correspondente diz-se um conjunto totalmente ordenado.

Se (P,<) é um cpo e Q C P, entdo @ é um cpo, considerando a restri¢ao
da relagdo < a @); isto é, dados z,y € Q, tem-se z <yem QP seesdésex <y
em P. Dizemos que (Q,<) é um subconjunto parcialmente ordenado de P.

Nesta situagdo, usamos a mesma notagao para as relacdes de ordem parcial de
Pede Q.

Seja (P, <) um cpo e sejam z,y € P. Dizemos que = cobre y, e escrevemos
x>y (ouy <x),sex>yendo existe z € P tal que x > z > y.

Um conjunto parcialmente ordenado (P, <) finito (isto &, tal que P é um
conjunto finito) pode ser representado geometricamente por um diagrama de
Hasse. Este diagrama é construido do seguinte modo: a cada elemento de P
corresponde um ponto (ou vértice) do diagrama, de forma a que, se z < y, o
ponto correspondente a x é desenhado abaixo do ponto correspondente a y;
entre os pontos correspondentes a x e y (com x < y) existe uma aresta se e 80
se y cobre x.

Definicdo 1.2. Sejam (P, <p) e (Q, <g) conjuntos parcialmente ordenados e
seja f: P — () uma aplicagao.

1. A aplicacao f diz-se isdtona se, para quaisquer z,y € P, x <p y implica

f(z) <q f(y)-

2. A aplicacdo f diz-se um mergulho de ordem se, para quaisquer z,y € P,
x<pyseesose f(x) <g f(y).

3. A aplicagdo f diz-se um isomorfismo de ordem se for um mergulho de
ordem sobrejectivo.

Note-se que um mergulho de ordem f : P — @ € necessariamente injectivo:
de facto, se f(x) = f(y), entao tem-se f(z) < f(y) e f(y) < f(z), pelo que
x <yey <z 0que permite concluir que x = y. Assim, um isomorfismo de
ordem é necessariamente bijectivo. Para além disso, a aplicagdo inversa de um
isomorfismo de ordem é também um isomorfismo de ordem.



1.1. Conjuntos parcialmente ordenados

Se existir um isomorfismo de ordem entre os cpo’s (P, <p) e (Q, <g), entdo
estes dizem-se isomorfos e escrevemos (P, <p) ~ (Q,<g), ou simplesmente
P~Q.

Definicao 1.3. Seja (P, <) um cpo e seja X C P.

1. Um elemento a € P diz-se um majorante (respectivamente, minorante)
de X se, para qualquer z € X, se tem x < a (respectivamente, a < x).

2. Um elemento a € P diz-se um elemento mazimal (respectivamente, ele-
mento minimal) de X se a € X e nao existe z € X tal que a < z
(respectivamente, x < a). O conjunto dos elementos maximais (res-
pectivamente, minimais) de X denota-se por Max[X] (respectivamente,
Min[X]).

3. Um elemento a € P diz-se mdzimo (respectivamente, minimo) de X
se a € X e a é majorante (respectivamente, minorante) de X. O méa-
ximo (respectivamente, minimo) de X denota-se por max(X) (respecti-
vamente, min(X)).

4. Um elemento a € P diz-se supremo de X se for minimo do conjunto dos
majorantes de X; escrevemos a = sup(X). Um elemento b € P diz-se
infimo de X se for maximo do conjunto dos minorantes de X; escrevemos
b = inf(X).

E facil ver que o méaximo, minimo, supremo e infimo de um conjunto,
quando existem, sdo unicos. E também simples justificar que um conjunto
parcialmente ordenado finito tem maéximo se e s6 se tiver um tnico elemento
maximal (nesse caso, esse elemento maximal ¢ 0 seu maximo); uma afirmagao
analoga pode ser feita a respeito do minimo.

Lema 1.4. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado finito e ndo vazio.

(a) Para qualquer x € P, existe y € Maz[P] tal que x < y. Em particular,
Max[P] # 0.

(b) Para qualquer x € P, existe z € Min[P] tal que z < x. Em particular,
Min[P] # 0.

Demonstracao. Seja x € P. Definimos recursivamente os seguintes elementos

de P:
® Yo = T;

e para cada n € N, se y,, ¢ maximal em P, entao yp+1 = Yn;



1. Conceitos Introdutorios

e para cada n € N, se y, ndo é maximal em P, entdo tome-se para yni1
qualquer elemento de P estritamente maior que y,.

Tem-se entao:
Yo Sy1 < Sy e

Uma vez que P é finito, existe m € N tal que, para qualquer k > m, yr = yYm.-
Assim, pela forma como os elementos ¥, foram construidos, conclui-se que
existe [ € N tal que y; € maximal em P. Isto conclui a demonstragao de que
existe y € Max|[P] tal que x < y.

Analogamente se demonstra que existe z € Min[P] tal que z < x. O

Exemplo. Consideremos o conjunto parcialmente ordenado (P, <) represen-
tado pelo seguinte diagrama de Hasse:

a

O cpo (P, <) tem minimo igual a @ mas nao tem maximo; os seus elementos
maximais sao e, f e g.

O conjunto {b,c} tem infimo igual a a, mas nao tem supremo: o conjunto
dos majorantes de {b,c} é {e, f} e este conjunto ndo tem minimo.

Definigao 1.5. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e seja X C P.

1. O conjunto X diz-se uma cadeia de P se, para quaisquer z,y € X, se tem
x <youy <z (isto &, quaisquer dois elementos de X sdo comparaveis).

2. O conjunto X diz-se uma anticadeia de P se, para quaisquer x,y € X,
com x # y, se tem x || y (isto é, quaisquer dois elementos de X sdo
incomparéveis).

E claro que qualquer subconjunto singular de um cpo é uma cadeia e uma
anticadeia. Tem-se também que qualquer cadeia finita e ndo vazia tem maximo
e minimo.

Denotamos por C(P) o conjunto das cadeias de P e por A(P) o conjunto
das anticadeias de P.

Para cada S C P, os conjuntos Max[S]| e Min[S] sdo anticadeias de P,
como se pode facilmente verificar.



1.1. Conjuntos parcialmente ordenados

Defini¢ao 1.6. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. Uma cadeia
C em (P, <), com minimo a e maximo b, diz-se saturada se ndo existir uma
cadeia C’" de (P, <), com minimo a e maximo b, que a contenha propriamente.

E facil ver que uma cadeia finita C' é saturada se e s6 se C = {x1,...,zp},
com xq < xg < -+ < Tp.

Exemplo. No cpo do exemplo anterior, {a,e} é uma cadeia de P e {b,¢c,d}
¢ uma anticadeia de P. A cadeia {a,e} nao é saturada: estd propriamente
contida na cadeia {a, b, e} (sendo esta altima uma cadeia saturada).

Defini¢do 1.7. Um conjunto parcialmente ordenado (P, <) diz-se um reticu-
lado se, para quaisquer a,b € P, existem sup({a,b}) e inf({a,b}) em P.

Pode mostrar-se facilmente por inducao que, se (P, <) é um reticulado,
existem supremo e infimo de qualquer subconjunto finito e nao vazio de P.
Este facto permite mostrar o resultado que se segue.

Lema 1.8. Seja (P, <) um reticulado finito. Entao P tem mdzimo e minimo.

Demonstragdgo. O méximo e o minimo de P sdo, respectivamente, o supremo
e o infimo de P, que existem pela finitude de P. O

Lema 1.9. Sejam (P, <p) e (Q, <q) conjuntos parcialmente ordenados. Se P
é um reticulado e existe um isomorfismo de ordem entre P e QQ, entdo @ € um
reticulado.

Demonstragdo. Seja ¢ : P — @ um isomorfismo de ordem. Dados a,b € Q,
verifica-se facilmente que

sup{a, b} = ¢(sup{¢ ™' (a), o™ (b)}),

inf{a, b} = ¢(inf{s~ (), 6~ (5)}).
Logo, @ é um reticulado. O

Exemplos.

1. O conjunto parcialmente ordenado referido no exemplo anterior nao é
um reticulado (porque nao existe sup({b, c}), por exemplo).
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1. Conceitos Introdutorios

2. Qualquer conjunto totalmente ordenado é um reticulado.

3. Dado um conjunto X, o conjunto parcialmente ordenado (P(X),C) é
um reticulado em que sup({A, B}) = AU B e inf({4, B}) = AN B.

Se (P,<) é um reticulado, podemos definir duas operacoes binérias em
(P, <), A eV, do seguinte modo: dados z,y € P,

z Ay =inf{z,y} , =Vy=sup{z,y}.

Estas operacdes bindrias sdo comutativas e associativas, como se pode verificar
facilmente.

Definigao 1.10. Seja (P, <) um reticulado. Um subconjunto Q C P diz-se
um sub-reticulado de P se, para quaisquer z,y € @, se tem xz Vy,x Ay € Q.

O resultado seguinte serd ocasionalmente ttil.

Lema 1.11. Seja (P, <) um reticulado finito e seja Q C P tal que:
(i) se x,y € Q, entdo xVy € Q;
(i) @ tem um elemento minimo.

Entao (Q, <) € um reticulado.

Demonstragao. A condigdo (i) garante que existem supremos em (@, <). Basta
entdo verificar que existe infimo de qualquer par de elementos de ). Sejam
x,y € Q. Seja X o conjunto dos minorantes (em Q) de {z,y}. X & nao
vazio porque o elemento minimo de @ lhe pertence. Como @ é fechado para
supremos e X é finito, existe em Q o supremo de X, digamos s. E facil ver
que s é o infimo de {z,y} em Q. O

Definigao 1.12. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e seja Q C P.

1. O conjunto @ é um ideal de ordem de (P, <) se, para quaisquer x,y € P
satisfazendo r € Q e y < z, se tem y € Q.

2. O conjunto @ é um filtro de ordem de (P, <) se, para quaisquer z,y € P
satisfazendo z € Q e x < y, se tem y € Q.

Se (P, <), denotamos por ZO(P) o conjunto dos ideais de ordem de (P, <)
e por FO(P) o conjunto dos filtros de ordem de (P, <).



1.1. Conjuntos parcialmente ordenados

Proposicao 1.13. Seja (P, <) wm conjunto parcialmente ordenado. A inter-
secgao e uniao de dois ideais de ordem (respectivamente, filtros de ordem) de
P ¢é um ideal de ordem (respectivamente, filtro de ordem) de P.

Demonstra¢io. Faremos a demonstracao apenas no caso dos ideais de ordem;
o caso dos filtros de ordem ¢ inteiramente analogo. Sejam entao [ e J ideais
de ordem de (P, <). Sejam z,y € P.

Suponhamos que x € INJ e que y < . Entdo, como x € I e I é um ideal
de ordem, y € I. Do mesmo modo se conclui que y € J, pelo que y € I N J.
Assim, I N J é um ideal de ordem.

Suponhamos agora que x € IUJ eque y < x. Se xz € I, entdo vem y € I,
pois I é ideal de ordem. Do mesmo modo, se x € J, vem y € J. Assim, tem-se
y € IUJ. Logo, I UJ é um ideal de ordem. O

Corolario 1.14. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. Os conjun-
tos parcialmente ordenados (ZO(P),C) e (FO(P),C) sdao reticulados. Mais,
seI,J €ZO(P) (oul,J € FO(P)), tem-se INJ=1UJ eINJ=1INJ

A proposigao seguinte, de simples demonstragao, apresenta ideais (e filtros)
de ordem de tipo particular, que utilizaremos ocasionalmente.

Proposicao 1.15. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e seja S C
P.

1. O conjunto

1S={yeP:3xeSy<x)}

é um ideal de ordem de P (chamado ideal de ordem gerado por S).

2. O conjunto
t1S={yeP:3xeSx<y)}

¢ um filtro de ordem de P (chamado filtro de ordem gerado por S).

Quando S = {z}, escrevemos | z em vez de | {z} e T = em vez de 1 {z}.
Tem-se, neste caso:

le={yeP:y<al,
tz={yeP:x <y}
O resultado seguinte caracteriza a relagdo de cobertura no reticulado dos

ideais de ordem de um cpo finito. Este resultado sera tutil em varias ocasioes
posteriores.



1. Conceitos Introdutorios

Proposicao 1.16. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado finito e
sejam I e J ideais de ordem de P. As afirmagoes sequintes sdo equivalentes:

(a) I cobre J.
(b) J=1I\{x}, em que x € I.

Demonstra¢do. Suponhamos que I cobre J. Entao, tem-se J C I, pelo que
I\J # 0.

Seja x € I\J um elemento minimal de I\J. Vamos ver que J U {z} é um
ideal de ordem de P. Sejam a,b € P tais que a < bebe JU{x}. Seb e J,
entdo a € J, pois J é ideal de ordem. Se b ¢ J, entdo b = x € I. Como I é
ideal de ordem, vem a € I. Se a € J, o argumento fica concluido. Se a € I\ J,
tem-se a < b = = e a minimalidade de = permite concluir que a = = = b.
Assim, a € J U {z}. Conclui-se que J U {z} é um ideal de ordem de P.

Assim, tem-se J C JU{z} C I. Como [ cobre J, vem I = J U {x}.

Reciprocamente, suponhamos que J = I\{z}, em que x é um elemento
maximal de I. Logo, J C I. Como |[I\J| = 1, ndo pode existir um ideal de
ordem L tal que J C L C I. Assim, I cobre J. O

A proposicao anterior permite concluir que o reticulado dos ideais de ordem
de um conjunto parcialmente ordenado finito admite uma graduagao, de acordo
com a definicao seguinte.

Defini¢ao 1.17. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado com minimo,
que denotamos por 0. Dizemos que (P, <) é um conjunto parcialmente orde-
nado graduado se, para cada x € P, todas as cadeias saturadas com minimo 0 e
maximo x tém a mesma cardinalidade. Dado um elemento x € P, a graduac¢do
ou nivel de z, que denotamos r(x), ¢ a cardinalidade de uma cadeia saturada
de P com minimo 0 e maximo z. Para cada k € N,

A ={x € P:r(x) =k}

diz-se o conjunto de nivel k.

Proposicao 1.18. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado finito. O
conjunto parcialmente ordenado (ZO(P),C) é graduado e tem-se, para cada
I €ZTO(P), r(I) = |1I|.

Demonstrag¢ao. Seja I um ideal de ordem de (P, <). Seja C' uma cadeia sa-

turada em ZO(P), com minimo () e maximo I. Entdo C = {ly,...,[,}, em
que

(D:I()%Il%"'%In:I.
Pela proposi¢ao anterior, tem-se |I;| = 4, para todo o i € {1,...,n}. Logo,
|IC| = |I| = n. O



1.1. Conjuntos parcialmente ordenados

Mais geralmente, prova-se que o conjunto dos ideais de ordem finitos de
um conjunto parcialmente ordenado (P, <) (ndo necessariamente finito) é gra-
duado, em que o nivel de um ideal de ordem ¢ a sua cardinalidade. A demons-
tracao é uma adaptacao simples da demonstracao anterior.

Utilizaremos frequentemente a seguinte notacao:

n]={ieN:i<n}={1,...,n}.

Defini¢ao 1.19. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado finito tal que
|P| = n. Uma extensdao linear de (P, <) é uma aplicagao isétona e bijectiva
v: P —[n].

Exemplo. Consideremos o conjunto parcialmente ordenado (P, <) represen-
tado pelo seguinte diagrama de Hasse:

A aplicagdo ¢ : P — [7] definida por
a—1,b—2c—4,d—5e—3,f—T79—06,

¢ uma extensao linear de (P, <). Podemos visualizar esta extensdo linear no
diagrama de Hasse de (P, <), rotulando os vértices do diagrama com as imagens
dos respectivos elementos por ¢. Verifica-se assim facilmente que elementos
maiores recebem “rétulos” maiores por .

3 7 6

O resultado seguinte relaciona a no¢ao de extensao linear com a nocao de
cadeia saturada (no reticulado dos ideais de ordem).



1. Conceitos Introdutorios

Proposicao 1.20. Seja (P, <) um congunto parcialmente ordenado finito. Eziste
uma bijeccao entre o conjunto das extensoes lineares de (P, <) e o conjunto das
cadeias saturadas de (ZO(P),C) com minimo ) e mdzimo P.

Demonstragio. Suponhamos que |P| = n. Seja ¢ : P — [n] uma extensdo
linear de P. Para cada k € [n], defina-se I = ¢~ 1([k]); ponha-se ainda Iy = ().
E facil ver que, para cada k € {0,...,n}, I ¢ um ideal de ordem de P de
cardinalidade k£ e que

IhChL C---CI

E claro que I; cobre Iy. Seja k € [n — 1]. Tem-se I}, = Iy 11\{z}, em que
o(z) = k + 1. Pela proposi¢ao 1.16, tem-se que

Ip <11 <--- <1,

Assim, {Ij : k € {0,...,n}} é uma cadeia saturada de ideais de ordem de P,
com minimo ) e méximo I,, = P. Denotemos por C,, esta cadeia.

Seja agora C' uma cadeia saturada de ideais de ordem de P, com minimo
0 e méximo P. Assim, C' = {ly,..., I}, em que

@:IU-<11-<"‘—<Im:P.

Pela proposicao 1.16, tem-se necessariamente m = n e existem elementos
xi,...,Tn € P tais que, para cada k € [n], Iy = {z1,...,2x} e T € um
elemento maximal de [. Defina-se a aplicagdo p¢ : P — [n] como p(zy) = k,
para qualquer k € [n]. E facil ver que ¢ é uma extensdo linear de P.

Denotemos por £ o conjunto das extensdes lineares de P e por C o conjunto
das cadeias saturadas de ideais de ordem de P, com minimo () e maximo P.
Definam-se as seguintes aplicacoes:

F:&—=C
o= Cy

G:C—=¢&
CH(p(j

E facil verificar, tendo em conta as construcoes anteriores, que as aplicacoes
F' e G sdo inversas uma da outra, o que conclui a demonstragao. O

Vamos agora definir uma relacao de ordem no produto cartesiano de dois
conjuntos parcialmente ordenados. A proposicdo seguinte demonstra-se facil-
mente.

10



1.1. Conjuntos parcialmente ordenados

Proposicao 1.21. Sejam (P,<p) e (Q,<q) conjuntos parcialmente orde-
nados. Defina-se em P x @Q a relacdo bindria < do sequinte modo: dados
(a,b),(c,d) € P xQ,

(a,b) < (c,d) e a<pceb<gd.

Entao, (P x Q,<) é um conjunto parcialmente ordenado.

Definicao 1.22. Sejam (P, <p) e (Q, <g) conjuntos parcialmente ordenados.
O produto de (P, <p) e (Q, <g) € o conjunto parcialmente ordenado (P x@Q, <),
em que a relacdo de ordem parcial é a introduzida na proposi¢do anterior. A
esta relacdo de ordem parcial em P X () chamamos ordem parcial produto das
relacoes de ordem parcial <p e <.

Proposigao 1.23. Sejam (P, <p) e (Q,<q) reticulados. Entdo, o produto de
PeQ, (PxQ,<), éum reticulado, no qual

(a,b) V (¢c,d) = (aVec,bVd),
(a,b) A (¢,d) = (aNec,bAA).
Uma outra construgdo que nos serd ocasionalmente 1til é a do conjunto

parcialmente ordenado dual de um conjunto parcialmente ordenado (P, <). O
lema seguinte é de muito facil demonstracao.

Lema 1.24. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. A relagao bind-
ria <* em P definida por, para quaisquer a,b € P,
a<*bseessdseb<a

é uma relagao de ordem parcial em P.

Defini¢ao 1.25. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. O con-
Junto parcialmente ordenado dual de (P,<) é o conjunto parcialmente orde-
nado (P, <*), em que a relagdo <* é a definida no lema anterior.

O seguinte resultado ser-nos-a 1til no capitulo 4; a sua demonstracao é uma
verificacao simples.

11



1. Conceitos Introdutorios

Proposicao 1.26. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e seja
(P, <*) o seu conjunto parcialmente ordenado dual. Seja X C P. Entao,
X é uma cadeia (respectivamente, anticadeia) de (P,<) se e s¢ se X € uma
cadeia (respectivamente, anticadeia) de (P, <*).

Para concluir esta secgao, vamos apresentar uma construgao que utilizare-
mos no ultimo capitulo.

Proposicao 1.27. Seja (P, <p) um conjunto parcialmente ordenado, seja x €
P e seja (C, <¢) um conjunto totalmente ordenado tal que PNC = (). Defina-
se a seguinte relagio bindria < em (P\{z})UC': dados a,b € (P\{z})UC,

(i) se a,b € P, entdo a < b se e s6 se a <p b;
(ii) sea,be C, entdo a <b se e sé se a <¢ b;
(iii) se a € P ebe C, entao:

e a<bseesssea<ux;

e b<aseesdsex<a.
A relagao < € uma relagio de ordem parcial em (P\{z})UC.

Demonstracio. E claro que a relacdo < é reflexiva.

Sejam a,b € (P\{z})UC taisquea<beb<a. Sea,be Poua,beC,é
claro que a = b. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a € Pe b e C.
Neste caso, tem-se a < x e < a, pelo que a = x, 0 que é absurdo. Assim, <
é anti-simétrica.

Sejam a,b,c € (P\{z})UC tais que a < beb < c. Sea,bc € P ou
a,b,c € C, entao é claro que a < ¢. Os casos em que dois dos elementos a, b e
c estdo em P e o outro estd em C sdo todos bastante semelhantes entre si, por
isso analisaremos apenas o caso em que a,c € P e b€ C. Neste caso, a <z e
x < ¢, pelo que a < c.

Resta ver o caso em que dois dos elementos a, b e ¢ estdo em C' e o outro
estd em P. Aqui ha varios casos a considerar. Se a € P ou ¢ € P, é ficil
concluir que a < ¢. No caso em que b € P, tem-se x < b e b < z, pelo que
b = x, o que é absurdo. Isto conclui a demonstracao. ]

Definigao 1.28. Seja (P, <p) um conjunto parcialmente ordenado finito, seja
x € P esejan € N. Definimos a expansio de P em x por n elementos,
(Ezn(P), <), do seguinte modo:

(i) Exn(P) = (P\{z}) U C, em que (C,<¢) é um conjunto totalmente
ordenado com n elementos tal que C' N P = ().

12



1.2. Particoes e quadros de Young

(ii) A relacdo < é a definida na proposigao anterior.

Note-se que a expansao de P em x por n elementos nao esta completamente
bem definida, na medida em que a defini¢ao depende da cadeia C escolhida. No
entanto, é facil verificar que a expansao de P em z por n elementos estd bem
definida a menos de isomorfismo de ordem, pelo que ndo nos iremos preocupar
com este detalhe.

Tem-se o seguinte resultado, cuja demonstracdo é bastante simples.

Proposicao 1.29. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado finito, se-
jam x,y € P tais que x # y e sejam n,m € N. Tem-se que

Epn(Eym(P)) =~ Eym(Ezn(P)).

1.2 Particoes e quadros de Young

Nesta seccao apresentamos alguns conceitos basicos sobre particoes de in-
teiros e quadros de Young.

Definicao 1.30. Seja n € Ny. Uma particio de n é uma sucessao A =
(A1, A2,...) de nameros inteiros ndo negativos que satisfaz as seguintes pro-
priedades:

(i) para qualquer i € N, \; > A\jiq;
(ii) existe k € N tal que, se ¢ > k, entao A\; = 0;

(i) Yien \i = n.

Se A é uma particao de n, escrevemos \ - n.

Se A - n e k é um numero natural tal que A\; = 0 se ¢ > k, também
denotamos a particdo A\ pela sequéncia finita (A1,...,A;). Aos termos nao
nulos de A chamamos partes; o nimero de partes de uma particao diz-se o seu
comprimento, que denotamos por [(\).

Existe uma tnica partigao de 0, que denotamos por () e designamos particdo
va210a.

Para cada n € N, denotamos por P, o conjunto das particoes de n, que
é claramente um conjunto finito. Denotamos por P o conjunto de todas as

parti¢oes, ou seja,
P=J Pu

neNp

13



1. Conceitos Introdutorios

Lema 1.31. Sejam A\, € P. As sucessoes
AN = (min{ i, i} )ien, AU p = (maz{A;, f1;})ien
sao particoes.

Demonstragio. E claro que ANy e AUp sdo sucessoes de inteiros ndo negativos.
Tem-se, para cada ¢ € N,

Ai > N1 > min{ N1, pigr )}, e > pigr > mind i, g

LOgO, mln{AZ,uz} > min{)\i+1,ui+1}.
Tem-se também, para cada ¢ € N,

max{ i, i} > Ni > i, max{ g, i} > p5 > fiv1.

LOgO7 max{)\i,,ui} > min{)\i+1,ui+1}.
Sejam m,n € N tais que \; = 0 para ¢ > m e u; = 0 para ¢ > n. Assim, se
i > max{m,n}, tem-se

min{\;, p; } = max{\;, u;} = 0.

Assim, AN pu, AU p € P. O

Definigao 1.32. Seja n € Ny e seja A = (A1,..., Ax) uma particdo de n, com
A # 0. O diagrama de Young de A é o subconjunto Y (A) de N x N definido
por:

Y(A) ={(,5) e Nx N:i <\ \}.

Temos |Y(A)| = n.

O resultado seguinte caracteriza os subconjuntos de N x N que sio diagra-
mas de Young. Consideramos em N x N a ordem parcial produto da ordem
usual em N.

Proposicao 1.33. Um subconjunto Y de N x N € um diagrama de Young
se e s se Y € um ideal de ordem finito do conjunto parcialmente ordenado
(NxN,<).

Demonstragio. Seja A uma particdo. E claro que o conjunto Y'()) é finito e
verifica-se facilmente que se trata de um ideal de ordem de (N x N, <).

Seja agora Y um ideal de ordem finito de (N x N, <). Para cada j € N,
defina-se o seguinte subconjunto de Y

Li=YNn{(k1) e NxN:l=i}.

14



1.2. Particoes e quadros de Young

Tem-se Y = (J;cy Li- Uma vez que Y ¢é ideal de ordem, conclui-se facilmente
que, para cada i,

Li = {(1,i),...,(/€i,i)} ou Lz‘ = (Z)

para algum k; € N. Defina-se entdo, para cada i € N, \; = |L;|. Tem-se,
portanto, \; = k;, no caso de L; # () e A; = 0, no caso de L; = (). Vejamos que
A = (A1, Ag,...) é uma partigao.

Seja i € N. Suponhamos que A\; < Aj+1. Entado, tendo em conta a discussao
anterior, tem-se (Ajr1,7+ 1) € Y. Como Y ¢ ideal de ordem, (A\j11,i) € Y, o
que é absurdo. Assim, \; > \;11. Uma vez que Y é finito, é claro que existe
m € N tal que A\ = 0 para qualquer k > m. Assim, A é uma particao.

Do exposto anteriormente é ficil concluir que se tem Y = Y()\), pelo que
Y é um diagrama de Young, o que conclui a demonstragao. ]

O diagrama de Young de A pode ser representado geometricamente por um
arranjo de quadriculas alinhadas & esquerda, dispostas em linhas e colunas,
tal que na linha ¢ existam \; caixas. Por exemplo, o diagrama de Young da
particio A = (4,3,3,2,1,1) - 14 encontra-se representado na figura seguinte’:

Nesta representacao, a caixa (7, j) encontra-se na linha i e coluna j.
Se X\ é uma parti¢ao de n, definimos a linha i de Y'(\) como sendo o conjunto

LiN)=YMN)Nn{(k,]) e NxN:[ =i}
do mesmo modo, definimos a coluna j de Y (\) como sendo o conjunto
Ci(N) =YN)Nn{(k,]) e NxN:k=j}

E claro que o conjunto das linhas de Y (\) forma uma parti¢do de Y'()), bem
como o seu conjunto das colunas. Tem-se ainda que:

[Li(N)] = Ai, |G A = {i e N2 Ai > ).

Aos elementos do diagrama de Young de uma particdo chamamos usual-
mente caixas, tendo em conta a representacao grafica descrita anteriormente.

!Tendo em conta a nossa definicdo de diagrama de Young, o diagrama apresentado na
figura deveria ter as linhas dispostas na ordem inversa, ficando a linha com mais caixas em
baixo. Apesar de esta ndo ser a representagdo pictorica mais fiel da definicdo dada, vamos
utilizd-la por questoes de conveniéncia.
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1. Conceitos Introdutorios

Definigao 1.34. Seja A uma partigao.

1. Um canto interior de Y (\) é um elemento (i, j) € Y () tal que Y (AN)\{(4, )}
¢ um diagrama de Young.

2. Um canto exterior de Y(A\) é um elemento (i,75) € (N x N)\Y'(\) tal que

Y (A) U{(i,7)} é um diagrama de Young.

Por exemplo, se A\ = (6,4,4,2,2,1), os cantos interiores de Y (\) sdo as
caixas assinaladas com X na figura seguinte:

]

Lema 1.35. Seja A uma partigio. As afirmagées sequintes sio equivalentes:
(a) (i,7) é um canto interior (respectivamente, exterior) de Y ().

(b) (i,7) € um elemento mazximal (respectivamente, minimal) de (Y (\), <)
(respectivamente, (N x N)\Y () ).

Demonstracao. Este resultado é consequéncia da proposicao 1.16 e da propo-
sicao 1.33. O

Denotamos por Y o conjunto de todos os diagramas de Young:
Y={Y(\):XeP}

Com a relacao de inclusdo de conjuntos, Y é um conjunto parcialmente orde-
nado. A figura seguinte representa parte do diagrama de Hasse de Y.

16



1.2. Particoes e quadros de Young

Proposicao 1.36. O conjunto parcialmente ordenado (Y,C) é um reticulado.

Demonstracao. Sejam A,y € P. Tem-se

YA NY(p)={(,7) e NxN:i < Ajei<p;}
={(i,7) e Nx N:¢ <min{\;, u;}}
=Y(Anu)
Analogamente, Y (A) UY () =Y (AU p).

Assim, (Y,C) é um reticulado com intersec¢oes e unides como infimos e
supremos, respectivamente. ]

Ao reticulado (Y, C) chamamos reticulado de Young.
Tal como o reticulado dos ideais de ordem de um conjunto parcialmente
ordenado finito, o reticulado (Y, C) é graduado.

Proposicao 1.37. O conjunto parcialmente ordenado finito (Y, C) € graduado.
Mais, tem-se, para cada Y €Y, r(Y) =Y.

Demonstracdo. Este resultado é consequéncia da proposicao 1.33 e da obser-
vacao feita apds a proposicao 1.18. ]
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1. Conceitos Introdutorios

Lema 1.38. Seja n € Ny e seja A uma particao de n. Defina-se, para cada
keN,
,u,k:‘{iENZAiZk}’.

Entao p = (p1, 2, ...) € uma particio de n.

Demonstragio. E claro que uy, € Ny, para cada k € N.
Seja k € N. Tem-se

{ieN: N\ >k+1}C{ieN: )\ >k}
Assim,
/Lk+1:‘{i€N:AiZk+l}’S‘{iEN:/\iZk}‘:uk.

Tem-se que, para qualquer ¢ € N, A; < A;. Seja m = A\ + 1. Entao, se
k> m,
pe ={i e N:\; >k} = 10| =0.

Isto mostra que p € uma particdo do inteiro ZjeN pj. Resta ver que
Z]EN i = n. Mas Z]EN i; € simplesmente a soma das cardinalidades das
colunas do diagrama de Young de A, ou seja, a cardinalidade de Y (). Logo,

Z,u,j:n.

JeN

Conclui-se que p € uma particdo de n. O

No lema anterior, note-se que ug é a igual ao nimero de caixas na coluna
k do diagrama de Young de A.

A particao definida no lema anterior diz-se a particdo conjugada de A, e
denota-se \*.

O diagrama de Young de \* pode ser obtido por “transposi¢ao” do diagrama
de Young de A:

Y(A) = {(j,i) e Nx N: (4,5) € Y(\)}.

E claro que (\*)* = \.

Por exemplo, a parti¢do conjugada da particio A\ = (5,3,3,2,2,1) - 14 ¢é
A* = (6,5,3,1,1); os respectivos diagramas de Young encontram-se represen-
tados na figura seguinte:
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1.2. Particoes e quadros de Young

O resultado que se segue serd til no capitulo 3. Uma andlise cuidada do
diagrama de Young das parti¢des envolvidas permite justifica-lo.

Lema 1.39. Seja A\ uma particio. Para quolquer h € N,

h
DA =hN4 DN
=1

F>NEH1

Mais & frente ser-nos-4 atil uma generalizacao da nocao de diagrama de
Young que passamos agora a definir.

Definigao 1.40. Sejam A e p partigoes tais que Y (u) C Y(A). O diagrama de
Young enviesado correspondente a A e u é o seguinte subconjunto de N x N:

Y(Mp) =Y ()Y ().

E claro que um diagrama de Young enviesado é um diagrama de Young se
e s0se Y(u) =0 ou pu =\ (neste ultimo caso, Y (A\p) = 0).

Definicao 1.41. Seja n € Ny e seja A Fn. Um quadro de Young de forma A
¢ uma aplicacdo de Y(A) em N.

Um quadro de Young P de forma A pode ser visualizado preenchendo as
caixas do diagrama de Young de A com nimeros. Por exemplo, o seguinte é
um quadro de Young com forma A = (4,3,3,1):

2[84]
45
32

P pr—

‘w@w»&

Tendo em conta esta representacao, referir-nos-emos muitas vezes ao nu-
mero P(i,7) como a entrada (i,7) de P, motivados pela terminologia usada
para matrizes.

Denotamos o conjunto dos quadros de Young de forma A por Q. Se P ¢
um quadro de Young de forma A, escrevemos sh(P) = \.

A definicao de quadro de Young pode ser facilmente adaptada para o caso
dos quadros de Young enviesados: se A e p sdo partigoes com Y (u) C Y (),
entao um quadro de Young enviesado de forma A\ p é uma aplicagao de Y (A\\u)

19



1. Conceitos Introdutorios

em N. Denotamos o conjunto dos quadros de Young enviesados de forma \\pu

por Qx\ u-
Nos proximos capitulos, consideraremos apenas os tipos de quadros de
Young apresentados na defini¢do seguinte.

Definicao 1.42. Seja A uma particao de n e seja P um quadro de Young de
forma A.

1. P diz-se crescente nas linhas se

V(i j), (i,k) € Y(N\)(Jj < k= P(i,j) < P(i, k)).
2. P diz-se crescente nas colunas se

V(i 5),(k,j) e YN < k= P(i,j) < P(k,j)).

3. P diz-se estritamente crescente nas linhas se
V(i 7), (i,k) € Y(N)(Jj < k= P(i,j) < P(i, k)).
4. P diz-se estritamente crescente nas colunas se
V(i 5),(k,j) e YN < k= P(i,j) < P(k,j)).
5. P diz-se um quadro de Young semistandard se for crescente nas linhas e
estritamente crescente nas colunas.
6. P diz-se um quadro de Young standard se

(a) P é estritamente crescente nas linhas e nas colunas;

(b) As entradas de P sao os elementos do conjunto [n].

E claro que um quadro de Young standard é semistandard.
Denotamos por:

e ()S) o conjunto dos quadros de Young standard de forma A;

o 1) =|QS)[;
e (QSS) o conjunto dos quadros de Young semistandard de forma A.

As definicoes anteriores podem ser facilmente adaptadas para o caso dos
quadros de Young enviesados.

Exemplos.
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1.2. Particoes e quadros de Young

1. Os quadros de Young seguintes sdo semistandard (mas nao standard):

112[2]3[3]4] [1]1]1][2]2]
2[34 , 12]3[3]4
5] 345

2. Os quadros de Young seguintes sao standard:

1[3]4]5] [1]2]4]
618 . [3]6] -
15

2
7
3. Os quadros de Young standard de forma A\ = (3,2) sdo:

112]3] [1]2[4] [1]2]5] [1[3]4] [1
415] 7 [3]5] 7 [3]4]  [2]5] 7 |2

=~

4. O seguinte quadro de Young enviesado é standard:

34
115]6]7]
8

Dado um quadro de Young de forma A, podemos obter um quadro de Young
de forma A\* por “‘transposi¢do”. A definicdo seguinte formaliza esta ideia.

Definicao 1.43. Seja A\ uma particao de n e seja P um quadro de Young de
forma A. O quadro de Young transposto de P é o quadro de Young P de
forma \* definido por: para qualquer (4,5) € Y(\*), P'(i,5) = P(j,i).

Por exemplo, o quadro de Young transposto do seguinte quadro de Young

P
1[2]5]1]3]
P=[419]4
819
é o quadro de Young
1148
21919
PT =154
1
13

E facil ver que o transposto de um quadro de Young standard é um quadro
de Young standard, mas o mesmo nao acontece, em geral, com os quadros de
Young semistandard.

Para concluir esta seccdo, apresentamos dois resultados que relacionam
quadros de Young standard e cadeias saturadas no reticulado de Young.
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1. Conceitos Introdutorios

Proposicao 1.44. Seja A wma particao. Existe uma bijeccao entre o conjunto
dos quadros de Young standard de forma A e o conjunto das cadeias saturadas
de diagramas de Young, com minimo () e mdzimo \.

Demonstragao. Consideremos o conjunto parcialmente ordenado (Y ()), <),
em que a relagao de ordem < é a restri¢do da ordem parcial produto em N x N.
E fécil ver que os ideais de ordem de (Y (\), <) sdo os ideais de ordem de N x N
contidos em Y (), necessariamente finitos. Portanto, pela proposi¢ao 1.33, os
ideais de ordem de (Y()), <) sdo os diagramas de Young contidos em Y (A).
Assim, o reticulado dos ideais de ordem de (Y(A), <) é o ideal de ordem de
(Y, ) gerado por Y ().

A defini¢do de quadro de Young standard implica que um quadro de Young
standard P de forma X\ é uma extensdo linear de (Y (), <). Esta observacao,
juntamente com as observagoes anteriores, permite concluir, pela proposicdo
1.20 que existe uma bijeccao entre o conjunto dos quadros de Young standard
de forma A e o conjunto das cadeias saturadas de ideais de ordem de (Y (), <).
Isto é, existe uma bijeccao entre o conjunto dos quadros de Young standard
de forma A e o conjunto das cadeias saturadas de diagramas de Young, com
minimo () e maximo . O

Proposicao 1.45. Sejam X\ e p particoes, com p C X. FExiste uma bijeccio
entre o congunto dos quadros de Young enviesados standard de forma X\\p e
o conjunto das cadeias saturadas de diagramas de Young, com minimo | e
mdzimo \.

Demonstracdo. Para demonstrar este resultado basta adaptar o argumento
utilizado na demonstracao da proposicao anterior, considerando os ideais de
ordem finitos de N x N contidos em Y (\) e que contém Y (u). O

Exemplo.

1. Consideremos o quadro de Young standard

34]

P = 5

‘@l\:)r—l

O quadro P corresponde & seguinte cadeia saturada de diagramas de
Young:

®<D<H<u <u | ‘< ‘<




1.2. Particoes e quadros de Young

2. Consideremos o quadro de Young enviesado standard

1/2[4]
Q= 1[3]6 :

5]

O quadro @ corresponde a seguinte cadeia saturada de diagramas de
Young;:

PR EEEEY [ ]
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CAPITULO 2

CONJUNTOS PARCIALMENTE
ORDENADOS E PARTICOES

O objectivo fundamental deste capitulo é a demonstragdo do teorema da
dualidade para conjuntos parcialmente ordenados finitos, de C. Greene ([13]).
Este teorema relaciona as cardinalidades de certas unides de cadeias e certas
unides de anticadeias de um conjunto parcialmente ordenado finito (P, <) de
um modo surpreendente, associando a (P, <) um diagrama de Young.

Para além da demonstracao do teorema da dualidade, iremos também ana-
lisar as suas consequéncias mais relevantes para o estudo dos diagramas de
crescimento, levado a cabo no préximo capitulo. Entre estas consequéncias
encontra-se uma forma de determinar o diagrama de Young de um conjunto
parcialmente ordenado finito de um modo recursivo, determinando sucessi-
vamente os diagramas de Young dos seus ideais de ordem. Iremos também
apresentar dois resultados importantes sobre localizagdo de caixas em diagra-
mas de Young de conjuntos parcialmente ordenados, que serao utilizados no
altimo capitulo.

Ao longo deste capitulo, P denotard sempre um conjunto parcialmente
ordenado finito.

2.1 Teorema da dualidade para conjuntos parcial-
mente ordenados finitos

O teorema de Dilworth ([7]) estabelece uma relacao entre as anticadeias
de P com cardinalidade maxima e as particées de P num ntimero minimo de
cadeias. O seu dual foi demonstrado por Mirsky em 1971 ([18]).

Teorema 2.1 (Dilworth, [7]). A cardinalidade mdzima de uma anticadeia de
P ¢ igual ao numero minimo de cadeias em que P se pode particionar.
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2. Conjuntos Parcialmente Ordenados e Particoes

Teorema 2.2 (Mirsky, [18]). A cardinalidade mdzima de uma cadeia de P é
1gual ao numero minimo de anticadeias em que P se pode particionar.

O teorema da dualidade para conjuntos parcialmente ordenados finitos, que
enunciaremos de seguida, baseia-se em resultados que generalizam os teoremas
de Dilworth e Mirsky.

Para cada k € Ny, denotamos por:

e di(P) a cardinalidade maxima de uma unido de k anticadeias de P;

e d(P) a cardinalidade maxima de uma unido de k cadeias de P.

E claro que do(P) = do(P) = 0 e que di(P) (respectivamente, d(P)) é
apenas a cardinalidade méaxima de uma anticadeia (respectivamente, cadeia)
do conjunto parcialmente ordenado P. E também facil ver que as sucessdes
(di(P))ren, € (di(P))ren, sdo crescentes e que, se | P| = n, entdo existe m € N
tal que, para qualquer k > m, dp(P) = dk(P) =n.

Defina-se agora, para cada k € N,

A = di(P) = d_1(P) e A = di(P) — di1(P).

Teorema 2.3 (Teorema da dualidade para cpo’s finitos, Greene, [13]). Seja
(P, <) um conjunto parcialmente ordenado finito de cardinalidade n. As su-
cessoes A = (Ak)ken € A = (Ak)keN SGo particoes de n e X = \*.

Tendo em conta o teorema da dualidade, designamos a sucessio A por
particdo das cadeias de P e a sucessao A\ por particio das anticadeias de P;
denotamo-las também, respectivamente, por A(P) e X(P). Ao diagrama de
Young Y (A(P)) (respectivamente, Y (A(P))) chamamos diagrama de Young
das cadeias de P (respectivamente, diagrama de Young das anticadeias de P).
Sempre que nos referirmos ao diagrama de Young de P, estamos a referir-nos
ao diagrama de Young das cadeias de P, salvo mencao em contrario.

Exemplo. Consideremos o conjunto parcialmente ordenado (P, <) represen-
tado pelo seguinte diagrama de Hasse:

e f g
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2.1. Teorema da dualidade para conjuntos parcialmente ordenados finitos

Tem-se, para este conjunto parcialmente ordenado:

L
=)

QU O
[N

IS
o~

R R R

w
P N N e
— N
Il
N O Ot w O
IS8
w
N N N N~
— N N
Il
ENEEN BEN BN N o

IS
Sh

Portanto, A(P) = (3,2,1,1) e A(P) = (4,2,1). Os diagramas de Young
destas particoes sdo

Y(A(P)) = , Y(AP)) =

O resto da seccao ¢é dedicado a demonstracao do teorema da dualidade para
conjuntos parcialmente ordenados finitos. Baseamo-nos, ao longo da seccao,
nos artigos [13] e [14] de Greene e Kleitman.

2.1.1 O reticulado das k-familias

Comecemos por definir uma relagdo de ordem parcial no conjunto das an-
ticadeias de um conjunto parcialmente ordenado (P,<). Verificaremos que
esta estrutura é de facto uma estrutura de reticulado, que serd posteriormente
generalizada para o contexto das k-familias de P, subconjuntos de P que ge-
neralizam o conceito de anticadeia.

Recordemos que A(P) denota o conjunto das anticadeias de P.

Definigao 2.4. Definimos em A(P) a seguinte relagido binaria <: dados A, B €
A(P), A < B se e 80 se, para qualquer a € A, existe b € B tal que a < b.

E facil verificar que a relacdo definida anteriormente é uma relacdo de ordem
parcial. Para verificar que (A(P), <) é um reticulado, basta, pelo lema 1.9,
encontrar um isomorfismo de ordem entre este conjunto parcialmente ordenado
e um reticulado. O resultado seguinte estabelece um tal isomorfismo de ordem,
entre (A(P), <) e (ZO(P), <), o conjunto dos ideais de ordem de P.
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2. Conjuntos Parcialmente Ordenados e Particoes

Proposicao 2.5. Consideremos os cpo’s (A(P),<) e (ZO(P),C). As apli-
cagoes sequintes sdo isomorfismos de ordem inversos um do outro entre estes
conguntos parcialmente ordenados:

¢ : A(P) = ZO(P)
A—] A

Y :IO(P) — A(P)
I — Mazl[I]

Demonstragio. E facil provar que ¢ é um mergulho de ordem. De facto, dados
A,B € A(P), temos que A < Bseesose | AC| B.

Provemos que 1 é um mergulho de ordem. Sejam I,J € ZO(P). Supo-
nhamos que I C J. Seja x € Max[I] e seja y € J tal que x < y. Pelo lema 1.4,
existe z € Max[J] tal que y < z. Assim, x < z. Portanto, Max[I] < Max[J].
Suponhamos agora que Max[I] < Max[J]. Seja = € I. Pelo lema 1.4, existe
y € Max[I] tal que z < y. Como Max[I] < Max[J], existe z € Max[J] tal
que y < z. Assim, z < z. Como J é ideal de ordem, x € J. Assim, I C J.
Provamos que I C J se e s6 se Max[I] < Max[J]. Logo, ¥ ¢ um mergulho de
ordem.

Basta agora provar que as aplicagdes ¢ e 1 sdo inversas uma da outra.

Comecemos por ver que Max[| A] = A, para qualquer anticadeia A de
P. Seja entdo A uma anticadeia de P. Seja z € A e seja y €] A tal que
x < y. Existe z € A tal que y < z. Assim, x < z. Como A é anticadeia, vem
x =y = z. Logo, x é elemento maximal de | A. Seja agora x um elemento
maximal de | A. Existe y € A tal que x < y. Pela maximalidade de z, x = y,
pelo que x € A. Assim, A = Max[] A].

Resta ver que | Max[I] = I, para qualquer ideal de ordem I de P. Seja
I um ideal de ordem de P. Se z € I, pelo lema 1.4, existe y € Max|[[] tal
que z < y. Assim, x €] Max[I|. Seja agora x €| Max[I]. Entao existe
y € Max[I] C I tal que z < y. Como I é ideal de ordem, = € I. Logo,
J Max[I] = 1.

Assim, ¢ e 1 s80 isomorfismos de ordem inversos um do outro. O

Corolario 2.6. O conjunto parcialmente ordenado (A(P), <) é um reticulado,
no qual

AV B = Maz[] AU | B],
AN B = Maz[] AN | B.

Proposicao 2.7. Sejam A,B € A(P). Tem-se AV B = Maz[AU B].
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2.1. Teorema da dualidade para conjuntos parcialmente ordenados finitos

Demonstragao. A inclusdo AV B C Max[A U B] é ¢bvia.

Seja x € Max[A U B]. Seja y €] AU | B tal que z < y. Sem perda de
generalidade, suponhamos que y €| A. Entdo existe z € A tal que y < z.
Assim, ¢ < z. Pela maximalidade de x, * = y = z. Logo,  é maximal em
J AU | B, o que conclui a demonstragao. O

Lema 2.8. Sejam A,B € A(P). Tem-se ANB C AV B.

Demonstracdo. Sejax € ANBesejay € AUB tal que x < y. Como A e
B sao anticadeias, tem-se z = y. Assim, 2 € Max[A U B] = AV B. Logo,
ANBCAVB. O

O lema seguinte permitira definir uma operacao binaria em A(P), que sera
util no que se segue.

Lema 2.9. Sejam A, B € A(P). Entao

((AUB)\(AV B)) U (AN B)

é uma anticadeia de P.

Demonstrag¢ao. Sejam z,y € (AUB)\(AV B))U(ANB), com z # y. Ha
varios casos a considerar:

(i) x,y € AN B. Neste caso, é claro que x e y sdo incomparaveis .

(ii) z,y € (AU B)\(A V B). Suponhamos que x e y sdo comparaveis; sem
perda de generalidade, podemos supor que = < y. Existe z € Max[A U
Bl = AV B tal que y < z. Logo, x <y < z. Assim, z é comparavel com
x e com y, pelo que x e y pertencem ambos a A ou a B, o que é absurdo,
pois A e B s3o anticadeias. Logo, x e y 880 incomparaveis.

(iii) z € (AUB)\(AV B),y € AN B. Neste caso, ¢ facil ver que = e y sao
incomparaveis.

(iv) y€ (AUB)\(AV B),z € AN B. Este caso é andlogo ao anterior.

Assim, concluimos que ((AU B)\(AV B))U (AN B) é uma anticadeia. O

Defini¢gao 2.10. Definimos em A(P) a seguinte operacao binaria A: dados
A,B e A(P),
AAB = ((AUB)\(AV B))U (AN B).
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2. Conjuntos Parcialmente Ordenados e Particoes

O resultado seguinte apresenta uma relagao entre as cardinalidades de A,
B, AV B e AAB, que serd importante no texto.

Lema 2.11. Sejam A, B € A(P). Tem-se
|A| +|B| =|AV B| + |[AAB].
Demonstracio. Tem-se

|[AAB| = |((AUB)\(AV B)) U(AN B)|
=|(AUB)\(AVB)|+|ANnB| - [((AUB)\(AV B))N (AN B)|
=|[(AUBN\(AVB)|+|AnB|—|(ANnB)\(AV B)|
=|AUB|—|AV B|+|ANnB|— |0
=|AUB| - |AV B|+|AN B|,

em que a peniltima desigualdade é consequéncia do lema 2.8. Assim, tem-se
|AAB|+|AV B|=|AUB|+ |ANnB| = |A| + |B|.

O

A no¢ao de k-familia, que definimos em seguida, generaliza a noc¢do de
anticadeia. Posteriormente, demonstraremos que o conjunto das k-familias de
P tem a estrutura de um reticulado, cujas propriedades serdao Gteis no que se
segue.

Definigao 2.12. Seja k € N. Um subconjunto A C P diz-se uma k-familia se
A ndo contém cadeias de cardinalidade k + 1.

Assim, uma anticadeia ¢ simplesmente uma 1-familia. E claro que, se A é
uma k-familia e [ > k, entdo A é uma [-familia. Denotamos o conjunto das
k-familias de P por Ag(P).

Demonstra-se facilmente que qualquer unifio de k anticadeias é uma k-
familia. Como veremos de seguida, a reciproca também é verdadeira.

Definigao 2.13. Seja A € A(P) e seja x € A. A profundidade de x em A
é a cardinalidade méaxima de uma cadeia de A cujo minimo seja x. Denota-se
por d4(x). Defina-se, para cada i € {1,...,k},

Ai={zr e A:da(zx) =1}.
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2.1. Teorema da dualidade para conjuntos parcialmente ordenados finitos

A familia {A1,..., A,} chamamos particio candnica de A. (E facil ver que se
trata de facto de uma particio! de A.)

E facil ver que Ay, ..., Aj sdo anticadeias.
Vejamos que, dado [ € {1,...,k — 1}, se tem Aj11 < A;. Seja x € Ajyq.
Assim, existem elementos x1,...,x;11 € A tais que

r=x1 <w2 < -+ < x4,
e ndo existe nenhuma cadeia de cardinalidade superior a /41 que tenha minimo
x. Assim, z9 tem profundidade [, pelo que z2 € A;. Logo, Aj41 < A;.
Lema 2.14. Seja A € A(P) e seja {A1,..., Ax} a particao candnica de A.
Se {B1,...,By} € uma particao de A em k anticadeias tal que

B < Byp_1 <--- < By,

entdo, para cada i € [k|, B; = A;.

Demonstragao. Seja {Bi, ..., B} uma particdo de A em anticadeias tal que
By < --- < B;. Vamos provar por indugdo em i que, para qualquer i € [k],

Seja x € A1. Entao x tem profundidade 1 em A, pelo que ndo existe y € A
tal que © < y. Assim, tem-se forgosamente r € Bj. Seja agora z € B1. Se x
nao tivesse profundidade 1 em A, existiria y € A tal que x < y. Como By é
uma anticadeia, y ¢ B;. Seja j € [k] tal que y € B;. Como B; < Bj, existe
z € By tal que y < z. Assim, tem-se x < y < 2z, 0 que é absurdo, uma vez
que Bp é uma anticadeia. Conclui-se que z tem profundidade 1 em A. Logo,
A1 = Bl.

Seja agora i € [k] e suponhamos que, para qualquer | < i, A; = B;. Seja
x € A;. Entao x tem profundidade ¢ em A. Seja j o unico elemento de [k] tal
que z € B;. Tem-se, necessariamente, j < ¢. Mas, pela hipotese de indugao,
tem-se j > i. Logo, j = i. Assim, A; C B;. Seja agora z € B;. Uma vez
que B; < --- < By, existe uma cadeia em A, com cardinalidade ¢, cujo minimo
é x. Vejamos que nado podem existir cadeias de cardinalidade superior nestas
circunstancias. Se existissem elementos x1,...,x;41 € A tais que

T=T1 <x2 < < Ty,

terfamos necessariamente, por um argumento semelhante ao do caso base,
x2,...,Tiy1 € By U---U B;_1. Pelo principio do pombal, existem dois ele-
mentos 7, com | € {2,...,1+14} no mesmo conjunto Bj, o que é absurdo, uma

!Quando falamos em particdo, neste contexto, nio exigimos que as partes da particio
sejam ndo vazias. Seguiremos esta conveng¢do ao longo de todo este capitulo.
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2. Conjuntos Parcialmente Ordenados e Particoes

vez que os conjuntos B; sao anticadeias. Logo, x tem profundidade 7, pelo que
Concluimos que, para qualquer i € [k], A; = B;. O

Se {Ai1,..., A} € a particdo candnica de A € A(P) e A < -+ < Ay,
chamamos a (A1,...,Ag) a particio candnica ordenada de A.

Note-se que, se A ¢ uma k-familia e (Aq, ..., Ax) é a sua particdo canonica
ordenada, entdo A; = Max[A].

Tendo em conta o resultado anterior e a observacao que antecede a definicao
da particdo canonica de uma k-familia, conclui-se que a aplicacao

A(P) = (A(P)"
A~ (Al,...,Ak)

¢ injectiva, e a sua imagem ¢ o conjunto das sequéncias (A, . .., Ag) € (A(P))F
que satisfazem

o AiNA;=0sei#j;
o Ap <--- < Ay

Assim, a aplica¢do anterior induz uma bijecgao entre Ay (P) e o subconjunto
de (A(P))* com as propriedades mencionadas.
Esta bijeccao permite definir em Ay (P) uma relagdo de ordem parcial.

Definicao 2.15. Define-se em Ay (P) a seguinte relagdo de ordem parcial <:
dados A, B € A(P),

A < B se e s6 se, para qualquer i € {1,...,k}, 4; < B;,
em que (Aq,...,Ar) e (By,...,By) sdo as parti¢goes canonicas ordenadas de A

e B, respectivamente.

Em seguida, demonstramos que o cpo (Ag(P), <) é de facto um reticulado.
Comecemos por observar que, pela proposicio 1.23, ((A(P))¥,<) é um
reticulado, em que

(Ay,..., Ax)V (B1,...,Br) = (A1 V By, ..., A V By).

Lema 2.16. Sejam A, B € Ai(P) e sejam (Ai,...,Ax) e (Bi1,...,Bg) as
particdes candnicas ordenadas de A e B, respectivamente. Entdo, tem-se

(a) AxV By <--- <A VB
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(b) Sei#j, (AiVv B;)N(A;V Bj)=0.

Demonstra¢do. A alinea (a) é evidente, tendo em conta a definigdo de parti¢ao
canonica ordenada.

Sejam 4,5 € {1,...,k} tais que i # j. Suponhamos, sem perda de ge-
neralidade, que j < 4. Suponhamos, com vista a um absurdo que existe
x € (A; V B;) N (A; V Bj). Entao x é um elemento maximal de A; U B; e
de A;UB;. Suponhamos, sem perda de generalidade, que € A;. Como i > j,
tem-se A; < Aj, pelo que existe y € Aj tal que z < y. Pela maximalidade de
zem A; UBj, x =y. Mas entdo z € Aj N A; =0, o que é absurdo. Assim,
concluimos que (A; V B;) N (A; V B;) = 0. O

O seguinte resultado é uma consequéncia directa do lema, anterior.

Corolario 2.17. Sejam A, B € Ai(P) e sejam (A1, ..., Ax) e (B1,...,By) as
particdes candnicas ordenadas de A e B, respectivamente. Entdo

(Al\/Bl,...,Ak\/Bk)

€ a particao candnica ordenada de AV B.

Os resultados anteriores mostram que o conjunto das sequéncias de (A(P))"
que satisfazem

e AinA;=0sei#j;
o A <. <Ay

é fechado para supremos. Uma vez que este conjunto tem minimo, a sequéncia
em que A; = () para i € [k], o lema 1.11 permite concluir que este conjunto é
um reticulado. Assim, a correspondéncia entre este conjunto de sequéncias de
anticadeias e o conjunto Ag(P) permite concluir o resultado seguinte.

Teorema 2.18. O conjunto parcialmente ordenado (Ay(P),<) é um reticu-
lado, no qual

k
AV B= U(AZ \/Bi)>
=1

sendo (A1,...,Ag) e (B1,...,By) as parti¢oes candnicas ordenadas de A e B,
respectivamente.
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2. Conjuntos Parcialmente Ordenados e Particoes

Note-se que AV B é uma k-familia, pois é unido de k anticadeias.

Podemos estender a Ay (P) a operacdo binaria A: dados A, B € Ag(P),
definimos

k
AAB = J(A4:ABy),
i=1
onde (Ay,...,Ag) e (Bi,...,By) sao as partigdes canénicas ordenadas de A e

B, respectivamente. E claro que AAB é uma k-familia.

Lema 2.19. Sejam A,B € Ai(P) e sejam (Ai,...,Ax) e (Bi1,...,By) as
particoes candnicas ordenadas de A e B, respectivamente. Entdo, tem-se, se
i # 7,

Demonstragao. Sejam i,j € {1,...,k} tais que i # j. Suponhamos, sem perda

de generalidade, que ¢ > j. Suponhamos, com vista a um absurdo, que existe
x € (A;AB;) N (A;ABj). Em particular, tem-se

Uma vez que € A;ABj e (A1,...,A;) e (By,...,By) sdo particdes, « ¢
A; N B;. Assim, x € A; U B;, pelo que existe y € B; tal que z < y (pois z nao
¢ maximal em A; U B;). Suponhamos, sem perda de generalidade, que z € A;.
Entao x € B;. Mas isto é absurdo, pois x <y € B; e B; < Bj. ]

O resultado seguinte é analogo ao lema 2.11 e é consequéncia imediata de
{Ala s 7Ak‘}7 {Bly s 7Bk‘}7 {Al \ Bb s 7Ak; v Bk} € {A1ABI> s 7AkABk}
serem particoes de A, B, AV B e AAB, respectivamente.

Lema 2.20. Sejam A, B € Ap(P). Tem-se

|A| +|B| = |AV B| + |AAB.

Relembremos que di(P) é a cardinalidade maxima de uma uniao de k
anticadeias de P, isto €, a cardinalidade maxima de uma k-familia de P. Re-
lembramos ainda que, para qualquer k£ € Ny, se tem

de(P) < di41(P)
e que existe m € N tal que, para qualquer k > m,

dx(P) = |P|.
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Chamamos k-familia de Sperner a uma k-familia de P de cardinalidade
di(P). Denotamos por Sk(P) o conjunto das k-familias de Sperner de P.
Este conjunto terd um papel fundamental na demonstracdo do teorema da
dualidade.

Os seguintes resultados sdo consequéncia directa do lema, anterior.

Corolario 2.21. Seja A € S(P) e seja B € Ag(P). Entdao
|Av B| > |B| , |AAB|>|B].
Demonstragao. Temos |A| = di(P) > |AAB| e |A| = di(P) > |AV B|. Assim,
pelo lema anterior,
dp(P) = |AAB|+ |AV B| — |B|.
Logo,
|AAB|—|B|>0 e |AVvB|—|B|>0.

Asggim,

AV B|>|B| e |AAB|>|B|.

Corolario 2.22. Se A € Si(P) e B € §;(P), coml > k, entio AVB € §/(P) e
AAB € Sg(P). Em particular, se A, B € S,(P), entao AV B, AAB € S(P).
Demonstra¢ao. Suponhamos que A € Si(P) e B € §)(P), com | > k. Tem-se
| Al = di.(P) e |B| = di(P).

Consideremos a [-familia A’ = U2:1 A;, em que (Aj,..., Ag) € a particdo
canonica ordenada de A e A; = () para j > k. Seja (Bi,...,B;) a partigao
canonica ordenada de B. Entao, pelo corolario anterior, |AAB| > |A| = di(P).
Por outro lado,

k ! k
AAB = J(4nB) U | 00B;) = | J(AiAB;) € Ax(P),
i=1 i=k+1 =1

pelo que |[AAB| < di(P). Assim, |AAB| = di(P). Logo, pelo lema 2.20,
di,(P)+|AV B| = |AAB|+ |AV B| = |A| + |B| = di(P) + d;(P).

Assim, |AV B| = d;(P), o que conclui a demonstracao. O

Concluimos a seccdo com um resultado de Greene e Kleitman, que enunci-
amos sem demonstragao.

Teorema 2.23 (Greene, Kleitman, [14]). Si(P) ¢ um sub-reticulado de AP).
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2.1.2 Partigoes k-saturadas em cadeias

O teorema de Dilworth relaciona a cardinalidade maxima de uma anticadeia
de P com parti¢oes de P em cadeias. Ora, a cardinalidade méxima de uma
anticadeia de P ¢ simplesmente o namero d; (P), definido anteriormente. Nesta
secg¢do, generalizaremos o teorema de Dilworth, relacionando os numeros dy (P)
com particoes de P em cadeias.

Seja C = {C1,...,Cy} uma particdo em cadeias de P. Para cada k € N,
defina-se

Br(C) = > min{k, [Cil}.
i=1
Dada uma k-familia A, tem-se |A N C;| < |C;|, por um lado, e |[ANC;i| < k,

por outro. Assim,
|ANC;| < min{k,|C;|}.

Uma vez que A= (ANC)U---U(ANC,), tem-se
Al =" 1ANCi| <Y minfk, [Cil} = B(C).
i=1 i=1

Em particular, se A € S(P), concluimos que di(P) < B (C), para cada parti-
¢ao C de P em cadeias.

Defini¢ao 2.24. Seja C = {C},...,C,} uma parti¢do de P em cadeias. Dize-
mos que C é uma particio k-saturada em cadeias se

dx(P) = B(C) = > min{k, |Ci}.
=1

Observemos que uma partigdo C = {C1,...,Cyp} de P em cadeias é k-
saturada se e s0 se, dada uma k-familia de Sperner A,

k, se|C;| > k;

|A“Ci’:{ Cil, se Gyl <k, P E

Em particular, uma particdo C é 1-saturada se e s se
n n

di(P) =) min{l,|Ci]} =) 1=n.
i=1 i=1

O teorema de Dilworth pode entdo ser reformulado do modo que se segue.

Teorema 2.25 (Dilworth, 2.2 versao). Seja (P, <) wm conjunto parcialmente
ordenado finito. Ezxiste uma particdo 1-saturada de P em cadeias.
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Finalizaremos esta sec¢do com a demonstragdo do resultado de Greene e
Kleitman, que generaliza o teorema de Dilworth; para isso, vamos estabelecer
a existéncia de particoes k-saturadas de P em cadeias, para k > 1.

Comecemos por observar que, dada uma particdo C de P em cadeias que
seja k-saturada, podemos obter uma nova parti¢do C’ do seguinte modo

C'={CeC:|C|>k}U{{z}:z€C,CeC|C|<k}).

Intuitivamente, as cadeias de cardinalidade menor que k sao “divididas”. Tendo
em conta a observacdo feita ap6s a definicdo de particao k-saturada, concluimos
que, se C é k-saturada, entao C’ também o é.

Destas observagoes podemos concluir o resultado seguinte.

Lema 2.26. Seja C uma particio de P em cadeias, seja ap o nimero de
cadeias de C de cardinalidade maior ou igual a k e seja Ty o conjunto dos
elementos que pertencem a cadeias de C com comprimenio menor do que k.
Entao C € k-saturada se e sé se di(P) = |Tk| + kag.

No resto desta sec¢do, denotaremos!, para cada k € N, Ax(P) = di(P) —
dk—1(P). Temos, para qualquer k € N,

di(P) = Ay(P) 4+ -+ -+ Ap(P).
Temos ainda que existe m € N tal que, para qualquer k > m,

Ap(P) = 0.

Lema 2.27. Seja C = {C4,...,Cy} uma parti¢io k-saturada de P em cadeias
e seja ai o numero de cadeias de C com cardinalidade mator ou igual o k.
Entao, Api1(P) < ap < Ag(P).

Demonstragao. Pelo lema 2.26, tem-se di(P) = |Tk| + kag, em que Ty é o
conjunto dos elementos que pertences a cadeias de C com comprimento menor
do que k. Tem-se ainda:

di11(P) < Bria(C) = Y min{k + 1, |Cil} < |Til + (k + Do,

=1

!Esta é apenas outra notacdo para a particio das anticadeias de P, X(P) Usamos esta
notagao alternativa ao longo do resto da secgao, em conformidade com a notagao introduzida
originalmente por Greene e Kleitman em [14].
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2. Conjuntos Parcialmente Ordenados e Particoes

dp—1(P) < Br1(C) =Y min{k — 1,|Ci|} < |Th| + (k — 1)ay.
=1

Logo,
Apy1(P) = dp+1(P) — di(P) < |Tip| + (k + Dy, — [Ti| — ko = au,

Ay (P) = di(P) — dp—1(P) > |Ty| + koy, — |Ti| — (k — 1)y, = a,

como pretendido. O

Como consequéncia deste lema, se mostrarmos que de facto existem parti-
¢oes k-saturadas, obtemos

A(P) > Ag(P) = - 2 Ap(P) > -+

Lema 2.28. Seja C uma parti¢ao k-saturada de P em cadeias. Se Ap(P) =
Ag+1(P), entio C é (k + 1)-saturada.

Demonstragao. Pelo lema 2.27, tem-se Ag(P) = Agy1(P) = ag, em que oy, €
o numero de cadeias de C de cardinalidade maior ou igual a k. Uma vez que C
é k-saturada, tem-se, pelo lema 2.26,

dk(P) = kOék + ‘Tk|,

em que T} é o conjunto dos elementos de cadeias de C com cardinalidade menor
que k. Assim,

dk+1(P) = dk(P) + A]H_l(P) = dk(P) + o = (k + 1)Ozk + ‘Tk|

Mas
Br+1(C) < (k+ Doy + |Tk| = d41(P),

o que implica que di4+1(P) = Br+1(C). Assim, C é k-saturada. O

Lema 2.29. Seja A € Si(P) e seja (A1,...,Ar) a sua particao candnica
ordenada. Para qualquer i € [k], temos

|A;| > Ar(P).
Demonstra¢ao. Basta observar que A\ A; ¢ uma (k — 1)-familia, pelo que

d(P) = [A] < [A\A] + [Ai] < dyp1(P) + [Ai].
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O resultado que se segue é fundamental para a demonstracao da existéncia
de particoes k-saturadas; na sua demonstragao ¢ utilizado o facto de Si(P) ser
um reticulado.

Teorema 2.30. Se Ax(P) > Agxy1(P), entao existe um elemento x € P tal
que x € elemento maximal de qualquer k-familia de Sperner.

Demonstra¢ao. Uma vez que Sk(P) é um reticulado finito, tem maximo e

minimo; denotemo-los, respectivamente, por A* e A~ e sejam (A7, ... ,A;) e
(A7,...,A;) as suas parti¢des canoénicas ordenadas. Comecemos por ver que
AT MAT #0.

Suponhamos, com vista a um absurdo que A7 N A} = 0. Assim, A~ U A;r
¢ uma (k + 1)-familia de P, e, pelo lema anterior, temos

|AT UAT| = di(P) + |AT] 2> di(P) + Ag(P) > di(P) + Ag11(P) = di11 (P),

o que ¢ absurdo. Assim, A N A # 0.

Assim sendo, existe € A7 N A]. Vejamos que z é maximal em qualquer
k-familia de Sperner. Seja A uma k-familia de Sperner e seja (A41,...,Ax) a
sua partigio canénica ordenada. Temos A] < A; < Af. Logo, existe z € A;
tal que x < z e existe w € AT tal que z < w. Logo, x < w. Mas, uma vez que
z € Af e A] ¢ anticadeia, x = z = w. Portanto, z € A; = Max|[A]. O

O teorema anterior pode ser reforcado.

Teorema 2.31 (Greene, Kleitman, [14]). Se Ag(P) > Agt1(P), entdo existe
um elemento x € P tal que

(i) z é um elemento mazimal de qualquer k-familia de Sperner;

(i1) = pertence a qualquer (k + 1)-famdlia de Sperner (tendo profundidade
menor ou igual a 2).

Demonstra¢io. Denotemos, tal como na demonstracao do teorema anterior,
AT e A™ o maximo e minimo, respectivamente, do reticulado Sg(P). Vimos,
na demonstracao do teorema anterior, que Af NAT =C #0, que C C Ay,
para qualquer A € Si(P) e que qualquer elemento de C' é maximal em qualquer
k-familia de Sperner.

Para concluir a demonstragao, vamos ver que C' C B, para qualquer (k+1)-
familia de Sperner B. Seja entdo B uma (k + 1)-familia de Sperner e seja
(Bi,...,Bk+1) a sua particdo canodnica ordenada.

Comecemos por ver que C' < By. Denotemos por B a k-familia B\ Bjy1.
Pelo corolario 2.21, tem-se |A* vV B| > |B|. Suponhamos que |[AT V B| > |B|;
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entdo, como (A* V B) N By = 0, tem-se [(A* V B) U Byy1| > |B|, o que é
absurdo, uma vez que (ATVB)UBy41 ¢ uma (k+1)-familia e B ¢ uma (k+1)-
familia de Sperner. Assim, |AT V B| = |B|. Pelo lema 2.20, |[ATAB| = |At],
pelo que ATAB é uma k-familia de Sperner. Assim, C' C (A*AB)l, 0 que
implica que C' < Bj.

Vejamos agora que, se AT < B e C N By = (), entdao B\B; € Si(P).
Suponhamos que AT < B. Entdo temos A] < Ai" < Bj. Assim, A7 N
By = 0. Pelo lema 2.29, |B;| > Api1(P). Como |A™| = di(P), temos
’Ai UBl| = ‘Ail + |Bl| > korl(P) Logo, ‘Ai U31’ = dk+1(P) e |Bl| =
Agy1(P). Assim, |B\B1| = di(P), pelo que B\B; € Si(P), como pretendido.
Consequentemente, C C Bs.

Temos agora dois casos a considerar.

(i) €N By =0, para qualquer B € Sg1(P). Neste caso, vamos provar que
C C By, para qualquer B € Siy1(P). Seja entao B € Si+1(P) e seja
B’ = BV A*. Pelo corolario 2.22, B € S;+1(P). Uma vez que AT < B’
e C'N B} =0, o argumento do pardgrafo anterior permite concluir que
C C Bjy. Uma vez que By = A V By e CN A = 0 (pois C C Af), vem
que C C Bas.

(ii) CN By # 0, para algum B € Sy1(P). Neste caso, seja B* uma (k + 1)-
familia maximal no conjunto das (k + 1)-familias B tais que C'N By # 0.
Seja Cp = C'N B}. Pelo corolario 2.22, ATV B* € S;41(P). Como Cy C
Af e Cy C B}, tem-se Cy C AT N B} C (At V B*);. A maximalidade de
B* implica que B* = AT v B*. Logo, AT < B*.

Seja agora B uma (k + 1)-familia arbitraria. Se B < B*, entdo, pela
primeira parte desta demonstragao, C' < By < B}. Como Cy C C'N By,
temos Cy C By. Assim, Cy C B.

Por outro lado, se B £ B*, entdo B V B* > B*. Pela maximalidade de
B*, (BV B*)NC = . Concluimos, por um argumento anterior, que
C C (BV B*)2 = By V B;. Como Cy C B, tem-se Cy N B = 0, pelo
que Cy C Bs. Assim, Cy C B.

Em qualquer dos casos anteriores se conclui que C C B (e os argumentos
anteriores mostram que qualquer elemento de C tem profundidade menor ou
igual a 2 em B), para qualquer B € Si41(P). O

Finalmente, tendo em conta os resultados anteriores, podemos demonstrar
a existéncia de particoes k-saturadas de P em cadeias, para qualquer k. De
facto, demonstraremos um resultado um pouco mais forte.

Teorema 2.32 (Greene, Kleitman, [14]). Seja (P, <) um conjunto parcial-
mente ordenado finito e seja k € N. Existe uma particio de P em cadeias que
é simultaneamente k-saturada e (k + 1)-saturada.

40



2.1. Teorema da dualidade para conjuntos parcialmente ordenados finitos

Demonstracao. Procedemos por indugdo em k. O caso k = 1 é o teorema de
Dilworth. Basta provar que, para qualquer k € N, se existir uma particao
k-saturada de P em cadeias, entdo existe uma particao de P em cadeias que é
simultaneamente k-saturada e (k + 1)-saturada.

Seja entdao k € N e suponhamos que existe uma particao k-saturada C
de P em cadeias. Pelo lema 2.27, tem-se Ag(P) > Agi1(P). Se Ag(P) =
Ag+1(P), entdo, pelo lema 2.28, C é (k + 1)-saturada e ndo ha mais nada
a demonstrar. Suponhamos entdo que Ag(P) > Api1(P). Vamos provar,
por inducao na cardinalidade de P, que existe uma particao de P em cadeias
que é simultaneamente k-saturada e (k + 1)-saturada. O caso em que P tem
cardinalidade 1 é trivial.

Pelo teorema anterior, existe x € P tal que = pertence a qualquer k-familia
de Sperner e a qualquer (k+1)-familia de Sperner. Assim, temos di(P\{z}) =
di(P)—1 e dgy1(P\{z}) = di+1(P) — 1. Por hipdtese de indugao, existe uma
particao D = {D1,...,D,} de P\{z} em cadeias que é k-saturada e (k + 1)-
saturada. Assim,

dp(P) =1 =" min{k, |Di[}
i=1

e
n
dps1(P)—1=> min{k +1,|Di|}.
i=1
Entao é facil ver que {Dy,..., Dy, {z}} é uma partigao de P em cadeias que é
k-saturada e (k + 1)-saturada, o que conclui a demonstragao. O

Uma consequéncia importante do teorema anterior e do lema 2.27 é o facto
de a sucessao (A;(P))ien ser decrescente.

Teorema 2.33. Seja (P, <) wm conjunto parcialmente ordenado finito. Para
qualquer © € N,
A;(P) > A1 (P).

Proposicao 2.34. A sucessio A(P) = (Ai(P))ien € uma particao de |P)|.

Demonstra¢do. Tendo em conta o teorema anterior e as observacoes feitas apos
a definicdo da sucessdao A(P), resta apenas ver que

> A(P) =PI
keN

Seja m € N tal que, para qualquer k > m, di(P) = |P|. Entdo, a igualdade
anterior é simplesmente consequéncia do facto de

dn(P) = Ai(P) + -+ A (P)
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e Ag(P) =0 para k > m. O

2.1.3 Demonstracao do teorema da dualidade de Greene

Até aqui incidimos a nossa atengao na nocao de k-familia (que generaliza a
nogao de anticadeia) e em parti¢ées de um conjunto parcialmente ordenado em
cadeias. Vamos agora introduzir conceitos e resultados duais, com o objectivo
de demonstrar o teorema da dualidade para conjuntos parcialmente ordenados
finitos.

Comecamos por introduzir a nocao de k-cofamilia, dual da nocdo de k-
familia.

Definicao 2.35. Seja k € N. Um subconjunto C' C P diz-se uma k-cofamilia
se C nao contém anticadeias de cardinalidade k + 1.

Agsim, uma cadeia é simplesmente uma 1-familia. Como no caso das k-
famfilias, se C' ¢ uma k-cofamilia e [ > k, entdo C' & uma I-cofamilia. Denotamos
o conjunto das k-cofamilias de P por Ci(P).

Lema 2.36. Seja C C P. Entao C é uma k-cofamilia se e sé se C' é unigo
de k cadeias de P. Mais, essas k cadeias podem ser tomadas disjuntas duas a
duas.

Demonstracio. E facil ver que a unido de k cadeias de P é uma k-cofamilia.
Reciprocamente, seja C uma k-cofamilia de P e seja [ a cardinalidade méaxima
de uma anticadeia de C. Entdo, | < k e, pelo teorema de Dilworth, C pode

ser particionada em [ cadeias C1, ..., (Y}, disjuntas duas a duas. Assim,
k
c=Ja,
i=1
em que C; = () se i > . O

Relembremos que dj, (P) denota a cardinalidade méaxima de uma unido de
k cadeias de P, ou seja, a cardinalidade méaxima de uma k-cofamilia de P.
Relembremos ainda que, para qualquer k € N, se tem

dy(P) < diy1(P)
e que existe m € N tal que, para qualquer k£ > m,

di(P) = |P|.
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Convencionamos que do(P) = 0.
~ No resto desta secqao, denotaremos!, para cada k € N, Ap(P) = dp(P) —
di—1(P). Temos que, para qualquer k € N,

~ ~

dp(P) = A (P) 4 --- + AL(P).
Temos ainda que existe m € N tal que, para qualquer k > m,
Ag(P) =0.

Seja A = {A1,..., Ay} uma particdo em anticadeias de P. Para cada
k € N, defina-se

Br(A) => " min{k, |A;]}.
i=1

Dada uma k-cofamilia C', temos, por um argumento analogo ao usado no caso
das k-familias,

IC| = Br(A).

Em particular, se C for uma k-cofamilia de cardinalidade maxima, concluimos
que di(P) < Br(A), para cada particao A de P em anticadeias.
Relembremos que A*(P) denota a partigao conjugada da particao A(P).

Lema 2.37. Para qualquer h € N, temos

dp(P) < AL(P) + -+ AL(P).

Demonstra¢do. Seja C' uma h-cofamilia de P; temos C' = Cy U ---U Cy, onde
C1,...,Cy sao cadeias disjuntas de P. Seja T = P\C. Seja k = Aj(P) e seja
C={C1,....Ch} U{{z} : 2 € S}. Temos

dp(P) < Be(C) < hk +|T| = hk +|P| —[C|.
Logo,
|C| < |P| = dp(P) + hk = |P| = (Ay(P) + -+ Ag(P)) + hk = hk + Y Ai(P).
i>k

Pelo lema 1.39, a tltima expressao ¢ igual a AJ(P) + --- 4+ Aj(P). Assim,
conclufmos que

dn(P) < AL(P) + -+ AL(P).
OJ

'Esta é outra notacdo para a particdo das cadeias de P, A\(P). Usaremos esta notacio
alternativa apenas no resto desta sec¢ado, em conformidade com a notagdo introduzida por
Greene em [13].
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Lema 2.38. Seja C uma particao k-saturada de P em cadeias e sejam C1,...,Ch
as cadeias de C com cardinalidade maior ou igual a k. Seja T o conjunto dos
elementos de cadeias de C de cardinalidade menor que k. Seja C = C1U- - -UCY},.
Temos que

(a) C € uma h-cofamilia de cardinalidade mdzima.
(b) |C] = AI(P) +--- + AR(P).
Demonstragao.

a) Seja C’ uma h-cofamilia tal que |C’| > |C|. Suponhamos que C' =

(a) Sej q p q
ClU---UC}, em que C1,...,C} sdo cadeias disjuntas. Seja 7" = P\C".
Temos entdo |T"| < |T'|. Logo, se

C'={C,...,CL u{{z}: 2z €T},
entao
Br(C") < hk +|T'| < hk + |T| = Br(C),
o que é absurdo, visto que C é k-saturada.
(b) Temos que |T| = di(P) — hk, pelo que
|C| = |P| — |T| = |P| — dp(P) + hk = |P| — (A1(P) + - - + Ap(P)) + hk

=hk+ Y Ai(P) = A}(P) + -+ Aj(P),
>k

em que a Gltima igualdade é consequéncia do lema 1.39.

Corolario 2.39. Se h = Ai(P) para algum k, entao

dp(P) = AJ(P) +-- -+ AL(P).

Demonstracdo. Pelo lema anterior, temos

~

dn(P) = AT(P) + -+ AR (P)

sempre que exista uma particdo k-saturada de P em cadeias com h cadeias
de cardinalidade maior ou igual a k. Pelo teorema de Greene-Kleitman, existe
uma particdo C de P em cadeias que é simultaneamente k-saturada e (k +
1)-saturada. Seja aj o numero de cadeias de C de cardinalidade maior ou
igual a k. Assim, pelo lema 2.27, temos ay = Ag(P) = h, o que conclui a
demonstracao. ]
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2.1. Teorema da dualidade para conjuntos parcialmente ordenados finitos

Proposicao 2.40. Para qualquer h € N, temos
dn(P) = A{(P) + -+ Aj(P).

Demonstra¢do. Procedemos por inducgfo na cardinalidade de P. O resultado
é trivial se |P| = 1.

Seja n € N e suponhamos que o resultado é verdadeiro no caso em que
|P| =n—1. Se h = Ag(P) para algum k € N, entdo o resultado é verdadeiro,
pelo lema anterior. Se h > Aj(P), entdo o teorema de Dilworth implica que
P & uma h-cofamilia, pelo que

AY(P) + -+ + Aj(P) < [P| = dy(P) < AJ(P) +--- + Aj(P),

o que mostra o pretendido.

Suponhamos entao que Ag(P) > h > Ak 1(P), para algum k& > 1. Pelo
teorema 2.31, existe x € P tal que x pertence a toda a k-familia de Sperner e a
toda a (k + 1)-familia de Sperner. Seja P’ = P\z. Tem-se di(P’) = di(P) — 1
e dgy1(P') = dgy1(P') = dp(P)—1, pelo que Agy1(P') = A1 (P) e Ap(P') €
{Ak(P), Ag(P) — 1}

Vamos ver que
AJ (P 4+ AP = AT(P) + - + Af(P).
De facto, como h > Ag1(P) = Ag1(P') e Ag(P') > Ag(P) — 1 > h, temos
Ai(P)>h<i>ke A(P)>h.

Logo,

l l
A(P)+ - +AG(P) = Y min{h, Ai(P)} = ) min{h, Ai(P)} = AJ(P)+ - +AL(P),
i=1 i=1
em que a segunda igualdade é consequéncia do facto de as sucessoes A(P) e
A*(P) serem partigoes de |P)|.
Pela hipétese de inducao,

dn(P') = AJ(P') + -+ Aj(P),

pelo que existe uma h-cofamilia C' de P’ de cardinalidade A} (P’) + --- +
Ay (P") = AY(P)+ -+ A} (P). Mas C é também h-cofamilia de P, pelo que
dp(P) > A¥(P) + - + A} (P). O lema 2.37 implica que se tem de facto uma
igualdade, o que conclui a demonstracao. ]

Podemos agora demonstrar o teorema da dualidade de Greene, que volta-
mos a enunciar.
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2. Conjuntos Parcialmente Ordenados e Particoes

Teorema 2.41 (Teorema da dualidade para cpo’s finitos, Greene, [13]). Seja
(P, <) um conjunto parcialmente ordenado finito, com |P| = n. Temos que
A(P) e A(P) sao partigoes de n e

A(P) = A*(P),
onde A*(P) denota a particio conjugada de A(P).

Demonstragao. O facto de A(P) ser uma particdo de n é o teorema 2.34.
Da proposigao anterior se conclui que, para cada h € N,

Aw(P) = dy(P) — dp1(P) = Aj(P).

Assim, A(P) ¢ a particdo conjugada de A(P), o que conclui a demonstraco.
[

2.2 Ideais de ordem e particoes

Nesta seccao vamos apresentar uma forma de determinar o diagrama de
Young das cadeias de um conjunto parcialmente ordenado finito, através de um
algoritmo recursivo baseado nos seus ideais de ordem Ao longo desta seccao e
da seguinte seguimos maioritariamente [4].

Recordemos que Y (A(P)) denota o diagrama de Young das cadeias de P,
ou simplesmente diagrama de Young de P.

Um dos resultados mais importantes da secgdo é o teorema que se segue.

Teorema 2.42 (Fomin, [4]). Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado
finito e seja x um elemento extremal de P. Entdo

Y(AMP\{z})) C Y (A(P)).

Antes da demonstracao do teorema, apresentam-se abaixo alguns exemplos
de aplicagdo do mesmo.

Exemplo. Consideremos o conjunto parcialmente ordenado (P, <) do exemplo
do inicio do capitulo, representado pelo seguinte diagrama de Hasse:

e f g
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2.2. Ideais de ordem e particoes

Os céalculos efectuados anteriormente mostram que:

Y(A(P)) =

O elemento f é maximal em P e vé-se facilmente que:

YAMP\{F) =

Tem-se

N

O teorema anterior ndo é vilido, em geral, se z nao for um elemento extre-
mal de P, como o exemplo seguinte mostra.

Exemplo. Consideremos o conjunto parcialmente ordenado (P, <) represen-
tado pelo seguinte diagrama de Hasse:

Temos

Y(A(P)) =

Por outro lado, se removermos o elemento (ndo maximal) ¢, obtemos

Y(MP\{c})) =

Vamos agora demonstrar o teorema 2.42. Tendo em conta a proposicao
1.26, basta demonstrar o teorema no caso em que x ¢ um elemento maximal
de P. Comegamos com um resultado preliminar.
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2. Conjuntos Parcialmente Ordenados e Particoes

Proposicao 2.43. Seja x um elemento maximal de P. Seja k € N e supo-
nhamos que x € A, para qualquer k-familia de Sperner A. Entdo x pertence a
qualquer l-familia de Sperner B, com | > k.

Demonstragao. Sejal > k e seja B uma [-familia de Sperner. Seja (B, ..., B))
a sua particdo canonica ordenada. Suponhamos, com vista a um absurdo, que
x ¢ B. Seja A uma k-familia de Sperner. Uma vez que x € A e x ¢ maximal em
P, temos necessariamente que x € A;. Logo, x € A1 V By, pela maximalidade
de z. Como = ¢ By, temos que = ¢ A;AB;y. Logo, x ¢ AAB, o que ¢ absurdo
porque, pelo lema 2.22, AAB é uma k-familia de Sperner.

Logo, x pertence a qualquer [-familia de Sperner. 0

Podemos agora demonstrar o teorema 2.42.

Demonstragao. (do teorema 2.42) Uma vez mais, basta considerar o caso em
que x é maximal. Seja entdao x um elemento maximal de P. Seja k o menor
natural m tal que x pertence a qualquer m-familia de P. Assim, para i €
{1,...,k =1}, di(P\{z}) = di(P) e, para i > k, d;(P\{z}) = d;(P) — 1, pela
proposicao anterior.

Assim, temos

Me(P\{z}) = di(P\{z}) — dp1 (P\{2}) = di(P) — dp—1(P) — 1 = M (P),
enquanto que, para i # k,
Xi(P\{z}) = Xi(P).

Logo, Y (A(P\{z})) difere de Y (A(P)) apenas na coluna k, que tem menos
uma caixa. Assim,

Y(A(P\{z})) C Y(A(P)),

como pretendido. O

O teorema 2.42 tem varias consequéncias importantes. A primeira delas é
o seguinte resultado, que constitui um primeiro passo na direccao da obtencao
de um algoritmo recursivo para a determinacao de A(P).

Corolario 2.44. Sejam I e J ideais de ordem de P. Se I cobre J, entdo
Y (A(I)) cobre Y (A(J)).

Demonstracao. Este resultado é uma consequéncia directa do teorema 2.42 e
da proposicao 1.16. ]
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2.2. Ideais de ordem e particoes

O resultado anterior permite concluir que a aplicagao

TO(P) - Y
I Y(\ID))

¢é is6tona.

O coroléario anterior, juntamente com as proposicoes 1.20 e 1.44, permite
determinar uma bijeccao entre o conjunto das extensoes lineares de (P, <) e o
conjunto dos quadros de Young standard de forma A(P).

De facto, pela proposicao 1.20, a uma extensao linear de P corresponde
uma cadeia saturada de ideais de ordem de P, com minimo () e maximo P. A
esta cadeia saturada, pelo resultado anterior, corresponde uma cadeia saturada
de diagramas de Young, com minimo () ¢ maximo Y (A(P)). Pela proposi¢ao
1.44, a esta cadeia saturada de diagramas corresponde um quadro de Young
standard.

Analisando as construcoes feitas nas proposigoes 1.20 e 1.44, podemos ve-
rificar que, dada uma extensao linear ¢ : P — [n], em que |P| = n, o quadro
de Young standard P que lhe corresponde é definido pela seguinte condicdo:
para cada k € [n], as entradas 1,...,k de P ocupam o diagrama de Young da
particio A(¢~!([k])). Denotamos este quadro de Young standard por P(y).

Exemplo. Consideremos uma vez mais o conjunto parcialmente ordenado
(P, <) representado pelo seguinte diagrama de Hasse:

Consideremos a extensdo linear de P dada pelo seguinte diagrama':

1

1Tal como foi descrito no exemplo do capitulo 1 que segue a definicio de extensio linear.

49



2. Conjuntos Parcialmente Ordenados e Particoes

Entao, o quadro de Young correspondente a esta extensao linear é:

2[3]
6

BN

Como anunciado no inicio da seccao, vamos agora descrever um algoritmo
que permite calcular recursivamente o diagrama de Young Y (A(P)), a partir
do reticulado dos ideais de ordem de (P, <).

Teorema 2.45 (Fomin, [4]). Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado
finito e sejam x1, ...,z os elementos maximais de P. Seja A = \(P). Entao:

(i) se N(P\{z1}) = --- = M(P\{zx}) = XN, entdo Y (\) obtém-se de Y (\)

acrescentando uma caiza a linha k de Y (N);

(1) caso contrdrio, Y (\) = Ule Y (A(P\{zi})).

Uma vez que a relacao de cobertura no reticulado dos ideais de ordem é
caracterizada do modo descrito na proposig¢ao 1.16, o teorema anterior permite
determinar os diagramas de Young dos ideais de ordem de cardinalidade k a
partir dos diagramas de Young dos ideais de ordem de cardinalidade k — 1.

O exemplo que se segue ilustra este processo.

Exemplo. Consideremos o conjunto parcialmente ordenado (P, <) represen-
tado pelo seguinte diagrama de Hasse:

f g

Temos que o diagrama de Young de P é

Y (A(P)) = 1]
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2.2. Ideais de ordem e particoes

O reticulado dos ideais de ordem de (P, <) tem o seguinte diagrama de
Hasse (por uma questao de simplicidade, omitimos chavetas e virgulas; o ideal
de ordem {a, b, c}, por exemplo, denota-se abc):

P

abede f

ac

Representando no diagrama de Hasse anterior os diagramas de Young dos
ideais de ordem de (P, <), podemos usar as regras recursivas do teorema 2.45
para obter estes diagramas.

HE‘:DH
B:D:DB:D:D

=
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2. Conjuntos Parcialmente Ordenados e Particoes

Por exemplo, o diagrama de Young de abc obtém-se dos diagramas de Young
de ab e ac por uniao, pois estes ultimos sdo distintos. Por outro lado, o ideal
de ordem P cobre dois ideais de ordem com o mesmo diagrama de Young, pelo
que o seu diagrama se obtém acrescentando a um destes tltimos uma caixa na
segunda linha.

Para demonstrar o teorema 2.45, precisamos de definir o conceito de orto-
gonalidade de uma k-familia e uma h-cofamilia.

Definigao 2.46. Sejam C uma h-cofamilia ¢ A uma k-familia de P. Supo-
nhamos que C = C1U---UC, eque A = A1 U---UAg, em que Cq,...,C)
sdo cadeias disjuntas e Ay, ..., Ax sdo anticadeias disjuntas. Dizemos que C e
A s30 ortogonais se

(i) P=CUA4;

(ii) Para qualquer ¢ € [h] e qualquer j € [k], C; N A; # 0.

Os lemas seguintes apresentam caracterizagoes alternativas do conceito de
ortogonalidade.

Lema 2.47. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado finito de cardi-
nalidade n. Sejam C uma h-cofamilia e A uma k-familia de P.

(a) C e A sao ortogonais se e so se

|C| + |A| = n + hk.

(b) Se C e A sao ortogonais, entdo C' é uma h-cofamilia de cardinalidade
mdzima e A € uma k-familia de cardinalidade mdzima.

Demonstragao.
(a) Temos que
n=|P|=|CUA|=|C|+ Al —|CNA|.

Suponhamos que C = C1 U---UC, e que A = Ay U---U Ag, em que
Ci,...,Cy sao cadeias disjuntas e Ay, ..., A sdo anticadeias disjuntas.
Entao, temos

h k

h k
CmA=< Ci>m U4 = U@inay.
i=1 j=1

i=1j=1

52



2.2. Ideais de ordem e particoes

Uma vez que uma cadeia e uma anticadeia se intersectam no méaximo num
elemento e uma vez que C' e A sao ortogonais, temos que C;NA; = {x;;},
para cada i € [h] e cada j € [k], onde z;; € um elemento de P. Visto
que as cadeias C; e as anticadeias A; sdo disjuntas, os elementos x;; sdo

todos distintos. Logo,
|C'NA| = hk.

Daqui se conclui que
n = |C| + |A| — hk,

ou seja,

IC| + |A| = n + hk.

Analisando o argumento usado para demonstrar a alinea (a), podemos
concluir que, se C' e A sdo uma h-cofamilia e uma k-familia, respectiva-
mente, entao

C| +|A| < n+ hk,

mesmo que C' e A ndo sejam ortogonais. Suponhamos agora que C e A
sao ortogonais e C' nao tem cardinalidade méxima. Entao, se C’ ¢ uma
h-cofamilia de cardinalidade méaxima, vem,

C'] + A] > |C] + |A] = n + hk,

o que contradiz a observagdo anterior. Assim, C' tem de ter cardinalidade
méaxima. Do mesmo modo se conclui que A tem de ter cardinalidade
maxima.

O]

Lema 2.48. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado finito de car-
dinalidade n. Sejam C uma h-cofamilia de cardinalidade mdzxima e A uma
k-familia de cardinalidade mdzima de P. Se (k,h) é um canto exterior de
Y (A(P)), entido C e A sao ortogonais.

Demonstra¢io. Tem-se que

Cl = M(P) + -+ An(P),

[Al = A1(P) + -+ + A(P).

Uma vez que (k,h) é um canto exterior de Y/ (A(P)), vé-se facilmente, exami-
nando o diagrama de Young, que

C| + |A| = n + hk.

Pelo lema anterior, A e C sdo ortogonais. O
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2. Conjuntos Parcialmente Ordenados e Particoes

Podemos agora demonstrar o teorema 2.45.

Demonstrag¢io. Suponhamos que A(P\{z1}) = --- = MP\{zx}) = N. O
diagrama de Young Y (A(P)) obtém-se acrescentando uma caixa ao diagrama
Y ()). Suponhamos que a caixa acrescentada ¢ a caixa (r,c¢). Pelo lema 1.35,
(r,c) € um canto exterior de Y ().

Tem-se d,(P\{z;}) = d,(P) — 1, para qualquer i € [k]. Assim, qualquer
r-cofamilia de cardinalidade maxima contém {z1,...,zr}. Uma vez que os
elementos x1, ...,z sdo incomparaveis, tem-se r > k.

Seja A uma c-familia de cardinalidade méaxima. Como d.(P\{z;}) =
d.(P) — 1, temos {z1,...,z5} € A. Pela maximalidade dos elementos x;,
tem-se {z1,...,2x} € A;. Uma vez que todo o elemento de P ¢ menor ou
igual a um elemento x;, para algum i, a anticadeia A; tem apenas estes ele-
mentos. Logo, |Ai| = k. Por outro lado, pelo lema anterior, A é ortogonal
a qualquer r-familia de cardinalidade méxima. Logo, A; tem pelo menos r
elementos. Assim, r < k.

Concluimos que r = k, pelo que Y(A\(P)) se obtém de Y ()\) acrescentando
uma caixa & linha k. O segundo caso do enunciado é consequéncia do teorema
2.42. [

2.3 Localizagao de caixas em diagramas de Young de
conjuntos parcialmente ordenados

Nesta seccdo vamos apresentar dois teoremas que dao informacao adicio-
nal sobre a localizacao das caixas que sdo removidas do diagrama de Young
de um conjunto parcialmente ordenado quando deste se removem elementos
extremais. Estes teoremas serdo essenciais no capitulo seguinte.

Por ser bastante extensa e técnica, ndo apresentaremos aqui uma demons-
tragao do resultado que se segue, que pode ser encontrada em [4].

Teorema 2.49 (Fomin, [4]). Sejam p1 e pa elementos extremais de um con-
Junto parcialmente ordenado finito P. Suponhamos que \(P\{p1}) = M(P\{p2})-
Definamos caizas a e b de modo que:

o Y(A(P\{p1})) = Y(A(P\{p2})) = Y (A(P)\{b};
o Y(A(P\{p1,p2})) = Y (A(P))\{a, b}
Entao temos que:

(i) Se p1 € pa forem ambos minimais ou ambos maximais, entao a estd na
mesma coluna de b ou numa coluna o direita de b;
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2.3. Localizagao de caixas em diagramas de Young de conjuntos parcialmente
ordenados

(i) Se p1 for mazimal e py for minimal (ou vice-versa), entdo a estd na
mesma coluna de b ou na coluna imediatamente & esquerda de b.

As conclusdes do teorema 2.49 ndo podem ser melhoradas, isto é, dado
um diagrama de Young Y e caixas a e b de Y numa das posi¢es relativas
permitidas pelo teorema 2.49, é possivel encontrar um conjunto parcialmente
ordenado (P, <) e elementos extremais p; e py de P nas condi¢oes descritas
nas hipoteses do teorema. Uma vez que nao faremos uso deste facto no resto
do texto, ndo o demonstramos aqui. A demonstracdo pode ser encontrada em
[4].

Concluimos esta seccao com o seguinte teorema de Gansner.

Teorema 2.50 (Gansner, [12]). Seja (P, <) um conjunto parcialmente orde-
nado finito. Seja p1 um elemento maximal de P e seja po um elemento mazimal
de P\{p1} tal que p1 cobre ps. Definamos caizas a e b de modo que:

o Y(A(P\{p1})) = Y (A(P)\{b};
o Y(A(P\{p1,p2})) = Y(A(P))\{a, b}
Entao a estd estritamente o esquerda de b.

Demonstra¢do. Suponhamos que a = (Z4,9,) € que b = (zp,vp). Queremos
mostrar que y, < ¥p- Suponhamos, com vista a um absurdo, que y, > ¥yp.
Entdo temos x, < xp e, portanto, dg, (P) = dg, (P\{p1}). Temos ainda que
dy, (P\{p1}) = du, (P\{p1,p2}) +1, pelo que existe uma z,-cofamilia de cardi-
nalidade maxima C tal que p2 € C. Como p2 < p1, CU{p1} é uma z,-cofamilia
de P que tem mais elementos do que C, o que é absurdo. Logo, y, < . O
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CAPITULO 3

(QUADROS DE YOUNG:
ALGORITMOS COMBINATORIOS

Neste capitulo, vamos apresentar alguns algoritmos combinatérios classicos
envolvendo quadros de Young standard.

Iniciaremos o capitulo com a apresentacao da correspondéncia de Robinson-
Schensted, que se baseia num algoritmo de insercao de caixas em quadros de
Young, devido a Schensted. A correspondéncia de Robinson-Schensted estabe-
lece uma bijec¢io entre o conjunto das permutacdes' de [n] e o conjunto dos
pares de quadros de Young standard com a mesma forma. Este algoritmo foi
estudado por Schensted em [21] com o objectivo de demonstrar resultados so-
bre subsequéncias crescentes e decrescentes em permutagoes; apresentaremos
um dos resultados centrais de Schensted a este respeito neste capitulo.

A correspondéncia de Robinson-Schensted pode ser generalizada para o
contexto dos quadros de Young semistandard, dando origem & correspondéncia
de Robinson-Schensted-Knuth (RSK), que sera o segundo algoritmo abordado
neste capitulo.

O terceiro algoritmo que estudaremos neste capitulo é o jeu de taquin,
de Schiitzenberger, que se baseia em algoritmos de “deslizamento” de caixas
em quadros de Young enviesados. Utilizando deslizamentos, é possivel obter
um quadro de Young standard a partir de um quadro de Young enviesado
standard; a unicidade deste quadro de Young, para cada quadro de Young
enviesado standard dado, é o teorema fundamental da terceira seccao deste
capitulo.

Finalmente, apresentaremos o algoritmo de evacuacao, que se baseia igual-
mente em deslizamentos.

Os algoritmos classicos descritos neste capitulo serao abordados novamente

'Denotamos por S, o conjunto de todas as bijecgdes de [n] em [n], s quais chamamos
permutagoes.
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3. Quadros de Young: Algoritmos Combinatdorios

no capitulo 4, utilizando a nogdo de diagrama de crescimento e recorrendo a
resultados apresentados no capitulo 2. Assim sendo, as propriedades funda-
mentais destes algoritmos serdao demonstradas no capitulo 4, de modo simples
e transparente.

As referéncias que seguimos ao longo deste capitulo sao essencialmente [1],
[2], [11], [20], [21] e [25].

3.1 A correspondéncia de Robinson-Schensted

Nesta seccdo, vamos apresentar uma bijeccdo entre permutacdes e pares de
quadros de Young standard. Esta bijeccdo, conhecida como correspondéncia de
Robinson-Schensted, baseia-se no algoritmo de insercao de Schensted em qua-
dros de Young standard. Enunciaremos algumas propriedades desta bijeccao,
que serao demonstradas no capitulo 4, apés termos desenvolvido uma versao da
correspondéncia de Robinson-Schensted que envolve diagramas de crescimento.
Veremos ainda algumas aplicaces da correspondéncia de Robinson-Schensted
a determinacao de subsequéncias crescentes e decrescentes de comprimento
maximo numa permutacao.

Ao longo deste capitulo, iremos utilizar livremente expressoes como “acres-
centar uma caixa” a um quadro de Young ou “remover uma caixa” de um quadro
de Young. Estas expressdes devem ser entendidas como estando a referir-se a
operacoes em que se altera a forma do quadro de Young. Por exemplo, se
P tiver forma A, acrescentar uma caixa a terceira linha de P significa que se
considera um novo quadro de Young cuja forma é a particio

N = ()\1,)\2,)\3 + 1, Ay, .. )

Na maioria dos casos, a terminologia usada é largamente auto-explicativa e
nao vimos necessidade de sobrecarregar o texto com defini¢oes formais que a
clarificassem.

Ao longo deste capitulo, utilizaremos sistematicamente a letra P para de-
signar quadros de Young, ao contrario do capitulo anterior, em que P designava
um conjunto parcialmente ordenado. Nao haveré, & partida, qualquer motivo
de confusao, uma vez que o contexto esclarecerd a que conceito nos referimos
em cada situagao.

3.1.1 Algoritmo de insercao de Schensted

Comegamos por apresentar o algoritmo de insercao de Schensted nas li-
nhas. Este algoritmo foi desenvolvido por Schensted (|21]), inicialmente para
quadros de Young standard e posteriormente para o caso dos quadros de Young
semistandard. Comecamos por apresentar o algoritmo de insercao no caso dos
quadros de Young standard; a sua generalizagdo ao caso semistandard serd
feita na seccao seguinte.
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3.1. A correspondéncia de Robinson-Schensted

Neste capitulo, serd 1til considerar a seguinte terminologia: um quadro de
Young diz-se um quadro de Young standard parcial se for estritamente crescente
nas linhas e nas colunas e as suas entradas forem todas distintas. Assim, a Gnica
diferenga entre um quadro de Young standard e um quadro de Young standard
parcial é o facto de, num quadro de Young standard parcial, as entradas nao
serem necessariamente todos os elementos do conjunto [n],para algum n € N.

Algoritmo 3.1 (Inser¢do de Schensted nas linhas). Seja P um quadro de
Young standard parcial e seja x um ntmero natural que ndo ocorra nas entradas
de P. Ponha-se l =1 e a =2x. O quadro de Young r,(P) obtém-se do quadro
de Young P aplicando a P o seguinte algoritmo:

1. Se a for maior do que todas as entradas da linha | do quadro (ou se nao
houver caixas na linha [), acrescente-se uma caixa no final da linha [ com
entrada a e o algoritmo termina. Caso contrario, siga-se para o passo 2.

2. Seja y a entrada mais a esquerda na linha | que é maior do que a.
Substitua-se y por a nessa linha. Aumente-se o valor de [ uma unidade,
ponha-se a = y e prossiga-se com o passo 1.

Diz-se que r,(P) se obteve de P por inser¢ao de x nas linhas de P.

E claro que o algoritmo anterior tem de terminar: uma vez que P tem um
numero finito de linhas, se o algoritmo nao terminar na ultima linha do quadro,
terminaré certamente no passo seguinte, criando-se uma nova linha com uma
Unica caixa.

Exemplo. Consideremos o quadro de Young standard parcial seguinte:

34]
7 .

P=

‘GQC)TH

Determinemos rg(P). Uma vez que 8 é maior que todas as entradas da primeira
linha de P, temos

3[4]8]

T‘s(P) =

‘@Cﬂ)—ﬁ
\]

Consideremos agora o quadro de Young standard parcial seguinte:

48]

1[3
Q=57
6]
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3. Quadros de Young: Algoritmos Combinatdorios

Determinemos r2(Q). Como 2 nao é maior que todas as entradas da primeira
linha, o ntimero 2 “desloca” o namero 3 da primeira linha, que deve ser inserido
na linha seguinte. O ndmero 3 desloca, por sua vez, a entrada 5 da segunda
linha, e o numero 5 desloca a entrada 6 da ultima linha, sendo o nimero 6
acrescentado & quarta linha de (). Portanto,

2[4]8]
7

r2(Q) =

‘cn‘cnoo —

O resultado seguinte estabelece que o algoritmo de inser¢do de Schensted
transforma quadros standard parciais em quadros standard parciais.

Teorema 3.2 (Schensted, [21]). Seja P um quadro de Young standard parcial
e seja x um nidmero natural que ndo ocorra nas entradas de P. O quadro de
Young r(P) é um quadro standard parcial.

Demonstra¢ao. Em primeiro lugar, vamos ver que a insercao de uma caixa num
quadro de Young produz um arranjo de caixas que é o diagrama de Young de
uma particdo. Para isso, basta ver que o algoritmo de insercdo nao faz com
que uma linha de 7, (P) tenha mais caixas que a anterior. Se uma linha ¢ de
P tiver um ntmero menor de caixas que a linha anterior, entao a linha i de
r(P) tem no maximo mais uma caixa que a linha i de P. Logo, a linha 7 de
r-(P) ndo tem mais caixas que a linha anterior. No caso em que uma linha i
de P tem o mesmo numero de caixas que a linha anterior, se uma entrada a
for deslocada da linha 7 — 1, entdo essa entrada ird deslocar uma entrada da
linha 7 que esteja imediatamente abaixo dela ou mais & esquerda, uma vez que
P & crescente nas linhas e colunas. Portanto, a nao sera acrescentada no final
da linha ¢, e a linha ¢ nao ficard com mais caixas que a linha 7 — 1.

E facil ver que r,(P) é crescente nas linhas. Resta ent@o ver que é crescente
nas colunas. Consideremos entéo duas entradas a e b de r,(P) que estejam na
mesma coluna, com b imediatamente abaixo de a. Se ambas estas entradas esti-
verem nas suas posi¢oes originais, tem-se a < b. Caso contrario, consideremos
os dois casos seguintes:

(i) a é uma entrada nova ou deslocada. Neste caso, b é a entrada deslocada
por a ou era a entrada que estava por baixo da entrada deslocada por a.
Em qualquer caso, a < b.

(ii) b & uma entrada deslocada. Qualquer entrada deslocada acaba numa
posicao imediatamente abaixo da entrada que a deslocou ou entdo mais
a esquerda. Em qualquer dos casos se conclui que a < b.

Assim, concluimos que r,(P) é crescente nas colunas. O
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3.1. A correspondéncia de Robinson-Schensted

De modo anélogo podemos descrever um algoritmo de insercao nas colunas
de um quadro de Young standard, obtendo-se um resultado semelhante ao
anterior.

Algoritmo 3.3 (Insercdo de Schensted nas colunas). Seja P um quadro de
Young standard parcial e seja x um ntmero natural que ndo ocorra nas entradas
de P. Ponha-se c=1e b=2xz. O quadro de Young c;(P) obtém-se do quadro
de Young P aplicando a P o seguinte algoritmo:

1. Se a for maior do que todas as entradas da coluna ¢ do quadro (ou se néao
houver caixas na coluna c), acrescente-se uma caixa no final da coluna
¢ com entrada b e o algoritmo termina. Caso contrario, siga-se para o
passo 2.

2. Caso contrario, seja y a entrada mais acima na coluna ¢ que é maior do
que b. Substitua-se y por b nessa coluna. Aumente-se o valor de ¢ uma
unidade, ponha-se b = y e prossiga-se com o passo 1.

Diz-se que ¢, (P) se obteve de P por inser¢io de x nas colunas de P.

Tendo em conta os algoritmos descritos e a definicdo de quadro de Young
transposto, é facil concluir o resultado que se segue.

Lema 3.4. Seja P um quadro de Young standard parcial e seja x um nidmero
natural que ndo ocorra nas entradas de P. Entdo

co(P) = (rm (PT))T .

O teorema seguinte pode demonstrar-se de modo anédlogo ao teorema 3.2
ou fazendo uso do lema anterior.

Teorema 3.5. Seja P um quadro de Young standard parcial e seja x um
nimero natural que ndao ocorra nas entradas de P. O quadro de Young c,(P)
€ um quadro de Young standard parcial.

3.1.2 A correspondéncia de Robinson-Schensted

O algoritmo de insercao de Schensted é o ingrediente fundamental para a
definicdo da correspondéncia de Robinson-Schensted. Esta correspondéncia é
um algoritmo, inicialmente estudado por G. B. Robinson ([19]) e posterior-
mente reformulado por Schensted ([21]), que a cada permutacao o € S, faz
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3. Quadros de Young: Algoritmos Combinatdorios

corresponder, de forma bijectiva, um par de quadros de Young standard com
a mesma forma.
Passamos agora a descrever a correspondéncia de Robinson-Schensted.

Algoritmo 3.6 (Correspondéncia de Robinson-Schensted). Seja n € N e seja
o € Sp. Para cada k € {0,...,n}, definimos um par de quadros de Young
(Pg, Qk), com a mesma forma, do seguinte modo:

o (Po,Qo) = (0,0);
e Para k > 1:
— P =150 (Pr1);

— Qi obtém-se de (Q;_1 acrescentando-lhe uma caixa com entrada k,
de tal modo que se tenha sh(Qy) = sh(Fy).

Ao quadro P, chamamos quadro de inser¢io de o e ao quadro @), chamamos
quadro de registo de o. Representamos também estes quadros por P(o) e Q(0),
respectivamente. Escrevemos

o — (P(0),Q(0)).

Tendo em conta o teorema 3.2, a andlise do algoritmo anterior permite
obter facilmente o resultado que se segue.

Proposicao 3.7. Seja o € S,,. Os quadros P(o) e Q(o) sdo quadros de Young
standard com a mesma forma X\, em que A\ n.

Exemplo. Consideremos a permutacdo’ o = 613542 € Sg. Os quadros P e
Qr (k € {0,...,n}) sdo os seguintes:

P P P P Py P P =P(o)
1]2]4]
0 g 1 OB AEE g [
6 6 6 7 5|
- o]

Qo Q1 Q2 Q3 Q4 Qs Qs = Q(0)
314]

1
0 1]3] 13‘4‘2
15

! Usaremos frequentemente a seguinte notagdo para permutagdes: representamos uma
permutacdo o € S, pela sequéncia, escrita sem parénteses ou virgulas, o(1)o(2)---o(n).
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3.1. A correspondéncia de Robinson-Schensted

Assim,

2/4]/1[3]4]

R-S
o —

1 1
3 2]
5] 5]
6] 6]

A correspondéncia de Robinson-Schensted €, de facto, uma bijecgdo entre
os elementos de S, e os pares de quadros de Young standard com a mesma
forma. Para demonstrar este facto, é possivel descrever explicitamente uma
bijeccao inversa, que se baseia num algoritmo inverso do algoritmo de insercao
de Schensted — o algoritmo de remocao de Schensted.

Algoritmo 3.8 (Remogao de Schensted nas linhas). Seja P um quadro de
Young standard parcial e seja ¢ um canto interior de P. Suponhamos que ¢
estd na linha k. Ponha-se | = k e a = x, em que x é a entrada da caixa c.
Aplicamos a P o seguinte algoritmo:

1. Remova-se a caixa c se encontra do quadro P.
2. Sel =1, o algoritmo termina. Caso contrario, siga-se para o passo 3.

3. Seja y a maior entrada da linha [ — 1 menor do que z. Substitua-se y por
x em P. Diminua-se o valor de [ uma unidade, ponha-se x = y e siga-se
para o passo 2.

Seja z o nimero natural que deixa de ser entrada de P apds aplicagdo do
algoritmo anterior. Denotamos o quadro que se obtém de P por aplicaciao do
algoritmo anterior por r; 1 (P); dizemos que r; }(P) se obteve de P por remogdo
nas linhas de P.

E evidente que o algoritmo anterior tem de terminar. E também fécil ver,
com uma andlise cuidada do algoritmo, que r;(P) ¢ um quadro de Young
parcial.

Exemplo. Consideremos o quadro de Young standard parcial seguinte:

3/4]8]
7 .

Q=

‘GbO‘!»—t

Vamos aplicar o algoritmo de remocao de Schented & caixa (3,1) do quadro
anterior. Uma vez que a caixa nao se encontra na primeira linha, o ntimero 6
substitui o nimero 5 na linha anterior, que, por sua vez, substitui o niimero 4

63



3. Quadros de Young: Algoritmos Combinatdorios

na primeira linha. Logo, o algoritmo de remocgao produz o seguinte quadro de
Young:

- 1
7 =[1B[518)

Temos o seguinte resultado.

Lema 3.9. Seja P um quadro de Young standard parcial e seja x € N.

(a) Suponhamos que x nao ocorre nas entradas de P. A inser¢do nas linhas
de x em P origina uma nova caiza c, que € canto interior, e a aplicacdo
do algoritmo de remocdo a essa caiza ¢ remove a entrada x de r,(P),
tendo-se

17 (ra(P)) = P.

(b) Suponhamos que x ocorre nas entradas de P e se encontra situado num
canto interior de P. Suponhamos ainda que a remocdo da caiza onde x
se encontra produz um quadro de Young standard parcial ry_l(P). Temos

ry(ry ' (P)) = P.

E agora simples descrever a correspondéncia inversa da correspondéncia de
Robinson-Schensted.

Algoritmo 3.10 (Correspondéncia de Robinson-Schensted inversa). Seja n €
N e seja (P,Q) um par de quadros de Young standard de forma A F n. Para
cada k € 0,...,n, definimos um par de quadros de Young standard parciais
(Pg, Qk), com a mesma forma, e uma permutagdo o € Sy, do seguinte modo:

hd (Pnan) = (P,Q>;
e Para k < n:

— @ obtém-se de Q41 eliminando a caixa com a entrada k + 1;

— Py obtém-se de Py aplicando o algoritmo de remocgao de Schensted
ao canto interior correspondente & caixa de Q1 com entrada k+1.

e Para cada k € [n], o(k) = zx, em que z} € o namero que é entrada de
P, mas nao de P,_q.

O teorema seguinte demonstra-se agora facilmente, analisando cuidadosa-
mente os algoritmos anteriores.
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3.1. A correspondéncia de Robinson-Schensted

Teorema 3.11. A aplicagdo que a cada o € S, faz corresponder o par de
quadros de Young (P(0),Q(0)) € uma bijeccao entre Sy, e o conjunto dos pares
de quadros de Young standard com n caizas e com a mesma forma.

Corolario 3.12 (Identidade de Robinson-Schensted). Seja n € N. Entao

nl= " ()

AEP(n)

No capitulo 4 demonstraremos que a correspondéncia de Robinson-Schensted
é uma bijeccao, recorrendo a diagramas de crescimento.

O teorema seguinte ndo é evidente, tendo apenas em conta a definigao da
correspondéncia de Robinson-Schensted. Este teorema serd demonstrado no
capitulo 4.

Teorema 3.13 (Schiitzeberger, [22]). Seja o € S,. Se o KN (P,Q), entdo

—1 R-S

o —(Q,P).

Dada uma permutagdo o € Sy, definimos a permutacdo reversa de o, o”,
do seguinte modo: para cadai € [n], 0" (i) = o(n+1—1i). Seo =o(1)---o(n),
entdo o =o(n)---o(1).

O resultado seguinte relaciona a nogao de permutacao reversa com a trans-
posicao de quadros de Young e serd demonstrado no capitulo 4.

Proposicdo 3.14 (Schensted, [21]). Seja o € S,,. Tem-se P(c") = (P(0))T.

Esta proposi¢ao apenas nos da informagao acerca do quadro de inser¢ao da
permutacao reversa; a determinac¢ao do seu quadro de registo serd feita mais &
frente neste capitulo.

3.1.3 Subsequéncias crescentes e decrescentes

Em [21], Schensted utilizou a correspondéncia de Robinson-Schensted para
obter resultados acerca de subsequéncias crescentes e decrescentes de permu-
tagbes. Iremos agora enunciar os resultados mais importantes de Schensted
acerca deste assunto. Estes resultados serdo demonstrados no capitulo 4.

Comecemos com uma defini¢ao.
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3. Quadros de Young: Algoritmos Combinatdorios

Definicao 3.15. Seja n € N e seja 0 € 5,. Uma subsequéncia crescente
(respectivamente, subsequéncia decrescente) de o é uma sequéncia

(U(il)v cee 70—<ik))a

em que i; < -+ < i e o(ir) < --- < o(ix) (respectivamente, o(iy) > --- >
o(ix)). Ao numero natural k£ chamamos comprimento da sequéncia.

Exemplo. Consideremos a permutacio o = 24317658 € Sg. A sequéncia 2478
é uma subsequéncia crescente de comprimento maximo de o, enquanto que as
sequéncias 765 e 431 sao subsequéncias decrescentes de comprimento méximo
de o.

O resultado fundamental de Schensted sobre subsequéncias crescentes e
descrescentes de permutacoes é o seguinte.

Teorema 3.16 (Schensted, [21]|). Seja 0 € S,,. O comprimento mdzimo de
uma subsequéncia crescente (respectivamente, decrescente) de o € igual ao ni-
mero de caizas na primeira linha (respectivamente, coluna) de P(o).

3.2 A correspondéncia RSK

Nesta seccao, generalizaremos a correspondéncia de Robinson-Schensted
para quadros de Young semistandard. Tal generalizagdo comnsiste essencial-
mente numa modificagdo apropriada do algoritmo de insercao de Schensted.
Alguns dos resultados apresentados nesta seccdo sao generalizacOes naturais
dos resultados da seccdo anterior; as suas demonstragoes sdo adaptacoes dos
argumentos usados na seccao anterior e serdo, na sua maioria omitidas.

Comecemos por apresentar o algoritmo de insercao de Schensted; este é
essencialmente o mesmo algoritmo que foi apresentado no caso dos quadros de
Young standard.

Algoritmo 3.17 (Inser¢ao de Schensted nas linhas em quadros semistandard).
Seja P um quadro de Young semistandard e seja  um nimero natural. Ponha-
sel=1ea=u2x. O quadro de Young r,(P) obtém-se do quadro de Young P
aplicando o seguinte algoritmo:

1. Se a for maior ou igual do que todas as entradas da linha [ do quadro
(ou se nao houver caixas na linha [), acrescente-se uma caixa no final da
linha [ com entrada a e o algoritmo termina. Caso contrario, siga-se para
0 passo 2.
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3.2. A correspondéncia RSK

2. Seja y a entrada mais & esquerda na linha | que é maior do que a.
Substitua-se y por a nessa linha. Aumente-se o valor de [ uma unidade,
ponha-se a = y e prossiga-se com o passo 1.

Diz-se que r,(P) se obteve de P por inser¢ao de x nas linhas de P.

Tal como no caso dos quadros de Young standard, o algoritmo anterior tem
necessariamente de terminar.

Exemplo. Consideremos o quadro de Young semistandard seguinte:

1/1]2]3]4]
P=[2]2]3 :
41516

Determinemos r1(P). O ntmero 1 “desloca” a entrada 2 da primeira linha, que
deve ser inserida na linha seguinte. O ndmero 2 desloca, por sua vez, a entrada
3 da segunda linha, e o ntimero 3 desloca a entrada 4 da terceira linha, sendo o
nimero 4 acrescentado no fim da primeira coluna, na quarta linha. Portanto,

1[1]3]4]
2[2
56

rl(P) =

‘»lkoow»—u

O resultado seguinte é anélogo ao teorema 3.2 e demonstra-se de modo
semelhante.

Teorema 3.18 (Schensted, [21]). Seja P um quadro de Young semistandard e
seja x um nimero natural. O quadro de Young r,(P) é um quadro semistan-

dard.

E possivel descrever um algoritmo de insercdo nas colunas em quadros
semistandard, andlogo ao descrito para quadros de Young standard. Nao o
faremos aqui; uma descri¢do deste algoritmo pode ser encontrada em [1].

Para descrever a correspondéncia de Robinson-Schensted-Knuth, precisa-
mos de uma definicao.

Definicao 3.19. Sejan € N. Uma permuta¢io generalizada o de comprimento
n é um par de sequéncias (x1,...,2,) € (y1,...,Yn), satisfazendo, para cada
ie{l,...,n—1}:

(i) i < @iq1;
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3. Quadros de Young: Algoritmos Combinatdorios

(i) se x; = wijy1, entdo y; < Yiy1.

Denotamos a permutacao generalizada a por

<I1 xz .. xn>

a= .

Yy Y2 - Un

Chamamos ao conjunto {z1,...,,} 0 x-contetido de av e a {y1,...,yn} 0 Y-
contetddo de a.

E claro que uma permutacio S, é uma permutacio generalizada de com-
primento n cujo z-contetdo e y-contendo sdo ambos iguais a [n].

Podemos agora descrever a correspondéncia de Robinson-Schensted-Knuth
(RSK).

Algoritmo 3.20 (Correspondéncia de Robinson-Schensted-Knuth, [15]). Seja

n € N e seja
o= .
Yi Y2 - Yn

uma permutacio generalizada de comprimento n. Para cada k € {0,...,n},
definimos um par de quadros de Young (Pg, @), com a mesma forma, do
seguinte modo:

e (Py, Qo) = (0,0);
e Para k > 1:

- Py =y, (Pr—1);
— Q. obtém-se de x_1 acrescentando-lhe uma caixa com entrada xy,
de tal modo que se tenha sh(Qg) = sh(Fy).

Ao quadro P, chamamos quadro de inser¢ao de a e ao quadro (), chamamos
quadro de registo de a. Representamos também estes quadros por P(a) e
Q(a), respectivamente. Escrevemos

R-S-K
-

(P(a), Q).

As notagoes descritas no final do algoritmo anterior introduzem uma apa-
rente ambiguidade. Tendo em conta que uma permutacao o é uma permutacao
generalizada, P(o) e Q(o) podem denotar os quadros de inser¢ao e registo que
correspondem a o pela correspondéncia de Robinson-Schensted ou pela corres-
pondéncia RSK. No entanto, é facil ver que a restricao do algoritmo anterior a
permutagdes coincide com a correspondéncia de Robinson-Schensted descrita
na seccao anterior.

Tem-se o seguinte resultado, analogo & proposicao 3.7
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3.2. A correspondéncia RSK

Proposicao 3.21. Seja a uma permutacao generalizada de comprimento n.
Temos que P(a) e Q(a) sao quadros de Young semistandard com a mesma
forma X\, em que A\ n.

Exemplo. Consideremos a permutacao generalizada
(1 2 2 3 3 4
“T\ 1323 2)

Os quadros Py e Qi (k € {0,...,n}) sdo os seguintes:

PO P1 P2 P3 P4 P5 P6 = P(O’)
1112 111123 111122
0 [1) (111 [rs) 2 pazsl e
Qo Q1 Q@ Q3 Q4 ‘ Qs ‘ Qs = Q(0)
1122 112123 112123
o [ O Oz (2R [RRE b

Assim,

\V)

o BSK (1 112]2][1]2]2]3]
313 '13]4 '

O teorema que se segue é andlogo ao teorema 3.11 e serd demonstrado no
altimo capitulo’.

Teorema 3.22. A aplicacio que a cada permutacdo generalizada o, de compri-
mento n, faz corresponder o par (P(a), Q(«)) é uma bijec¢ao entre o conjunto
das permutacioes generalizadas de comprimento n e o conjunto dos pares de
quadros de Young semistandard com n caizas e com a mesma forma.

Para concluir esta seccao, vamos enunciar a generalizacdo do teorema 3.13
para a correspondéncia RSK. Para isso, serd necessiria uma representagao
alternativa das permutagoes generalizadas.

Definicao 3.23. Seja o uma permutacao generalizada de comprimento n e
sejam ¢,j € N. Definimos a multiplicidade de (i,j) em «, e denotamo-la por
mi;(a), como sendo a cardinalidade do conjunto

{s€n|:zs=1,ys =4}

IE possivel descrever um algoritmo de remocao para quadros semistandard, que da origem
a uma inversa da correspondéncia RSK. A correspondéncia RSK inversa é semelhante a
correspondéncia de Robinson-Schensted inversa, mas com algumas modifica¢oes decorrentes,
essencialmente, do facto de os quadros semistandard poderem ter entradas repetidas. Nao
faremos a descri¢ao desse algoritmo aqui; ela pode ser encontrada em [1].
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3. Quadros de Young: Algoritmos Combinatdorios

Consideremos uma permutacao generalizada

. xl DTS x'fL
o= .
A

Seja k = max{z1,...,7,} e seja | = max{yi,...,y}. A permutacio genera-
lizada a podemos fazer corresponder a matriz de tipo k X [ com entradas em
N cuja entrada (i, j) é igual a m;j(cv). A tltima linha e a altima coluna desta
matriz sdo nao nulas.

Dada uma matriz M com entradas em N, tal que a sua tltima linha e altima

coluna nao sejam nulas, é possivel definir uma tdnica permutacgido generalizada
« tal que M, = M. Assim, podemos enunciar o seguinte resultado.

Lema 3.24. Existe uma bijeccao entre o conjunto das permutagdes generali-
zadas e o conjunto das matrizes de entradas em N cuja dltima linha e dltima
coluna sao nao nulas.

Dada uma permutacio «, denotamos por a~!' a permutacio generalizada
tal que
M, = (M,)".

Se o for uma permutacio, pode verificar-se facilmente que a~!

inversa de « usual.

é a permutacao

Exemplo. Consideremos a permutacao generalizada

/12223334
“=\1 1132332

Temos que
1 00
2 01
Mo = 0 1 2
010
Assim, tem-se
1 2 00
M,1=(M,)"=10 0 1 1
01 20
Portanto,
1 1112 2 3 3 3
a = .
1 2 2 3 4 2 3 3



3.3. Deslizamento: o jeu de taquin de Schiitzenberger

O resultado que se segue é analogo ao teorema 3.13.

Teorema 3.25 (Knuth, [15]). Seja o uma permutacao generalizada. Se o S5,

(P,Q), entdo
a5 (Q, P).

3.3 Deslizamento: o jeu de taquin de Schiitzenberger

Nesta seccdo, apresentaremos um outro algoritmo combinatério envolvendo
quadros de Young, o jeu de taquin de Schiitzenberger. Este algoritmo permite
obter, a partir de um quadro de Young enviesado standard, um quadro de
Young standard (nao enviesado). Este algoritmo, desenvolvido por Schiitzen-
berger |23], baseia-se nos algoritmos de deslizamento que passamos a descrever.

Algoritmo 3.26 (Deslizamento para a frente). Seja P um quadro de Young
enviesado standard de forma A/u. Seja ¢ um canto interior de p. Ponha-se
b = c¢. O quadro de Young enviesado j¢(P) obtém-se de P aplicando-lhe o
seguinte algoritmo:

1. Se b for um canto interior de A, o algoritmo termina. Caso contrario,
prossiga-se para o passo 2.

2. Seb=(i,7), seja x = min{P(i+1,5), P(i,j+ 1)} (caso um dos elemen-
tos P(i + 1,7) ou P(i,7 + 1) nao esteja definido, seja x igual ao outro
elemento). Acrescente-se a caixa b a Y (\/u), com entrada z, elimine-se
a caixa cuja entrada era originalmente x e ponha-se b igual a essa caixa.
Prossiga-se para o passo 1.

Diz-se que j°(P) se obteve de P por um deslizamento para a frente.

Note-se que o algoritmo anterior acrescenta uma caixa ao quadro P (o canto
interior de p de que se parte) e remove-lhe outra caixa (um canto interior de
A), pelo que o namero de caixas de j°(P) é igual ao numero de caixas de P.

Algoritmo 3.27 (Deslizamento para tras). Seja P um quadro de Young envi-
esado standard de forma A\/u. Seja ¢ um canto exterior de A. Ponha-se b = c.
O quadro de Young enviesado j.(P) obtém-se de P aplicando-lhe o seguinte
algoritmo:

1. Se b for um canto exterior de u, o algoritmo termina. Caso contrario,
prossiga-se para o passo 2.
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3. Quadros de Young: Algoritmos Combinatdorios

2. Seb=(i,]), seja x =max{P(i—1,7),P(i,j— 1)} (caso um dos elemen-
tos P(i —1,7) ou P(i,7 — 1) nao esteja definido, seja x igual ao outro
elemento). Acrescente-se a caixa b a Y (\/u), com entrada z, elimine-se
a caixa cuja entrada era originalmente x e ponha-se b igual a essa caixa.
Prossiga-se para o passo 1.

Diz-se que j.(P) se obteve de P por um deslizamento para trds.
Tal como observado para o algoritmo de deslizamento para a frente, o

algoritmo anterior acrescenta um canto exterior de A ao quadro P e remove-
lhe um canto exterior de p.

Exemplo. Consideremos o quadro de Young enviesado standard de forma
(5,5,3)/(3,1) seguinte:

P= 1[2[3]5]9]
1168

Consideremos o canto interior ¢ = (1,3) de u = (3,1). O quadro de Young
j¢(P) obtém-se através da seguinte sequéncia de passos:

3[4]7 314[7 314]7]
2] I5[9]— [2[5] [9]— [2]5]9] =jP).
1/6]8 1168 (116]8

No final deste deslizamento, ¢ removida a caixa (2,5) de P.
Consideremos agora o canto exterior d = (3,4) de A = (5,5,3). O quadro
de Young j;(P) obtém-se através da seguinte sequéncia de passos:

417 417 417
2[3[5/9]— [2][3[5]9]— 315]9|=ja(P).
1]6] [8 1] [6]8 [1]2]6]8

No final deste deslizamento, é removida a caixa (2,2) de P.

Tal como para o algoritmo de inser¢ao de Schensted, tem-se o seguinte
resultado.

Teorema 3.28. Seja P um quadro de Young enviesado standard de forma \/p.
Seja ¢ um canto interior de p e seja d um canto exterior de A. Os quadros de
Young enviesados j°(P) e jq(P) sao quadros de Young enviesados standard.
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3.3. Deslizamento: o jeu de taquin de Schiitzenberger

Demonstra¢do. Faremos a demonstracdo apenas para o caso dos deslizamentos
para a frente (a demonstracdo ¢ inteiramente anéloga no outro caso). Basta
verificar que cada mudanca de posicdo de uma entrada para outra caixa nao
altera o facto de o quadro de Young enviesado ser crescente nas linhas e colunas.

Consideremos entao uma caixa (i, j) que desempenhe o papel de caixa a do
segundo passo do algoritmo de deslizamento para a frente e seja z a entrada
da caixa a. Seja x = min{P(i + 1,7),P(i,j + 1)} e seja y = max{P(i +
1,7), P(i,j +1)}. Ha dois casos a considerar:

1. 2 = P(i+1,j). Neste caso, a entrada x passard a ocupar a caixa (i, j). E
claro que as entradas continuarao por ordem crescente na coluna j. Uma
vez que z < x < y, as entradas da linha ¢ também estardo por ordem
crescente.

2. x = P(i,j +1). Este caso é andlogo ao anterior.

Assim, cada mudanga de posicdo de uma entrada no algoritmo de desliza-
mento nao altera a ordem crescente das entradas nas linhas e colunas, o que
conclui a demonstragao. O

Definicao 3.29. Sejam P e () quadros de Young enviesados standard. P e )
dizem-se equivalentes, e escrevemos P ~ (), se P se pode obter de ) através
de uma sequéncia finita de deslizamentos (para a frente ou para trés).

A relacdo definida anteriormente é de facto uma relacdo de equivaléncia.
Para o demonstrar, precisamos do lema que se segue.

Lema 3.30. Seja P um quadro de Young enviesado standard de forma \/p.

(a) Seja ¢ wm canto interior de pu e seja d o canto interior de A\ que nago
ocorre em j°(P). Entao

ja(3°(P)) = P.

(b) Seja d um canto exterior de \ e seja ¢ o canto exterior de p que nao
ocorre em jq(P). Entao

i°(Ja(P)) = P.

Demonstra¢ao. Para provar a alinea (a), basta ter em consideracdo que as
entradas que mudam de posi¢ao no deslizamento para a frente retornam a sua
posigao inicial no deslizamento para tras seguinte, tendo em conta que o canto
d é aquele que é removido na passagem para j°(P). A alinea (b) prova-se de
forma analoga. O
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3. Quadros de Young: Algoritmos Combinatdorios

Podemos agora demonstrar o resultado que se segue.

Proposicao 3.31. A relagio ~ entre quadros de Young enviesados standard
é uma relagao de equivaléncia.

Demonstragao. A reflexividade e simetria sao consequéncia do lema anterior.
A transitividade é consequéncia imediata da definicdo da relacio ~. O

Consideremos um quadro de Young enviesado standard P, de forma \/u
e seja ¢ um canto interior de pu. Ao efectuarmos um deslizamento para a
frente, obtemos o quadro de Young enviesado standard j¢(P), de forma X' /p'.
Podemos agora escolher um canto interior de y' e efectuar outro deslizamento
para a frente, obtendo um novo quadro de Young enviesado standard. FEste
processo pode ser continuado até & obtengdo de um quadro de Young standard
(nao enviesado). O algoritmo de Schiitzenberger conhecido por jeu de taquin
consiste na obtencdo de um quadro de Young standard a partir de um quadro
de Young enviesado standard, através de uma sequéncia finita de deslizamentos
para a frente.

Pode parecer que o quadro de Young standard produzido pelo jeu de taguin
depende da sequéncia de cantos interiores escolhida; vamos demonstrar de
seguida que tal nao acontece.

Exemplo. Consideremos o quadro de Young enviesado standard de forma
(3,3,1)/(2,1) seguinte:

3
P= [1]4

2]

Consideremos agora os seguintes quadros de Young enviesados standard obti-
dos a partir de P a partir de deslizamentos para a frente:
2,1 3] 1,2 3
jODP) =[1]4] =P, j"P(P) =[1]4
2 2

= P, jD(Py) = = Ps.

O quadro Ps é um quadro de Young standard equivalente a P.

De modo a demonstrar que existe um dnico quadro de Young standard
equivalente a um dado quadro de Young enviesado standard, vamos introduzir
a nocao de palavra das linhas de umn quadro de Young.
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3.3. Deslizamento: o jeu de taquin de Schiitzenberger

Defini¢ao 3.32. Seja P um quadro de Young (enviesado ou nao) com k linhas
e n; entradas na linha 4, para cada i € [k]. A palavra das linhas de P é a
sequéncia

r(P) = (P(k,1),...,P(k,ng),...,P(1,1),...,P(1,ny)),

que escreveremos daqui em diante sem parénteses nem virgulas. Assim, a
palavra das linhas de P obtém-se concatenando as sequéncias de entradas de
cada linha, de baixo para cima.

Por exemplo, a palavra das linhas de

[\
(@)
w
(@)
B~

N
ot
0]
-3

[\]
oo
[\V]

€ 282458725354.

Note-se que, se T' ¢ um quadro de Young standard (ou enviesado standard),
r(T) é uma permutacao. O resultado seguinte estabelece uma relacdo entre a
palavra das linhas de um quadro de Young standard e o quadro de insercao da
mesma.

Lema 3.33. Seja T um quadro de Young standard. Entio T € o quadro de
inser¢ao da permutagao r(T).

Demonstra¢ao. Suponhamos que T' tem k linhas e que, para cada i € [k], a
linha ¢ tem n; caixas. A palavra das linhas de T’ tem um segmento inicial igual
a

T(k,1)---T(k,ng).

O processo de insercdo comeca entdo com a insercdo destas entradas na pri-
meira linha do quadro de insercao, por esta ordem, uma vez que este segmento
inicial € uma subsequéncia crescente de (7). A inser¢ao do segmento seguinte
de (7)),

Tk—-1,1)---T(k—1,n5_1),

faz com que as caixas da primeira linha mudem para a segunda linha, ficando
este segmento na primeira linha, por esta ordem. O processo de inser¢ao
continua deste modo, e ¢é facil ver que o quadro de inser¢do de r(7") é igual a
T. O

A defini¢ao seguinte serd importante no resto da secgdo. Recordemos que,
para uma permutacao o, P(o) é o quadro de insercao de o.
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3. Quadros de Young: Algoritmos Combinatdorios

Definicao 3.34. Duas permutagdes o,m € S, dizem-se P-equivalentes, e
escreve-se 0 ~p 7, se P(0) = P(r).

E claro que a relacao de P-equivaléncia é uma relacao de equivaléncia.
Podemos agora enunciar o resultado seguinte.

Lema 3.35. Seja T um quadro de Young enviesado standard de forma \/p.

(a) Seja ¢ um canto interior de p. Entdo
r(j(T)) ~p r(T).

(b) Seja d um canto exterior de \. Entdo
r(ja(T)) =p r(T).

Demonstra¢do. Demonstraremos apenas a alinea (a), pois a demonstragao da
alinea (b) é anéloga. Basta verificar que cada mudanca de posicdo de uma
entrada para outra caixa transforma a palavra das linhas do quadro de Young
numa palavra P-equivalente.

No algoritmo de deslizamento para a frente, uma mudanca de posicao de
uma entrada para outra caixa pode ser de dois tipos: a entrada passa para a
caixa & sua esquerda (deslizamento horizontal) ou para a caixa abaixo (des-
lizamento vertical). Os deslizamentos horizontais nao alteram a palavra das
linhas.

Suponhamos agora que ocorre uma mudanca de posicao de uma entrada
através de um deslizamento vertical. Basta considerar o caso em que T tem
duas linhas, uma vez que, em qualquer caso, serdo apenas duas as linhas a
sofrer modificagbes quando se efectua um deslizamento. Suponhamos entao
que T é da forma

al-1b cl-1-1d]
e.--fxg-.-h
e que, portanto, j¢(T) tem a forma

al-1olzlcl-|-1d]
e...f g...h ’

Entao, tem-se
T(T):6"’f$g'"ha"’bC"'d,T(jc(T)):6"'fg"‘ha"'b$0"'d.

Verifica-se facilmente que o quadro de insercao de cada uma destas palavras
(que sao permutagoes) é

a-..b$c....--‘d‘.

Logo, r(j¢(T)) ~p r(T). O
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3.4. Evacuacao: a involucao de Schiitzenberger

Corolario 3.36. Sejam T e S quadros de Young enviesados standard. Se
T ~ 8, entao r(T) ~p r(S).

Podemos agora demonstrar o resultado central desta seccao, muitas vezes
designado por “teorema fundamental do jeu de taquin”.

Teorema 3.37 (Schiitzenberger, [23]). Seja T um quadro de Young enviesado
standard. Existe um inico quadro de Young standard equivalente a T.

Demonstracao. Sejam S7 e So quadros de Young standard equivalentes a T
Entao r(T) ~p r(S1) ~p r(S2), pelo corolario 3.36. Logo, P(r(S1)) =
P(r(S2)). Pelo lema 3.33, tem-se

S1 = P(r(51)) = P(r(52)) = Sa,

o que conclui a demonstragao. O

Tendo em conta o teorema anterior, denotamos o nico quadro de Young
standard equivalente a um quadro de Young enviesado standard 7" por jdt(T).

Corolario 3.38. Sejam T e S quadros de Young enviesados standard. Entdo
T~S8 seesdser(T)~pr(S).

Demonstrag¢ao. A implicacdo directa é o corolario 3.36. Suponhamos, recipro-
camente, que 7(T") ~p r(S). Entdo, pelo lema 3.35,

r(jdt(T)) ~p r(jdi(S)).

Uma vez que jdt(T) e jdt(S) s@o quadros de Young standard, o lema 3.33
implica que jdt(T) = jdt(S). Logo, T'~ S. O

3.4 Evacuacao: a involugao de Schiitzenberger

Nesta seccdo, vamos apresentar um algoritmo que permite dar resposta a
uma questao levantada na primeira seccao deste capitulo: qual é o quadro de
registo da permutagdo reversa de uma permutacao o7 Vimos, na proposigao
3.14, que P(0") = (P(0))T. Nesta seccio, vamos ver que é possivel obter Q(o")
apenas a partir de (o), sem passar pelo algoritmo de Robinson-Schensted.

Comecemos por definir o operador A.
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3. Quadros de Young: Algoritmos Combinatdorios

Definicao 3.39. Seja P um quadro de Young standard parcial. Definimos o
quadro A(P) como sendo
A(P) = j°(P"),

em que ¢ ¢ a caixa (1,1) e P’ ¢ o quadro de Young enviesado que se obtém de
P removendo a caixa c.

Tendo em conta o teorema 3.28, A(P) é um quadro de Young standard
parcial.

Note-se que A(P) tem menos uma caixa do que P. O operador delta
pode ser iterado, produzindo quadros de Young standard parciais com cada
vez menos caixas. Se partirmos de um quadro P com n caixas, a iteragao
sucessiva do operador delta produz a seguinte sequéncia de quadros de Young
standard parciais:

P,A(P),A(A(P)) = A%(P),A3(P),...,A™"(P) = .

Em cada iteracdo, ha uma caixa removida do quadro anterior. As caixas
removidas podem ser registadas num quadro de Young (), com a mesma forma
do quadro P, do seguinte modo: para cada i € 0,...,n — 1, a caixa com a
entrada m — 7 em @) é a que se encontra na posicdo da caixa removida na
passagem de A‘(P) para A1(P).

E facil ver que o quadro de Young @ é um quadro de Young standard;
denotamo-lo por ev(P) e chamamos-lhe quadro evacuado de P.

Exemplo. Consideremos o quadro de Young standard

113/5[6]

P=
214

Os quadros que se obtém de P por iteracao sucessiva do operador delta sao:

a(p) = 2131516] a2(p) = 13 1516) a3(p) = [475T]

AY(P) =[5]6]A°(P) =[6], A°(P) = 0.

Assim, tem-se

[
[\

ev(P) = 3[5 ‘

Em seguida apresentamos as principais propriedades do algoritmo de eva-
cuacao, que serdo demonstradas no capitulo 4.
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Teorema 3.40 (Schiitzenberger, [22]). A aplicagio que a cada quadro de
Young standard P faz corresponder ev(P) é uma involucao. Isto €, para cada
quadro de Young standard P,

ev(ev(P)) = P.
O teorema anterior justifica o facto de a aplicacdo P +— ev(P) ser muitas
vezes designada por involugdo de Schiitzenberger.
Para concluir esta seccao, vamos apresentar dois resultados que relacionam
a involugao de Schiitzenberger com a correspondéncia de Robinson-Schensted.

Para o primeiro, precisamos de uma definicdo. Dada uma permutacao o € Sy,
definimos ¢’ do seguinte modo: para cada i € [n],

o(i)=n+1-o(n+1-1).
Por exemplo, se o = 435621 € Sg, entéo

o' = 651243.

Teorema 3.41 (Schiitzenberger, [22]). Seja 0 € S,,. Se o RN (P,Q), entdo

o' 5 (ev(P),ev(Q)).

Teorema 3.42 (Schiitzenberger, [22]). Seja o € S,,. Se o J5, (P,Q), entdo

0" 5 (PT (en(Q))T).
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CAPIiTULO 4

DIAGRAMAS DE CRESCIMENTO

Neste capitulo vamos apresentar novamente os algoritmos combinatérios
descritos no capitulo anterior, reformulando-os com recurso & nocao de dia-
grama de crescimento. Um diagrama de crescimento ¢ uma forma de organizar
diagramas de Young numa grelha, de tal modo que o conhecimento de alguns
dos diagramas de Young permita determinar os restantes, através de regras
recursivas — as regras locais de crescimento.

Na primeira sec¢ao, abordaremos a versao da correspondéncia de Robinson-
Schensted baseada em diagramas de crescimento. Para tal, iremos recorrer a
resultados sobre conjuntos parcialmente ordenados presentes no capitulo 2 para
associar, por meio de uma bijeccao, a cada permutacao um par de quadros de
Young standard. Estes quadros de Young standard serdo obtidos a partir
de extensoes lineares de um conjunto parcialmente ordenado, mas veremos
que esta bijeccao €, de facto, a bijeccdo descrita pelo algoritmo de Robinson-
Schensted. Assim, nfo s6 demonstraremos as propriedades da correspondéncia
de Robinson-Schensted descritas no capitulo anterior, como também as torna-
remos mais transparentes. A descri¢do usando diagramas de crescimento da
correspondéncia de Robinson-Schensted sera generalizada na segunda seccao
de forma a obter uma descricao com diagramas de crescimento da correspon-
déncia RSK.

Na terceira seccao utilizaremos diagramas de crescimento para reformular
o jeu de taquin, deduzindo uma sua propriedade de simetria, ndao aparente a
partir da descricao classica.

Finalmente, na ultima seccdo, baseando-nos na descricao com diagramas
de crescimento do jeu de taquin, faremos uma abordagem do algoritmo de
evacuacao com diagramas de crescimento, que serd depois relacionada com a
correspondéncia de Robinson-Schensted, o que permitird demonstrar os teore-
mas enunciados no final do capitulo 3.
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4. Diagramas de Crescimento

4.1 A correspondéncia de Robinson-Schensted

Nesta seccdo vamos apresentar um algoritmo alternativo para a correspon-
déncia de Robinson-Schensted, descrita no capitulo anterior. Este algoritmo
baseia-se no conceito de diagrama de crescimento, desenvolvido por S. Fomin
([8], [9]). Faremos uso das ferramentas desenvolvidas no capitulo 2, em espe-
cial o teorema da dualidade para conjuntos parcialmente ordenados finitos, a
relacdo entre o diagrama de Young de um conjunto parcialmente ordenado e
os diagramas dos seus ideais de ordem e o teorema sobre localizacdo de caixas.

Ao longo desta seccao, seguimos essencialmente [4].

4.1.1 Descrigao usando diagramas de crescimento

Uma vez que a correspondéncia de Robinson-Schensted associa a cada per-
mutaciao um par de quadros de Young standard, vamos comegar por associar a
cada permutacao um conjunto parcialmente ordenado, de modo a tirar partido
do teorema da dualidade de Greene.

Definigao 4.1. Sejam n € Ne o € S,. O conjunto parcialmente ordenado de
permutagao associado a o é (P,, <), em que

Py ={(i,0(i)) : i € [n]}
e < é a ordem parcial produto em [n] x [n]. Isto é, dados 7,7 € [n],

(i,0(i)) < (4,0(j)) seesosei<jeo(i) <o(j).

Exemplo. Consideremos a permutacao o = 423615 € Sg; assim, temos

P, ={(1,4),(2,2),(3,3),(4,6),(5,1),(6,5)}.

Podemos representar graficamente esta permutacao pelo seguinte diagrama,
que corresponde ao grifico da aplicagdo ¢ num referencial cartesiano, sob a
forma de grelha.
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4.1. A correspondéncia de Robinson-Schensted

O diagrama de Hasse do conjunto parcialmente ordenado de permutacao
(P, <) pode ser representado directamente na grelha anterior, do seguinte
modo:

/r

e

Podemos considerar duas extensoes lineares de um conjunto parcialmente
ordenado de permutacao (P,, <) naturais. Tendo em conta a representacgao do
diagrama de Hasse de P, numa grelha, podemos “rotular” os elementos de P,
com os elementos de [n] correspondentes as suas projecgdes em cada um dos
eixos. Esta ideia é formalizada pelo lema seguinte, que é uma consequéncia
directa da definicdo da relagdo de ordem num conjunto parcialmente ordenado
de permutacao.

Lema 4.2. Seja 0 € S,,. As aplicagdes

s@o extensoes lineares de (Py, <).

De acordo com as observagoes feitas no capitulo 2, apés o corolario 2.44,
a cada uma das extensoes lineares definidas anteriormente corresponde um
quadro de Young standard. Obtemos assim quadros de Young standard P(p,)

e P(qo)-

Exemplo. Consideremos a permutacao o = 423615 € Sg do exemplo anterior.
As extensbes lineares p, e g, de P, podem representar-se do seguinte modo:
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4. Diagramas de Crescimento

Os quadros de Young standard correspondentes a estas extensoes lineares
sao:

w
ot
w

4]

P(ps) =

‘»~l>l\:wi
D
o)
=
Q
N—
I
‘U'I\D}—ﬂ
D

Teorema 4.3. Seja n € N. A aplicacio que a cada permutacio o € S,
faz corresponder o par de quadros de Young standard com a mesma forma

(P(ps),Q(qs)) € uma bijecgao.

Para demonstrar este teorema vamos comecar por apresentar um modo
recursivo de determinar os quadros de Young P(p,) e P(q,), utilizando um
diagrama de crescimento.

Seja 0 € S, e definamos, para cada (i,j) € {0,...,n} x {0,...,n}, o
seguinte conjunto:

Pa(iaj) =P N ([Z] X UD

E facil verificar que estes conjuntos sio ideais de ordem de P,. Denotamos a
particdo das cadeias de P,(7,j) por \ij.

Os diagramas de Young Y ();;) podem ser dispostos num diagrama de cres-
ctmento, que se constréi a partir da grelha que representa a permutacao o,
colocando em cada célula (7, ) o diagrama de Young Y (\;;).

Exemplo. Consideremos a permutacao o = 423615 € Sg do exemplo anterior.
O diagrama de crescimento dos diagramas de Young Y ();;) é
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4.1. A correspondéncia de Robinson-Schensted

6‘1’ U] H Hju\\i\\ij\

° L] L]
ST ==

[
P =l = = e
[ ]
0 0
, U] L] L] Hj Hj
[ ]
2‘1’ 0 U] U U H H
[ J
[ [ 0 0 [4 O] ]
1
[ ]

0(2) 1(0 20 3@ 4(2) 5® 60)

Observemos que, em cada linha e em cada coluna de um diagrama de
crescimento, existe um e um s6 elemento de P, (representado por um ponto).

Os diagramas de Young que se encontram no diagrama de crescimento do
exemplo anterior podem ser obtidos através de um processo recursivo, gover-
nado por regras locais de crescimento. Mais concretamente, dada uma subgre-
lha 2 x 2 de um diagrama de crescimento,

Y (Xi-1,5) Y (Aij)
Y(Aic1-1) Y (Aij-1)

podemos obter o diagrama de Young Y ()\;;) a partir dos trés restantes e a partir
do conhecimento da permutacao o. Este procedimento recursivo é descrito pelo
teorema que se segue.

Teorema 4.4 (Regras Locais de Crescimento, Fomin, [4]). Seja 0 € S,. O
diagrama de Young de \;; pode ser determinado a partir dos diagramas de
Ai—1,j,Ai—1,j-1 € Aij—1 € da permutacao o, do sequinte modo:

(’i} Se >\i,j—1 75 )‘i—Lj? entao Y()\l]) = Y()\i,j—l) U Y()\Z‘_Lj),
(’LZ) Se )\i,j—l == )\i_Lj == )‘i—l,j—l € O'(Z) 75 j, entao Y()\l]) = Y()\i—l,j—l)'

(1i1) Se Nij—1 = Ni—1,j = Ai—1,j—1 e 0(i) = j, entdo Y (N\i;) obtém-se acres-
centando uma caiza & primeira linha de Y (N\j—1;—1).
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4. Diagramas de Crescimento

(iv) SeXij—1 = Ni—1j e Nij—17F Ni—1,j—1, entdo Y (X\i;) obtém-se de Y (N; j—1)

acrescentando-lhe uma caiza na linha imediatamente abaizo da caiza que
estd em Y (Nj—1,5) mas ndo em Y (Ni—1;-1).

Demonstragao.

(1)

(ii)

(iii)

(iv)

Suponhamos que A; j_1 # Aj—1,;. Consideremos os seguintes subcasos:

® A\i1j-1 = Ai—1j € Ai—1,j-1 # Aij—1.- Neste caso, existe um ele-
mento de P, estritamente abaixo da célula (i,7) (em particular,
(i,j) ¢ P,). Tem-se ainda que ndo existe um elemento de P, a
esquerda de (4, 7). Logo, A; j—1 = Ai;. Uma vez que, neste caso,

Y(Xic1;) =Y (Aic1-1) CY(Xij-1),

vem

Y(Xij) =Y (Nij—1) = Y(Nij—1) UY (N1 ).

® \i1j-17 Ni—1j € Ai—1,j-1 = A j—1. Este caso é andlogo ao ante-
rior.

° /\i—l,j—l #* )\i—l,j e )‘i—l,j—l #* )\z‘,j—1~ Neste caso, Y()\i—l,j) obtém-
se acrescentando a Y (A\;—1j—1) uma caixa A e Y(\;;—1) obtém-se
acrescentando a Y (\;—1,;—1) uma caixa B; as caixas A e B sao dis-
tintas. Portanto, existem elementos de P, estritamente a esquerda e
abaixo de (7, 7). Uma vez que Y (Xi—1;),Y (Nij—1) € Y (Xi;), tem-se

Y (Ni—1-1) U{A, B} =Y (Xij—1) UY (Nim15) € Y ().

Uma vez que Y (\;j) tem mais duas caixas que Y (\j—1 j—1), a inclu-
sdao anterior pode substituir-se por uma igualdade.

Suponhamos que A j—1 = X\j—1j = A\i—1,j—1 € 0(i) # j. Neste caso, nao
existem elementos de P, na coluna ¢ nem na linha j do diagrama de
crescimento. Uma vez que (i) # j, tem-se Py(i,j) = Py(i — 1,5 — 1),
pelo que Y(/\U) = Y(Ai—l,j—1)~

Suponhamos que Ajj—1 = Ai—1; = Ai—1,j—1 € 0(i) = j. Neste caso,
(i,7) € Py e este elemento de P, é maior do que todos os elementos de
Py(i—1,7 —1). Assim, sendo ¢ a cardinalidade maxima de uma cadeia
de P,(i — 1,j — 1), a cardinalidade maxima de uma cadeia de P,(i,7) ¢
igual a ¢+ 1. Logo, Y (\i;) obtém-se acrescentando uma caixa & primeira
linha de Y'(Xj—1,j-1).

Suponhamos que A; j_1 = A\ji—1,j € Ajj—1 # Ai—1,j—1. Neste caso, existem
um elemento x; de P, estritamente & esquerda de (i, j) e um elemento xo
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4.1. A correspondéncia de Robinson-Schensted

de P, estritamente abaixo de (7, 7). Os elementos x; e x3 sdo elementos
maximais de P,(7,j). Definam-se as caixas A e B do seguinte modo:

{A} =Y (Nic1 )\Y (Nic1,j-1) e {B} =Y (N j)\Y (Nim1,5)-

O teorema 2.49 diz-nos que A estd na mesma coluna de B ou a direita
de B. Logo, B est4a na mesma coluna de A ou & esquerda de A. Conside-
remos agora o conjunto parcialmente ordenado P.(i,7) = (Py(4,7),<'),
em que, dados k,1 € [n], se tem

(k,o(k)) <" (I,o(l)) seesdse k >1ea(k) <o(l).

E facil ver que <’ é uma relacdo de ordem parcial e que um subconjunto de
P,(i,7) é uma cadeia (respectivamente, anticadeia) em rela¢do a ordem
<" se e 80 se for uma anticadeia (respectivamente, cadeia) em relagdo a
ordem <. Assim, a partigio Aj; = A(P5(4,7)) ¢ a conjugada da partigio
Aij. No conjunto parcialmente ordenado P, (i,7), x1 ¢ maximal e x &
minimal. Assim, o teorema 2.49 diz-nos que A estd na mesma coluna de
B ou na coluna imediatamente a esquerda da de B (em Y'(\};)). Logo, A
estd na mesma linha de B ou na linha imediatamente acima da de B (em
Y (Xij)). Portanto, no diagrama Y ()\;j), B esta na mesma linha de A ou
na linha imediatamente abaixo da de A. Juntando as duas informagoes
que temos acerca da posiciao de B em relacio a A, concluimos que B tem
de estar na linha imediatamente abaixo da de A.

Um diagrama de crescimento para uma permutagao o pode agora ser cons-

truido facilmente, preenchendo as margens esquerda e inferior do diagrama
com diagramas de Young vazios e aplicando as regras locais de crescimento até
obter um diagrama de crescimento totalmente preenchido. Uma vez concluido
este processo, os diagramas de Young da margem superior (respectivamente,
direita) formarao uma cadeia saturada de diagramas de Young, com minimo ) e
maximo Y (Ann) = Y (P,). A estas cadeias saturadas correspondem quadros de
Young standard, e é facil ver que o quadro de Young standard correspondente
a cadeia saturada de diagramas de Young da margem direita (respectivamente,
superior) do diagrama de crescimento é igual a P(p,) (respectivamente, P(q,)).

Exemplo. Consideremos uma vez mais a permutagao o = 423615 € Sg. Como
visto anteriormente, o seu diagrama de crecimento é
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6‘1’ ] H HjHHfoJH
° [ ]
0
. O H H] Bj ﬂji\\
[
N
[ ]
0 0
\ O (| | Bj B]
[}
2@ 0 O O O H H
[ ]
0 0 0 0 0 OJ L]
1
[ ]
0" 1 ° 2 ” 3 7 4’ 5 ° 6 "

As cadeias saturadas das margens direita e superior deste diagrama de
crescimento correspondem, respectivamente, os quadros de Young standard

1]3]5]1]3]4]
(P(ps), Plgs)) = | [2]6] .[2]6
4] 15

Para demonstrar o teorema 4.3, vamos comecar por “inverter” as regras
locais do teorema anterior: dada uma subgrelha 2 x 2 de um diagrama de
crescimento,

Y(Nie1,5) Y (Aij)

Y(Xi-1j-1) Y (Aij-1)

podemos obter a permutagido o e o diagrama de Young Y (\;—1—1) a partir
dos trés diagramas de Young restantes.

Teorema 4.5 (Inversdo das regras locais de crescimento). Seja o € S,,. O
diagrama de Young de \;_1;_1 e a permutagio o podem ser determinados a
partir dos diagramas de N\;i—1j,\ij € \i j—1, do seguinte modo:

(Z) Se Ai—Lj 75 )\i,j—lz entao Y(Ai—l,j—l) == Y()‘i—l,j) ﬂY()\iJ_l) € O'(Z) 75 j
(’LZ) Se )\i_Lj = )\i,j—l = )\ij; entao Y(Ai—l,j—l) = Y()\U) € O'(’L) 75 j
(111) Se Ni—1j = Nij—1, Nij—1 # Nij € Y(Nij) se obtém de Y (N1 ;) acrescen-

tan do-lhe uma caiza na primeira linha, entio Y (Ni—1;-1) = Y (Ni—1,5)
eo(i)=7j.
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4.1. A correspondéncia de Robinson-Schensted

(iv) Se Xi—1j = Nij—1, Nij—1 # Nij e Y (X)) se obtém de Y (\i—1 ;) acrescentan-
do-lhe uma caiza na linha k, com k > 1, entao Y (X\i—1j—1) obtém-se de
Y (Xi—1,5) removendo-lhe a caiza do final da linha k —1 e (i) # j.

Demonstracao. Este resultado é consequéncia das regras locais de crescimento
enunciadas atras. A demonstracdo pode ser feita de modo dual ou analisando
cuidadosamente os possiveis resultados finais de aplicacao das regras locais. [

Tendo em conta o teorema anterior, podemos descrever um processo recur-
sivo, inverso do descrito anteriormente, que permita obter a permutacao o a
partir de um par de quadros de Young standard (P, Q) com a mesma forma:
escrevem-se as cadeias saturadas de diagramas de Young correspondentes a
P e a @ na margem direita e superior, respectivamente, de um diagrama de
crescimento. Usando as regras locais inversas do teorema anterior, obtém-se
agora todos os outros diagramas de Young do diagrama de crescimento, bem
como a permutacao o.

Tendo em conta o exposto, podemos afirmar que a aplicagdo

o+ (P(pos), P(4s))

¢ uma bijecgdo, ficando assim demonstrado o teorema 4.3. De facto, esta apli-
cacao € a mesma que a definida pela correspondéncia de Robinson-Schensted.
Para o demonstrar, precisamos de algumas defini¢oes e resultados adicionais.
Defina-se uma permuta¢do parcial como uma bijeccdo entre dois conjuntos
finitos de ntimeros naturais. Uma permutacao parcial pode ser representada,
tal como uma permutacao, usando uma notacdo em duas linhas. Por exemplo,

1 35
(17)
denota a bijecgao de {1, 3,5} para {1,2,4} definida por: 1+ 2,3 — 4, 5+ 1.
Convencionamos que a linha superior de uma permutacdo parcial é sempre
escrita por ordem crescente. E claro que a correspondéncia de Robinson-
Schensted pode ser aplicada a permutacoes parciais (com a primeira linha
escrita por ordem crescente), produzindo quadros de Young standard parciais.

Se considerarmos o diagrama de crescimento de uma permutacao o € Sy,
entdo o conjunto P,(i,j) define uma permutacio parcial’, que se pode repre-

sentar por
o — i .. n
Yo \o(in) e a(in))’

!Caso P, (i,j) seja vazio, a permutacio parcial definida é a aplicacio vazia. Convencio-
namos que o quadro de inser¢ao da aplicagao vazia é o (dnico) quadro de Young cuja forma
tem diagrama de Young vazio.
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4. Diagramas de Crescimento

onde i1,...,i sd0 as primeiras coordenadas de elementos de P,(i,j), escritas
por ordem crescente. Chamamos a esta permutacio parcial a permutacdo
parcial definida por Py (i, 7).

Vamos agora associar a cada par (i,7), com 4,5 € {0,...,n}, uma per-
mutagao parcial o;; e um quadro de Young standard parcial P;;, do seguinte
modo:

e 0;; é a permutacdo parcial definida por P, (i, j).
e Consideremos a cadeia de diagramas de Young
Y (Xio) CY (A1) € --- S Y (N).

Se Y (A\ir) # Y (Xik—1), entao Y (\;;) obtém-se acrescentando a Y (A y—1)
uma caixa; escreva-se o numero k na caixa correspondente do diagrama
de Young Y (A;;). Este preenchimento de caixas de Y'();;) produz o
quadro de Young standard parcial P;;.

Exemplo. Consideremos novamente a permutagdo o = 423615. O processo
descrito acima produz os seguintes quadros de Young standard parciais, que
podem ser dispostos no diagrama de crescimento de o:

0 [4] [2[3]6] | [1]3]6]| [1]3]5]
6 [4] |2] [2]6]

4 4
° [4] [4]

0 1[3]| [1][3]5]
5 (4] 2 |2]
4 4
o

e 1 1

2 2
4 4 4
[

0 0

3
[ ]

0 0

9
[ )

[ 0 0 0 [4

1
[ ]

1] 0 0 0 0 0 0

0 1 2 3 4 5 6

E claro que o, = 0. E claro que Py, = P(ps), pelo que basta mostrar
que P,, = P(0). Este facto ¢ um caso particular do lema que se segue.
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4.1. A correspondéncia de Robinson-Schensted

Lema 4.6. Seja 0 € S,,. Para quaisquer i,j € {0,...,n}, Py € o quadro de
inser¢ao da permutagao parcial o;j.

Demonstragdo. O resultado é claro se ¢ = 0 ou j = 0. Procedemos indutiva-
mente, tomando 7, j € [n] e supondo que o resultado é verdadeiro para s < i e
t < j. Suponhamos que o elemento de P, na linha j tem coordenadas (k,j) e
que o elemento de P, na coluna i tem coordenadas (i,1). Temos trés casos a
considerar.

1. Suponhamos em primeiro lugar que [ > j. Neste caso, \i—1; = \ij,
pelo que P;_q; = F;j. Temos ainda que 0;_1; = 0. Assim, usando a
hipétese de inducdo, temos

Pij = Pi_1; = P(0i-1;) = P(04j).

2. Suponhamos agora que [ = j. Neste caso, a segunda linha de o;; € igual
a segunda linha de 0; ;1 concatenada com o nimero j. Logo, o quadro
de inser¢ao de o;; obtém-se acrescentando uma caixa com entrada j no
final da primeira linha de P(0;j-1) = P;j—1, uma vez que j é maior
que todas as outras entradas de P; ;. Por outro lado, o elemento (3, j)
é, neste caso, o maximo de P,(i,j), pelo que P;; se obtém de P ;1
acrescentando-lhe uma caixa com entrada j no final da primeira linha.
Logo, o processo de insercdo de Schensted e o processo de obtencdo dos
quadros Py descrito anteriormente produzem o mesmo resultado. Assim,
Pij = P(O'l])

3. Suponhamos, finalmente, que [ < j. Se k > ¢, um argumento analogo ao
do primeiro caso permite concluir o pretendido. Suponhamos entdo que
k < i. Neste caso, temos

Y(Xi-15) = Y (Aim1,5-1) U {c},

Y (Xij-1) =Y (Aic1,-1) U{d}.

Se ¢ # d, entao Y (\i;) = Y (A j—1)U{c} e 0 quadro P;; obtém-se de P, j_;
acrescentando-lhe a caixa ¢ com entrada j. Se ¢ = d, entao, tendo em
conta a alinea (iv) do teorema 4.4, P;; obtém-se de P; j_1 acrescentando-
lhe uma caixa com entrada j na linha imediatamente abaixo da linha
onde se encontra a caixa c. Observemos que a caixa d tem entrada [ em
Pij-

Por outro lado, temos que existem sequéncias de nimeros naturais a e 3
tais que:

e A segunda linha da permutagao parcial o;_1 j_1 ¢ igual a af3;

e A segunda linha da permutacao parcial o;_1 ; ¢ igual a ajf;
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4. Diagramas de Crescimento

e A segunda linha da permutagao parcial o; j_1 € igual a af3l;

e A segunda linha da permutacgao parcial o;; ¢ igual a ajfl.

A hipotese de inducdo implica que P;_; j = P(0;—1;). Portanto, a apli-
cagao do algoritmo de insercao de Schensted a o;; produz o quadro de
Young r;(FP;—1,j). Logo, se ¢ # d, o quadro P(c) obtém-se de P;_1 ;1
acrescentando a caixa ¢ com entrada j e a caixa d com entrada [; se
¢ = d, a inser¢ao de [ em FP;_;; desloca j para a linha imediatamente
abaixo da caixa ¢, uma vez que j é maior que todas as outras entradas
dessa linha.

Logo, o processo de insercao de Schensted e o processo de obtencdo dos
quadros Py descrito anteriormente produzem o mesmo resultado. Assim,

Pij = P(0ij)-
O
Corolario 4.7. Sejo 0 € S,,. Temos
P(o) = P(po)
Para provar que Q(0) = P(q,), vamos associar a cada par (i,j), com
i,j € {0,...,n}, uma permutacao parcial o;; e um quadro de Young standard

parcial Q;j, do seguinte modo:
e 0;j é a permutacdo parcial definida por P, (i, 7).
e Consideremos a cadeia de diagramas de Young
Y (Xoj) S Y (Ayy) C - CY(Ay).
Se Y (Apj) # Y (Ag—1,), entdao Y () obtém-se acrescentando a Y (Ay—1 ;)
uma caixa; escreva-se o niimero k na caixa correspondente do diagrama

de Young Y (\;;). Este preenchimento de caixas de Y'()\;;) produz o qua-
dro de Young standard parcial Q;;.

Exemplo. Consideremos novamente a permutagdo o = 423615. O processo
descrito acima produz os seguintes quadros de Young standard parciais, que
podem ser dispostos no diagrama de crescimento, do seguinte modo:
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0 [1[3]4] | [1]3[4]| [1]3]4]
6 [2] |2] [2]6]
[5] [5]
[ ]
0 i[3]| [1][3]6]
5 2 2]
5 5
o
0 1]3] 1[3]
4 2 2
5 5
[ ]
0 0
3
[}
0 0
9
[ ]
0 0 0 0 0
1
[ ]
0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 3 4 5 6

E claro que Qun = P(qs), pelo que basta mostrar que Qn, = Q(o). Este
facto é um caso particular do lema que se segue.

Lema 4.8. Seja 0 € S,,. Para quaisquer i,j € {0,...,n}, Q;; € o quadro de
registo da permutacao parcial o;;.

Demonstra¢ao. A demonstracdo deste lema segue um argumento analogo ao
da demonstracao do lema 4.6. Basta ter em conta que, se pretende comparar
o processo de obtencao de quadros de Young descrito acima com o processo de

registo da correspondéncia de Robinson-Schensted, e ndo com a insercdo; os
detalhes do argumento sdao semelhantes aos do lema 4.6. O

Corolario 4.9. Seja 0 € S,. Temos

Qo) = P(go)-

Fica assim demonstrado o principal resultado desta secc¢ao.

Teorema 4.10. Seja 0 € S,,. Temos que
(P(0),Q(0)) = (P(ps), P(40))-
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4.1.2 Propriedades da correspondéncia de Robinson-Schensted

Tendo em conta o teorema 4.10, podemos agora demonstrar varias propri-
edades da correspondéncia de Robinson-Schensted enunciadas no capitulo 3.
Comegamos com uma demonstracao do teorema de Schiitzenberger (teorema
3.13), que enunciamos aqui novamente.

Teorema 4.11 (Schiitzenberger, [22|). Seja o € S,,. Se o ELEN (P(0),Q(0)),

entao
o~ 5 (Q0), P(0).

Demonstra¢ao. Tendo em conta que o grafico da permutagdo o~ se obtém
a partir do grafico de o por uma reflexdo pela recta y = x num referencial
cartesiano, o diagrama de crescimento de o~! obtém-se do de ¢ por uma re-
flexao pela diagonal correspondente. Assim, as margens superior e direita do
diagrama de crescimento de o~! correspondem as margens direita e superior,
respectivamente, do diagrama de crescimento de . Logo, P(c™1) = Q(o) e
Qo= 1) = P(0). O

1

Para demonstrar o teorema de Schensted sobre subsequéncias crescentes e
decrescentes de permutagoes (teorema 3.16), necessitamos do lema seguinte.

Lema 4.12. Seja 0 € S,,. A sequéncia (0(i1),...,0(ix)) € uma subsequéncia
crescente (respectivamente, decrescente) de o se e sd se

{(ij,0(i5)) g €{1,..., k}}

¢ uma cadeia (respectivamente, anticadeia) de P,.

O teorema de Schensted segue directamente do lema anterior e do teorema
da dualidade de Greene. De facto, cada subsequéncia crescente (respectiva-
mente, decrescente) de comprimento méximo de o corresponde a uma cadeia
(respectivamente, anticadeia) de cardinalidade maxima de P,. Assim, o nua-
mero de caixas da primeira linha (respectivamente, coluna) de Y(\(Py)) é o
comprimento maximo de uma subsequéncia crescente (respectivamente, decres-
cente) de o.

O lema seguinte serd necessario para demonstrar mais um resultado de
Schensted — a proposicao 3.14, sobre o quadro de inser¢do da permutagio o”.

Lema 4.13. Seja o € S,,. Consideremos a aplicagio

Y : Py — Pyr
(i,0(i)) > (n—i+1l,0"(n—i+1))
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4.1. A correspondéncia de Robinson-Schensted

Entao:
(a) A aplicagio v € uma bijec¢ao.

(b) Um subconjunto X de P, é uma cadeia (respectivamente, anticadeia) se
e s6 se (X)) é uma anticadeia (respectivamente, cadeia) de Pyr.

(C) Po = DPor © Y.
Demonstragao.

(a) A justificagao desta alinea é uma verificagdo simples, tendo em conta que
o'(n—i+1)=0(i).

(b) Basta observar que (o(i1),...,0(ix)) é uma subsequéncia crescente (res-
pectivamente, decrescente) de o se e s6 se (0" (ig),...,0"(i1)) é uma
subsequéncia decrescente (respectivamente, crescente) de o” e utilizar o
lema 4.12.

(c) Temos, para cada i € [n],

(por o) ((3,0(3))) = por(n —i+1,0"(n —i+1))
=o' (n—1i+1)
= 0(i) = po((i,0())).

Concluimos esta seccdo com a demonstracao da proposicao 3.14, que vol-
tamos a enunciar.
Proposicdo 4.14 (Schensted, [21]). Seja o € S,,. Tem-se P(c") = (P(0))T.
Demonstrag¢ao. Para cada m € S,, e cada i € [n], seja
P.;=P:N{(a,b) e Nx N:b<i}.

Definimos ainda P;(7) como sendo o quadro de Young standard correspondente
a extensdo linear pr|p, ;.
Basta mostrar que, para cada i € [n], se tem

sh(Fi(0")) = (sh(Pi(e)))"-

Mas isto é consequéncia da alinea (b) do lema anterior. A demonstracao fica
assim concluida. O
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4.2 A correspondéncia RSK

Nesta seccao vamos generalizar as ideias da sec¢ao anterior para o contexto
dos quadros de Young semistandard, obtendo uma descricao da correspondén-
cia RSK, usando diagramas de crescimento.

Em primeiro lugar, precisamos de associar a cada permutacao generalizada
um conjunto parcialmente ordenado, tal como foi feito no caso nas permuta-
¢oOes, no inicio da seccao anterior. Para isso precisaremos de recorrer & nogao de
expansao de um conjunto parcialmente ordenado num elemento, apresentada
no final da primeira seccao do capitulo 1.

<x1 .. a:n)
o =
Yyioo Un

uma permutacao generalizada. Considere-se o conjunto parcialmente ordenado
(POH S)a €1 que

Definicao 4.15. Seja

Py = {(zsy:) i € [n]},

e < é a relacdo de ordem produto de N x N.

Sejam p1 = (@i, Yiy )s - - - Pk = (Tiy, ¥i),) 08 elementos de P, cuja multipli-
cidade em « é maior que 1; para cada i € [k], seja m; a multiplicidade de p;
em .

Definimos o conjunto parcialmente ordenado de o como sendo

FPo = Epmi Epyms -+ Epymy, (Pa)a

munido da relagao de ordem definida no capitulo 1 (1.28).

Tal como no caso das permutagdes, o diagrama de Hasse do conjunto par-
cialmente ordenado de uma permutacao generalizada pode ser obtido dispondo
os seus elementos numa grelha; no entanto, no caso das permutagoes generali-
zadas, este processo é um pouco mais complexo.

Exemplo. Consideremos a permutacao generalizada
o= 1112 2 3 3 4
~\1 332511 3)°
Vamos representar os elementos de P, numa grelha; por conveniéncia, cada
elemento serd para ja representado nao por um ponto, como no caso das per-

mutacoes, mas por um nimero correspondente & sua multiplicidade em a.
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4.2. A correspondéncia RSK

M 1

Vamos agora substituir os nimeros da grelha por uma quantidade de pontos
correspondente a cada multiplicidade. De modo a nao haver mais do que um
ponto em cada célula, cada célula que tenha um niimero m > 1 vai dar origem
a m? células, em que os pontos vio estar dispostos do seguinte modo:

Consequentemente, se uma célula tiver um nimero m > 1, a linha e coluna
dessa célula darao origem a m novas linhas e colunas. Se existirem mais pontos
na linha da célula a expandir, os que estiverem & esquerda da célula “expandida”
ficardo na linha mais abaixo das novas linhas criadas e os que estiverem & direita
ficardo na linha mais acima. Se existirem mais pontos na coluna da célula a
expandir, os que estiverem abaixo da célula expandida ficarao na coluna mais
a esquerda das novas colunas criadas e os que estiverem & direita ficardo na
coluna mais & direita.

Este processo de expansao de células corresponde, evidentemente, & expan-
sao do conjunto parcialmente ordenado; o posicionamento dos restantes pontos
é feito de um modo que seja coerente com a relacao de ordem que definimos
numa expansao de um conjunto parcialmente ordenado. Se existirem varias
células que necessitem de expansdao, este processo é efectuado em uma de cada
vez; a proposi¢ao 1.29 garante que se obtém conjuntos parcialmente ordenados
isomorfos independentemente da ordem escolhida para efectuar a expansao das
células.

Assim, no presente exemplo, obtemos a seguinte grelha.

O diagrama de Hasse de P, pode ser representado directamente na grelha
anterior.
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4. Diagramas de Crescimento

o

No caso das permutacdes, analisado na seccdo anterior, os quadros de
Young standard correspondentes a uma permutacao o eram obtidos a partir de
extensoes lineares do respectivo conjunto parcialmente ordenado de permuta-
cao P,. No caso presente, as aplicacoes que darao origem a quadros de Young
semistandard nao serdo extensoes lineares, mas apenas aplicagoes is6tonas. O
resultado seguinte generaliza o facto mencionado de que extensoes lineares de
um conjunto parcialmente ordenado finito P dao origem a quadros de Young
standard de forma A(P).

Proposicao 4.16. Seja (P,<) um conjunto parcialmente ordenado finito e
seja f : P — [n] uma aplicagao isétona, com n € N. Suponhamos que, para
cada i € [n], f~1({i}) € uma cadeia. Definimos recursivamente, para cada
i € [n], quadros de Young P; do sequinte modo:

e P ¢ o quadro de forma M(f~([1])) cujas entradas sdo todas iguais a 1;
e para i > 1, P; tem forma A\(f~1([i])) e

— as entradas de P; em caizas que ocorram em P;_1 sdo as mesmas
que as entradas correspondentes de P;_1;

— as entradas de P; em caizas que ndo ocorram em P;_1 sdo todas
1gUaLS @ 1.

Entao, o quadro de Young P, é um quadro de Young semistandard de forma
A(P), que denotamos por P(f).

Demonstragdo. Como f ¢é is6tona, para cada i € [n], f~1([i]) é um ideal de
ordem de P e temos que, se i < j, f~1([i]) € f~1([j]). Assim, o teorema 2.42
garante que o quadro de Young P, é crescente nas linhas e colunas.

Resta ver que P, é estritamente crescente nas colunas. Para isso, basta
ver que, para cada ¢ € [n], ndo existem duas caixas de entrada i em P, na
mesma coluna. Seja i € [n] e sejam x1 < ... < x} os elementos de f~1({i}).
Para cada j € [k], seja a; a caixa que ¢é acrescentada ao diagrama de Young de

FYiD\{z1, ..., 241} para obter f=L([i])\{z1,...,2;}.
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4.2. A correspondéncia RSK

E facil ver que z; é maximal em f~!([i]) e que, para cada j € [k], temos
que z; ¢ maximal em f~!([i{)\{zj+1,...,2x} e que xj41 cobre x;. Assim, o
teorema de Gansner (teorema 2.50) permite concluir que, para cada j € [k—1],
a; estd & esquerda de a;y1. Assim, nao existem duas caixas de entrada 7 em
P, na mesma coluna. O

No caso em que a aplicacao f da proposicao anterior é uma extensao li-
near, o quadro de Young P(f) coincide com o quadro de Young standard que
corresponde a f pelo processo descrito no capitulo 2, ap6s o corolério 2.44.

Consideremos agora uma permutacao generalizada

o =
yl ... yn
e sejam k = max{z1,...,Tn} e l = max{yi,...,Yn}
Vamos determinar duas aplicacoes isd6tonas nas condicoes do lema anterior

pa:Pa%[l] € QQ:Pa%[k]

que dardo origem a um par de quadros de Young semistandard (P(pq), P(qa)-
Como veremos, este par de quadros de Young semistandard serd igual ao par
que corresponde a « pela correspondéncia RSK.

Comecemos por considerar as aplicacoes:

Do Py =[]
(T3, yi) = vi

o : Py — [K]

(T3, yi) =z
Sejam p1 = (%4, Yiy )y - - -, Dt = (T4, Yi, ) 08 elementos de P, cuja multiplici-
dade em « ¢ maior que 1; para cada i € [t], seja m; a multiplicidade de p; em a.
Sejam C1,...,C; as cadeias que substituem os elementos pq, ..., p; quando se
efectuam as expansoes de P, em cada um destes elementos; note-se que estas

cadeias sao disjuntas duas a duas.
A aplicacdo p, ¢ definida do seguinte modo: para cada x € P,,

o se x = (z;,y;) € P, entdo Pa(T) = i
e para cada j € [t], se z € C}, ent@o pa(x) = pa(pt)-
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4. Diagramas de Crescimento

Analogamente se define a aplicagdo qq.

No caso em que o € uma permutacao, as aplicagoes p, € qo coincidem com
as extensoes lineares do conjunto parcialmente ordenado de permutacao P,
definidas na secc¢ido anterior.

O resultado que se segue é consequéncia da definicdo da relacdo de ordem
na expansao de um conjunto parcialmente ordenado.

Lema 4.17. Seja o uma permutagdo generalizada. As aplicacédes py € qq $Go
1s0tonas e a imagem inversa de um conjunto singular por qualquer uma das
duas aplicacées é uma cadeia.

Exemplo. Consideremos novamente a permutacao generalizada

/11122334
“*“\1 332511 3)

Podemos representar as aplicacoes p, e ¢, rotulando as linhas e colunas da
grelha onde representamos anteriormente o diagrama de Hasse de P,; os rétulos
das linhas corresponderao a aplicacao p, e os das colunas corresponderao &
aplicacao qq.

Procedemos do seguinte modo: comecamos por rotular consecutivamente
as linhas e colunas da grelha onde dispomos as multiplicidades dos elementos
de Pa.

(1)

(2) (1)
(1)
M @

123 4

— N W ok Ot

Quando se expandem células da grelha anterior, as novas colunas e linhas
criadas terdao o mesmo rétulo que a coluna e linha original. Obtém-se assim a
seguinte grelha.

o

— o= N W W ok Ot

1123 34
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4.2. A correspondéncia RSK

Dado um ponto da grelha anterior, a sua imagem por p, € o rétulo da sua
linha e a sua imagem por g, é o rétulo da sua coluna.
Os quadros semistandard correspondentes a estas aplicagoes is6tonas so:

1[1]3]
315 eP(Qa):

1[1]2]
3[4 .

P(pa) =

‘ww»—

‘00[\3)—\

Analogamente ao teorema 4.3, tem-se o resultado seguinte.

Teorema 4.18. A aplicacdo que a cada permutagdo generalizada o, de com-
primento n, faz corresponder o par (P(pa), P(qa)) € uma bijeccao entre o con-
Jjunto das permutacées generalizadas de comprimento n e o conjunto dos pares
de quadros de Young semistandard com n caizas e com a mesma forma.

A demonstracdo do teorema anterior seguird uma estratégia analoga & uti-
lizada na demonstragdo do teorema 4.3: em primeiro lugar descreveremos uma
forma recursiva de obter os quadros de Young semistandard P(p,) e P(qa)) €
em segundo lugar provaremos que esse procedimento pode ser invertido.

De modo a tirar partido do que foi exposto na seccao anterior, vamos
comegar por obter, a partir da grelha onde se dispéem os pontos de P,, uma
nova grelha onde exista apenas um ponto em cada linha e em cada coluna.

Exemplo. Consideremos novamente a permutagao generalizada
(1 11 2 2 3 3 4
““\1 332511 3)

Os pontos de P, encontram-se na seguinte grelha.

= o= N W W ke Ot
°

1123 34

De modo a que haja no méximo um ponto em cada linha e coluna, preci-
samos de multiplicar as linhas e colunas onde ocorra mais do que um ponto.

101



4. Diagramas de Crescimento

Se uma linha de coordenada ¢ tiver m pontos, ela d4a origem a m novas
linhas, e os pontos nessas linhas sao dispostos de forma a que, da esquerda para
a direita, o primeiro ponto esteja na linha de baixo e na sua coluna original,
o segundo esteja na linha seguinte, e assim sucessivamente. Analogamente se
multiplicam as colunas com mais do que um ponto.

No nosso exemplo, ficamos com o seguinte diagrama.

—_ == DN W W W e Ot
[ ]

1112233 4

A linha da grelha anterior com rétulo 4 pode ser eliminada, visto que nao
existem pontos do conjunto P, nessa linha. Deste modo, obtemos uma grelha
com exactamente um ponto em cada linha e coluna, na qual podemos desenhar
o seguinte diagrama de Hasse.

5
3 [l
3 ] /
3 /

> [ /

! 7
1|/ Y

1 —

11122334

Observemos que as coordenadas das colunas correspondem ao z-conteudo
de « e as coordenadas das linhas correspondem ao y-contetido de .

Na ultima grelha do exemplo anterior, o conjunto parcialmente ordenado
representado nao é exactamente P,, mas sim um conjunto parcialmente orde-
nado isomorfo a P,, que denotaremos por P,. Os rétulos nas linhas e colu-
nas da grelha representam assim aplicacGes is6tonas p, e Go; € facil ver que

P(ﬁa) = P(pa) € P((joz) = P(Qa)-
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4.2. A correspondéncia RSK

A grelha anterior chamaremos grelha normal de . Por uma questdo de
conveniéncia, iremos atribuir as coordenadas usuais de N x N as células da
grelha. De modo a que estas coordenadas nao se confundam com os niimeros
que atribuimos as linhas e colunas no exemplo anterior, chamaremos a estes
altimos rétulos das linhas e colunas e reservaremos o termo “‘coordenadas”
para as coordenadas usuais.

[131

Podemos assim pensar no conjunto parcialmente ordenado P, como um
subconjunto de N x N, sendo os rétulos das linhas e colunas uma forma de
representar as aplicacoes isétonas p, € G, como indicado anteriormente.

Vamos agora definir subconjuntos P,(i,j) de P,, exactamente do mesmo
modo que fizemos na secgao anterior: para quaisquer i,j € {0,...,n}, sendo
n o comprimento de «, definimos

Pa(iaj) = PN ([Z] X [j])

Tal como no caso dos conjuntos parcialmente ordenados de permutacao, os
conjuntos P, (i, j) sdo ideais de ordem de P,. Denotamos a parti¢do das cadeias
de P,(i,7) por Aij.

Podemos dispor os diagramas de Young A;; na grelha normal de «, obtendo
um diagrama de crescimento.

Exemplo. Regressando ao exemplo anterior, obtemos o seguinte diagrama de
crescimento:
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0 CLOT [T [ 1] [1] [T]
5 8 = — L L] ] ] L]
0 CLOT) | [ L] [] [T]
3 7 = 0 0 ] O |
- — @
e L) ) [] [] []
3 6 = — | | L L] 1]
0 L] L] L] [] ]
. F | |5
]
- U U L] L] [ Hj B:\ZIH:D

Os numeros em tipo de letra maior nas margens do diagrama representam
as extensoes lineares p, € Qu.

Neste momento podemos afirmar que os diagramas de Young do diagrama
de crescimento anterior podem ser obtidos recursivamente recorrendo as regras
de crescimento expostas no teorema 4.4. De facto, o conjunto parcialmente
ordenado P, é um conjunto parcialmente ordenado de permutacio, para uma
certa permutacao o, pelo que os resultados da seccao anterior se aplicam a esta
situacao.

No caso dos conjuntos parcialmente ordenados de permutacdo, a margem
direita do diagrama de crescimento apresentava uma cadeia saturada de dia-
gramas de Young. Percorrendo as linhas de baixo para cima, era acrescentada
uma nova caixa a cada diagrama; escrevendo em cada nova caixa o nimero
da linha em que esta era acrescentada obtinha-se o quadro de Young standard
correspondente a cadeia saturada dessa margem do diagrama de crescimento.
Um processo andlogo era seguido no caso da margem superior do diagrama de
crescimento.

Neste caso, o processo de obtencdo dos quadros semistandard correspon-
dentes a p,, é o seguinte: percorrendo as células da margem direita do diagrama
de crescimento, de baixo para cima, tem-se uma cadeia saturada de diagramas
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4.2. A correspondéncia RSK

de Young; na caixa que é acrescentada na linha ¢ escreve-se o rétulo dessa
linha. E facil ver que este processo estd de acordo com o descrito no enunciado
da proposicao 4.16.

Para demonstrar que este processo é invertivel, precisamos de ver que, dado
um par de quadros de Young semistandard, é possivel recuperar a permutagao
generalizada . Ora, as regras locais inversas (teorema 4.5) permitem, a partir
de duas cadeias saturadas de diagramas de Young, recuperar os diagramas
de Young do diagrama de crescimento, bem como os pontos da grelha. Para
inverter completamente o processo de crescimento, precisamos do lema que se
segue.

Lema 4.19. Seja a uma permutacio generalizada de comprimento n.

(a) Seja i € [n— 1] tal que a coluna i do diagrama de crescimento de o tem
o mesmo rétulo que a coluna i+ 1. Entao, a caiza Y (Nit1.0)\Y (Nin) estd
a direita da caiza Y (Ain)\Y (Ni—1,n).

(b) Seja j € [n — 1] tal que a linha j do diagrama de crescimento de o tem
o mesmo rotulo que a linha j+ 1. Entdo, a caiza Y (A, j+1)\Y (A\jn) estd
a direita da caiza Y (Njn)\Y (Anj—1).

Demonstragio. Faremos apenas a demonstragdo da alinea (a). Seja i € [n—1]
tal que a coluna ¢ do diagrama de crescimento de a tem o mesmo rétulo que a
coluna i + 1.

Seja p1 o elemento de P, na coluna i+1 e seja ps o elemento de P, na coluna
i. Denotemos por P’ o conjunto parcialmente ordenado P, (i + 1,n). Entao,
temos que pp é elemento maximal de P’ ps é elemento maximal de P'\{p1} e p1
cobre pg. Assim, o resultado é consequéncia do teorema de Gansner (2.50). O

Exemplo. Consideremos os quadros de Young semistandard seguintes:

1[1]1]3] 1[1]1]2]
P=[2[3[5] e Q=[2]3]4] .
3] 3]

Podemos dispor, nas margens superior e direita de um diagrama de cresci-
mento, cadeias saturadas de diagramas de Young correspondentes a estes qua-
dros de Young, do seguinte modo:
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0 LT LT [ [] [ [] [ 1]
5 s o o |0 . ]
[ 11
37 N
[]
3 6 N
[ ]
35 N
2 4 Hjj
111
13
11
1 2
O
11
0 1 2 3 4 5 6 7 g ”

A cadeia saturada da margem direita do diagrama de crescimento anterior
foi obtida do seguinte modo: de baixo para cima, vao sendo acrescentadas
caixas ao diagrama de Young da linha anterior seguindo a ordem crescente das
entradas de P; de entre as caixas com a mesma entrada, sdo acrescentadas
primeiro aquelas que estdo mais a direita, tendo em conta o lema anterior.

De um modo anélogo se dispoem os diagramas de Young da cadeia saturada
da margem superior do diagrama, correspondentes ao quadro Q.

Os r6tulos das linhas e colunas obtém-se a partir das entradas dos quadros
P e QQ: osrétulos das linhas sdo as entradas de P, por ordem crescente, de baixo
para cima; os rotulos das colunas sfo as entradas de (), por ordem crescente,
da esquerda para a direita.

Seguindo o processo ilustrado no exemplo anterior, obtém-se cadeias satu-
radas nas margens superior e direita do diagrama de crescimento. Os restantes
diagramas de Young do diagrama de crescimento e os pontos do conjunto par-
cialmente ordenado P, podem agora obter-se recorrendo as regras locais de
crescimento inversas (teorema 4.5). Os rétulos das linhas e colunas, obtidos
a partir dos quadros de Young semistandard, permitem entdao recuperar total-
mente a permutacdo generalizada a.

Provamos assim o teorema 4.18.
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4.3. O jeu de taquin de Schiitzenberger

O teorema seguinte estabelece que este algoritmo envolvendo diagramas
de crescimento corresponde ao algoritmo original da correspondéncia RSK. A
demonstracao do teorema segue uma estratégia inteiramente analoga, com as
adaptacdes naturais, ao que foi feito na seccdo anterior para demonstrar o
teorema 4.10, pelo que nao a faremos aqui.

Teorema 4.20. Seja o uma permutagio generalizada. FEntdo

(P(a), Q(a)) = (P(pa), P(qa))-

Finalmente, para concluir a seccao, vamos demonstrar o teorema 3.25, que
voltamos a enunciar.

Teorema 4.21 (Knuth, [15]). Seja o uma permutacao generalizada. Se o S5 K,

(P,Q), entdo
ot S (@, P).

Demonstracao. A demonstragdo é inteiramente analoga & do teorema 4.11.
Basta observar que, tal como no caso das permutagoes, o diagrama de cres-
cimento de a~! se obtém do de o por uma reflexdo pela diagonal que liga as
células (1,1) e (n,n). Assim, as margens superior e direita do diagrama de cres-
cimento de o' correspondem as margens direita e superior, respectivamente,
do diagrama de crescimento de «. Logo,

(Q(a), P()).

—1 R-S-K
o —

4.3 O jeu de taquin de Schiitzenberger

Nesta sec¢ao vamos apresentar uma versao do jeu de taquin recorrendo a di-
agramas de crescimento, tal como fizemos para a correspondéncia de Robinson-
Schensted na seccao anterior. Usando esta abordagem, demonstraremos uma
propriedade de simetria deste algoritmo que nao é clara a partir da sua descri-
cao classica, apresentada no capitulo anterior.

Ao longo desta secgao, seguimos maioritariamente [10].

Em primeiro lugar, observemos que uma sequéncia de deslizamentos num
quadro de Young enviesado standard de forma \/pu, tal como descrito no capi-
tulo anterior, é determinada por um quadro de Young standard de forma u. De
facto, se ) € um quadro de Young standard de forma p, podemos associar-lhe
a sequéncia de deslizamentos que conduz ao quadro

jc2 .. .jck (P)’

-cq

J

107



4. Diagramas de Crescimento

em que - k e, para cada i € [k], ¢; é a caixa de pu que tem entrada k.
Esta ¢ uma sequéncia de deslizamentos admissivel (isto ¢, em cada passo, o
deslizamento ¢é efectuado em relagdo a uma caixa que é canto exterior).

Reciprocamente, qualquer sequéncia de deslizamentos que conduza a um
quadro de Young standard determina, de modo natural, um quadro de Young
standard de forma p.

Exemplo. Consideremos o quadro de Young enviesado standard de forma
(3,3,1)/(2,1) seguinte:

3]
P = 114

2]

Consideremos ainda o quadro de Young standard de forma (2,1):

_[1]2]
Q=31

O quadro @ codifica uma sequéncia de deslizamentos que d4 origem aos se-
guintes quadros de Young enviesados standard:

2,1 El 1,2 3]
jPUP) =[1]a] =P, jMP(P)=[1]4
2 2

w

=Py, jE(P) = L3l py.

Tem-se que Py = jdt(P).

Vamos agora ver como este processo pode ser efectuado usando um dia-
grama de crescimento.

Exemplo. Consideremos os quadros de Young P e @) do exemplo anterior.
Ao quadro P podemos associar, tendo em conta a proposi¢ao 1.45, uma cadeia
saturada de diagramas de Young. Do mesmo modo, ao quadro @) corresponde
uma cadeia saturada de diagramas de Young.

Estas cadeias podem ser dispostas num diagrama de crescimento rectangu-
lar que, por conveniéncia, dispomos de modo inclinado. Note-se que a cadeia
saturada correspondente a P se encontra na margem superior esquerda do dia-
grama e a cadeia saturada correspondente a () se encontra na margem inferior
esquerda, sendo que esta tltima comeca com (2,1) e termina com ().

Dispondo as cadeias saturadas correspondentes aos quadros P;, P, e P3, do
exemplo anterior, paralelamente & cadeia saturada que corresponde P, obtém-
se o diagrama de crescimento:
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4.3. O jeu de taquin de Schiitzenberger

ps =0

A cadeia saturada da margem superior direita do diagrama de crescimento
corresponde a um quadro de Young enviesado standard P’. No exemplo ante-
rior, a cadeia saturada é

que corresponde ao quadro de Young enviesado standard

P

O objectivo desta sec¢ao ¢ demonstrar que @ = jdt(P’). Assim, o diagrama
de crescimento ilustra uma propriedade de simetria do jeu de taquin que nao
é clara a partir da defini¢ao original do algoritmo. Esta simetria vem expressa
no teorema que se segue.
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Teorema 4.22 (Simetria do jeu de taquin). Seja P um quadro de Young
enviesado standard de forma \/u e seja Q um quadro de Young standard de
forma p. Sejam

P, ..., P

0s quadros de Young enviesados standard que se obtém de P pelos sucessivos
deslizamentos codificados pelo quadro de Young Q. Suponhamos que, para cada
i € [k], P; é da forma \;/ ;.

Seja P’ o quadro de Young enviesado standard que corresponde & cadeia
saturada de diagramas de Young

Y()\k) < Y(/\kfl) <= Y(/\l) < Y()\)

Entao, Q = jdt(P').

Para demonstrar o teorema anterior, vamos apresentar, tal como fizemos
para a correspondéncia de Robinson-Schensted, regras locais de crescimento
que permitem obter os diagramas de Young de um diagrama de crescimento
como o do exemplo anterior apenas a partir dos diagramas de Young das mar-
gens esquerdas.

Consideremos entdao um subquadrado de um diagrama de crescimento para
o jeu de taquin:

Precisamos do lema que se segue.

Lema 4.23. Temos as sequintes relacées de cobertura entre os diagramas de
Young representados anteriormente:

Y(v)<Y(u) <Y(p) e Y()<Y(A)<Y(p).

Demonstragio. E claro que Y(u) < Y(p) e Y(v) < Y()), pela construcio do
diagrama de crescimento.

Existem um quadro de Young enviesado standard P de forma ~v/J, um
canto interior ¢ de § e um numero natural £ tais que:
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4.3. O jeu de taquin de Schiitzenberger

e Y (u) éigual a Y(J) juntamente com as caixas de P com entradas de 1 a
k;

e Y(p) ¢igual a Y(0) juntamente com as caixas de P com entradas de 1 a
k+1;

e Y(v) éigual a Y (0)\{c} juntamente com as caixas de j°(P) com entradas
delak;

e Y(v)éigual a Y (0)\{c} juntamente com as caixas de j°(P) com entradas
delak+1

De facto, qualquer subquadrado de um diagrama de crescimento do jeu de
taquin se encontra nestas circunstancias, como se pode ver pela construcao do
diagrama de crescimento descrita anteriormente.

Procedemos por indugdo em k. Se k = 1, entdo Y (u) e Y (v) estdo na
margem inferior esquerda do diagrama de crescimento e, pela construgao do
diagrama de crescimento, temos Y (v) < Y (u). Para além disso, temos que:

e A caixa acrescentada a Y (u) para obter Y (p) é a caixa de P com entrada
1.

e A caixa acrescentada a Y (v) para obter Y (\) é a caixa de j¢(P) com
entrada 1.

Se a entrada 1 foi movida na passagem de P para j°(P), entao a caixa de j°(P)
com entrada 1 é uma caixa de J. Se a entrada 1 nao foi movida na passagem
de P para j¢(P), entdo a caixa de j°(P) com entrada 1 é a caixa de P com
entrada 1. Em qualquer caso, temos Y (\) C Y(p). Uma vez que a diferenca
entre Y (\) e Y(p) € apenas de uma caixa, temos Y () < Y (p).

Basta agora provar que, para k arbitréario, se Y (v) < Y (u), entdo Y (\) <
Y (p). Temos que

e A caixa acrescentada a Y (u) para obter Y (p) ¢ a caixa de P com entrada
k+ 1.

e A caixa acrescentada a Y (v) para obter Y (\) é a caixa de j°(P) com
entrada k + 1.

Se a entrada k + 1 foi movida na passagem de P para j°(P), entdo a caixa de
j¢(P) com entrada k + 1 é uma caixa de J ou uma caixa de P com entrada
menor que k4 1. Se a entrada k + 1 nao foi movida na passagem de P para
J¢(P), entao a caixa de j¢(P) com entrada k + 1 é a caixa de P com entrada
k + 1. Em qualquer caso, temos Y (A) C Y (p). Uma vez que a diferenca entre
Y (A) e Y(p) é apenas de uma caixa, temos Y (A) < Y(p). A demonstragao fica
assim concluida. O
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4. Diagramas de Crescimento

O teorema seguinte diz-nos como se pode obter o diagrama de A & custa
dos outros trés.

Teorema 4.24 (Regras locais de crescimento (jeu de taquin), Fomin, [10]). O
diagrama de Young Y () obtém-se dos diagramas de Young das partigées v, p
e p do sequinte modo:

(i) Se Y () € o dnico diagrama de Young que contém Y (v) e estd contido
em Y (p), entao Y(\) =Y (p).

(i) Caso contrdrio, existe apenas wm diagrama de Young diferente de Y (p)
que contém Y (v) e estd contido em'Y (p); Y (N) € esse diagrama de Younyg.

Demonstra¢do. Tal como na demonstracao do lema anterior, existem um qua-
dro de Young enviesado standard P de forma /4§, um canto interior ¢ de § e
um numero natural k tais que:

e Y(pu) éigual a Y (§) juntamente com as caixas de P com entradas de 1 a
k;

e Y(p) ¢igual a Y(0) juntamente com as caixas de P com entradas de 1 a
k+1;

e Y(v)éigual a Y (0)\{c} juntamente com as caixas de j¢(P) com entradas
delak;

e Y(v)éigual aY(d)\{c} juntamente com as caixas de j¢(P) com entradas
delak+1.

Comecemos por observar que, uma vez que Y (p) se obtém de Y (v) acrescen-
tando-lhe duas caixas, temos que existem no méaximo dois diagramas de Young
entre Y(v) e Y(p).

Consideremos os seguintes casos:

1. A entrada k + 1 muda de posi¢ao na passagem de P para j°(P). Temos
que:

e A caixa acrescentada a Y (u) para obter Y (p) ¢ a caixa de P com
entrada k + 1.

e A caixa acrescentada a Y (v) para obter Y(A) é a caixa de j¢(P)
com entrada k + 1.

e Y ()\) tem uma caixa a menos que Y (p), pelo lema anterior. A caixa
de P com entrada k + 1 tem uma entrada maior em j¢(P) ou entdo
nao existe em j¢(P). De qualquer modo, a caixa de P com entrada
k + 1 nao existe em Y (), pelo que é esta a caixa que se acrescenta
a Y (M) para obter Y (p).
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4.3. O jeu de taquin de Schiitzenberger

As observagoes anteriores permitem concluir que a diferenca entre Y (v)
e Y (p) consiste na caixa de j°(P) com entrada k+ 1 e na caixa de P com
entrada k + 1. S6 uma destas caixas é um canto exterior de Y'(p), pelo
que existe um unico diagrama de Young entre Y (v) e Y (p). Para além
disso, neste caso, temos Y (u) = Y(N).

2. A entrada k£ + 1 ndo muda de posi¢do na passagem de P para j°(P).
Temos que:

e A caixa acrescentada a Y (u) para obter Y (p) é a caixa de P com
entrada k + 1.

e A caixa acrescentada a Y (v) para obter Y(\) é a caixa de j°(P)
com entrada k + 1.

e Y(A) tem uma caixa a menos que Y (p), pelo lema anterior. Como a
caixa de P com entrada k+1 éigual & caixa de j°(P) com entrada k+
1, temos que esta caixa existe em Y (\). Assim, a caixa acrescentada
a Y () para obter Y (p) é diferente desta.

As observagOes anteriores permitem concluir que existem dois diagramas
de Young de Young diferentes entre Y (v) e Y(p): Y(u) e Y(N).

A discussao dos casos anteriores permite concluir o seguinte:

(a) Existe um tunico diagrama de Young entre Y (v) e Y(p) se e s6 se k + 1
muda de posi¢do na passagem de P para j°(P). Neste caso, Y (u) = Y ().

(b) Existem dois diagramas de Young entre Y (v) e Y (p) se e s6 se k+ 1 nao
muda de posi¢ao na passagem de P para j¢(P). Neste caso, Y (u) # Y (N).

As conclustes anteriores implicam o enunciado do teorema, pelo que a demons-
tracao estd concluida. O

Podemos agora demonstrar o teorema 4.22. Consideremos novamente um
subquadrado de um diagrama de crescimento do jeu de taquin:
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O diagrama de Young Y (u) pode também ser obtido a partir dos trés restantes,
seguindo regras locais duais das apresentadas anteriormente: basta trocar os
papéis de p e A no enunciado dessas regras. Assim, conclui-se que o quadro
standard de Young que corresponde & cadeia saturada da margem inferior
esquerda do diagrama de crescimento é igual a jdt(P’), em que P’ é o quadro
de Young enviesado standard que corresponde & cadeia saturada da margem
superior direita.
Fica assim demonstrado o teorema 4.22.

4.4 A involugao de Schiitzenberger

Nesta secgdo, vamos descrever o algoritmo de evacuagdo usando diagramas
de crescimento. Uma vez que a evacuacao se baseia nos algoritmos de desliza-
mento que também se encontram na base do jeu de taquin, iremos comegar por
abordar a evacuacdo do ponto de vista dos diagramas de crescimento estuda-
dos na seccao anterior. Posteriormente, iremos relacionar esta abordagem com
os conjuntos parcialmente ordenados de permutacao, introduzidos no inicio do
capitulo.

Consideremos entdao um quadro de Young standard P de forma A. O ope-
rador A, definido na tdltima secc@o do capitulo 3, consiste em aplicar um desli-
zamento para a frente ao quadro P’, que se obtém de P removendo-lhe a caixa
(1,1). Assim, um diagrama de crescimento do jeu de taquin para o operador
A tem a forma:

Y

Sucessivas iteracoes do operador A produzem diagramas de crescimento
que podem ser dispostos num outro tipo de diagrama de crescimento, de forma
triangular, como ilustrado no exemplo seguinte.

Exemplo. Consideremos o quadro de Young standard

p_l113]5]6]
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Os quadros que se obtém de P por sucessiva iteracdo do operador A podem
ser dispostos no seguinte diagrama de crescimento triangular:

A margem esquerda do diagrama corresponde ao quadro P; as margens
paralelas a margem esquerda correspondem aos quadros que se obtem de P
por aplicacdo sucessiva do operador delta. Notemos que estes nao sdo quadros
de Young standard, mas sim quadros de Young standard parciais: as entradas
de A¥(P) sio os elementos do conjunto {k +1,...,n}.

Tendo em conta a definicao do processo de evacuacao, a margem direita do

diagrama tem uma cadeia saturada de diagramas de Young que corresponde a
ev(P).

A simetria das regras locais nos diagrama de crescimento do jeu de taquin
permite agora concluir que a aplicacdo P — ev(P) é uma involugao. De
facto, se preenchermos a margem esquerda de um diagrama de crescimento
da evacuacao com a cadeia saturada correspondente a ev(P) e aplicarmos as
regras de crescimento, obtemos na margem direita o quadro P original. Assim,
ev(ev(P)) = P. Fica entao demonstrado o teorema 3.40.

Vamos agora relacionar os diagramas de crescimento para a evacuagao corn
a correspondéncia de Robinson-Schensted e, particularmente, com a nogao de
conjunto parcialmente ordenado de permutagao definida no inicio do capitulo.

Comecemos por definir, dada uma permutacdo o € S, e dados i,j € [n],
com ¢ < j, o seguinte subconjunto de P,:

Boli;j] = {(k,o(k)) 11 < k < j}.

Definimos também, dados i, j € [n], com i < j, Aj.;) = M Poli; j]).
Temos o seguinte resultado.

115



4. Diagramas de Crescimento

Lema 4.25. Seja o € S,.
(a) Para qualquer i € [n] e qualquer j € [n — 1],

Y (Nig) <Y Aiggig))-

(b) Para qualquer i € [n — 1] e qualquer j € [n],

Y (M) <Y (Nigiz)-

Demonstra¢ao. Demonstramos apenas a alinea (a); a demonstracdo da alinea
(b) é andloga. Sejam i € [n] e j € [n — 1].

E facil ver que P, [i; j+1] = Py [i;j]U{(j+1,0(i+1))} e que (j+1,0(j+1))
é um elemento maximal de P,[i;j + 1]. Assim, o teorema 2.42 implica que
Y (X)) <Y Apiggrn)- =

Consideremos um diagrama de crescimento para a evacuacgao € numeremos
as filas do diagrama, de modo a atribuir coordenadas aos diagramas de Young
que nele figurem:

Referir-nos-emos as filas paralelas & margem esquerda do diagrama como
filas crescentes e as filas paralelas & margem direita como filas decrescentes.
Assim, um diagrama de crescimento para a evacuacao que esteja totalmente
preenchido terd um diagrama de Young em cada interseccao de uma fila cres-
cente com uma fila decrescente.

O resultado que se segue relaciona os diagramas de Young Y(/\[i;j]) com 0s
diagramas de Young de um diagrama de crescimento para a evacuacao.
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Teorema 4.26. Seja 0 € S, e seja Q) o quadro de registo de o. Preencha-se
a margem esquerda de um diagrama de crescimento para a evacuagGo com a
cadeia saturada de diagramas de Young que corresponde a Q) e complete-se o
diagrama de crescimento aplicando as regras locais de crescimento.

Tem-se que, para cada i,j € [n], com i < j, o diagrama de Young na fila
decrescente i e fila crescente j é Y (Aj;j5))-

Demonstra¢ao. A margem esquerda do diagrama de crescimento é a fila cres-
cente 1. Para qualquer j € [n], temos

Po[L;] ={(k,o(k)) : 1 <k < j} = Po 0 ([] x [n]) = Fs (4, n).
Assim, temos, para cada j € [n],
Y(AF[1:4])) = Y (Apy) = Y (Ajn),
e a cadeia saturada de diagramas de Young
Y (A1) < <Y (A\jn)

corresponde precisamente a Q(o) = ). Portanto, os diagramas de Young da
fila crescente 1 sdo precisamente os diagramas de Young Y (A[;.)-

Vamos agora mostrar que, aplicando as regras de crescimento locais & mar-
gem esquerda do diagrama, preenchida com os diagramas de Young Y (A1),
se obtém os restantes diagramas Y(/\[,-;j]). Isto, juntamente com a discussao
anterior, conclui a demonstracao.

Sejam i,j € [n] e consideremos os seguintes diagramas de Young numa
posicao genérica no diagrama de crescimento da evacuacao:

Y (Aji—155+1))

Y (A1) Y (Ajije1)

Y()‘[i;j])

Asgsim, precisamos de provar que:

e Se Y(\j_1,]) € o tinico diagrama de Young que contém Y (Aj;;) e esta
contido em Y (Aj_1;541]), entdo Y (Ajip1) = Y (Ajim1y))-

e Caso contrério, existe apenas um diagrama de Young diferente de Y (A;;_y.;))
que contém Y (A;5) e estd contido em Y (Aj_1;511]); Y (Ajyiq1)) € esse
diagrama de Young.
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4. Diagramas de Crescimento

A primeira parte € consequéncia do lema 4.25.

Suponhamos agora que existe uma partigdo p, diferente de Aj;_y,;, tal
que Y (u) contém Y (Aj;) e estd contido em Y (Aj_y.j41]). Uma vez que esta
parti¢do € unica, tem-se necessariamente Ajj11) = Ap_1,5) O Ajjy = Mo
Suponhamos, com vista a um absurdo, que Aj;j41) = -1,

Definamos caixas a e b do seguinte modo:

Y (Aig) =Y (Nim1) et

Y(/\[z;l;j}) = Y()‘[ifl;jJrl])\{b}'

Denotemos P = Ppli — 13+ 1], 21 = (i— 1,0(i — 1)) e 3 = (j + 1,0(j + 1)).
Entao, 1 é elemento minimal de P, x5 é elemento maximal de P, e temos

Y()\(P\{l‘l})) = Y()\(ﬁ\{l"z})) = Y(A[i—l;j-i-l]\{b}a

Y(A(P\{z1,22})) =Y (Aj-1;541)\{a, b}.
O teorema 2.49 implica que a estd na mesma, coluna de b ou na coluna imedia-
tamente & esquerda da de b, isto é, b estd na mesma coluna de a ou na coluna
imediatamente & direita.
Consideremos agora o conjunto parcialmente ordenado (P, <’), em que,
dados k,[ € [n], se tem

(k,o(k)) <" (I,o(l)) sees6 se k > 1ea(k) <o(l).

Esta ordem parcial ja foi considerada, na demonstracao do teorema 4.4. Re-
lembramos que um subconjunto de P é uma cadeia de (P, <) se e s6 se for
uma anticadeia de (]5, <’), e vice-versa. Portanto, os diagramas de Young con-
siderados nesta demonstracao sdo transpostos ao considerarmos esta ordem
parcial. Em relacao & ordem parcial </, z; ¢ maximal e x5 ¢ minimal. O
teorema 2.49 implica entdo que b estd na mesma linha de Y (Aj_1,j41) que a,
ou na linha imediatamente abaixo.

Esta ultima conclusdo, juntamente com o que ji sabemos sobre as posicoes
relativas de a e b, permite concluir que a e b sdo adjacentes, estando b abaixo
ou a direita de a. Mas isto implica que Y (A;;;) N {a} € o tnico diagrama de
Young que contém Y (A[;,;)) e esta contido em Y (Aj_1,541)), © que é absurdo.
A demonstracao fica entdo concluida. O

Consideremos uma permutacao o € S,. No capitulo 3, definimos a permu-
tagdo o’ do seguinte modo: para cada i € [n],

od(@)=n+1-0on+1—1).

Nao é dificil verificar que, se representarmos o grafico da permutacdo ¢ numa
grelha, como descrito na primeira sec¢ao deste capitulo, entao o gréfico de o’
pode ser obtido por uma rotacao de 180 graus do grafico de o.
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4.4. A involugdo de Schiitzenberger

Exemplo. Consideremos a permutacao o = 423615 € Sg. O grafico de o pode
ser representado do seguinte modo:

Tem-se que o’ = 261453. O grafico de o’ pode ser representado do seguinte
modo:

Seja o € S, e considere-se a seguinte aplicacao:

770 : Py — Py
(i,0()) = (n—i+1,0'(n—i+1))

Verifica-se facilmente que v é bijectiva e que, para quaisquer i,j € [n], se
(i,0(i)) < (j,0(4)), entdo ¥(i,0(i)) > ¥(j,0(j)). Assim, concluimos que
o conjunto parcialmente ordenado P, é isomorfo ao conjunto parcialmente
ordenado dual de P,. Assim, a proposi¢do 1.26 implica que

Y(AMF)) =Y (A(F))-

Tendo em conta que o conjunto parcialmente ordenado P, é isomorfo ao
conjunto parcialmente ordenado dual de P,, podemos dar uma interpretacao
geométrica a extensdo linear ¢,/, & custa da extensdo linear g,. Sabemos que a
extensao linear ¢, corresponde a numerar os elementos de P, de acordo com a
sua segunda coordenada, isto é, numera-los “de baixo para cima”. Assim, como
a extensao linear ¢, corresponde a numerar os elementos de P, “de baixo
para cima’, podemos interpretar esta extensao linear como uma numeragao
dos elementos de P, “de cima para baixo”.

Tendo em conta o exposto, podemos concluir o seguinte: do mesmo modo
que os diagramas de Young Y()\[l; j}) formam a cadeia saturada correspondente
ao quadro de Young P(q,) = Q(0), os diagramas de Young Y (\};;1)) formam a
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cadeia saturada correspondente ao quadro de Young P(gq,/) = Q(0’). Uma vez
que os diagramas de Young Y()\[i; 1]) formam a cadeia saturada que corresponde
a ev(Q(0)), podemos concluir o teorema que se segue.

Proposicao 4.27. Seja o € S,,. Tem-se que

Q(0") = ev(Q(0)).

A proposicao anterior é apenas uma parte do teorema 3.41; para concluir
a outra parte precisamos de um lema.

Lema 4.28. Seja o0 € S,,. Tem-se
(O'/)_l — (0_—1)/'

Demonstracao. Note-se que o’

i€ [nl,

= fof, em que 0 é definida por: para cada

0(i)=n—1i+1.

Uma vez que 67! = 6, tem-se

() = (000) " =009 = 000 = (o).

Podemos agora demonstrar o teorema 3.41, que voltamos a enunciar.

Teorema 4.29. Seja o € S,,. Se o H5, (P,Q), entao

o' 5 (ev(P),ev(Q)).

Demonstra¢io. Resta-nos apenas ver que P(c’) = ev(P(0)). Tem-se, pelo
lema anterior e pelo teorema 3.13,

Finalmente, vamos demonstrar o teorema 3.42, que também enunciamos
de novo.
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Teorema 4.30. Seja o € S,,. Se o H5, (P,Q), entao
0" 5 (PT, (ev(Q)).
Demonstra¢ao. Tendo em conta a proposi¢ao 3.14, resta-nos ver que Q(o") =

(ev(Q))T. Notemos, em primeiro lugar, que 0" = ¢, em que 0 é a permutacio
definida no inicio da demonstracao do lema 4.28. Assim,
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