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Resumo

Esta investigacdo tem como objetivo o estudo do desenvolvimento do
raciocinio relacional, através de relacdes de igualdade e desigualdade, em alunos
do 3.9 ano, seguindo uma abordagem de cunho exploratorio.

O quadro conceptual faz referéncia a early algebra, e as aprendizagens e
concecoes que os alunos desenvolvem relativamente as duas relagoes.
Simultaneamente refere-se a forma como os alunos justificam as suas estratégias
de resolucdo e como se inicia o seu processo de generalizacdo. E importante que o
desenvolvimento do raciocinio relacional tenha como base uma concecdo correta
das relacbes que se estabelecem na relacdo de igualdade e desigualdade, uma boa
interpretacdo do sinal de igual e dos simbolos de maior e menor, tarefas
estruturadas com expressbes que promovam o0 uso de raciocinio relacional,
momentos de discussao coletiva em que os alunos justificam as suas ideias e
tentam generaliza-las partilhando-as com a turma.

O estudo segue uma abordagem qualitativa e envolve uma observacdo
participante. A recolha de dados é realizada numa turma de 3.9 ano em que é
analisada a sua aprendizagem. Esta recolha envolve as producdes dos alunos e
informagdes recolhidas através do diario de bordo.

Os resultados mostram que os alunos melhoraram as suas concegdes sobre
as relagdes de igualdade e desigualdade, compreendendo as ligagcdes que se
estabelecem entre cada membro da expressdo. As suas estratégias mostram o uso
do raciocinio relacional ndo sentindo necessidade em recorrer a calculos. Mostram
algumas dificuldades em justificar as suas ideias sem recorrer a exemplos
concretos. As generalizagdes criadas sao desenvolvidas, na grande maioria, no
momento de discussdo coletiva e com alguma orientacdo do professor. A dinamica
de sala de aula também revela ser importante para o desenvolvimento do raciocinio

relacional.

Palavras-chave: Raciocinio relacional, Relacdo de igualdade, Relagdo de

desigualdade, Justificacdo, Generalizagao.



Abstract

The research aims to develop the relational reasoning through relations of
equality and inequality, in third grade students and following an exploratory
approach.. The theorical framework makes reference to the early algebra, the
learning and conceptions that the students develop relatively to the two relations..
Simultaneously it refers to the way students justify their resolution strategies and
how the generalized process starts.

Thus it is important that the development of the relational reasoning has as
base a correct conception of the relations that are established in the relation of
equality and inequality, as well as a good interpretation of the signal of equal and
the symbols of greater and minor; structured tasks with expressions that promote
the use of relational reasoning, moments of collective discussion in which students
justify their ideas and try to generalize them by sharing them with the class. The
study follows a qualitative approach and involves a participative observation. Data
collection is carried out in a third grade class which examined their learning. This
recall involves the productions of the students and information gathered through
the logbook.

The results show that students improved their conceptions of the relations of
equality and inequality, including the links that are established between each
member of the expression. Their strategies show the use of relational reasoning
without feeling the need to use the calculations. The students show some difficulties
in justifying their ideas without resorting to concrete examples. Generalizations are
developed, in most cases, in collective discussion and with some guidance from the
teacher. The dynamics of the classroom also revealed to be important for the

development of relational reasoning.

Keywords: Relational reasoning, Relation of equality, Relation of inequality,

Justification, Generalization.



Agradecimentos

Concluido este trabalho é necessario agradecer a algumas pessoas que

contribuiram para este estudo.

Ao meu orientador, Professor Doutor Jodo Pedro da Ponte, pelo seu saber,
exigéncia e rigor, disponibilidade demonstrada na orientagdo desta investigacdo e

pela ajuda e sugestdes nos momentos dificeis deste caminho.

As minhas colegas de mestrado, Irina e Patricia, por todo o tempo que
passamos juntas a discutir ideias, a trabalhar e a conviver e, acima de tudo, a

construir uma grande amizade.

Aos professores titulares de cada uma das turmas com quem trabalhei,
professora Paula Soares e professor Antdénio Cerca. Um especial agradecimento a
professora Paula pela disponibilidade demonstrada e por me deixar tdo a vontade

em tudo o que precisei.

A Direcdo da escola pela possibilidade de realizar o estudo nos moldes em

que foi planeado.

A todos os alunos que participaram no estudo e que tanto interesse

demonstraram ao longo dos diferentes momentos.

Aos amigos que me apoiaram em cada um dos momentos. Em especial a
Ana Luisa, que tantas horas me dispensou do trabalho para poder ir a Universidade

para a concretizacdo do estudo.
Por ultimo, um agradecimento aos meus pais e irmaos, que me incentivaram

a continuar e a quem, ao longo deste tempo ndo dei tanta atencdo. Um

agradecimento especial a Inés e ao Christian.



Indice
Capitulo 1 - INErOAUGE0 ...ttt ettt s aeanans 1
1.1 Motivagao e pertinéncia do €StUdO .......ccccoeueiieieiiieeee e, 1
1.2 Objetivo de @STUAO ...t 5
Capitulo 2 — QUAdro CoNCEPLUAL.......c.c.cvececeeeeeeecee e 7
2.1 BQrlY AlGEDIa ...t bttt 7
2.2 RaCiOCINIO FElACIONAL ..ot 9
2.2.1. APreNiZAgEIM .....cuiiiiciieeee ettt ettt 9
2.2.2. TArEf@S ..ttt 11
2.2.3. Interpretacao do sinal de igual......c.ccoverrreeseeeeeceee e 15
2.2.4. Relagao de desigualdade........cceiiiiiniciesseee e 17
2.2.5. Justificagao € GeneraliZagao ... 17
Capitulo 3 - EXperiéncia d& ENSINO .........cccoveveveveeeeeeceecceeee ettt 23
3.1, TACIAS GEIAIS. ..ottt 23
3.2, TAEfAS. .. 24
3.3. Dinamica de sala de @ula ... e 27
3.4. Planificacdo da Unidade de ENSINO ......c.cccoevvivivieicicicccrccece e 29
3.4.1. ASPETOS GEIAIS c.eeeeuieeieeeieeeeere ettt sttt ens 29
3.4.2. Sessao 1 — Tarefa diagnOStiCa ........covevecucueveieceeeceee e 31
3.4.3. SESSA0 2 ..ttt e ens 31
3.4.4. SESSA0 3 ..ottt ettt 32
3.4.5. SESSA0 4 ..ottt 33
3.4.6. SESSA0 5 ..ottt 33
3.4.7. SESSA0 B ..ottt ettt 34
3.4.8. SESSA0 7 etttk ettt 35
3.4.9. SESSA0 8 ..ottt 35
Capitulo 4 - Metodologia de INVestigagao........cccoceueveiiecrceeeeeeecce e 37
4.1. OpcOES MELOAOIOGICAS. ...ttt 37



4.2. Balanco do eStudo PilOto ..o 41

4.3, PartiCIPAnTES......ooioeeece ettt e e ne s 44
4.4. Métodos de recolha de dados........cccoeiericenicee s 45
4.5. ANALISE dE dAdOS......cooeiiiieieeeee e 46
4.6, CaleNAArIZAGA0O .....oveveeeeeeceeeeeteteee ettt ettt ettt s et an e enens 46
Capitulo 5 - EStUdO PriNCIPal.......occuoieiiccecieee et 49
5.1 = SESSA0 L.ttt 49
5.1.1. AnAlise da QUESEAO ..ottt 50
51,2, QUESLEO 2.ttt ettt ettt ettt nn 62
5.2, SESSA0 2 ..ottt st et s s s e 74
5.2.1. Analise da QUESLE0 1 ...ttt 74
5.2.2. ANAlise da QUESLE0 2.ttt 82
5.2.3. Discussao dos resultados da SeSSA0 2 ........cccccvvieiennneniieeienneeeienne 85
5.3. SESS@0 3 ittt ettt 86
5.3.1. ANAIISE da QUESTA0 L.ttt 86
5.3.2. ANAlise da QUESTE0 2. 95
5.3.3. Discussao dos resultados da SesSSa0 3 .......ccccovvirernnnieeesneneeeeeens 105
5.4, SESSA0 4 ..ottt 106
5.4.1. Analise da alin@a 1.1. ... 107
5.4.2. Analise da alin@a 1.2. ... e 110
5.4.3. Analise da alin@a 1.3 ... 111
5.4.4. Discussao de resultados da SESSA0 4 ........ccceevrvieeieenneneseiesseseeeeeaens 115
5.5, SESSA0 5 ettt 115
5.5.1. Analise da alin@a 1.1. ... 117
5.5.2. Analise da alin@a 1.2......ccccoiieieeceeee e 122
5.5.3. DIiSCUSS0 da@ SESSA0 5....covuiiieiririiiicieieirrceie et 123
5.6, SESSA0 6 ..ttt s e 124
5.6.1. Andlise da qUESTE0 1......ccoooiiiiecce e 125



5.6.2. ANAlise da QUESTE0 2. 131

5.6.3. Discussao de resultados da S€SSE0 6 .......ccceeuvrriirreerrninieeesseeeeeeene 137
5.7, SESSQ0 7 oottt s s e 138
5.7.1. Andlise da QUESLE0 ...t 139
5.7.2. ANAlise da QUESTEO 2......coooeceeeeeecee e 143
5.7.3. Discussao dos resultados da SESSA0 7 .......ccccvviieerrnninieeienneeieieeens 146
5.8. SESSA0 8 ..ttt 147
5.8.1. ANAlise da QUESLA0 L.ttt 148
5.8.2. ANAlise da qQUESLE0 2......ccoooiuiuiieieecceeeee e 156
5.8.3. Discussao dos resultados da SeSSA0 8........cccccevrirerrninieeerreeeeeens 163
5.9. Analise comparativa entre estudo piloto e estudo principal..................... 164
5.9.1. SESSA0 1 ..ottt ee 164
5.9.2. SESSA0 2 ..ottt s e 166
5.9.3. SESSA0 3 ..ottt en e 167
Capitulo 6 = CONCIUSTO c...vevveceeececececeeeeeeee ettt 169
6.1. SINLESE dO ESEUAOD ..o 169
6.2. CONCIUSOES AO ESTUAOD......ciuieeieieiiceeieirr e 170
6.3. BalanGo fiN@l ... 173
6.4. REfIEXA0 fINAI .o 175
REFEIENCIAS. ... ettt 179
AANIEXOS .ttt h e h e b bbbt b et b et b e e bt a et tenes 183

Vi



Indice de Figuras

Figura 1 - Esquema orientador da Unidade de ENSino. .......ccccooceininreinnneenne. 30
Figura 2 - QUestao 1 da SESSA0 1. ...t 50
Figura 3 - REeSOIUGA0 A€ TANIA ..ot aeaee 51
Figura 4 - ReSOIUGA0 A€ JOQ0. oot 51
Figura 5 - ReSOIUGA0 de DUAITE. ..o 51
Figura 6 - Resolugao de Rafaela. ... e 52
Figura 7 - RESOIUGA0 A€ MaAl@. ..ottt 52
Figura 8 - ReSOIUGA0 A€ JO@NQA. .....ccuieereeeeeeecteee ettt ee 52
Figura 9 - ResoluGao de GONGAI0. ..o e 53
Figura 10 - Resolugao de David. ... 53
Figura 11 - ReSOIUGA0 A€ LAUI@....c.ceieeeeeeeececteeceeeeeeeeeee ettt 53
Figura 12 - ResoluGao de David. ... 54
Figura 13 - ReSOIUGA0 A€ TANIA. c.cooiiiiieieceeeeeeeeeeeeee et 54
Figura 14 - Resolugao de Rafael@. ... 54
Figura 15 - ResoluGa0o de Tiag0. ..o 54
Figura 16 - Resolugao de RiCArdo. .......ccoeveveeeeeeeceeeeeeeeee e 54
Figura 17 - ResoluGao de DUAILE. ..o 55
Figura 18 - ReSOIUGA0 A€ LAUI@ ... 55
Figura 19 - ReSolUGA0 d€ MaAra. ......cccevvvivieiieieeee e 56
Figura 20 - ResoluGan de DUAILE. ..ot 56
Figura 21 - ReSOIUGA0 A€ MAUIO. ...c.overeeeeeeeeteee et 56
Figura 22 - ResolUGA0 d€ TiagO. ....ccoeveveeereeeeeeeeteeeeeeteeeee et 56
Figura 23 - Resolugao de David. ... e 57
Figura 24 - ResoluGao de TANIA. ...ccccovvvveieieieieieeeeeeeeeetecteeee ettt 58
Figura 25 - ReSOIUGA0 d€ LaUra.....ccovoiiiiieeceeceeeeeeeeeees et 58
Figura 26 - ReSOIUGA0 d€ MaAr@. ......cccoveiviiiieeceeeeee et 58
Figura 27 - ReSOIUGA0 A€ JOQ0. .....ccuiiiierieieieteee ettt 59
Figura 28 - Resolugao de David. ... 59
Figura 29 - Resolugao de GONGAIO. .......ccceeveveviieicceeecceeee e 59
Figura 30 - ResoluGa0o de Tiag0. ...ccccoviiieiieiereeeee ettt e 60
Figura 31 - Resolucao de Rafaela. ... 60
Figura 32 - Resolugao de DUArte. ... 60
Figura 33 - Resolugao de RiCardo. ... 60
Figura 34 - ReSOIUGA0 A€ MaAra. ......cccouviieieiieeceteeeee ettt 61
Figura 35 - ReSOIUGE0 de TANIA. ....coeueieieececeeeeeeeeee e 61
Figura 36 - ReSOIUGA0 A€ LaUr@......ccococveveuieieeceeeeeeeeeetee et 61
Figura 37 - Resolugao de GONGAIO. .......c.ceeveveuiieicieeeccceee e 62
Figura 38 - ReSOIUGA0 A€ JOQ0. ...ttt 62
Figura 39 - QuUestao 2 da SESSA0 1 ...t 62
Figura 40 - Resolucao de David. ...t e 63
Figura 41 - ResoluGao de TiagoO. .....ccocucveveriieieeeieeeeeeteeeeeeee et 63

vii



Figura 42 - ReSolIUGA0 A& TANIA. ..cccvvvieeeeeieeeeeeeeeeeee ettt 64

Figura 43 - ReSOIUGA0 A€ MAUIO. ...c.coovvereeeeceeeeeete et 64
Figura 44 - ReSOIUGA0 A€ JOG0. ....cciieierereeeeeeeteeeeete et 64
Figura 45 - Resolugao de DUAIte. ... e 65
Figura 46 - ResSoluGao de MAUIO. .....ccovirieirieieeeee e 65
Figura 47 - Resolugao de Rafael@. ... 65
Figura 48 - ReSOIUGA0 A& TANIA. ..ccovoiieiieeeeceeeeeeeee et 66
Figura 49 - ReSOIUGA0 A€ JOAO0. ..o 66
Figura 50 - Resolugao de David. ...t 66
Figura 51 - ReSOIUGA0 A€ LaUr@......ccioieeeeeeicecececeeeeeeeeee e 66
Figura 52 - ResoluGao de DUAIEE. .....c.coueeeeveeeeeeeeeeecee e 67
Figura 53 - RESOIUGA0 A€ MAra. ....c.cueeeeeeeeececteeeeeeeeee et 67
Figura 54 - ResoluGao de Tiago0. ..o 68
Figura 55 - ReS0OIUGA0 d€ MAUIO. ..o 68
Figura 56 - ResoluGao de DUAILE. ..o 68
Figura 57 - ReSOIUGA0 d€ JO@NA. ...cueeereeeeeeeeceeeeeeeeeee ettt 68
Figura 58 - ReSOIUGA0 d€ LaUIa. ..o 69
Figura 59 - Resolugao de GONGAIO. .......cccueuvieieieieeeeececcceeeee e 69
Figura 60 - ReSOIUGA0 A€ JOAO0. ......cviririiiieieeetee e 69
Figura 61 - ResoluGao de DUAILE. ..ot 69
Figura 62 - RESOIUGA0 A€ MAra. ....c.cuoeeeeceeeeeeeeeee e 70
Figura 63 - ReSOIUGA0 de TANIA. ....cccceueiiiciceeeeeee e 70
Figura 64 - Resolugao de David. .......ccovvrreieeeeceeeeeeeeeeee e 70
Figura 65 - ReS0OIUGA0 d€ JOANA. ... e 70
Figura 66 - ReSOIUGA0 A€ JOGO0. .....ccooviiiieeeeeeree et 70
Figura 67 - Resolugao de RiCardo. .......cccuiveeuiieiiieeeeeeeeee e 71
Figura 68 - ReSoIUCA0 d& TANIA. ...ccooveiiiieeeieeeceeeeeeeee et 71
Figura 69 - ResolUGA0 d€ JO@NA. ....cocvcvevereeececeeeeeee e 71
Figura 70 - ReSOIUGA0 A€ MaAr@. .....ccovviiiiieeeeeeeee et 71
Figura 71 - ReSOIUGA0 d€ MAUIO. ..ottt e 72
Figura 72 - Resolugao de DUArte. ...t 72
Figura 73 - Resolugao de Rafael@. ... 72
Figura 74 - Resolugao de RiCardo. ........cocoeevereiereverevceceeeeeeeeeee e 72
Figura 75 - ReSoluGao de Tiag0. ..ottt 73
Figura 76 - QUestao 1 da SESSA0 2. .....ccccecevvererieeiireeeeeeeeeee et 75
Figura 77 - ResoluGa0n d€ TiagO. ....cccocueveveueirereteecieeeteeeeeveteee et 76
Figura 78 - Resolugao de GONGAIO. .......c.ceeveveuiieicieeececeeeeeeeee e 76
Figura 79 - ReSOIUGA0 A JOGO0. .....ccoouiiiiieeeeeetetete ettt 77
Figura 80 - Resolucao de Rafaela. ... 77
Figura 81 - Resolugao de David. ...t 77
Figura 82 - ResoluGao de DUAItE. ..o e 77
Figura 83 - ReSOIUGA0 d& MAUIO. .....ccooiiiiieeeeeeeteee et 78
Figura 84 - ReSoluGa0o d€ JOANA. ..ottt 78

viii



Figura 85 - Resolugao de GONGAIO. .......c.ceeveveuiieiceeeeecce e 78

Figura 86 - Resolugao de RiCardo. .......ccoecioveveeeeiceeeecceee e 78
Figura 87 - ResolUGA0 d€ TiagO. ....ccceveveuerieeeieteeeeeteeeee ettt 79
Figura 88 - ReSOIUGA0 A€ JOAO0. ..o 79
Figura 89 - ResoluGao de Tiag0. ..o 79
Figura 90 - ReSOIUGA0 A& TANIA. ..cccoviiiieeeeeceeeeeee et 80
Figura 91 - ResoluGao de David. ...t 80
Figura 92 - ResoluGa0o de JOANA. ...cccovviiieieieeeeee e 80
Figura 93 - Resolugao de Rafaela. ... 80
Figura 94 - Resolugao de GONGaAIO. .......cceeveveeeeeieceeeeceee et 80
Figura 95 - ReSOIUGA0 d€ JO@NA. ..c.cueeireeeeeececteeeeee ettt 81
Figura 96 - Resolugao de GONGAIO. .......c.cevveveeeeeiceeeeeeeee et 81
Figura 97 - ReSOIUGA0 A€ LaUIa......ccoovvivieiieieeeeee e 82
Figura 98 - Resolugao de Rafaela. ... 82
Figura 99 - ResoluGao de David. ... 82
Figura 100 - ReSOIUGA0 d€ TiagO0. .ottt 82
Figura 101 - QUEeSta0 2 da SESSA0 2.....ccovieieeieieieieieieeeeeeeeee e ses 83
Figura 102 - Resolugao de Rafael. ... 83
Figura 103 - ReSOIUGA0 € JO@O0. ..ot 83
Figura 104 - ResoluGa0 de Tiago. .cccooeeeieeeeeeeeeeeteeeeeeee et 83
Figura 105 - Resolugao de GONGAI0. ......ceeveeeeeeeiceeeeeeeee et 84
Figura 106 - Resolugao de Rafaela.........cccooeeeeeeeeeeccccee e 84
Figura 107 - ReSOIUGA0 d€ JO@NQA. ... 84
Figura 108 - QuUestao 1 da SESSA0 3......cccoeeerererereeeeeeeeeeee e 86
Figura 109 - ResolUGA0 de DUAItE. ..o e 87
Figura 110 - ReSOIUGA0 A€ JOQO0. ..cocuiiiieiiiecctce et 87
Figura 111 - ReSOIUGA0 d€ LaUra. .....ccevouiiieicieecceeeeetee et e 87
Figura 112 - Resolugao de RiCardo. .......ccccooeueieierereieeeeeeeeeeeee e 88
Figura 113 - ResSolUGA0 de Tiago. ..ccccceueieieieeeieeereeeeeee et 88
Figura 114 - ResoluGao de TaNIA. ..o 88
Figura 115 - ReS0OIUGA0 d€ JO@NQA. ..ottt 89
Figura 116 - ResoluGA0 de DUAIE. .....c.coeiieieeeceeeeeee et 89
Figura 117 - ReSOIUGA0 d€ LaUra. ......ccoveieieieiereeeececeee e e 90
Figura 118 - ResoluGao de TaNIA. ..ccceeiciiceceeeeeeeece e 90
Figura 119 - Resolugao de RiCardo. .......cccoeeiieieieeiieeeeceeeeee e 90
Figura 120 - ResoluGao de David. ... 90
Figura 121 - ReSOIUGA0 A€ JO@NQA. ..ottt 90
Figura 122 - Resolugao de Rafa€l. ... 91
Figura 123 - Resolugao de Rafaela........cccooovoeeeierevceciccccccceee e 91
Figura 124 - Resolugao de Rafa€la.......ccoooeiieieieeeeeeceeeeeeeeeee e 92
Figura 125 - ReSOIUGA0 d€ TANIA. ..cocvoveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt 93
Figura 126 - ReSOIUGA0 A€ JOG0. ..oovviiiieeeeeeee ettt 93
Figura 127 - Resolugao de Rafa€l. ... 93


file:///C:/Users/Raquel/Dropbox/Projeto/Setembro/Projeto_Raquel_13%20out%20de%202014.docx%23_Toc400965667

Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura

128 - RESOIUGA0 A€ MA@, ...ovveieeecee et 94

129 - ReSOIUGA0 A€ DUAItE. ...c.ceeeeececeeeeeee e 94
130 - Resolugao de GONGAI0. ..ot 94
131 - ReSOIUGAO0 d€ JO@NA. ... 94
132 - Resolugao de David. ... e 95
133 - QUESLA0 2 d@ SESSA0 3.ttt 95
134 - Resolugao de Rafael@........ccoeeeeveecieeecceceeeeeee e 96
135 - ReSOIUGA0 A€ MArQ@. .o 97
136 - ReSOIUGA0 d& TANIA. .oevieceeieeeiceee et 97
137 - RESOIUGA0 A€ MAUIO. ....veeeeececeeeeeeee e 97
138 - RESOIUGA0 A€ JOG0. .ottt 97
139 - ReSOIUGA0 A€ JO@NA. ...ttt 98
140 - Resolugao de GONGAI0. ... e 98
141 - Resolugao de David. ... e 99
142 - RESOIUGCE0 € TANIA. .ot 99
143 - Resolugao de RiCardo. ... 99
144 - ResSoluGa0 d€ TiagO. ..ot 99
145 - ReSOIUGA0 A€ MAUIO. ..o 100
146 - ReSOIUGAO0 d€ JO@NQA. ... 100
147 - ReSolUGA0 d€ DaVid. .....ccueeieeeeceeeeceeeeeeee e 100
148 - Resolugao de RiCardo. ........ccoeeveieeieicieiccccceeeeees e 100
149 - ReSOIUGAO0 € JOQ0....iiiiiiiiiisisie e 101
150 - Resolugao de GONGAI0. ... 101
151 - Resolugao de Rafaela........ccoeeeeecieecccccceeee e 102
152 - ReSOIUGA0 d€ JO@NQA. ...t e 102
153 - ReSOIUGA0 A€ MAUIO. .....cueieeeeccee e 102
154 - ReSOIUGE0 d€ TANIA. ..o e 103
155 - Resolugao de Raf@el. ... 103
156 - Resolugao de GONGAl0.......ccouvieveieiciccceeccceeee e 103
157 - ReSOIUGA0 d€ JO@0. .o e 104
158 - Resolugao de Rafaela........coeeeeeiciciiieeeeeeeeeee e 104
159 - ReSOIUGA0 A€ MAUIO. .....cueiieeeeec e 104
160 - ReSOIUGA0 d€ JO@NQA. ... e 104
161 - Ficha de trabalho da SeSSA0 4.........cccceuevereeieiiieeeeee e 106
162 - ReSOIUGA0 d€ TANIA. ..ooiiieeeccee e e 107
163 - ReSOIUGA0 A€ JOGO0. .o 108
164 - Resolugao de Raf@el. ... 108
165 - ReSOIUGA0 d€ LaUra. ..o e 108
166 - Resolugao de Rafaela........ccooeeveecieeiccccccceee e 109
167 - ReSOIUGA0 de DUAItE. ... 109
168 - Resolugao de RiCardo. .......ccoeeieeeveeceieeieeeeeeeeee e 109
169 - ReSOIUGA0 € JO@ANQA. ... e 110
170 - Resolugao de RiCardo. .......ccoeeeeereveieieieeiccccceeee e 110



Figura 171 - ReSOIUGA0 d€ TANIA. oot 111

Figura 172 - ResoluGao de Tiago. ..cceeeeeeeereeeeeeeeeeeeeeteeeee et 111
Figura 173 - Resolugao de Rafa€la........ccccooueveeeveeceeieeeeceeeeeeeeeeee e 111
Figura 174 - ResSolUGA0 d€ JO@NQA. ... 112
Figura 175 - Resolugao de Rafaela.........ccccoveeeeeececcccccee e 112
Figura 176 - ReSoIUGA0 d€ LaUra. ....ccoueueeeeereeeececteeee et 112
Figura 177 - ReSOIUGA0 d€ TANIA. .ccvvveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeese st 112
Figura 178 - ReSOIUGA0 A€ MAUIO. ... 113
Figura 179 - ResoluGao de DUAIE. ........ccooeeieeeeeeeecceeeeeeee e 113
Figura 180 - ReSOIUGA0 A€ MaAr@. ...cooveveeceeeeeteeeeeee e 113
Figura 181 - ReSOIUGA0 A€ JOG0. .ot e 114
Figura 182 - Resolugao de RiCArdo. ......ccocoeueieeeeeeeieeeeececeeeeee e 114
Figura 183 - Questao 1 da SeSSA0 5. 116
Figura 184 - Alineas da qQUESLA0 1....cccccciiereeiieeeeesece s 116
Figura 185 - Questao 2 da SESSA0 5. 117
Figura 186 - ReSOIUGA0 A€ JOG0......ccuoiiiiieeeecetetee e 117
Figura 187 - ReSOIUGA0 A€ MaAra. ....ccovvviieeeeeee e 118
Figura 188 - Resolugao de GONGAI0. .....cccceveieieeieeeeececeeceee e 119
Figura 189 - ResoluGA0 d€ TaNIA. ..ot 119
Figura 190 - Resolugao de Rafa€la.......cccooeeieveeecieeeeeeeeeeeee e 120
Figura 191 - ReSOIUGA0 A€ MAr@. ..cooveececeeeeeteeeeeeeeee e 122
Figura 192 - Resolugao de Rafaela.........ccooveeeeeiececcccecee e 122
Figura 193 - Resolugao de GONGAI0. .....cccoueueieieeieeececeeeeceeee e 122
Figura 194 - Questao 1 da SESSA0 B......cccceveveveverererercececceeeeee e 125
Figura 195 - Alinea 1.2. da SESSA0 B.....cococueveveieeiiceeeeeeeeee et 125
Figura 196 - ReSolIUGA0 d€ MAUIO. ......c.cceeieverieeecieteeeeteeee et 126
Figura 197 - Resolugao de Rafaela........ccccooeviivierercicieceeceeeeeeeeee e 126
Figura 198 - Resolugao de RiCardo. .......ccooeiivieeereiciceeeeceeeeee e 127
Figura 199 - ReSOIUGA0 A€ JOG0. ..o e 128
Figura 200 - Resolugao de Beatriz. ... 128
Figura 201 - Resolugao de Tiago. ...ccoceivierereiieieceeeeeee et 128
Figura 202 - Resolugao de GONGAI0. ......ccccuevevieiieicrieeeeteeee e 128
Figura 203 - Resolugao de David. ........cccceeeiererereieiecccecceeeeeeee e 129
Figura 204 - Resolugao de Rafael. ... 130
Figura 205 - Resolugao de Beatriz. ... 130
Figura 206 - ReSOIUGA0 d€ TANIA. .cooveveveieeeeeeeeeteeeeeeeeeeee st 130
Figura 207 - QUEStA0 2 d@ SESSA0 B....c.cevveveeiiicreeeeeeeeeeeeee e 131
Figura 208 - Resolugao de Beatriz. ... 132
Figura 209 - Resolugao de David. ...ttt 132
Figura 210 - ReSOIUGA0 d€ TANIA. .ottt 133
Figura 211 - Resolugao de Raf@el.........ccoeuiicicieiieeeceeeeeee e 133
Figura 212 - ReSOIUGA0 A€ JOG0. ..ooviiiiiiceeetee et 133
Figura 213 - ReSolUGA0 d€ DUAItE. ...t e 133

Xi



Figura 214 - ResolUGa0 de LaUra. .......ccoeeveveveeeeceeeeeeeeceee et 134

Figura 215 - Resolugao de RiCardo. ......ccocoeeieeeveeeieieeeeeeeeeee e 134
Figura 216 - ReSOIUGA0 A€ MaAr@. ...cooveveeeeeeeeeeeeeeeee e 134
Figura 217 - ResSolUGA0 de Tiag0. ..cccovvivieieieieieieieieie et 135
Figura 218 - ReSOIUGA0 A€ MAra. ....cccoovviieeeeceee e 135
Figura 219 - ReSOIUGA0 A€ JOG0. .cuouieeeceeeeeceeeeeeeee e 135
Figura 220 - Resolugao de David. .......cccceeeeeereieeeeceeeeeeeeeeeeeee e 136
Figura 221 - Resolugao de Rafaela.........cocoooeeeeeececcccccee e 136
Figura 222 - ReSOIUGA0 € JOGO0. ..ot 136
Figura 223 - ReSOIUGA0 A€ MAUIO. ......cocueuieeeteeeeeeeteeee et 137
Figura 224 - ResolUGA0 d€ TaANIA. .ccoveveeeeeeeeeeeeeeee et 137
Figura 225 - Resolugao de David. ... 137
Figura 226 - QUEesta0 1 da SESSA0 7....cccoeeeieieieeeieieieeeeeeeeeeeee e 138
Figura 227 - QUEeSta0 2 da SESSA0 7. ..ccccoeevieeeeieieieieeteieieeeeeeee e sesne 139
Figura 228 - Resolugao de Beatriz. ... 139
Figura 229 - Resolugao de RiCArdo. .......cccoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 139
Figura 230 - Resolugao de Rafael. ... 140
Figura 231 - ReSOIUGA0 € JO@0. ..ot 140
Figura 232 - ResolUGA0 d€ TaNIA. ..ccceviieeceieeeee e 141
Figura 233 - Rafaela no quadro a registar a generalizagao. .......cccoeeveveveneee. 142
Figura 234 - ReSOIUGA0 A€ LaUra. ...t 143
Figura 235 - ResoluGao de David. ... 143
Figura 236 - ResolUGA0 de Tiag0. ...cccovvivieieirieieeieieie e 143
Figura 237 - ReSOIUGA0 A€ MAUIO. ... e 144
Figura 238 - ReSOIUGA0 A€ JOG0. ...ocvoiiiiiieeeeeteee e e 144
Figura 239 - Resolugao de Rafaela........ccocooeeiviercreieeeeceeeeeeee e 144
Figura 240 - Resolugao de GONGAI0. ......ccocueveveeiicicicieetceee e 145
Figura 241 - ReSOIUGA0 d€ LaUra.......cccoeuiieierceeceeeeeeee et 145
Figura 242 - Resolugao de Rodrigo. ......ccccceveveveieveieieicccccceceeeeee e 146
Figura 243 - Questao 1 da SESSA0 8.......ccccoeevevererererceeccceeeeees e 148
Figura 244 - ResolUGa0 de TaANIA. ..ccccooveveeerereeeeeeeeeteeeeeee et 148
Figura 245 - ReS0OIUGA0 A€ MaAra@. .....ccooveiiererieeeeeeeeeee et 148
Figura 246 - Resolugao de Rafaela..........cccooeveeveevcrcciccceeeee e 149
Figura 247 - Resolugao de GONGAI0. .......ccccveveveveveieiercececceeeeee e 149
Figura 248 - Resolugao de Beatriz. ......cccooveviieievereieceeeeeeee e 149
Figura 249 - ReSOIUGA0 A€ JOQ0. .cciviereeieeeeeeeeeee et 149
Figura 250 - ResoluGao de Tiago. ...cccceieeerereeiieeicreeeeeeteee et 150
Figura 251 - ResoluGa0 de Tiago. ..ottt e 150
Figura 252 - Resolugao de Beatriz. ... 150
Figura 253 - Resolugao de GONGAI0. ......ccccueveveeieeeicrceeeeteeeeeeee e 151
Figura 254 - Resolugao de RiCardo. ......ccccoeeieveeereieeeeeeeeceeeee e 151
Figura 255 - Resolugao de David. ..ot 151
Figura 256 - ReSOIUGA0 A€ JOG0. ..oooviiiieeeeeeeeeeeee e 151

Xii



Figura 257 - ReSOIUGA0 A€ MAUIO. .....c.c.cueiirereeeceeteeeeeteeee et 152

Figura 258 - Resolugao de Rafa€la........cocoooueieveeeeeeeieeeeeeeeee e 152
Figura 259 - ReSOIUGA0 A€ LaUra. ....ccoueueeeeeeeeeecceeeee et 152
Figura 260 - ReSOIUGA0 € JOGO0. ..ot 153
Figura 261 - Resolugao de David. .......cccoeereeieeeeeceeeeeeeeeee e 153
Figura 262 - ReSOIUGA0 A€ MaAr@. ...cooveveveeeeeeeeeeeeeeeee et 153
Figura 263 - Resolugao de GONGAI0. ......ccccveveveeeeieeeeeeeeetceee et 153
Figura 264 - Resolugao de Beatriz. ... 153
Figura 265 - Resolugao de Beatriz. .......ccoooeeeeeeececceceee e 154
Figura 266 - Resolugao de RiCardo. .......cccocoeeieeevereeeeeeeeeeeeeee e 154
Figura 267 - ReSOIUGA0 A€ DUAIE. .....c.cueuveeereeeeceeeeeeeee e 154
Figura 268 - Resolugao de GONGAI0. ......ccccveveveueeeeecreeeeeeeeeeeeeee e 155
Figura 269 - ReSOIUGA0 A€ JOG0. ..ot 155
Figura 270 - ReSOIUGA0 d@ Laura. ......cccoveieieieieieeieeeeeeeeeeeee e 155
Figura 271 - ReSOIUGA0 A€ MAUIO. ......cooueeeeeeerceeeeeeteee et 155
Figura 272 - Resolugao de DavVid. ... 156
Figura 273 - ResSolUGA0 de Tiag0. ..ccccovivieiririeieieeieieie e 156
Figura 274 - Questao 2 da SESSA0 8.......ccccoveeeeeieeeeeeeeeeeee e 156
Figura 275 - Resolugao de Rafaela.........ccooveeeeeeccccccece e 157
Figura 275 - Resolugao de Rafa€la.......cccooeeieeeeecieeeeeeeeeeeeeeeee e 157
Figura 275 - Resolugao de Rafa€la.......cccooeeeeveveeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 157
Figura 278 - ReSOIUGA0 € JO@O0. ..ot 157
Figura 279 - ResoluGao de TaNIa. ..cccccevieeieieeeeee e 157
Figura 280 - ResoluGao de David. ........cccoeeerereierereieccccceeeeeee e 158
Figura 281 - ReSOIUGA0 A€ MaAra. ..o e 158
Figura 282 - ReSoIUGA0 A€ MAUIO. ......c.ceeierereeeceteee et 159
Figura 283 - Resolugao de Beatriz. ......cocooeiieierereiecceeeee e 159
Figura 284 - ResoluGao de Laura. .......cccoeveevereieeeereeeeeee et 159
Figura 285 - ReSOIUGA0 A€ MAra. .....cccoveiiieeeceeee e e 159
Figura 286 - Resolugao de Rafaela..........ccccooeveeveieicciccccceee e 159
Figura 287 - ResoluGa0 de DUAIME ........coevvevereeeeeeeeeeeeee e 160
Figura 288 - ReSOIUGA0 d€ TANIA. ..cccveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et 160
Figura 289 - Resolugao de David. ... 160
Figura 290 - ReSOIUGA0 A€ JOG0. ..ocooiiiiiiceceetee e e 160
Figura 291 - Resolugao de Tiago. ...ccoceivierereieeieeeeeeteee et 160
Figura 292 - Resolugao de GONGAI0. .....ccccueveveeieeeierceeceteeeeeeee e 160
Figura 293 - ReSOIUGA0 A€ TANIA. oottt e 161
Figura 294 - ResoluGao de DUAIte. ..ot e 161
Figura 295 - Resolugao de GONGAl0. .......ccccueveveveveieiecccecceeeee e 162
Figura 296 - Resolugao de Beatriz. .......cccoeeiiveeiereieeeeeeeeeeeeeeee e 162
Figura 297 - Resolugao de Raf@el.........ccveiicieciieeeceeeeeeeeeeee e 162
Figura 298 - ReSOIUGA0 A€ MAUIO. ..ottt e 162
Figura 299 - Resolugao de Rafaela..........cccoovoveveveeicciccccceeee e 162

xiii



Figura 300 - ReSOIUGA0 A€ JOG0. ..coouiieeeeeieeeeeeeeteeee et 163
Figura 301 - ResoluGa0 de Tiago. ..cceeueueeeeeereeeeeecteeee et 163

indice de Quadros

Quadro 1 - Propriedades aritméticas da adicao e multiplicagao...........cc........ 27
Quadro 2 - Calendarizacao dos diferentes momentos da investigagao. ......... 47
Quadro 3 - Desempenho dos alunos em questdes envolvendo igualdades. .50
Quadro 4 - Desempenho dos alunos em questdes envolvendo
deSiGUAlAAAES. ... 63
Quadro 5 - Desempenho dos alunos na questao 1 da sessao 2.........ccce........ 75
Quadro 6 - Desempenho dos alunos em expressdes que envolvem um
raciocinio rel@aCional ... 132
Quadro 7 - Desempenho dos alunos das turmas E e F na questao 1 da
SESSA0 L.ttt ettt nens 165
Quadro 8 - Desempenho dos alunos das turmas E e F na questdo 2 da
SESSA0 L.ttt ettt nens 165
Quadro 9 - Desempenho dos alunos das turmas E e F na questao 1 da

SESSA0 2t ettt e e ettt at e et e et et ae et eeae et eareneen 166

Xiv



Anexo

Anexo
Anexo
Anexo
Anexo
Anexo
Anexo
Anexo
Anexo
Anexo

Anexo

Indice de Anexos

1 - Planificagao da unidade de Ensino e quadro com a evolugao dos

topicos a0 10Ng0 das da SESSOES .......cccvveeeeeeeereeeeeereeeeeeeee e 184
2 - Ficha de trabalho N.0 1 ... 187
3 - Ficha de trabalho N.0 2 ..., 189
4 - Ficha de trabalho N.O 3 ... 191
5 - Ficha de trabalho N.0 4 ... 193
6 - Ficha de trabalho N.0 5 ..., 194
7 - Ficha de trabalho N.0 6 ... 196
8 - Ficha de trabalho N.0 7 ... 198
9 - Ficha de trabalho n.0 8 ..., 199
10 - Fichas de trabalho das sessOes do estudo piloto.........cccceuevnnne... 201

11 - Autorizagdes aos Encarregados de Educacao e a Direcdo do

AGrUPAMENTO ..o 208

XV



Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo comeco por fazer referéncia aos objetivos da Algebra e como
a Aritmética pode desenvolver o raciocinio algébrico, abordando a nocdo de
raciocinio relacional e como este se desenvolve. De seguida, falo sobre a razdes
que me levaram a realizar este estudo, apresento uma justificacdo da sua

pertinéncia e refiro os objetivos e questdes que guiam esta investigacado.

1.1 Motivacao e pertinéncia do estudo

Em Portugal, o ensino da Algebra no 1.0 ciclo assumiu grande importdncia
com o Programa de Matematica do Ensino Basico (ME, 2007), que mostrou que este
topico poderia ser abordado logo desde os primeiros anos de escolaridade. Esta
opcdo curricular apoia-se em investigacdes que sugerem que o estudo da Algebra
pode ser iniciado desde cedo, através de pequenas tarefas que os alunos vao
fazendo com recurso a algumas ideias algébricas nos seus raciocinios matematicos.
Deste modo, criam-se condigGes para que os alunos desenvolvam o seu raciocinio
matematico, e também, a que mais tarde, possam estudar Algebra de um modo
mais formalizado sem grande dificuldade.

A nivel internacional, os Principios e Normas para a Matemadtica Escolar
(NCTM, 2007) referem a importancia do dominio da Algebra como essencial para os
alunos, quer na sua futura vida escolar quer para a sua vida profissional. Este
documento enfatiza a ideia do ensino e aprendizagem da Algebra desde os
primeiros anos de escolaridade. Além disso, recomenda aos professores a criagao

de situacdes que promovam o desenvolvimento do raciocinio algébrico, para que



mais tarde, os raciocinios mais complexos se tornem mais acessiveis. Também para
Abrantes, Serrazina e Oliveira (1999) desde muito cedo, os alunos contactam com
ideias que estdo na base do ensino de Algebra e Func¢des, nomeadamente quando
tentam encontrar valores desconhecidos para uma determinada expressao ou
quando completam uma tabela. Em muitos casos, a aprendizagem de alguns
topicos de Algebra traz dificuldades para os alunos, levando-os ao insucessos na
Matematica. Quando sdo confrontados com simbolos (letras), que estdo aliados a
regras, que muitas vezes ndo lhes fazem sentido, os alunos tendem a achar
desnecessaria esta aprendizagem, porque sé conseguem interpretar esta disciplina
como uma area onde se trabalha apenas com numeros. Deste modo, pretende-se
promover um Ensino da Algebra que ndo se baseia apenas na memorizacdo de
regras e procedimentos, mas que promova de forma informal uma ligagdo com os
dominios da Algebra.

Um dos objetivos do ensino da Algebra é ajudar os alunos a serem capazes
de representar e analisar situagdes e estruturas matematicas usando simbolos
algébricos. Considera-se importante, também, ajudar os alunos a compreender as
propriedades algébricas, bem como desenvolver uma compreensao aprofundada da
relacdo de igualdade. Para isso, os professores devem criar situagdes que ajudem
os alunos a “estabelecerem conexdes entre a notagdo simbdlica e a representagdo
concreta de identidade” (NCTM, 2007, p. 109).

A Aritmética proporciona uma forma de desenvolver o raciocinio algébrico.
Carpenter, Franke e Levi (2003) reconhecem que a Aritmética ndo deve ser vista
apenas como um conjunto de operagcdes sem dar valor as relagGes que podem ser
estabelecidas entre os nUmeros e as operacdes. Também Carpenter, Levi, Franke e
Zeringue (2005) falam da diferenga existente entre uma Aritmética tradicional e
uma Aritmética mais algébrica. A primeira baseia-se numa visdo operacional, visao
essa exclusivamente virada para a operacionalizacdo dos calculos, com o Unico
objetivo de apresentar uma resposta, com um Unico nimero. A segunda da atencao
as relacdes que podem ser estabelecidas entre as expressées e a importancia em
conhecer as propriedades que lhes estdo associadas. Deste modo, a aprendizagem
que os alunos fazem da Aritmética deve passar pelas nocdes basicas da Algebra. Na
mesma perspetiva, Mestre e Oliveira (2011) realcam a importancia que a Aritmética
tem quando falamos de raciocinio relacional e das relagbes que se podem
estabelecer. Numa Aritmética tradicional estas relagbes sdo vistas apenas como o
calculo ou a operacionalizacdo de expressbées numéricas. Numa perspetiva
algébrica, a relacdo de igualdade é encarada como estabelecendo relagdes entre

duas expressGes ou numeros. Assim, se a Aritmética ndo for encarada como um



campo separado da Algebra, o estabelecimento de relacdes entre nimeros pode
tornar-se mais significativo.

Na minha experiéncia enquanto aluna nos primeiros anos de escolaridade
ndo senti esta preocupacdo com a Algebra e com o desenvolvimento do raciocinio
algébrico. O estabelecimento de relacdes entre ndmeros ndo recebia muita
importancia. Quando aparecia o sinal de igual, sabiamos que “teriamos que fazer a
conta para apresentar o resultado”. O mesmo aconteceu com os simbolos de maior
€ menor que apenas se tornam um pequeno tdpico que se desenvolve num
determinado momento, que nao volta a ser retcomado. Com o evoluir dos estudos,
fui-me apercebendo que poderemos estabelecer relacdes entre numeros e
operacoes, representadas por diversos simbolos, tendo em atencdo as propriedades
das operacbes. Para os alunos que, tal como eu, nao tiveram um ensino orientado
para a promocao do raciocinio algébrico, terdo ficado algumas dificuldades,
incompreensdes e lacunas que se refletiram, mais tarde, na sua aprendizagem e
compreensao. No decurso da minha formacao inicial como professora do 1.° ciclo,
tive momentos de partilha de ideias e discussGes de estratégias em torno dos
nameros e operagdes. No entanto, nunca existiram momentos especificos
dedicados & discussdo sobre a aprendizagem e ensino da Algebra e sobre o
desenvolvimento do raciocinio algébrico.

Com a entrada para o mestrado fui tendo cada vez mais consciéncia que o
raciocinio algébrico deveria ser trabalhado e desenvolvido com os alunos do 1.0
ciclo porque sé assim estes podem desenvolver capacidades fundamentais para a
aprendizagem da Algebra, nomeadamente a capacidade de conseguir fazer
generalizagbes, justificar as estratégias usadas, bem como a capacidade de usar
diferentes simbolos matematicos, dando importancia e tendo consciéncias das
relagdes que podem ser estabelecidas entre os simbolos e as diferentes operacgoes.

A frequéncia da disciplina de Didatica dos NUmeros da Algebra levou-me a
dar mais atencdao a um tipo de tarefas em que sempre tive interesse, que se
referem ao estabelecimento de relacdes entre os numeros, despertando-me a
atencdo para a nogdao de “raciocinio relacional”. Desde entdo, tenho vindo a
valorizar cada vez mais este conceito porque acho que é um bom caminho para
desenvolver nos alunos o raciocinio algébrico.

O raciocinio relacional pode caraterizar-se como sendo a capacidade de
conseguir estabelecer relagdes entre niumeros e simbolos, envolvendo também as
propriedades que estdo subjacentes. E também a capacidade que os alunos
desenvolvem quando observam duas ou mais expressdes como um todo e nao
como partes cada uma com o seu sentido. Para além do estabelecimento de

relacbes, o raciocinio relacional desenvolve-se através da compreensdo do



funcionamento e da estrutura das relagdes. Deste modo, o reconhecimento das
propriedades, mesmo ndo sendo associado ao seu nome formal, leva os alunos, em
casos particulares, a raciocinar sobre as relacdoes que sdo estabelecidas. Apds esta
etapa segue-se a capacidade de transpor a informacao para casos mais gerais,
desenvolvendo assim a capacidade de generalizacdao (Ponte, 2009). Molina, Castro
e Castro (2009) afirmam que, quando usamos o raciocinio relacional, os alunos
consideram as expressdes como um todo, em vez de as visualizarem em varias
partes, analisam a expressao, reconhecem relacdes e exploram essas relacdes de
modo a construir uma estratégia para solucionar a questao colocada.

Segundo Stephens (2006), o raciocinio relacional depende da capacidade
que os alunos tém em usar a variacdo entre os niumeros numa expressao numérica.
A autora afirma que quando os alunos compreendem que os nimeros podem variar
numa expressao numeérica sem afetar o valor dessa expressdo, conseguem fazer
generalizagbes que podem ser chamadas de quase-varidveis. Para Carraher e
Schliemann (2007) estas expressdes quase-variaveis sdao uma ponte entre a
Aritmética e o raciocinio algébrico. Blanton, Levi, Crites e Dougherty (2011)
afirmam que as varidveis sdo instrumentos (teis para expressar ideias
matematicas. Assim, para os autores, as varidveis podem ter diversos significados
para descrever situagdes matematicas: (i) representar um padrdo generalizado, por
exemplo quando o aluno constréi conjeturas relacionadas com factos numeéricos,
através da linguagem natural ou através de letras, usando uma representacao para
comunicar a generalizacdo (r+s =s +r); (ii) representar um valor fixo, mas
desconhecido; (iii) representar uma quantidade que varia consoante a relacdo com
outra quantidade, caso em que os valores de uma variavel ndo se alteram de forma
aleatéria, mas sim segundo uma proporcao; (iv) representar um parametro; ou (v)
representar um simbolo abstrato no processo algébrico. Na sua perspetiva, uma
variavel ndo é apenas um simbolo que representa um valor desconhecido, em que
os alunos devem identificar os diferentes significados, sendo importante que os
professores tenham presente estes significados, porque sdao um o6timo meio para
comunicar relacdes algébricas e resolver problemas matematicos.

Deste modo, pretendo realizar uma experiéncia de ensino com alunos do 3.°
ano centrada nas relagdes de igualdade e desigualdade. Embora ndo sejam um
topico especifico do programa, estas duas relagbes, em particular a relacdo de
igualdade, acabam por ser transversais a todo o programa porque estao sempre a
ser usadas. Proponho-me desenvolver nos alunos a capacidade de olhar para as
relagbes de modo a observar as ligagbes que se estabelecem entre cada membro
da expressdo, propondo para isso tarefas apropriadas. Ao longo da experiéncia de

ensino, o0s alunos trabalham, maioritariamente, com problemas e tarefas de



exploracao que, pelo seu grau de desafio elevado ou moderado, promovem, desde
o inicio, o envolvimento dos alunos na sua realizacao (Ponte, 2005).

Assim, com a realizacao desta investigacao pretendo contribuir para ajudar
outros professores ou outras pessoas interessadas no tema a perceber e
compreender melhor as potencialidade do trabalho com a relagdao de igualdade e

desigualdade no desenvolvimento do raciocinio relacional.

1.2 Objetivo de estudo

Com a realizacdo deste estudo pretendo compreender como se pode
desenvolver o raciocinio relacional em alunos do 3.° ano. Para que isto seja
possivel, irei realizar uma experiéncia de ensino onde procuro ajudar os alunos a
desenvolver a percecdo das expressdes numéricas como um todo e a capacidade de
as resolver através de raciocinio relacional e ndo de forma operacional. Nesta
experiéncia de ensino pretendo que os alunos aprendam a olhar para uma
expressdo numeérica e a resolvam, ndo através do calculo, mas através de raciocinio
relacional, ou seja, que consigam raciocinar matematicamente sobre as relacdes
gue podem ser estabelecidas. Ao estabelecer estas relagdes, o aluno desenvolve o
seu conhecimento das propriedades das operacdoes de modo cada vez mais
intuitivo. No quadro desta experiéncia de ensino, tenho especial interesse em
perceber o modo como os alunos justificam os seus raciocinios. Pretendo entdo
perceber se estas justificagdes se relacionam apenas com os casos particulares que
sao apresentados ou se envolvem algum tipo de generalizacdo. Tentarei entender
quais sdo as concecdes que os alunos desenvolvem relativamente as relagdes de
igualdade e desigualdade, em particular no dominio dos nimeros naturais e suas
operacoes.

Com esta experiéncia de ensino pretendo que os alunos ndo se limitem a
usar raciocinio operacional, que faz com que olhem para as expressGes apenas
como requerendo a realizacdo de calculos e comecem a usar raciocinio relacional,
ou seja, a ter nocao da importancia das operacdes e das suas propriedades para, a
partir dai, estabelecerem relagbes entre expressdes e encontrar outras formas de
as resolver. O desenvolvimento do raciocinio relacional é promovido através de
momentos de partilha de estratégias e discussdo coletiva com o apoio de diferentes
tarefas com potencial para promover um desenvolvimento significativo nos alunos.

Ao pensar no ano de escolaridade em que iria realizar o estudo, escolhi o 3.0
ano por varias razoes. Em primeiro lugar, porque, segundo NCTM (2007), é a partir
deste ano que os alunos comegam a explorar as propriedades das operagdes -

comutativa, associativa e distributiva e comegam a ter um maior contato com



equacoes. Durante a educacdo pré-escolar e até ao 2.2 ano a ideia de equacdo e as
propriedades associativa e distributiva ndao sao muito trabalhadas e ndo estao
suficientemente desenvolvidas nos alunos. Deste modo, a opgao pelo 3.° ano
permitiria propor tarefas envolvendo estes conceitos. Em segundo lugar, optei por
uma turma do 3.° ano porque a preocupagao com 0s exames nacionais do 4.9 ano
€ cada vez maior, facto poderia acabar por ser uma condicionante muito forte, uma
vez que muitos professores titulares tém uma grande preocupagdo em orientar a
atividade na sala de aula para o cumprimento de todo o programa a tempo da
realizacao dos exames.

Deste modo, o objetivo deste estudo é compreender como pode ser
desenvolvido o raciocinio relacional dos alunos do 3.° ano, ao longo de uma
experiéncia de ensino dando importancia as relacbes de igualdade e desigualdade e
a capacidade de generalizacdo das expressdes através de tarefas que envolvem

guantidades desconhecidas. Para isso tentarei responder as seguintes questdes:

1. Durante a experiéncia de ensino, que evolugdo se regista nos
significados dos alunos relativamente as relacbes de igualdade e
de desigualdade? Comecam a recorrer a raciocinio relacional em
vez de usarem apenas raciocinio operacional?

2. Que generalizagcdes, nomeadamente sobre propriedades
matematicas, os alunos revelam serem capazes de fazer?

3. Que tipo de justificacdo utilizam os alunos em tarefas que
envolvem estas relacdes?

4. Que estratégias utilizam e que dificuldades apresentam os alunos

na resolucdo das tarefas?



Capitulo 2

Quadro Conceptual

No capitulo do quadro conceptual comeco por apresentar a vertente que o
estudo segue, early algebra e tento mostrar que conceito é este e a importancia da
Algebra nos primeiros anos de escolaridade. De sequida, apresento o tépico sobre o
raciocinio relacional onde incluo referéncias a aprendizagem deste raciocinio
noutros estudos, bem como a importdncia das tarefas no desenvolvimento do
raciocinio relacional. Relacionado com estes tépicos surge a interpretacdao do sinal
de igual, onde mostro as concecdes que os alunos tém sobre a igualdade, e as
dificuldades que podem estar associadas. Faco referéncia a relacdo de desigualdade
e como esta é trabalhada. Por ultimo, apresento o tdpico relacionado com a
justificacdo e a generalizacdo em que falo da forma como estes dois conceitos
devem surgir em sala de aula e que diferencas existem nas justificacdes e

generalizagdes que os alunos apresentam.
2.1 Early Algebra

Ao falarmos de raciocinio relacional vamos tendo sempre presente as
relacbes que se estabelecem entre os numeros e os simbolos, mas também as
propriedades que estdo envolvidas nestas relacbes. Com o desenvolvimento do
raciocinio algébrico o aluno fica mais preparado para compreender a Algebra dos
niveis de ensino mais elevado.

Carraher e Schliemann (2007) defendem que existe uma ligagdo entre a
Algebra e a Aritmética, pelo facto de a Aritmética ter um carater algébrico, uma vez

que os alunos conseguem resolver alguns problemas de Algebra antes de terem a



nogdo da sua existéncia, visto que existe um trabalho com variadveis e regras de
Aritmética antes de Ihes ser ensinado Algebra. Este ensino pode ser desenvolvido
através de diferentes métodos e estratégias, que sejam mais confortaveis para os
alunos, de modo a conseguirem estabelecer relagbes, ou seja, a linguagem
algébrica convencional ndo é a Unica maneira para expressar as ideias e as relagdes
algébricas, existindo assim, outras estratégias de expressar essas ideias. Canavarro
(2007) também afirma que nos primeiros anos de escolaridade assistimos a uma
escassa ligacdo entre a Algebra e a Aritmética. A inexisténcia desta ligacdo pode
trazer algumas dificuldades e limitacdes na aprendizagem da Algebra. Deste modo,
€ importante incluir o raciocinio algébrico nos primeiros anos pelo facto de ser uma
preparacdo para 0S anos seguintes, mas também pelo aperfeicoamento da
Matematica, em especial pelo tema da Algebra.

Também o NCTM (2007) considera que esta aprendizagem deve ser incluida
no curriculo desde cedo. Assim, sdo apresentados quatro objetivos que os alunos
tém que desenvolver desde o pré-escolar até ao fim da escolaridade,
nomeadamente: “(i) compreender padrdes, relacdes e funcdes; (ii) representar e
analisar situagOes e estruturas matematicas usando simbolos algébricos; (iii) usar
modelos matematicos para representar e compreender relacdes quantitativas; e
(iv) analisar a variagdo em diversos contextos”(p. 39).

Diversos autores (por exemplo, Blanton, Levi, Crites, & Dougherty, 2011;
Carraher & Schliemann, 2007; Molina, Castro, & Castro, 2009) afirmam que a
Algebra a trabalhar nos primeiros anos de escolaridade tem que ser diferente da
que vamos trabalhar no 3.0 ciclo e do ensino secundério. E essa ideia que esta por
detras da nocao de early algebra, que defende a promocdo da aprendizagem do
raciocinio algébrico para alunos mais novos. Esta nogdo oferece multiplas entradas
gue se baseiam na Aritmética, no pensamento funcional, na modelacdo matematica
e no raciocinio quantitativo, sendo que o grande objetivo da early algebra passa por
generalizar ideias matematicas, repensar e justificar generalizacdes de diversas
formas e raciocinar com generalizagbes. Abrantes, Serrazina e Oliveira (1999)
referem que se torna muito importante compreender que a Algebra dos primeiros
anos de escolaridade surge através da Aritmética. Por outras palavras, os alunos
contactam com simbolos e operagdes relacionados com a Algebra mas por meio da
Aritmética, através de padrdes, reconhecimentos de regularidades, sequéncias

numéricas e a propria generalizagao:

O reconhecimento de regularidades em matematica, a investigagdo de
padrées em sequéncias numéricas e a generalizacdo através de regras que
os proprios alunos podem formular permitem que a aprendizagem da
algebra se processe de um modo gradual e ajudam a desenvolver a



capacidade de abstracdo. Esta capacidade é essencial no desenvolvimento
da competéncia matematica (Abrantes, Serrazina e Oliveira, 1999, p.98).

Esta capacidade de abstracdo que se desenvolve com a Algebra formal tem
no seu percurso uma variedade de situagdes com que os alunos foram contactando,
mas de forma informal, ao qual os autores chamam de experiéncias algébricas
informais (p.99). Nestas situagbes os alunos sdo levados a refletir e analisar as
relagbes numéricas apresentadas, a explica-las por palavras suas e até mesmo
representa-las de diferentes maneiras incluindo a utilizacdo de simbolos.

Para Carpenter e Levi (2000) os dois grandes objetivos do desenvolvimento
do raciocinio algébrico sdo a elaboracao de generalizacdes e o uso de simbolos para
representar ideias matematicas e para resolver problemas. Para que estes objetivos
se concretizem é importante que os alunos sejam encorajados a exprimir e explicar
as ideias e arranjar formas de as representar e comunicar.

Esta vertente da early algebra tem consciéncia que os simbolos matematicos
s3o usados, quer na Aritmética como na Algebra e reconhecem a dificuldade que os
alunos apresentam na aprendizagem da Algebra. Os problemas que aparecem
provém da Aritmética. E através de tarefas que envolvem expressdes numéricas
que se desenvolve a ideia que o sinal de igual ndo indica apenas um resultado de
uma operacao. Com estas expressées numéricas os alunos podem perceber a
importancia, quer da propriedade reflexiva, que facilmente aceitam, mas também
da simetria e da propriedade transitiva. Este tipo de expressdes pode dar
continuidade entre a Aritmética e a Algebra.

Deste modo, seguimos a vertente da early algebra porque acreditamos que
a Algebra, nos primeiros anos, pode utilizar outros métodos ou estratégias para
conseguirem estabelecer relacdes, ou seja, a Algebra convencional ndo é a Unica
maneira para expressar as ideias e relagdes algébricas existindo, assim, outras

estratégias de expressar ideias algébricas.

2.2 Raciocinio relacional

2.2.1. Aprendizagem

Desde muito cedo os alunos trabalham com relagdes no tépico nimeros e
operagdes. Torna-se importante que os alunos compreendam as operagdes bem
como as propriedades que lhes estdo associadas. Nos primeiros anos de
escolaridade esta abordagem desenvolve-se em linguagem natural, passando aos

poucos para uma linguagem simbdlica. E com esta descricdo das relacdes que os



alunos iniciam a sua aprendizagem e desenvolvem o raciocinio algébrico que mais
tarde se torna muito importante (Ponte et al., 2009).

Carpenter, Franke e Levi (2003) argumentam que, desde muito cedo e de
forma bastante intuitiva, os alunos desenvolvem conexdes aritméticas simples
relacionadas com as propriedades das operagdes. Quando um aluno, no seu
processo de raciocinio, ao adicionar 50 e 30 diz que sao 80 porque 5 mais 3 da 8 e
depois multiplica por 10, sem se aperceber, utiliza propriedades relacionadas com a
adicdo e multiplicacdo. Este tipo de raciocinio ajuda-os na compreensao das
operacdes e das propriedades, tornando a aprendizagem da Aritmética mais
eficiente. Fazendo estas generalizacdbes e reconhecendo as relagbes que se
estabelecem conseguem, com mais facilidade, simplificar expressoes algébricas que
possam surguir.

Para estes autores, o desenvolvimento deste raciocinio relacional ndo pode
ser encarado apenas como mais um topico na aprendizagem dos alunos, devendo,
isso sim, ser visto como parte integrante do desenvolvimento das suas capacidades
aritméticas. Quando o aluno consegue raciocinar sobre relagGes entre os nimeros e
as operacbes desenvolve a sua capacidade de resolver questdes aritméticas,
recorrendo a simplificacdo de calculos ou o reagrupamento dos numeros de uma
adicdo de modo a facilitar os calculos. Por outras palavras, um aluno pode optar por
calcular 9 x 7 para descobrir o resultado da divisdao de 63 por 7, ou em vez de ter
75 + 48 + 25 pode adicionar 75 e 25 e sé depois € que adiciona 48.

Carpenter, Franke e Levi (2003) apresentam como exemplo desta
aprendizagem da nocdo de relacdo de igualdade e da compreensao do significado
do sinal de igual uma resposta de uma aluna quando confrontada com a expressao
18 + 27 =___ 4+ 29. A aluna respondeu que 29 sdo mais dois que 27, entdo o
numero da caixa tem que ser menos dois que 18 para que os dois lados sejam
iguais, por isso é 16. Os autores afirmam que este tipo de respostas é eximio por
diversas razbes. Em primeiro lugar, a aluna conseguiu reconhecer que o sinal de
igual representa uma relacdo entre duas expressdes. Em muitos casos, os alunos
do 1.9 ciclo (e também de anos seguintes) pensariam que a seguir ao sinal de igual
seguiria, sempre, o resultado de um célculo. Este € um erro comum que se torna
incompativel, com os diferentes significados que sdo atribuidos ao sinal de igual em
Algebra, acabando por limitar, em muito, a aprendizagem da Aritmética. Assim,
para os autores, € muito importante que os alunos entendam o sinal de igual como
representando uma relacdo de equivaléncia. Outro aspeto importante é o facto de a
aluna ndo ter indicado calculos e, olhando para as relagdes entre as expressoes, ter
simplificado os calculos. Ou seja, a aluna conseguiu perceber que 29 tem mais duas

unidades que 27, e por isso teria que tirar duas unidades a 18 para que a
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expressao ficasse com a mesma relagao de igualdade. Na sua perspetiva, este tipo
de raciocinio é crucial em Algebra e enriquece a aprendizagem da Aritmética
permitindo que os alunos se tornem mais flexiveis nas suas capacidades
computacionais.

Valverde e Vega - Castro (2013) defendem a perspetiva de diversos autores
(como Molina, 2006; Carpenter et al. 2005; Arcavi, 2003, Molina, 2012, etc.) que
interpretam a Algebra como a generalizacdo das relacdes, o estudo de padrdes e
estruturas e que denomina a Algebra como a Aritmética generalizada. Estes autores
também destacam que os alunos em diferentes graus de ensino sentem dificuldade
em compreender as expressdes algébricas como um todo, bem como reconhecer as
semelhancas nas estruturas das expressoes equivalentes. Valverde e Vega - Castro
(2013) fazem referéncia a aprendizagem dita tradicional que vé o resultado dos
calculos como uma conclusdo das expressdes e que apenas nos da um numero. Em
Algebra da-se especial atengdo as relagdes que se estabelecem. Os autores falam
de um sentido estrutural aliado ao raciocinio relacional. Sentido estrutural é a
capacidade que os alunos possuem em transformar as expressGes algébricas,
fazendo um melhor uso das técnicas algébricas. O sentido estrutural preocupa-se
com que os alunos aprendam a procurar e reconhecer as estruturas propostas nas
formas mais simples mas também mais complexas. Deste modo, quando os alunos
fazem uma aprendizagem com compreensdo e conjugam o raciocinio relacional e o
sentido estrutural conseguem usar um conjunto de principios matematicos para

estabelecer relagdes e compreender as estruturas.

2.2.2. Tarefas

As tarefas que se podem propor aos alunos desempenham um papel muito
importante no desenvolvimento do seu raciocinio relacional. A aprendizagem da
Algebra torna-se muitas vezes uma dificuldade pela capacidade que os alunos tém
em desenvolver a sua consciéncia metalinguistica e com isso “sentem dificuldade
em interpretar e usar simbolismo algébrico” (Abrantes, Serrazina e Oliveira, 1999,
p.106). Deste modo, é importante que se proporcione aos alunos tarefas que

desenvolvam este raciocinio abstrato:

Atividades [tarefas] de tipo exploratério e investigativo, que apelem a
descoberta e comunicacao de generalizacoes, podem desempenhar um papel
central no desenvolvimento de capacidades ligadas ao pensamento algébrico
(p. 106).
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Canavarro (2007) faz referéncia a “algebrizacdo de problemas aritméticos”
(p. 97) que se baseia na transformacdo de problemas aritméticos que fomentam
apenas uma Uunica resposta, para problemas e tarefas de investigacdo onde se
valoriza a “construgdo de regularidades, conjeturas, generalizacbes e sua
justificacao e explicacdo” (Canavarro, 2007, p. 97).

Estas tarefas, em regra, envolvem as diferentes operacdes. Nos estudos de
Molina, Castro e Castro (2009) as expressdes numeéricas envolvem a adicdo e
subtracdo, em Carpenter, Franke e Levi (2003) envolvem apenas a adicao e
Carpenter, Levi, Franke e Zeringue (2005) usaram tarefas que envolviam a adicao
e multiplicagdo. Neste estudo, com alunos do 3.° ano, o objetivo era promover o
raciocinio relacional dando especial importancia ao uso da propriedade distributiva.
Os autores defendem que esta é uma das propriedades essenciais na aprendizagem
da multiplicacdo, onde os alunos apresentam mais dificuldades de aprendizagem.
Trabalharam-se expressdes que relacionavam a multiplicacdo e a adicdo [como
3x7= 7+ 7+7 / 52x11 = (52x10) + m)] e pretendia-se que os alunos partilhassem
as suas estratégias para perceber se usariam o calculo ou recorriam a raciocinio
relacional. Ao usarem o raciocinio relacional estariam a trabalhar com a propriedade
distributiva. Deste modo, tornava-se claro que o uso da propriedade distributiva era
realmente compreendido, ou se, em alguma das fases da entrevista era mais facil
utilizar o calculo. No final, verificou-se que os alunos conseguiram utilizar a
propriedade distributiva na aprendizagem de sequéncias numéricas e usavam o
raciocinio relacional baseado na propriedade distributiva para raciocinar sobre as
suas expressdes numéricas. Deste modo, o mais importante é que os alunos
tenham consciéncia das propriedades das operacbes e que as consigam usar,
mesmo que nao tenham um conhecimento total ou que saibam a sua definicdo
formal.

Também Blanton, Levi, Crites, e Dougherty (2011) refere que este
conhecimento das propriedades ndo é apenas essencial para perceber a Aritmética,
mas corresponde um entendimento generalizado sobre as relagbes. Deste modo, é
importante falar sobre as relagbes matematicas, ndo s6 para a aprendizagem da
Algebra, mas também para desenvolver o entendimento da Aritmética. Se o aluno
comegar, desde cedo, a conhecer e memorizar estes factos, mais facilmente se
relaciona com o raciocinio algébrico.

As tarefas propostas também podem apresentar diferentes questdes. Nos
estudos realizados por Molina, Castro e Castro (2009) os investigadores utilizaram

dois tipos de questdes:

i) Questdes de valor omisso, por exemplo:
8+4=__ +5/13-7= -6/_ =25-12/ 12+ 7=7+ ___
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Com este tipo de questdes, os autores procuravam perceber qual era o
entendimento que os alunos tinham do sinal de igual e perceber se usavam, de

modo espontaneo, raciocinio relacional.

ii) Questdes de verdadeiro e falso, como:
10+ 4= 10+ 4 / 1000+ 100=0/ 72= 56-14

Com expressoes do tipo verdadeiro/falso pretendia-se que os alunos
confirmassem a veracidade das expressbes, justificando a sua escolha,
promovendo, desta maneira o uso do raciocinio relacional e ndo o uso do calculo.

Os autores afirmam que os alunos, quando sao confrontados com
expressoes aritméticas, tentam resolvé-las através da operacGes apresentadas da
esquerda para a direita, ndo olhando para a expressdao na sua totalidade, nem
tentando perceber as relagdes que podem existir entre elas. Como tentativa de
contrariar esta ideia os autores utilizaram as expressdes acima referidas com o
objetivo de levarem os alunos a estabelecerem relagdes entre cada uma das
expressoes, deixando, de forma progressiva o recurso constante aos calculos. Neste
estudo, os alunos mostraram algumas dificuldades em usar o raciocinio relacional
devido a uma tendéncia computacional que ja possuiam, embora a grande maioria
tivesse atingido um nivel de compreensao relativamente as relagdes que podiam
ser estabelecidas.

Nos estudos realizados por Carpenter, Franke e Levi (2003) e Carpenter e
Levi (2000) também as tarefas de verdadeiro e falso (8 + 3 =11/8+3 =7+ 4)
e valor omisso (3 + 5 =0+ 5) foram propostas pois revelam ser eficazes na
discussdo sobre a igualdade, permitindo ao aluno analisar as suas hipdteses. Ao
fazer os seus registos para expressar as relacdes, pode ser util para o aluno utilizar
uma linguagem natural ou utilizar esquemas que facilitem a sua compreensao. Para
além da discussdo em torno da relacdo de igualdade, é dado aos alunos uma
oportunidade de falar sobre as propriedades basicas dos nimeros e operacgoes. Este
tipo de questbes também da a possibilidade de desafiar os alunos a analisar
expressoes incorretas, para que sejam confrontados, quer com as relagdes que se
estabelecem, mas também com as propriedades utilizadas. Kieran (1981) ainda
afirma que, nas questes de valor omisso, quando o valor omisso € apresentado no
primeiro membro, a tendéncia é modificar a expressdo. Neste caso a autora
acredita que os alunos tém dificuldade em interpretar uma expressdo aritmética
que ndo reflita uma ordem tipica de calculo. Este tipo de conhecimentos pode
refletir o tipo de ensino que os alunos recebem.

No caso dos estudos realizados por Carpenter e Levi (2000) o objetivo em

utilizar este tipo de questdes era proporcionar um bom contexto para levar os
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alunos a falar sobre as propriedades dos nUumeros e operagdes e, com isso,
perceber se conseguiriam tornar as suas conjeturas mais explicitas e perceber que
regras 0os guiavam na sua tentativa de generalizar.

Nesta perspetiva, o raciocinio relacional pode ser desenvolvido pelas
relagbes de igualdade que os alunos vao trabalhando. As suas concecbes vao
evoluindo, ou seja, os alunos deixam de ver estas expressdes como resposta a uma
operacdao e passam a entendé-las como uma relacdo entre expressbées que tém o
mesmo significado. Carpenter, Franke e Levi (2003) tentam fazer com que os
alunos compreendam que as relacdes de igualdade nao tém como objetivo a
resolucao de cada uma das expressdes, mas sim perceber que se tiramos um valor
de um primeira expressdo teremos que o repor na segunda, havendo sempre uma
relacdo de igualdade. Recorrendo a um exemplo de uma tarefa onde se pede ao
aluno para completar uma lacuna (8 + 4 = 1+ 5) podemos identificar varias
concecgdes diferentes sobre a relacdo que foi sendo estabelecida. Por um lado sao
apresentadas algumas visO0es mais relacionadas com o calculo e a operacionalizagdo
em que o aluno responde: i) 12, ignorando o nimero 5 e ndo estabelece uma
relacdo entre ambos os lados do sinal de igual; ii) 17 porque ndao tem em conta o
sinal de igual. Outra visao apresentada caracteriza-se como sendo mais relacional
onde o aluno responde 7 porque estabelece uma relacdo entre as duas expressdes
da adicdo e entre a resposta para os dois calculos.

Para Stephens & Wang (2008), no seu estudo sobre o raciocinio relacional
desenvolveram questBes que envolviam variaveis. Nas questdes de tipo I os alunos
conseguiram resolvé-las quer através de um raciocinio relacional, mas também
através de um raciocinio computacional. As questdes tipo II levam os alunos a usar
o raciocinio relacional, porque sdo expressées numéricas que envolvem dois
numeros desconhecidos. Embora permitam que os alunos possam mobilizar um
raciocinio computacional em pequenos casos particulares, para que se consiga
identificar uma estrutura relacional é necessario que os alunos raciocinem para
além de um processo computacional. As questdes do Tipo III sdo muito
semelhantes as questdes do tipo II, mas envolvendo letras, permitindo-lhes fazer
generalizagbes. Este tipo de questbes, usadas em paralelo, tém um grande
potencial para desenvolver o raciocinio algébrico, pedindo primeiro aos alunos para
descrever as carateristicas na questdo II e, posteriormente, aplicando essas
carateristicas numa estrutura similar na questdo III. Quando os alunos conseguem
fazer esta transigdo, acabam por ficar num nivel de raciocinio relacional
estabelecido. No estudo os autores realcam a ideia que os alunos precisam de ser
ajudados a identificar a quantidades que variam e a descrever essas relagoes,

porque em muitos casos nao estdo familiarizados com estas relacdes e linguagem e
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por isso, é importante desenvolver uma linguagem matematica que suporte um

pensamento funcional sobre variaveis.

2.2.3. Interpretacao do sinal de igual

A compreensdo de uma relacdo de igualdade estd de alguma forma ligada
com os significados que o sinal de igual pode transmitir. Abrantes, Serrazina e
Oliveira (1999) referem que as maiores dificuldades na aprendizagem de equacdes
se relacionam, em primeiro lugar com a tendéncia que os alunos tém em operar da
esquerda para a direita. Este obstaculo surge na Aritmética, mas s6 quando
passamos para um contexto algébrico é que o conseguimos detetar. Por outro lado,
surge a ma interpretagcdo que os alunos fazem do sinal de igual, ou seja, acabam
por ter uma compreensao operacional, em que mostra o resultado de uma
expressao que apenas se |é da esquerda para a direita, ndo conseguindo
interiorizar a relacdo existente entre os membros da expressao.

Carpenter, Franke e Levi (2003) afirmam que uma concecao limitada sobre o
significado do sinal de igual é um dos maiores impedimentos para aprender
Algebra. Na equacdo 5x+32=97, o aluno para resolver tem que escrever
5x+32-32=97-32, este passo requer que o aluno compreenda que o sinal de igual
expressa uma relacdo e que adicionar ou subtrair a mesma coisa nas duas
expressdOes preserva a igualdade. Carpenter, Franke e Levi (2003) definem alguns
possiveis motivos que levam os alunos a fazer concecgbes erradas sobre o
significado do sinal de igual: (i) as criancas apenas sao confrontadas com o tipo de
generalizacdo, a+b=c; (ii) as calculadoras reforcam o significado que apds o sinal
de igual vem a resposta ao calculo; e (iii) existe nas criancas uma predisposicao
para pensar na igualdade em termos de resposta do célculo em vez de uma
relacao.

Kieran (1981) também afirma que o simbolo que mostra equivaléncia, o
sinal de igual, nem sempre é interpretado como uma equivaléncia e esta
interpretacdo nao aparece de imediato em todos os alunos e vai evoluindo ao longo
dos anos de escolaridade. A autora afirma que, inicialmente, os alunos interpretam
o sinal de igual como um sinal que simboliza 0 que devem somar e ndao conseguem
compreender a expressao como uma relacao entre dois membros. Na expressao
3+ 5 =8 o0s alunos leem 3 e 5 faz 8, e ndo como uma relacao que demonstra uma
igualdade, ou seja, o sinal de igual ainda é interpretado como um sinal que separa

o problema da resposta.

15



Carpenter, Franke e Levi (2003) acreditam que as generalizagbes
inapropriadas sobre o sinal de igual que muitas vezes as criangas defendem sao
caracteristicas das limitagdes na sua compreensdao sobre como as ideias
matematicas sao generalizadas e justificadas. Isto acontece, quando apenas
conhecem uma forma de generalizacao, o que faz com que tentem justificar as suas
respostas com o que conhecem.

Molina, Castro e Castro (2009) faz referéncia aos diferentes significados que
o sinal de igual pode assumir, estando alguns mais relacionadas com a Aritmética e
outros mais direcionados para a Algebra. Os autores fazem referéncia & maneira
como era visto o sinal de igual numa educacdo matematica tradicional (concegao
operacional) o que levava os alunos a terem dificuldades em estabelecer relagoes e
existia uma necessidade de fechar a expressdao encontrando um valor numeérico.
Para Carpenter, Levi, Franke e Zeringue (2005) o sinal de igual deve ser entendido
como um sinal que expressa uma igualdade. S6 assim se compreende, de forma
mais eficiente, a Algebra. Este entendimento de que o sinal de igual representa
uma relagdo € uma marca importante na capacidade que o aluno tem em raciocinar
sobre as relagbes matematicas.

Stephens (2006) afirma que muitos alunos ndo desenvolveram uma nogdo
de equivaléncia e, por isso, interpretam o sinal de igual como um simbolo de um
resultado, em vez de o encararem como um simbolo de equivaléncia. Esta ideia
preconcebida cria barreiras na aprendizagem dos alunos quando se comegarem a
aperceber que o sinal de igual possui mais do que um significado. Estas concecdes
que os alunos vao tendo acabam por ganhar raizes na sua aprendizagem o que faz
com que, mais tarde, seja mais dificil e demoroso a aprendizagem dos diferentes
significados do sinal de igual. Na Algebra, os estudantes tém que desenvolver uma
visdo relacional de simbolo para conseguirem perceber equacbes com operagoes
dos dois lados.

Deste modo, a autora afirma, que é importante que sejam dados aos alunos
experiéncias diversificadas que envolvam o desenvolvimento e aprendizagem do
raciocinio relacional. Neste sentido, Stephens (2006) refere ainda que se torna
importante que os professores compreendam o que € o raciocinio relacional,
percebendo que ndo é apenas um método, mas uma maneira de pensar, porque sé
assim é que ficam preparados para desenvolver nos alunos o raciocinio relacional.

Uma das formas de conseguir desenvolver da melhor maneira o raciocinio
relacional é através das estratégias que se adotam em sala de aula. O professor
tem que ser capaz de criar situagdes que envolvam a discussao, quer a pares, em
pequenos grupos ou de forma coletiva. Os momentos de partilha e discussao de

ideias sdo fulcrais ajudando os alunos a organizarem e justificar o seu raciocinio e a
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reconhecer outras estratégias como validas. Este tipo de tarefas ndo deve apenas
ficar para um grupo restrito de alunos. Torna-se importante que os alunos possam
aprender a pensar sobre as relacdes que envolvem os nimeros, as operacoes e as
suas propriedades como suporte da aprendizagem da matematica (Carpenter,
Franke & Levi (2003); Carpenter, Levi, Franke & Zeringue (2005); Molina, Castro &
Castro, 2009).

2.2.4. Relacao de desigualdade

E importante, que para além da relacdo de igualdade, os alunos contactem
com a relacdo de desigualdade. Atualmente, com o Novo Programa de Matematica
(2013) , esta relagdo é somente abordada no 1.° ano de escolaridade e apenas com
o reconhecimento dos simbolos de maior e menor. Desta forma, o trabalho com a
relacdo de desigualdade fica reduzido e a importadncia que esta relacdo tem fica
longe do que se pretende. Ponte et al. (2009) afirmam que numa fase inicial esta
relacdo é tratada de forma simples onde o objetivo € que os alunos compreendam
que para uma determinada expressdo ndo existe uma resposta Unica. Para além
desta possibilidade de diferentes respostas, os alunos também devem perceber a
relacdo, ou seja, dizer que 10 > 5 é o0 mesmo que 5 < 10. Esta aprendizagem no
1.9 ciclo envolve os nimero naturais e os numeros decimais, em forma de fracao
ou decimal, quando estes sao abordados.

Enquanto a relacdo de igualdade é uma relacdo transitiva, simétrica e
reflexiva, a relacdo de desigualdade é transitiva, mas ndo é nem simétrica nem
reflexiva. E importante que os alunos compreendam as diferencas entre estas
relacbes nem que seja de forma informal. Tal como na relacdo de igualdade, esta
abordagem no 1.9 ciclo é importante porque permite desenvolver nos alunos uma

maior compreensao dos nimeros e das operacoes.

2.2.5. Justificacao e Generalizacao

Um dos objetivos deste estudo é compreender que tipo de justificacGes
desenvolvem os alunos na resolugdo de expressdoes envolvendo igualdades e
desigualdades bem como eventuais processos de generalizacao. Carpenter, Franke
e Levi (2003) afirmam que existem muitas definicdbes para o conceito de
justificacdo. Para os autores, justificagdo € o conjunto de argumentos que os alunos
usam para mostrar que uma afirmacdo é verdadeira. A justificagdo € um processo

fundamental na Matematica. Quando os alunos partilham as suas justificagbes,
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desenvolvem a capacidade de argumentacdo ao tentar convencer os colegas sobre
a veracidade das suas estratégias.

Carpenter, Franke e Levi (2003) fazem referéncia a diferentes tipos de
argumentos que os alunos usam para justificar as suas respostas. Em primeiro
lugar, referem o apelo a autoridade, onde os alunos justificam de determinada
forma porque alguém, normalmente o professor, |hes disse que seria assim. Nestes
casos, os alunos tém que ser capazes de questionar o sentido das ideias
matematicas apresentadas e ndo aceitar simplesmente a ideia apresentada. Para
além disso, outras formas de justificar sdo através de um exemplo e a através da
generalizacao de argumentos que os alunos desenvolvem.

Para Carpenter e Levi (2000) os alunos sentem alguma dificuldade em
justificar. Inicialmente, pensam que usar um exemplo € uma maneira legitima de
argumentar. Contudo, os alunos reconhecem que apenas um exemplo ndo serve
para tornar a justificagdo valida. Esta forma de justificar surge porque se torna uma
maneira simples e facil de argumentar. No caso da generalizagdo de argumentos,
os alunos apenas repetem uma afirmacdo por esta ser tdo oObvia. A afirmacdo,
“adicionar niumeros ndo interessa a ordem porque o valor serd sempre o mesmo” é
exemplo desta situacdao (Carpenter, Franke & Levi, 2003, pp. 88).

Uma das dificuldades que os alunos tém é que ndo conseguem criar
justificacGes que expressem qualquer nimero. Este aspeto relaciona-se com o facto
de ndo estarem habituados a falar nos nimeros de uma forma geral e de ndo
conseguirem arranjar uma forma para os representar, sentindo a necessidade de
recorrer a factos especificos. Contudo poderemos ajudar a produzir justificacbes
com casos especificos, mas sem precisar de valores especificos. Carpenter, Franke
& Levi (2003) apresentam como exemplo o caso de Alice que explica, através da
expressdo 7 + 5, que poderemos adicionar dois nimeros e trocar a ordem e
obtemos o mesmo numero. Neste caso, a aluna utiliza dois nimeros especificos,
mas tem a nocdo que pode ser realizada com qualquer nimero. E importante ter
presente que estas justificacdes apenas funcionam com os nimeros inteiros.

Carpenter, Franke & Levi (2003) também referem as justificacbes apoiadas
noutras justificacbes ja@ comprovadas, como no exemplo a + b - b = a. O uso de
contraexemplos também pode ser entendido como justificagdo servindo para
demonstrar que a justificagdo ndo se aplica a todos os niumeros. Para além disso,
justificacGes relacionadas com 0 e 1, com a propriedade comutativa ou até mesmo
com numeros pares e impares podem ser usadas pelos alunos devido a sua
simplicidade.

Para que este tipo de justificagbes surja tem que existir, por parte do

professor, um questionamento constante sobre a veracidade das afirmacoes,
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procurando saber se as situacdes em causa acontecem com todos os numeros. Os
autores afirmam que o trabalho em torno das justificacoes é dificil e ndo traz frutos
logo num primeiro momento. Tem de existir um trabalho constante para que os
alunos se familiarizem com o tipo de questdes que vao sendo colocadas. Desta
forma, os alunos desenvolvem uma melhor capacidade de justificar e com isso,
iniciam um processo de generalizagdao. Ao partilharem as suas justificagbes em
grande grupo, mesmo que nao estejam totalmente corretas, poder-se-a ir
aperfeicoando o que foi dito para a tornar essas justificacdes cada vez mais validas
(Carpenter, Levi, 2000).

O uso de simbolos é importante nas justificacdes. Arcavi (1994) fala da
nocao de sentido de simbolo e refere que, a par com o sentido de numero, os
alunos tém que desenvolver o sentido de simbolo. Para o autor, o sentido do
simbolo tem uma estreita ligacdo com a Algebra, permitindo provar relacdes que a
Aritmética ndo consegue. Os alunos tém de desenvolver a capacidade de sentir os
simbolos de modo a perceber e interpretar quais os momentos mais apropriados
para usar simbolos na resolucdo de problemas. Nestas situagdes, Arcavi (2006)
refere que os alunos devem desenvolver uma intuicdo e pressentimento para
conseguirem recorrer a simbolos que podem ser representagées importantes.

Deste modo, torna-se importante desenvolver a capacidade de usar
simbolos, tendo em atencdo as rotinas que se criam, quer na resolugdo, mas
também na andlise de uma expressdo. E importante perceber que para resolver
uma expressdo ndo se trata apenas de aplicar procedimentos mecanicos, mas sim
tentar descobrir as relagdes que estdo presentes em cada expressdo. Deste modo,
o professor deve procurar desenvolver nos alunos um sentido critico para olhar
para as expressoes e perceber se sdo verdadeiras. (Arcavi, 1994, 2006).

Como indicam Carpenter, Franke e Levi (2003), a maioria das
generalizagdes que os alunos fazem relacionam-se com o nimero 0 (por exemplo,
a-0=a, a-a=0, ax0=0,) e também com a propriedade comutativa
(a+ b =Db+a). Contudo, os alunos ndo tém a possibilidade de analisar estas
relacbes e compreender o seu porqué. Nestes casos, utilizam estes principios para
0s numeros mais familiares mas ndo sabem se conseguem fazer para todos os
numeros. Os autores afirmam que o conhecimento dos alunos tem de ficar mais
consciente, através do trabalho que se realiza em torno das generalizagdes e da
discussdo que se desenvolve em torno da Matematica. As tarefas de verdadeiro e
falso e de valor omisso sao instrumentos importantes para a construgao destas
generalizagbes porque ajudam os alunos a perceber os principios fundamentais da
Matematica. Muitas vezes, ao tentar discutir uma hipdtese de generalizagdo, os

alunos acabam por justificar essa hipotese através de exemplos concretos. A
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importancia de construir hipdteses que os levam a generalizacGes é tornar as ideias
matematicas cada vez mais explicitas para que os alunos compreendam melhor a
Matematica que aprendem e usam. Carpenter, Franke e Levi (2003) referem um
conjunto de generalizagdes que os alunos desenvolvem que se relacionam com os
diferentes principios matematicos, nomeadamente com as propriedades dos
numeros e operacgoes.

Outra generalizacdo que surge das propriedades é a + b — b = a. Este tipo
de expressdo fornece grandes momentos de discussdao para tentar perceber se é
verdadeira ou falsa. Também a descricdo de procedimentos, ou seja, quando um
aluno sabe que na multiplicacdo por 10 tem que acrescentar um 0 ao numero dado,
tem presente um conhecimento generalizado. Contudo, este tipo de generalizagao
ndo pode ser confundido com as propriedades porque, ao contrario do que acontece
com estas propriedades, este conhecimento ndo pode ser transmitido através de
uma expressdo dgeneralizada. Por ultimo, também surgem generalizagGes
relacionadas com classes de numeros como 0os numeros impares e pares, bem
como os critérios de divisibilidade.

Ellis (2011) também desenvolve um estudo relacionado com a
generalizagdo, procurando compreender de que modo € que o trabalho colaborativo
e 0 ambiente de discussdao em sala de aula ajudam no desenvolvimento deste
processo. A autora vé a generalizagdo como um processo dinamico que envolve
ciclos de interacdo entre o professor e os alunos. E através da discussdo que estes
vao melhorando ou elaborando novas generalizacbes. Esta ideia de grande
dinamica em sala de aula reflete a vertente que a autora segue, que Vvé o
desenvolvimento da generalizacgdgo como um ato coletivo, em que participam
diversos agentes, num contexto matematico especifico que da especial atencdo as
interacdes sociais, as ferramentas, a propria histéria de cada aluno, mas também a
existéncia de um bom ambiente de sala de aula propiciador da aprendizagem.

No seu estudo, Ellis (2011) envolve 6 alunos entre os 11 e os 14 anos e
tenta, ao longo de oito sessbes mostrar como se pode ajuda-los a generalizar e a
raciocinar sobre as justificacdes que ddo. Nos resultados que apresenta, a autora
faz referéncia as diferentes etapas que podem surguir neste processo e que passam
pelo encorajamento para generalizar ou partilhar uma ideia por parte do professor
e também pelos colegas da turma. Esta dindmica de partilhar as ideias e as
generalizagbes feitas através de momentos de discussdao coletiva torna-se muito
importante neste processo. Os alunos vao debatendo as suas ideias e, a medida
que surgem opinides divergentes, tem lugar um aperfeicoamento da generalizacado
ou até mesmo o desenvolvimento de outras ideias ou generalizacGes. A autora

atribui uma grande importéncia no processo de encorajar, quer o aluno a partilhar
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as suas ideias quer na discussdo das ideias apresentadas por outros, porque so
desta maneira é que os alunos conseguem desenvolver em conjunto novas ideias.
Para além de apresentar as generalizacdes feitas, a autora nao deixa de referir a
importancia de justificar e clarificar as ideias apresentadas. Desta maneira, os
alunos raciocinam sobre a solugdo apresentada e conseguem refletir sobre as
propriedades que estdo a ser trabalhadas bem como as relacdes que se mantém.
Este pedido de justificacdo e clarificacdo de ideias surge através de
guestionamentos feitos ndo apenas pelo professor mas também por parte dos
colegas.

Para Ellis (2011), este ciclo de apresentacao de generalizagdes e ideias,
retificacdo e aperfeicoamento através das questdes que se desenvolvem acaba por
ser gerador de novas ideias e generalizagdes. Esta dinamica aparece no momento
de discussdo coletiva, quando os alunos comegcam a apresentar 0s seus
argumentos. De um modo geral, defende que o processo de generalizacdao deve ser
ciclico, ndo sendo um processo individual mas coletivo. SO através da discussdo,
guestionamento e aperfeicoamento das ideias apresentadas € que os alunos
conseguem tirar partido deste processo. A autora faz referéncia a agoes
importantes que o professor deve ter em conta, tais como: (i) encorajar os alunos a
justificar e a clarificar as suas ideias; (ii) partilhar as contribuicdes dos alunos; e
(iii) encorajar os alunos a generalizar através de tarefas ja previstas. Também da
importancia ao tipo de tarefas que se realizam, devendo levar os alunos a possiveis
generalizacbes e a gerar outras através do didlogo que se estabelece na sala de
aula.

Para desenvolver nos alunos o seu sentido de simbolo e a sua capacidade de
generalizar é importante ter um ambiente propicio. Arcavi (1994, 2006) defende
gue é muito importante a abordagem feita pelo professor. As questées que vao
sendo colocadas e a discussao que se fomenta em torno das expressoes, tornam-se
preponderantes para o desenvolvimento do sentido de simbolo. Deste modo, é
importante cultivar em sala de aula uma procura dos significados dos simbolos,
evitando a aplicacdo automatica de procedimentos matematicos. Carpenter, Franke
e Levi (2003) também referem que nao devemos cair na tentacdo de apenas usar o
raciocinio computacional, mas sim ajudar os alunos a criar novas estratégias e a
promover a discussao para que apresentem ideias que ndo esteja diretamente

relacionadas com a resolugao direta da expressao.
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Capitulo 3

Experiéncia de Ensino

No capitulo 3 apresento, em primeiro lugar, as ideias gerais sobre o que se
pretende fazer na experiéncia de ensino. De seguida, desenvolvo o tdpico das
tarefas em que identifico qual o tipo de tarefas utilizadas e o que se pretende com
cada sessdo. Por ultimo, apresento de forma mais pormenorizada cada uma das

sessoOes e quais os objetivos que pretendo desenvolver com cada uma.

3.1. Ideias gerais

Com a realizacdo da experiéncia de ensino pretendo levar os alunos a serem
capazes de resolver expressdes numéricas sem recorrer apenas a raciocinio
computacional, utilizando em seu lugar estratégias de raciocinio relacional. Para
esse efeito irei propor aos alunos um conjunto de tarefas procurando que eles
desenvolvam o sentido de numero, identificando as relagdes existentes entre os
nuimeros e as propriedades das operacdes e resolvendo expressdes através de
diferentes estratégias de calculo mental. Brocardo (2011) afirma que “calcular
mentalmente é desenvolver uma abordagem relacional em relacdo as situacbes
aritméticas, e esta abordagem relacional é um aspeto intrinseco do sentido de
numero” (p. 9). Numa fase final, e através das propriedades das operacoes,
pretendo que os alunos formulem generalizacdes, em linguagem natural, e mais
tarde, em linguagem simbdlica.

Esta unidade de ensino assume que todos os alunos devem aprender
Algebra, tal como recomenda o NCTM (2007). Como indiquei anteriormente, um

dos grandes objetivos é que os alunos consigam “representar e analisar situagdes e
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estruturas matematicas usando simbolos algébricos” (p. 39). Deste modo, é

expectavel que os alunos consigam:

i) Identificar propriedades, como a comutatividade, a associatividade
e a distributividade, e aplica-las ao calculo com nameros inteiros;

ii) Representar a nogdao de varidvel, enquanto quantidade
desconhecida, através de uma letra ou simbolo;

iii) Expressar relacdbes matematicas através de equacbes. (NCTM,
2007, p. 182)

3.2. Tarefas

As tarefas que o professor propde na sala de aula sao a base da
aprendizagem dos alunos. O NCTM (1994) define tarefas como questdes
matematicas que “servem aos alunos de estimulo para pensar em conceitos e
processos particulares, nas suas conexdes com outras ideias matematicas, e nas
suas aplicacdes a contextos da vida real. Boas propostas [de tarefas] podem ajudar
os alunos a desenvolver aptiddes num contexto de utilidade das mesmas" (p. 26).
As tarefas podem ser apresentadas de diferentes maneiras, consoante a
aprendizagem que o professor pretende promover nos alunos. Diversos tipos de
tarefa sdao importantes e devem ser trabalhadas na sala de aula, consoante as suas
finalidades e os momentos em que sdo desenvolvidas.

Nesta experiéncia de ensino, as tarefas ganham especial atencdo porque sdo
um instrumento para promover o desenvolvimento do raciocinio relacional. Aponto
desde ja para a diversidade de tarefas a usar nomeadamente, exercicios,
problemas e tarefas de exploragcdo, cada uma com um objetivo e sentido proprio.
Todos estes tipos de tarefas sdo importantes e devem ser trabalhadas na sala de
aula, tendo cada um uma finalidade diferente e momentos de aplicagdo também
diferentes. Ministério de Educagdo (2001) afirma que os alunos devem poder
contactar com diferentes experiéncias de aprendizagem e faz a distingdo entre
problemas, exercicios, atividades de investigacao, realizacdo de projetos e jogos.
Algumas destas tarefas também sdo analisados por Ponte (2005), nomeadamente,
problemas, exercicios, tarefas de exploracdo, investigacdes e jogos. Para o estudo
irei apenas analisar os exercicios, problemas e tarefas de exploragao. Os exercicios
sdo o tipo de tarefa matematica que surge com mais frequéncia. Mas a
aprendizagem ndo deve limitar-se somente aos exercicios, por se tornar muito
limitado, acabando por ndo utilizar todas as vertentes do ensino da Matematica.

Segundo Ponte (2005), os exercicios servem para colocar em pratica

conhecimentos ja adquiridos ou como forma de os consolidar. J& ME (2001), vé os
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exercicios como uma resolugdo mecéanica, onde a aplicagdo do algoritmo leva a uma
solucdao. No que diz respeito aos problemas, estes aparecem associados ao
raciocinio e comunicacao, podendo estar interligados com outras tarefas de outras
areas do saber. Sao situacdes ndo rotineiras, onde existem varias estratégias e
métodos de resolucdo. O ME (2001) afirma que se devem propor problemas aos
alunos para que estes se sintam desafiados no desenvolvimento das suas
capacidades matematicas. Contudo, o grau de dificuldade apresentado deve ser um
aspeto a ter em conta. Se, por um lado, o problema se mostrar de dificil
compreensao ou resolucao, o aluno acaba por perder o interesse e deixa de se
sentir desafiado para a sua resolucdo. Por outro lado, este for demasiado facil,
deixa de ser um problema e transformar-se-a num mero exercicio, porque o aluno
ja possui conhecimentos para o realizar (Ponte, 2005).

As investigagOes sdo outra categoria das tarefas matematicas que devem ser
desenvolvidas em sala de aula. Com este tipo de tarefas pretende-se que os alunos
criem e testem conjeturas, e numa segunda fase, justifiquem e comuniquem as
suas conclusdes, quer seja por escrito quer seja oralmente. Com as investigacgoes,
facilmente se pode criar uma ligagdo com as outras areas do saber (ME, 2001). O
uso das investigacbes no processo de ensino-aprendizagem em Matematica, torna-
se também muito importante porque promove o envolvimento dos alunos desde o
primeiro momento da tarefa (Ponte, 2005).

Segundo Stein e Smith (1998) as tarefas matematicas podem apresentar
duas vertentes, ou seja, existem tarefas que sao trabalhadas de forma rotineira
tendo por base a memorizagdo, os alunos realizam as tarefas porque ja
memorizaram a forma de a resolver, e existem tarefas que ajudam a pensar e
desafiam os alunos a fazer conexdes. As autoras fazem uma distincdo entre estes
dois tipos. Por um lado existem tarefas com um nivel de exigéncia reduzido, em
gue se trabalha essencialmente a memorizacdo, onde os procedimentos ndo tém
conexodes ou ligagcdes com o contexto. Outro tipo de tarefas sdo as que procuram
desenvolver os procedimentos com conexdes, em que os alunos exploram
diferentes maneiras de resolver os problemas através de grelhas, diagramas,
desenhos. A este tipo de tarefas as autoras chamam fazendo matematica. (Stein &
Smith, 1988, p. 3).

Ponte (2005) refere que as tarefas podem variar segundo duas dimensoes,
classificando-as pelo seu grau de desafio ou de estrutura. “O grau de desafio
relaciona-se com a percegao da dificuldade de uma questdao” (Ponte, 2005, p. 13).
Assim, uma tarefa pode ter um grau de desafio elevado ou reduzido, consoante a
dificuldade da questdo apresentada. O grau de estrutura esta relacionado com a

tarefa poder ter um cunho fechado, onde facilmente se identifica o que se pretende
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ou ser uma tarefa aberta, onde o que é pedido e o que é realizado se relaciona
muito com o desenvolvimento que se vai fazer ao longo da tarefa.

Skovsmose (2000) apresenta a distingdo entre dois paradigmas - exercicio e
cenario de investigacdo. Estes dois paradigmas podem estar associados a diferentes
contextos. Em primeiro lugar, faz referéncia a uma matematica pura, em que nao
existe qualquer ligacdo com a realidade, quer estejamos a falar em exercicios ou
em investigacdes. Em segundo lugar, a contextos com referéncias a uma semi-
realidade, em que a situacao relatada faz transparecer alguma realidade ao aluno.
Contudo essa realidade torna-se muito distante porque vai aparecendo apenas nos

nw

livros € nos manuais escolares: “...& possivel referir-se a uma semi-realidade; nao
se trata de uma realidade que "“de facto” observamos, mas uma realidade
construida, por exemplo, por um autor de um livro didatico de Matematica.”
(Skovsmose, 2000, p. 7). Por ultimo, temos um contexto relacionado com a
realidade do aluno, onde as tarefas se relacionam com o quotidiano dos alunos, os
exemplos e situagdes advém da vida real e de uma realidade que para os alunos
ndo é estranha e distante. Desta forma, o autor classifica diferentes tarefas
segundo os paradigmas e os contextos que apresenta, em que, relacionado com o
paradigma do exercicio, sdo apresentadas tarefas tendo como contexto a
matematica pura, a semi-realidade ou a realidade. Faz a mesma ligagdo para o
paradigma do cendrio de investigagdo.

Segundo o Programa de Matematica do Ensino Bdasico (ME, 2007), a
aprendizagem do aluno deve abranger uma grande diversidade de experiéncias
matematicas, envolvendo contextos matematicos e ndo matematicos. Gravemeijer
(2005) afirma que o ensino da Matematica tem que se adaptar para que o aluno
consiga ter uma aprendizagem mais significativa e ndo acentuar a barreira
existente entre o seu conhecimento e o conhecimento formal desta disciplina.

A experiéncia de ensino é planificada em 8 sessdes. A primeira sessao é
constituida por uma avaliacdo diagnodstica, onde pretendo perceber que
conhecimentos os alunos possuem sobre os sinais de igual e de maior e que
estratégias usam para resolver expressoes numéricas. No final da experiéncia de
ensino é feito um teste escrito de modo a avaliar as aprendizagens realizadas ao
longo da experiéncia.

Numa primeira etapa (sessdes 2, 3, 4) pretendo alargar os conhecimentos
que os alunos tém sobre as relagbes de equivaléncia e de ordem através de tarefas
que os levam a compreender que existem relagcdes entre nidmeros que se podem
estabelecer e que podemos usar para tentar chegar a uma solugdo. O
estabelecimento dessas relagbes é feito através tarefas envolvendo expressdes

numéricas com valor omisso e expressdes de verdadeiro/falso. Na segunda etapa
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(sessbes 5, 6, 7) pretendo que os alunos encontrem estratégias de resolugdo de
expressdes numeéricas recorrendo a raciocinio relacional e ndo a calculos, tentando
justificar as suas estratégias através das relacdes e tentando chegar a um processo
de generalizacao.

Nas tarefas que incluem expressdes de verdadeiro/falso os alunos tém que
comprovar a veracidade das expressodes, justificando o seu raciocinio. Nas tarefas
de valor omisso tém de encontrar um valor desconhecido. Estas expressdes sao
baseadas nas propriedades aritméticas da adicao e multiplicacdo tal como mostra o
Quadro 1. Qualquer das expressdes numéricas deste quadro pode ser resolvida
fazendo uso do raciocinio relacional ou através do calculo, sendo o objetivo
principal fazer com que os alunos optem por um raciocinio relacional,
compreendendo as relagdes que podem ser estabelecidas entre cada expressdo. Em

todas as sessbes existem questdes de valor omisso e de verdadeiro/falso.

Quadro 1 - Propriedades aritméticas da adicdo e multiplicagao.

Propriedade Adicao Multiplicagao
Comutativa a+b=b+a axb=bxa
Associativa (@a+b)+c=a+(b+0) (axb)xc=ax(bxc)
Distributiva ax(b+c)=axb+axc

Existéncia de
a+0=a=0+a axl=a=1xa
elemento neutro

3.3. Dinamica de sala de aula

No conjunto de todas sessdes sdao usadas diversas formas de trabalho, com
especial atencdo para o trabalho a pares e em grande grupo. E usado trabalho
individual na primeira e na ultima sessdo. Esta diversidade de formas de trabalho é
importante porque cada uma ajuda a atingir objetivos diferentes de acordo com o
trabalho realizado. O trabalho individual, usado na primeira e na ultima sessdo,
serve para que o aluno seja “capaz de assumir a sua propria independéncia e
responsabilidade pessoal” (Ponte, 2000, p. 128). Neste caso, é valorizada a
interpretacdo e a resolucao de tarefas, bem como a leitura e interpretacao de
textos matematicos (ME, 2007). Pretende-se que os alunos mostrem o0s
conhecimentos que possuem numa primeira fase do estudo, bem como as
aprendizagens que tiveram ao longo das sessbOes e de que maneira o demonstram

na ultima sessdo. Nestes dois casos, pretende-se perceber que conhecimentos
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tinham os alunos a priori e que aprendizagens desenvolveram até a ultima sesséo.
Ponte (2000) também refere que o trabalho a pares “possibilita uma interacdo
significativa entre os alunos, que trocam impressdes entre si na realizagao da tarefa
proposta” (p. 128). Com esta forma de trabalho valoriza-se a comunicacao entre os
alunos, tentando esclarecer duvidas e arranjando estratégias de resolucdo. Por
ultimo, o trabalho coletivo é uma forma bastante eficaz de concluir as tarefas
porque serve para desenvolver momentos de partilha de ideias e a sua discussdo. E
com este trabalho que se concretiza a sistematizacdo dos conhecimentos. Para isso,
o professor deve dar a oportunidade a todos os alunos para que comuniquem e
justifiguem as suas ideias e resolucdes (ME, 2007). Canavarro (2007) também
refere que o ambiente em sala de aula pode ser muito favoravel para o
desenvolvimento do raciocinio algébrico, quando os alunos tém a possibilidade de
trabalhar de forma auténoma, apresentar as suas produgdes perante a turma e,
com isso, desenvolver aprendizagens matematicas coletivas.

Neste estudo, a aula é estruturada segundo uma estratégia de ensino-
aprendizagem de cunho exploratério (Ponte, 2005). Neste tipo de aula é feita, em
primeiro lugar, a apresentacdao da tarefa por parte do professor. De seguida, existe
a exploracdo das tarefas pelos alunos que trabalham, na maioria das sessoes, a
pares e, por ultimo, existem os momentos de discussdo e reflexdo coletiva sobre a
realizacdo das tarefas. Esta ultima etapa assume um papel decisivo no processo de
ensino-aprendizagem. Este momento de discussao e partilha de resultados apds a
realizacdo das tarefas é muito importante para que os alunos partilhem as suas
estratégias e justificacdes, promovendo a compreensdo dos conceitos abordados. E
neste momento que os alunos fazem uma reflexdao sobre o trabalho realizado.
Deste modo, existe equilibrio entre os papéis do professor e do aluno, assumindo o
professor um papel de moderador e o aluno um papel interventivo na construgao do
conhecimento matematico. Por outro lado, quando os alunos discutem as suas
ideias, formulam conjeturas, quando questionam os colegas sobre o que fizeram ou
disseram oralmente, desenvolvem capacidades de compreensdo dos principios
matematicos. Deste modo, é importante que o professor valorize a interacdo entre
todos os elementos da aula, ndo sé na vertente de professor-aluno, mas também
aluno-aluno. Para além disso, estas discussGes proporcionam momentos para que

os alunos desenvolvam a sua capacidade de argumentar e comunicar:

Ao confrontarem as suas diferentes conjeturas e justificacdes, os elementos
da turma constituem - se como pequena comunidade matematica, na qual o
conhecimento matematico se desenvolve em conjunto. (Ponte, Oliveira,
Cunha, & Segurado, 1998, p. 10)
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Os momentos de discussao proporcionam aos alunos momentos de
interacdo, quer entre os alunos que ja conseguem desenvolver e apresentar de
forma estruturada o seu raciocinio e as suas ideias, quer entre os alunos que,
apesar de ndo terem as suas ideias totalmente definidas, esperam pela
oportunidade de partilhar o que fizeram. Por ultimo, Ponte (2000) também refere
que o papel do professor acaba por ser o papel de um moderador porque “deve
procurar que os alunos formulem questdes, proponham conjeturas e apresentem
solucdes, explorem exemplos e contraexemplos e utilizem argumentos matematicos
para determinar a validade das afirmacoes, tentando convencer-se a si proprios e
aos outros” (pp. 122-123).

Este tipo de interacdes contraria a ideia que apenas existe uma resposta
Unica e que a melhor forma de fazer as tarefas é ficar a espera que o professor diga
se esta certo ou errado. Muitas vezes os alunos olham para a Matematica como
uma disciplina para aplicar procedimentos. Com esta dindmica de sala de aula os
alunos compreendem que tém que pensar no que fazem, ir a procura de diferentes
solugdes e analisar o que fizeram. E um processo que leva o seu tempo, mas
contribui para o desenvolvimento da sua capacidade de comunicar e raciocinar

matematicamente (Abrantes, Serrazina, & Oliveira, 1999).

3.4. Planificacao da Unidade de Ensino

3.4.1. Aspetos gerais

As tarefas abordam principalmente a exploracdo das relacbes entre niumeros
e propriedades das operagdoes. A exploracao das tarefas tem como objetivo o
desenvolvimento do raciocinio relacional, bem como o estabelecimento de
generalizagdes em linguagem natural, iniciando um percurso até chegar a uma
linguagem matematica. O esquema apresentado no Figura 1 representa a linha
orientadora da experiéncia de ensino, comecando com o objetivo principal e
mostrando o percurso até a fase de generalizagdo. Algumas das tarefas tém um
contexto relacionado com a realidade dos alunos, para que seja mais facil a sua
apropriacdao de conceitos, e outras tém apenas um contexto matematico, de modo
a tentar perceber se os alunos conseguem realizar o que é proposto. Estas tarefas
foram inspiradas nas questdes apresentadas nos estudos de Molina (2006), Molina,
Castro e Castro (2009) e Stephens e Wang (2008), bem como no trabalho de

Ponte, Branco & Matos (2009). De seguida apresento os objetivos e a estrutura de
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cada sessdo. O quadro de planificagdao da unidade de ensino, bem como o quadro

de evolugdo dos tépicos da unidade de ensino encontram-se no Anexo 1.

Figura 1 - Esquema orientador da Unidade de Ensino.

Entendimento do Entendimento
significado de do significado
equivaléncia do dos simbolos de
sinal de igual. maior & menor

-
0
AN S
* &
Q‘ o

30



3.4.2. Sessao 1 - Tarefa diagnostica

A primeira sessao tem como objetivo avaliar a compreensdao dos alunos
sobre os sinais de igual, maior e menor e identificar e analisar as estratégias que
utilizam, detetando o uso de raciocinio relacional ou computacional. Através de uma
ficha de diagnodstico individual formada por expressées de valor omisso, os alunos
tém que justificar cada uma das suas respostas. Sao utilizadas, em ambas as
guestdes, as quatro operacdes aritméticas para que seja possivel identificar alguma
dificuldade na sua utilizacao (Anexo 2).

Na primeira parte da tarefa sdao apresentadas cinco expressdes de igualdade
que envolvem as quatro operagdes aritméticas. Nestas expressdes, os alunos tém
gue encontrar o valor em falta, tornando a expressao verdadeira. Em todas as
expressdes o valor omisso encontra-se num dos termos da expressao. Deste modo,
pretendo perceber se os alunos resolvem com mais facilidade expressdes que os
direcionam para um raciocinio computacional, no caso do valor omisso se encontrar
do lado direito, ou se utilizam com facilidade o raciocinio relacional em expressdes
com o valor omisso no lado esquerdo.

Na segunda parte da tarefa apresento cinco expressdes envolvendo a
relacdo de ordem e procuro analisar se os alunos estabelecem relagdes entre estas
expressoes. Neste caso, tem de existir uma interpretagdao correta do simbolo, de
modo a substituir o valor omisso por um numero ou, até mesmo, por uma
expressdo. E importante verificar se os alunos recorrem a calculos para
estabelecerem uma relacdo de ordem. Em duas expressdoes apresentadas, os
valores que os alunos tém de encontrar sdo maiores que o valor apresentado. Com
estas duas expressdes quero perceber se os alunos escolhem os nimeros préoximos
de cada expressdo ou se, pelo contrario, apresentam numeros grandes. Nas duas
guestdes os numeros utilizados sdo inferiores a 20 e cada expressdo tem apenas

uma operagao, para que exista um rapido entendimento sobre o que é pedido.

3.4.3. Sessao 2

A segunda sessao envolve a relagao de igualdade. As expressdoes sdao
compostas por numeros pequenos € o valor omisso esta presente no segundo
membro da expressdo. A adicdo e a subtragdo sdao as operagdes presentes nesta
sessdo. Com esta tarefa pretendo que os alunos, com a ajuda do modelo da reta

numeérica, entendam as relagdes que se estabelecem entre os numeros, em cada
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uma das expressdes (Anexo 3). Com a visualizagdo desta representacdao, os alunos
compreendem que ao subtrair e adicionar o mesmo ndmero o valor inicial ndo se
altera, ou seja, comecam a ter a percecdo da estratégia de compensacdo. Para
além disso podem iniciar um processo de generalizacdo com a propriedade de
adicionar e subtrair o mesmo valor -a + b - b= a.

A reta apresentada é uma reta numérica simplificada que apenas apresenta
multiplos de 5. A primeira reta, para além dos numeros que sdo apresentados, os
alunos conseguem identificar os restantes, pois existem pequenos tracos entre os
multiplos de 5. Nas ultimas duas retas, apenas sdo apresentados os nimeros de 5
em 5 e os tracos intermédios desapareceram. Deste modo, pretendo que os alunos
aprendam a utilizar e compreender a reta conseguindo posicionar corretamente
nameros sobre ela. Para que isto acontega, as expressdes apresentadas ndo sao
apenas formadas por multiplos de 5, mas envolvem outros numeros. Numa
segunda fase, pretendo que os alunos tirem conclusdes sobre as expressdes que
resolveram e que elaborem possiveis conjeturas, tais como: quando adicionamos o
seis ao treze e voltamos a retirar seis, o numero vai ficar igual. Podem também
fazé-lo de uma forma mais geral substituindo o nimero 6 e 13 por qualquer
numero.

Na segunda questdo, apresento um problema relacionado com o corta-mato
escolar. Aqui os alunos tém que encontrar o niumero de posigdes que separa o
Lucas da Clarisse. Pretendo que os alunos, sem recorrer a calculos, utilizem uma
estratégia para chegarem ao resultado correto. E importante que na fase de
discussdao em grupo, os alunos apresentem as suas resolucdes, apercebendo-se que
podem seguir diferentes estratégias para chegar ao resultado. Por exemplo, os
alunos podem utilizar estratégias progressivas em que iniciam a contagem em 11,
chegando a 25, ou usar estratégias regressivas, comegando em 25 e acabando em
11.

3.4.4. Sessao 3

Na sessdao 3 desenvolvo a relagdao de ordem recorrendo a dois tipos de
expressdes (Anexo 4). Em primeiro lugar, uso expressdes com valores numeéricos
em falta e, em segundo lugar, expressdes onde é necessario colocar os sinais de
<,> ou = para que as expressoes se tornem verdadeiras (questdes 1 e 2). Estas
expressdes envolvem as operagoes de adicdo e subtracdo separadamente. Com as
tarefas pretendo que os alunos olhem para a relagcdao de ordem com a mesma

compreensdo da relagdo de igualdade, e compreendam que os simbolos de > e <
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representam sempre uma desigualdade entre cada uma das expressdes. Na
segunda questdo torna-se importante que os alunos completem as expressodes, sem
recorrer a calculos, percebendo qual € o membro com maior ou menor valor,
usando um raciocinio de compensacdo. Apds este momento, surge a partilha das
diferentes respostas com os colegas e que se verifica que pode existir mais do que
uma solugao que para que a expressao se torne verdadeira.

Na segunda parte da tarefa (questdbes 3 e 4) pretendo que os alunos
interpretem os enunciados, transformando-os em linguagem matematica. E
necessario que os alunos entendam o que é pedido, tendo em atencdo os valores e

os simbolos apresentados e, com isso, descubram os valores que faltam.

3.4.5. Sessao 4

Na sessao 4 pretendo trabalhar as relacdes de igualdade através do modelo
retangular e com recurso a propriedade distributiva (Anexo 5). Em primeiro lugar,
os alunos sdo confrontados com a resolucdo de uma multiplicacdo através deste
modelo. E importante que os alunos fiqguem familiarizados com o modelo e que
consigam utiliza-lo com outra expressao apresentada, para que percebam que esta
estratégia pode ser utilizada com outras expressdes numeéricas. Seguidamente, os
alunos apresentam explicacdes sobre a relagdo que se estabeleceu, ou seja, recurso
a propriedade distributiva, decompondo um dos fatores em numeros mais cémodos
para resolver a expressdo. Na fase final da sessdao, € meu objetivo que os alunos
arranjem outra estratégia de resolucdo e que ganhem a consciéncia que uma
expressdo, pode ser resolvida através de diferentes estratégias de decomposicao de

fatores.

3.4.6. Sessao 5

Nesta sessdao os alunos sdo confrontados com as diferentes estratégias
utilizadas para resolver expressdoes que envolvem as operagdes aritméticas da
multiplicagdo e divisdao (Anexo 6). Com estes exemplos, os alunos devem
compreender que, para facilitar os calculos, é feita uma decomposicdo de fatores e
que, mesmo assim, o resultado nao se altera. E importante que os alunos
compreendam que o fator tem que ser decomposto em divisores desse numero.
Desta forma, pretendo que os alunos consigam formular generalizagbes em

linguagem natural, tal como, sempre que multiplicarmos por quatro é o mesmo que
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multiplicar o nimero duas vezes por dois, ou sempre que dividimos por quatro é o
mesmo que dividir o numero duas vezes por dois. Este tipo de conjeturas, permite
aos alunos evoluir para o uso de linguagem simbdlica, como @x4= @x 2x2, sendo
0 @ o numero que se pretende multiplicar.

Por Ultimo, apresento trés expressdes numéricas (duas falsas e uma
verdadeira) e pretendo que os alunos justifiquem se sdo verdadeiras ou falsas,
seguindo a estratégia de decomposicdo seguida anteriormente. Mais uma vez,
nesta fase é importante que percebam que, para a expressao ser verdadeira, os
fatores tém de ser decompostos nos seus divisores, ou seja, a expressao
240:8 = 240 : 4:4 = 15 é falsa porque 4x4 ndao é 8, mas sim 16, sendo a
expressao correta 240:8 = 240:2:4 = 30 ou 240:8 = 240:2:2:2 = 30.

3.4.7. Sessao 6

Nesta sessdo pretendo trabalhar as relagdes de igualdade e desigualdade
através de uma tarefa relacionada com diferentes maneiras de representar o
numero 100 (Anexo 7). Na primeira questao, “A festa de final do 2° Periodo”, os
alunos tém que organizar 100 cadeiras em diferentes filas, cada uma com o mesmo
numero de cadeiras. Deste modo, pretendo que os alunos tenham a percecdao que
podem resolver esta questdo com diferentes expressdes de modo a obter solugdes
gue correspondem ao que é pedido. Para isso, podem fazer um levantamento de
todas opcdes através, por exemplo, de uma representacao tabelar. Pretendo iniciar
um percurso que leva os alunos a generalizagdo, ou seja, com base nas suas
diferentes respostas, podemos chegar a uma expressao que apresente um valor
desconhecido, elaborando conjeturas tais como, o numero de cadeiras vezes o
numero de filas é igual a 100 (nimero de filas x nimero de cadeiras = 100). Este
exemplo ndo se trata de uma generalizacdo, mas ajuda os alunos a justificar e a
formular conjeturas de modo a perceber se sdo verdadeiras. Ainda relacionada com
esta tarefa, os alunos tém que interpretar trés frases envolvendo os termos maior
gue e menor que e identificar qual delas é a verdadeira. Apds esta interpretagdo, os
alunos tém que desenvolver uma expressdo numérica que demonstre o que é dito
na frase. Com esta tarefa, pretendo que os alunos consigam interpretar, a partir do
enunciado, a relacdo de desigualdade e transpor a informagdao de uma linguagem
natural para uma linguagem matematica.

Na segunda parte sdo apresentadas diferentes expressdes numéricas e o
objetivo é comprovar a sua veracidade. Para esta sessdao foram utilizados nimeros

a partir de 100 e as quatro operagbes aritméticas. Pretendo que os alunos
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compreendam a relagdo que é estabelecida em cada uma das expressées e que, em
primeiro lugar, identifiquem as expressdes que nao sao verdadeiras €, em segundo
lugar, justifiqguem o uso que se faz das propriedades de uma maneira informal. Ao
pedir uma justificacdo, o aluno raciocina sobre as transformacgdes que a expressao
sofre e, deste modo, desenvolve uma justificacdo para comprovar o seu raciocinio.
Pretendo também promover, de forma explicita, um uso do raciocinio relacional,
pedindo aos alunos que inventem duas expressdes e que expliqguem a sua
veracidade, identificando as relacdes numéricas utilizadas, em linguagem natural ou

simbdlica.

3.4.8. Sessao 7

Com a tarefa apresentada na sessdao 7 pretendo que os alunos
compreendam as relagdes entre os numeros e as operacdes envolvidas.
Inicialmente, os alunos pensam num numero e, seguindo as instrucdes dadas,
chegam ao numero que pensaram no inicio (Anexo 8). A partir deste momento
pretendo que os alunos compreendam o porqué de tal facto, concluindo que o
resultado vai ser igual ao valor inicial porque, apds adicionarem ou multiplicarem
um valor, logo de seguida efetuam a sua operacdo inversa. E necessario que 0s
alunos consigam descrever cada etapa da tarefa, para conseguirem entender a
relacdo que existe entre cada nimero, e desta forma, descrever que relagdo existe.
Torna-se importante que desenvolvam generalizagdes, numa linguagem natural,

tendo em conta as diferentes etapas que vao percorrendo em cada questao.

3.4.9. Sessao 8

Na ultima sessdo, os alunos realizam quatro questdes de avaliacdo das
aprendizagens, tendo como base conceitos desenvolvidos em sessdes anteriores
(Anexo 9). Com estas questdes, pretendo compreender se os alunos desenvolvem
estratégias que envolvem raciocinio relacional na resolucdo das expressoes
numéricas e que tipo de estratégias utilizam. Pretendo também analisar as
justificagbes que apresentam na resolugao das tarefas, ou seja, se sdao baseadas
em raciocinio computacional ou se olham para a expressdo como uma relagdo.
Nesta sessdo, o tipo de linguagem (natural ou simbdlica) e as representagdes que

os alunos apresentam também se tornam muito importantes para analisar a
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evolucao dos alunos. As questdes foram baseadas em tarefas anteriormente
desenvolvidas.

Na primeira questdo os alunos tém que descobrir o valor que falta em quatro
expressdes numeéricas, situando-se esse valor no 1. membro em trés das
expressdbes e no 2.9 membro numa expressdao. Com esta questdo pretendo
perceber se os alunos percebem as relagdes existentes e se chegam ao valor
correto sem recorrer a calculos. Na questdo seguinte os alunos tém que comprovar
a veracidade das expressdes apresentadas. E importante que consigam explicar a
relacdo que existe entre os numeros e as operacoes, falando das estratégias
utilizadas na sua realizagdao. Com a terceira questdo pretendo perceber se os alunos
conseguem desenvolver uma expressao numeérica com recurso ao que lhes é dito
pelo enunciado, tal como foi feito na sessdo 7. Na ultima questdo pretendo verificar
se os alunos sdo capazes de resolver trés expressées com uma operagdo aritmética
através das estratégias que foram desenvolvendo aos longo das sessdes, ndo
recorrendo a um raciocinio computacional, mas sim a um raciocinio relacional

através da compreensao do sentido de nimero e compreensao das propriedades.
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Capitulo 4

Metodologia de Investigacao

Neste capitulo comego por falar da abordagem e modalidade que este
estudo segue tentando justificar o caminho delineado, segundo caracteristicas
subjacentes a esta abordagem. Apresento os instrumentos a utilizar na recolha de
dados e, de que forma, é que é feita a sua posterior analise. Seguidamente faco
uma caraterizacdo dos participantes e das suas carateristicas como turma. N&do
refiro nenhum aluno em particular porque nao se trata de um estudo de caso. Esta
apresentagdo passa também por caracterizar o contexto onde os alunos estdo
inseridos, ou seja, a sua escola. A calendarizagdo da investigacdo esta presente

neste capitulo, com a descricdo do trabalho a fazer ao longo dos meses.

4.1. Opcoes metodoldgicas

O estudo segue uma abordagem qualitativa, de cunho interpretativo, tendo
em atencdo caracteristicas que estdo presentes neste tipo de abordagens. O
contexto em que o estudo é realizado é o seu ambiente natural, ou seja, a sala de
aula e a turma onde a investigagdo é realizada é a fonte de recolha de dados,
sendo a investigadora o seu principal instrumento de recolha de dados. Tentamos
assim compreender o raciocinio dos participantes, dando especial interesse ao
significado e ao processo que os alunos apresentam. Bogdan e Biklen (1994)
referem algumas carateristicas que um estudo tem que seguir para se enquadrar
numa abordagem qualitativa, nomeadamente a recolha de dados ser feita no seu
ambiente natural, uma vez que a investigadora se desloca a escola e desenvolve-se
na sala de aula onde a turma trabalha diariamente, bem como os instrumentos

utilizados para a recolha de dados (registo video e audio) sdo apoiados por notas
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de campo que a investigadora vai fazendo a medida que vai presenciando as
situacdes que vao aparecendo.

Outra caracteristica é a forma descritiva desta abordagem. Esta
caracteristica esta relacionada com os métodos de recolha de dados, quer sejam
eles os registos de video e audio, mas também, as producdes feitas pelos alunos.
Este conjunto de instrumentos tornar-se-ao a forma de descrever o que foi sendo
feito e desenvolvido ao longo da experiéncia de ensino, servindo de apoio para
sustentar os nossos resultados, através de transcricbes e citacdes que vao sendo
organizadas segundo categorias selecionadas.

A compreensdao dos comportamentos dos sujeitos da investigacao, bem
como os significados que sdo atribuidos as suas acgdes, também sdo uma
caracteristicas da investigacdo qualitativa. Neste momento, as entrevistas tém um
papel muito importante porque nos ajudam a confirmar se os significados que
atribuimos aos comportamentos e agGes estdo de acordo com o que os significados
que o participante atribui.

A investigagdo qualitativa é caracterizada por ser indutiva. Enquanto é feita
a recolha e andlise de dados irei criando significados, conseguindo fazer
interrelagdes entre todas as informagdes que vou organizando. Os participantes sao
confrontados com estes significados de modo a perceber se estes estao de acordo
com o que foi sendo dito.

A modalidade de estudo escolhida é a experiéncia de ensino. Esta tem como
objetivo conseguir desenvolver nos alunos o raciocinio relacional através da
realizacdo de diferentes tarefas matematicas. A experiéncia de ensino foi escolhida
devido a sua estreita ligacdo com a teoria e devido ao seu caracter interventivo
porque a partir da sua implementacdo pretende-se que os alunos desenvolvam o
raciocinio relacional, ndo sendo apenas objetivo verificar o que os alunos
conseguem ou nao realizar.

Cobb et al. (2003) insere a experiéncia de ensino na modalidade de design
research e tem como objetivo desenvolver teorias através de uma investigacdo em
sala de aula, ndo servindo apenas para entender se a investigacao resulta ou nao.
Esta parte interventiva estd muito ligada com a teoria. Estes autores referem
diferentes tipos de design research, nomeadamente, one-to-one (experiéncia de
ensino com o professor e o aluno), experiéncias em sala de aula em que os
investigadores colaboram com o professor, experiéncias de ensino relacionadas
com a formacdo de futuros professores, experiéncias de ensino relacionadas com
professores ja no ativo e, por ultimo, experiéncias de ensino relacionadas com a

reestruturacdo de escolas e agrupamentos de escolas.
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Embora cada uma tenha caracteristicas particulares, todas assentam na
ecologia da aprendizagem que inclui elementos comuns, como as tarefas ou
problemas que sao dados aos alunos para estes os resolverem, tipos de discurso,
normas de participacdo que sdo estabelecidas, instrumentos usados e a pratica de
cada professor.

Existem ainda caracteristicas comuns a este tipo de investigacdo, que
acabam por ser transversais a cada um dos tipos de design research: (i)
desenvolver teorias sobre o processo de aprendizagem e 0s meios que sao
necessarios para desenvolver essa aprendizagem; (ii) natureza intervencionista da
metodologia, e possibiloitando o avanco educacional trazendo novas formas de
aprendizagem; (iii) carater prospetivo e reflexivo, porque este tipo de investigacao
€ implementado através de hipdteses sobre o processo de aprendizagem e os meios
para suportar, e é reflexivo porque as hipoteses arranjadas anteriormente irdo ser
comprovadas ou reformuladas; (iv) é um design interativo porque as conjeturas
gue sao refutadas geram novas conjeturas que sao testadas, desenvolvendo ciclos
de invencgdo e revisdo; e (v) a ultima caracteristica relaciona-se com os principios
pragmaticos que o design tem, ou seja, as teorias desenvolvidas durante a
investigacdo ndo servem apenas para este dominio especifico, mas podem ser
usadas para orientar outros dominios.

Para que este tipo de modalidade possa ser desenvolvida, esta passa por
trés fases de trabalho muito importantes. Em primeiro lugar temos a preparacéo da
experiéncia de ensino, que inclui uma revisdao de literatura identificando as ideias
centrais do estudo. E também nesta fase que se inicia o processo de planificacdo e
organizacao das tarefas. Aqui pode existir, caso seja oportuno, um estudo piloto,
onde podem ser criados novos métodos e estratégias para desenvolver o raciocinio
dos alunos. Numa segunda fase temos a conducdo da experiéncia de ensino, que
abarca a implementacdo da experimentacdo na sala de aula, em que o professor
vai testando e revendo as conjeturas e analisando o raciocinio e aprendizagens dos
alunos. Num ultimo momento teremos a anadlise dos dados em que estes sdo
confrontados quer com a teoria, mas também com os objetivos que se pretende
atingir (Cobb et al., 2003).

Optei por realizar uma experiéncia de ensino pela sua natureza de
intervencdo, na medida em que pretendo desenvolver o raciocinio relacional nos
alunos e nao ficar apenas, pela mera observagao do que conseguem ou nao fazer.
Para isso, apoiar-me-ei na teoria e modificarei as minhas conjeturas caso seja
necessario. Com o desenvolvimento das tarefas procuro perceber se as estratégias
inicialmente utilizadas pelos alunos para resolver as diferentes expressoes

numeéricas, estdo relacionadas com o raciocinio relacional, ou se, evidenciam o
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recurso a um raciocinio operacional. Como a experiéncia de ensino tém este carater
de intervencdo, torna-se importante desenvolver nos alunos a capacidade de
justificarem as suas ideias e estratégias, seja com o recurso a exemplos, seja
através de uma generalizacdo em linguagem natural ou simbdlica.

O estudo é planeado por mim enquanto investigadora, sendo as tarefas
construidas de modo a abarcar os objetivos que se pretendem trabalhar. Embora
seja eu a conduzir as sessdes, existem momentos de trabalho com a professora
titular dando a conhecer cada uma das tarefas e o que se pretende desenvolver.
Esta experiéncia de ensino decorre em oito sessdes. Cada sessao segue o modelo
de aula de natureza exploratéria (Ponte, 2005) que abarca trés momentos
distintos: (i) apresentacao da tarefa por parte da professora, (ii) realizacdo da
tarefa em pares, e (iii) discussao coletiva.

Primeiramente realiza-se um estudo piloto com outra turma do 3.° ano
(Turma E). Realizam-se trés das oito sessdes planeadas tendo como objetivo
compreender a reagcdo e o raciocinio dos alunos as tarefas apresentadas e
identificar possiveis dificuldades sentidas na sua resolugdo.

A partir deste estudo piloto, e segundo a informacao recolhida, reorganizam-
se 0s aspetos que se revelam necessarios. Nas tarefas da primeira sessdao sdo
eliminadas trés expressGes numéricas de igualdade e duas expressdes numeéricas
de ordem por se considerar que sdo um numero muito elevado de expressdes no
total, fazendo com que no momento de discussdo, ndo fossem abordadas todas as
expressoes. Na segunda sessdo, das cinco retas numéricas existentes, é eliminada
uma expressao, para que os alunos tenham tempo de realizar tudo tal como esta
previsto. Na reta apresentada como exemplo, sdo colocados os nimeros por cima
de cada traco para uma melhor compreensao desta estratégia. Na Ultima sessao,
sdo apresentados varias questdes relacionadas com as relagdes de ordem. Neste
caso, nao retiro nenhuma questdo, apenas as reorganizo. Deste modo, optei por
comecar por trés expressoes numéricas relacionadas com a relacdo de ordem, onde
os alunos tém que encontrar os valores em falta. De seguida apresento mais um
bloco de cinco expressdes numéricas onde os alunos tém que colocar o sinal correto
para que a expressao se torne verdadeira. Por Ultimo, apresento dois problemas
relacionados com a relagao de ordem. Estes dois problemas servem de apoio caso
os alunos terminem ainda com algum tempo. Opto por esta reorganizagdao porque
nas primeiras expressées apresentadas os alunos tém a possibilidade de usar a
estratégia de compensacdo para a compreensdao das relagdes, aspeto muito

importante na andlise deste estudo.
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4.2. Balancgo do estudo piloto

Considerei necessario realizar um estudo-piloto para observar varios aspetos
do trabalho dos alunos e, com os resultados obtidos, poder melhorar pontos
importantes no estudo principal. Assim, especificamente, neste estudo piloto
procuro: (i) recolher elementos que me permitam antecipar estratégias e
justificacbes que possam surgir no estudo principal; (ii) compreender se as tarefas
propostas promovem o desenvolvimento do raciocinio relacional e se ajudam a
elaborar estratégias e justificacbes as questdes apresentadas (como se pretende na
abordagem exploratéria); e (iii) desenvolver uma primeira analise com os dados
recolhidos deste estudo tendo em vista verificar se os métodos de recolha de dados
sao adequados.

Deste modo, as tarefas escolhidas para o estudo-piloto tém como objetivo
promover o desenvolvimento do raciocinio relacional, através de questbes que
envolvam as relacgdes de igualdade e de ordem (Anexo 10). As tarefas escolhidas
incluem exercicios e problemas, apresentando expressées de verdadeiro/ falso e de
valor omisso. O trabalho de cada sessdao é desenvolvido em trés momentos: (i)
introducdo da tarefa; (ii) exploracdo da tarefa, momento em que os alunos
resolvem as tarefas individualmente ou a pares; e, por ultimo (iii) discussdao em
grande grupo. Neste momento os alunos apresentam as suas estratégias e sdao
confrontados com as estratégias dos colegas, sendo encorajados a justificar e
defender as suas ideias.

As trés sessOes do estudo piloto sdo idénticas as trés primeiras sessées do
estudo principal. Desenvolveram-se ao longo do més de janeiro, uma vez por
semana, ao longo de 90 minutos cada uma. A primeira sessao tem como objetivo
compreender que conhecimentos possuem os alunos sobre a relacdo de igualdade e
relacdo de ordem, bem como sobre os sinais de igual, menor e maior. A tarefa da
primeira sessdo apresenta duas questdes com expressdes de valor omisso, cada
uma das quais envolve a relacdo de igualdade e a relagdo de ordem. Também nesta
sessdo pretendo perceber que justificacdes apresentam os alunos e se tém alguma
dificuldade em alguma das expressdes apresentadas. A estrutura da tarefa é um
fator importante para entender se existe algum aspeto que tem que ser corrigido.

A segunda sessdo envolve duas questfes, relativas a relacdo de igualdade e
pretendo verificar se os alunos compreendam as relagdes que se estabelecem entre
expressoes. Esta sessdo apresenta o modelo da reta numérica. Assim, pretendo
analisar se os alunos estdo familiarizados com este modelo, ou se tem que existir
da minha parte algum momento para o relembrar. Para além disso, procurarei

analisar as estratégias e justificagbes que os alunos desenvolvem, bem como a
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capacidade de realizar alguma generalizagdo. Por Ultimo, analiso se a tarefa é
adequada aos objetivos do estudo principal e se os alunos desenvolvem estratégias
para a resolucdo das questdes que a constituem.

Na ultima sessdo do estudo piloto relaciona-se a relacdo de ordem com
expressdes de verdadeiro/falso e de valor omisso. Também nesta sessdo, o
objetivo é que os alunos olhem para as expressoes e compreendam as relagées que
se estabelecem entre cada membro da expressdo. A interpretacao dos simbolos de
maior e menor é um ponto de analise, permitindo detetar qual o conhecimento que
os alunos possuem sobre os simbolos e se os interpretam tal como no momento da
sua aprendizagem. Esta tarefa é composta por quatro questbes e tento
compreender quais sao as que se enquadram melhor nos objetivos da sessao.

Tal como no estudo principal, no estudo piloto, a abordagem é qualitativa e
a modalidade escolhida é a experiéncia de ensino, porque mais do que testar
conhecimentos que os alunos possuem, pretendo desenvolver o seu raciocinio
relacional através de tarefas que envolvem as relagdes de igualdade e de ordem.

A turma do estudo piloto é constituida por 16 alunos, 10 raparigas e 6
rapazes. Um dos rapazes chegou a esta turma na semana em que se inicia o estudo
piloto e ndo foi possivel obter a devida autorizagcdo do encarregado de educagao
para que ele participasse no estudo. Quatro alunos tém acompanhamento escolar
devido a dificuldades de aprendizagem que apresentam nas areas de Lingua
Portuguesa e Matematica. Esta turma apresenta diferentes ritmos de trabalho,
devido as diferentes capacidades de aprendizagem dos alunos. Os que tém melhor
aproveitamento realizam as tarefas com facilidade e rapidez, ao contrario dos
alunos com mais dificuldades, em que o apoio por parte do professor tem que ser
constante. De uma maneira geral, os alunos tém um bom aproveitamento estao
habituados a dialogar e a discutir ideias sobre os assuntos que estao a ser tratados,
o que lhes permite ganhar confianca na sua argumentagdao e exposicao de ideias.
Geralmente, o trabalho é realizado individualmente e, em alguns momentos, é feito
trabalho de grupo e trabalho a pares. Em Matematica os alunos estdo habituados a
trabalhar com o manual escolar.

Para a recolha de dados sao utilizados diversos instrumentos. Em primeiro
lugar existe a recolha documental que se baseia nas fichas de trabalho que os
alunos tém de realizar ao longo de cada sessdo. Com estes documentos,
conseguimos analisar, posteriormente o que os alunos foram registando no
momento de trabalho auténomo. A par desta recolha existe o registo em video e
audio de cada uma das sessbGes, bem como as notas de campo elaboradas pela
investigadora para ajudar na analise de cada sessdo. Tendo em conta a modalidade

escolhida, a analise dos dados adota um carater descritivo e, segundo os objetivos
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do estudo, sdo apresentadas as seguintes categorias de analise: (i) uso do
raciocinio relacional ou computacional; (ii) estratégias e justificacdes usadas pelos
alunos; (iii) generalizacdes desenvolvidas; e (iv) dificuldades apresentadas.

Em primeiro lugar, analisando as trés sessdes, podemos antecipar possiveis
estratégias e justificacdes dos alunos. De um modo geral, estes compreendem a
relacdo de igualdade e a relacdo de ordem, bem como os simbolos que lhes estdo
associados. Os alunos compreendem que o sinal de igual representa a existéncia de
igualdade entre os valores dos dois membros da expressdao. No que diz respeito a
relacdo de ordem, compreendem que ha uma desigualdade entre os dois membros
da expressdo. As estratégias utilizadas pelos alunos ao longo das sessdes estao
mais direcionadas para o raciocinio relacional do que computacional, tendo sido
poucas as vezes que sentem a necessidade de recorrer ao algoritmo. Assim,
optaram por utilizar estratégias tais como operagdo inversa, decomposicdo de
fatores, adicGes sucessivas, reta numérica e, até mesmo, a representacgao pictorica.

Ao longo das sessdes os alunos elaboram generalizagdes em linguagem
natural, embora recorram a exemplos concretos para justificar as relagoes.

As dificuldades que surgem sdo de natureza distinta. Ao nivel matematico
existe dificuldade na resolucdo de expressdes que envolvem a subtracdo,
cometendo o erro de aplicar a propriedade comutativa em expressdes que
envolviam a subtragdo. No caso da reta numérica alguns alunos ndo conseguem
representar corretamente a expressao apresentada. O afastamento natural, ao
longo dos anos, destes modelos pode ter contribuido para a representacdo incorreta
da expressao e para a necessidade que os alunos demonstram em registar os
tracos intermédios. Por Uultimo, em algumas questdes existem problemas
relacionados com a interpretacdo dos enunciados (problemas das sessdes 2 e 3).
Neste caso, ndo conseguem compreender o que é pedido, ou seja, tal como ja foi
referenciado, se olharmos para as expressdes e resolucdes apresentadas num
contexto matematico, estas ndo apresentam qualquer erro. Contudo, quando temos
em conta o contexto apresentado, a expressdao ndo demonstra o que é pedido.
Deste modo, os alunos criam expressdes que ndao demonstram, na sua totalidade, o
gue é referido no enunciado.

De um modo geral, verificamos que as tarefas apresentadas desenvolvem o
raciocinio relacional e ajudam os alunos a criar e desenvolver estratégias nao
computacionais. Em todas as tarefas senti a necessidade de reajustamento. As
mudancas a realizar prendem-se com a supressdao de expressodes, por achar que
existia uma repeticao e por gestdao de tempo, e troca na ordem das questdes. Este
ultimo aspeto deve-se ao facto de existirem questbes que sdo mais importantes de

trabalhar tendo em conta os objetivos definidos. Por Gltimo, considero necessario o
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aperfeicoamento do modelo da reta numérica para que exista uma compreensdo
total do que vai ser trabalhado. Considero que os instrumentos de recolha de
dados, bem como a estrutura de cada uma das sessdes devem ser mantidos. No
caso dos instrumentos, estes tém um papel muito importante para a analise,
criando uma ligagcdo de complementaridade entre cada elemento. No que diz
respeito a estrutura da aula, penso que a estruturacdo nestas trés fases é muito
importante e benéfica para obter os resultados pretendidos. A discussdo em grande
grupo com partilha de estratégias e a justificacdo das ideias faz com que as aulas
se tornem mais ricas e mais produtivas no desenvolvimento dos raciocinios dos
alunos.

Para finalizar, penso que este estudo piloto me ajudou, enquanto
investigadora, a compreender melhor todo o trabalho que terei que realizar no
estudo principal e me ajudou a antecipar algumas das estratégias que podem
aparecer. Tenho consciéncia que as turmas sdo diferentes, bem como os seus
métodos de trabalho, mas com a realizacdo destas trés sessGes consegui analisar e

alterar o que o que efetivamente ndo foi bem conseguido.

4.3. Participantes

O estudo é realizado numa escola de ensino publico, do concelho de Soure,
no distrito de Coimbra. E uma escola com turmas de 1.9 e 2.9 ciclos. Trata-se de
um concelho predominantemente rural e os alunos pertencem a familias com um
nivel socioecondmico médio. Os dados do ano letivo de 2013/2014 referem que
existem oito turmas do 1.9 ciclo, cada ano com duas turmas compostas por 15 a 20
alunos. As turmas do 1.9 ciclo perfazem um total de 114 alunos.

A turma do estudo principal (Turma F) é constituida por 16 alunos, 6
raparigas e 10 rapazes. Dois alunos desta turma, embora fagcam parte dela, como
tém deficiéncias profundas ndo se encontram junto da turma a maior parte do
tempo. Outra aluna foi transferida para esta turma, quase no final do estudo, ou
seja, nas ultimas trés sessdes. Sdo um grupo muito heterogéneo e o seu ritmo de
aprendizagem € mais lento que a turma do estudo piloto, contudo ndo existem
grandes discrepancias nas aprendizagens. As avaliagGes do final do 1.2 periodo
mostram que a turma tem um bom aproveitamento escolar. Os alunos estdo
habituados a partilharem e discutirem as suas ideias e demonstram vontade o
fazer. A semelhanca do que acontece com a turma do estudo piloto, os alunos
trabalham, normalmente, de modo individual e, em alguns momentos fazem

trabalhos a pares e em grupos.
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Este ano foi a primeira vez que contactei com a turma e com a professora de
Matematica. As duas turmas, tanto a do estudo principal como do estudo piloto,
estdo a trabalhar segundo uma metodologia de equipas educativas. Neste caso, a
professora que os acompanha na area de Matematica é a mesma para as duas
turmas. O mesmo acontece na area de Lingua Portuguesa. Os alunos estdo
habituados a trabalhar nesta metodologia desde que iniciaram o 19 Ciclo.
Relativamente a professora que os acompanha na area de Matematica também
iniciou o trabalho com as turmas este ano letivo. A professora que se encontrava a

trabalhar no “Projeto Equipas Educativas” reformou-se.

4.4, Métodos de recolha de dados

Os dados a recolher sdo de natureza descritiva, enquadrando-se em dois
grandes grupos. Em primeiro lugar, a observagdo da turma que é feita com o apoio
a instrumentos como o registo de video e audio para que seja possivel a elaboragao
da transcricdo e respetiva analise. Esta analise torna-se importante para conseguir
perceber que outras estratégias e justificacbes os alunos usaram oralmente. Este
registo video também é fundamental porque existem pormenores que podem
passar despercebidos em cada uma das sessOes e que posso analisar com mais
atengdo no momento de transcricdo. As notas de campo sdao um instrumento
privilegiado de registo pois ajudam na reconstrucdo e compreensao do que foi
desenvolvido na aula. Com a recolha de notas de campo pretendo obter
informacdes sobre a maneira como os alunos reagem as tarefas, se as resolvem
com facilidade e autonomia ou que tipo de dificuldades sentem no momento de
resolucdo. Também pretendo registar a participacdo e o empenho que os alunos
demonstram na realizacdo das tarefas ou, até mesmo, alguma situacdo que ndo
esteja programada.

Em segundo lugar, ha a recolha documental que inclui, quer as resolucdes
das tarefas que os alunos realizam quer outros trabalhos que podem fazer para
além do que for pedido e que se ache pertinente recolher. Esta recolha documental
€ muito importante por ser uma parte fundamental da experiéncia de ensino.
Pretendo com a recolha destes dados compreender o que foi feito quer numa visao
global, percebendo quais os resultados obtidos por toda a turma, mas também
olhar de forma pormenorizada para cada aluno, porque embora ndo haja uma
analise a um conjunto de alunos em particular, € importante perceber as evolugdes
que os eles tém de forma individual e se as estratégias ou dificuldades se mantém

ao longo das sessGes. Também com esta recolha consigo perceber a maneira como
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os alunos justificam as suas estratégias e compara-las com o que apresentam
oralmente.

Antes de iniciar a recolha dos dados, os encarregados de educagao foram
informados do trabalho que seria desenvolvido e todos autorizaram que os
educandos participassem na investigacdo. Para além da autorizacdo dos
encarregados de educacdo, pedi autorizacdo a Direcdo do Agrupamento, que

prontamente me autorizou a realizar a recolha de dados para o estudo (Anexo 11).

4.5. Analise de dados

A anadlise de dados é feita segundo a técnica de anadlise de conteldo, tal
como descrito por Bardin (2011), que refere trés fases: (i) pré-andlise, (ii)
exploracdo de material e tratamento de resultados, e (iii) interpretacdo. A pré-
analise é uma fase de organizacdo que se inicia com uma primeira leitura dos dados
recolhidos de modo a conseguir escolher os documentos a analisar. Nesta etapa,
irei reformular os objetivos e criar as categorias de analise.

Numa segunda etapa é feita a exploracdo de material onde irei codificar os
dados segundo as unidades de analise e categorias criadas anteriormente, de modo
a poder tratar os dados em bruto.

Por Gltimo, é feito o tratamento de dados obtidos e a sua interpretacdo. E
através desta Ultima etapa que se estabelece uma relagdo entre os dados tratados
e o quadro conceptual do estudo, de modo a fazer uma interpretacdo mais
aprofundada e segundo as categorias de analise que criei, tendo como objetivo e
guestdes do estudo: (i) evolucdo dos significados da relacdo de igualdade e
desigualdade e uso de raciocinio relacional e operacional; (ii) generalizagées; (iii)

justificacGes; (iv) estratégias e justificacbes.

4.6. Calendarizacao

Este estudo estad dividido em varios momentos interligados, tendo sempre
presente que cada momento nao poderia existir ou desenvolver-se sem o0s
restantes. Podemos enquadrar estes momentos da investigagdéo com os diferentes
periodos do ano letivo. Assim, o 1.0 periodo é dedicado a revisao de literatura e a
criagdo de um quadro tedrico que sustente a investigagdo. Para além deste
enquadramento teorico, ha o trabalho de planificagdo e preparagao das aulas que
vao ser propostas. O segundo momento, que coincide com o 2.° periodo de aulas, é

marcado, em primeiro lugar, pela realizacdo do estudo piloto, com um conjunto de
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trés sessdes que sdo trabalhadas durante o més de janeiro. E no 2.9 periodo que é

desenvolvida a experiéncia de ensino, num total de oito sessdes, ao longo dos

meses de fevereiro e abril. Apds cada sessdo, os dados recolhidos sdo transcritos e

analisados, para compreender quais as estratégias que os alunos usam e as

dificuldades que sentem na sessdo anterior, tentando melhorar o seu raciocinio e

estratégias de sessao para sessao. O ultimo momento coincide com o 3.° periodo,

em que o trabalho de anadlise dos dados continua a ser desenvolvido, de modo a

preparar a sua discussdao e apresentacdo dos resultados. No quadro seguinte é

apresentada a calendarizacao de cada momento da investigacao.

Quadro 2 - Calendarizacdo dos diferentes momentos da investigacao.

Meses

Motivagédo e
objetivos do

estudo

Quadro

conceptual

Metodologia

Planificacdo

Recolha de
dados

Anélise
de dados

Conclusoes

Set.

Out.

Nov.

Dez.

Jan.

Fev.

Mar.

Abr.

Maio

Jun.

Jul.

Ago.

Set.
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Capitulo 5

Estudo Principal

Para a andlise das oito sessbes do estudo principal utilizei os dados
recolhidos através da gravacao de video, bem como os registos efetuados pelos
alunos relativos a resolucdo das tarefas. Estes dados foram coletados durante as
oito sessdes que se realizaram durante os meses de fevereiro e abril, cada uma das

quais com a duragao de 90 minutos.

5.1 -Sessao 1

Esta sessdao tem como objetivo avaliar a compreensdo que os alunos tém
dos sinais de igual, maior e menor e perceber que estratégias utilizam para resolver
as expressoOes apresentadas. Cada uma das questdes é composta por um conjunto
de expressdes com um valor em falta e os alunos tém que o encontrar de modo a
que a expressdo fique verdadeira. A primeira questdo, constituida por cinco
expressdes, envolve a relacdo de igualdade e as operagdes de adicdo e subtracao.
A segunda questdo é constituida por cinco expressdes que se relacionam com a
relacdo de ordem. Em ambas as questdes pede-se que os alunos justifiquem as
suas escolhas realizando a tarefa em trabalho individual. Nesta sessdo ndo esteve

presente um aluno. De seguida, passo a analisar pormenorizadamente cada uma

das questoes.
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5.1.1. Andlise da Questao 1

A figura seguinte apresenta a questdo 1 e as expressdes que os alunos tém

que analisar e resolver.

1.Completa cada uma das expressfes com o valor em falta
de modo a torna-las verdadeiras. Justifica a tua resposta.

20x

= 20

15= 5+

16= 8x

Figura 2 - Questdo 1 da Sessdo 1.

O quadro seguinte apresenta as percentagens de respostas corretas e

incorretas dos alunos em cada uma das expressdes da questdo 1:

Quadro 3 - Desempenho dos alunos em questdes envolvendo igualdades.

Expressoes Respostas certas Respostas Incorretas
1 20x =20 100% 0%
2 15=5+___ 100% 0%
3 6=__-12 8% 92%
4 __:2=9 100% 0%
5 16 =8x____ 100% 0%

Percebemos que os alunos ndo tém dificuldade na maioria das expressées, a

excecao da expressao 3 que, posteriormente, analisarei de forma pormenorizada.

De seguida, fago a analise de cada uma das expressdes, considerando as respostas
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dos alunos, nomeadamente as estratégias e justificacbes que utilizam para

solucionar cada uma das expressoes.

5.1.1.1. Andlise da expressao 1 (20 x = 20)

Na primeira expressao, embora existam 100% de respostas corretas, como
podemos verificar pelo quadro anterior, as justificacbes que os alunos apresentam
sao variadas. Assim, dos doze alunos presentes, cinco justificam a sua resposta

através da expressao apresentada, trocando apenas os membros da expressao.

4

LTINS S A %J & Wods

20x_1_ =20 l

Figura 3 - Resolugdo de Tania

20x =20 | ]

Figura 4 - Resolugdo de Jodo.

Quando pedi a Joao para explicar a sua resposta, o aluno volta a afirmar o

que tinha na ficha de trabalho:

Investigadora - Diz Jodo.

Jodo - Porque 1 vezes 20 é igual a 20 e 2 vezes 20 nao da 20.

Investigadora - Entdo mas como é que chegaste ao 1? Porque é que puseste
& um e ndo puseste outro nimero?

Jodo - Porque se fosse outro niumero ndo dava 20.

Tal como Jodo, Duarte também recorre a tabuada do 20, embora use a
mesma expressao. Este aluno usa uma estratégia de tentativa erro para justificar a

sua resposta:

20x = 20

Figura 5 - Resolugdo de Duarte.

Rafaela, por outro lado, pensa, em primeiro lugar, na multiplicacdo do
numero dois e acrescenta posteriormente 0. A aluna acaba por raciocinar através

da tabuada do 2 e nao do 20:
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Figura 6 - Resolugao de Rafaela.

A resolugcdo apresentada na figura anterior mostra que a aluna usa
diferentes estratégias para justificar a sua escolha. Quando peco que apresente a

sua estratégia, a aluna recorre a justificacdo apresentada em linguagem natural:

Rafaela - 20 vezes 1.

Investigadora - Porqué 1?

Rafaela - Se dois vezes um ¢é dois se nds acrescentarmos um 0 no dois fica
20.

Outras alunas, Mara e Joana, apresentam as seguintes resolucodes:

20x 20

Figura 8 - Resolugao de Joana.

Neste caso, as alunas tém presente que podem obter o resultado de 20
tanto da maneira apresentada como através de 2 x 10.
Por seu lado, Joana acabou por fazer uma generalizagdo em linguagem

natural:

Investigadora — Joana diz 3.

Joana - Eu pus 20 vezes 1 porque se fosse 20 com qualquer outro niumero
nao dava.

Investigadora - Fala alto (a aluna fala muito baixo).

Joana - Eu pus 1 porque se eu pusesse outro numero 2 ou 3 ndo dava.

Investigadora — Diz |& Mara.

Mara - Porque 20 vezes 1 é igual a 20.

Investigadora - Porqué? Porque € que tu me dizes que 20 x 1 é igual a 20?

Mara - Porque uma vez o0 10 é 10 e 2 vezes o 10 é 20.

(..)
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Joana - Qualquer nimero que nds pusermos vezes um, esse numero que
nos pusermos vezes um é o resultado.

Por outro lado, Gongalo acaba por completar a sua justificacdo dizendo que
10 é a metade de 20:

20x_1 =20

Figura 9 - Resolugdo de Gongalo.

David apresenta a sua justificacgdo recorrendo a operacdo inversa da

multiplicagdo, mas usando o valor em falta.

20x1 =20 |

Figura 10 - Resolugao de David.

Nesta resolugdo, para justificar de forma mais correta e usando a operacgao
inversa, David tem que apresentar a expressdo 20 : 20 = 1, de modo a encontrar o
valor em falta.

No caso de Laura, a aluna tem necessidade de recorrer ao algoritmo da

multiplicagao para justificar a sua escolha:

20x_1 =20

Figura 11 - Resolugao de Laura.

A aluna recorre ao valor omisso para justificar o préprio valor. Neste caso,
os alunos ja tém consciéncia de qual era o valor, mas arranjam uma estratégia
para o justificar, mostrando uma expressdo na qual o valor estd presente, nao
como resultado mas como membro de um dos lados da expressao.

A diversidade de justificacOes apresentadas pode dever-se ao facto de ser a
primeira expressdo que os alunos fizeram e ainda ndo tém muito desenvolvida a

compreensdo da forma de justificar as suas estratégias.

5.1.1.2. - Andlise da expressdo 2 (15 =5 + )

Nesta alinea, todos os alunos apresentam uma resposta correta, mostrando
gue o valor em falta € o nimero 10. Dos doze alunos, sete decompdem o nimero

15 para perceber qual o valor em falta, recorrendo a contagens de 5 em 5:
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15= 5+ 10 q T g

Figura 12 - Resolugdo de David.

Al
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Figura 13 - Resolucdo de Tania.
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Figura 14 - Resolugao de Rafaela.

Inicialmente, todos os alunos justificam as suas respostas através de
adicOes sucessivas do niumero 5:

David - 5 mais 5 mais 5, 15. E eu fiz 5 mais 5, 10. Sobrou os 5. 5 mais 10 é
igual a 15.

Rafaela — Eu também fiz assim.

Investigadora — Vem aqui ao quadro dizer como é que fizeste [David]. (O
aluno escreveu a sua estratégia no quadro)

(...)

Investigadora - Como é que tu descobriste o 10 [Rafaela]?

Rafaela — Porque se 5 mais 5 da 10, se eu juntar mais 5 vai dar 15.

Remetendo-nos também para a ideia de adicionar trés vezes o numero 5,
aparece a estratégia de Tiago e Ricardo que usam a multiplicacdo e a divisdo por

trés para justificarem as suas respostas:

15= 5+ f_ \
|
Figura 15 - Resolugdo de Tiago.
Gyt dx5ots Yo
1525+ 1o | < 5 7
Ands S

Figura 16 - Resolugao de Ricardo.
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Quando pergunto se existem outras estratégias, Tiago mostra interesse em

explicar a sua, visto ser diferente das anteriormente apresentadas:

Investigadora — Diz |a Tiago.

Tiago - Fiz 15 : 3 igual a 5. Depois fiz outra conta que era 5 + 10 igual a 15.
(...

Investigadora - E depois fizeste o qué?

Tiago - 5 mais 10 igual a 15

Investigadora — Igual a 15. Porque é que foste buscar o 3?

Tiago — Porque era a dividir por 3...

Investigadora — Como é que sabias que era a dividir por 3?

Tiago - Porque 3 vezes 5 é 15

O aluno acaba por fazer a confirmacao com a adicdo de 5 com 10. Outros
dois alunos, Jodo e Duarte, recorrem a expressao apresentada para justificar a sua
escolha. Os alunos ndo conseguem apresentar o modo como chegam ao valor em
falta: ‘

70
15= 5+ /~

Figura 17 - Resolugdo de Duarte.

Como Uultima estratégia, apresento a Laura, que mais uma vez recorre ao

algoritmo para justificar a sua escolha e a uma divisdo:

15= 5+ _|

Figura 18 - Resolugao de Laura

Neste caso, Laura apresenta alguns erros na sua estratégia. Assim, o
algoritmo da divisdo ndo estd bem representado, o que se pode dever ao facto dos
alunos apenas iniciarem esta aprendizagem neste ano letivo. Em segundo lugar, a
aluna apresenta o nimero 3, possivelmente influenciada pela repeticdo sucessiva
do nimero 5, e acaba por ter consciéncia que o valor que estad em falta € o nimero

10 pelo facto de ja ter sido apresentado um dos valores, o 5.
5.1.1.3. - Anadlise da expressdo 3 (6 = -12)
Nesta expressdao, o numero de respostas erradas € muito superior ao

esperado. Inicialmente, apenas um aluno consegue encontrar o valor que torna a

expressdo verdadeira. Outros trés alunos acabam por apresentar o nimero 18 na
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sua resolucdo, mas porgue no momento de discussdo alteraram a sua resposta, tal

como podemos perceber pela resolucao de Mara:

Figura 19 - Resolucdao de Mara.

Na justificacdo, Mara altera o valor do segundo membro da expressao de 6
para 18, ndo reparando que a expressao que escreve nao é verdadeira. No

momento de discussao também afirma que fez da mesma forma que Duarte:

Investigadora - Entdo diz |a a terceira expressao [Duarte].

Duarte - Porque 6 mais 6 é igual a 12 e 12 menos 6 da 6.

Mara - Eii, também fiz assim!

Investigadora — Entao significa que puseste que numero... Duarte?
Duarte - 6.

Metade dos alunos, seis, justifica a sua resposta, seguindo a estratégia de
Duarte, alterando a posicdao de cada um dos membros da expressdo e nao
compreendendo que a subtracdo, ao contrario da adicdo, ndo goza da propriedade

comutativa:

Figura 21 - Resolugao de Mauro.

Outros dois alunos, o Tiago e o Gongalo, acabam por nem sequer trocar a
ordem dos valores e representam uma expressao falsa, ao afirmarem que 6 — 12 é

igual a 6:

Figura 22 - Resolugdo de Tiago.

O Unico aluno que consegue encontrar o valor correto explica aos colegas a

razdo de nao poder ser o nimero 6 o valor em falta:

56



Figura 23 - Resolugdo de David.

David - Eu nao fiz assim... (Referindo-se a 6 - 12) Eu fiz de outra maneira.

Investigadora — Entao diz 1a como é que tu fizeste.

David - Eu pus o 18.

Investigadora - Porqué? Olhem o vosso colega poOs 18. Explica la.

Rafaela - Ah ja sei...

David - Porque 8 menos 2 da 6... e um menos 0 dd um e por isso ficou 13
12. (o aluno estava a fazer os calculos mentalmente, embora tenha
misturado o 6 com o numero 12).

Nesta alinea os alunos mostram dificuldades em encontrar o valor correto.
Contudo, quando confrontados com a estratégia de David, a maioria consegue
entender o erro. No entanto, Mara ainda mostra algumas dificuldades em

compreender a resolugdo de David:

Investigadora - Entdo quem é que concorda agora com o David? (Mara
coloca do dedo no ar) Porqué?

Mara - Porque também pode dar 6.

Investigadora — Também pode dar 6?

Mara - E também pode dar 18. D3 de duas maneiras.

Investigadora - Entdo explica-me como é que pode dar o 6... Tu consegues
tirar ao 6, 12?

Mara - Nao...

Investigadora — Entdo achas que esta expressao que esta aqui esta correta
[6-12 =6]?

Mara - N@o

(...)

David - Porque 12 é o dobro de 6.

Investigadora - Entdo como € que nds tinhamos que por, se quiséssemos
que desse 67?

Mara - 12 menos 18...

Investigadora - Mas o 12 estd do outro lado (lado direito do 18). Entdo tinha
gue ser que niumero?

David - 18

5.1.1.4. - Anadlise da expressdo 4 ( :2=9)

Neste caso todos os alunos descobrem o valor correto que torna a expressao
verdadeira. As estratégias que encontram para justificar as suas escolhas sdo
variadas e envolvem tanto a representagao pictérica como a operacdo inversa. Em

primeiro lugar, apresento a estratégia de Tania:
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Figura 24 - Resolugdo de Tania.

A aluna recorre a representacdo pictérica para explicar o valor que encontra,
desenhando nove figuras na linha superior e mais nove na linha inferior. E possivel
gue a aluna ja tenha a nocdo do valor que falta, por ter registado o sinal da adicao
entre os primeiros oito coracOes apresentados e os restantes dez. Quando lhe peco

para explicar a sua estratégia a aluna afirma:

Investigadora — Téania, diz | o que é que tu puseste?

Téania - Eu pos 18.

Investigadora - 18. Porque é que tu puseste 18?

Tania — Porque 9 mais 9 sao 18.

Investigadora — E porqué 9 mais 9?

Tania - Porque...

Investigadora - Como é que tu fizeste, eu estou a ver ai um desenho...

Tania — Fiz trés (na ficha de trabalho estdao quatro grupos de dois € ndo trés)
grupos de dois... Depois pus mais 5 grupos com mais outros dois (a
aluna tinha colocado duas filas com 9 coragdes cada uma).

Outras duas alunas, Laura e Mara, recorrem aos algoritmos da multiplicacdo
e da divisdao para justificarem as suas respostas, tal como se pode observar nas

suas resolucoes:

Figura 26 - Resolugdo de Mara.

Em ambos os casos, as alunas nao utilizam corretamente o algoritmo da
divisdo. Contudo, Mara acaba por registar outra maneira de justificar a sua
resposta através da operacdo inversa e sem recorrer ao valor em falta. Quando

apresenta a sua estratégia, apenas menciona a multiplicagdo:

Mara - Eu fiz de outra maneira... fiz uma conta.
Investigadora - Que conta é que tu fizeste?
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Mara - 18:2 é igual a 9.
Investigadora — Como é que chegaste ao 18?
Mara - Porque 2 vezes 0 9 é 18.

Outra estratégia utilizada, neste caso por cinco alunos, é a repeticdo do
numero 9. Em todos os casos os alunos adicionam duas vezes o valor 9 e, desta

maneira, chegam ao 18:

2= 9 |

Figura 27 - Resolugdo de Jodo.

12=9 \V%

Figura 28 - Resolugao de David.

Nesta situacdo, os alunos justificam tal como fazem na ficha de trabalho:

Investigadora - (...) Ricardo diz 3.

Ricardo — 9 mais 9 igual a 18. 2 vezes 18, 9.

Investigadora - 2 vezes?

Ricardo - 18

Investigadora - O vosso colega esta a dizer que 2 vezes 18 é igual a 9...
Ricardo — Nao...

Investigadora — Entao?

Ricardo - 2 a dividir...

Investigadora — Ahh percebi vezes 18.

Apds a transcricdo da aula e anadlise dos dados, confirmei que o aluno
inicialmente afirmou que seriam duas vezes 18, mas presumo que tenha sido um
lapso ao explicar a sua estratégia.

Outro aluno, o Gongalo, utilizou a operagao inversa para justificar a sua

escolha:

Figura 29 - Resolugdo de Gongalo.

Para além de recorrer a operagao inversa, Gongalo completa a sua
justificacdo registando que 9 é metade de 18.
Por ultimo, trés alunos justificam as suas escolhas, quer através da operagdo

inversa, quer com a adigdo sucessiva do niumero 9.
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Figura 30 - Resolugdo de Tiago.

E de notar que os alunos sentem a necessidade de justificar com vérias
expressdes o valor que encontraram, tanto na ficha de trabalho como também

oralmente:

Investigadora -Tiago diz?

Tiago - Eu fiz 3 contas...

Investigadora — Fizeste 3 contas, explica |4 as 3 contas que tu fizeste que é
para ficar mesmo justificado.

Tiago — Nove mais nove igual a 18 ou 2 vezes 9 igual a 18, porisso 18 a
dividir por 2 igual a 18.

5.1.1.5. - Anadlise da expressao 5 (16 =8 x __ )

Nesta expressao todos os alunos encontram o valor correto e, mais uma
vez, as suas justificacdes variam. Um grande grupo de alunos (sete), adiciona duas

vezes o numero 8 para justificar o valor 2:

16=8x 2

|
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Figura 31 - Resolugao de Rafaela.

16= 8x e

Figura 32 - Resolugdo de Duarte.

Ainda dentro deste grupo, Ricardo tenta completar a sua justificacdo através

da operacdo inversa:

16= 8x _=

Figura 33 - Resolugao de Ricardo.

Como se observa, Ricardo acaba por ndo representar corretamente a

divisdo, trocando a ordem de cada membro. Nesta situagdo, coloca o nimero 2
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como dividendo e 16 como divisor. Por outro lado, Mara recorre a tabuada do 8
para justificar a sua resposta:

16=8x_2

Figura 34 - Resolucao de Mara.

Mara - Professora, fiz de outra maneira.
Investigadora - Diz...

Mara - Porque duas vezes 0 8 ¢ 16 e também 1 vez 08 é8 e 2 vezes 0 8 é
16.

Ja Tania utiliza mais uma vez a representacdo pictérica, desenhando duas

filas com oito caixas cada uma:

16= Bx _2 A = 16

Figura 35 - Resolucdo de Tania.

Embora envolva uma representacdo pictérica, a estratégia de Tania nao
deixa de ser uma adicdo sucessiva 8 objetos. Na sua explicacdo oral, a aluna

justifica a sua escolha através da multiplicacdo:

Investigadora —Tania queres ler a tua?

Tania - Pus o0 mesmo que esta ali [no quadro] (estava a referir-se ao
ndmero 2)

Investigadora — Que é quanto?

Tania - Pus 2 e pus... 8 caixas e mais 8 caixas e deu-me igual a 16 caixas.

Investigadora — E como é que tu chegaste as duas filas? Foste contanto, ou
como é que tu fizeste?

Téania - Fiz se 2 vezes 8 da 16, entdo 8 vezes 2 da igual a 16

Outra estratégia € a de Laura, que recorre ao algoritmo da multiplicacdo:

16=8x _<

—_— "

Figura 36 - Resolugao de Laura.

A aluna usa o numero 4, possivelmente por associa-lo @ metade de 8.
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Por ultimo apresento as resolucdes de Gongalo e de Jodo:

16= 8x 2

Figura 37 - Resolucao de Gongalo.

Figura 38 - Resolugdo de Jodo.

Neste dois casos, os alunos usam diferentes estratégias para justificar a sua
escolha. Na resolucao de Goncalo, percebemos que o algoritmo da divisdao ainda
nao estd bem estruturado, mas o aluno tenta usar a operacdo inversa para
justificar a sua resposta. E de notar que esta operacdo inversa foi feita com o valor
em falta. Por outro lado, Jodo também usa diferentes estratégias, embora o valor
em falta tenha sido sempre utilizado para justificar a sua escolha. Podemos afirmar
que os alunos sentem a necessidade de justificar o resultado e ndo o modo como

obtém o valor pretendido.

5.1.2. Questao 2

A questdo 2 é constituida por cinco expressdes que envolvem os simbolos de
maior e menor. Com esta questdao pretendo que os alunos interpretem
corretamente os simbolos e que encontrem um nuUmero para o valor omisso.
Pretendo também verificar se os alunos recorrem a calculos ou se utilizam outro

tipo de estratégias para estabelecer uma relacdo de ordem.

2. Completa com o valor que falta, de acorde com os sinais,
de modo a que a expressdo fique verdadeira. Justifica a tua
resposta.

10+1>

< 5x2

10-5>

> 18-2

15:2 <

Figura 39 - Questdo 2 da Sessao 1
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Em primeiro lugar apresento o quadro seguinte que mostra a percentagem
de resposta corretas e incorretas dos alunos nesta questdao e em cada uma das

expressoes:

Quadro 4 - Desempenho dos alunos em questdes envolvendo desigualdades.

Expressdes Respostas corretas (%) Respostas incorretas (%)
1 10+1>_ 100% 0%
2 ___>5x2 92% 8%
3 10-5>_ 100% 0%
4 ___>18-2 100% 0%
5 15:3<__ 92% 8%

De um modo geral, os alunos conseguem resolver as expressdes sem
dificuldade e de forma homogénea ao longo de toda a questdo. As expressées,
onde se denotam mais dificuldades sdo as que envolvem multiplicacdo e divisdo. De
seguida, apresento a analise de cada uma das expressbes, tendo em conta as

estratégias que os alunos usaram, bem como as suas justificagoes.

5.1.2.1. Analise da expressdo 1 (10 + 1 > )

Nesta primeira expressao, todos os alunos colocam um valor inferior a onze,
embora as suas justificacdes sejam distintas. Metade dos alunos justifica a sua
resposta apresentando uma subtracdo ao numero que resulta da expressao
apresentada. Depois subtraem uma unidade. Em todos os casos, os alunos
recorrem a uma linguagem simbdlica, tal como se verifica nas resolugdes de David

e Tiago:

Figura 40 - Resolugao de David.

10+1>

Figura 41 - Resolugdo de Tiago.

No momento de discussao, os alunos conseguem explicar o que fazem:

Investigadora - Ricardo diz.
Ricardo - 10 mais 1 igual a 11 e 11 menos 1 igual a 10.
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Investigadora - Entdo puseste que nimero?
Ricardo - 10.

As quatro resolugdes seguintes apresentam as justificagdes em linguagem

natural e os alunos afirmam que o nimero escolhido tem que ser menor que onze:

0y

U, o)\

i f;,»—. Gl DU ey

B Fr3L

10+1>_19

Figura 42 - Resolucdo de Tania.

10+1>_1C

Figura 43 - Resolugao de Mauro.

Neste caso, os alunos identificam o simbolo de maior, percebendo que o
numero do valor omisso tem que ser inferior a expressao apresentada. Também no
momento de discussao, os alunos demonstram compreender esta relagdo, como € o
caso de Tania quando diz “Porque tem que ser um numero menor que 11. Pus o
numero 9.”

Outra justificagdo semelhante as anteriormente apresentadas ¢ a de Jodo:

1
10+1> 7 ' / o

Figura 44 - Resolugao de Joado.

O aluno apresenta uma justificacdo completa. Em primeiro lugar, encontra o
valor da primeira parte da expressdo e depois afirma que tem que encontrar um
nidmero menor que onze. Muito embora tenha conseguido utilizar o simbolo

apropriado, no momento de discussdo o aluno ndo faz a referéncia correta:

Investigadora - Mais...Joao!
Jodo - Porque 10 mais 1 é igual a 11 e o sinal de menos significa que temos
que p6r um nimero menor.

A Ultima estratégia é apresentada por Duarte. O aluno, embora tenha
colocado um valor que torna a expressao verdadeira, apenas consegue mostrar que

o simbolo é o de maior:
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10+1>

Figura 45 - Resolugdo de Duarte.

Quando o questiono sobre o que fez, Duarte justifica-se da seguinte

maneira:

Investigadora — Diz |& Duarte.

Duarte - Porque tem o sinal de maior.

Investigadora — Porque tem o sinal de maior... E 0 que é que acontece?

Duarte - Tem que acrescentar um numero maior. (O aluno colocou um
nimero maior que 11 quando deveria ter colocado um ndmero
menor)

Embora o aluno afirme que tem que ser um nimero maior, na sua resolugao

apresenta o nimero oito.

5.1.2.2. - Analise da expressao 2 ( <5x2)

Na expressao seguinte, do total dos alunos, apenas Mauro nao consegue

encontrar o valor correto:

<52 | o

Figura 46 - Resolugao de Mauro.

Embora coloque o numero nove, Jodo, como primeira escolha coloca o
numero onze no valor omisso. Deste modo, a sua justificacdo acaba por nao
corresponder ao que é pedido. Analisando esta resolucdo, apenas podemos
interpretar que o aluno consegue reconhecer o simbolo de menor.

Também nesta alinea, a maioria dos alunos (sete), apresenta uma
justificacdo completa, encontrando um valor para a segunda parte da expressao, e
a partir dai, encontra um valor interpretando o simbolo apresentado. As resolucdes
seguintes apresentam as diferentes estratégias que os alunos usam para justificar a
sua resposta através da representacdo pictorica, da linguagem natural ou da

linguagem simbdlica:

'I‘DLA\,:_;_ ExL = 1 a 40 9=2

10

Figura 47 - Resolugdo de Rafaela.
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Figura 48 - Resolucdo de Tania.
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Figura 49 - Resolucao de Joao.

b < 5x2 e (/A

?

Figura 50 - Resolugao de David.

Também no momento de discussdo, os alunos apresentam as suas

justificagOes:

David - Eu pus 8. Porque 5 vezes 2, 10. A 10 tirei 2 e ficou 8 e 10 é maior
do que 8.

(...

Rafaela — Professora eu fiz o contrario dele.

Investigadora - Fizeste o qué?

Rafaela — Meti 5 vezes 2 igual a 10 e 10 menos 8 igual a 2.

Investigadora - Entdo e como é que tu justificas por ali o 8? Porque é que
nao pode, por exemplo, ser o 11?

Rafaela — Porque 11 é maior do que 10.

Nesta expressdo, Laura apresenta o valor correto, apds retificar a sua

resposta no momento de discussdo coletiva:

" < 5x2 v R AL G

Figura 51 - Resolugao de Laura.

Aluna comega por ter alguma dificuldade na interpretagdo do simbolo de

menor:

Investigadora - Laura diz.

Laura - 5 vezes 2 igual a 10. 10 mais 3 igual a 13
Investigadora - Que numero € que tu puseste ali?
Laura - 13.
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Com esta resposta, alguns alunos conseguem identificar o seu erro:

Tiago - Ndo da.
Investigadora — Porqué?
Tiago - porque 5 vezes 2 é 10 e 13 é mais do que 10.

Como na expressao anterior, Duarte apenas faz referéncia ao simbolo
apresentado:

b N
S

< 5x2 v <V

Figura 52 - Resolucdo de Duarte.

Tal como Laura, Duarte coloca outro valor que ndo refere oralmente. Apds o

momento de discussao, identificamos as dificuldades sentidas pelo aluno:

Investigadora — Duarte diz I3.

Duarte - Ainda tem o sinal de maior.

Investigadora - Ainda tem o sinal de maior. Tem o sinal de maior? Primeiro
gue numero € que tu puseste?

Duarte - 10.

Investigadora — O Duarte p6s 10. Toda a gente concorda?

Rafaela — Ndo pode ser porque sendo tinha que estar o sinal de igual.

Laura - Porque 5 vezes 2 é igual a 10...

Mara - E estd ai o numero 10.

Mara apenas faz referéncia ao valor encontrado pela expressao. A aluna com

recurso a linguagem natural, afirma que o valor tem que ser inferior a 10:

§ <5x2

Figura 53 - Resolucao de Mara.

Nesta situacdo, depreende-se que Mara consegue encontrar o valor de 5 x 2
e identificar o simbolo de menor. No momento de discussdo a aluna apresenta a

sua estratégia:

Investigadora - Diz Mara.

Mara - Porque tem que ser maior do que 10 (a aluna acabou por retificar
mais a frente).

Investigadora - Primeiro, que numero é que tu puseste?

Mara - 5.

Investigadora — Qual foi a justificagdo para teres posto 5.
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Mara - Porgue é menos que 10.
Investigadora — Estavas a dizer que tinha que ser maior que 10...
Mara - ... menor.

A (ltima resolugao apresentada é de Tiago que justifica a escolha do niumero
nove, através do calculo de 5 x 2 e encontra o nimero 10. A partir dai inicia o seu
raciocinio para justificar a sua escolha, através da subtracdo de um valor ao que foi

anteriormente encontrado também por subtragao.

< 5x2

Figura 54 - Resolugao de Tiago.

5.1.2.3. - Analise da expressao 3 (10 - 5 > )

Com esta questdo, Mauro responde corretamente, embora tenha tentado

modificar a sua escolha:

10-5>/4

Figura 55 - Resolugcao de Mauro.

Mauro usa o numero 6, justificando que este é maior que 5. Na sua
resolucdo percebemos que o aluno encontra um valor para a primeira parte da
expressdao, mas ndo consegue identificar corretamente o simbolo, afirmando que
tem que ser um numero maior.

Mais uma vez, Duarte regista apenas como justificacdo o uso do simbolo de

maior, colocando um valor inferior a cinco no espaco indicado:

10-5> _%

\
Figura 56 - Resolugdo de Duarte.

Os restantes alunos conseguem todos dizer que o numero é menor que

cinco:

WO/&; ‘;_ S Tz 5,

10-5> _QU

a|
Ay
I

Figura 57 - Resolugdo de Joana.
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Joana, para além da justificacdo em linguagem natural, faz uma
representacao errada da subtracdo, trocando a ordem das parcelas. Os outros
alunos identificam o ndmero 5 e resolvem a subtracdo, apresentando uma

justificacdao completa do que estdo a pensar:

10-5> 1 410

—_— | '/ 7 — \

10-5>

Figura 59 - Resolugao de Gongalo.

10-5> _ .| | w 70—4 g L‘

Figura 60 - Resolugao de Joao.

Tal como é apresenta na sua resolucdo, Laura também explica oralmente o

que fez para mostrar que o seu valor torna a expressao verdadeira:

Investigadora - Laura diz.

Laura - 10 menos 5 é igual a 5. 5 menos 4 é igual a 1.
Investigadora - Que numero é que tu puseste?

Laura - 1.

Investigadora — Porqué 1?

Laura - Porque o 1 € menor que 5.

E importante fazer referéncia que Jodo identifica o sinal de menor como sinal

de “menos”, mostrando alguma confusdo como o nome dos simbolos.
5.1.2.4. - Andlise da expressdo 4 ( > 18 - 2)
Nesta alinea todos os alunos conseguem encontrar um valor que torne a

expressao verdadeira. Tal como em expressdes anteriores, Duarte, coloca o valor

20, mas na sua justificagdo apenas fez referéncia ao simbolo de maior:

/)

Z0 > 18-2

Yl

Figura 61 - Resolugao de Duarte.
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No momento de discussao coletiva, o aluno acaba por usar a mesma

justificacao:

Investigadora — Diz |& Duarte.

Duarte - Porque agora tem o sinal de maior.
Investigadora — Que numero é que tu puseste?
Duarte - 20.

Investigadora - Porqué o 20?

Duarte — Porque é maior do que 16.

Outros trés alunos escolhem um valor correto, que justificam como sendo
um valor superior a 16. Neste caso, ndo apresentam o processo de como chegam a

16, mas presume-se que a resolveram mentalmente:

20 > 18-2

Figura 62 - Resolugao de Mara.

,\3}} 7“/ 1 - u:vz AL «Lbzo L_)‘/ 4

“°>18-2

Figura 63 - Resolucdo de Tania.

Na resolucdo apresentada por Mara percebe-se que esta encontra um valor
tendo em conta, unicamente, o niumero 18 e ndo a expressdao na sua totalidade.
Isto leva-nos a acreditar que a aluna vé apenas os numeros, mas ndo os interpreta
COMO uma expressao.

Os restantes oito alunos efetuam uma justificagdo completa, tal como

podemos observar nas seguintes resolugoes.

29>182 | 19227644212,

Figura 64 - Resolugao de David.

20 > 18-2 4§-»=16

Figura 65 - Resolugdo de Joana.

| / S e 2 ./~

77> 18-2

Figura 66 - Resolugao de Joao.
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3 > 18-2

Figura 67 - Resolugdo de Ricardo.

E importante referir que a estratégia de Ricardo ndo estd totalmente correta.
O aluno troca a ordem das parcelas da subtracdo e ndao compreende que esta
operagao nao usufrui da propriedade comutativa. De um modo geral, ao longo do
momento de discussao coletiva, os alunos acabam por apresentar justificacOes

muito semelhantes:

David - Eu pus o nUmero 20. 18 menos 2, 16. 16 mais 4, 20. E 16 € menor
que 20.

Investigadora - Ricardo diz.

Ricardo — 2 menos 18 igual a 16, mais 1 igual a 17.

5.1.2.5. - Analise da expressao 5 (15: 3 < )

Nesta ultima alinea, somente um aluno que ndo coloca o valor correto, de
modo a que a expressao se torne verdadeira. Tania, em vez de reconhecer uma
relacdo de ordem com o simbolo de menor, interpreta-a como uma relagdo de
igualdade e escolhe o nimero 5 como valor em falta, tal como se pode observar na

sua resolugao:

JAla sl OV G SAMAA O e

Cam Cas

15:3<_5 _

Figura 68 - Resolugdo de Tania.

Outras duas alunas, Mara e Joana, embora apresentem um valor correto
para a expressdao, demonstram nas suas justificacdes que apenas olham para um

dos termos da expressao, o 3 ou o 15:

AL R Ar-0AQ AO-(pals 7h
4 v

15:3 <

Figura 69 - Resolugdo de Joana.

O M )

15:3< &

Figura 70 - Resolucdo de Mara.

Mara, no momento de discussdo, para além de afirmar que tem que ser um
namero menor que 15, também refere que 5 é o valor em falta. Alguns dos colegas

nao concordam com o que diz e tentam retificar:

71



Mara - Porgue tinha que ser menos do que 15. Pus o numero 5.
Investigadora — A Mara p6s o numero 5. Todas a gente concorda?
Tiago - Nao.

Investigadora - Porqué Tiago?

Tiago — Porque sendo tinha que estar o sinal de igual.

Mauro coloca o valor correto mas efetua uma justificagdo incompleta:

27 10 PYs: - R - Y

Figura 71 - Resolugdao de Mauro.

Tal como noutras resolugdes o aluno apresenta, simplesmente, o valor da
expressdo apresentada. Também se deteta um erro na escrita dos simbolos. Ou
seja, como Mauro coloca o maior nimero no primeiro membro da expressao, tem
gue afirmar que o nimero escolhido é maior do que cinco.

Duarte € um aluno que mantém as suas justificacdes de maneira uniforme,

ao longo de toda a questao 2:

. 5’ 5
15:3 < J9£

Figura 72 - Resolugdo de Duarte.

Nesta ultima expressao apresenta o valor correto, mas a sua justificacdo

apenas demonstra que identifica os simbolos desta relacdo de ordem.

Os restantes sete alunos apresentam uma justificacdo completa, com

recurso a linguagem natural mas, também em linguagem simbdlica:

15:3 < 10 PULRLEE AR A
10

111
11

]

ok D Y
bY
«

Figura 73 - Resolugdo de Rafaela.

15:3<__ &

Figura 74 - Resolugdo de Ricardo.
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15:3 <

Figura 75 - Resolugdo de Tiago.

Nestas resolucdes percebe-se que Ricardo volta a fazer o erro de trocar a
ordem na divisdo. Neste caso, é possivel afirmar que o aluno ndo compreende que
tanto a divisdo como a subtracdo ndo gozam da propriedade comutativa. J& Tiago,

no momento de discussdo coletiva, compreende o erro que faz e corrige oralmente:

Investigadora - Entdo e agora a ultima. Tiago.

Tiago - 15 a dividir por 3 igual a 5, menos 3 igual a 2.
Investigadora — Que numero é que tu puseste?

Tiago - Ndo enganei-me.

Investigadora - Porque é que tu te enganaste?

Tiago - O sinal de mais e eu meti dois e devia ser mais.
Investigadora — Olha é o sinal de...?

Tiago — Maior.

Na sua resolucao verifica-se que o aluno altera os valores escolhidos, nao

mudando o sinal da subtracdao para o da adicdo.

5.1.3. Discussao dos resultados da Sessao 1

Ao longo desta sessao percebemos que a turma tem uma compreensao
tanto da relacdo de igualdade como da relacdo de ordem. Os quadros 1 e 2,
apresentados anteriormente, mostram as percentagens de respostas corretas que
os alunos obtiveram em cada uma das expressdes. Na relacdo de igualdade, as
percentagens situaram-se nos 100% a excecdo da expressdo 3 (6 =___ -12). Na
relacdo de ordem, as percentagens situam-se entre os 90% e os 100% de
respostas corretas. Os alunos mostram compreender cada uma das relagdes, dado
gue, na sua maioria, ndo recorrem a estratégias computacionais para resolver as
expressoes, utilizando antes estratégias que evidenciam um raciocinio relacional.

Nesta primeira sessdo, as generalizagdes desenvolvem-se no momento de
discussdo coletiva em relagdo a primeira expressdo da questdo 1, onde Joana usa a
propriedade da existéncia do elemento neutro da multiplicacdo através de uma
linguagem natural para justificar a sua escolha.

Os alunos apresentam uma variedade de justificagbes. Na sua grande
maioria, usam a linguagem simbdlica ou a linguagem natural para justificar as suas

escolhas. Por vezes, recorrem a expressdao apresentada ou a estratégias
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relacionais, nomeadamente a operagdo inversa, adigdes sucessivas ou até mesmo a
decomposicdo dos numeros. Alguns alunos justificam a sua escolha através da
representacdo pictérica. Outros, embora em numero reduzido, optam por
apresentar o algoritmo. Na relacdo de ordem os alunos sentem a necessidade de
resolver o lado da expressao apresentado e sé depois encontrar um valor que torne
a expressao verdadeira.

Ao longo da sessdo os alunos apresentam algumas dificuldades na resolugdo
de determinadas expressdes. Desde logo, sentem dificuldade na compreensdo da
expressdo 3 daquestao 1 (6 =__ - 12) e, por isso, existe um tao elevado numero
de respostas incorretas (92%). Neste caso, os alunos ndao compreendem que a
subtracdo, ao contrario adicdo, ndo goza da propriedade comutativa. Este erro
também se verificou em alguns casos com a divisdo. Na relagdo de ordem, alguns
alunos ndo identificaram corretamente o nome do simbolo, afirmando sinal de
menos para quando se estavam a referir ao simbolo de menor e sinal de mais
quando se referiram ao simbolo de maior. Nesta sessdo evidenciam-se dificuldades
em justificar sem recorrer ao valor em falta, ou seja, os alunos tém a nogdo do
valor que torna a expressdo verdadeira e, a partir dai, usam esse mesmo valor
para justificar a sua escolha.

Por fim, penso que os resultados da sessdo 1 sdo positivos, tal como
podemos analisar nos quadros das percentagens anteriormente apresentados. E de
salientar que os raciocinios dos alunos pouco se relacionaram com estratégias

computacionais.

5.2. Sessao 2

A segunda sessao do estudo principal conta com a presencga dos treze alunos
da Turma F e tem a duracdo de 90 minutos. Tal como em sessdes anteriores a aula
divide-se em trés momentos: i) apresentacdo da tarefa; ii) realizacdo da tarefa a
pares; iii) discussdo em grande grupo. Para o seu desenvolvimento é apresentada
uma ficha de trabalho constituida por duas questées que envolvem a relagdo de
igualdade e as operacdes da adigdo e subtragdo. Seguidamente passo a uma

analise pormenorizada das resolucbes dos alunos.

5.2.1. Andlise da Questao 1

A questdo 1 é constituida por trés expressées que os alunos tém de

descobrir o seu resultado através de uma reta numérica. Pretende-se que os alunos
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compreendam que, ao adicionar e subtrair um mesmo valor a outro, obtemos o
numero inicial. Na segunda alinea tém que tentar compreender esta relacdo e

registar na ficha de trabalho. Apresentamos, de seguida, a questdo 1:

1. MNa turma da Inés, os alunos resolveram as expressies que a
professora apresentou da seguinte maneira:

18- 4+ 4=

Nt T - TR R T R S T " T

1 11 I | 1

012 3 4 56 7 8 91011121314151617 181920
-4

1.1 Resolve as seguintes expressies através da mesma estratégia.

15+ 5-5=

0 5 10 15 20

10- 4+ 4=
| [ | ] ]
| | | |
0 5 10 15 20
3+10-10 =
] [ ] 1 ]
| | | | |
0 5 10 15 20

1.2. Consegues descobrir a relagdo existente em cada uma das
expressies?

Figura 76 - Questao 1 da sessao 2.

O quadro seguinte mostra a percentagem de repostas corretas e incorretas
que os alunos obtiveram na questdo 1, bem como, a percentagem relativa a

representacdo na reta:

Quadro 5 - Desempenho dos alunos na questao 1 da sessao 2.

Resultados Representacdo na reta
Expressao numérica
Correto Incorreto | Correto Incorreto
1 15+ 5-5 100% 0% 54% 46%
2 10-4+4 100% 0% 54°% 46%
3 3+10-10 100% 0% 54°% 46%

Como conseguimos perceber pelo quadro apresentado, todos os alunos
conseguem encontrar o valor correto para tornar a expressao verdadeira, embora
as representacdes nas retas ndao estejam totalmente corretas. Analisamos, de
seguida, cada uma das expressdes para perceber qual o raciocinio que apresentam

nas suas resolugoes.
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5.2.1.1. Anadlise da expressdo 1 (15 + 5 - 5)

Com esta expressao os alunos apresentam dois tipos de resolucdes. Do total
dos treze alunos, sete representam a expressao de forma correta na reta, tal como

apresentamos na seguinte resolugdo:

Figura 77 - Resolugdo de Tiago.

Nesta resolugdo, ha a percegao que em primeiro lugar tém que adicionar 5,
passando para o numero 20 e, sé depois retrocediam 5 valores.
Os restantes alunos, seis, trocam a ordem das operagdes comegando por

subtrair ao nimero 15 cinco valores e s6 depois adicionam 5:

15+ 5- 5=15

Figura 78 - Resolugao de Gongalo.

Estas duas resolugdes sdao apresentadas no quadro. A verde regista-se a
resolucdo que comeca por subtrair 5 ao nimero 15 e a vermelho registamos a
resolucdo correta. Deste modo, os alunos sao confrontados com as duas resolugoes

e identificam as diferencas entre cada uma, embora o resultado se mantivesse:

Investigadora — Qual é a diferenca entre a estratégia verde e a estratégia
vermelha, Tiago?

David - Uma é o contrario da outra.

Investigadora - Porqué?

David - Porque a verde esta primeiro a retirar menos 5...

Investigadora - Diz-me a expressao da verde.

David - do 0 passou para o 15.

(...)

David - Do 15 para o 10...

Investigadora - Entdo significa o qué?

David - Menos 5, retirou menos 5 e depois juntou mais 5 para dar o 15.

Investigadora — Que numero é que da?

Rafaela - 15

Investigadora — D& 15 na mesma.

David - S6 a conta é que é ao contrario.

No momento de discussdo coletiva, os alunos compreendem que, embora
alguns colegas nado representem o que é pedido na expressdo, o resultado mantém-

se igual. Este facto torna-se importante para que, mais tarde, os alunos
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desenvolvam generalizagdes em linguagem natural, porque compreendem que dara

sempre o mesmo resultado, mesmo que se altere a ordem das operagoes.

.2.1.2. Anélise da expressdo 2 (10 - 4 + 4)

Esta expressdo é apresentada com uma reta numérica diferente da que é
apresentada na expressao anterior. Neste caso, apresentam-se tracos intermédios
de cinco em cinco. Deste modo, torna-se importante perceber de que maneira os
alunos representam a expressao e se sentem necessidade de registar mais tracos
para além dos apresentados.

Também nesta expressdo existem resolucdes diferentes, mas a grande
maioria (7) consegue representar corretamente a expressao. Neste grupo, alguns
alunos acabam por desenhar todos os tracos que faltam, mas outros apenas
desenham os tracos entre 5 e 10:

10- 4+ 4=

! |
T ! |
0

3+ 10-10 =

n—t-
1
o
=
)
N
=}

Figura 79 - Resolugao de Joado.

{0 de dulD

_|_

]
d rl. —" 18 1% m

Figura 80 - Resolugao de Rafaela.

Por outro lado, outros alunos nao recorrem a mais tracos para conseguir

representar o que é pedido, apesar da sua divisdo de espago ndo estar homogénea:

10- 4+ 4=

1 1 ] 1 1
| 1 | 1
0 5 10 15 20

Figura 81 - Resolugao de David.

Os restantes alunos, seis, apesar de encontrarem o valor correto para a

expressdo, nao o representam corretamente na reta:

10- 4+ 4= |

i i i } f
- i
0 5 10 15 20

Figura 82 - Resolugao de Duarte.
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Neste caso, Duarte tem a sua resposta incompleta, porque representa
unicamente a subtracao, identificando esse salto como mais 4. Com as seguintes
resolugdes de Mauro e Joana, percebe-se que ndo ha a divisdo correta do espaco
entre o 5 e 0 10. Os alunos colocam mais tragcos dos que os necessarios, ndo

compreendendo quantos tracos devem existir entre os valores:

10- 4+ 4=10C

_F
0 15 20

[0, == =
o
o

Figura 83 - Resolugdao de Mauro.

10- 4+ 4=

1 1} 1
| J |
5 10 15 20

=

o4

Figura 84 - Resolucdo de Joana.

No caso de Joana, duas colegas acabam por identificar o seu erro e, no

momento de discussao, corrigem a resolucao de Joana:

Investigadora - Joana.

Joana - Fui logo para o 5.

Investigadora - Foste para onde?

Joana - Primeiro fui do 0 para o 10, a seguir fui do 10 para o 5...

Investigadora — E depois? E voltaste para aqui (para o 10)? Esta correto o
que a vossa colega fez?

Mara — Ndo porque ndo estd menos 4, estd menos 5.

Rafaela - E |a esta a dizer 10 menos 4 mais 4.

Outros dois alunos, embora dividam corretamente, ndo representam de
forma exata o + 4 e 0 - 4, porque a sua representacdo transmite-nos a ideia que

subtraem e adicionam o valor de 4,5 e ndo de 4 como refere a expressao:

10- 4+ 4=10
- ———t——1 ] 15
0 5 10 15 20
Figura 85 - Resolugao de Gongalo.
10- 4+ 4=
| 1 4 il | /) 1
v 1 1 |
?)7 é -‘ 10 15 20

Figura 86 - Resolugdo de Ricardo.

No caso de Gongalo podemos pensar que o aluno conta os espagos e ndo os
tragcos. Quando lhe peco para explicar o que fez, Gongalo afirma que teve

dificuldade no registo do menos 4:
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Investigadora - Entdao o vosso colega fez assim (tinha andado 4,5 para
tras)... Olha tu aqui puseste estes tragos porqué? (Entre 0 5 e 0 6)

Gongalo - Porque ndo sabia onde é que era, onde é que havia de ser o
menos 4 (desenhou tracos entre o 5 e 0 10).

Por ultimo, Tiago ndo consegue representar corretamente e comeca por
registar um salto para o 4 e ndo para o numero 10:

10-4+ 4= ]

i 1 1
. T ™ 1 1 I
i} i S A0 15 20

Figura 87 - Resolugdo de Tiago.

Nesta alinea, as dificuldades que mais se evidenciam, relacionam-se com o
registo dos tracos que faltam. Os alunos, com a auséncia de tracos, ndao tém a

nocao do lugar preciso do valor, o que faz com que os alunos apresentem valores
aproximados.

5.2.1.3. Andlise da expressao 3 (3 + 10 - 10)

Também nesta Ultima expressdo, os alunos representam diferentes
resolucbes e tentam justificar oralmente o que fizeram. Em primeiro lugar,

apresento as resolucdes de Jodo e de Tiago que desenham os tragos entre cada um
dos nimeros:

3+ 10-10 =

Figura 88 - Resolugao de Joado.

3+ 10-10 = )

l
+-
0

[Ty
=
o

=

n

20

Figura 89 - Resolugdo de Tiago.

E importante referir que ao contrério de Tiago, Jodo desenha todos os tracos
entre os numeros. Tiago ja ndo o faz, acabando por registar apenas os que
necessita.

Outro conjunto de alunos, cinco, onde estdo incluidos Tania e David,
representam a expressdao na reta, mas ndao o fazem de modo proporcional. As

divisdes apresentadas ndo demonstram uma divisdo equitativa do espaco:
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e { : ¢

f ] n 1] »

Figura 91 - Resolugdo de David.

O seguinte grupo de alunos, ndo representa o que é pedido na expressao.
Apds registarem o salto para o numero 3, representam o segundo salto até ao 10,
acabando por apenas adicionar sete valores e nao dez:

3+ 10-10 =

L\ ] 1} 1 = L

1 | 1 | |

0 5 10 15 20
Figura 92 - Resolugdo de Joana.

3+ 10-10=3F

S B ane . T

o 5 10 15 20

Figura 93 - Resolugao de Rafaela.

Também neste caso, Laura apresenta a sua estratégia da mesma forma,

David compreendeu que, embora o resultado se mantenha, a representacdo na reta
ndo esta de acordo com o que é pedido:

Investigadora - Entdo diz 1a? Primeiro foste para onde?

Laura — Do 0 para o 3, depois do 3 para o 10, depois do 10 para o 3.

Investigadora - Qual é a diferenca entre a estratégia da Laura e do Rafael e
a estratégia do David e do Tiago? (As outras estratégias iam até ao

nimero 13 e a de Laura apenas ia até ao numero 10). Explica 13
David.

David - E que se estd no 3 juntou-se mais 7. Se veio para o 10, 3+7 é 10.

Neste caso, David compreende que a expressdo pode ser feita como a
resolugdo de Laura. A Ultima resolucdo é apresentada por dois alunos que
trabalham a pares, Gongcalo e Mauro:

3+ 10-10 =3

! 1 !
| | |
5 10 15 20

~

Figura 94 - Resolugao de Gongalo.
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Nesta situacdo os alunos tentam dividir o espaco existente entre 0 0 e 0 3
em dez partes iguais. No caso de Gongalo o aluno apresenta a sua resolucdo no
guadro para que todos consigam perceber o que esta a ser explicado. Inicialmente,
os colegas comegcam por estranhar a sua resolugao, mas o aluno tenta explicar que

desenhou tragos mais pequenos, acabando por subtrai-los:

Investigadora - Olha ca uma coisa, porque é que puseste o mais 10 ai?

Gongalo -... Porque aqui esta a dizer 3 mais 10, entdo aqui esta o 3 e aqui
esta o 10...

Investigadora - Aqui esta o 10?

Gongalo - Eu fiz 10 tracinhos pequenos...

5.2.1.4. - Anadlise da questdo 1.2

Nesta questdao pretende-se que os alunos mostrem a relagdo que existe
entre as expressdes, ou seja, os alunos devem compreender que o primeiro
membro da expressdo é também o ultimo.

Inicialmente, levam algum tempo a deixar os casos particulares até
chegarem a uma generalizagcdo para justificar o seu raciocinio, facto que acontece
s6 no momento de discussdo coletiva. Nas fichas de trabalho os alunos justificam

as suas escolhas, muito ligados a casos particulares:

1.2. Consegues descobrir a relacdo existente em cada uma das
expressoes?

JAACY e ROUR

Figura 95 - Resolugdo de Joana.

Outros alunos, como o caso de Gongalo, embora use a expressao, fé-lo de
modo a retirar visualmente o - 4 e 0 + 4, acabando por ter a expressdao 18 = 18.
Quando assinala os valores, acaba por ndo incluir o sinal da subtracdao, pormenor

que tera acontecido por distracdo:

1.2. Consegues descobrir a relagdo existente em cada uma das
expressbes? L

Figura 96 - Resolugdo de Gongalo.

Outros alunos afirmam que o resultado é sempre igual ou que o numero

inicial é o resultado, mas ndo conseguem explicar a razdo para que iSso ocorre:
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1.2. Consegues descobrir a relagdo existente em cada uma das
expressoes?

(D
Mg )
e e b
z vy oy £ o

"
alo e - s s, |

Figura 97 - Resolucao de Laura.

1.3, Consegues descobrir 4 relacss exlstents em caga uma das

EXprEssaes?

Figura 98 - Resolucao de Rafaela.

As Ultimas resolugdes pertencem a David e a Tiago. Os alunos mencionam o
facto de existirem nuUmeros que se subtraem e adicionam o que nos remete para o

numero inicial:

1.2. Consegues descobrir a relagdo existente em cada uma das
expressoes?

v &g /4 24}
S ERE7am B /

Figura 99 - Resolugao de David.

1.2. Consegues descobrir a relagdo existente em cada uma das
expressoes? o

Figura 100 - Resolugdo de Tiago.

De um modo geral, os alunos estdao muito ligados aos casos apresentados e
nao consideram se este facto podia acontecer para mais alguma expressao. Alguns
alunos, como o caso de Rafaela, ainda afirmam que podia acontecer com todos as

expressdes, mas apenas referindo-se aos casos apresentados.

5.2.2. Andlise da Questao 2

A segunda questdao envolve um problema relacionado com a posicdao de
estacas durante um corta-mato. Deste modo, pretendo perceber quais as
estratégias usadas pelos alunos para resolver o problema apresentado. Ao analisar
as suas respostas compreendemos que as estratégias estdo mais direcionadas para
um raciocinio relacional, ou seja, com recurso a reta numérica ou outra estratégia
que ndo envolva um raciocinio operacional. Deste modo, apresentamos o problema

que foi apresentado na questao 2:
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2. No dia do corta matoe, o8 aluncs da turma do 32 E partidparam
nesta atividade. Ao longo do percurso existern viarias estacas
numeradas que vao indicande o caminho. A estaca que s& encantra

na meta & a nimero 30. i
v o i
Na primeira volta, enquanto o LUCas estava na t -- -
~
eslaca numere 11, a Clarisse estava na eslaca 25, 3 . LY

(uantas estacas faltam ao Lucas para conssguir L I

ficar junta da Clarisse

1.1, Descobrao nomero que Falta sem racorrer a célculos, Jusbfics a tua
resposta,

Figura 101 - Questdo 2 da sessdo 2.

A grande maioria dos alunos, oito, recorre a estratégias que envolvem a reta
numeérica, desenhando-a na totalidade ou apenas tragos. Esta estratégia tanto é
apresentada do 0 ao 30, em que os alunos registam a estaca de Lucas e a de
Clarisse, contando os valores intermédios, como iniciam a reta na estaca de Lucas

(11) e terminam na estaca de Clarisse (25). Também neste caso, os alunos contam

os valores intermédios para conseguir descobrir a diferenca entre cada um:

x_,.-"'
£+ IR L R AR RAL AR AL
I'ISI'I'[J.J;GJ."'-,'1r1}I B ;a_

R
s,
5}1:*%“ ﬁj‘-—% oy pAOLAY

Figura 102 - Resolugdo de Rafael.
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|I - ; -
gl o i b g =, T4
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Figura 103 - Resolugdo de Jodo.

VDR,

Figura 104 - Resolucdo de Tiago.

Para além da reta numérica, Jodo acaba por criar a expressdo que
demonstra o que faz na reta e Tiago cria saltos estratégicos que lhe permitem

chegar rapidamente ao resultado sem ter que recorrer a calculos.

83



Os restantes alunos, quatro, recorrem a uma representagcdo pictorica,

desenhando bandeiras ou bolas para representar as estacas:

1 ————— i - -
o = - =
J\ - T b k-t
‘ — = o R
E 2L

Figura 105 - Resolucdo de Gongalo.

Figura 106 - Resolugao de Rafaela.

No caso de Gongalo, o aluno acaba por ndao dar a resposta correta. Na
primeira linha de bandeiras deveria apenas contar quatro bandeiras, visto serem as
bandeiras que ainda faltam passar, mas conta com a posicao de Lucas. Ja Rafaela,
desenha varios circulos, todos ligados entre si, que representam cada uma das 25
estacas, rodeando as que Lucas ja percorrera, descobrindo quantas ainda faltavam
até chegar junto de Clarisse. Nesta caso a aluna acaba por fazer uma subtracdo
entre o numero de estacas que Clarisse tinha percorrido e as estacas que Lucas
percorrera.

A Ultima resolucdo é de Joana que tenta usar a representacdo pictorica, mas

ndo consegue acabar a sua estratégia por falta de tempo.

G4

Figura 107 - Resolugado de Joana.

Podemos afirmar que com esta estratégia, embora Joana ndo a termine é

muito provavel que ndo tenha entendido o problema visto estar a desenhar pessoas
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e ndo estacas, nao conseguindo encontrar, desta maneira, a diferenca nas posicoes
de cada um.

Com este problema percebemos que os alunos ficam familiarizados com a
reta, visto ter sido a estratégias mais usada pelos alunos, que ndo sentem

necessidade de recorrer a calculos para resolver o problema.

5.2.3. Discussao dos resultados da Sessao 2

Ao longo da sessdao 2 os alunos mostram compreender a relagdo de
igualdade. Logo nos momentos iniciais, os alunos vao afirmando que o resultado da
expressao é o mesmo. Para além deste discurso e, através das suas fichas de
trabalho, conseguimos perceber que todos os alunos encontram o valor correto
para cada uma das expressdes, mostrando também que conseguem perceber que
tem que existir o mesmo valor em cada lado da expressao, tal como mostra o
quadro 5 anteriormente apresentado.

Por outro lado, e observando as suas resolugdes, quer nas retas numéricas,
quer na questdo 2, os alunos recorrem a um raciocinio relacional. Na questdo 1,
mesmo quando ndo representam corretamente a expressao na reta numérica, os
alunos criam uma expressao que expressa 0 que representam.

Por outro lado, detetamos raciocinio relacional quando os alunos ndao sentem
necessidade de colocar tracos intermédios na reta, mostrando deste modo uma
percecao da localizacao de cada um dos valores.

Na questdo 2, a grande maioria dos alunos opta por estratégias relacionais,
embora Laura manifeste interesse em usar estratégias direcionadas para o
raciocinio operacional.

Durante o momento de discussdao, os alunos chegam a conclusdes que se
traduzem como sendo generalizacdes em linguagem natural, ao afirmar que
guando se retira e adiciona um numero a outro nimero, o valor mantém-se.

Inicialmente, os alunos apenas recorriam a exemplos concretos para
justificar as suas escolhas. Com o desenrolar da discussdao coletiva, os alunos
compreendem que esta relagao acontece para cada uma das expressdes existentes,
mas também para qualquer numero.

No que diz respeito as estratégias utilizadas na questdo 2, os alunos
recorrem, em menor numero, a representagdo pictorica para justificar o seu
raciocinio e a reta numérica, também pelo facto de esta estratégia ser utilizada na

questdao 1. O uso do algoritmo apenas foi mencionado no inicio da tarefa, mas nao
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foi utilizado em nenhum dos casos. A linguagem natural é utilizada na questdo 1
para justificar as relagdes que se estabelecem.

Esta sessao também evidencia algumas dificuldades por parte dos alunos,
gue se notam sobretudo na questao 1. Na representacao das expressdes na reta
alguns mostram dificuldades, nomeadamente quando ndao efetuam a divisdo correta
do espaco entre os niumeros ou quando ndo representam corretamente a expressao
na reta, trocando a ordem das expressdes. Por ultimo, no momento de discussao,
alguns alunos sentem dificuldade em dar justificagbes sem recorrer a casos

especificos.

5.3. Sessao 3

A relacdo de ordem é a base da sessdo 3. Apresento duas questdes cujo
primeiro objetivo é promover a compreensdo da desigualdade existente nas
expressdes, bem como o uso correto dos simbolos apropriados. O segundo objetivo
é desenvolver o raciocinio de compensacdo, ou seja, os alunos tém que ser capazes
de analisar a expressao e resolvé-la sem recorrer ao algoritmo. Ao longo da sessdo,
as justificacbes que os alunos apresentam, tanto na ficha de trabalho como
oralmente, sdo importantes para que este raciocinio se desenvolva. As questdes
envolvem expressdes de valor omisso, com recurso a adicdo e subtracdo com

valores inferiores a 50. Nesta sessdo todos os treze alunos estdo presentes.

5.3.1. Analise da Questao 1

A primeira questdo é constituida por trés expressées que envolvem ndimeros
de 20 a 30 e as operagdes da adicao e subtracdo. Nesta primeira questdo os alunos
devem encontrar o valor omisso e o objetivo é a interpretagdo correta dos simbolos
de maior e menor. Por outro lado, procuro perceber como justificam as suas
escolhas e que estratégias utilizam para descobrir os valores em falta. A imagem

seguinte apresenta as expressoes da questao 1:

1. Indica, para cada um dos casos os valores que tornam as afirmacgdes
verdadeiras.

a)  4+12<27

b) 26> 6+

€) 30> __ - 11

Figura 108 - Questdo 1 da sessdo 3.
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5.3.1.1. Andlise da expresséo 1 (___ + 12 < 27)

A primeira expressao apresenta uma adicdao no primeiro membro e o valor
Unico no segundo membro. Aqui, o primeiro membro da expressdo tem que ser
inferior a 27. Nesta expressao todos os alunos encontram um valor correto,
contudo, alguns alunos ndo justificam de forma completa. Duarte apresenta uma

estratégia incompleta, tal como se pode verificar na resolucao seguinte:

a) 75 17 27

.n’;-'r"'. e

Figura 109 - Resolugdo de Duarte.

Nesta resolugdo, Duarte faz referéncia a primeira parte da expressdao, nao
mencionando o seu resultado e ndo faz qualquer referéncia ao segundo membro da
expressdao. Deste modo, percebemos que o aluno interpreta o simbolo e que
compreende que o valor é inferior a 27, mas ndo justifica. Também neste grupo,

apresentamos a resolucao de Jodo:

]
| =

a) o412 27 0o, 7 ,3

Figura 110 - Resolugdo de Jodo.

Neste caso, Jodo apresenta o valor omisso escolhido, embora, na sua
justificacdo, somente apresente os numeros que ja se encontram na expressao,
nomeadamente o 27 e 12 e ndo faz referéncia ao valor que encontra.

Outras alunas, Laura e Mara, como trabalham a pares, apresentam a mesma

resolucao:

a) B+ 12< 27

W >
N o A AR M
W a3 D5 AL T a g e
\ b G QR L
1

Figura 111 - Resolugdo de Laura.
Nesta situagdo, as alunas apresentam a expressdao 5 + 12 afirmando que é
menor que 27. Quando apresentam a sua resolugdo, Laura acaba por dar a mesma
resposta:

Laura - Eu pus 5, porque 5 + 12 é menor que 27.

As duas alunas nao apresentam o resultado da primeira parte da expressao,

mas compreendem que os dois valores adicionados sao inferiores a 27. Outro par
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de alunos, que trabalham em conjunto, recorrem a estratégia contraria de Laura e

Mara. Assim, como justificacao, os alunos apresentam o resultado dos dois valores:

53 M 412« 27

Figura 112 - Resolugdo de Ricardo.

Todos os restantes alunos, sete, apresentam uma resposta completa,
mostrando o valor que escolhem e relacionando o seu resultado com o valor do
outro membro da expressdao. No momento de discussdao em grupo, os alunos

apresentam as suas estratégias muito semelhantes entre si:

Investigadora — Rafaela o que é que vocés puseram?

Rafaela - 12.

Investigadora - O 12. A Rafaela e o Tiago puseram 12... Qual foi a
justificacdo que colocaram?

Rafaela — Porque se eu somar 12 + 12 vai dar 24 e é menor do que 27.

Investigadora — Quem é que concorda com o que a Rafaela disse? Gongalo
qual é o vosso numero?

Gongalo - 14.

Investigadora — Porqué Gongalo?

Gongalo - Porque 14 + 12 ou 12 + 14 é igual a 26 e 26 é sé menos 1 que o
27.

Investigadora - Entdo 26 é o qué?

Joana - Menor do que 27.

Nestas resolugdes as diferencas que se fazem notar prendem-se com a
linguagem utilizada. Trés alunos recorreram a linguagem natural, tal como

apresenta a resolugao de Tiago:

a) 1) +12< 27

Figura 113 - Resolugdo de Tiago.

Os outros alunos utilizam uma linguagem simbdlica para justificar a sua

escolha, tal como é apresentado nas resolucdes de Tania e Joana:

a) fa+ 12< 27

Figura 114 - Resolugdo de Tania.
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a) 1% +12< 27 12

1A T1% '
NS\ T

b) 26> 6+ 19 '|l

Figura 115 - Resolugdo de Joana.

Na estratégia de Joana, podemos observar o uso do algoritmo para

confirmar um valor correto.

5.3.1.2. Andlise da expressao 2 (26 > 6 + __ )

A segunda expressao apresenta um valor no primeiro membro da expressao

e uma adigdo no segundo membro. Também nesta situagdo os alunos tém que

apresentar um valor que torne a adicdo inferior a 26.

Do total de alunos, um ndo escolhe o valor correto e ndo apresenta qualquer

tipo de justificacao:

Figura 116 - Resolugdo de Duarte.

O valor que se encontra abaixo da expressdao é escolhido, posteriormente,

na discussdo coletiva. Tal como Duarte, outras alunas, Mara e Laura, escolhem o

numero 30 para colocar no valor omisso:

Investigadora - Mara diz 14 o teu. O que é tu puseste?
Mara e Laura - 30.

Investigadora — Por que é que vocés puseram 307?
Laura — Porque 6 + 30 é maior que 26.

Com esta justificacdo percebemos que as alunas compreendem que 6 + 30 é

maior que 26, contudo, interpretaram de forma incorreta o simbolo de maior.

Ao longo da discussao coletiva alguns alunos detetam o seu erro e percebem

que tem que ser um valor inferior a 26:

Investigadora - Porque 6 + 30 é maior que 26. Toda a gente concorda?
Rafaela - Nao.

Investigadora - Porqué?

Rafaela — Porque 6 + 30 vai dar 36 e é maior que 26.

Investigadora - E o que é que nos pedem ali?

Ruben e Daniel — Menor do que 26.

Daniel - Um resultado menor do que 26.



Apds esta anadlise as alunas retificam a sua resolucdo, mas sem apresentar
uma justificacdao completa:

4

b) 26> 6+ 4%

B e o

Figura 117 - Resolugdo de Laura.

Os restantes alunos apresentam valores corretos, embora algumas
justificacGes ndo se adequem a expressdo que é apresentada. Em primeiro lugar,

apresento a resolugdo de Tania:

b) 26> 6+ e

Figura 118 - Resolucdo de Tania.

A aluna apresenta um valor correto na expressao, contudo, na justificacdo
troca a ordem dos membros da expressdo, esquecendo-se de trocar o simbolo de
maior para menor, deixando a expressao falsa. Neste caso, pode-se afirmar que
Tania ainda ndo interpreta corretamente os simbolos de maior e menor.

Outra resolucdo é de Ricardo. O aluno justifica o numero que escolhe,

afirmando que este é inferior a 26, tal como se pode observar na sua resolugao:

) 26> 6+ W U {0

Figura 119 - Resolugdo de Ricardo.

Embora seja uma afirmacdo verdadeira, o aluno deixa de parte o nimero 6.
Os restantes alunos, oito, para além de apresentarem um valor correto,
desenvolvem uma justificagdo completa. Entre este grupo de oito alunos, trés

apresentam uma justificacdo em linguagem simbdlica:

b) 26> 6+ 1 = PRl
By 5
Ng 1470
Figura 120 - Resolugao de David.
b) 26> 6+ ‘-;‘
R

Figura 121 - Resolugdo de Joana.
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Tal como poderemos observar, na resolugdo de Joana, a aluna subtrai o
numero 1 ao valor encontrado (25). No momento de discussdo Gongalo, o seu

colega de mesa, justifica a sua resposta, embora com dificuldades na explicagao:

Joana - Eu pus 19.

Investigadora — 19. (escrevi no quadro o nimero). Vamos ver... Por que é
que puseste 0 197

Joana - Porque 6 mais 19... (a aluna estava com dificuldades em explicar)

Investigadora - Ajuda |a Gongalo.

Gongalo - 26... menos ... se ndés queremos que dé um numero menos um
entao metemos o 19...

Investigadora — Calma se vocés querem que seja... ndo € menos um, VOcés
guerem um ndmero menor que?

Gongalo - 26. 26 menos 1. Um numero que seja 26 menos 1. E nos
colocamos 19 mais 6 e deu 25.

Os restantes alunos apresentam a sua justificagdo em linguagem natural.

L'Il:l ?I:'IJ' ﬁr ..I'l 2 })”1'4 LT a . II.' T i s e

i al L A i

Figura 123 - Resolugdo de Rafaela.

Ao longo da discussdo coletiva, os alunos partilham as suas resolucdes
mostrando que compreendem que o valor encontrado na adicdao tem que ser

sempre inferior ao que é apresentado no primeiro membro da expressdo:

Investigadora - Tiago.

Tiago - 6.

Investigadora — 6 porqué?

Tiago — Porque 6 mais 6 é 12 e € menor que 26 e se somar vai dar um
ndmero menor.

Investigadora - Rafael diz.

Rafael - 10 mais 6 é 16 e € menor que 26.

Ja no final da discussdo da expressdao, os alunos compreendem que podem
ter mais do que um valor, ao contrario do que o que acontece na relagdo de

igualdade:

91



Investigadora — Sdo todas menores que 26 ndo é? Entdo vocés ja sabem
gue com os sinais de maior € menor sé temos um Unico niumero?

Tiago — Podemos ter varios.

Investigadora - (...) E com o sinal de igual acontece a mesma coisa?

Rafael - Nao, nao.

Investigadora - Entao?

Rafael - Porque ...

(...)

Gongalo - S6 podiamos meter s6 um Gnico namero.
Investigadora — E com os sinais de maior € menor isso acontece?
Varios alunos - Nao.

Assim, os alunos compreendem que na relagdo de ordem existe mais do que

um valor correto e as expressoes continuam verdadeiras.

5.3.1.3. Andlise da expressdo 3 (30 > __ - 11)

A Ultima expressao da questdo 1 apresenta um valor no primeiro membro da
expressao e uma subtracdo no segundo membro. Aqui os alunos tém que encontrar
um valor superior a 11, mas tendo presente que a diferenca ndao pode exceder os
30. As dificuldades verificam-se, quer na escolha do valor omisso, mas também na
justificacdo que apresentam. No que diz respeito a escolha do valor omisso, dois
alunos que trabalhavam em conjunto, optam pelo nimero 6, embora corrijam apos

a discussdo em grande grupo.

c) 30> & - 11

o Aas. 4 D- 4 - > A o 5 1 { ’

Figura 124 - Resolugdo de Rafaela.

Quando Rafaela explica a sua estratégia, apresenta-a tal como representou

na ficha de trabalho:

Investigadora - (...) Rafaela diz I3.

Rafaela - 6

Investigadora — 6? A Rafaela pos 6. Entao diz |3.

Rafaela - Porque 11 menos 6 vai dar 5 e 5 é menor do que 30.

Investigadora — Tu disseste uma coisa correta... 11 menos 6 vai dar 5. Mas
nos temos aqui 11 menos 6?

Rafael - Ndo. Temos 6 menos 11.

Nesta resolucao, Rafaela usa a propriedade comutativa, ndo compreendendo
que esta propriedade nao pode ser usada na subtracdo. Alguns alunos

compreendem que tal facto nao pode acontecer:
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Mara - Ndo podia porque 6 menos 11 ndo da.
Rafael - Da 0.

Outro erro acontece com Tania, como podemos observar na resolugao
abaixo apresentada:

c) 30> 2% -11 : L

Figura 125 - Resolucdo de Tania.

Na sua justificacdo, Tania ignora a subtracdo que se encontra no segundo
membro da expressao, apresentando somente um numero que fosse inferior a 30.
A sua expressdao nao deixa de estar verdadeira, muito embora a justificacao

apresentada ndo reflita a expressao na totalidade:

Tania - Ah eu pus o numero 29.
Investigadora - Porque o nimero 29?
Tania — Porque 29 é menor que 30.

Investigadora — Sim mas tens ali outro nimero. Continua a tua afirmacdo
verdadeira?
Téania - Acho que ndo...

Neste didlogo, Tania fica confusa em relagdo a sua escolha e ndo percebe se
a sua expressao continua a ser verdadeira. Um grupo de trés alunos, ao calcular o

segundo membro da expressdo, nao apresenta o resultado correto:

{. 1t wf—T—74 1% )
€) 30> =L~ 11 i'f A 20 ( [ / [ - MU g

Figura 126 - Resolugdo de Jodo.

o, B 2
3 ) P oA s ). { £ n
C} 30> E-_ 11 r_,lfé:ql'-'.' L1 B J g™ 4 P 2 ol

do 90 30

Figura 127 - Resolugdo de Rafael.

Mais uma vez, embora o resultado ndo esteja correto, os alunos
compreendem que o valor tem que ser inferior a 30, pela justificagdo que
desenvolvem ao afirmar que o valor encontrado tem que ser inferior a 30. Outra
estratégia desenvolvida por Mara e Laura ndo apresenta uma justificagdo completa,
afirmando apenas que 30 é maior que 15 - 11:
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c) 30> 48 - 11
19 - 11

Figura 128 - Resolucdo de Mara.

Nesta situagdo, as alunas ndo encontram o valor desta subtracao, mas
compreendem que o resultado é inferior a 30. No momento de discussdo a

justificacdo é apresentada da mesma forma:

Investigadora -Diz 14 Laura.
Laura - 15. Porque 15 menos 11 é menor que 30.

Nos dois casos seguintes, os alunos nao efetuam uma subtragao, tal como

era pedido na expressao, adicionaram o numero escolhido, ao valor apresentado:

c) 30> 3;& 11

Jo + 137 45 — W=7 1

Figura 129 - Resolugao de Duarte.

No momento da discussao, Dinis sente dificuldade em justificar o que tinha

apresentado na sua ficha de trabalho:

Investigadora — Entdo digam Ia.

Duarte - 32.

Investigadora - Porqué Duarte?

Duarte - Porque 30 menos 11... 30 mais 11, 41...
Investigadora — calma puseste quanto?

Duarte - 32.
Investigadora - Estas a retirar ao 32 quanto?
Duarte - 11

Investigadora — Fica um numero menor que 30 ou ndo?
Duarte - Sim.

Em dltimo lugar apresento a resolucdo de trés alunos que recorreram a

linguagem simbdlica para justificar as suas estratégias:

c) 30> Y4o- 11

Figura 130 - Resolugdo de Gongalo.

€) 30>, 1211

Figura 131 - Resolugdo de Joana.
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g) 30> 20 ~11 , 0~ 17>

Figura 132 - Resolugdo de David.

Também neste caso, quando é pedido aos alunos que expliqguem as suas

estratégias, eles justificam da mesma forma que realizam na sua ficha de trabalho:

Investigadora — David digam 14 o vosso...
David - Pus 20. 20 menos 11 da 9 e 9 é menor do que 30.

Apesar de Joana estar a trabalhar com Goncalo, ndo deixa de repetir o erro
de Téania, anteriormente referido. A aluna, embora tenha escolhido um valor
superior a 11, na justificacdo troca a ordem do aditivo com o subtrativo,

representando o que é pedido de forma incorreta.

5.3.2. Analise da Questao 2

A questdo 2 apresenta cinco expressdes em que pretendo que os alunos
coloquem o simbolo de maior ou menor, de modo a tornar a expressdo verdadeira.
Todas as expressdes envolvem, em cada um dos membros, dois termos. Nas
Gltimas duas expressdes a operagao envolvida é a subtragdo. Na imagem seguinte,

apresentamos a questdo 2 tal como foi apresentada aos alunos.

2.Completa cada uma das questdes com os sinais de <, > ou igual

para que se tornem verdadeiras. Justifica a tua resposta.

38+ 45 40+ 43

40+ 45 41+ 45

39+ 42 40+ 43

52z 25 50- 25

52- 29 52- 27

Figura 133 - Questdo 2 da sessao 3.

Com esta questdo pretende-se que os alunos compreendam as relacdes
entre cada membro da expressdao sem precisar de recorrer a um raciocinio

operacional, mas sim, através de um raciocinio relacional.
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Inicialmente, os alunos comecam por apresentar possiveis estratégias de
resolucdo para além do recurso ao algoritmo. Os esquemas e os desenhos, ou até

mesmo a reta numérica sdo representacdes apontadas pelos alunos:

David - Podemos fazer esquemas ou desenhos?

Investigadora — Que esquema € que tu fazias?

David - Ia fazer um desenho.

Investigadora — Qual era o desenho que tu fazias?

David - Fazia bolinhas.

Investigadora - Entdo ias fazer 38 bolinhas mais 45? Entdo olhem, digam-
me |& uma coisa... Sem fazermos a conta...

Rafael — Fazendo a reta numérica até ao 45.

Apds o didlogo inicial, a primeira questao que é feita em conjunto, porque os
alunos tém dificuldade em resolvé-la, também pelo facto de |hes ser pedido para
nao usar o algoritmo. Os alunos acabam por ficar confusos nao conseguindo

arranjar outras estratégias, muito embora tivessem feito referéncia anteriormente.

5.3.2.1. Analise da expressédo 2 (40 + 45 41 + 45)

Do grupo de treze alunos, oito, adotam a estratégia usada na expressdo
anterior. Assim, os alunos compreendem a diferenga existente entre cada membro
da expressao, sem recorrer ao algoritmo e, deste modo, conseguem identificar o

membro que tem o valor maior:

-

40+ 45 _< (A1) 45

¥ 1

Figura 134 - Resolugdo de Rafaela.

No momento de discussdo, Rafaela também explica o seu raciocinio,
mostrando que estabelece relacdes entre os termos e compreende que, embora
haja um valor idéntico (45) nos dois membros da expressado, existe outro valor que

€ superior:

Rafaela — Porque 40 + 45 é menor do que 41 + 45. Porque se nds virmos
40 + 45 vai dar 85 e se esta 1a 41 + 45 acrescentaram mais um no
40 e ficou 86.

Neste grupo de oito alunos, metade opta por ndao apresentar o resultado de
cada lado da expressao, mostrando as comparagdes que estabelecem entre os

termos da expressao:
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Figura 135 - Resolucdo de Mara.

Por outro lado, Tania justifica a sua escolha através de linguagem natural,

tal como podemos ver na resolugdo apresentada:

40+ 45 <& 41+ 45_90aM Y1 ~aieh ~ U5 o

Figura 136 - Resolucdo de Tania.

Deste modo percebemos que a aluna ndo necessita de apresentar calculos
ou apresentar o resultado para cada lado da expressdo. E notdrio o uso de um
raciocinio relacional na resolugao.

Outra estratégia utilizada relaciona-se com a apresentacao dos resultados de
cada membro da expressdo, tal como observamos com as resolucdes de Mauro e

Joao:

40+ 45 < 41+ 45 460 Y0 Ysage

\

Figura 137 - Resolugao de Mauro.

40+ 45 _S 41445

Figura 138 - Resolugdo de Jodo.

No caso de Mauro, o aluno regista o resultado de cada um dos lados da
expressdao de forma separada, apresentando essas expressdes como justificacdo.
No momento de discussdo, os alunos demonstram compreensdao na relacao

apresentada:

Investigadora - Por que é que puseste esse sinal [Mauro]?

Mauro — Porque 40 + 45 é menor do que 41 + 45.

Investigadora — Porque é que é menor?

Duarte - (Estava junto a Mauro) Porque acrescenta o 1 ao outro 40.

Por outro lado, Joana tenta elaborar um esquema que demonstre o seu

raciocinio, muito embora se torne um pouco confuso:
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Figura 139 - Resolucdo de Joana.

Nesta estratégia, a aluna adiciona o primeiro com o terceiro termo e o
segundo com o quarto termo, mostrando que o resultado ndo é o esperado.
Quando Joana explica o que fez, a aluna nao mostra confianca a apresentar a sua
estratégia e nem a sua justificagdo oral esta relacionada com o que regista na ficha
de trabalho:

Investigadora - Joana diz |a... Tens é que falar alto.

Joana - Como 4 + 4 é 8, entdo 40 + 40 é 80, mais 5 é 85.

Investigadora - Isso é para justificar esta primeira parte e porque € que tu
disseste que esta (primeiro lado da expressao) era menor do que
aquele (segundo lado da expressdo)?

Joana - ..

Investigadora - O que é que a segunda parte da expressdao tem que a
primeira parte ndao tem, Joana?

Joana - 41...

Investigadora — Entdo fica sempre mais o qué?

Joana - Mais...

Investigadora - Isso, diz...

Joana - Mais 1.

Investigadora — Entao qual é a parte que é maior? A primeira ou a segunda.

Joana - A segunda porque é 86.

Deste modo, a aluna demonstra saber que o primeiro membro da expressao

era inferior, embora explique a sua estratégia com ajuda da minha parte.

5.3.2.2. Andlise da expressao 3 (39 + 42 40 + 43)

Na terceira expressao, as estratégias desenvolvidas sao, em tudo
semelhantes, as apresentadas anteriormente. No total dos 13 alunos, dois registam
o valor da adicdo na parte superior de cada uma das expressdes percebendo, deste

modo, que o primeiro membro da expressao € menor:

Wl

39+ N 40+

Figura 140 - Resolugé@o de Gongalo.
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Outros trés alunos apresentam o resultado de cada adicdo dos termos da
expressdo, mas também, conseguem estabelecer as relacdes entre cada nimero da

expressao:

/

(39+@2D _4 404 43

Figura 141 - Resolucdo de David.

+1

394+ 42 _4. 40+ 43

Figura 142 - Resolucdo de Tania.

Na resolucdo de Tania observamos que a aluna apresenta somente o
resultado do primeiro membro da expressao. Este aspeto pode estar relacionado
com o facto de o resultado da expressdo 40 +43 ja ter sido apresentado
anteriormente.

Um conjunto de seis alunos compreende que a primeira parte tem menos

um valor em cada termo, somente pelas comparacdes que estabelece:

% )

39+ 42 = @h+43))

/

Figura 143 - Resolugdo de Ricardo.

\
AN

r 4

(39+ 42— ?H 47

Y | e

Figura 144 - Resolugdo de Tiago.

Laura também se encontra neste grupo, e através das suas justificacGes na
discussdo coletiva, percebermos que a aluna compreende a relacdo entre cada

membro da expressdo:

Investigadora - Também puseram este sinal [de menor]? (Laura e Mara)

Laura - Sim.

Investigadora - Entdo e porqué?

Laura — 39...e 0 40 é menos um. Do 39 ao 40.

Investigadora - E menos 1?

Laura — Mais 1. E depois do 42 para o 43 também é mais 1. E o sinal é
menor.

Investigadora - O sinal € menor?

Laura - Sim.
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Investigadora - Entdao qual é a expressdao que € maior. E da primeira parte
ou é da segunda?
Laura - E da segunda.

Mauro apresenta a sua estratégia mostrando que a primeira parte da

expressdao tem menos um valor em cada um dos termos e justificou recorrendo a

linguagem natural:

39+ 42

40+ 43

Figura 145 - Resolucdo de Mauro.

Por altimo, Joana apresenta o simbolo de menor e a sua justificacdo consiste

na apresentacao da resolucdo da segunda parte da expressao:

7

39+ 42 L. 40+ 43

Figura 146 - Resolugao de Joana.

Neste caso, a aluna apenas demonstra que a segunda parte da expressao

vale 83, ndo apresentando qualquer resultado ou relacdo com a primeira parte da

expressao.

5.3.2.3. Analise da expressdo 4 (52 - 25 ___ 50 - 25)

As duas expressdes seguintes envolvem a subtracdao nos dois membros da

expressao e verifica-se um maior nimero de erros e dificuldades nas resolugbes

dos alunos. Nestes casos, os alunos ganham consciéncia que quanto maior for o

subtrativo, menor é o valor encontrado.

No que diz respeito a esta expressdao, um conjunto de oito alunos identifica

as diferencas existentes entre cada lado da expressdao, sabendo que o segundo

membro tem menos dois valores que o primeiro:

Figura 148 - Resolugao de Ricardo.

N

G225 _> 50-25

Figura 147 - Resolugdo de David.
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Neste grupo, apenas David fez a leitura da expressao da esquerda para a
direta. Os restantes, ao registarem um arco com mais 2 leva-nos a crer que olham
para a expressao, da direita para a esquerda. Rafael, inicialmente, troca o sinal e
apresenta o primeiro membro da expressao como sendo inferior ao segundo, mas

ao ler a sua expressao para apresentar aos colegas, apercebe-se do seu erro:

Investigadora - Rafael explica-me |a porque é que puseste este.
Rafael - Porque 52 - 25 é ... ai ndo. 52 é maior que 50 e 25 é igual.

Neste caso, compreendemos que Rafael estd a analisar um lado da
expressao e relaciona com o outro, percebendo quais sao as diferencgas existentes.
Outros dois alunos somente registam o resultado de cada membro da

expressao o que leva a crer que desenvolvem um calculo mental:

52-25__ /7 50-25
= —= Al

ol o =,

Figura 149 - Resolugao de Joao

o N -

Figura 150 - Resolugdao de Gongalo.

No caso de Gongalo verificamos que, inicialmente, o aluno regista 33, ou
seja, troca a ordem de cada um dos algarismos e efetua uma subtracdo sem

transporte:

Investigadora — Gongalo p6s 33 em cima (no primeira parte da expressao) E
aqui (segunda parte da expressao) puseste quanto? 25 nao foi?

Gongalo -Sim.

Investigadora - Como é que tu chegaste ao 33?

Gongalo - Porque 5 menos 2 é trés, porque eu ja sabia disso. Entdo se 5
menos 2 é trés entdao 2 menos 5 é trés.

Investigadora - Mas tu estas a esquecer-te de uma coisa. E que isto ndo é 5
menos 2.

Joana - E 2 menos 5.

O aluno, para além de trocar a ordem dos algarismos, utiliza claramente a
propriedade comutativa, ndo compreendendo que esta nao pode ser utilizada em
expressdes que envolvam a subtracgao.

Outro caso é o de Rafaela. A aluna regista corretamente o simbolo de maior
contudo, ao registar o resultado de cada membro, fé-lo como se de uma adigdo se

tratasse e nao uma subtracgdo:
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Figura 151 - Resolugdo de Rafaela.

Embora a sua estratégia ndo esteja correta, Rafaela compreende as relacdes
entre cada parcela:

Investigadora — Rafaela diz 13, que sinal é que tu puseste?

Rafaela - Aquele.

Investigadora - Entdo aquele é o qué?

Rafaela - E o sinal de maior. Quer dizer que o resultado que da na primeira
conta, quer dizer que é maior que o que esta na segunda conta.

Outra estratégia que acaba por ndo ser bem-sucedida é apresentada por

Joana, tal como podemos observar na resolucao abaixo:

52- 25 -~ 50-25

\{/

N 4
& > .
——

Figura 152 - Resolugao de Joana.

Ao explicar, Joana tem alguma dificuldade. Neste caso, poderemos pensar

gue existem dificuldades com expressdes que envolvem a subtracao:

Joana - Eu pus ai um zero, mas ndo sei se esta certo? (referindo-se as 2
dezenas menos 5 dezenas).

Investigadora — Puseste o 0 onde?

Joana - No 2 menos 5.

(..)

Joana - 2 menos 5 eu pus o 0.

Por Gltimo, apresento a estratégia de Mauro. O aluno ndo regista qualquer

justificacdo para explicar o seu raciocinio:

Figura 153 - Resolucdo de Mauro.

5.3.2.4. Analise da expressdo 5 (52 - 29 52 - 27)

Na ultima expressao, tal como se verifica na anterior, os alunos demonstram

dificuldades na resolucao da expressao. A grande maioria, oito, apresenta a mesma
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estratégia e registam as diferengas de valores que existe entre cada membro da
expressao:

i
£ 2d £ 5277

Figura 154 - Resolucdo de Tania.

P

S{)
A

Figura 155 - Resolugdo de Rafael.

As duas estratégias apresentadas sao diferentes, porque tal como se verifica
anteriormente, Tania regista mais 2, isso reflete uma leitura da expressdao da
esquerda para a direita, ao contrario de Rafael que regista o menos 2, o que nos
leva a pensar que a sua leitura é feita da direita para a esquerda. No momento de

discussdo, outros alunos com a mesma estratégia também conseguem explicar
como raciocinaram:

Investigadora - Ricardo explica |a (colocou o sinal de menor).
Ricardo - 27 para 29 vao 2. 29 € maior e vai sempre ser menor.

(..)

David - Se o nUmero que nds vamos subtrair a um nimero que seja maior...
0 50 menos 29. Se nos retirarmos ao 29 dois (estava a referir-se ao

27) o resultado aumenta, porque ao 52 retiramos um numero... por
exemplo 30 e fica o resultado sempre a diminuir.

David tem alguma dificuldade em explicar o que pensava, mas o que afirma
€ que quanto maior € o valor que retiramos, menor é o resultado.
Outros dois alunos registaram o resultado junto de cada membro da

expressdao, mas mais uma vez, o raciocinio de Gongalo ndo esta correto e neste
caso reflete-se na troca de simbolos:

Figura 156 - Resolugdao de Gongalo
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Figura 157 - Resolugdo de Jodo.

Rafaela desenvolve o mesmo erro que fez anteriormente, e em vez de

interpretar as expressdes como subtracdes, regista o resultado como se de uma
adicao se tratasse:

52- 28 @ ¢ 52-27
"5'\"\ \142_/// 39
¥ 1<

Figura 158 - Resolugao de Rafaela.

Também neste caso, o simbolo de maior que Rafaela coloca inicialmente, faz
com que a expressdo nao fique verdadeira:

Investigadora - Rafaela, entdo qual é o sinal que vem para aqui?
Rafaela - O de maior.

Investigadora — O de maior? Qual é a expressao que vai ficar maior?
Rafaela - O 52 menos 29.

(...)

Investigadora — Este vai ter um resultado maior?

Rafaela - Sim.

Investigadora - Porqué?
Rafaela - Porque se eu tirar 29 de 52 vou ficar com...81

As Ultimas duas resolugdes sdao a de Mauro, que coloco o simbolo de menor

sem registar qualquer justificacdo, e de Joana que emprega o simbolo errado:

52- 29  52.27

Figura 159 - Resolugdo de Mauro.

)
S—
——

£3- 76 g 52-97

Figura 160 - Resolugdo de Joana.

Em varios momentos, Joana faz referéncia aos simbolos através de gestos e
imitando o desenho do simbolo, ndo fazendo referéncia ao seu nome. Percebemos

que a aluna tem alguma dificuldade na identificagdo e nome dos simbolos de maior
€ menor.
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5.3.3. Discussao dos resultados da Sessao 3

Ao longo desta sessao, embora evidenciando algumas dificuldades, os alunos
demonstram compreensdao da relagdo de ordem. Deste modo, apresento os
resultados segundo as questdes do estudo, com o intuito de analisar e perceber a
evolugao por eles demonstrada.

Em primeiro lugar, os alunos reconhecem a relacdo de ordem e os simbolos
gue estdo associados. Demonstram ter consciéncia que, nesta relacdo, existe
sempre um membro com valor maior e outro com valor menor. Os resultados em
cada uma das questdes demonstram que os alunos conseguem encontrar, na
questao 1, os valores que tornam as expressdoes verdadeiras e, na questao 2,
identificar o simbolo correto para colocar na expressdao.

No que diz respeito ao raciocinio que os alunos desenvolvem, pode-se
afirmar que alguns sentem a necessidade de recorrer a calculos para procurar saber
os resultados mas, de uma maneira geral, ndao recorrem a um raciocinio
operacional. Na primeira questdo, apenas Joana usa o algoritmo para encontrar o
valor em falta. Outros alunos, usam a estratégia de decomposicdo de fatores e, na
grande maioria dos casos, como se trata de numeros pequenos, recorrem a calculo
mental para encontrar o valor adequado.

Na questdo 2, a grande maioria dos alunos recorre a um raciocinio relacional
compreendendo as relagdes entre cada membro da expressao e percebendo qual
seria 0 membro com maior valor. Também nesta questdo existem alunos que tém a
necessidade de identificar o resultado de cada membro para depois identificarem o
simbolo correto.

Nesta sessdo, os alunos ndao conseguem justificar as suas estratégias de
modo a desenvolver generalizacbes. Ao longo das duas questbes foi notdria a
ligacdo dos alunos a cada uma das expressdes, sem conseguirem arranjar uma
frase ou expressdao que demonstrasse o que aconteceria para todos os casos. Em
alguns momentos, tentam justificar através de outros exemplos, tal como se pode
ver no caso do David quando explica, com alguma dificuldade, que, quanto mais
valores colocamos no aditivo, mais a diferenga diminui.

Em relagdo as justificagbes apresentadas, os alunos recorrem, com alguma
frequéncia, a linguagem simbdlica e a linguagem natural. Na questdo 1, a grande
maioria, recorre a linguagem natural para justificar as suas escolhas. Por outro
lado, alguns alunos, ndo usando a linguagem natural para explicar o seu raciocinio,
recorrem a linguagem simbdlica e, deste modo, explicam como pensam através de

uma expressdo onde o valor omisso é substituido por um valor real.
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Na questdo 2, a maioria dos alunos recorre a um raciocinio relacional, e as
estratégias para justificar a escolha do simbolo baseiam-se no desenho de arcos
entre os numeros das expressoes. Para além desta estratégia, os alunos recorrem a
linguagem natural para justificar as suas escolhas.

Por ultimo, os alunos, ao longo de toda a sessdao, mostram dificuldades
relacionadas com a identificacdo dos simbolos, o que faz com que apresentem
valores que ndo tornam a expressao verdadeira. Para além da troca dos simbolos, a
sua designacdo também cria alguma dificuldade, quando atribuem o nome de sinal
de mais ou de menos aos simbolos de maior e menor. Além desta troca de nomes,
outros alunos, como Joana, apresentam o simbolo usado, desenhando-o no ar mas
nao fazendo referéncia ao seu nome. Neste caso, também é notéria a confusdo que
a aluna faz em relacdo aos simbolos.

Para concluir, os alunos demonstraram compreender a relacdo de ordem, e
deste modo, compreendem que, ao contrario da relagdo de igualdade, existem

sempre diferencas entre cada um dos lados da expressdo.

5.4. Sessao 4

A sessdo 4 tem como objetivo principal trabalhar a relagdo de igualdade
através do modelo retangular. Através deste modelo, os alunos desenvolvem o seu
raciocinio com recurso a propriedade distributiva. Mais uma vez as justificacbes que
os alunos desenvolvem sobre as relagcbes sdao muito importantes, bem como as
diferentes expressbes numéricas que apresentam. A tarefa, composta por trés
alineas, estd centrada no modelo retangular que “Maria” utiliza para conseguir

resolver a expressao apresentada, tal como se pode verificar na figura seguinte:

A estratégia da Maria

1. AMaria, para calcular a expressdo S x 123, recorreu ao esquema

seguinte:

[ x [ 200 T 20 [ 3 ]
[ s | so0 | 100 [ 15 |

5x 123 = 500 + 100 + 15 = 615

1.1. Consegues explicar a estratégia que a Maria utilizou para
resolver a expressdo? Justifica a tua resposta

1.2. Se a expressdo for 8 x 458, serd que conseguimos utilizar o

mesmo modelo?

1.3.Consegues arranjar outra estratégia para resolver a express3o

sem recorreres ao algoritmo?

Figura 161 - Ficha de trabalho da sessao 4.
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Esta sessdo € desenvolvida por um conjunto de 12 alunos organizados por
pares. De seguida, analiso cada uma das alineas, mostrando o objetivo que se
pretende atingir em cada uma.

5.4.1. Analise da alinea 1.1.

Na primeira alinea, os alunos tém que explicar a estratégia de Maria,
compreendendo as relagdes que se estabelecem entre cada fator da expressao.
Neste caso, tém que compreender que existe uma decomposicdo de um fator para
que o calculo fosse mais simples.

Inicialmente os alunos compreendem o que Maria faz e que existe uma

decomposicdo pelas ordens que cada algarismo ocupa:

Duarte - 5x 100, 5x 20 e 5 x 3.

Investigadora -E o que é que ela fez ao 123?

Jodo - Transformou em centenas, dezenas e unidades. P6s 5 x 100 que era
500, 5 x 20 que era 100 e 5 x 3 que era 15.

As justificacbes apresentadas pelos alunos sao variadas, umas mais
completas do que outras, tal como verificamos de seguida. Em primeiro lugar,
apresento a justificacdo de Tania e Tiago que apenas referiram que a estratégia

utilizada era o modelo retangular:

1.1. Consegues explicar a estratégla que a Maria utilizou para

resolver a expressdo? Justifica a tua resposta
f
peuy |

o c e o gk

: |
notea, 2ada o do

Figura 162 - Resolugdo de Tania.

Esta resposta surge porque na introdugdo da tarefa, fiz referéncia ao nome
da estratégia da Maria - modelo retangular - e os alunos interpretam esta alinea
como a identificacdo do nome da estratégia. No caso de Tiago, embora apresente o
nome da estratégia, no momento de discussdao coletiva, o aluno explica o que é

feito na estratégia:

Tiago — A Maria usou uma estratégia retangular.
Investigadora - E porqué? O que é que ela fez?

Tiago - Fez 5 x 100...

Investigadora - E porque é que fez 5 x 100?

Tiago — Porque estava o0 1 no 123, que representa a centena.
Investigadora - E a seguir?
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Tiago - 5 x 20 igual a 100 porque o 2 do 123 representa a dezena. O 5 x 3
igual a 15 e o 3 do 123 representa a unidade.

Investigadora — Entdo o que é que ela fez ao 123?

Tiago - Dividiu em centenas, dezenas e unidades.

Os restantes alunos apresentam as suas justificagdes em linguagem natural.
Para além disso, percebe-se que os alunos compreendem e entendem a relagdo que
se estabelece entre as posicbes que cada algarismo ocupa na expressao. As duas
resolucdes seguintes, representam um grupo de quatro alunos e reflete a

compreensao falada anteriormente:

1.1. Consegues explicar a estratégia que a Maria utilizou para

resolver a expressao? Justifica a tua resposta <+

/

Figura 163 - Resolugdo de Jodo.

1.1. Consegues explicar a estratégia que a Maria utilizou para
resolver a expressao? Justifica a tua resposta

» 4, 724

&,«f” Ol e i' 2

772 SV dVpand

Figura 164 - Resolugdo de Rafael.

Outros dois alunos, Laura e Goncalo, apresentam multiplicacdes dos
algarismos 1, 2 e 3. Apesar deste pormenor, ambos compreendem a ordem de

cada algarismo, tendo a nocdo de quantos zeros tém que acrescentar em cada um:

1.1. Consegues explicar a estratégia que a Maria utilizou para

resolver a expressao? Justifica a tua resposta

g

Figura 165 - Resolugdo de Laura.

Nestas resolucdes ha a decomposicdo em fatores mais cémodos, o que os
leva, somente, a acrescentar os zeros no final de cada calculo. No momento inicial
de aula, Gongalo consegue ter uma percecao imediata da estratégia, embora nao a

explique na sua totalidade:

Gongalo - Dividiu o numero pelos algarismos. Centena, dezena e unidade e
depois multiplicou-os.

O que o aluno tenta explicar é a divisdo que Maria faz de cada um dos

numeros consoante a ordem em que sdo apresentados, multiplicando-os de
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seguida. Oralmente, Laura também apresenta a sua explicagdo relativamente a

estratégia utilizada pela Maria:

Investigadora — Laura |é-me a tua resposta.

Laura - Porque 5 x 1 é igual a 5 e acrescentamos dois zeros, 5 x 2 é igual a
10 e depois acrescentamos um zero e fica 100 e 5 x 3 é igual a 15.

Investigadora - Toda a gente concorda com o que ela disse?

Varios alunos - Sim

Investigadora — E porqué Mara?

Mara - Porque o 1 representa o 100 o 2 representa as dezenas e o 3
representa as unidades.

As duas resolugdes seguintes sao de Duarte e Rafaela. Os alunos arranjam

uma expressao que demonstra o que é feito no modelo.

1.1. Consegues explicar a estratégia que a Maria utilizou para
resolver a expressao? Justifica a tua resposta
.A_Ja( LT corda \9\, I ' oy, 500 Y4006 + 144
: T gb;/ ke WMJ(\LW = /4 G
U 645, P )
SX123 = 61g

(5%100)+ (G ypo)(5x3)= 61

0

Figura 166 - Resolugdo de Rafaela.

1.1. Consegues explicar a estratégia que a Maria utilizou para

resolver a expressdo? Justifica a tua resposta

Y Loreg me con/le Bl i S 4
P / £
/ =
( » A ;
SNo p #? / de  Hed /f

0O H 5~2-9) ¢ 3% j‘):{

Il

=

ﬂ{ 4

Figura 167 - Resolugdo de Duarte.

Nestes dois casos, os alunos conseguem fazer uma transposicdo do que é
apresentado no modelo, para uma expressdo a qual ja estavam habituados. No
momento de discussdo coletiva, Rafaela apresenta na sua estratégia, cada passo

que efetuam:

Investigadora —Rafaela a tua resposta.
Rafaela — A Maria fez uma conta de multiplicar e fez 500 + 100 + 15, que
deu 615.5x 123 d4615.5x 100 + 5 x 20 + 5 x 3 que da 615.

Por Gltimo apresento as resolugdes de Ricardo e Joana. No primeiro caso,

Ricardo apresentam uma descrigdo do que é feito por Maria:

1.1. Consegues explicar a estratégia que a Maria utilizou para

<c

resolver a expressao? Justifica a tua resposta RilLs

0

CUy Q \i*).,‘,\

Figura 168 - Resolugdo de Ricardo.

109



Embora tenha feito uma descricdo do modelo, ndo quer dizer com isto que o
aluno ndao compreenda a relagdo que foi estabelecida. Por outro lado, Joana tenta

apresentar os passos que foram efetuados nessa distribuicao de valores:

1.1. Consegues explicar a esfratégia que a Maria utilizou para

resolver a expressao? Justifica a tua resposta

e

_— ’V//_ \\\\:\

SN
& s 2 90
S ~= 7/ /

B < vy P S

19 Can AvArAFESA T Qv AR card ana concaniiimac utilizar o

Figura 169 - Resolugdo de Joana.

Joana tenta apresentar o raciocinio que teve e mostra, com o apoio de setas
em cada algarismo o resultado que se obtém de cada multiplicagdo, embora haja
alguma confusao no registo das setas.

De um modo geral, os alunos compreendem a estratégia e detetam o
procedimento que se utiliza neste modelo para o segundo fator. Conseguem
compreender a decomposicdao do nimero 123 pelas ordens e tentam desenvolver
maneiras de justificar a relacdo que era estabelecida entre o primeiro e o segundo

fator.

5.4.2. Analise da alinea 1.2.

Nesta alinea apresenta-se uma nova expressao onde os alunos tém que
resolver segundo o mesmo modelo. Com esta alinea pretendo perceber se os
alunos conseguem transpor este modelo para outras expressoes.

Esta alinea ndo levantou muitos problemas e apenas trés alunos, Ricardo,

Joana e Rafael, nao completaram o modelo.

1.2. Se a expressao for 8 x 458, sera que conseguimos utilizar o

mesmo modelo?

Figura 170 - Resolugdo de Ricardo.

Nas resolugdes de Ricardo e Joana conseguimos observar, que para além de
ndo calcularam corretamente 8 x 400, os alunos ndo adicionam todos os valores
encontrados e dai a sua estratégia ter ficado incompleta. Por outro lado, Rafael
apenas nao concluiu a expressao.

Os restantes alunos conseguem desenvolver a estratégia com outra
expressao e compreendem que este modelo também pode ser usado nesta

expressao:
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1.2. Se a expressdo for 8 x 458, serd que conseguimos utilizar o

mesmo modelo?

o

Figura 171 - Resolucdo de Tania.

1.2. Se a expresséo for 8 x 458, sera que conseguimos utilizar o

mesmo modelo?

Figura 172 - Resolucdo de Tiago.

1.2. Se a expressdo for 8 x 458, serd que conseguimos uilizar o

nesmo modedk

Figura 173 - Resolugao de Rafaela.

Com resolucdes anteriores, conseguimos perceber que a grande parte dos
alunos, sete, apresentam os calculos completos. Outro aluno, apresentou apenas o
resultado tal como fez Rafaela. Contudo, podemos afirmar que os alunos, embora
ndo tenham apresentado a adicdo de todos os valores, compreendem a estratégia
apresentando o resultado final.

De um modo geral, os alunos efetuam um uso correto do modelo e
compreendem que podem usar este modelo para outras expressdes. Todos os
alunos conseguem fazer a decomposicao do segundo fator e a sua multiplicacao

pelo nimero 8. Do total dos alunos, nove, encontram o valor final da expressao.

5.4.3. Analise da alinea 1.3.

Com esta alinea pretendo que os alunos recorram a diferentes maneiras de
realizar a multiplicacdo de 8 x 458. Os alunos compreendem que para facilitar os
calculos podem existir outras maneiras de multiplicar por 8, tal como multiplicar
duas vezes por 4.

A grande maioria dos alunos usa uma estratégia de decomposicdo de
fatores, acabando por decompor os dois fatores. No final adiciona os dois resultados
obtidos.

Em primeiro lugar, apresento a estratégia de Joana que realiza a

decomposicdo do primeiro fator:
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1.3.Consegues arranjar outra estratégia para resolver a expressao

sem recorreres ao algoritmo?

Figura 174 - Resolucdo de Joana.

Neste caso, Joana apresenta a multiplicacdo por 4. Sé depois multiplica o
resultado por 2. Contudo, ao realizar esta Ultima multiplicacdo ndo a faz
corretamente. Joana acaba por ter a nocdao que para multiplicar por 8, pode
multiplicar por 4 e por 2. Nas resolugdes seguintes os alunos recorrem ao modelo
retangular, mas apresentam diferentes multiplicagdes como analisamos nas

seguintes resolugbes:

1.3.Consegues arranjar outra estratégia para resolver a expressao

sem recorreres ao algoritmo?

I T T

T

Figura 175 - Resolugao de Rafaela.

1.3.Consegues-arranjar outra estratégia para resolver a expressao

sem recorreres ao algoritmo?

= \

Figura 176 - Resolugao de Laura.

Rafaela apresenta uma expressdao diferente para resolver e recorre ao
modelo retangular para efetuar a multiplicacdo. Contudo, ao contrario de Joana,
Rafaela ndo conclui o seu raciocinio, encontrando os valores das duas
multiplicagdes. Por outro lado, Laura decompde o numero 8 e efetua uma
multiplicacgdo com os valores 7 e 1. Ao analisar a sua estratégia conseguimos
perceber que o resultado da primeira multiplicagdo ndo esta correto. Laura
confunde o algarismo 3 do numero 350 e volta a adiciona-lo quando adiciona os
milhares. A aluna também ndo conclui a estratégia e ndo adiciona os dois valores
encontrados.

No caso de Tania, embora a sua resolucdo se apresente idéntica a estratégia

usada por Laura, a aluna acaba por alterar o que tinha registado:

1.3.Consegues arranjar outra estratégia para resolver a expressao

sem recorreres ao algoritmo? 1 X453 14 <Yz &

Figura 177 - Resolucdo de Tania.
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Laura regista duas vezes a multiplicacdo por 7 e sé apdos o momento de

discussdo é que compreende que a expressao ndo esta correta. Contudo, os

calculos apresentados também ndo estdao corretos. Quando apresenta a sua

estratégia, alguns alunos detetam o seu erro:

Investigadora - Tania diz-me |a qual foi a estratégia que tu utilizaste?

(...

Tania — Nos fizemos a estratégia da Maria.

Investigadora - Diz-me |a qual foi?

Tania - 7 x 458 e ao lado mais 7 x 458. (Fui escrevendo a sua expressao no
quadro)

Investigadora - Toda a gente concorda?

(Varios alunos disseram que ndo concordavam)

Rafaela - Porque 7 mais 7 vai dar 14 e nao 8.

Investigadora - Significa que tu estds a multiplicar o 458 por quanto?
Rafaela diz 1a.

Rafaela — Esta a multiplicar o 458 sete vezes. Mais outras sete vezes.

O conjunto seguinte de alunos (5) ndo apresenta uma estratégia de

resolucdo, mas diferentes expressdes que podem criar alguma facilidade na

resolugdo da expressdo principal. Os alunos ndo apresentam calculos totais, mas

compreendem que podem usar outros nimeros para chegar a multiplicacdo de 8:

1.3.Consegues arranjar outra Estratégia para resolver a expressao

sem recorreres ao algoritmo?

Figura 178 - Resolugdao de Mauro.

Figura 179 - Resolugdo de Duarte.

Figura 180 - Resolugdo de Mara.

No caso de Mauro e Duarte, os alunos recorrem a uma expressao com mais

do que duas multiplicagbes, decompondo o nimero 8 em mais do que dois fatores.
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Neste caso os alunos compreendem que podem realizar multiplicagdes sucessivas
com valores mais pequenos. No caso de Mara, a aluna apresenta diferentes
expressdes que representam a expressdo inicial e recorre ao modelo retangular
para obter resultados, mas em todas as expressOes acaba por ndao concluir o
modelo.

As duas resolucdes seguintes referem-se a Jodo e Ricardo que também

optam por apresentar diferentes expressoes:

1.3.Consegues arranjar outra estratégia para resolver a expressao

sem recorreres ao algoritmo?

Figura 181 - Resolugao de Jodo.

1.3.Consegues arranjar outra estratégia para resolver a expressao

sem recorreres ao algoritmo?

Figura 182 - Resolugao de Ricardo.

Nestes dois casos, os alunos apresentam uma igualdade entre cada uma das
expressdes compreendendo que ambas as expressdoes ddao o mesmo resultado.

Por ultimo, Gongcalo acaba por nao apresentar qualquer estratégia ou
expressdo. O aluno tera tentado usar o modelo retangular, mas acabou por apagar
0 que tinha feito.

Nesta alinea os alunos conseguem, na sua maioria, apresentar uma
expressdao que demonstra uma igualdade com a expressao apresentada. A
estratégia mais utilizada na sua resolucdo é o modelo retangular, muito pelo facto
de ter sido a expressao que foi desenvolvida ao longo de toda a sessdo. No
momento de realizacdo da tarefa, os alunos acabaram por ficar interessados em
encontrar mais expressdes que demonstrem esta igualdade e, por isso, existe um
grande numero de expressdoes sem que estas estivessem resolvidas. Deste modo,
os alunos compreendem que existe mais do que uma maneira para resolver a

expressdo apresentada.
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5.4.4. Discussao de resultados da sessao 4

Os dados recolhidos permitem afirmar que o objetivo principal desta sessdo
€ atingido. Os alunos percebem a relagdo estabelecida com o modelo retangular,
decompondo um dos fatores em valores mais pequenos. Neste momento
verificamos que os alunos compreendem a relacdo de igualdade encontrando outras
expressdes que representam o mesmo valor. E também importante referir que os
alunos conseguem transpor o modelo retangular para outras expressoes,
percebendo que este modelo pode ser utilizado noutros casos.

As justificagdes que os alunos apresentam baseiam-se em linguagem natural
e, em alguns momentos sdo desenvolvidas em linguagem oral, através da
discussao em grande grupo, ou seja, em alguns casos, os alunos acabam por
justificar as suas respostas no momento em que todos debatem o tema. Nos
registos escritos, estas justificacbes passam, fundamentalmente, por apresentacao
de exemplos para explicar o seu raciocinio.

As estratégias utilizadas relacionam-se fundamentalmente com o modelo
retangular, muito pelo facto desta sessao se basear neste modelo. Contudo, alguns
alunos tentaram distanciar-se deste modelo, arranjando outras estratégias de
resolugdo, nomeadamente a decomposicdo do nimero, como acontece na resolugdo
de Joana.

Por Ultimo, as dificuldades encontradas relacionam-se com a obtencdo dos
resultados no modelo retangular. Os alunos representam corretamente o modelo,
embora o resultado final ndo esteja correto. Este facto deve-se a nao efetuarem o
processo de transporte ou por confundirem as ordens de cada algarismo (resolugao
de Laura).

Para finalizar, penso que a sessdo ndo é tdo bem sucedida como se esperava
pelo facto dos alunos, na ultima alinea, ndo terem recorrido a outras estratégias
como estava previsto. Contudo, conseguem desenvolver expressdes que
representam uma igualdade e compreendem que pode existir um grande numero

de estratégias para multiplicar uma determinada expressao.

5.5. Sessao 5

A sessdo 5 é composta por uma apresentacdo de diferentes resolugdes que
guatro alunos elaboraram para resolver expressdes que envolvem multiplicacao e
divisdo. Nesta sessao pretende-se que os alunos compreendam as relacdes que se
estabelecem em cada uma das expressdes para as tornar mais acessiveis. A sessao

é realizada apds a interrupcdo de Carnaval, o que faz com que exista uma quebra
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no trabalho que se tem vindo a desenvolver, facto que teve algumas consequéncias
no aproveitamento dos alunos nesta sessao.
A tarefa é composta por duas questdes que estao diretamente ligadas com a

apresentacao das estratégias, tal como podemos observar na seguinte imagem:

1.Na turma do 3.2 ana, alguns alunas decidiram resolver as exprassies,
sem recarrem a célcules. Observa coma fizeram:

Rita

Quera calcular 150x 6 & sei que 1502 & igual a 300 e 3003 €
igual = 300.

& +*" Ent3o 150x6=150x2 x3 =300

4 :Queroca|cu|ar12Ux2Ele§e|queIEleUé\guEHIZUUe
| 1200x2 éigual a 2400.

* Entdo 120x20= 120x 10x 2= 2400

Quera calcular80: 8 e sei que 80: 2 igual 3 40 e 40: 4¢
59 igual a 10.

/. Ent3oB0:B=80:2:4=10

Figura 183 - Questdo 1 da sessdo 5.

Na primeira questdo € pedido aos alunos que expliqguem a relacdo
estabelecida, ou seja, os alunos tém que compreender que, para facilitar a
resolucdo, ha uma decomposicdo de um dos fatores. Nesta questdo também
pretendo que os alunos desenvolvam generalizagcbes em linguagem natural. Por
outro lado, na segunda questao é pedido aos alunos que arranjem outros exemplos

para comprovar que as estratégias podem ser utilizadas com outras expressoes.

1.1. Estes alunos utilizaram as mesmas estratégias para resolver as

expressies. Explica essa estratégia.

1.2. Consegues arranjar mais exemplos que comprovem esta

estratégia? Justifica a tua resposta.

Figura 184 - Alineas da questdo 1

Tal como referi, esta sessdo ndo atinge todos os objetivos programados. Em
primeiro lugar por ter existido um interregno, e por outro, por se realizar no
segundo momento da manhd, logo apdés o intervalo, registando-se um
comportamento mais irrequieto e menos concentrado. Deste modo, acabamos por
ndo desenvolver a segunda questdo, composta por trés expressdes, em que o
objetivo & descobrir quais as expressbes verdadeiras e falsas, justificando a sua
escolha. Estas expressdes sdo trabalhadas segundo a estratégia anteriormente

enunciada, tal como podemos ver na figura seguinte:
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2. Oscolegasda turma continuaram a usar esta estratégia para resolver
as expressdes numeéricas. Descobre as que sdo verdadeiras e as que

sdo falsas. Justifica a tua resposta.

a) 200x 15= 200x10+5=2005

b) 480: 20= 480: 10: 2= 24

c) 240:8=240:4:4=15

Figura 185 - Questdo 2 da sessdo 5.

Nesta questdo pretendo que os alunos tenham contacto com outras
expressoes, que sdo resolvidas segundo a estratégia de decomposicdo e que
consigam justificar as relagdes que se desenvolvem, compreendendo a
decomposicdo que é feita.

Seguidamente, passo a analisar a primeira pergunta e cada uma das alineas,
tendo como base as questdes de estudo. A questdo 2 ndo é analisada porque nédo

foi trabalhada em virtude da falta de tempo.

5.5.1. Analise da alinea 1.1.

De um modo geral, os alunos conseguem descrever e compreender as
relagcbes que se estabelecem em cada uma das resolugbes. A grande maioria dos
alunos (9) justifica apenas uma das estratégias utilizadas. Quatro alunos recorrem

a estratégia de Rita e explicam o que aconteceu na sua resolucdo:

1.1. Estes alunos utilizaram as mesmas estratégias para resolver as

expressoes. Explica essa estratégia.

Figura 186 - Resolugao de Jodo

Neste caso, Jodo consegue descrever o que Rita fez, tal como os colegas o
fizeram, mas apresenta a expressdo 15 x 6. Penso que é um lapso, visto que ao
longo da justificagcdo, Jodo ndo volta a fazer referéncia ao nimero 15, mas sim ao
150.

Ao discutir esta estratégia em grande grupo, os alunos também conseguem

explicar a estratégia de Rita:
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Investigadora -Diz 1a Mauro o que é que vocés disseram.

Mauro - Eu disse que a Rita nao sabia multiplicar por 6 entao multiplicou por
2 e por 3.

Investigadora — Toda a gente concorda com o que ele disse? Ou seja, ela
nao sabia multiplicar por...

David - 6. Entdo multiplicou por... (Rafaela comecou a falar ao mesmo
tempo que David).

Rafaela — Multiplicou por 2 e depois multiplicou por 3.

(...

Laura - (...) A Rita fez 150 x 6 e ela viu que era dificil. Depois fez 150 x 2 e
deu 300. Depois ela fez 300 x 3 e deu 900, entdo 150 x 6 é igual a
900.

Em relacdo a esta estratégia, Mara consegue apresentar uma expressao que
ndo engloba os valores intermédios, neste caso, o 300. Contudo, David e Rafaela
ainda estdo muito ligados a cada um dos passos, 0 que nos pode levar a afirmar

que a compreensdo desta relagdo ainda ndo esta totalmente compreendida:

Investigadora — O que é que a Rita fez? Nao sabia, o que é que ela foi fazer?

Mara - 150 x 2 x 3.

Investigadora - Foi dar?

Mara - 900.

Rafaela - Nao foi vezes 2, vezes 3.

David - Pois ndo. Isso ai € entdo (o entdo que David fala relaciona-se com a
conclusao de cada uma das frases do enunciado).

Mara e mais dois colegas, que trabalham em grupo, apresentam a seguinte

resolucao:

1.1 Estes alunos ulifizaram as masmas esralegias para resolver a3

pxprossoes, Explice essa estramegia

Aoaean qmt © Jadro #1? e dlparen 20 F-

1"__'_.' ,-T.l_

Figura 187 - Resolugdo de Mara.

Neste caso, os alunos apenas justificam a expressdo tal como aparece na
estratégia de Pedro, ndo conseguindo justificar o porqué da tal situacdao acontecer.
No momento de discussao coletiva, os alunos explicam o que acontece com esta

estratégia, percebendo que dividir por 8 € o mesmo que dividir por 2 e por 4:

Investigadora - Mauro queres explicar melhor o que é que aconteceu ao

Pedro?
Mauro - Ndo sabia dividir por 8 entdo dividiu por 2 e depois dividiu por 4.
(...)
Investigadora — Entdo o que é que eles foram fazer aqui? (Na estratégia de
Pedro).
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Tiago - Tentou dividir por 8, mas nao conseguia, por isso dividiu por 2 e por

4,
(...)
Investigadora - Entdo dividir por 8 é a mesma coisa que qué?
Mara - Metade.
Investigadora — S6 pela metade?
Mara - Também pelo 4.

As duas resolugdes seguintes sdao desenvolvidas por dois alunos que
trabalham a pares e que explicam a estratégia de André. Neste caso, os alunos

compreendem que dividir por 4 é o mesmo que dividir duas vezes pela metade:

1.1. Estes alunos utilizaram as mesmas estratégias para resolver as
expressoes. Explica essa estratégia. 0 R P ’,{/ 2 f
W e € e Y,
e UM Y z i

‘1{/ ~ & e

Figura 188 - Resolugao de Gongalo.

Outros alunos, Tania e Rafaela, para além de apresentarem a estratégia de
André que envolve a divisdo, apresentam a estratégia de Mariana que se relaciona
com a multiplicacdo:
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Figura 189 - Resolugdo de Tania.

Neste caso, os alunos limitam - se a criar uma descricdo de cada uma das
estratégias, sem conseguir explicar realmente o que se passava em cada uma
delas. Contudo, no momento de discussao coletiva, os alunos conseguem explicar

melhor a estratégia de Mariana:

Investigadora — A Mariana conseguia multiplicar por 20?

Varios alunos - Nao.

Investigadora - Entdo o que é que foi fazer?

Laura - Multiplicar por 10 e deu 1200... (A Rafaela continuou o raciocinio de
Laura).

Rafaela - E depois foi multiplicar 1200 vezes 2 que deu 2400.

Ao longo da discussdao em grande grupo, consegue-se detetar algumas
dificuldades que os alunos tém com esta estratégia, ao ndo completarem todo o

raciocinio:
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Investigadora —(...) Entdo e na estratégia da Mariana, o que é que acontece?

Tiago — Ndo sabe multiplicar 120...

Investigadora - Por quanto?

Joana - 20.

Investigadora - E foi fazer o qué?

Tiago — Foi multiplicou por 10.

Joana - Foi multiplicar 120 x 10...

Investigadora — Alguém ajuda a vossa colega. Ela ndo sabia multiplicar por
20. Foi fazer o qué? Laura?

Laura - Foi fazer 120 x 10 e deu 1200 depois ela fez 1200 x 10...

Varios alunos - Vezes 10?

Laura - Vezes 2. E deu 2400.

Nesta situacdo, Tiago e Joana ndao completam a estratégia e apenas fazem
referéncia a primeira parte da expressao, ndo conseguindo explicar que ainda tém
que multiplicar por 2. Quando pego a outros colegas que completem o raciocinio de
Joana, Laura descreve o que Mariana faz para conseguir resolver a expressao. Por
outro lado, detetamos que Rafael compreende esta estratégia, quando receoso com

0 que esta a dizer, desenvolve uma generalizagao:

Investigadora - E s6 com o numero que isto pode acontecer?

Rafael - Ndo.

Investigadora — Entdo?

Rafael - Varios. Os numeros...

Investigadora - O que é que queres dizer. Diz-me |3 a frase.

Rafael — Os nimeros multiplicados por 20...

Investigadora - E 0 mesmo gue qué?

Rafael - E 0 mesmo que multiplicar por...

Investigadora — Diz sem medo.

Rafael — Os numeros multiplicados por 20 sdo a mesma coisa que multiplicar
por 2 e por 10.

Por ultimo, apresento a justificacdo de David e Rafaela que trabalham em
conjunto. Os alunos ndao usam nenhum exemplo em concreto e conseguem explicar

o que efetivamente se passou:
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Figura 190 - Resolugdao de Rafaela.

Quando lhes pergunto sobre o que é fazer indiretamente, David consegue

explicar a sua justificagao:

David - Fez indiretamente (A referir-se a estratégia de Pedro).
Investigadora — Porqué indiretamente?
David - Porque se ele fizer diretamente esta a fazer logo.
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Investigadora - Sim esta a fazer logo a dividir por...

David - 8.

Investigadora — Entao como é que ele fez indiretamente?

David - Nao fez logo a dividir por 8.

Investigadora — Mas entdo fez a dividir por quanto?

David - Primeiro ele comecou a dividir por 2 e chegou a um resultado. E
depois dividiu por 4 e vai dar 10.

Ao longo da sessdo, e principalmente no momento de discussao, os alunos
criam generalizagdes em linguagem natural, umas de forma mais espontdnea que
outras. Ao falarmos da primeira estratégia, David afirma que existem outras

maneiras de resolver uma expressao:

David - Porque se nds ndo soubermos, por exemplo, x numero multiplicado
por 6 podemos utilizar uma estratégia com outras contas diferentes
que pode dar o resultado.

Investigadora - Ele estd a dizer que se nao conseguirmos arranjar um x
nimero?

David - Sim um numero qualquer...

Nesta situacdo, David utiliza o valor x de forma muito natural tentando
mostrar que se pode utilizar este procedimento para qualguer nimero. Ao iniciar-se
esta discussao tento conduzir os alunos de modo a criar uma frase que transmita

uma generalizacdo da estratégia usada por Rita:

Investigadora - Podemos ter outro numero, certo? Entdo vamos arranjar
uma frase que diga isto. O David tinha comecado com “qualquer
numero multiplicado por” quanto?

David - Por 6.

Investigadora - E 0 mesmo que qué?

David - Que multiplicar vezes 2 e esse resultado vezes 3.

Outro momento surge com Rafaela quando explica a estratégia de Mariana:

Investigadora - Multiplicar por 20, o vosso colega ja disse. A Rafaela vai-me
dizer, multiplicar por 20 é a mesma coisa que multiplicarmos por
quanto?

Rafaela - Multiplicar por 20 é o mesmo que multiplicar por 10... ou
multiplicar por 2

Investigadora — Ou?

David - E por 2.

Contudo, a afirmacao de Rafaela acaba por ter um erro quando a aluna
afirma que pode ser multiplicado por 10 ou por 2. Nesta caso, podemos afirmar que
Rafaela ndo tem bem presente a relacdo que existe entre os numeros, ou seja, a
aluna ndao compreende que para substituir a multiplicacdao que faz por 20, tem que

ser por 10 e por 2.
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De um modo geral os alunos chegam a diferentes justificacdes de cada uma
das relacbes, embora estas estejam mais relacionadas com um carater descritivo

do que a compreensdo global da relagdao que se estabelece.

5.5.2. Analise da alinea 1.2

Nesta alinea sdo desenvolvidas pelos alunos expressdes que demonstram a
compreensao que os alunos tém das expressdes apresentadas. Do total dos alunos,
sete ndo apresentam qualquer expressdo através das estratégias utilizadas. Por

outro lado, Mara e Ricardo conseguiram apresentar a seguinte expressao:

1.1 Conspgued BTEAlET Mbll SREmDlOL QL COMprovemm L E ]
evrsiega’ hatifics @ ful /EEpolE

Soxfa = 3cexd¥ b= 3¢0

Figura 191 - Resolugdo de Mara.

Neste caso, conseguimos perceber que os alunos compreendem a relagao
gue tem de existir entre o fator que é decomposto em fatores mais pequenos.
Outra estratégia aparece através de David e Rafaela que apresentam uma

expressdao que envolve a divisao:
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Figura 192 - Resolugdo de Rafaela.

Nesta situacdo, os alunos para além de apresentarem a simplificagdo da
divisdo por 4, justificam a sua escolha com a operagdo inversa, mostrando que
30 x 4 da o valor inicial. Neste caso os alunos tentam comprovar que a estratégia
estd correta, ndo com recurso ao algoritmo, mas sim com outra estratégia
relacional. A Ultima estratégia é apresentada por dois alunos, Gongalo e Tiago, e
acaba por conter alguns erros na sua resolucao, tal como podemos verificar na

figura seguinte:

Figura 193 - Resolugdao de Gongalo.

Neste caso, os alunos ao quererem resolver a expressao principal, 100 : 4,

partiram do resultado para multiplicar duas vezes por dois. Deste modo,
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percebemos que os alunos conseguem decompor o nimero 4 em dois fatores, mas
acabaram por fazer a operacdo inversa da multiplicacdo, ou seja, nao fizeram a
divisdo do 100 por 4, mas a multiplicacdo de 25 por 4. Também nesta resolucao
podemos afirmar que os alunos optam por outras estratégias relacionais, em vez do
algoritmo.

No momento de discussdo em grande grupo, alguns alunos que nao
apresentam qualquer tipo de expressdao, acabam por desenvolver, mas com

algumas dificuldades:

Investigadora - Arranja-me um numero [Mara]. Vamos ver. Experimenta |3
com outro numero.

Mara - 200.

Investigadora — 200 : 8 sabemos quanto é que vai dar?

Varios alunos - Nao.

Investigadora — Entdao vamos fazer o qué, primeiro?

Rafael - 200 : 2

Investigadora — Quanto é que isto da?

Varios alunos - 100.

Investigadora — Diz Rafael o que é que vamos fazer a seguir?

Rafael - 100 : ... ah ndo 200.

Investigadora —Quanto é que deu?

Varios alunos - 100.

Investigadora - O que é que nds vamos fazer a seguir?

Tiago - 100 : 4.

Investigadora — Quanto é que isso vai dar?

David - 20.

Rafael - 25... 20 pois.

David - N3o é 25!

Investigadora - 207

David - Sim.

Investigadora - 100 : 4 da 20?

David - Sim. 4 x 20 da 100.

Investigadora — Ai é?

David - ... (a pensar) N&o 25.

Investigadora — Ah, boa Rafael.

Ja no final da sessdo, os alunos precisam de alguma ajuda para desenvolver
o seu discurso. Ao longo da sessdo, nao estavam muito participativos o que se veio

a notar ainda mais nesta ultima alinea.

5.5.3. Discussao da Sessao 5

Tal como ja foi referido anteriormente, nesta sessao houve mais dificuldade
em fazer com que os alunos partilhassem as suas ideias e raciocinios. Para além de

todos os fatores externos ja referidos, os alunos mostram-se muito agitados e
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pouco participativos e senti a necessidade de fazer mais perguntas para que o
discurso fluisse.

De um modo geral, os alunos mostram compreender a relagdao de igualdade
e percebem que um dos fatores tem de ser decomposto em fatores mais pequenos
para que exista maior facilidade no calculo mental. Em alguns momentos, nao
conseguem explicar, da melhor maneira, essa relacdo e a sua justificacdo
apresenta-se incompleta.

As justificacdes que apresentam, na sua maioria em linguagem natural,
acabam por ser uma descricdo das estratégias utilizadas na ficha de trabalho. Ou
seja, os alunos tentam explicar, em linguagem natural o que apresentam em
linguagem simbdlica por cada um dos alunos. Quando é pedido aos alunos que
arranjem expressdes e que as resolvam, apenas metade o consegue fazer. Dos que
resolvem as expressdes que criaram, todos utilizam a decomposicao de um dos
fatores para facilitar os calculos. Nota-se também que a operacdo inversa é tida em
conta por alguns alunos com o intuito de comprovar o resultado, ndo usando
estratégias computacionais.

Apesar da dificuldade que existe da minha parte em mobilizar os alunos para
a discussao, acabam por surgir muitas frases que denotam pequenas
generalizagdes da parte destes. Mais uma vez, como os alunos estdo pouco
participativos, algumas das frases ndo surgem de um modo tdo natural, mas sao
elaboradas em conjunto no momento de discussdo coletiva. Contudo, faco especial
referéncia a David que consegue, de forma muito natural, criar algumas
generalizagdes, sem que tenham existido perguntas da minha parte.

Por Ultimo, as principais dificuldades dos alunos prendem-se,
essencialmente, em justificar e compreender as relagdes que se estabelecem nestas
estratégias e, principalmente, a transposicdo deste modelo para outras expressoes

por eles criadas.

5.6. Sessao 6

Esta sessdo inicia-se com mais uma aluna na turma que foi transferida de
outra turma do Agrupamento, ficando a turma com um grupo de 14 alunos. Deste
modo, o trabalho desenvolve-se a pares, sem que haja grupos com trés elementos.
A aula realiza-se no primeiro momento da manha. A tarefa desta sessdo é

constituida por duas grandes questGes que passo a analisar de seguida.
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5.6.1. Analise da questao 1

A primeira questdo aborda, tanto a relagdo de igualdade, mas também a
relacdo de ordem. E composta por duas alineas, em que a primeira apresenta uma
situacdo onde os alunos tém que organizar um conjunto de 100 cadeiras para uma

festa de final de periodo, tal como podemos observar na figura:

1. Na escola da Luana, todas as turmas vdo fazer uma
atividade para a festa de final do 2.0 Periodo. Para receber os

pais no grande dia, vdo ser colocadas 100 cadeiras no

Festa do final

polidesportivo. do 2.0 Periodo

1.1. Quantas filas, como o mesma numero de cadeiras, se I

podem fazer com as 100 cadeiras. Explica o teu raciocinio.

Figura 194 - Questdo 1 da sessdo 6.

Com esta alinea pretendo que os alunos desenvolvam diferentes respostas
para o problema e que compreendam que todas elas estdo corretas, visto existirem
diferentes opcbes de resposta. Também aqui pretendo que os alunos iniciem um
percurso que os leve a uma generalizacdo, percebendo que se multiplicarem o
numero de cadeiras pelo numero de filas tém sempre o nimero 100. A segunda
alinea apresenta um conjunto de trés afirmagodes relacionadas com a relagdo de

ordem:

1.2. No dia da festa, os alunos optaram por fazer 4 filas com 25 cadeiras.
As duas primeiras filas ficaram com os lugares todos ocupados, mas a fila 3
foi ocupada por dois grupos de 11 pessoas cada um e a fila 4 tinha quatro
familias com 6 pessoas cada uma.

Das seguintes afirmacdes escolhe a verdadeira e justifica a tua resposta.

a) Afila 3 tem um maior nimero de pessoas que a fila 4.

b) A fila 3 tem um menor nimero de pessoas que a fila 4.

c) Afila 3 tem o mesmo ndmero de pessoas que a fila 4.

Figura 195 - Alinea 1.2. da sessdo 6.

Nesta alinea, os alunos sdo confrontados com afirmagdes onde tém que
comprovar a sua veracidade, tendo em conta a informagdo que é dada no
enunciado. Deste modo, pretendo que os alunos consigam interpretar as diferentes
afirmac0es, transpondo essa informacao para uma expressao, tal como Fila 3 < Fila

4. Seguidamente passo a analise de cada alinea de forma mais pormenorizada.
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5.6.1.2. Analise da alinea 1.1

Nesta primeira alinea percebemos que todos os alunos conseguem arranjar
uma estratégia para resolver a questdo. J4 no momento de introducdo da tarefa,

alguns alunos arranjam, de imediato, uma estratégia para resolver o problema:

Investigadora - Entdo o que é que vocés vao ter que fazer? Diz Mara.
Mara - Eu pus 50 de um lado e 50 de outro.

Também existem alunos que apresentam uma resposta em linguagem

natural, tal como podemos observar na resolucdao de Mauro:

1. Na escola da Luana, todas as turmas vdo fazer uma
atividade para a festa de final do 2.° Periodo. Para receber os
pais no grande dia, vdo ser colocadas 100 cadeiras no
polidesportivo. do 2.9 Periodo
1.1. Quantas filas, como o mesmo numero de cadeiras, se

podem fazer com as 100 cadeiras. Explica o teu raciocinio.

Figura 196 - Resolucao de Mauro.

Também quando explica a sua estratégia, Mauro, volta a afirmar o que tem

na ficha de trabalho e Goncalo consegue, desde logo, criar uma expressao:

Investigadora — Mauro diz |d outra maneira.
Mauro - 4 filas com 25.

(.)
Gongalo - E 4 x 25.

Mauro ndo é o Unico aluno a fazer referéncia as 4 filas. As seguintes
resolugdes desenvolvidas por quatro alunos ndo incluem apenas a linguagem
natural:

Figura 197 - Resolugdao de Rafaela.
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Figura 198 - Resolugdo de Ricardo.

Na resolucdo de Rafaela, a aluna apresenta adigdes sucessivas de 25
cadeiras, que depois transforma numa multiplicagdo. Neste caso, Rafaela e Duarte
que trabalham em conjunto, justificam a sua estratégia afirmando que ndo podem
desenhar a totalidade de cadeiras. Por outro lado, Ricardo e Joana arranjam uma
multiplicagdo com o numero 25. Os alunos multiplicam duas vezes as 25 cadeiras
até chegar ao nimero 100. Quando Joana apresenta a sua estratégia faz referéncia
ao 25 x 4:

Joana - Eu fiz 25 x 4.

Rafaela - Eu também fiz.

Investigadora — Tenham calma.

Joana - Eu fiz 25 mais 25 igual a 50 e depois por baixo outra vez 25 mais 25
igual a 50. A seguir juntei 50 mais 50 que deu 100.

Contudo, quando Ricardo apresenta a sua estratégia, ndo apresenta de

forma correta, mas deteta o seu erro:

Ricardo — 50 para um lado e 50 para o outro. Assim dao 100 cadeiras.

Investigadora - Entao fizeste quantas filas?

Ricardo - 10.

Investigadora - 10 filas?

Ricardo - (o aluno continuou a olhar para a ficha mas ndo respondeu)

Investigadora - Se tu puseste 50 de um lado e 50 do outro ficaste com
quantas filas?

Ricardo - 2.
Investigadora - Cada uma tinha quantas cadeiras?
Ricardo - 10.

Investigadora - Entdo calma. Tu tinhas filas de 10 cadeiras, foi ou ndo foi?
Quantas filas é que tu fizeste?

Ricardo - 2.

Investigadora - Entdo vamos ver. O Ricardo disse que p6s 10 cadeiras e
quantas filas, Ricardo?

Ricardo - ... (o aluno comegou a olhar para o quadro e para a ficha). Esta
mal...

Investigadora - Entao porqué?

Ricardo - Dava 20.
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Outro aluno organiza as cadeiras, apresentando-as através de diferentes

estratégias:

Figura 199 - Resolugdo de Jodo.

Jodo apresenta a expressao 5 x 20 = 100 e explica que sao 5 filas de 20
cadeiras. Para além disso, apresenta adigGes sucessivas de 1 fila vezes 20 cadeiras.
Com estas estratégias, o aluno tenta justificar de diferentes maneiras os seus
passos, para que consigam perceber a sua estratégia.

Um conjunto de quatro alunos encontra mais do que uma expressdo para
organizar as cadeiras. Com estas diferentes expressdes percebe-se que os alunos

reconhecem que pode existir mais do que uma solucgdo:

Figura 201 - Resolugdo de Tiago.

Ao observar de forma mais pormenorizada a resolucao de Tiago,
compreende-se que o aluno consegue criar uma frase que demonstra as expressoes
gue escreve. O ultimo grupo de alunos (4) cria outras estratégias que ainda nao

sdao apresentadas.

Figura 202 - Resolugé@o de Gongalo.
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Figura 203 - Resolucdo de David.

Gongalo recorre a representacdo pictdrica para representar as filas. Deste
modo, percebe que cada fila tem 10 cadeiras e os dois alunos fazem contagens de
10 em 10. Daniel apresenta a estratégia de adigbes sucessivas até chegar ao
numero 100. Apds a apresentacdo das resolugdes ha a tentativa de criar uma

generalizagdo em conjunto:

Investigadora — Entdo tivemos a multiplicar o qué?

David — Estivemos a multiplicar um nimero vezes um numero que era igual
a 100.

Investigadora - Calma, mas estivemos a multiplicar que nimeros?

Joana- - O nimero de cadeiras...

Investigadora — Boa Joana. (Pedi a Joana para ir ao quadro escrever o que
estava a dizer.) (...) N6s multiplicamos as cadeiras por qué? Diz

Joana?
Joana - Vezes as linhas.
(..)
David - Filas.

Investigadora — Vezes as filas, exatamente. Entdo va, nimero de cadeiras
vezes o qué? (Joana ia escrevendo no quadro). Foi sempre igual a
quanto?

Tania - A 100.

Aos poucos, os alunos escrevem a frase “Multiplicar o nimero de cadeiras
vezes as filas é sempre igual a 100”. Ao longo deste problema compreende-se que
os alunos desenvolvem diferentes estratégias para resolver a questdo e, acima de

tudo, tém nocdo da diversidade de repostas existentes:

Investigadora - (...) H& sé uma maneira de organizar as cadeiras?
David - Nao

Rafaela - Ha varias.

Gongcalo - E sé irmos as tabuadas e vermos os nimeros que d&do 100.

Para além disso, os alunos desenvolvem a compreensdo que esta situacdo
pode acontecer para uma variedade de numeros e, assim, criam uma frase que

representa esta situacdo.
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5.6.1.2. Anélise da alinea 1.2

Ao iniciar esta alinea (Figura 195), os alunos comecam por perguntar se
precisam de fazer o algoritmo, facto que pode comprovar a estreita ligacdao que os
alunos tém com o algoritmo. A grande maioria encontra a afirmacdo correta e
conseguem justificar a sua escolha. Contudo, dois alunos, Rafaela e Duarte, optam
pela afirmacdo C que refere que as duas filas possuem o mesmo numero de
pessoas. Quando lhes pergunto a justificacdo para terem optado pela frase C, os
alunos fazem referéncia ao nimero de cadeiras e ndo ao niumero de pessoas.

Dos restantes alunos, apenas dois identificam a frase sem qualquer
justificacdo e outros dois alunos apresentam uma justificacdo que ndo esta
totalmente completa, visto que ndo identifica o nimero total de pessoas de cada

fila:

b) A fila 3 tem um menor nimero de pessoas-que a fila 4.

1 an
Y
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Figura 204 - Resolugdo de Rafael.

Os restantes alunos (8) apresentam uma justificacdo que contempla os

resultados de ambas as filas:
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Figura 205 - Resolugdo de Beatriz.

¢) Afila 3 tem o mesmo nimero de pessoas que a fila 4.
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Figura 206 - Resolugdo de Tania.

No conjunto das oito resolucdes, as justificacdes englobam a apresentacdo
de multiplicagdes, como podemos observar na resolucdo de Beatriz, e também
resolugdes mais completas, como € o caso de Tania, que tenta explicar através de
linguagem natural. Tal como acontece na alinea anterior, os alunos sdo levados a
encontrar uma expressdo, neste caso em linguagem matematica, que demonstre o

que fizeram:

Investigadora — Olhem que expressdo é que nds podiamos arranjar para
aqui? (...)
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Mara - Eu pus na fila 3, 2 x 11. E na fila 4, 4 x 6.

Investigadora — Mas isto sé assim 2 x 11 e 4 x 6 ndo nos diz que a fila 3 tem
um menor nimero de pessoas.

David - Temos que p6r um sinal.

Investigadora —Que sinal é que vais po6r, anda ca.

(O David foi ao quadro colocar um sinal da expressao)

Com o numero de respostas corretas que a turma apresenta percebe-se que
os alunos compreendem o enunciado do problema e encontram a frase que mais se

adequa.

5.6.2. Anadlise da questao 2

N segunda questao sao apresentadas quatro expressdes aos alunos para que
comprovem a sua veracidade. Nesta questdao € importante que os alunos tentem
explicar a relacao que se estabelece entre cada membro da expressao. O objetivo
ndo é calcular para obter um resultado, mas verificar se os alunos compreendem as

mudangas que acontecem.

2. Algumas das expresstes apresentadas ndo sdo verdadeiras. Descobre
quais sdo, sem recorreres a calculos, Justifica a tua resposta.

a)257+ 105+ 33= 257+ 33+ 105

b)460=40x 10+ 60x 10

€) 2500-601= 2500-500-100-1

d)1380=1400+20-20

Figura 207 - Questdo 2 da sessao 6.

Todos os alunos conseguem resolver cada uma das expressdes, embora, no
momento de discussdo coletiva, apenas analisamos a trés primeiras expressoes,
visto ndo ter existido tempo para fazer a discussdo da ultima expressao.

O quadro seguinte apresenta o desempenho dos alunos em cada uma das
expressdes, contudo mostra somente que respostas o0s alunos conseguem

identificar como sendo verdadeiras ou falsas:
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Quadro 6 - Desempenho dos alunos em expressdes que envolvem um raciocinio relacional

Expressdes Respostas Respostas Nao
numeéricas corretas incorretas responde
Expressao a 100% 0% 0%
Expressao b 86% 14% 0%
Expressao c 93% 7% 0%
Expressao d 86% 0% 14%

Com este quadro percebe-se que os alunos trabalham

com facilidade as

expressdes de verdadeiro ou falso. Todas elas apresentam uma percentagem

elevada de sucesso. E importante referir que as justificacdes de cada expressdo sdo

analisadas de seguida, de forma a complementar o que o quadro transmite.

5.6.2.1. Andlise da alinea a) (257 + 105 + 33 = 257 + 33 + 105)

Nesta alinea todos afirmam que a expressdo é verdadeira e compreendem

gue apenas existe uma troca de parcelas. Os alunos tém presente a propriedade

comutativa da adicdo, embora expliquem por outras palavras:

Sargu O, Comla ha Xy

I"b‘rl I'.l.l-/_“lv"tw J1HLI.J.r1|'J"'-|-i.1_ :‘,

a) 257+ 105+ 33= 257+ 33+ 10'5\"*’1} 1””0{;{& sl e mans

#

Figura 208 - Resolugdo de Beatriz.

a) 257+ 105+ 33= 257+ 33+ 105

Figura 209 - Resolugao de David.

Ao falarmos da expressdao no momento de discussdo coletiva, os alunos

facilmente explicam porque é que a expressao é verdadeira:

Investigadora - Entdo a primeira expressao é verdadeira ou € falsa?

Varios alunos - Verdadeira.
Investigadora - Porqué, Mauro?

Mauro — Porque so trocaram os lugares do 105 e do 33.
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5.6.2.2. Anadlise da alinea b) (460 = 40 x 10 + 60 x 10)

Na expressao seguinte os alunos sao confrontados com uma multiplicagao.
Nesta alinea apenas dois ndao conseguem resolver corretamente a expressao,
guando afirmam que a expressao é verdadeira. Os alunos acreditam que o
resultado é o mesmo e ndo compreendem que 60 x 10 ndo da 60, mas sim 600.

Os restantes alunos detetam o erro, mas as justificacbes que apresentam
sao diferentes. Em primeiro lugar dois alunos dao uma justificacao errada tal como

podemos observar:

b) 460= 40x 10+ 60x 10 F FL g

Figura 210 - Resolucdo de Tania.

Embora tenham identificado a expressdao como falsa, a sua justificacdo
demonstra que ndo ha uma compreensdo total da expressdo. Os alunos resolvem
os dois primeiros termos como se de uma adicdo se tratasse e ndao uma
multiplicagdo. Efetivamente ndo dad 460, mas a resolugdo que fazem também nao
estd correta. Também Rafael ndo vé o segundo termo da expressao como um todo,

mas sim como parte separadas:

b) 460= 40x 10+ 60x 10 [~ ¢Feuy,

Figura 211 - Resolugdo de Rafael.

Rafael interpreta a expressdao como uma igualdade entre as duas
multiplicacdes e ndo como uma adicdao, afirmando que estes dois elementos nao
sdo iguais. Jodao apenas afirma que a expressao ndo é igual a 460 nao

apresentando qualquer justificacdo para o que esta a afirmar:

n}aw=4n:1u+aunuf_f_' _ A ¢

Figura 212 - Resolugdo de Jodo.

Os restantes oito alunos mostram justificacdes mais elaboradas, onde se
percebe que ha uma compreensdo total da expressdao e do erro que possui. Trés
alunos centram a sua justificacdo na segunda parte da expressao afirmando que
60 x 10 é igual a 600:

e
+— b) 460= 40x 10+ 60x 10

0 e > QlLy

Figura 213 - Resolugdo de Duarte.
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O grupo seguinte é composto por trés alunos que apresentam os valores
reais da expressao, ou seja, dois alunos afirmam que o resultado d& 1000. J& o

outro aluno, Ricardo, apresenta o resultado de cada multiplicacdo:

b) 460= 40x 10+ 60x 10 |

Figura 214 - Resolugao de Laura.

b) 460= 40x 10+ 60x 10

Figura 215 - Resolugao de Ricardo.

No momento de discussao coletiva, Laura consegue explicar a sua
justificacdo e tenta desenvolver uma expressao para o 460, mas nao o faz de forma

correta:

Investigadora — Diz Laura.

Laura - 40 x 10 mais 60 x 10 da 1000.

Investigadora — Entao se quiséssemos os 460 tinha que ser como?

Laura - Tinhamos que p6r 400 x 10 mais 60.

Investigadora - (...) A Laura esta a dizer para fazer 460 é 400 x 10 mais 60.
E verdadeiro o que ela esta a dizer?

David - Nao.

Investigadora - Entao?

David - Porque 400 x 10 da 4000.

Investigadora — Entdo tem que ser quanto David?

David - 400x 1 ou 40 x 1. Ou 40 x 10 (o aluno retificou o que tinha dito)

Investigadora — Mais quanto David?

David - Mais 60 x1

As Ultimas duas resolugdes surgem de David e Mara e apresentam uma

justificacdo completa dando uma solugao para a expressao:

b) 460= 40x 10+ 60x 10 X ¢ Yeahowa L O ¥
3 \\_).\pf\ e ) xsn 60 { o< \

N

Figura 216 - Resolugdo de Mara.

Os alunos apresentam as resolugbes de cada uma das multiplicacdoes e

compreendem que uma das solugdes pode passar por 60 x 1.
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5.6.2.3. Analise da alinea c) (2500 - 601 = 2500 - 500 - 100 - 1)

Com esta expressao emergem diferentes justificacdes que denotam uma
maior compreensao por parte de alguns alunos. Em primeiro lugar, ha apenas uma
aluna que afirma que a expressao é falsa, mas acaba por ndo justificar a sua
resposta. Outros trés alunos, embora refiram que a expressao € verdadeira
também ndo apresentam qualquer justificacdo.

Dos restantes alunos, 10, ha um conjunto de quatro que compreendem que
o valor que é retirado ao 2500 em cada lado da expressdo é o mesmo, mas

representam de forma errada:

c) 2500-601= 2500-500-100-1"

Figura 217 - Resolugdo de Tiago.

c) 2500-601= 2500-500-100-1 V dancgua &0

Figura 218 - Resolugdo de Mara.

Tiago tenta representar uma igualdade entre o 601 e o0 500 - 100 - 1, facto
gue ndo é verdadeiro. Neste caso, presume-se que o aluno quer mostrar que retirar
601 é o mesmo que retirar 500 - 100 - 1. Por outro lado, Mara apresenta o 500 no
final da expressdo, possivelmente porque o 500 é a subtracdo que a aluna faz no
601 ao retirar os valores 100 e 1, mas nao representa de forma correta.

Na resolugcao seguinte, o aluno tem a necessidade de apresentar o resultado

da expressdo quando subtraimos 601:

¢} 2500-601= JﬁW-WD-Im-I..: | & )

d ¥

Figura 219 - Resolugdo de Jodo.

Quando apresenta a sua justificacdo, Jodao demonstra que compreende o que
fez e ndo precisa de recorrer ao algoritmo para encontrar o resultado, muito pelo

contrario:

Investigadora - Jodo o que é que tu disseste?
Jodo - Disse que era verdadeira.
Investigadora — Porqué?

Joao - Porque 2500 - 601 = 1899.
Investigadora - E igual a quanto?

Jodo - 1899.
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Investigadora — Sim. Como é que tu chegaste a esse resultado?

Jodo - 2500 - 600 ¢é igual a 1900, menos 1 é 1899.

Investigadora - Entdo e esta parte, foi-te dar o mesmo resultado? Como é
que tu fizeste aquela parte? (referia-me ao segundo elemento da
expressao.)

Jodo - 2500 - 500... Porque 500 + 100 + 1 d& 601 e 2500 menos 601 da
1899.

Com esta justificacao percebemos que Jodao nao faz a subtragao de 500, de
100 e de 1, mas afirma que a soma destes trés valores é o mesmo que 601.
Também David, apresenta o resultado da expressdo, mas neste caso o aluno faz

subtragdes sucessivas:

¢) 2500-601= 2500-500-100-1 V

PNV

Figura 220 - Resolugdo de David.

Os restantes alunos apresentam a seguinte resolucao:

c) 2500-601= 2500-500-100-1v

i | ) . i
-.Il_;c,.;_h-:- Soo 44080 v 4 @ -c.:j.,_n_lx o ol

Figura 221 - Resolugdo de Rafaela.

Com esta justificacdo percebemos que os alunos compreendem que se

subtrai 0 mesmo valor em cada lado da expressao.

5.6.2.4. Andlise da alinea d) (1380 = 1400 + 20 - 20)

Nesta ultima alinea ha um numero consideravel de alunos que compreende a
expressdo e percebe que esta ndo era verdadeira. Dois alunos deixam a expressao
em branco e outros dois alunos apenas referem que a expressao é falsa. Por outro

lado, Jodo apresenta a seguinte justificacao:

d) 1380= uumm-mf ,ﬂ g 71

Figura 222 - Resolugao de Jodo.
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Neste caso, Jodo refere que 1400 é maior que 1380, mas ndo explica a
ligacdo com a restante expressao ou se apenas olha para os dois primeiros termos.
O préximo conjunto de trés alunos justifica a sua resposta através do

resultado que obtém da segunda parte da expressdo:

d) 1380= 1400+20-20

Figura 223 - Resolugdao de Mauro.

Por Ultimo, os restantes alunos (6) desenvolvem uma justificagdo mais
completa porque envolvem todos os elementos da expressao na justificacdo,
mostrando que ndao podem estar a falar de uma igualdade porque sao valores

diferentes:

E N . 138 L igmal
d) 1380= 1400+20-20 | Jorqut, 1380 mae + <@

Figura 224 - Resolucdo de Tania.

d) 1380= 1400+20-20

A

o

Figura 225 - Resolugao de David.

De um modo geral, os alunos conseguem resolver todas as expressoes e
desenvolver uma justificacdo que demonstra, de forma clara, como chegam ao

resultado.

5.6.3. Discussao de resultados da sessao 6

A andlise de dados mostra que os alunos compreendem as relagdes de
igualdade e recorrem a um raciocinio relacional para justificar as suas estratégias.
Nesta sessdo existe um maior recurso a estratégias relacionais do que
computacionais. Os alunos recorrem a estratégias como a operacdo inversa e ao
uso de expressGes matematicas para representar o que é dito em linguagem
natural. A representacdo pictdérica é também uma estratégia usada pelos alunos,
principalmente na questdo 1, para representar filas e cadeiras. As justificacdes para
as suas estratégias sao apresentadas, em linguagem natural, mas em muitos
casos, os alunos acabam também por apresentar justificagbes em linguagem

matematica, através de expressdes que criam para complementar o que foi dito.
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No que diz respeito a generalizagdes, na primeira questdo os alunos
conseguem desenvolver frases que representam uma generalizagdo. Essas
generalizagdes, sao desenvolvidas no momento de discussdao em grupo, ndo por um
Unico aluno mas sim pela turma.

Por ultimo, é de registar as dificuldades que os alunos mostram ao longo da
sessdo e que acabam por estar presentes em todas as sessdes. Em primeiro lugar,
a interpretacdo do enunciado do problema traz sempre dificuldades na
representacdo. Esta dificuldade acentua-se na segunda alinea da primeira questao,
onde os alunos tém que interpretar e optar por uma das trés afirmacdes
apresentadas. A dificuldade de interpretacdo do problema estd sempre associada a
representacao errada das expressdes, ou seja, como existe a necessidade de
justificar as suas respostas, os alunos acabam por apresentar expressdes erradas,
tendo por base a ma interpretacdo do enunciado. Alguns alunos, quando lhes é
apresentada uma expressao e lhes é pedido que comprovem a sua veracidade, ndo
conseguem perceber as relagdes que se estabelecem entre os numeros. Outros,
embora compreendam a relacdo que se estabelece e consigam detetar se a
expressao € verdadeira ou falsa, apresentam justificacées com erros de resolugdo,

tal como acontece na expressao c) da questao 2.

5.7. Sessao 7

A sessdo 7 é constituida por dois problemas intitulados “Pensa num
numero”, em que se pretende trabalhar a relacdo de igualdade tendo como objetivo
gue cheguem a conclusao que obtém novamente o nimero inicial. Para além disso
€ importante que os alunos iniciem um processo de generalizacdo em cada uma das
questdes. A primeira questdo envolve a multiplicacao e a divisao e a segunda utiliza

as quatro operacdes, tal como podemos observar na figura seguinte:

Pensa num numero.
Multiplica esse nimero por 6.
Agora divide por dois.

Divide o resultado por 3.

\ Que nimero obbiveste?

O que conseguiste descobrir? Porque é que isto acontece?

Figura 226 - Questdo 1 da sessdo 7.
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yvensa num nimero entre 1 e 10
Adiciona 5.

Multiplica o resultado obtido por 3.
Agora subtrai 15.

Por fim divide por 3.

Obtiveste o nimero que pensaste?

Que relagdo existe neste caso?

Figura 227 - Questdo 2 da sessdo 7.

5.7.1. Analise da Questao 1

Inicialmente, todos os alunos (14) chegam ao resultado correto e percebem
que o resultado é o numero que escolhem. Na apresentacdo das estratégias os
alunos recorrem a diferentes maneiras para justificar as suas resolugdes. O

primeiro grupo, constituido por cinco alunos, chega ao resultado final através de
estratégias operacionais:

Pensa num niimero. | & 6o 1
Multiplica esse nimero por 6. % ;. j__, — P ‘
Agora divide por dois. % & . ‘Q L L'a |
Divide o resultado por 3.2 @ ,.:\L,‘?: = ,’zj
Que ndmero obtiveste? {3 /1 3 ,‘ e

Figura 228 - Resolugao de Beatriz.

( Pensa num numero.

| Multiplica esse nimero por 6. a A4
| Agora divide por dois. 9o ) .

mios =
| Divide o resultado por 3.

\ Que numero obtiveste? 4 “1)331.*.* y A

Figura 229 - Resolugdo de Ricardo.

Tanto na resolucdo de Ricardo como de dois colegas, os calculos que os
alunos desenvolvem relacionam-se com a divisao. David, que trabalha com Ricardo,

explica a sua estratégia para conseguir chegar ao resultado final:

Investigadora - Vamos ver outro exemplo, David.
David - 7
Investigadora - Escolheram o 7. Entdo fizeram como?

David - 7 x 6. NOs ndo sabiamos, entdo fizemos 7 x 5 igual a 35.
Investigadora — Sim...

David - E aos 35 somamos mais 7 que deu 42. Entdo 6 x 7 igual a 42.
Depois 42 a dividir por 2 deu 21. Depois 21 a dividir por 3 igual a 7.
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Investigadora - O que é que aconteceu?
David - Deu o0 mesmo numero.

Embora utilizem estratégias operacionais, em alguns momentos de
resolugdo, os alunos conseguem arranjar uma estratégia relacional para resolver e
expressao 7 x 6. Ja na resolugdo de Beatriz e Laura, as alunas recorrem a divisdao,
mas o procedimento ndo esta correto, bem como o seu resultado. Para além disso,
para encontrar o resultado da multiplicacdo de 12 x 6, encontram os valores 60 e
12 para chegar ao resultado de 72.

Outro conjunto de alunos, sete, apresenta cada uma das expressoes

relacionadas com as frases apresentadas.

Pensa num nimero. EX6- yg
Multiplica esse nimero por 6.
Agora divide por dois. 18°2= 2w
Divide o resuitado por 3.
2¢:3=29

Que numero obtiveste?

Figura 230 - Resolugdo de Rafael.

Pensa num numero. X —" - e~ L A=y
VI U A e° Vigl 4

| Multiplica esse numero por 6.
Agora divide por dois.
i 197
Divide o resultado por 3. = ]‘/;//L/ } /.,//',-j.' D, J

Que numero obtiveste? Vo S VA

Figura 231 - Resolugdo de Jodo.

Neste caso, e talvez porque todos os numeros escolhidos sdo inferiores a 10,
nenhum aluno recorre a estratégias operacionais para resolver a questdo. A
resolucdo de Rafael reflete o que foi feito também nas resolucdes dos restantes
colegas, ou seja, os alunos apresentam cada uma das expressdes separadamente,
ao contrario de Jodo, que apesar da representacdo nao estar correta, interpreta o
problema como uma relagdo e ndo como expressdes separadas. Ao longo da

discussdo em grande grupo, os alunos descrevem as suas estratégias:

Investigadora -O Gongalo e o Jodo digam ld que numero é que vocés
escolheram.

Gongalo - 6.

Investigadora - Entdo comegaram por fazer o qué?

Gongalo - 6 x 6 igual a 36.

Investigadora - E depois.

Gongalo - 36 a dividir por 2... 18. 18 a dividir por 3 igual a 6.

Por ultimo, outros dois alunos somente registam a informacdo das ultimas

frases:
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/ Pensa num ndmero.

‘ Multiplica esse nimero por 6.

Agora divide por dois.
Divide o resultado por 3.

\Que numero obtiveste?

Figura 232 - Resolucdo de Tania.

Os alunos apresentam a tabuada do 6 e do 3 e a expressao que divide o

resultado por 3. Através destes elementos conseguimos perceber que o numero

7

escolhido ¢ o 10. No momento de discussdo coletiva, Tania e Tiago fazem

referéncia a tabuada:

Investigadora — Tania e Tiago digam |& que numero é que vocés escolheram.
Tiago - 10.

Investigadora - Entdo vamos fazer o qué?

Tiago — A tabuada do 6.

Investigadora — Para?

Tiago - E depois dividimos por 2...

Investigadora — Calma, calma entdo vocés fizeram o qué? 10 x 6?

Tiago - ... (O aluno ndo consegue explicar a sua estratégia.)
Investigadora — Vocés pensaram num numero.
Tiago - 10.

Investigadora - Depois o que é que vos pedia?

Tania — Multiplicar esse numero por 6.

Investigadora — Entao vamos multiplica-lo por 6. Quanto é que da?

Tiago - 60. Depois dividimos por 2 que da 30. Depois 30 a dividir por 3 igual
a 10.

Investigadora — Que numero é que vos deu entdo?

Tania - 10.

Quando iniciamos a discussdo para tentar perceber porque é que o resultado
€ sempre igual ao numero que escolheram inicialmente, Gongalo avanga com uma

justificacdo, que os colegas ndo aceitam.

Investigadora - (...) Porque é que vocés acham que isto acontece? Diz 13
Gongalo.

Gongalo - Porque eram numeros pares.

Investigadora — Nao tens aqui niUmeros impares?

David -Tem. O 3eo0 7.

David arranja dois exemplos que contrariam o que Gongalo afirma, fazendo
com que o aluno ndo desenvolva a sua justificagcdao. Ao longo da discussao os
alunos tentam desenvolver uma frase que mostra o que é pedido nesta alinea,

enquanto Rafaela regista no quadro o que os colegas dizem:
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Figura 233 - Rafaela no quadro a registar a generalizagao.

Investigadora - Entdo sempre que multiplicamos por 6, ajudem 1a a
Rafaela...

Duarte - Vai dar sempre o mesmo numero.

Investigadora - Calma Duarte. Se multiplicarmos por 6 vai dar o mesmo
nimero?

Rafael - Ndo.

Investigadora - Entdao temos que multiplicar por 6 e fazer o qué?

Tiago — Dividir por 2 e por 3.

David - E dividimos por 2 e por 3.

Duarte - D& o0 mesmo numero.

No quadro acabamos por registar a frase “"Sempre que multiplicamos por 6 e
dividimos por 2 e por 3 da sempre o mesmo resultado”.

Também neste momento, e para perceber se esta estratégia acontece com
outros numeros, substituimos o nimero 6 pelo 8 e os nimeros seguintes por 2 e
por 4. Com este exemplo também tentamos desenvolver uma frase que demonstra
0 que é dito:

Investigadora — Entao sempre que multiplicamos por 8 e dividimos por 2 e
por 4 (estava a ler o que foi escrito por Laura, no quadro) vai dar o
qué?

Tiago - Vai dar o mesmo resultado.

Investigadora — Que resultado?

Tiago - Que nés pensamos.

Investigadora - Entdao vamos compor melhor. Vai dar o qué?

David - O resultado que nds pensamos.

Investigadora -E que resultado é esse que nds pensamos?

Tiago - 8

Investigadora - E sé o nimero 8?

Tiago - Ndo, todos os niumeros que nds quisermos.

De um modo geral, os alunos nesta alinea conseguem perceber as relagdes
que se estabelecem e desenvolvem, em grande grupo, uma frase que demonstra
esta relagdo. Para além disso, e no momento de trabalho a pares, desenvolvem

estratégias relacionais para conseguir resolver o que é pedido.

142



5.7.2. Anadlise da questao 2

Nesta alinea, os alunos chegam a conclusdo que da sempre o mesmo

numero e também aqui, conseguimos iniciar um processo de generalizacdo. Esta

situacdo é mais complexa, mas de um modo geral, os alunos conseguem perceber

as relacgdes que se estabelecem.

As primeiras estratégias sao de duas alunas que trabalham em conjunto e

que apresentam somente o resultado sem mostrar como chegam ao resultado.

Presumo que tenham feito algum calculo mental:

( Pensa num nimero entre 1 e 10. 2

Adiciona 5. 10
Multiplica o resultado obtido por 3. 2o

Agora subtrai 15.75
Por fim divide por 3. 5
Obtiveste o niimero que pensaste? 5~

Figura 234 - Resolugao de Laura.

Outros trés alunos apresentam as expressdoes em cada uma das frases, mas

apresentam também o algoritmo das expressbes em que tém mais dificuldades.

Gongalo e David apresentam o algoritmo da divisdao e Tiago o da subtragao:

ﬁensa num ndmero entre 1 e 10.

| Adiciona 5.
|

Multiplica o resultado obtido por 3.

|
Agora subtrai 15.

Por fim divide por 3.
Obtiveste o nimero que pensaste?

N
|

y

Figura 235 - Resolugao de David.

24523

Pensa num numero entre 1 e 10.
Fx3cal

Adiciona 5. 6:3=4a ~ "_}}
Multiplica o resultado obtido por 3. 37:’
Agora subtrai 15.
Por fim divide por 3.

Obtiveste o nimero que pensaste?,

?Z,\ WL L0 i e i,

1
J

Figura 236 - Resolugdo de Tiago.

Tiago, ao apresentar a sua estratégia oralmente ndo faz qualquer referéncia

a maneira de chegar ao numero 6:

Investigadora — Tiago que niumero é que puseram?

Tiago - 2.

Investigadora -O Tiago e a Tania puseram o numero 2. Comegaram por
fazer o qué?

Tiago - 2 + 5igual a 7.
Tania - 7 x 3 igual a 21.
Investigadora - E a seguir?

Tiago — Depois 21 - 15 igual a 6. E depois 6 : 3 igual a 2.
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Investigadora - O que é que aconteceu?
Tiago — Deu o0 mesmo resultado.

Por ultimo, os restantes alunos apresentam uma expressao para cada uma
das frases apresentadas, ndao necessitando de recorrer ao algoritmo:

( ,Pensa num numero entre 1 e 10.

| Adiciona 5.

| Multiplica o resultado obtido por 3.
Agora subtrai 15.

Por fim divide por 3.

Obtiveste o nimero que pensaste?

Figura 237 - Resolucdo de Mauro.

A resolucdo de Mauro reflete o que acontece a grande maioria dos alunos,

ou seja, os alunos criam as expressdes a medida que as informagdes vao surgindo.

Jodo, apresenta a sua expressdo como um todo, tal como aconteceu na questdo

anterior, muito embora esta estratégia ndo esteja correta:

~

( Pensa num nimero entre 1 e 10.

Adiciona 5. 4 5= — =
Muitiplica o resultado obtido por 3.
| Agora subtrai 15.

| Por fim divide por 3. i J 8 {'VJ»‘(//[JT‘/
| Obtiveste o nimero que pensaste? _i///Le LT WVV )
N _ - _

Figura 238 - Resolugao de Jodo.

Na resolucdo de Duarte e Rafaela, constato que, em determinada altura, os

alunos recorrem a uma estratégia relacional para conseguir subtrair o nimero 15

ao que encontram:

Pensa num niimero entre 1 e 10.6

Adiciona 5. €15 =11

Multiplica o resultado obtido por 3, 1143 =33
Agora subtrai 15, 33~ 10~5 =14

Por fim divide por 3. 18 = 2 =6

Obtiveste o nimero que pensaste? J.mr . J

Figura 239 - Resolugao de Rafaela.

Também no momento de discussdao em grande grupo, os alunos explicam
como chegam ao valor 18, sem recorrer ao algoritmo:

Investigadora — Duarte.

Duarte - Pensei no nimero 6. Fiz 6 + 5igual a 11. 11 x 3 igual a 33.
Investigadora - A seguir?

Duarte - 33 - 15 igual a 18. Entdo posso fazer 33 - 10 - 5 igual a 18.
Investigadora - E a seguir?

Duarte - 18 : 3 igual a 6.

Investigadora - O que é que aconteceu aqui mais uma vez?
Varios alunos - Deu o mesmo resultado.

De seguida, quando questiono sobre a relacdo que existe, os alunos tém a
nocao que o resultado é igual ao numero que escolhem:

144



N selnpdts irk oo N
\\k Swep 6 :‘L 2 INCUAAM. DAL DO L (A
i i

T, VS -
S & Q) q/u,, /’u Ao N o7
N J(/\fh,{;r : i

v, “/]‘/“_(J,

Figura 240 - Resolugdao de Gongalo.

Apds esta confirmacado, que chega depois da apresentacdo de cada uma das
estratégias, iniciamos o processo de generalizacdo, sem qualquer nimero em

concreto, escrevemos no quadro cada uma das etapas:

Investigadora —O que é que acontece aqui? Fazemos o qué primeiro?
Tiago — Adicionamos 5.

Investigadora - E depois?

Tiago — Multiplicamos por 3 o resultado.

Rafaela - Vezes 3.

Investigadora — Multiplicamos vezes 3 o resultado que deu. E depois.
Mara - Menos 15.

Tiago - Subtraimos 15.

Investigadora — De onde é que vem este nimero 15?

David - Do x 3.

Neste caso, David compreende de imediato que o numero 15 surge da
multiplicacdo de 5 vezes 3. Alguns alunos acabam por registar na folha de trabalho
o que fomos escrevendo no quadro, a medida que iamos falando. O simbolo D foi o

simbolo escolhido pelos alunos para representar gualquer nimero:

xG Az~ 16"

1%
D5 x5 - @

Figura 241 - Resolugdo de Laura

Posteriormente, os alunos desenvolvem uma frase que descreve o0 que se

passava com esta situagdo:

Investigadora - Conseguem arranjar uma frase para isto?

Rafaela - Sim. O numero que nds...

David - O nimero inicial mais 5...

Rafaela — Multiplicado...

Investigadora - Calma ndo ponhas ja multiplicado.

Rafaela - Somado mais 5

Investigadora — Calma entdo temos... Um ndamero ... vocés vao-me ditar e eu
VOu escrever.

Rafaela - Somado, multiplicado, subtraido...

Investigadora - E sempre pelo mesmo nimero?

Tiago - Somado com 5, multiplicado por 3...

Rafaela — Subtraido por 15,
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Rafael - E dividido por 3...
Investigadora - O que é que acontece?
Tiago — Fica o mesmo numero do inicio.

Apds o didlogo e o registo no quadro, os alunos escrevem na ficha de

trabalho o que é escrito no quadro:

L T
/\l{n\ e nemog 4815 , kb
N® 493 Qi COM & rawie M NGe

Figura 242 - Resolugdo de Rodrigo.

Para finalizar, percebe-se que os alunos compreendem as relagdes entre os
numeros. Com alguma ajuda, desenvolvem uma generalizagdo que demonstra a

situagdo que lhes é apresentada.

5.7.3. Discussao dos resultados da sessao 7

Ao longo da sessdao 7 percebemos que os alunos compreendem as relagbes
de igualdade apresentadas com estes dois problemas. Detetamos essa
compreensao nas diferentes estratégias que apresentam, bem como nos raciocinios
e justificacdes que fazem. As generalizacbes também marcaram esta sessdo e, no
momento de discussdo coletiva, os alunos iniciam processos de generalizacdo,
principalmente em linguagem natural.

No que diz respeito as estratégias utilizadas, os alunos registam cada umas
das expressdes referentes as indicacdes que sdo dadas, ou seja, ndo VvéEm o
problema como um todo, mas sim dividido em pequenas partes. Apenas Jodo,
mostra as expressoes todas ligadas entre si, o que nos leva a crer que olha para o
problema como um conjunto e ndao como frases estanques. Quando sentem
necessidade de recorrer a calculos, porque os numeros que utilizam sdo superiores
a 10, em alguns momentos utilizam um raciocinio operacional. Isto fica
demonstrado quando recorrem aos algoritmos da divisdo e da subtracdo para
encontrar o resultado de uma operagdo. Também recorrem a estratégias relacionais
para encontrar os valores que necessitam, nomeadamente, a decomposicdo de
fatores para simplificar as multiplicagdes ou subtragdes sucessivas. Em alguns
casos, usam a tabuada (questdo 1) para encontrar um valor desconhecido.

As justificacdes que apresentam estdo sempre muito ligadas aos exemplos
apresentados. Quando sao questionados sobre a relagdo que existe, os alunos
explicam oralmente que vai dar sempre o mesmo resultado, contudo, sé
conseguem iniciar um processo de generalizacao com alguma ajuda da minha

parte. Inicialmente, estdao muito ligados aos exemplos apresentados e nao
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conseguem abstrair-se. No momento de discussdo, conseguem desenvolver frases
gue demonstram a relacdo de igualdade e percebem que podem trocar o ndmero
escolhido por outro, e chegam a conclusao que vao sempre obter o nimero inicial.
As frases e as expressoes criadas sao desenvolvidas em conjunto, no momento de
discussao coletiva. Como nao conseguem abstrair-se de exemplos concretos, posso
afirmar que as suas dificuldades passam, fundamentalmente, pelo processo de
generalizacdo. Os alunos compreendem que o resultado é igual ao numero inicial,
mas ndo conseguem, de forma auténoma, criar uma generalizacdo. Outra
dificuldade que demonstram pode estar relacionada com a incapacidade que tém
para criar estratégias relacionais para substituir o algoritmo da divisdo. Como a
aprendizagem do algoritmo da divisao é realizada no 2.2 periodo, os alunos acabam
por recorrer ao que lhes é mais familiar.

Para finalizar, penso que se existir um trabalho continuo com este tipo de
tarefas, certamente que ajudaremos os alunos a chegar a generalizagbes mais
completas e mais corretas, quer em linguagem natural, quer em linguagem

simbdlica, desenvolvendo uma maior autonomia na sua produgao.

5.8. Sessao 8

Esta ultima sessdo é de avaliacdo, tendo por objetivo perceber a que tipo de
estratégias recorrem para solucionar as expressdoes apresentadas, bem como
perceber o raciocinio que utilizam para justificar as suas estratégias, ou seja, se
ainda utilizam um raciocinio operacional e sentem a necessidade de recorrer ao
algoritmo, ou se tendem a justificar segundo as relagdes que se estabelecem entre
0s numero e as operacdes. Torna-se importante perceber as justificacbes que os
alunos desenvolvem, quer ao nivel da escrita, mas também oralmente, para
entender se existe uma compreensdo efetiva das relagdes.

Esta sessdo é constituida por duas questdes de valor omisso e de verdadeiro
e falso, com as quatro operacdes, tendo decorrido com 13 alunos. A aula
desenvolve-se tal como as sessOes anteriores, com uma apresentacao da tarefa,
momento de realizagao e, por fim, discussao em grande grupo. Neste caso, e como
esta sessdao tem como objetivo perceber o que cada aluno aprende, a realizagao da
ficha de trabalho é feita individualmente. Como alguns alunos sdo mais rapidos na
realizagdo dos primeiros problemas, vao resolvendo outros problemas que estavam
preparados, caso houvesse mais tempo. Contudo, esses problemas nao sao
analisados, pelo facto de nem todos os alunos os terem realizado e porque nao
houve tempo de os discutir em grande grupo. De seguida, passo a analise de cada

uma das questbes desta Ultima sesséao.
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5.8.1. Analise da questado 1

Esta questdo é composta por quatro expressdes de valor omisso, em que o

objetivo é encontrar um valor de modo a tornar a expressdo verdadeira:

1. Completa cada uma das expressdes com o valor em falta. Justifica a tua

resposta.

73X = 73x10+ 73x2

+22= 15+ 24

80: 4= 80:

55- = 50-10

Figura 243 - Questdo 1 da sessdo 8.

E importante relembrar que os alunos ndo tém necessidade de recorrer a
calculos para conseguir encontrar o valor omisso em cada uma das quatro

expressoes.
5.8.1.1. Andlise da alinea 1 (73 x =73x10 + 73 x2)

Logo no inicio da discussdo coletiva percebo que existe um entendimento
desta relacdo de igualdade e que a maioria dos alunos nao interpreta a segunda

parte da expressao como o resultado:

Investigadora — O que é que significa este sinal de igual?

David - Que tem que ser o resultado igual

Tania - Que 73 x um numero tem que dar igual aquele daquele lado (estava
a referir-se a segunda parte da expressao).

Ao analisar as suas resolugdes, percebo que seis alunos adicionam os fatores

gue estdo a multiplicar (10 e 2) e compreendem que o valor omisso é 12:

73x 4% :73X10+73X2'

- R
.o “mw Ae

{* +22=15+24 5
i i 8 v .

Nin QL &

Figura 244 - Resolucdo de Tania.

73x 1) =73x10+73x2 do

Figura 245 - Resolugdo de Mara.
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No momento de discussao coletiva, percebe-se que os alunos compreendem

qual a razao de ser o valor 12:

Investigadora - Porqué Tania?

Tania — Porque se 73 x 10 e 73 x 2 é o mesmo que 73 x 12.
Investigadora — E porque é que é o mesmo, ajudem a vossa colega.
Rafaela — Porque 10 mais 2 é igual a 12.

Outra aluna, Rafaela, justifica a sua escolha apresentando a expressao ao

contrario:

73 x 12 =73x10 + 723 X2 d_.v:),ug,;,:, 73 %1, F3

Figura 246 - Resolugdo de Rafaela.

Rafaela ndo explica que relagdo existe entre cada membro da expressao e
justifica a sua escolha reorganizando cada membro. Também dois alunos
apresentam o valor correto, contudo Duarte ndo regista qualquer justificacdo e

Gongalo desenvolve duas justificagdes, como podemos observar na figura seguinte:

K ()
g A

73x 1L _=73%x10+73x2 UL B nyeres VL =36 qUL.ilﬁ)Ii"f/’J ¥/ G
1 e e . DF- (

A7) C}/,’j, Uy =336 ' ‘

Figura 247 - Resolugdao de Gongalo.

Em primeiro lugar, através de tracos que regista na expressdo, Gongalo
entende que tem que adicionar os dois fatores e apresenta o nimero 12 como valor
omisso. Em segundo lugar, recorrendo a linguagem natural explica a multiplicacao
de 73 x 12, mas a sua explicacdo ndo estd totalmente correta. Gongalo nao resolve
corretamente o calculo 73 x 12.

Nas ultimas trés resolucdes os alunos ndo encontram o valor omisso correto

para demonstrar uma igualdade, tal como podemos observar:

73x 48 =73x10 + 73 x 28wtge Nosda,d, o Yool coeh ol

Figura 248 - Resolugdo de Beatriz.

resposta.

=73x10+73x2 !

Figura 249 - Resolugdo de Jodo.
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73 x 146 = 73x10 + 73 x2

4

Figura 250 - Resolucdo de Tiago.

Na resolucao de Beatriz, a aluna encontra o valor 18, mas quando lhe pecgo
para explicar a sua estratégia, Beatriz ndo consegue arranjar explicacdo. No caso
de Joao, para além de apresentar o valor incorreto, o aluno interpreta o valor
omisso como resultado e ndo como elemento de uma igualdade. Por ultimo, Tiago
resolve a multiplicagdo 73 x 2 e ndo compreende que, deste modo, a expressao nao

representa uma igualdade.

5.8.1.2. Andlise da alinea 2 ( + 22 =15 + 24)

Nesta alinea somente um aluno nao encontra o valor correto para mostrar a

expressdo verdadeira:

59 +22=15+ 24

Figura 251 - Resolugdo de Tiago.

Tiago interpreta o valor omisso como um resultado da expressdo e ndo como
um valor da relacdo de igualdade. No momento de discussao, Tiago justifica a sua

resposta da seguinte maneira:

Tiago — 15 mais 24 da 39.

Outra estratégia é apresentada por Beatriz que identifica o valor correto,

mas o resultado da sua justificagdo ndo é valido:

Az +22=15+24.d e

~ ‘7,;{}«.‘;

A z

Figura 252 - Resolugao de Beatriz.

Nesta resolucao percebe-se que a aluna apaga o que faz em primeiro lugar e
tenta corrigir colocando outro valor. No proximo conjunto de alunos, dez, para
encontrar o valor omisso calculam a segunda parte da expressdo e sé depois disso
€ que encontram o valor que falta. Embora o valor seja o correto, as suas

justificagOes sao diferentes:
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Figura 253 - Resolucdo de Gongalo.

Gongalo apresenta o valor para a segunda parte da expressao, mas nao faz
gualquer referéncia sobre a maneira de chegar ao 17. Outro conjunto de alunos
apresenta, em primeiro lugar, o valor de 15 + 24 e s6 depois apresenta o valor

para 17 + 22:

1 20 = 15 424

Figura 254 - Resolucdo de Ricardo.

Por ultimo, os alunos também apresentam a sua justificacdo comegando pelo

lado da expressao que contem o valor omisso:

+22=15+ 24

Figura 255 - Resolugao de David.

Neste caso, presume-se que os alunos encontram o valor omisso e s6 depois
elaboram a justificacdo. Quando pergunto o porqué do nimero 17, David apresenta

a seguinte justificacao:

Investigadora — Entao que nimero é que tem que ficar? Diz | David?

David - 17.

Investigadora — Porqué 17?

David - Porque se nés somarmos 7 mais 2 vai dar 9 e 1 mais 2 vai dar 3. E
tudo vai dar 39.

Também compreendemos que David ja teria encontrado o valor 17 e a
justificacdo que da é somente a confirmacdo da igualdade. A Ultima resolugao é de
Jodo, que demonstra recorrer a um raciocinio de compensagdo para encontrar o

valor omisso:

+22=15+24 Y

Figura 256 - Resolugdo de Jodo.

Jodo mostra interesse em apresentar a sua estratégia porque até entdo,

ninguém justifica como ele:

Investigadora — Diz (Jodo).
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Jodo - Eu escrevi porque no 24 tira-se 2 e no 15 temos que acrescentar
mais 2.

5.8.1.3. Andliseda alinea3(80:4=80:__  :__ )

Nesta alinea Mauro é o Gnico aluno que ndo encontra os valores corretos:

80:4=80:20 : 47 ABG

Figura 257 - Resolucdo de Mauro.

Mauro ndo compreende que o valor omisso tem que ser inferior a 4 e
encontra dois valores bastante superiores. Todos os restantes alunos encontram os

valores corretos, ndo mostrando grande dificuldade na sua resolugao:

Laura - Eu ja sei qual é o resultado.
Investigadora — E qual é o resultado, Laura.
Laura - 2

Mara - S¢ 2?

Laura — A dividir por 2.

Contudo, algumas das justificacdes que apresentam nao sao suficientemente
validas para justificar a escolha do valor omisso. Um conjunto de cinco alunos
justifica a sua escolha apresentando novamente toda a expressao, mas nao explica

a relacdo que existe entre cada elemento:

0

BD - ED’ : = = ] '-I'.L'\-q -F.-\-_' o5 . ATLOLA [ T, T :.I.n.q..'.

o]
(=}
N
]
o
(=}
I3
2

AsAnl . . ,'\\ w
55-_18 =50-10

Figura 259 - Resolugdo de Laura.

Também nesta situagdo, Laura quando apresenta a sua justificacdo refere

um valor errado, mas logo compreende o seu erro:

Laura - Professora possa dizer?

Investigadora — Diz | a tua resposta.

Laura - Porque 80 a dividir por 4 é igual a 4, e 80 a dividir por 2 e a dividir
por 2 é igual a 80 a dividir por 4.

Investigadora - Calma tu disseste que 80 a dividir por 4 é igual a ?

Laura - 4... E igual a 2.

Mara - Também ndo é.
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Laura - (A aluna ficou a pensar e chegou & resposta correta) E igual a 20.

Outro aluno, Jodo, justifica a sua escolha resolvendo a expressao que
encontra:

80:4=80: & : KX Vgl 22
—* f///‘// 7’/

Figura 260 - Resolugdo de Jodo.

Jodo apresenta a sua justificacdo oral da mesma maneira como regista na
sua ficha de trabalho, ou seja, o aluno encontra o valor final de cada lado da

expressao:

Jodo - Porque 80 a dividir por 4 é igual a 20 e 80 a dividir por 2 é igual a 40
e a dividir por 2 é igual a 20.

Outros dois alunos, David e Tiago, compreendem a razao do valor omisso

sero 2:

80:4=80: -

Figura 261 - Resolugao de David.

Os alunos sabem que a operacdo inversa da divisdo é a multiplicagdo, por
isso, 2 x 2 € 4. Por outro lado, Mara e Gongalo identificam o nimero 2 como sendo

metade de 4:

80:4=80:_Q :

Figura 262 - Resolugdo de Mara.

Figura 263 - Resolugdo de Gongalo.

Gongalo, inclusive, faz uma ligacao entre os valores omissos, o que nos leva
a crer que o aluno sabe que dividir por 4 é o mesmo que dividir duas vezes por 2. A
ultima justificacdo é de Beatriz, contudo esta ndo estd muito relacionada com o

resultado.

80:4=80: 1 & Jiyg,

A

Figura 264 - Resolugao de Beatriz.
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Ao analisar a sua resposta percebe-se que Beatriz apaga os valores para
colocar o 2. No ultimo termo, percebe-se que a aluna teria o nUmero 80, o que nos
leva a crer que no primeiro valor omisso Beatriz pode ter colocado 4 para mostrar
uma igualdade. A udltima resolucao é de Duarte que, apesar de colocar o valor
correto, nao apresenta qualquer justificacao.

5.8.1.4. Andlise da alinea 4 (55 - =50 - 10)

Nesta alinea, trés alunos nao apresentam o valor que demonstra uma

igualdade. Em primeiro lugar, Beatriz regista como valor omisso 0:

\D

55 - ,{5 =50 - 10{}/351‘} AR, ?/,,,r 'S0 " 24 y Crrd
/
T

Figura 265 - Resolugao de Beatriz.

Embora o valor presente seja 15, percebe-se que a aluna retifica o valor que
tinha. Tal facto também se comprova pela justificacdo que apresenta. A aluna
afirma que ao colocar 0 a primeira parte da expressdo fica igual a segunda. Os
restantes dois alunos, Duarte e Ricardo, apresentam o numero 5 como valor

omisso:

A
55- 19 =50-10

Figura 266 - Resolugdo de Ricardo.

55- 5 =50-10

Figura 267 - Resolugdo de Duarte.

Enquanto Duarte ndo desenvolve qualquer justificacdo para a sua resposta,
Rodrigo embora tenha retificado posteriormente percebemos, pela sua justificacao,
que escolhe o numero 5. No momento de discussdo coletiva, Ricardo apresenta a

mesma justificacdo:

Investigadora — Porque é que puseste 5 no inicio? Oh Ricardo porque é que
puseste 5?

Ricardo - 55 menos 5 igual a 50. ..

Investigadora — Entao e depois?

Ricardo — 50 menos 10 igual a 40.

Os restantes alunos, dez, encontram o valor correto e compreendem que

tém que retirar mais 5 valores da primeira parte da expressao. No que se refere as
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justificacGes apresentadas, sete alunos fazem referéncia as duas subtracbes, mas

nao explicam como chegam ao numero 15:

55-45 =50-10 q,l;"///*i-”'«-\ 1: 5 o 10 o’ M 0 §9 1ans<
a0 A Ads n 154 0 7

Y [ e o™ 10

Figura 268 - Resolucdo de Gongalo.

Figura 269 - Resolugdo de Jodo.

Na discussdao em grande grupo, Joao justifica qual a razao de ter mudado a
sua resposta de 5 para 15. Nesta situacdo, o aluno tem uma nogdao completa da
relacdo de igualdade quando diz: “se fosse 5 ndo dava porque 55 menos 5 era sé
50 e é 50 menos 10 que dava 40. E eu pus 5 e depois acrescentei-lhe os 10.”

Neste grande grupo as justificacbes tanto sdao apresentadas em linguagem
natural, como na resolucdo de Gongalo, ou em linguagem simbdlica, no caso de
Jodo. Neste ultimo, o aluno limita-se a reproduzir a expressdo apresentada, mas
com os resultados de cada uma das partes. No momento de discussdo coletiva,
também Laura apresenta uma justificacdo sobre como chegou ao valor 15, mas

esta justificacdo ndo se encontra na sua resolucgdo:

Laura — Era 50 menos 10 e do resultado 40. Eu pus 15, porque 55 menos 15
é igual a 40.

Investigadora - E como é que tu chegaste ao 15?

Laura - Eu pus assim... eu fiz sempre menos 5. 55 menos 5 é igual a 50.
Depois 50 menos 5 é igual a 45 e 45 menos 5 é igual a 40.

Investigadora — Entado foste retirando de quanto em quanto?

Laura - 5 em 5.

V]
55-_18 =50-10

\;\T Qe 5 < 1y ) K t 1n
. S ' 0 Rorndsdhy 4o,

Figura 270 - Resolugdo de Laura.

O dUltimo grupo é de trés alunos que explicam a forma como chegaram ao

valor 15:

55- 15 =50-10 i 5-

Figura 271 - Resolugdao de Mauro.
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55 =50-10

Figura 272 - Resolugdo de David.

Estes dois alunos tém a necessidade de encontrar o valor da segunda parte
da expressdo, mas apesar deste facto ambos percebem que tém que tirar 5 valores

de 55 e acrescentar ao 10:

Investigadora - Mauro como é que tu fizeste?

Mauro - Tinha 55 e tinha de dar 50 menos 10 que é igual a 40. Tirei 10 deu
45, menos 5 e deu 40.

(...)

David - Eu fiz 50 menos 10 da 40. Depois percebi que 10 mais 5 dava 15
entdo somei esse 10 mais 5 que dava 15 e subtrai 55 menos 15.

Investigadora - Onde é que tu foste arranjar o 5?

David - Disse 15.

Investigadora - Sim mais tu disseste 10 mais 5 igual a 15. Onde é que tu
foste buscar 0 5?

David - Dos 55.

Por outro lado, Tiago nao faz qualquer referéncia ao 40 e percebe que tem

que acrescentar 5 valores ao subtrativo apresentado.

55-7S  =50-10 K.

Figura 273 - Resolugdo de Tiago.

De um modo geral, os alunos resolvem com sucesso as quatro expressoes
apresentadas e encontram o valor omisso de modo a tornar a expressao
verdadeira. As suas justificagbes sdo variadas, mas os alunos tendem a

desenvolver justificagbes relacionadas apenas com as expressodes apresentadas.

5.8.2. Analise da questao 2

Esta questdo é composta por trés alineas de verdadeiro e falso e os alunos
tém que identificar se as expressdes sao verdadeiras ou falsas e justificar a sua

escolha. A figura seguinte apresenta a questdo 2 e as suas expressoes:

2. Das seguintes expressdes mostra quals sao as verdadeiras e as falsas.

Justifica a tua resposta mostrando a relago que existe nas expressdes.

a) 123- 23 > 132-31

b) 248x 5 = 200x 5+ 40x5+ 8x5

C) 243x 5x2 > 243x 10x 2

Figura 274 - Questdo 2 da sessdo 8.
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5.8.2.1. Anadlise da expressdo a) (123 - 23 > 132 - 31)

Na primeira expressao todos os alunos identificam a expressao como falsa,
mas as justificacdes que desenvolvem sdo diferentes. Cinco alunos apresentam os
resultados de cada uma das partes da expressao e, deste modo, demonstram

compreender que 100 é menor que 101:

a)123—23 5 132 —~ 31 F

Lerlauns. 1

w)

n
a

Figura 275 - Resolugdo de Rafaela.

Fay 123 -23> 132 - 31

Figura 276 - Resolugao de Rafaela.

Nestas duas resolugdes, os alunos apresentam as suas estratégias em
linguagem matematica, mostrando apenas, tal como ja foi referido, o resultado de
cada parte da expressao. O grupo seguinte, de seis alunos, regista justificacoes
completas, o que demonstra que conseguem identificar quais os valores maiores ou

menores:

a)123-23>132-31 F
\’_):‘87(;‘,“} ‘8\?: » R el Q J%, _ 24 i

J)‘:l AR 1o

Figura 277 - Resolugdo de Rafaela.
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ay 123-23>132-31F LB U] :
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/

Figura 278 - Resolugdo de Jodo.
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Figura 279 - Resolugdo de Tania.

Nas duas primeiras resolugdes os alunos encontram o valor de cada
expressdo e elaboram uma afirmacdo sobre se o valor € maior ou menor que outro.
Deste modo, apenas compreendemos a resolucdo de Tania quando, no momento de

discussdo coletiva, a aluna apresenta a sua estratégia:

Tania - Porque 100 é menor que 101.

(..)

Tania - Professora posso ler o meu?
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Investigadora — Podes diz 1.
Tania - Porque 132 menos 31 igual a 101 e 123 menos 23 é igual a 100.
N3o sao iguais 0os numeros.

Neste caso, a aluna mostra que 100 é menor que 101, mas também justifica
dizendo que esta expressao ndo representa uma igualdade. Este tipo de

justificacdes também se verifica com Laura:

Laura — Professora posso ler a minha resposta?
Investigadora — Lé |13 a tua resposta.
Laura - Porque 123 menos 23 nao € igual a 132 menos 31.

Outra resolugao é de David que apenas afirma que da outro resultado:

& : /
a) 123 -23 > 132 - 31 N e /

Figura 280 - Resolugao de David.

Apesar da sua justificacdo ndo transmitir a compreensao por esta relacao,
este entendimento surge quando pergunto a todo o grupo como colocariamos a

expressao verdadeira e David consegue responder ao que pergunto:

Investigadora — Se nds quiséssemos poOr esta expressdao verdadeira o que é
gue tinhamos que fazer?

David - Trocar o sinal e por o sinal de menor.

Investigadora — Ah colocar o sinal de menor. Entdo como é que ficava? 123...

David - 123 menos 23 é menor do que 132 menos 31.

Neste momento percebe-se que o aluno identifica corretamente os simbolos
e compreende esta relacdo. Por Ultimo, apresento a resolugdo de Mara, que embora

tenha colocado a afirmagdo como falsa, a sua justificacdo ndo esta correta:

a)123-23>132-31 T

Figura 281 - Resolugdo de Mara.

A aluna identifica o sinal como sendo de igualdade e ndo como simbolo de

maior.
5.8.2.2. Anadlise da alinea b) (248 x5 =200x5+ 40 x5 + 8 x 5)
Nesta alinea também nem todos os alunos conseguem perceber a relagdo,

registando a expressao como falsa. Dois alunos, Mauro e Beatriz afirmam que a

expressao é falsa:
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b) 248 x 5=200x5+40x 5+ 8x5A/
N b AR 7
N 242 r:' 2> arvinva i

Figura 282 - Resolucdo de Mauro.

b) 248X 5=200X5+40x5+8x5 L ARdadifanopal 4
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Figura 283 - Resolugdo de Beatriz.

No caso de Mauro, o aluno tera tentado obter o valor para cada membro da
expressdo o que o leva a afirmar que a expressao estaria falsa. No caso de Beatriz,
a aluna retifica a sua resposta para verdadeira, mas mais uma vez, acaba por nao
alterar a sua justificacdo. Neste caso, existe a nocdao que Beatriz vé o 200 como
resultado do primeiro membro da expressdao e ndo como uma igualdade.

Um conjunto de quatro alunos justifica a veracidade da expressdao com a
mesma expressao e nao consegue explicar o porqué de cada uma das partes ser

igual:

b1 4B 5=200x 5+ 40 x5+ 8x5

a i

Figura 284 - Resolugdo de Laura.

\ /

b) 248 x5=200x5+40x5+8x5 V

4

Figura 285 - Resolugdo de Mara.

No caso de Mara a aluna percebe que o 248 é o mesmo que 200 + 40 + 8,
mas nao representa de forma correta e afirma que o segundo membro da
expressao é igual a 248. Na discussdao em grande grupo, os alunos justificam como

apresentam na ficha de trabalho.

Investigadora — Diz Ia Laura.
Laura - Porque 248 vezes 5 é igual a 200 vezes 5, 40 vezes 5 e 8 vezes 5.

O préoximo conjunto de alunos, trés, sente necessidade de efetuar os

calculos e perceber se estavam a falar dos mesmos valores:

b) 248 x5=200x5+40x5+8x5V

2 = 4940 ~ ;
127C L200x5+vox5s 4 1240 .

Figura 286 - Resolugdao de Rafaela.
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\/b) 248 x5=200x5+40x5+8x5
'} " 9 & o
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Figura 287 - Resolugdo de Duarte

b) 248 x5=200x5+40x5+8x5 V 20
4 \ Y A~

{2 o

s
C owio

5S ¥ Y )@ ot 1% At

Q

) 243x5x2>243x10x2 V b

Figura 288 - Resolucdo de Tania.

Na resolucao de Rafaela e Duarte, os alunos nao apresentam qualquer
calculo, o que leva a crer que desenvolvem calculos mentais. No caso de Tania, a
aluna apresenta a adicdo final dos valores, mas olhando com mais atencao
percebemos que o resultado de 40 x 5 ndo estd correto. Apesar disso, Tania
apresenta o resultado final igual.

O dultimo grupo de quatro alunos justifica a existéncia da relacdo de
igualdade:

b) 248 x5 =200x5+40x5+ 8x5

Figura 289 - Resolugao de David.

b) 24Bx S=200x5+40x5+8x5

Figura 290 - Resolugdo de Jodo.

b) 248 x5=200x5+40x5+8x5

Figura 291 - Resolugdo de Tiago.
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Figura 292 - Resolugé@o de Gongalo.

No caso de David, o aluno apresenta uma justificagdo em que nao se
consegue compreender a relagao que se estabelece, mas explica corretamente no

momento de discussao coletiva:

David - Eu pus verdadeiro. Porque... o numero estd 200 vezes 5 e depois 40
vezes 5 e 8 vezes 5. E no entanto se somarmos vai dar 248.

Investigadora - Ok. Joao.

Jodo - 200 mais 40 mais 8 é igual a 248.
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Jodo acompanha a explicacdo de David e compreende porque se fala de uma
igualdade. Por outro lado, Tiago, mostra uma compreensdo de cada uma das

ordens e percebe que existe uma decomposicao:
Tiago —02¢é 20004 €40 e 08 é8. Todos dao 248.

Por ultimo, na resolucdao de Gongalo, percebe-se que o aluno para além de
encontrar um valor para cada membro da expressao, completa a sua resposta com

uma afirmacao sobre a existéncia de uma igualdade entre 248 e 200 + 40 + 8.

5.8.2.3. Andlise da alinea c) (243 x5x 2 > 243 x 10 x 2)

Tal como vimos em alineas anteriores, nem todos os alunos conseguem
acertar e, neste caso referem que a expressdo é verdadeira. Dos alunos que
afirmam que a expressdo é falsa, algumas justificacdes acabam por ndo refletir o
porqué da expressao ser falsa. Em primeiro lugar, surge a resolucdo de Tania, a

Unica aluna a registar a expressdo como verdadeira:

€) 243x5x2>243x10x2 V | 15 LS
\ \ / )

Figura 293 - Resolugdo de Tania.

Téania resolve cada um dos membros da expressao, contudo ndo multiplica o
segundo membro da expressao por 2, o que faz com que os valores sejam iguais
em cada um dos membros. Mesmo assim, a aluna ignora o simbolo apresentado e
mostra uma igualdade entre as expressoes.

Também Duarte encontra os valores para cada membro da expressao,

mostrando que o segundo é maior que o primeiro:

[=c) 243 x5x2 >243x10x 2

Figura 294 - Resolugdo de Duarte.

Nesta resolucdo percebemos que Duarte desenvolve duas multiplicacdes, ou
seja, em primeiro lugar efetua 243 x 10 e, de seguida, adiciona 20 (resultado de
10 x 2). Outra resolugdo é de Gongalo que adiciona os fatores de cada membro da
expressao, 10 + 2 e 5 + 2:
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c) 243x5x2>243x10x2F [\ , , \
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Figura 295 - Resolucdo de Gongalo.

Gongalo regista a sua resposta de forma incorreta, mas percebe-se que o
aluno tem nocgao que o segundo membro da expressao apresenta valores maiores.

A resolucdo seguinte é de Beatriz:

Figura 296 - Resolugdo de Beatriz.

Aqui, mais uma vez, a aluna vé o simbolo de maior como uma igualdade e,
acima de tudo, olha para o segundo 243 como resultado da expressao, ignorando
tudo o resto que vém a seguir.

Um grupo de quatro alunos segue os passos de Beatriz e justifica a sua
escolha como ndo sendo uma igualdade:

-
€ 243x5x2>243%10x2 ) O
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Figura 297 - Resolugdo de Rafael.
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Todos os alunos mostram que a expressdo é falsa. No entanto, ndo fazem
qualquer referéncia ao simbolo de maior, mas sim ao sinal de igualdade. Neste caso
podemos afirmar que os alunos estdo mais habituados a relagdo de igualdade.

Por outro lado, Mauro mostra compreender que a diferenca entre cada
membro da expressdo é de 5 valores, mas ndo faz referéncia a qual dos lados é

maior ou menor:

Figura 298 - Resolucdo de Mauro.

Outros trés alunos referem os valores que existem em cada membro, mas

nao desenvolvem qualquer relagdo com o simbolo de maior:

C) 243 x5x2>243x10x2 F

(
YA
3 OO

Figura 299 - Resolugd@o de Rafaela.
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Figura 300 - Resolugdo de Jodo.

Por ultimo, aparece Tiago que desenvolve uma justificacdo tendo em

atencao a relacao de ordem e nao de igualdade:

Cc) 243 x5x2 >243x10x 2

Figura 301 - Resolucdo de Tiago.

Com esta justificacdo Tiago mostra que o segundo membro da expressdo é
maior. No momento de discussdo coletiva, e ja a caminhar para o final da aula, os

alunos conseguem mostrar a razao da expressao ser falsa:

Investigadora - E verdadeira ou falsa.

Varios alunos - Falsa.

Investigadora - Porqué?

Rafaela — Porque 5 vezes 2 é igual a 10, mas 10 vezes 2 é igual a 20.

Investigadora - Entdo aqui era a mesma coisa que estarmos a multiplicar
por quanto?

David - por 10 e por 20.

Investigadora — Diz & Jodo.

Jodo - porque aparece 5 vezes 2 e ndo 10 vezes 2.

Também nesta u(ltima questdo os alunos demonstram compreender a
relacdo de ordem, mas a grande mudanga regista-se nas justificacdes que
apresentam porque se relacionam muito com a relacdao de igualdade. Apesar deste
facto, a grande maioria dos alunos resolve com sucesso as expressodes

apresentadas.

5.8.3. Discussao dos resultados da sessao 8

Ao longo desta sessdao os alunos mostram, na sua maioria, compreender
tanto a relacao de igualdade como a relagdo de ordem. Detetamos esta
compreensao quando afirmam que, perante um sinal de igual, os valores de cada
membro da expressdo tém que ser sempre iguais. O mesmo acontece ao
identificarem um simbolo de maior ou menor e tém a nogdo que existe sempre um
membro da expressao maior que outro. Apesar desta compreensao estar presente
na grande maioria dos alunos, alguns ainda tendem a interpretar o sinal de igual

como um sinal operacional que demonstra um resultado logo de seguida. Esta
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situagdo é explicita no caso de Beatriz que demonstra ndo compreender a relagdo
de igualdade como uma relagdao, mas sim como a apresentacao de um resultado.
Este facto pode estar relacionado com a chegada tardia desta aluna ao estudo, uma
vez que participa apenas nas ultimas trés sessoes. Outra dificuldade que se verifica
€ que os alunos, para justificarem as relacdbes de ordem nas expressdes de
verdadeiro e falso recorrem a relacdo de igualdade, ou seja, numa expressdo que
apresente um simbolo de maior ou menor, elaboram uma justificacdo mostrando
que as duas partes da expressdo nao sao iguais. Deste modo, podemos afirmar que
os alunos estdo mais confortdveis com a relacdo de igualdade, tendo mais
dificuldade em justificar as suas respostas quando trabalham com a relacdo de
ordem.

Relativamente as estratégias utilizadas, os alunos centram-se sobretudo em
estratégias relacionais, evidenciando pouco estratégias operacionais. Efetuam
calculos mentalmente como é o caso de expressoes que envolvem multiplicagdo por
2, 5 ou 10. Em algumas expressdes que envolvem subtracdo, os alunos fazem um
raciocinio de compensagdo, sem para isso recorrer ao algoritmo.

O uso de raciocinio relacional também se verifica quando os alunos
justificam as suas respostas e tentam explicar as relagbes existentes entre cada
membro da expressdo. [Estas justificacdes das relagdes assentam,
fundamentalmente, nas expressdes apresentadas e em nenhum momento se
percebe que os alunos fazem generalizagbes, quer em linguagem natural, quer em
linguagem simbdlica.

Para finalizar, penso que os alunos, por se tratar de uma sessdo de
avaliacdo das aprendizagens e pelo modo de trabalho ser individual, mostraram
mais dificuldades na realizacdo das tarefas propostas, facto que se nota pelo tempo
gue necessitam para resolver cada uma das questbes e também pelos resultados

que se evidenciam.

5.9. Andlise comparativa entre estudo piloto e estudo principal

Neste ponto pretendo fazer uma comparagdo entre as resolugdes da turma

do estudo piloto e do estudo principal, relativamente as trés sessdées comuns.

5.9.1. Sessao 1

Para a analise da sessdo 1, tomo como referéncia as expressdes trabalhadas

nas turmas. Deste modo, analiso as cinco expressdes comuns aos dois estudos na
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questdo 1 e todas as expressbes na questdo 2. Comego por apresentar os quadros

que mostram a percentagem de respostas corretas a cada expressao.

Quadro 7 - Desempenho dos alunos das turmas E e F na questdo 1 da sessao 1.

Respostas certas Respostas Incorretas
Expressdes

Turma E Turma F Turma E Turma F
1 20 x = 22 86% 100% 14% 0%
2 15 = + 10 86% 100% 14% 0%
3 = -12 22% 8% 78% 92%
4 12 = 93% 100% 7% 0%
5 16 = 8 x 93% 100% 7% 0%

Quadro 8 - Desempenho dos alunos das turmas E e F na questdo 2 da sessdo 1.

Respostas corretas

Respostas incorretas

Expressoes
Turma E Turma F Turma E Turma F
1 10+1 > 93% 100% 7% 0%
2 >5x2 71% 92% 29% 8%
3 10 - 5> 86% 100% 14% 0%
4 > 18 -2 71% 100% 29% 0%
5 15:3 < 79% 92% 21% 8%

Com os dois quadros percebe-se que ambas as turmas estdo num patamar

bastante positivo de respostas corretas, embora a turma F tenha uma maior

percentagem de respostas corretas do que a turma E. Verifica-se, também, que a

turma F é mais homogénea relativamente aos resultados obtidos, o que pode estar

relacionado com o facto de existir uma maior nimero de alunos com grandes

dificuldades de aprendizagem na turma E.

Analisando o quadro 1 percebemos que a expressao 3 foi aquela em que os

alunos mostraram mais dificuldades. O facto dos membros da expressdao nao

estarem posicionados do modo habitual, pode ter influenciado o grande nimero de

respostas incorretas. Relativamente as estratégias utilizadas, as duas turmas

recorrem, na grande maioria, a estratégias relacionais, nomeadamente a operagdo
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inversa, decomposicdo e adicdo sucessiva de numeros. Na expressao 1 da questdo
1 que os alunos conseguiram fazer a generalizagdao (em linguagem natural) que
multiplicar um numero por um da sempre esse numero.

Também conseguimos detetar diferencas relativamente a dindmica de sala
de aula. Embora as tarefas tenham sido semelhantes, os alunos da Turma E
mostram-se mais participativos, muito embora os alunos com mais dificuldade sé
participem e intervenham quando é pedido. A turma F mostra interesse pela

sessdo, mas ndo demonstra tanto a vontade e confianca como a turma E.

5.9.2. Sessao 2

Tal como na sessao 1, esta analise apenas incide nas questdes e expressoes
realizadas nas duas turmas. Para a analise comparativa das duas turmas iremos
analisar as questdes que foram realizadas na turma F, pelo facto da turma E ter
expressdes que foram posteriormente retiradas por achar que ndo seriam tao
importantes no estudo principal. Deste modo, o seguinte quadro permite comparar

as percentagens de respostas entre cada turma na questdo 1:

Quadro 9 - Desempenho dos alunos das turmas E e F na questdo 1 da sessdo 2.

Resultados Representacdo na reta
Expressao
, Correto Incorreto Correto Incorreto
numerica
Turma E Turma F || Turma E Turma F Turma E Turma F Turma E Turma F

15+5-5 100% 100% 0% 0% 71% 54%% 29% 46%

10-4+4 93% 100% 7% 0% 71% 549, 29% 46%
3+10-10 100% 100% 0% 0% 71% 54%% 29% 46%

Verificamos que a turma F encontra o valor correto em todas as expressoes
e a turma E mostra alguma dificuldade na expressdao 2. Contudo, quando
observamos as colunas da representacdo na reta verificamos que a turma E obtém
melhores resultados que a turma F. Apesar das percentagens apresentadas, os
alunos das duas turmas compreendem a relagao de igualdade que se estabelece,

chegando a uma generalizagdo que apenas apareceu no momento de discussao

166




coletiva, uma vez que nas fichas de trabalho os alunos recorrem a exemplos
concretos para justificar o seu raciocinio.

No que diz respeito as estratégias utilizadas, a grande maioria dos alunos
recorre a reta numérica e a representacdo pictorica para resolver a questao 2.
Também aqui existe uma melhor compreensdo por parte da turma F e somente

uma aluna ndo consegue completar o seu raciocinio.

5.9.3. Sessao 3

Nesta Ultima sessdo ndo €& possivel fazer uma comparagdao entre os
resultados das duas turmas dada a diferenga entre as tarefas propostas nos dois

estudos.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste capitulo comego por apresentar a sintese do estudo e a conclusdes
relacionadas com a relacdo de igualdade e desigualdade. De seguida apresento o
balango final, tendo em conta o que apresento nas conclusGes. Por ultimo, termino
com uma reflexdo onde refiro cada um dos momentos da investigacao e o que foi

para mim, enquanto investigadora e professora, trabalhar neste estudo.

6.1. Sintese do estudo

A aprendizagem da Algebra nos primeiros anos de escolaridade tem vindo a
ser cada vez mais valorizada. Esta aprendizagem deve ser desenvolvida em estreita
ligagcdo com a Aritmética, através de tarefas diversificadas que promovam a
capacidade de raciocinar sobre as relagbes que se estabelecem. Ganham assim
grande importancia as propriedades dos numeros, operagoes e relagoes.

Este estudo procura mostrar como se pode desenvolver o raciocinio
relacional através da realizagdo de tarefas incidindo nas relagdes de igualdade e
desigualdade e de que maneira se pode ajudar os alunos nesta compreensdao. O
quadro conceptual foca-se em dois grandes pontos. O primeiro apresenta a nogao
de early algebra, indicando as razdes da sua importancia no ensino da Algebra nos
primeiros anos. Especial atencdo é dada ao raciocinio relacional, mostrando como a
énfase nesta aprendizagem conduz a resultados positivos. E igualmente importante
considerar os tipos de tarefas que contribuem para o desenvolvimento deste
raciocinio. O segundo aspeto aqui analisado é a importancia que a interpretagdo do

sinal de igual tem no raciocinio relacional. Percebemos que os alunos tém que ter a
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nocao dos diferentes significados do sinal de igual para que esta aprendizagem seja
feita com sentido.

Relembro que o principal objetivo do estudo é compreender como pode ser
desenvolvido o raciocinio relacional dos alunos do 3.° ano, ao longo de uma
experiéncia de ensino, dando importancia as relacdes de igualdade e desigualdade
e a capacidade de generalizacdo das expressoes através de tarefas que envolvem
quantidades desconhecidas. Para compreender este desenvolvimento procuro

responder as seguintes questoes:

1. Durante a experiéncia de ensino, que evolugao se regista nos significados
dos alunos relativamente as relacdes de igualdade e de desigualdade? Comecam a
recorrer a raciocinio relacional em vez de usarem apenas raciocinio operacional?

2. Que generalizagbes, nomeadamente sobre propriedades matematicas, os
alunos revelam serem capazes de fazer?

3. Que tipo de justificacao utilizam os alunos em tarefas que envolvem estas
relagdes?

4. Que estratégias utilizam e que dificuldades apresentam os alunos na

resolucdo das tarefas?

O estudo segue uma abordagem qualitativa de cunho interpretativo. A
modalidade é experiéncia de ensino, sendo a recolha de dados feita com uma
turma do 3.2 ano, a partir dum ensaio prévio feito num estudo piloto numa outra

turma do mesmo ano.

6.2. Conclusoes do estudo

O capitulo 1 apresenta o objetivo do estudo bem como as questdes que o
estruturam. Com este balango procuro responder a cada uma das questdes tendo
em conta a analise feita em cada sessdo e perceber de que modo é o objetivo do
estudo é conseguido. As respostas as questdes de investigacdo sao apresentadas
tendo em conta dois aspetos fundamentais, a relacdao de igualdade e relagao de
desigualdade.

Questdo 1. Evolugdo nos significados dos alunos relativamente as relagbes
de igualdade e desigualdade e uso de raciocinio relacional e operacional. Antes do
inicio do estudo os alunos reconhecem, com alguma facilidade, o sinal de igual.
Mostram-se, naturalmente, habituados a trabalhar com a expressao mais comum,

a+b =c, tal como é referido por Carpenter, Franke e Levi (2003). Para além
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disso, costumam solucionar os problemas através dos algoritmos e apenas David
utiliza estratégias relacionais. Relativamente a relacdo de ordem, os alunos ja
tinham contatado com os sinais que lhe estao associados em anos anteriores.

Na sessdo de diagndstico os alunos identificam as expressodes de igualdade
e, na grande maioria, os resultados sao 100% positivos, mostrando que os alunos
conseguem encontrar o valor omisso. Para além disso, através das estratégias
relacionais que os alunos usam, verificamos que recorrem com mais facilidade ao
raciocinio relacional do que ao operacional. Na relacdo de desigualdade, os alunos
também conseguem identificar os simbolos de maior e menor e, na grande maioria,
encontram valores omissos corretos para as expressdes. Nesta primeira sessao,
também elaboram generalizagdes de modo intuitivo, o que leva a crer que possuem
alguma compreensdao sobre as propriedades dos numeros, embora ndo as
identifiguem. Em toda a sessdao, os alunos relacionam as justificagdes com as
expressdes que estdo a trabalhar, mas ndo as conseguem alargar para outros
casos, falando simplesmente em casos concretos.

Inicialmente, estava previsto que os alunos recorressem a mais estratégias
computacionais, tanto na relagdo de igualdade como também na relagdo de
desigualdadefacto que ndao se verificou pois somente uma aluna recorreu ao
algoritmo para encontrar ou justificar o seu valor omisso. As principais dificuldades
demonstradas pelos alunos relacionam-se com o facto de procurarem usar a
propriedade comutativa em expressdes que envolvem a subtracao.

Nas sessoOes seguintes onde a relagdo de igualdade é trabalhada (sessoes 2,
4, 5, 6, 7) a grande maioria dos alunos recorre a raciocinio relacional, conseguindo
analisar as expressoes através das relagdes que se estabelecem e indo mais além
do que apenas ver o resultado de uma expressdo. E verdade que em alguns
momentos muitos alunos recorrem a raciocinio operacional (sessbes 3 e 7), mas
isso ndo acontece com tanta frequéncia. Na sessdo 3, por ser dedicada
exclusivamente a relacdo de desigualdade, os alunos sentem necessidade de
determinar o valor de cada membro da expressdao para identificar qual deles é
maior. Para obter esses valores, os alunos optam por recorrer ao algoritmo. Na
sessdo 7, recorrem ao raciocinio operacional porque, na grande maioria dos casos,
trata-se de expressbes que envolvem a divisdo e onde sentem necessidade de
encontrar o valor omisso através do algoritmo. Deste modo, podemos afirmar que
os alunos tém confianca com o uso do raciocinio relacional e tentam desenvolver
estratégias que Ilhes permitem compreender e interpretar as relagdes existentes em
cada uma das expressoes.

Questdo 2. Generalizacbes. Os alunos ndo conseguem apresentar

generalizacdbes em todas as sessOes, existindo momentos onde nao evidenciam
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qualquer tipo de frase ou expressao que demonstre uma generalizagdo. Na grande
maioria dos casos, as generalizacbes sao apresentadas em linguagem natural,
sendo realizadas no momento de discussao coletiva. Em alguns casos pontuais,
essas generalizacdes sdo feitas de forma natural, por alguns alunos, e sem
qualquer ajuda. Estas generalizagdes sao feitas tendo como base a relagao que se
estabelece entre os niumeros e as operacdes (sessbes 2, 5, 6 e 7).

Questdo 3. Justificacbes. Outra questdao do estudo refere-se as justificacdes
que os alunos utilizam. Estas justificacdes sdo realizadas tendo em conta exemplos
concretos apresentados em cada uma das sessOes e para descrever o que reflete a
expressdo. Ou seja, os alunos elaboram uma descricao sobre a expressao, em vez
de explicar o porqué daquela relacdo existir. Estas justificacdoes tanto sao
apresentadas em linguagem natural como em linguagem simbdlica. Nas ultimas
sessOes existem situacdes onde os alunos recorrem a uma justificacdo oral
diferente da que apresentam na ficha de trabalho, o que nos leva a crer que estas
justificacGes aparecem para complementar o que é dito por escrito.

Questdo 4. Estratégias e dificuldades dos alunos. Na resolugdao de cada uma
das tarefas as estratégias utilizadas pelos alunos sdo, na sua maioria, relacionais.
Nas sessdes onde sdo apresentadas representacdes diferentes (sessdes 2 e 4) os
alunos utilizam os modelos da reta numérica e modelo retangular para as restantes
questOes. A representacdo pictorica, a decomposicdo de fatores, a operacdo
inversa, bem como a adigdo e subtragdo sucessivas estdo sempre presentes ao
longo das sessOes. Contudo, os alunos também utilizam estratégias operacionais.
Identifica-se o uso dos algoritmos nas sessdes em que 0s alunos recorrem ao
raciocinio operacional (sessdes 3 e 7). Desta forma, pode afirmar-se que a forma
como os alunos raciocinam esta diretamente relacionada com as estratégias que
apresentam.

Relativamente as dificuldades apresentadas, verificamos que nas primeiras
guestdes os alunos mostram dificuldade em identificar corretamente os simbolos
associados a relacdo de ordem, o que ja nao se verifica na uUltima sessdo. As
maiores dificuldades envolvem a capacidade de justificar as relacbes que surgem
em cada expressao. Outras dificuldades surgem quando aparecem representacdes
para os quais os alunos ainda nao estdao preparados e nao conseguem relacionar
com as representacdes que conhecem (sessdao 5). Quando sdo apresentados
problemas com um enunciado, os erros que o0s alunos apresentam refletem
dificuldades de interpretagdo (sessdao 6). Também verificamos que os alunos nao
conseguem, de forma autéonoma, chegar a uma generalizagdo e tém dificuldade em

abstrairem-se de exemplos concretos para justificar as relagdes existentes.
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6.3. Balanco final

A grande maioria dos alunos consegue reconhecer as relagdes que sdo
trabalhadas e interpreta corretamente tanto o sinal de igual como o de maior e
menor. Os alunos deixam de interpretar a relacdao de igualdade numa concegao
limitada, apenas como resposta a um calculo (Carpenter, Franke, & Levi, 2003), e
demonstram desenvolver capacidades para raciocinar matematicamente
compreendendo as relagdes estabelecidas (Carpenter, Levi, Franke & Zeringue,
2005). No final das sessdes, os alunos conseguem olhar para as expressdes e
reconhecer as relacdes existentes entre os niumeros e as operagoes e desenvolvem
a capacidade de resolver questdes ndo apenas por raciocinio operacional, mas
também relacional. Desta forma, a sua aprendizagem da Aritmética € muito mais
significativa conduzindo-os a uma melhor aprendizagem da Algebra, tal como
referido no estudo de Carpenter, Franke e Levi (2003).Tal como indicam Valverde e
Vega-Castro (2013) os alunos conseguem aliar o sentido estrutural das expressdes
com o raciocinio relacional, ou seja, observam muito mais as relacdes e a estrutura
das expressoes de modo a tentar resolvé-las sem recorrer a raciocinio operacional.

Relativamente as justificacbes apresentadas, verifica-se que os alunos
sentem dificuldade em justificar e explicar a razao de escolherem determinados
numeros. Usam maioritariamente a expressdo com a qual trabalham para justificar
a sua escolha e ndo tentam generalizar ou justificar através de outros exemplos.
Tal como referem Carpenter, Franke e Levi (2003), os alunos tém dificuldade em
justificar sem recorrer a casos especificos. Também neste estudo esta situacdo se
verifica. Nos casos em que os alunos conseguem desenvolver generalizagdes
demonstram ter um conhecimento das propriedades para explicar os
procedimentos. Diversos autores (e.g., Blanton, Levi, Crites, & Dougherty, 2011;
Carpenter, Levi, Franke & Zeringue, 2005) afirmam que nas tarefas que envolvem
valor omisso ou verdadeiro e falso, os alunos tomam consciéncia das propriedades,
mesmo nao tendo total conhecimento sobre elas e nao sabendo o seu nome. Tal
como acontece noutros estudos (e.g., Carpenter, Franke e Levi, 2003; Carpenter,
Levi, 2000), também nesta investigacdo as primeiras generalizacdes estdo
relacionadas com o nimero 0. Relativamente a dindmica que se criou para que as
generalizagdes se desenvolvessem, torna-se importante referir que os alunos eram
encorajados a partilhar as suas ideias, para que os colegas conseguissem
compreender o que o aluno fez. Tal como no estudo de Ellis (2011), as
generalizagbes eram elaboradas em momentos de discussdo coletiva, através de
debates e partilha de ideias. Também nestes momentos de discussdo coletiva,

foram criadas expressdes generalizaveis, mas que apenas surgem quando é pedido,
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de forma explicita, para criar uma frase ou expressdo que demonstre o que foi
feito, ou seja, ndao conseguem utilizar simbolos e criar expressdes generalizadas
com autonomia (Arcavi, 2006).

Ao longo de todas as sessdes, privilegiam estratégias relacionais.
Inicialmente, e tal como ja referi, alguns recorrem a estratégias computacionais
para encontrar o valor omisso. Contudo, ao longo das sessdes optam normalmente
por estratégias relacionais, muito embora todas as tarefas pudessem ser realizadas
através de estratégias computacionais. Tal como em estudos de Stephan e Wang
(2008) este tipo de tarefas promove o raciocinio relacional porque os alunos
compreendem as relagdes e porque se pede que descrevam as relacdes que se
evidenciam em cada uma das expressdes. Percebemos também que, tal como no
estudo de Carpenter, Franke e Levi (2003), com este tipo de tarefas os alunos
procuram o valor omisso ou tentam perceber qual é a veracidade da expressdo
através de raciocinio relacional e desenvolvem estratégias de simplificacdo de
calculos para solucionar questdes aritméticas. Apesar disso, algumas dessas
estratégias acabam por ndo estar corretas, nomeadamente em algumas expressoes
gue envolvem a subtracdo. Nas questdes de valor omisso, os alunos, numa fase
inicial, generalizam a propriedade comutativa da adicdo para expressdes que
envolvem a subtracdo. Nestas situagdes, tém consciéncia da existéncia desta
propriedade e que esta pode ser utilizada para simplificar calculos, mas ndo
compreendem que ela ndo se aplica a subtracdo (Fuson et al., 1997). Outro aspeto
que é importante analisar sdo os erros cometidos por uma aluna, Beatriz, que
apenas chegou nas Ultimas sessGes do estudo e que ndo se verificam em mais
nenhum aluno nas ultimas sessdes. A aluna ndo interpreta a relagdo de igualdade
do mesmo modo dos colegas e vé o sinal de igual como resposta a um calculo. Esta
dificuldade esteve presente na relacdo de ordem onde a aluna nao compreende que
um membro da expressdo tem que ser maior que outro.

Ao longo do estudo, houve uma melhoria significativa no trabalho a pares.
Os alunos conseguem trabalhar cada vez mais em conjunto e desenvolvem uma sé
resolucdo em vez de cada um trabalhar na sua resolucdo. Com estas sessoes, os
alunos recorrem muito menos a raciocinio operacional, conseguindo tirar partido
das relagdes que cada expressao apresenta. Verifica-se que um trabalho baseado
na discussao em grande grupo, com partilha de ideias, ajuda os alunos na
justificacdo das suas estratégias. Registou-se uma melhoria na apresentacdo de
estratégias dos alunos €, mesmo no caso de estratégias que sao diferentes das
apresentadas pelo grande grupo, os alunos sentem necessidade de partilhar para
compreenderem se a sua resolugdo esta correta (Bishop & Goffree, 1986). Também

nos momentos de discussdao coletiva os alunos tentam perceber os erros dos
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colegas e compreender o que pode ser alterado ou melhorado. E nesta partilha de
estratégias e nas explicacdes que os alunos desenvolvem para mostrar o que
fazem, que se regista uma melhoria significativa ao longo do estudo. Se em
sessOes especificas a atencdo e concentracdo dos alunos estava quebrada, de um
modo geral, procuraram sempre mostrar o que cada par tinha feito e como tinham
solucionado as tarefas apresentadas. Se este tipo de tarefas for usual, o processo
de generalizacao podera tornar-se mais auténomo, passando a ser uma pratica

recorrente para os alunos.

6.4. Reflexao final

Neste capitulo apresentei os resultados do estudo e o que consegui
identificar relativamente as aprendizagens dos alunos. Contudo, para além das
conclusdes anteriormente mencionadas, falta referir o que aprendi enquanto
investigadora e professora. Esta reflexdao tem como objetivo ajudar-me a fazer uma
retrospetiva do que foi conseguido na investigacdo, bem como, o que pode ser
melhorado em estudo futuros.

Enquanto investigadora, as diferentes fases de trabalho foram muito
importantes. Inicialmente dei grande atencdo a formulacdo dos objetivos e
guestdes de estudo, bem como com a organizacdao do quadro conceptual. Esta fase
inicial permitiu-me organizar e refletir sobre as ideias que queria desenvolver e
fazer as leituras necessarias para que pudesse aprofundar mais sobre os temas de
estudo, mas também para me ajudar a planear a fase seguinte. Nesta fase tive a
dificuldade em encontrar literatura sobre a relacdo de desigualdade, mas mesmo
assim ndo deixou de ser um tema muito importante ao longo de todo o estudo.
ApOs este momento de leitura e organizacdo do quadro conceptual comecei a
planear cada sessdo e perceber o que pretendia em cada uma. Estas duas fases
iniciais ajudaram-me a antecipar as estratégias e a maneira como os alunos
poderiam reagir as diferentes tarefas apresentadas.

O momento de recolha de dados foi uma experiéncia nova enquanto
investigadora. Foi muito enriquecedor trabalhar com estas duas turmas, bem como
com a professora que as acompanhava. Contudo, nesta fase também existiram
dificuldades que foram sendo ultrapassadas ou contornadas. Uma das maiores
dificuldades prendeu-se com o tempo limitado para cada uma das sessdes. Embora
sejam 90 minutos, em alguns momentos o tempo acabou por ser insuficiente para
desenvolver as tarefas um pouco mais. A gestdo do tempo, entre a realizacao da
tarefa a pares e a sua discussdo em grande grupo acabou por ndo ser um aspeto

tdo conseguido. Para além disso o facto de ter o papel de investigadora e
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professora ao mesmo tempo acabou por tirar muita da minha atencdo e, em muito
casos, houve informacdo que se perdeu porque nao consegui estar com lentes de
investigadora porque muitos aspetos s6 os consegui observar ja no fase da
transcricdao dos dados.

Apds a fase de recolha de dados, a sua analise torna-se muito interessante e
bastante trabalhosa. Nesta fase pude perceber como se elaboravam a categorias de
analise e compreender como iria organizar todos os dados que tinha. Tornou-se
muito dificil, mas ao mesmo tempo interessante, tentar compreender para que
categorias colocaria determinadas resolucdes que os alunos realizavam, sabendo a
partida que as categorias estavam interligadas e que, em muitos casos, a
informacdo ndo era tdo explicita como por vezes se pretende.

A outra reflexdo que faco é enquanto professora. Foi bastante enriquecedor
poder voltar a uma sala de aula e estar diante de uma turma novamente e poder
desenvolver um trabalho que apela ao raciocinio de cada aluno acreditando nas
suas capacidades e tendo consciéncia que podem sempre atingir o que se pretende.
Ou seja, no final deste estudo, compreendo que os alunos podem efetivamente,
raciocinar para além do ébvio e ndo identificar apenas as relagdes simples e triviais.
Consigo compreender que esta maneira de encarar as relagdes de igualdade e de
desigualdade traz realmente frutos, tanto a longo como a curto prazo porque os
alunos enriquecem o seu raciocinio e desenvolvem a sua maneira de justificar e
expor as suas estratégias. A dinamica de sala de aula também me trouxe novidades
e me fez crescer enquanto professora, compreendendo que o trabalho a pares
desenvolve capacidades que o trabalho individual ndo consegue. A partilha de
ideias, o desenvolvimento de um trabalho em conjunto tentando chegar a um
consenso sdo aspetos que ndo se desenvolvem quando o trabalho é mais solitario.
A discussdo em grande grupo também me mostrou que a aprendizagem e o
desenvolvimento do raciocinio tem que passar por este momento de aula. Desde
cedo, os alunos aprendem a respeitar as opinides dos colegas e, acima de tudo, a
refletir sobre o trabalho que é realizado. Percebi que os alunos podem assim ganhar
confianca para defender o seu trabalho ou até mesmo ficarem conscientes sobre as
mudancas que podem realizar.

Penso que existem muitas coisas que ficaram por abordar mas que seria
impossivel abarcar numa Unica investigagdo. Acredito que esta investigagdo pode
ser o inicio de futuros estudos na area do raciocinio relacional continuando a
explorar a relagdo de igualdade, e também a relagdo de desigualdade até porque
nao existem grandes estudos sobre estas duas relagdes em conjunto.

Se voltasse a realizar o estudo faria algumas coisas de modo diferente.

Embora tenha crescido como investigadora, e também como professora, esta
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reflexdo ajuda-me a compreender que existem alguns pontos que podem e devem
melhorar em futuros estudos. Em primeiro lugar, penso que devera existir uma
separacao entre o papel de professora e de investigadora. Penso que é importante
conseguir observar e identificar tudo o que os alunos fazem, tendo apenas o olhar
de observadora. Senti falta também de realizar entrevistas a alguns alunos para
conseguir perceber melhor os seus raciocinios. Mais uma vez, em estudos futuros,
penso que analisar uma turma por inteiro ndao mostra de forma pormenorizada se
os objetivos foram alcancados. A meu ver, os estudos de caso podem também
mostrar uma realidade que neste estudo nao consegui perceber porque a minha
analise tem por base toda a turma e ndo me foquei num grupo especifico. Por
ultimo, se continuar a desenvolver este estudo gostaria de continuar a investigar as
duas relagbes por igual. Tenho nocdao que a relacdo de igualdade tem mais
importancia e é trabalhada de forma vertical ao longo dos anos, mas também
acredito que com relagdo de ordem podemos ajudar os alunos a tomar consciéncia

das inumeras possibilidades de resolugdo que podem surgir.
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Anexo 1 - Planificagao da unidade de Ensino e quadro com a evolugao dos topicos ao longo das da sessdes
~ L. L. Modo de .
Sessoes Topicos a desenvolver Objetivos Natureza das Tarefas Duragao
trabalho
~ . ~ Avaliar a compreensdo do sinal de igual e simbolo de maior . -
Relacdo de igualdade e relagao de e menor- P 9 Tarefa diagnostica envolvendo a
Sessdo 1 ordem; Al . L o adicdo, subtragdo, multiplicagdo
Ficha Entendimento dos sinais de igual e Identificar e analisar as estrategias utilizadas, detetando o e divisdo (4 questdes cada | Individual; 90 min
. i , . . 9 uso do raciocinio relacional ou do raciocinio computacional; . q !
Diagndstica; | simbolo de maior e menor; . o 4 uma);
, . Perceber se existe dificuldade com alguma operagao ; -
Numeros pequenos até 20. A Tipo de tarefas: exercicios
aritmetica.
Ser capaz de compreender a reta numérica como estratégia
de cdlculo, e utiliza-la para entender a relagdo entre os .
~ . . . ~ . Tarefas de aprendizagem
Relagao de igualdade; numeros de cada expressao;
~ . . - envolvendo:
~ Questdes de valor omisso no 29 | Ser capaz de entender que ao subtrair e adicionar o mesmo - ~
Sessao 2 membro da expressao; numero o valor inicial ndo se ird alterar; - a adigdo e a subtragdo na Trabalho de
Descobre as ; p Lo, ~ - I mesma expressao(4 questdes); 90 min
. Numeros pequenos até 20; Ser capaz de falar sobre as relagdes que sao estabelecidas; P ~ pares
igualdades Ser capaz de desenvolver estratégias de resolucdo do | estratégias de compensagao.
, - Tipo de tarefas: exercicios e
problema, sem recorrer a calculos;
. L s problemas.
Ser capaz de reconhecer as diversas estratégias utilizadas
como validas.
Ser capaz de utilizar os simbolos de >, < ou =
estabelecendo relagbes corretamente, de modo a que a ]
Tarefas de aprendizagem
expressao fique verdadeira; -
~ ; ~ , envolvendo:
Relagao de ordem; Ser capaz de arranjar valores tendo em atengao os simbolos ~
~ . o ) - expressdes com uma
Questdes de valor omisso no 1.2 e | apresentados; ~ .
o . . . operagao;
~ 2.9 membros da expressao; Ser capaz de transpor o que é dito em linguagem natural 2 o A Trabalho de .
Sessao 3 . - o - adigdo e subtragao (trés 90 min
Uso dos sinais de <,> ou =. para linguagem matematica; ~ - A pares
. L ~ expressoes com adigdo e trés
Numeros grandes entre 20 e 55. Ser capaz de elaborar um raciocinio de compensagao, ~ ~
. o P expressdes com subtragao);
analisando as expressdes numeéricas e procurando as : . .7
~ " Tipo de tarefas: exercicios e
relagbes entre os nimeros. roblemas
Elaborar novas expressdes através do mesmo raciocinio de | P )
compensagao.
o Reconhecer e saber usar o modelo retangular; .
Sessao 4 , .| Tarefas de aprendizagem
P x . Ser capaz de decompor um dos fatores em nlumeros mais
A estratégia | Relagao de igualdade; . . ] envolvendo:
] ~ . o | Pequenos para ajudar no calculo; T T
da Maria Expressdoes valor omisso no 2. . T - a adigao e a multiplicagao. Trabalho a .
Ser capaz de compreender a propriedade distributiva, - 90 min
membro; ~ . - 0 uso das propriedade das | pares
; mesmo nao sendo formalmente; ..
Numeros grandes entre 100 a 251. - ~ operagoes;
Ser capaz de encontrar outras estratégias de resolugdo, ;
. Tipo de tarefas: problemas.
sem recorrem a calculos.
Ser capaz de reconhecer a relacdao que se estabelece entre | Tarefas de aprendizagem
Sessdo 5 os elementos da primeira parte da expressdo, com os | envolvendo: Trabalho a 90 min

Relacdo de igualdade;
Questdes de verdadeiro e falso;

elementos da segunda parte;

Ser capaz de decompor fatores, como ajuda para a

- a multiplicagdo e divisdo;
Tipo de tarefas: problemas.
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Expressdes com dois a trés termos.
Ndmeros grandes entre 100 a 251

resolucdo da expressao;

Ser capaz de transformar em linguagem natural ou
simbolica as expressdes apresentadas;

Ser capaz de criar mais expressdes envolvendo esta
estratégias de decomposicéo.

Relagao de
desigualdade;
Questdes de valor omisso 10 e 20
membro;

Questdes de verdadeiro e falso;
Expressdes com trés a quatro e

igualdade e

Ser capaz de encontrar as diferentes estratégias de
resolugdo do problema (formas de compor as cadeiras para
a festa de natal);

Ser capaz de fazer generalizagbes através de linguagem
natural e simbdlica.

Ser capaz de reconhecer a relagdo que se estabelece entre

Tarefas de aprendizagem
envolvendo:
- representagao tabelar;

Sessdo 6 cinco termos. os elementos da primeira .parte da expressdo, com os | _ adicio, subtracdo, Trabalho 90 min
elementos da segunda parte; . multiplicacdo e divis3o; pares
Ser capaz de recophecer 0 uso das propriedades na | _ uso das propriedades;
resolugao da EXpressdo. ~ . . Tipo de tarefas: problemas.
Ser capaz de justificar as relagdes existentes e referir a
estreita ligagdo dos nimeros com as operacgées utilizadas.
Tarefas de aprendizagem
Ser capaz de estabelecer relagbes entre os numeros | envolvendo:
Questdes de valor omisso; _envolvidos, ,percet_)elndo que ao l.JtiIizar as operagoes —adigéoN, muIt_ip_IiEagféo,
Sessdo 7 Generalizacdo em linguagem inversas o nimero ira contlnua_r igual; subEragao e divisdo; B
N T Ser capaz de entender que isto acontece para qualquer | - trés a quatro operagoes na Trabalho .
Pensa num | natural e simbdlica; p ; s - ; . = 90 min
nGmero” Expresses com quatro a cinco namero e a partlr da_n conseguir generallzaNr em _Ilnguagem mesma expressdo; pares
termos. natural através das diferentes etapas que sado pedidas. - 0 uso das propriedade das
operagoes;
Tipo de tarefas: tarefas de
exploracao.
Tarefas de avaliagao
Sessao 8 Relacdao de ordem e de igualdade; Identificar que aprendizagens foram conseguidas ao longo | envolvendo a adicao, Trabalho
Avaliagao Propriedades da operagoes; da unidade de ensino; multiplicagao, subtragao e | individual 90 minutos
Final Generalizagdo; identificar divisdo.

Tipo de tarefas: exercicios.
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4 operagdes
aritméticas;

Relagdo de igualdade;

Relagdo de ordem;

2 operacgdes
aritméticas— adicdo
e subtragdo;

Relagdo de

igualdade; Relagdo de igualdade;

1 operagdo em cada
expressao;

2 operagdes em
cada expressdo;

2 operagdes em
cada expressdo;

Numeros pequenos
(até 20);

Questdes de valor
omisso no 1.2 e 2°.
membro;

Expressdes com 3
termos;

Estratégias relacionais
ou computacionais

Linguagem natural na
justificagdo

Numeros pequenos
(até 20);

Questdes de valor
omisso 2.2 membro;

Quadro com a evolucao dos topicos ao longo das sessoes

Relagdo de igualdade

2 a 3 operagdes 2 a 3 operagdes

Expressées com 3 e 4
termos;

Compensagdo

Numeros grandes (a partir do
100);

Expressdes com 5 termos;

Uso das propriedades —
comutativa e
associativa.
Generalizagdes em
linguagem natural.

4 operagdes
aritméticas-

4 operagdes aritméticas;

Relagdo de igualdade

Numeros grandes

Relagdo de igualdade;

Relagdo de ordem;

2,3 e 4 operagBes em
cada expressdo

Numeros pequenos,
médios e grandes

Questdes de valor
omisso 2.2 membro;

Decomposigdo;

Uso das propriedades;
Generalizagdo em
linguagem natural

Questdes de valor omisso
no 1.2 e 2.2 membro;
Questdes de verdadeiro e
falso

ExpressGes com 3,4 e 5
termos

Compensagao
Decomposicdo;

Uso das propriedades;
Generalizagdo em
linguagem natural

Representagdo tabelar
Linguagem natural

Linguagem natural

Linguagem natural,
linguagem matemativa,
reta numérica, modelo
retangular.
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Anexo 2 - Ficha de trabalhon.° 1

Sessao 1 - Tarefa Diagndstica

Experiéncia de Ensino - Turma F/ 3.°Ano

Nome: Data: / /

1.Completa cada uma das expressdes com o valor em falta
de modo a torna-las verdadeiras. Justifica a tua resposta.

20x =20
15=5+_
6=_ -12
____2=9
16=8x__
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2. Completa com o valor que falta, de acordo com os sinais,
de modo a que a expressao fique verdadeira. Justifica a tua
resposta.

10+1>

< 5x2

10-5>

> 18-2

15:3 <
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Anexo 3 - Ficha de trabalho n.° 2

Sessao 2
Experiéncia de Ensino - Turma F/ 3.°Ano
Nome: Data: /___/

1. Na turma da Inés, os alunos resolveram as expressdes que a
professora apresentou da seguinte maneira:

18- 4+ 4=

+18
— T
) | | | | | | | | | 1 | | | | | | I\I | |
L. L R T L I 1
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10711 12 1314 151617 18 19 20

-4

1.1 Resolve as seguintes expressodes através da mesma estratégia.

15+ 5- 5=

1 1 | 1 | 1 | | | l | | | | 1 | | | | l |
T L T L T L L . T . T R L
0 5 10 15 20
10- 4+ 4=

| I | | |
[ | | | |
0 5 10 15 20
3+ 10-10 =

| | | |

| | | | I
0 5 10 15 20

1.2. Consegues descobrir a relagdao existente em cada uma das
expressoes?
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2. No dia do corta mato, os alunos da turma do 3° F participaram
nesta atividade. Ao longo do percurso existem varias estacas
numeradas que vao indicando o caminho. A estaca que se encontra

na meta € a numero 30. e
‘%%
A XD B

e

Na primeira volta, enquanto o Lucas estava na
estaca numero 11, a Clarisse estava na estaca 25.

*
Quantas estacas faltam ao Lucas para conseguir \ I ‘

ficar junto da Clarisse.

2.1. Descobre o numero que falta sem recorrer a calculos. Justifica a tua
resposta.
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Anexo 4 - Ficha de trabalho n.° 3

Sessao 3
Experiéncia de Ensino - Turma F/ 3.°Ano
Nome: Data:___ /__ /

1. Indica, para cada um dos casos os valores que tornam as afirmacoes
verdadeiras.

a) + 12< 27

b) 26> 6+

c) 30> __ -11

2.Completa cada uma das questdes com os sinais de <, > ou = para

que se tornem verdadeiras. Justifica a tua resposta.

38+45__ 40 + 43
40 + 45 41 + 45
39+42_ 40 + 43
52-25__ 50-25

52 -29 52 - 27
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3. A Mariana estava com o seu colega Diogo a resolver as algumas
expressdes numeéericas.
Na expressao 20+2> a Mariana encontrou o valor 20 e o Diogo

respondeu 10+2. Ambos tinham a resposta correta. Explica porqué.

4. A Joana estava a ver a sua colegao de cromos e percebeu que dos
30 cromos que tinha, 10 cromos eram repetidos e =

deu-o0s ao seu irmao Rodrigo.

O irmao foi contar o total de cromos que tinha e >4
disse a Joana: Com os cromos que me deste fiquei \

com mais cromos do que tu.

30-10

4.1. Completa a expressao que demonstre o que o Rodrigo disse.

Explica porqué.
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Anexo 5 - Ficha de trabalho n.° 4

Sessao 4

Estudo Principal - Turma F/ 3.°Ano
Nome: Data:___/__/

A estratégia da Maria

1. A Maria, para calcular a expressao 5 x 123, recorreu ao esquema

seguinte:

X 100 20 3

500 100 15

5x123 =500 + 100 + 15 = 615

1.1. Consegues explicar a estratégia que a Maria utilizou para

resolver a expressao? Justifica a tua resposta

1.2. Se a expressao for 8 x 458, sera que conseguimos utilizar o

mesmo modelo?

1.3.Consegues arranjar outra estratégia para resolver a expressao

sem recorreres ao algoritmo?
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Anexo 6 - Ficha de trabalho n.° 5

Nome:

Sessao 5

Estudo Principal - Turma F/ 3.°Ano
Data:___/___/

1. Na turma do 3.9 ano, alguns alunos decidiram resolver as expressoes,

sem recorrem a calculos. Observa como fizeram:

Rita
- \ ‘
‘/‘D : (

/ f :

v_/

ﬁ

GQ

Mariana

Quero calcular 150x 6 e sei que 150x 2 é igual a 300 e 300x3 é

igual a 900.

Entdo 150x 6= 150x2 x3 =900

Quero calcular 120x 20 e sei que 120x 10 é igual a 1200 e
1200x2 é igual a 2400.

Entdo 120x 20= 120x 10x 2= 2400

Quero calcular 80: 8 e sei que 80: 2 éiguala40e 40: 4 é
igual a 10.

Entdo 80: 8= 80: 2:4 =10

Quero calcular 100:4, mas nao consigo.

- Ah! Mas sei bem que 100:2 é 50 e 50:2=25.

Entdo 100:2:2= 25
100: 4= 100: 2: 2= 25
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1.1. Estes alunos utilizaram as mesmas estratégias para resolver as

expressoes. Explica essa estratégia.

1.2. Consegues arranjar mais exemplos que comprovem esta

estratégia? Justifica a tua resposta.

2. Os colegas da turma continuaram a usar esta estratégia para resolver
as expressdes numéricas. Descobre as que sdo verdadeiras e as que

sao falsas. Justifica a tua resposta.

a) 200x 15= 200x10+5=2005

b) 480: 20= 480: 10: 2= 24

c) 240:8=240:4:4=15
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Anexo 7 - Ficha de trabalho n.° 6

Sessao 6
Estudo Principal - Turma F/ 3.°Ano
Nome: Data: / /

1. Na escola da Luana, todas as turmas vao fazer uma
atividade para a festa de final do 2.° Periodo. Para receber os
pais no grande dia, vao ser colocadas 100 cadeiras no Festa do final
polidesportivo. do 2.9 Periodo
1.1. Quantas filas, como o mesmo numero de cadeiras, se

podem fazer com as 100 cadeiras. Explica o teu raciocinio.

1.2. No dia da festa, os alunos optaram por fazer 4 filas com 25 cadeiras.
As duas primeiras filas ficaram com os lugares todos ocupados, mas a fila 3
foi ocupada por dois grupos de 11 pessoas cada um e a fila 4 tinha quatro
familias com 6 pessoas cada uma.

Das seguintes afirmagdes escolhe a verdadeira e justifica a tua resposta.

a) A fila 3 tem um maior numero de pessoas que a fila 4.

b) A fila 3 tem um menor nimero de pessoas que a fila 4.

c) A fila 3 tem o mesmo numero de pessoas que a fila 4.
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2. Algumas das expressoes apresentadas nao sao verdadeiras. Descobre
quais sdo, sem recorreres a calculos. Justifica a tua resposta.

a) 257+ 105+ 33= 257+ 33+ 105

b)460= 40x 10+ 60x 10

c) 2500-601= 2500-500-100-1

d) 1380= 1400+20-20

3. Cria uma expressao numeérica e apresenta aos teus colegas mostrando se
é verdadeira ou falsa.
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Anexo 8 - Ficha de trabalho n.° 7

Sessdao 7 - Pensa num numero

Estudo Principal - Turma F/ 3.°Ano

Nome: Data: / /

K Pensa num numero. \

Multiplica esse numero por 6.
Agora divide por dois.

Divide o resultado por 3.

@ue numero obtiveste? /

O que conseguiste descobrir? Porque é que isto acontece?

ﬂensa num numero entre 1 e 10.
Adiciona 5.
Multiplica o resultado obtido por 3.
Agora subtrai 15.

Por fim divide por 3.

KObtiveste o numero que pensaste?

Que relagao existe neste caso?
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Anexo 9 - Ficha de trabalho n.° 8

Sessao 8
Estudo Principal - Turma F/ 3.°Ano

Nome: Data: / /

1. Completa cada uma das expressdes com o valor em falta. Justifica a tua

resposta.

73X = 73x10+ 73x2

+ 22= 15+ 24

80: 4= 80: + 1 2

55- = 50-10

2. Das seguintes expressdes mostra quais sao as verdadeiras e as falsas.

Justifica a tua resposta mostrando a relagao que existe nas expressoes.

a) 123- 23 > 132-31

b) 248x 5 = 200x 5+ 40x5+ 8x5

C) 243x 5x2 > 243x 10x 2
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3. Pensa num numero entre 1 e 10. Adiciona 8. Agora divide por 4. Divide

o resultado por 2.. Obtiveste o niUmero que pensaste?

a) Consegues arranjar mais algum exemplo com esta relagao?

4. Resolve as seguintes expressdes sem recorreres a calculos.

a) 572 + 299=

b) 528 : 4=

c) 1300 - 499=
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Anexo 10 - Fichas de trabalho das sessdes do estudo piloto

Sessao 1 - Tarefa Diagndstica
Estudo Piloto - Turma E/ 3.°Ano

Nome: Data: / /

1. Completa cada uma das expressdes com o valor em falta
de modo a torna-las verdadeiras. Justifica a tua resposta.

_ *17 =19
20x_____ =20
10-__ =8
14:_ =7
15= 5+ __
6=__ -12

_2=9

16=8x___
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2. Completa com o valor que falta, de acordo com os
sinais, de modo a que a expressao fique verdadeira.
Justifica a tua resposta.

10+1>

< 5x2

=16 + 2

10-5>

3x4=

> 18-2

15:3 <
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Sessao 2

Estudo Piloto — Turma E/ 3.°Ano
Nome: Data: / /

1.Na turma da Inés, os alunos resolveram as expressdes que a
professora apresentou da seguinte maneira:

18- 4+ 4= —
Kl | | | | 1 | | { | | I\l | |
I L e S ' B W o
0123 456 7 8 9 101112 1314 15 1617 18 19 20

1.1 Resolve as seguintes expressoes através da mesma estratégia.

o) Vamt

15+ 5- 5=
| | | | | | | | | | | 1 | | | | | | | | |
L L . L . L . . . L L . P L
0 5 10 15 20
3+ 10-10 =
| | | | | | | | | | | 1 | | | | | | | | |
L L . L O L L . L B L N L
0 5 10 15 20
10- 4+ 4=
| | I | I
I | I [ I
0 5 10 15 20
16- 2+ 2=
| | | |
I | I | I
0 5 10 15 20

1.1. Consegues descobrir a relacao existente em cada uma das
expressoes?
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2. No dia do corta mato, os alunos da turma do 3° E participaram
nesta atividade. Ao longo do percurso existem varias estacas
numeradas que vao indicando o caminho. A estaca que se encontra

na meta é a numero 30. e
Na primeira volta, enquanto o Lucas estava na ‘ 9
estaca numero 11, a Clarisse estava na estaca 25.

*
Quantas estacas faltam ao Lucas para conseguir \ I ‘

ficar junto da Clarisse.

e

2.1. Descobre o numero que falta sem recorrer a calculos. Justifica a
tua resposta.
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Sessao 3

Estudo Piloto - Turma E/ 3.°Ano
Nome: Data: /___/

1. A Mariana estava com o seu colega Diogo a resolver as algumas

expressdes numeéericas.
Na expressao 20+2> a Mariana encontrou o valor 20 e o Diogo

respondeu 10+2. Ambos tinham a resposta correta. Explica porqué.

2. Indica, para cada um dos casos os valores que tornam as afirmacoes
verdadeiras.

d) _ +12< 27

e) 26> 6+

f)30> ___ -11

2.1 Compara os teus valores com os dos teus colegas e confirma se
todas as expressdes sao verdadeiras.
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3. A Joana estava a ver a sua colecao de cromos e percebeu que dos

30 cromos que tinha, 10 cromos eram repetidos e
A (,( ) =
deu-os ao seu irmao Rodrigo. /N Q

O irmao foi contar o total de cromos que tinha e \ D \ nkg,g

disse a Joana: Com os cromos que me deste fiquei

com mais cromos do que tu.

30-10

3.1. Completa a expressao que demonstre o que o Rodrigo disse.

Explica porqué.

4. Completa cada uma das questdes com os sinais de <, > ou = para

que se tornem verdadeiras. Justifica a tua resposta.

38+ 45 40+ 43
40+ 45 41+ 45
39+ 42 40+ 43
52-27 _ 50-25
52-29  52-27

4.1. Que relagao existe entre as expressoes?
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4.2. Qual é a diferenca entre as expressoes que envolvem a adicao e
as que envolvem a subtracao?

5. Elabora mais duas expressdes onde apliques esta estratégia.
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Anexo 11 - Autorizagoes aos Encarregados de Educacao e a Diregdao do
Agrupamento

Soure, 7 de janeiro de 2010

Exmo. (2) Sr. (2) Encarregado(a) de Educacao,

No ambito da realizagdao do Projeto de Dissertacdao de Mestrado em Educacgao
na drea de especializacdo da Didatica da Matematica, do Instituto de Educacdo da
Universidade de Lisboa, pretendo desenvolver uma investigacdo, relacionada com o
desenvolvimento do raciocinio algébrico em alunos do 3.2 ano de escolaridade através
das relacbes entre os nimeros e as operacdes envolvidas.

O principal objetivo do estudo é compreender como pode ser desenvolvido o
raciocinio relacional dos alunos do 3.2 ano, ao longo de uma experiéncia de ensino,
dando importancia as relagdes de igualdade e de desigualdade e a capacidade de
generalizacdo das expressoes.

Para esse efeito necessito de realizar uma recolha de dados com as turmas do
32 ano de escolaridade na EB1/2 de Soure.

Esta recolha implicard a gravacdo dudio e video do trabalho realizado pelos
alunos, bem como fotografias dos seus cadernos. Os nomes dos alunos serao
alterados, de modo a preservar a sua identidade.

Este trabalho ja esta autorizado pela professora da turma e pelo director do
Agrupamento de Escolas de Soure, faltando para a sua concretizagdo a devida
autoriza¢do dos encarregados de educacao.

Os resultados deste trabalho assim como toda a documentacdo recolhida é
absolutamente confidencial e ndo podera ser usada para outro fim que nao seja o

acima referido.

Na esperanca da sua melhor colaboragao e apoio, somos, com os melhores
cumprimentos

Monica Raquel Cerca
Docente do grupo 110

Depois de preenchido agradecemos a devolug¢do aos professores da turma.
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Autorizo/ndo autorizo (riscar o que ndo interessa) o meu educando,

, a participar na investigagao no

ambito Projeto de Dissertacdo de Mestrado em Educacdo na drea de especializacdo da
Diddatica da Matematica, que me foi apresentado.

Soure, 07 de janeiro de 2014

Assinatura do Enc. Educacdo:

Depois de preenchido agradecemos a devolug¢ao aos professores da turma.

Autorizo/ndo autorizo (riscar o que ndo interessa) o meu educando,

, a participar na investigacdao no

ambito Projeto de Dissertacdo de Mestrado em Educacdo na area de especializagao da
Didatica da Matematica, que me foi apresentado.

Soure, 07 de janeiro de 2014

Assinatura do Enc. Educacao:

Depois de preenchido agradecemos a devolugao aos professores da turma.

Autorizo/ndo autorizo (riscar o que ndo interessa) o meu educando,

, a participar na investigacdo no

ambito Projeto de Dissertacdo de Mestrado em Educagdo na drea de especializa¢do da
Didatica da Matematica, que me foi apresentado.

Soure, 07 de janeiro de 2014

Assinatura do Enc. Educacao:

209



Exmo. Sr.
Diretor do Agrupamento de Escolas
SOURE

Soure, 6 de janeiro de 2014

Assunto: Pedido de autorizagdo para uma investigacao

No ambito da realizacdo do Projeto de Dissertagdo de Mestrado em Educacdo na area
de especializacdo da Didatica da Matematica, do Instituto de Educacdo da Universidade de
Lisboa, pretendo desenvolver uma investigacdo relacionada com o desenvolvimento do
raciocinio algébrico em alunos do 3.2 ano de escolaridade através das relagdes entre os
numeros e as operagdes envolvidas. Este tipo de raciocinio, que se inclui dentro do raciocinio
algébrico, e que procura desenvolver as relagbes entre os elementos de uma expressao
numeérica designa-se por raciocinio relacional.

Deste modo, o principal objetivo do estudo é compreender como pode ser
desenvolvido o raciocinio relacional dos alunos do 3.2 ano, ao longo de uma experiéncia de
ensino, dando importancia as relacdes de igualdade e de desigualdade e a capacidade de
generalizacdo das expressoes.

Para esse efeito necessito de realizar uma recolha de dados com as turmas do 32 ano
de escolaridade na EB1/2 de Soure, pelo que venho junto de V. Ex2. solicitar a devida
autorizagao.

A docente das duas turmas e da area curricular em observa¢do — professora Paula
Simdes Soares- foi informada e esclarecida pessoalmente sobre os objetivos, metodologias e
atividades a desenvolver, tendo dado a sua autorizagdao e manifestado clara disponibilidade
para aceitar a realiza¢dao do referido estudo.

Ap0s a autorizagdo de V. Ex., sera solicitada a respetiva autoriza¢do dos encarregados
de educacdo.

Na esperanca da melhor colaboracdo e apoio de V. Ex2, somos respeitosamente,

Monica Raquel Cerca
Docente do grupo 110
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