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Resumo

O principal objectivo deste trabalho é o estudo da estabilidade assimp-
totica local e global de equilibrios positivos de uma classe de modelos pop-
ulacionais retardados de m espécies de tipo Lotka-Volterra. Analisaremos
dois sistemas de tipo Lotka-Volterra e um sistema de redes neuronais, todos
com atrasos discretos sendo que um dos sistemas nao tem atrasos nos termos
“diagonais” e os outros dois tém. Assumimos, em todos os casos, condi¢oes
de dominancia diagonal sobre a matriz de interaccao traduzidas em termos
de M-matrizes, e o estudo da estabilidade absoluta serd feito recorrendo a
construcao de funcionais de Liapunov.

Palavras-chave: Sistema de tipo Lotka-Volterra, equacoes diferenciais
funcionais retardadas, estabilidade assimptdtica local, estabilidade assim-
ptética global.

Abstract

The main subject of this work is the study of local and global asymptotic
stability of positive equilibria of a populational retarded model of n species
of Lotka-Volterra type. We shall analyse two kinds of Lotka-Volterra type
systems and a neural network system, all with discrete delays, one of them
with no delays in the “diagonal” terms and the others allowing delays on
these terms. We assume, in all cases, diagonal dominance conditions for
the interaction matrix, translated in terms of M-matrices, and the absolute
stability study shall be adresssed by constructing Liapunov functionals.

Key words: Lotka-Volterra type system, retarded functional differential
equation, local asymptotic stability, global asymptotic stability.
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Introducao

Nas ultimas décadas, o estudo de Equagoes Diferenciais Funcionais (EDF’s)
tem constituido uma &area fértil da Matematica. Um grande nimero de es-
pecialistas tem-se dedicado a esse estudo levando a que, actualmente, exista
uma vasta literatura sobre a sua teoria qualitativa e sobre as suas aplicagoes.
A teoria das EDF’s retardadas (ou seja, as EDF’s com atrasos no tempo)
assume uma importancia particular por ser util em diversas areas cientificas.
Esta teoria é aplicada, a titulo de exemplo, na modelagao de problemas em
dinamica populacional, redes neuronais, epidemiologia e teoria do controlo.

Um problema central no estudo qualitativo de equagodes diferenciais é
conhecer o comportamento das solugoes, nomeadamente a estabilidade de
solucoes estaciondrias. Um dos métodos cléssicos para estudar a estabili-
dade de solugoes de EDF’s retardadas, e em particular a estabilidade de
pontos de equilibrio, consiste em supor que existem termos nao retardados
(os chamados termos instantaneos de feedback negativo) que, em certo sen-
tido, dominam e cancelam o efeito dos atrasos.

O principal objectivo deste trabalho é o estudo da estabilidade assim-
ptética local e global de equilibrios positivos de uma classe de modelos po-
pulacionais retardados de n espécies de tipo Lotka-Volterra.

No Capitulo 1 sao apresentadas as principais definigoes e resultados da
teoria basica de EDF’s retardadas, onde se d4 particular atencao a teoria de
estabilidade de EDF’s lineares auténomas, equacoes estas que serao objecto
de estudo em capitulos subsequentes. Além disso, é introduzido o método
dos funcionais de Liapunov, instrumento com o qual se fard a andlise da
estabilidade global dos equilibrios das equacoes estudadas neste trabalho,
e também algumas nog¢oes importantes de andlise matricial, com especial
incidéncia nas propriedades das M-matrizes. Em seguida, é feita uma intro-
ducao aos sistemas de Lotka-Volterra do ponto de vista biolégico, abordando,
com algum detalhe, situacoes simples modeladas por equacoes diferenciais
ordinarias e envolvendo apenas duas populagoes. Finalmente, é introduzida



a modelacao com EDF’s retardadas como uma tentativa de melhor modelar
a realidade biolégica.

No Capitulo 2 faz-se o estudo de um sistema de tipo Lotka-Volterra com
atrasos discretos e sem atrasos nos termos “diagonais”. Como exemplo, um
sistema deste tipo pode ser utilizado para modelar uma comunidade de n
populacoes em competicao ou cooperacao. Para este sistema de equagoes sao
estabelecidas condigOes necessarias e suficientes para a estabilidade global
absoluta (isto é, independente do tamanho dos atrasos) do seu equilibrio po-
sitivo, caso este exista. Com o objectivo de obter essas condicoes, é imposta
uma condicao de dominancia diagonal dos termos sem atrasos com feedback
negativo sobre a matriz de competicdo da comunidade, traduzida em termos
das chamadas M-matrizes. Este estudo é feito recorrrendo a construgao de
funcionais de Liapunov, técnica utilizada em [16], referéncia principal deste
capitulo.

O Capitulo 3 tem por objectivo completar o estudo iniciado no Capitulo
2. Comega por ser feito um estudo semelhante ao que foi feito no Capitulo
2 para a estabilidade de uma equacao linear, embora a equacao linear do
Capitulo 3 seja mais geral que a do Capitulo 2 por apresentar atrasos nos
termos “diagonais”. Segue-se a andlise da estabilidade global de um sistema
de EDF’s retardadas, representando uma rede neuronal, e de um sistema
de tipo Lotka-Volterra, mais geral que o do Capitulo 2, onde também se
estabelecem condigoes necessdrias e suficientes para a estabilidade global
absoluta, embora sob condi¢oes de dominancia diagonal da matriz de inter-
acgcdo mais fortes. Para o estudo da estabilidade global no caso do sistema
da rede neuronal recorre-se novamente a construcao de funcionais de Lia-
punov, seguindo o que ¢é feito em [2]. Para o sistema de tipo Lotka-Volterra
usam-se técnicas utilizadas em [5] e em [6].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo daremos um conjunto de defini¢coes e resultados prévios
nas areas de Equagbes Diferenciais Funcionais e de Andlise Matricial que
serao usados nos capitulos que se seguem.

1.1 Teoria Basica de Equacgoes Diferenciais Fun-
cionais

Nesta seccao faremos uma introdugao as Equacoes Diferenciais Fun-
cionais, desde as defini¢oes bésicas, passando pela teoria de existéncia, uni-
cidade e continuacao de solugoes, até a dependéncia continua dos dados
iniciais. As definigoes, resultados e respectivas demonstracoes desta secgao
podem ser encontradas em [14].

1.1.1 Definigoes

Suponhamos que r > 0 é um dado numero real, R = (—o0,+00), R"

é um espacgo vectorial linear de dimensao n sobre os reais munido de uma
norma |.|, C([a, b],R™) é o espago de Banach das fungbes continuas de [a, b]
em R"™ munido da norma da convergéncia uniforme.

Se [a,b] = [-71,0] seja C' = C([-r,0],R™) e designemos a norma de um
elemento ¢ de C por [¢| = sup_,.<y<o|0(0)]. Se

ceR, A>0 e zeC([—0o—r,o+ A],R"),

para qualquer t € [0,0 + A] seja z; € C definido por z:(0) = x(t + ),
—r<6<0.



Sejam D um subconjunto de R x C', f : D — R™ uma dada funcéo e
represente-se por &(t) a derivada a direita de uma fungao z(t) com valores
em R".

Definicao 1.1. Dizemos que a relacao,

L(t) = f(t, ) (1.1)

€ uma equacao diferencial funcional retardada em D e denotaremos

esta equacdo por EDFR. Se quisermos evidenciar que a equac¢do € definida
por f escreveremos EDFR(f ).

Definigao 1.2. Dizemos que uma fun¢ao x € uma solug¢ao da equagao (1.1)
em [c—r,0+A) se existiremo € R e A > 0 tais que v € C([o—r,0+A),R"),
(t,z) € D e x(t) satisfaz a equagdo (1.1) parat € [o,0 + A).

Definigao 1.3. Dados o € R, ¢ € C, dizemos que x(o, ¢, f) é uma solugcao
da equagdo (1.1) com valor inicial ¢ em o ou simplesmente uma solugao
que passa por (o,p) se existir um A > 0 tal que x(o, ¢, f) € uma solugdo
da equagao (1.1) em [0 —r,o0+ A) e x,(0, ¢, f) = ¢.

Definigao 1.4. Dizemos que a equagdo (1.1) é linear se
[(t,6) = Lo+ h(t), te T

onde I € um intervalo de R e L(t) : C — R™ € linear, para qualquert € I.
Se h = 0 dizemos que a equacdo € linear homogénea e se h # 0 dizemos
que a equacao € linear nao homogénea.

Definicao 1.5. Dizemos que a equagdo (1.1) é auténoma se

f(t,0) = g(¢)
onde g ndo depende de t.

Uma equagao da forma (1.1) sujeita a uma condigao inicial pode ser
transformada numa equagao integral.

Lema 1.6. Seo € R, ¢ € C sdo dados e f(t,$) € continua, entdo encontrar
uma solugdo da equagao (1.1) que passe por (o, @) € equivalente a resolver
a equacao integral

ﬂﬂ=M®+/f@wwmt>m

sujeita a condi¢ao inicial T, = ¢.



1.1.2 Existéncia, unicidade e dependéncia continua

Nesta subseccao, enunciamos um teorema de existéncia para problemas
de valor inicial da equagao (1.1), supondo a continuidade de f. Também serd
dado um resultado geral sobre dependéncia continua e unicidade de solugoes.
As ideias usadas nas demonstragoes destes teoremas sdo uma extensao dos
argumentos usados para equagoes diferenciais ordindrias (ver e.g. [12]), no
entanto a notacao é algo complexa. Aqui apenas apresentaremos os resulta-
dos de existéncia, unicidade e dependéncia continua de solugoes e uma ideia
da demonstragao de alguns deles pois a teoria qualitativa de EDF’s nao é o
objectivo desta tese. As demonstracoes de todos os resultados apresentados
podem ser encontrados em [14].

Antes de apresentarmos os teoremas ja mencionados, comecemos com
uma observacao.

Lema 1.7. Sex € C([oc —r,0+a],R™), entdo z; é uma func¢ao continua de
t parat em [o,0 + al.

Demonstragao. Ver e.g. em [14, pag.40]. ]

Teorema 1.8. (Existéncia) Suponhamos que Q € um subconjunto aberto
de R x C e fO € C(Q,RY). Se (0,9) € N, entdo existe uma solucdo da
EDFR(f°) que passa por (o,¢). Mais geralmente, se W C € é compacto
e € dada f° € C(,R™), entio ewiste uma vizinhanca V. C Q de W tal
que existe uma vizinhanga U C CO(V,R™) de fO e um o > 0 tal que para
qualquer (o,¢) € W, f € U, existe uma solucao x(o, ¢, f) da EDFR(f) que
passa por (o, @) e estd definida em [0 —r,0 + .

Demonstragdo. Ver e.g. em [14, pdg.43]. O

Para provar a existéncia da solugdo que passa por um ponto (o, ¢) € Q C
R x C, consideramos um « > 0 e todas as fungoes = em [0 — r,0 + a] que
sdo continuas e coincidem com ¢ em [0 — r,0]; isto é, x, = ¢. Os valores
destas fungoes em [o,0 + ] sdo restritos a classe das funcoes z tais que
lz(t) — $(0)| < B8 para t € [o,0 + a]. E definida a aplicacio usual T' obtida
da correspondente equacao integral,

T:WxUxAa,3) — C([-r,af,R")
T(Uv ¢7y)(t) = O’ te [_T7 O]a

t ~
T(U, QZ)’ y)(t) = /0 f(U + s, d)0'+8 + ys)dsa tel,



onde W e U sao vizinhancas de o e ¢, respectivamente, e onde se definem

Io = [0,0], Bg={yeC:[y[<p}
Ala,B) = {yeC([-r,al,R"):yo=0,y; € Bg,t € I} e
) C([o —r,00),R") por

o, o(t+o0)=¢(0), parat >0e (0,¢0) ERxC

2
q
[l m

Depois mostra-se que « e 3 podem ser escolhidos de modo a que T" aplique
esta classe de fungbes em si mesma e que seja completamente continuo.
Assim o Teorema do Ponto Fixo de Schauder implica a existéncia de uma
solucgao.

Teorema 1.9. (Dependéncia continua) Suponhamos que Q@ C R x C €
aberto, (0°,¢%) € Q, f* € C(Q,R"), e 2° ¢ uma solucio da EDFR(f°)
que passa por (0°,¢°) que existe e € winica em [0° — r,b], com b > 7q. Seja
WO C Q o conjunto definido por

WO = {(t,29) : t € [0, 0]}

e seja VO uma vizinhanca de W° na qual fO ¢ limitada, sendo Wy compacto.
Se (o*, ok, f¥), k =1,2,..., satisfaz o¥ — o, ¢* — ¢°, e |f¥ — fOlyo — 0
quando k — oo, entdo existe um k° tal que a EDFR(f*) para k > k° ¢
tal que cada solucao x* = 2F(o®, ¢*, f¥) que passa por (o*,¢*) existe em
[0F — 7 b] e 2% — 20 uniformemente em [0 — r,b]. Visto que nem todos os
zF estardo definidos em [0° — r,b], pela convergéncia uniforme x* — 20 em
[00—7,b] 0 que queremos dizer é que para qualquer € > 0, existe k1 (€) tal que
2R(t), k > kyi(e), estd definida em [0° —r + €,b], e ¥ — 20 uniformemente
em [00 — 7 +¢€,b].

Demonstragdao. Ver e.g. em [14, pag.43]. ]

A prova da dependéncia continua em relacao aos dados iniciais é ligeira-
mente mais complexa porque a aplicacao T, atrds definida, depende dos
parametros e é necessario discutir a dependéncia dos pontos fixos de T em
relagdo a estes parametros. Para provar a dependéncia continua de um
parametro num valor Ay, o procedimento usual é assumir um tnico ponto
fixo em Ag e depois provar que a propriedade de “compacidade” de T é uni-
forme com respeito a conjuntos compactos contendo Ag usando o principio
da contraccao de Banach.



Teorema 1.10. (Unicidade) Suponhamos que Q@ é um conjunto aberto em
RxC, f:Q — R"™ € continua e f(t, ) € lipchitziana em ¢ em cada conjunto
compacto de Q2. Se (0,¢) € Q, entdo existe uma unica solu¢ao da equagdo
(1.1) que passa por (o, }).

Demonstragao. Ver e.g. em [14, pag.44]. O

1.1.3 Continuacao de solugoes

Definigao 1.11. Suponhamos que f na equacao (1.1) é continua. Se x €
uma solugao da equagao (1.1) num intervalo [ —r,a), a > o, dizemos que
T € uma continuagao de x se existir um b > a, comb € R ou b = +oo, tal
que & estd definido em [0 — r,b), coincide com x em [0 — r,a), e x satisfaz
a equagao (1.1) em [o,b).

Uma solucdao x diz-se maximal se ndo existe tal continuacdo; isto €, o
intervalo [o,a) € o intervalo mazximal de existéncia da solugdo x.

A prova da existéncia de uma solucao maximal segue do Lema de Zorn
e o intervalo maximal de existéncia tem de ser aberto.

Teorema 1.12. Suponhamos que 2 é um conjunto aberto em R x C e f €
C(Q,R™). Se x é uma solu¢ao mazximal da equacdo (1.1) em [o—r,b), entao
para qualquer conjunto compacto W em Q, existe um ty tal que (t,x;) ¢ W
para ty <t <b.

Demonstragao. Ver e.g. em [14, pag.45]. O

Teorema 1.13. Suponhamos que §2 € um conjunto aberto em RxC', f : Q) —
R™ € completamente continua: isto €, f € continua e transforma conjuntos
limitados de ) em conjuntos limitados de R™, e x é uma solugcao maximal da
equagao (1.1) em [0 —r,b). Entdo para qualquer conjunto fechado e limitado
UenRxC,U emQ, existe um ty tal que (t,x¢) ¢ U para ty <t <b.

Demonstragdao. Ver e.g. em [14, pag.46]. ]

1.1.4 Estabilidade

Suponhamos que f : R x C'— R™ é continua e consideremos a EDFR( f)
dada por (1.1). Nesta subsecgao vamos supor que a fungao f é completa-
mente continua e que satisfaz condicoes de regularidade adicionais de modo
a garantir que a solucao z(o, ¢)(t) que passa por (o,¢) seja continua em
(0,¢,t) para qualquer ¢t > 0. A teoria que se segue é valida para fungoes
f:(a,00) x Q@ — R™ onde © é um conjunto aberto em C, e é apenas por



propositos notacionais que consideramos o dominio de defini¢ao de f como
sendo R x C. Todas as definigoes e resultados desta subseccao podem ser
encontrados em [14].

No que se segue

B(z,0) ={pecC:|p—x|<d}

Definigao 1.14. Suponhamos que f(t,0) = 0 para todo t € R. A solucdo
x =0 da equagao (1.1) diz-se:
i) estdvel se para qualquer o € R, € > 0, existe um 6 = d(e,0) tal que

¢ € B(0,6) implica que x¢(o,¢) € B(0,¢€) parat > o.

ii) assimptoticamente estdvel se é estdvel e existe um by = by(c) > 0
tal que ¢ € B(0,bg) implica que x(o, $)(t) — 0 quando t — oo.

iii) uniformemente estdvel se o nimero § da defini¢ao de solugdo es-
tavel for independente de o.

iv) uniformemente assimptoticamente estdvel se é uniformemente
estdvel e existe by > 0 tal que para todo n > 0, existe um to(n) tal que
¢ € B(0,bg) implica que x¢(o, ) € B(0,n) para t > o +to(n) para todo
o €eR.

v) (localmente) exponencialmente assimptoticamente estdvel se
existem b, k,a > 0 tais que se ¢ € B(0,b) entdo |z(o, ¢)(t)] < Ke (=),
para qualquert > o.

vi) instdvel se nao é estdvel.

Se y(t) € qualquer solug¢do da equacdo (1.1), entdo y diz-se estdvel se a
solucao z = 0 da equacao

2(t) = f(t,ze +ye) — f(t,yt)
€ estdvel. Os outros conceitos sao definidos de modo semelhante.

Lema 1.15. Se f(t,¢) € periddica em relagio a t, entdo a solugio x = 0
é estdvel (assimptoticamente estdvel) se e sé se € uniformemente estdvel
(uniformemente assimptoticamente estdvel).

Demonstragdo. Ver e.g. em [14, pdg.131]. O

Definicao 1.16. Uma solugdo z(o,¢) de uma EDFR(f) é limitada se
existe 3(o, ¢) tal que |x(o,¢)(t)| < B(o,¢) parat > o —r.



Tal como em EDO’s (ver e.g. [1,12]) podemos estender o conceito de
estabilidade para EDFR’s auténomas a conjuntos J C C. Relembremos
que, dado § > 0, definimos da seguinte forma a bola de raio § e centro em J

B(J,é):{gzﬁEC:dist(gzﬁ,J)<5}:{¢€C:g1€irjllz/1—¢| <o}

Definigao 1.17. Seja f € C(Q;R™) continua e em condigoes de garantir a
existéncia e unicidade de solugoes x(0, ¢o, f) de 2 = f(x:) definidas para
t € R e continuamente dependentes dos dados iniciats. Diz-se que J €
estdvel para 2y = f(xy) se

Ve > 0,36 > 0: ¢g € B(J,0) = x(0, ¢, f) € B(J,¢€),¥t >0

Caso contrdrio, J diz-se instdvel.

1.2 Equacgoes Diferenciais Funcionais Retardadas
Lineares Auténomas

1.2.1 Generalidades e decomposicao do espaco de fase C a-
través da teoria adjunta

Esta secgao baseia-se no estudo feito em [20] que tem como principal
referéncia [13]. Ao longo desta sec¢ao, vamos considerar L € L(C;R"), o
espago dos funcionais lineares continuos de C' em R", e a seguinte EDFR
linear auténoma notada por EDFR(L):

@y = L(xy) (1.2)

Sendo L uma aplicacao linear continua, tem-se que L é lipshitziana.
Consequentemente, pelos teoremas de existéncia e unicidade, para cada ¢ €
C' existe uma tunica solu¢ao maximal, z(0, ¢, L), em [—r,«) com « > 0, de
#(t) = L(z¢) que passa em (0, ¢).

Pelo facto de L ser uma aplicagao linear continua, prova-se que a solugao
z(0, ¢, L) pode ser extendida a [—r,+00). Para simplificar a notagao, usa-
se z(¢) = x(0,¢,L). O facto de x(¢) estar definida em [—r,+00) permite
introduzir a seguinte definicao:

Definicao 1.18. Para cadat > 0, chama-se operador solucado associado
a equacado diferencial (1.2) a aplicagio

Tt) : C —C
¢ — x4(9)



Proposigao 1.19. Para cada t > 0, a aplicagdo T(t) € linear.

Demonstragdo. Resulta da linearidade de (1.2). O

Antes do préximo resultado relembra-se a definicao de Cy-semigrupo de
operadores lineares.

Definicao 1.20. Dizemos que a familia de operadores (T'(t))i>0 € um Cop-
semigrupo de operadores lineares se:

i) T(0)=1.

ii) T(t+7)=T@)T (1) para quaisquer t,7 > 0.
iit) T(t) é um operador linear continuo para qualquer t > 0.
w) limy_o+ T(t)p = ¢, para qualquer ¢ € C.

Proposicao 1.21. A familia dos operadores solugao (T (t))i>0, possui as
sequintes propriedades:

1. E um Cy-semigrupo de operadores lineares em C.
2. Parat > r, o operador T(t) é compacto.

Demonstragdo. Ver e.g. em [20, pdg.27] ou em [13, pag.166]. O

Assim, (T'(t))t>0 é um Cp-semigrupo em C. O gerador infinitesimal da
familia (7'(t))s>0, dado por

com
D(A) = {cb € C: existe 1tli%aJr %(T(t)gb — ¢)}

é um operador linear fechado com dominio denso em C.
O objectivo do proximo resultado é caracterizar os elementos de C' que
pertencem a D(A) e determinar A¢ para qualquer ¢ € D(A).

Proposicao 1.22. Seja A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo de ope-
radores solugcdo associados a equacdo diferencial (12) Entao, ¢ € D(A)
se e s se ¢ tem derivada continua em [—r,0] e ¢(0) = L(¢). Além disso

tem-se
@9y, —p
o= { Hy 75

10



Demonstragao. Ver e.g. em [20, pdg.30] ou em [13, pag.167]. O

Como L € L(C;R"™), pelo Teorema da Representacao de Riesz, conclui-se
que existe

w o [=7,0] — My (R)
0 — [pi5(0)]i5
onde M, (R) é o conjunto das matrizes reais quadradas de ordem n e j;; :
[-7,0] — R é uma fungao de variacao limitada, para cada i,j € {1,...,n},
tal que
0 0
L(o) = [ o0)du6) = [ ldut6)iolo)

-

Portanto a equagao (1.2) pode ser escrita na forma

0
o(6) = [ (du(®)alt +6) (1.4)

T

Vejamos agora algumas propriedades do espectro, dos operadores solucao
e do gerador infinitesimal. O teorema que se segue caracteriza o espectro do
gerador infinitesimal associado ao Cy-semigrupo dos operadores solugao.

Teorema 1.23. Seja A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo dos opera-
dores solugdo associados a equagdo (1.2), (T'(t))i>0. Entdo o(A) = op(A)
e

A€ o(A) seesdsedet A(N) =0

onde
0

AN = M — / eM[dp(9)] = M — L(eM)

-

Demonstragao. Ver e.g. em [20, pdg.31] ou em [13, pag.168]. O

Procuremos solugoes nao triviais de (1.2) da forma exponencial, isto é,
da forma

x(t) = Mu, AeC,veR" v 0. (1.5)
Temos
z(0) = z(t+0)= AEH0)y = Aty
() = eMetu

11



x(t) é solucao de (1.2) <
ey = L (eAteA‘v) &
My = ML(eMv &
=L (eMr)|v=o.

A equagao
det ()\I L (ew)) — 0, (1.6)

é chamada a equacao caracteristica de (1.2) onde

L (eA'I) =[L(eYer) ... L(e¥en) | = [Li <6A'6’“>L,k

onde os e, k =1,...,n, representam os vectores da base candnica de R" e
onde usamos a notacao A(A) =\ — L (e)"I).

Resumindo, (1.5) é solugao de (1.2) se e s6 se det A(\) =0 e v é vector
préprio associado ao valor préprio 0 da matriz A(X).

Definicao 1.24. Seja (T'(t))i>0 o Co-semigrupo dos operadores solugao as-
sociados a equagdo (1.2) e A o seu gerador infinitesimal. Diz-se que A € C
¢ um valor préprio, ou valor caracteristico, de (1.2) se A € o(A).

O espago proprio generalizado de (1.2) associado a A denota-se por My(A).

Das propriedades espectrais de operadores compactos e de Cp-semigrupos,
tem-se:

Teorema 1.25. Para (T'(t))t>0 e A como no teorema anterior, sio vdlidas
as sequintes propriedades:

1. Parat >r en e C\{0} tem-se
nea(T(t) < neop(T(t))

2. Para qualquer a € R, o conjunto o(A) N{\ € C: ReX > a} € finito.
3. Para qualquer \ € o(A), tem-se dim(Mx(A)) < +o0.

Demonstragao. Ver e.g. em [20, pag.32]. O
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Tendo em vista o estudo da estabilidade de EDFR’s lineares da forma
(1.2), apresenta-se de seguida um breve resumo da chamada teoria adjunta
formal, desenvolvida por Hale. Comece-se por indroduzir alguma notacao.

Representa-se por C* o espago de Banach C([0, r]; R™") munido da norma
do supremo, onde R™" é o conjunto dos vectores linha 1 x n com coordenadas
em R,

R™ ={[z1...2,) : & € R}.

Dados 0 € R, A € Rf ey € C([c — A,0 + r];R"), para cada T €
[c — A, o], denota-se por y” o elemento de C* definido por

y(s)=y(r+s), sel0,r].

A aplicagao
() + C"xC—R (1.7)

0 0
(aw>~aamww>—/'A<ﬂé—mwmww@ws

é chamada dualidade formal associada & equacao (1.2). Facilmente se verifica
que a dualidade formal é bilinear continua.
A definigdo que se segue introduz a nogao de equagao adjunta formal.

Definicao 1.26. Define-se a equacao diferencial adjunta formal as-
sociada a equacgao (1.4) como sendo a equagao:

0
va=—/lmf—mwmm1 (18)

Pelos teoremas de existéncia e unicidade no espaco C*, em vez de C,
conclui-se que existe uma tnica solugdo y em (—oo, ] da equagao diferencial
(1.8) que passa em (0,¢), para cada ¢ € C*. Assim é possivel introduzir
a definicado de operador solucdo para a equacao diferencial adjunta formal
(1.8).

Definicao 1.27. Para cada 7 < 0, define-se o operador solu¢cdo associ-
ado a equagao (1.8) da sequinte forma:

T(r) : C*—C”
ey (p)

onde y € a unica solugdo de (1.8) que passa em (0, p).

13



Considere-se S(7) := T*(—7),7 > 0. Pode concluir-se que (S(7))r>0 é
um Cp-semigrupo em C*, com gerador infinitesimal

A* . DAY CCr— O

o — _;1%@)7 O0<s<r
JZ, a(=0)[du(®)], s=0

onde

0
D(A*) = {a € C" :existe & € C" e &(0) = /

-

a(-0)ldn(o)}.

Proposicao 1.28. Os espectros dos operadores A e A* coincidem, isto €,
o(A) =0o(AY)

Demonstragdo. Ver e.g. em [20, pdg.37] ou em [13, pag.175]. O

A* possui as mesmas propriedades que o gerador infinitesimal A de
(T'(t))+>0. S@o portanto vélidos os seguintes resultados:

Proposicao 1.29. O operador A* possui as sequintes propriedades:
1. 0(A*) = op(A¥)

2. Para qualquer \ € op(A*), tem-se dim(My(A*)) < +oo. Além disso,
dim(My(A*)) = dim(My(A)).

3. Para qualquer \ € op(A*), tem-se A*(My(A*)) C My(A*).
Demonstragao. Ver e.g. em [20, pag.36] ou, para ii), [13, pag.175]. O
Proposigao 1.30. (A*«a, ¢) = (a, Ap), Voo € D(A*),Vp € D(A).
Demonstragao. Ver e.g. em [20, pag.36]. O

A Proposicao 1.30 justifica a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.31. O operador A* é designado por adjunto (formal) de A.

Posto isto, é possivel provar que o espago de fase C' para a equagao (1.2)
pode decompor-se numa soma directa de dois subespagos P e (), invariantes
para os operadores solucao T'(t), por forma a reduzir o estudo de uma solugao
da equacdo (1.2) que passa em (0, ¢) com ¢ = ¢ 4+ ¢? € C, ao estudo das
solucdes em P e Q que passam em (0, ¢”) e em (0, %), respectivamente. E
isto que afirma o seguinte resultado:

14



Teorema 1.32. Seja A = {\1,...,\,} um conjunto finito e ndo vazio de
valores caracteristicos da equagao (1.2).
Considerem-se 0s espagos

Py =@ My (A); Py =@ My, (A").

Sejam ® e U bases de Py e de P} respectivamente, tais que (¥, ®) = I,
N = dimPy = dimPy.
Entao

C = Pr®Qn;
Py = {peC:¢=0ab, beR");
Qr = {9peC:(¥,¢) =0},

onde Qp € um subespaco fechado.
Além disso, para qualquer ¢ € C, tem-se ¢ = ¢PA+¢ , com ¢F» = (T, ).

Demonstragao. Ver e.g. em [20, pdg.43] ou em [13, pag.178]. O

Definicao 1.33. A decomposicio do espago C' como soma directa dos es-
pacos Py e Qa, presente no teorema anterior, chama-se decomposicao de
C por A.

1.2.2 Teoria de estabilidade local

Nesta subseccao apresentamos estimativas para o fluxo das solugoes da
equagao diferencial (1.2) com condicao inicial, para ¢t = 0, em cada um dos
subespacos, Py e @A, que compdem a decomposicao de C por A, sendo A um
determinado subconjunto finito nao vazio de o(A). De seguida, analisamos
a estabilidade de equacoOes lineares autonomas com pequenas perturbagoes
(ver [18]).

Pelo ponto 2 do Teorema 1.25, tem-se que, para qualquer 8 € R, o
conjunto

A:=AB) :={r€d(A): ReX > [}

é finito.
O resultado que se segue desempenha um papel importante no estudo
da estabilidade de solugbes da equagao diferencial (1.2).

Teorema 1.34. Sejam € R e A={\ € d(A) : Re > }. Considere-se a
decomposicao de C por A,

C=P)®Qx.
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Entao existem constantes positivas k e v tais que

IT)39 ]| < kelP=V g0, ¢ >0,¥6% € Qn;
T < kelBVH[@PA||, < 0,Vp! € Py

Demonstragao. Ver e.g. em [20, pdg.44] ou em [13, pag.181]. O

O resultado que se segue refere-se ao caso em que § = 0 acima e, conse-
quentemente A = (), pelo que Py = {0}.

Corolario 1.35. Se todas as raizes da equacdo caracteristica da equagdo
diferencial (1.2), isto é, da equagdo det A(N\) = 0, tiverem parte real nega-
tiva, entdo existem constantes positivas k e v tais que

IT(t)o|| < ke™[|0]], >0,V e C.
Demonstragao. Ver e.g. em [20, pdg.45] ou em [13, pag.182]. O

Tendo em conta as defini¢oes de estabilidade ja apresentadas na seccao
anterior, tal como em EDQO’s tem-se que se

max{Re\ : det A(\) =0} <0,

entdo a solucdo nula de (1.2) é uniformemente e exponencialmente assimpto-
ticamente estdvel. Se Re\ > 0 para algum A satisfazendo A()) = 0, entao
a equacao (1.2) é instdvel. Além disso, se det A(A) = 0 tem uma raiz nula
ou imagindria pura nao simples, entdo a equagao (1.2) é também instavel.

Vemos pois que, quando todas as raizes caracteristicas da EDF linear
(1.2) tém parte real negativa, entao a solucao nula é exponencialmente as-
simptoticamente estavel. De facto, esta propriedade mantém-se quando se
consideram pequenas perturbagoes (nao lineares) de (1.2), como veremos de
seguida.

Consideremos a seguinte equacao perturbada

onde L é como na equagao (1.2) e F' : C' — R™ é continuamente diferencidvel,
F(0) =0, DF(0) = 0.

Teorema 1.36. Suponhamos que L : C — R™ é um funcional linear e
continuo e a solugao nula de EDFR(L) € uniformemente localmente expo-
nencialmente assimptoticamente estdvel. Entdo a solucdo nula da equacdo
(1.9) € também uniformemente localmente exponencialmente assimptotica-
mente estdvel. Se Re\ > 0 para algum X\ satisfazendo det A(X\) = 0, entdo
a solu¢ao nula da equagdo (1.9) é instdvel.
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Demonstragao. Ver o Teorema 1.4.2 de [18] ou o Teorema 9.5.2 de [14]. [

O que este ultimo resultado nos diz é que a estabilidade uniforme e
exponencial assimptética local de uma solucao de equilibrio de uma equacgao
nao linear auténoma segue da estabilidade da sua equac¢ao linearizada em
torno do ponto de equilibrio. Para determinarmos a estabilidade de uma
equacao linear auténoma teremos de analisar a sua equacao caracteristica.

1.3 Sistemas Dinamicos e Invariancia

Nesta seccao vamos expor algumas propriedades fundamentais de EDFRs
auténomas.
Considere-se a EDFR(f) auténoma

@(t) = f(xt) (1.10)

e suponha-se que estamos em condigoes de existéncia e unicidade de solugoes
definidas para t > 0.
Defina-se o operador integral

T(t)(¢) = z(0), t=0.

A familia de transformacoes (T'(t))i>0 ¢ um semi-sistema dindmico con-
tinuo no espaco de Banach X = C([-r,0]; R™), ou seja, T'(t)z,t > 0,z € X,
é continuo em ¢, x e satisfaz as propriedades

T(0)=1, T(t+s)=T(HT(s), ts>0.

Para qualquer conjunto B C X, a drbita positiva y*(B) é definida como
YH(B) = Ui>oT'(t)B e o conjunto w-limite, w(B) é definido como

w(B)=JT®B.

s>0t>s

Uma drbita negativa que passa por um ponto x é uma fungéo ¢ : (—oo, 0] —
X tal que ¢(0) = x e, para qualquer s< 0, temos T'(t)¢(s) = ¢(t + s) para
0 <t < —s. De uma maneira ébvia, definimos o conjunto a-limite de uma
orbita negativa, mas no que se segue nao precisaremos deste conceito.
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Lema 1.37. Se (T'(t))t>0 € um semi-sistema dinamico em X e se a drbita
vt (x) é pré-compacta, entio w(x) é nao-vazio, compacto, conexo e invari-
ante. A mesma conclusdo € vdlida para qualquer conjunto conero H C X
para o qual v (H) seja pré-compacta. Finalmente tem-se, T(t)H — w(H)
quando t — 400.

Demonstragao. Ver e.g. em [14, pdg.105]. O

Definigao 1.38. Diz-se que um conjunto K C X atrai um conjunto H C X
se, para qualquer € > 0, existe um tog = to(H,e€) tal que T(t)(H) C B(K,¢)
para t > tg. Diz-se que T'(t),t > 0, é dissipativo pontualmente se existe
um conjunto limitado K C X tal que K atrai pontos de X. Diz-se que K é
um atractor global se K for invariante e atrair os conjuntos limitados de
X.

Um ponto de equilibrio de T'(t),t > 0, é um ponto x € X tal que T(t)x =
T.

Teorema 1.39. Suponha-se que (T'(t))i>0 € um semi-sistema dindmico em
X e que existe um conjunto compacto K C X que atrai conjuntos compactos
de X, e seja J = w(K). Entdo as sequintes conclusoes verificam-se:

i) J = w(K) € independente de K, é um conjunto ndo vazio, compacto
e invariante, e € mazrimal no que respeita a estas propriedades.

it) J € conexo.
iii) J € estdvel.
iv) Para qualquer conjunto compacto H C X, J atrai H.
Demonstragao. Ver e.g. em [14, pdg.109]. O

Teorema 1.40. Se existe t1 > 0 tal que T(t) é completamente continuo para
t >t eT(t),t >0, € dissipativo pontualmente, entdo existe um atractor
global conexo e compacto A e existe um ponto de equilibrio de T(t).

Demonstragdao. Ver e.g. em [14, pdg.113]. O

1.4 O Método dos Funcionais de Liapunov

Como vimos na secgao 1.2 para determinar a estabilidade de uma equagao
linear auténoma temos de analisar a sua equagao caracteristica. Ora, esta
andlise revela-se, geralmente, muito complicada, mesmo para EDFR’s com

18



apenas dois atrasos discretos ou para sistemas de EDFR’s com um atraso
discreto.

Para ultrapassar esta dificuldade usa-se, por vezes, o método dos fun-
cionais de Liapunov para obter condicoes suficientes para a estabilidade e
instabilidade de equilibrios de EDFR’s. Além disso, os resultados de esta-
bilidade obtidos deste modo sao, geralmente, globais, em contraste com os
resultados de estabilidade local obtidos pela andlise da equacgao caracteristi-
ca. Todas as definicoes, resultados e respectivas demonstracoes desta seccao
podem ser encontradas em [18].

No que se segue, apresentamos o método dos funcionais de Liapunov no
contexto de uma EDFR(f) como (1.1)

L(t) = f(t, )

onde f: R x C — R™ é completamente continua e f(¢,0) = 0.

Seja V : R x C' — R continua e z(o, ¢) a solugao de (1.1) que passa em
(0, ). Denotamos

V=Vte¢) = E% [Vt + b, zeqn(t, 9)) — V(t ¢)]

O préximo resultado contém resultados de estabilidade gerais do método
dos funcionais de Liapunov.

Teorema 1.41. Sejam u(s),v(s),w(s) : Rt — R continuas e nio decres-
centes, u(s) > 0, v(s) > 0 para s > 0, e u(0) = v(0) = w(0) = 0. As
sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

i) Se existe V: R x C' — R tal que

u(l6(0))
V(t,0)

V(t,¢) < v(l[4l])
—w(|p(0)])

entao x = 0 € uniformemente estdvel.

<
<

ii) Se, além de i), limg_, 4o u(s) = 400, entdo as solugoes de (1.1) sao
uniformemente limitadas, isto €, para qualquer o > 0, existe um [ =
B(a) > 0 tal que, parac € Re g € C, ||9|| < a, se tem |x(o,9)(t)| < 5
para todo t > o.
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iii) Se, além de i), w(s) > 0 para s > 0, entdo x = 0 € uniformemente
assimptoticamente estdvel.

Demonstragdao. Ver e.g. em [18, pag.27]. O

Consideremos agora uma EDFR auténoma

o(t) = f(2) (1.11)
onde f : C — R™ é completamente continua e as solugoes de (1.11) sao
Unicas e continuamente dependentes dos dados iniciais, definidas para ¢t > 0.

Denotamos por z(¢) a solugao de (1.11) que passa por (0, ¢).
Para um funcional continuo V' : C' — R, definimos

V(6) = T~ [V(en() — V(@)

h—0Tt h

ou seja, a derivada superior direita de V' ao longo de uma solucao de (1.11).
Precisamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 1.42. Dizemos que V : C — R € um funcional de Liapunov
num conjunto G em C' para a equagao (1.11) se for continuo em G e V <0
em G. Definimos também os segquintes conjuntos

E = {$peG:V(p) =0}
M = maior subconjunto de E que € invariante com respeito d equagdo (1.11).

Teorema 1.43. Se V é um funcional de Liapunov em G e xi(¢) € uma
solugdo limitada de (1.11) que permanece em G, entio w(p) C M, isto é€,
2(p) — M quando t — oo.

Demonstragao. Ver e.g. em [18, pag.30]. O

Definigao 1.44. Dada a equacao (1.11), suponha-se que x* é um seu equi-
librio. Diz-se que x* € globalmente assimptoticamente estdvel (num
conjunto S de solugoes de (1.11)) se x* ¢é estdvel e x(t) — x* quando
x — 400, para qualquer solug¢do z(t) em S.

Corolério 1.45. Suponhamos que a(.) e b(.) sdo func¢does nao negativas e
continuas, a(0) = b(0) = 0, lim,_ a(s) = +o0 e que V : C — R € continua
e satisfaz

V(9) = a(|9(0)]),  V(d) < —b(l9(0)])

Entao a solugdo x = 0 da equagdo (1.11) € uniformemente estdvel e toda
a solugdao € limitada. Se, além disso, b(s) > 0 para s > 0, entdo x = 0 é
globalmente assimptoticamene estdvel.
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Demonstragao. Ver e.g. em [18, pag.30]. O

A ideia para provar este 1ltimo coroldrio é observar que a estabilidade
uniforme de z = 0 segue directamente do Teorema 1.43 porque (1.11) é
auténoma e depois, usando o facto de V(¢) > a(|¢(0)]) e lims—ooa(s) =
400, prova-se que as solugoes sao limitadas. Com a condigao adicional
b(s) > 0 conclui-se que o conjunto M da definicao 1.42 se reduz a zero e a
estabilidade global segue do Teorema 1.43.

1.5 Analise Matricial

1.5.1 O Teorema de Laplace

O objectivo desta subseccao é formular o Teorema de Laplace, que da
um algoritmo para calcular o determinante de uma matriz quadrada por
meio da expansao nos chamados cofactores, definidos de seguida. Todos os
resultados desta secgdo podem ser encontrados em [19].

Se A é uma matriz quadrada n x n, entdao o determinante de uma subma-
triz de A, p x p com 1 < p < n, obtida de A tirando n — p linhas e colunas,
é chamado um menor de ordem p de A. Em mais detalhe, se as linhas e as
colunas que ficam sao dadas por indices

I<it<ig<...<ip<n, 1<ji<jp<...<jp<n (1.12)

respectivamente, entdao o correspondente menor p X p é denotado por

i1 Gy ... 1
Al T P ) =detlaj,a; |7 _ 1.13
(2 ) — et (113
Os menores para os quais i = ji para k = 1,...,p, sdo chamados os

menores principais de A de ordem p. Chamamos menor complementar do
menor de ordem p de A ao determinante da submatriz da matriz quadrada
A resultante da supressdo das linhas e das colunas listadas em (1.12). E
denotado por:

. . . C
A < 2‘1 Z'2 . ’L.p )
Ju oJ2 .- Jp
O cofactor complementar de (1.13) é entao definido por:
. . . . . . C
AC( i1 Gy ... i ) :(—1)5A< i1 iy ... dp >
JuoJ2 oo Jp Ji o J2 oo Jp
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onde s = (i1 +...+1ip) + (1 + ...+ jp)-

Apresentamos, finalmente, o Teorema de Laplace que nos permite calcu-
lar o determinante de uma matriz quadrada A utilizando os seus menores e
respectivos cofactores complementares.

Teorema 1.46. (Teorema de Laplace) Seja A uma matriz nxn arbitrdria e
escolha-se quaisquer p linhas (ou colunas) de A. Entao det A € igual a soma
de todos os C} menores que estao nessas linhas com os seus correspondentes
cofactores complementares:

detAzZA( iy )AC< U ip)

; Ju o J2 .-+ Jp Ju g2 - Jp

onde a soma se estende sobre todos os Cy conjuntos distintos de indices
(coluna), ji,...,5p (1 < j1 < ... < jp < n). Ou equivalentemente, usando

colunas,
detA:ZA(i.l R i.P>AC<i.1 2. i?’)
p Ju J2 ..o Jp Ju J2 - Jp
onde 1 <iyp <...<1i, < n.

Demonstragao. Ver e.g. em [19, pag.37]. O

1.5.2 O Teorema de Gerschgorin

O objectivo desta subseccao é fazer uma pequena anéalise da questao da
localizagao, no plano complexo, dos valores préprios de uma dada matriz
A (ver [9]). Um primeiro resultado de localizagdo resulta da estimativa
seguinte:

max |A| < [[A]],
A€o (A)

qualquer que seja a norma matricial escolhida. Esta estimativa significa
que todos os valores proprios de A se encontram no disco de C de centro
na origem e raio ||A||. Um resultado mais preciso é dado pelo Teorema de
Gerschgorin.

Dada uma matriz A = [a;;] de ordem n, defina-se

n
r, = Z |aij|, ’izl,...,n
J=1j#i
e seja
D;={z€C:|z—au| <r}

o disco de centro a;; e raio r;.
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Teorema 1.47. (Teorema de Gershgorin) Seja A um wvalor préprio de A.
Entao
n
AE U D;
i=1

Além disso, se m < n discos D; formam um conexo S C C, disjunto dos
restantes n — m discos, entdo S contém precisamente m valores proprios,
contando com as suas multiplicidades como zeros do polinémio caracteris-
tico.

Nota 1.48. Se dois discos D1 e Do se intersectam num sé ponto e a sua
unido € disjunta dos restantes, os dois valores proprios que existem em D1 U
Dy um estda em D1 e o outro esta em Do.

1.5.3 Propriedades das M-matrizes

Nesta secc¢ao introduzimos os conceitos de M-matriz e matriz fracamente
diagonalmente dominante e enunciamos algumas das suas propriedades. To-
dos os resultados apresentados nesta sec¢ao podem ser encontrados em [8].

Seja M, ,, o conjunto das matrizes reais com n linhas e m colunas e
M, o conjunto das matrizes reais quadradas de ordem n. Comegamos por
introduzir a classe Z,, (n > 1) que é o conjunto de todas as matrizes de M,,
cujas entradas nao diagonais sao todas nao positivas:

Zn:{A:[aik]EMn:aikgoparai7ék}

Vamos denotar a unido de todas as classes Z, por Z :=J,, Zn, n € N.

Definicao 1.49. Sejam v € R™ um vector de ordemn e A, B € My, ou seja,
matrizes quadradas reais de ordem n. Diz-se que v € um vector positivo,
v>0,sev; >0parai=1,...,n; diz-se que A é uma matriz positiva,
A >0, sea; >0parai,j=1,...,n. Além disso, diz-se que A > B se
A—-B>0.

Matrizes de classe K ou M-matrizes nao singulares

Antes de apresentarmos a definicdo de M-matriz nao singular ou matriz
de classe K vejamos o seguinte teorema fundamental:

Teorema 1.50. Seja A uma matriz de Z,. Entdo as sequintes propriedades
sao equivalentes:
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8.
9.

. Existe um vector x > 0 tal que Ax > 0.

Ezxiste um vector x > 0 tal que Az > 0.

Eziste uma matriz diagonal D de entradas diagonais positivas, tal que
as entradas da matriz AD = [w;| satisfazem a condi¢ao

wii>Z|wikl, 1i=1,...,n
k#i

ou seja, sendo d;, i = 1,...,n, as entradas nao nulas da matriz D,
tem-se

diaii>2dj]aij\, 1=1,....n
J#

. Sempre que B € Z,, e B> A, entao B € nao singular.

Todo o valor préprio real de qualquer submatriz principal de A € posi-
tivo.

Todos os menores principais de A sao positivos.

Para cada k = 1,...,n, a soma de todos os menores principais de
ordem k da matriz A € positiva.

Todo o valor proprio real da matriz A € positivo.

A parte real de qualquer valor préprio de A € positiva.

Demonstragao. Ver e.g. em [8, pag.114]. O

Definicao 1.51. Diz-se que uma matriz de Z € uma M-matriz nao sin-
gular ou uma matriz de classe K se satisfizer (para o n correspondente)
uma das condicoes do Teorema 1.50 e logo todas elas.

Matrizes de classe Ky ou M-matrizes

Comecamos por apresentar o seguinte resultado:

Teorema 1.52. Seja A uma matriz de Z,. Entdo as sequintes propriedades
sao equivalentes.

1.
2.

A+ € € de classe K para qualquer € > 0.

Qualquer valor proprio real de qualquer submatriz principal de A € ndo
negativo.
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3. Todos 0s menores principais de A sGo ndo negativos.

4. Para cada k = 1,...,n, a soma de todos os menores principais de
ordem k da matriz A € nao negativa.

5. Todo o valor prdprio real de A € nao negativo.

6. Todo o valor proprio da matriz A tem parte real ndo negativa.
Demonstragdao. Ver e.g. em [8, pag.121]. ]

Este teorema motiva a proxima definicao.

Definicao 1.53. Diz-se que uma matriz de Z € uma M-matriz ou uma
matriz de classe K\ se salisfizer (para o m correspondente) uma das
condigoes do Teorema 1.52 e logo todas elas.

Observe-se o seguinte:

Teorema 1.54. Uma matriz de classe Ky € uma matriz de classe K se e
s0 se € nao-singular.

Demonstragao. Ver e.g. em [8, pdg.122]. O

Os préximos resultados estao relacionados com certas propriedades das
matrizes de classe K e de classe K.

Teorema 1.55. Se A é uma matriz de classe K, entdo AT é uma matriz
de classe K. Se A é uma matriz de classe Ky, entdo AT é wma matriz de
classe Ky.

Demonstragao. Ver e.g. em [8, pag.123]. O

Teorema 1.56. Se A é uma matriz de classe K, B € Z e B > A, entao
B € uma matriz de classe K. Se A € uma matriz de classe Ko, B € Z ¢
B > A, entdo B ¢ uma matriz de classe K.

Demonstragao. Ver e.g. em [8, pag.123]. O

Definicao 1.57. Uma matriz A € M, diz-se redutivel se se tem uma das
sequintes situagoes:

I.n=1o0ouA=0.
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2. Sen > 2, existe uma matriz de permutagcio P € M,, e um inteiro r
com1<r<n-—1 tal que

B C
T _
prar=[ 2 €]
onde Be M,, De M,,_,, Ce My, e0 € M,_,.

Uma matriz que ndo seja redutivel diz-se irredutivel.

Desta definicao resulta que A é uma matriz redutivel se e sé se existir
uma permutagao, ou seja, uma troca de linhas e colunas em simultaneo, que
transforme a matriz A numa matriz da forma:

0 AQQ el e Agk
. 0 .
L0 0 A
com Aj;; irredutivel ou zero parai=1,..., k.

Teorema 1.58. Se A € uma matriz de classe Ky e € irredutivel, entao existe
um vector x > 0 tal que Ax > 0.

Demonstragao. Ver e.g. em [8, pdg.124]. O

Teorema 1.59. Se A € Z e se existe um vector positivo x tal que Az > 0,
entao A € uma matriz de classe K.

Demonstragao. Ver e.g. em [8, pag.124]. O

Note-se no entanto que, em geral, a reciproca do Teorema 1.59 nao é
verdadeira.

Teorema 1.60. Seja A € Z uma matriz irredutivel. Entdo as seguintes
afirmacdes sdo equivalentes:

1. Existe um vector x > 0 tal que Ax > 0.
2. Eziste um vector x > 0 tal que Ax > 0, Ax # 0.
3. A € uma matriz de classe K.

4. A7t > 0.
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Demonstragao. Ver e.g. em [8, pag.124]. ]

Finalmente introduzimos o conceito base do Capitulo 2, o de matriz
fracamente diagonalmente dominante, e relacionamos este mesmo conceito
com o conceito de M-matriz desenvolvido anteriormente.

Definicdo 1.61. Dada wma matriz A € M,,, seja A = [aij] a matriz de

entradas
- i, S€L=1]
aij = {

laij|, sei#j

A matriz A diz-se fracamente diagonalmente dominante se todos
08 menores principais de —A sdo ndo-negativos.

Note-se que, de acordo com a definicdo de M-matriz dada anteriormente,
dizer que A é uma matriz fracamente diagonalmente dominante é equivalente
a dizer que a matriz —A correspondente é uma M-matriz.

1.6 Sistemas de Lotka-Volterra: uma introducao
biolégica

Nesta seccao introduzimos alguns conceitos usados em dinamica popula-
cional e motivamos o estudo de certas interacgoes entre organismos existentes
na natureza que podem ser modeladas por sistemas de Lotka-Volterra. As
principais referéncias desta secgao sao [15], [7], [10] e [4].

1.6.1 A ecologia das populagoes

A Ecologia estuda as relagoes entre os organismos e o seu meio ambiente,
incluindo, em particular, as interacgoes entre diferentes espécies.
Comegamos por observar que nenhuma populacao pode crescer indefinida-
mente a uma taxa constante, ou seja, ter um crescimento exponencial do
tipo:
T =rz (1.14)

onde x representa a densidade populacional da espécie considerada e r > 0
a taxa de crescimento. O crescimento incontrolado das populagbes nao é
realista pois atinge rapidamente os limites dos recursos naturais. Assim
vamos partir do principio que as populagoes crescem segundo a FEquacdo
Logistica:

& =rz (1—%) (1.15)
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onde x representa a densidade populacional da espécie considerada, r a taxa
de crescimento e K > 0 é a “carrying capacity” do meio. As populagbes que
apresentam este tipo de crescimento regulam a sua densidade em fungao dos
recursos do meio.

Num ecossistema existe uma rede de dependéncias entre organismos
com centenas de componentes que sao bastante dificeis de modelar. Numa
primeira aproximagao podemos distinguir trés situagoes bésicas:

e Competicao: Duas espécies sao rivais na exploracao de um recurso
comum e limitado. Quanto maior é a densidade de uma das espécies,
mais prejudicial é para a outra espécie. Devido a importancia da
competi¢do como um factor limitante na evolucao, esta situacao tem
atraido uma atencao consideravel.

e Cooperacdo: Esta situacao é inversa da competicao pois ambas as es-
pécies beneficiam da presenca da outra. Quanto maior é a densidade de
uma das espécies, melhor é para a outra espécie. E um exemplo desta
relagdo, o liquen, que é uma associacao entre uma alga e um fungo.
Estas relacoes de mutualismo tém recebido pouca atengao em ecologia
tedrica comparativamente com a competicdo mas sao extremamente

importantes na comunidade bidtica.

e Parasitismo: Esta é uma relagdo assimétrica em que os parasitas beni-
ficiam da presenca do hospedeiro mas este nao é beneficiado pela pre-
senca do parasita. A Predacdo, cujo estudo iremos aprofundar nas
préximas secgoes, pode ser considerado um caso extremo de para-
sitismo em que o predador é parasita da presa.

1.6.2 Sistemas de Lotka-Volterra para duas populagoes

As interacgoes entre duas populacoes de que falaremos nesta subsecgao
sao geralmente modeladas por sistemas de Lotka-Volterra.

Predacao

Motivado pelo aumento inesperado de peixes predadores no Mar Adridti-
co nos anos que se seguiram a Primeira Guerra Mundial, Volterra estudou e
apresentou o primeiro modelo de um sistema presa-predador. Assumuiu que
a taxa de crescimento da populagao de presas, x, na auséncia de predadores,
é dada por uma constante positiva a, mas decresce linearmente como fungao
da densidade do predador y. Na auséncia de presas, os predadores nao
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sobrevivem, o que se traduz numa taxa de crescimento negativa, mas a
sua densidade cresce com o aumento da densidade de presas. Isto leva ao
seguinte sistema:

(oo 110
onde a, b, c,d > 0.
Podemos escrever imediatamente trés solugoes deste sistemas:
i) 2(t) = y(t) = 0
ii) z(t) =0 y(t) = y(0)e™* (para qualquer y(0) > 0)
iii) y(t) =0 x(t) = x(0)e™ (para qualquer z(0) > 0)
a que correspondem as trés érbitas:
i) a origem (0,0) que é um equilibrio.
ii) o semi-eixo positivo dos y.
iii) o semi-eixo positivo dos x.
Juntas, estas trés érbitas formam a fronteira do octante positivo
R% = {(z,y) e R : 2 >0,y > 0} (1.17)

Visto que as densidades populacionais tém de ser nao-negativas, vamos
apenas considerar a restrigaio da equagdo (1.16) a R%. Este conjunto é
invariante no sentido em que qualquer solucao que comece neste conjunto
permanece nele para qualquer instante (positivo ou negativo) em que estiver
definida.

Existe um tinico equilibrio em int]R%r. Este equilibrio, que vamos denotar
por F = (Z,7), satisfaz as equagoes

T(a—by) =
y(—c+dz) =
Visto que z > 0 e y > 0, isto implica

T =

C a
S == 1.1
7 =3 (1.18)
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Figura 1.1: Representacao das 6rbitas de (1.16) em R2.

e é possivel provar que F' é circundado por érbitas periddicas, ou seja, F' é
um centro. Como podemos ver na Figura 1.1, as densidades de predador
e presa vao oscilar periodicamente, com ambas amplitude e frequéncia das
oscilagoes dependendo das condicoes iniciais. F' é assim um equilibrio estével
mas nao assimptoticamente estavel.

Vimos que a equagao (1.16) tem a particularidade de, na auséncia de pre-
dadores, a populacao de presas estar sujeita a crescimento exponencial: & =
ax. Esta caracteristica do modelo nao é, de todo, realista por isso passamos
a considerar a competicao dentro da populacao de presas e assumimos o
crescimento logistico da mesma: @ = x(a—ex). Também podemos considerar
o crescimento logistico da populacao de predadores embora esta nunca cresga
indefinidamente. As equacoes de Lotka-Volterra para a predagéao passam a

ser:
& =xz(a—ex —by)
O (149

com a,b,c,d,e >0e f > 0. Mais uma vez, Ri ¢é invariante. A sua fronteira
consiste em cinco érbitas: os dois equilibrios O = (0,0) e P = (£,0), os dois
intervalos (0, %) e (%, +00) do semi-eixo positivo dos x e o semi-eixo positivo
dos y.

Para termos uma ideia do que se passa em intRi na presenca das duas
populacoes, vamos analisar as #soclinas, que sdo os conjuntos onde o campo
vectorial é vertical, a z-isoclina e onde o campo vectorial é horizontal, a

y-isoclina. Estes conjuntos satisfazem as seguintes equagoes

ex+by = a (1.20)
de — fy = ¢ (1.21)
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Figura 1.2: Representacdo das 6rbitas de (1.19) em R2.

respectivamente. Dependendo dos parametros, estas linhas podem ou nao
intersectar-se em intRa_. Os graficos da Figura 1.2 ilustram os dois casos.

No primeiro caso, os predadores irao desaparecer e a populagao de presas
converge para o limite ¢, que corresponde a “carrying capacity” da equacao
logistica © = x(a — ex) que, na auséncia do predador, regula o seu cresci-
mento.

No segundo caso as isoclinas intersectam-se num ponto F = (Z,y) em
intR2 | este ponto é um equilibrio e as suas coordenadas satisfazem o sistema
linear formado pelas equagoes (1.20) e (1.21). A anédlise dos valores préprios
da matriz associada a equacao linearizada de (1.19) em torno de F revela
que as Orbitas descrevem espirais que se aproximam de F', ou seja, este é um
equilibrio assimptoticamente estavel.

Competicao

Pretendemos modelar a interacgao de duas espécies competidoras. Se x
e y denotarem as suas densidades, entao as suas taxas de crescimento i /x
e y/y vao ser fungoes decrescentes de ambos x e y, visto que a competicao
pode ocorrer entre individuos de espécies diferentes, denominando-se intere-
specifica, ou entre individuos da mesma espécie, denominando-se intraespe-
cifica. Assumindo que este decrescimento é linear e que as duas populacoes
em competicao tém crescimento logistico, o modelo Lotka-Volterra para a
competicao entre duas espécies é o seguinte:

& =z(a—bx — cy)
e 22

onde a,b,c,d, e, f > 0, a e d representam as taxas intrinsecas de crescimento,
a/b e d/e representam as “carrying capacities” das espécies x e y, respecti-
vamente, enquanto que as razoes c¢/b e f/e representam os coeficientes de

31



competicao da espécie y sobre a espécie x e da espécie x sobre a espécie y,
respectivamente. Mais uma vez, visto que a fronteira de Ri_ ¢ invariante,
também o é R%r. De facto, na auséncia de uma das populagoes, a outra segue
o crescimento logistico.

As z- e y- isoclinas satisfazem
a—br—cy = 0
d—exr—fy = 0

em intRi. Estas sao rectas de declive negativo. Da andlise das isoclinas
podem ocorrer as trés situacoes ilustradas na Figura 1.3.

“a \l \“\
A, ) T 4
LN o N o o4
i e b X
l Sy , 1 o X ;.
o \ -~ / ; s
5 SR S = L} B \ 2y

Figura 1.3: a), b) e ¢): Representacoes do campo vectorial de (1.22) em R2.

Na situacdo a) as duas rectas nao se intersectam e nao é possivel a
coexisténcia. Se assumirmos que a/b = d/e, ou seja, que as espécies sao
ecologicamente muito parecidas, verificamos que uma espécie elimina a outra
se a primeira ultrapassar a competicao intraespecifica dentro da segunda, por
exemplo, no caso em que a espécie z elimina a espécie y tem-se f/e > 1 e
c/b < 1.

Nas situagoes b) e ¢) as duas isoclinas intersectam-se num ponto F =
(Z,y) cujas coordenadas sdo positivas e satisfazem as equagoes acima.

A matriz de linearizagao de (1.22) dada por

B(p) 4(r)
A=\ dr) dm

onde fi(z,y) = x(a — bx — cy) e fa(x,y) = y(d — ex — fy), em torno do

equilibrio F' = <Z§:gg, Z‘;:‘Zg) ¢ a seguinte:

b —cz
A‘[—ey f@]
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Na situagao b) os valores préprios de A tém todos parte real negativa
logo F' é um equilibrio assimptoticamente estavel. Na pratica, este é o inico
caso em que a coexisténcia entre as duas espécies é possivel, nao obstante o
facto de competirem.

Na situacao c) tem-se det A = zy(bf — ce) < 0 e consequentemente F
é um ponto de sela. Neste caso, matematicamente a coexisténcia é possivel
pois existe um ponto de equilibrio mas, como este equilibrio é instavel, na
realidade bioldgica a coexisténcia nao é possivel. A espécie que acaba por
ser eliminada depende das condicoes iniciais do sistema, chamando-se por
isso competicdo contingente. Se assumirmos novamente a/b = d/e, neste
caso em particular tem-se f/e > 1 e ¢/b > 1, ou seja, a competicao interes-
pecifica é mais forte que a competicao intraespecifica. Este caso é um dos
modelos matematicos mais simples que prevé a existéncia de comunidades
estaveis alternativas que sao espécies que eliminaram no passado outras es-
pécies competidoras e agora vivem sozinhas.

1.6.3 Sistemas de Lotka-Volterra para mais de duas popu-
lagoes

Nesta subsecg@o vamos considerar n espécies diferentes vivendo juntas
num mesmo “habitat” onde a taxa de crescimento de cada uma das espécies
depende da quantidade de todas as outras. Denotando a quantidade da i-
ésima espécie por z;, (i = 1,2,...,n) a dindmica é traduzida pelo sistema
de equacoes diferenciais de tipo Kolmogorov,

:'U,'::cifi(xl,:vg,...,xn), i:1,2,...,n. (1.23)
O espaco de fase para este tipo de sistema é:

"={r=(x1,...,2p) ER":2; > 0parai=1,...,n}

Os pontos fronteira de R’} estao nos hiper-planos coordenados z; = 0,
que correspondem aos estados onde a espécie i estd ausente. Estas “faces”
sao invariantes, visto que x;(t) = 0 é a tunica soluc¢ao da i-ésima equacao de
(1.23) satisfazendo ;(0) = 0. Assim, a fronteira frR’}, e consequentemente
todo o R}, sao invariantes sob (1.23). Logo, também ¢ invariante intR’ o
que significa que se z;(0) > 0 entdo z;(¢t) > 0 para todo t. A densidade z;(t)
pode, no entanto, aproximar-se de zero o que significa a extincao da espécie.
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O carécter da relag@o entre a espécie j e a espécie i é determinada pela res-
posta da taxa de crescimento per capita &;/z; ao aumento de z; e vice versa
trocando os indices j e 7, ou seja, a relacao depende do sinal da derivada de
fj com respeito a x;, e vice versa. Existem trés casos especiais importantes:

i) Se para cada j # i e em todo o octante positivo se tem fj’-xl_ i’xj <0,
entdao dizemos que (1.23) representa um sistema presa-predador; se

/ / x 7 s .2 ;e .
fiz, <0 fiz, >0 entao a espécie j é presa da espécie i.

ii) Se para cada j # i e em todo o octante positivo se tem f;xi < 0, entao
dizemos que (1.23) representa um sistema de competi¢ao.

iii) Se para cada j # i e em todo o octante positivo se tem f]’-xi > 0, entao
dizemos que (1.23) representa um sistema de cooperagao.

Naturalmente pode acontecer que o sistema de equagoes (1.23) nao traduza
nenhum dos trés casos mencionados anteriormente podendo conter relagoes
presa-predador entre algumas espécies e de competicao e de cooperacgao entre
algumas das outras espécies.

A equacgao geral de Lotka-Volterra

A equacao autonoma geral de tipo Lotka-Volterra para n populagoes é
da forma

n
T; = x; ri+2aij:nj 1=1,...,n. (1.24)
j=1

Os z; denotam as densidades das espécies, os 7; sao as taxas de cresci-
mento (ou de decrescimento) instrinsecas, e os a;; descrevem o efeito da
j-ésima populacao sobre a i-ésima populacao, que é positivo, se incentiva o
crescimento, ou negativo, se inibe o crescimento. Todos os tipos de inter-
accao podem ser modelados desta maneira, se assumirmos que a influéncia
de todas as espécies nas taxas de crescimento é linear e auténoma. A matriz
A = [a;;] é chamada a matriz de interacgdo. Assim, o sistema (1.24) é de
presa-predador, de competicao ou de cooperagao, consoante se tem, para
todo j # 1, (i) ajia;; < 0; (ii) aj > 0; e (iii) aj; < 0; respectivamente.

A simulacao numérica mostra que, mesmo no caso de trés populagoes,
esta equacao pode gerar um movimento cadtico: o comportamento assimpté-
tico das solucoes consiste em oscilagoes muito irregulares e tém uma grande
sensibilidade em relagdo as condicoes iniciais. O comportamento a longo
prazo é imprevisivel, como ilustra a Figura 1.4.
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X1

x2

Figura 1.4: Representacdo das érbitas de (1.24) em R3.

Os pontos de equilibrio de (1.24) em intR’} sao as solugoes das equagoes
lineares

n
T + E aijxj:O 1=1,...,n
Jj=1

cujas componentes sejam positivas. O proximo teorema relaciona a estabili-

dade de um equilibrio interior positivo de (1.24) com a matriz de interacgao
A.

Teorema 1.62. Considere-se (1.24) com a;; > 0 para todo i # j e suponha-
-se que esta admite um equilibrio interior x*. Entdo as sequintes afirmacoes
sdo equivalentes:

1. Todas as orbitas em R’} sao uniformemente limitadas quandot — +o00;

2. A matriz —A € uma M-matriz ndo singular.

3. O equilibrio x* € globalmente assimptoticamente estdvel.
Demonstragao. Ver e.g. em [15, padg.191]. ]

Nos proximos capitulos o nosso objectivo serd chegar a um resultado
semelhante a este mas para equacgoes de Lotka-Volterra de n populagoes
com atrasos discretos.

1.6.4 Equacgoes de Lotka-Volterra com atrasos discretos

Nesta subseccao vamos introduzir modelos traduzidos por sistemas de
EDF’s retardadas. Estas equacbes tém sido usadas como modelos em di-
versas areas da ciéncia tais como na dinamica populacional, na modelagao
de redes neuronais ou na epidemiologia e o seu uso tem como objectivo
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tornar os modelos mais proximos da realidade biolégica que tentam descre-
ver. De facto a introducao de atrasos temporais nas equacoes diferenciais
surge naturalmente nos modelos matematicos em biologia de modo a incluir,
por exemplo, os periodos de maturagao das espécies, as transmissoes sinapti-
cas entre os neurénios ou o tempo de incubacao em modelos epidemiolégicos.

No capitulo 2 desta tese, estudamos o sistema para n espécies de tipo
Lotka-Volterra com atrasos discretos da forma:

n
Ui = Yi Ti+zaijyj(t_7ij) ;o it=1,....n
=1

O atraso tem um papel particularmente importante neste tipo de modelo
em dinamica populacional, na medida em que temos de ter em conta que a
descendéncia tem de atingir uma certa maturidade antes de tomar parte no
processo reprodutivo e no processo de obtencao de alimento.

Se considerarmos que este modelo traduz uma situagao presa-predador,
por exemplo entre a espécie k (presa) e a espécie j (predador), podemos in-
trepertar os atrasos nos termos y;(t — 7x;), na k-ésima equacao, e yi(t —7ji),
na j-ésima equacao, como um atraso de caca e como um atraso na matu-
ragao do predador, respectivamente.

No capitulo 3 analisaremos dois sistemas n-dimensionais de equacgoes
com atrasos. O primeiro deles modela uma rede neuronal consistindo em n
elementos com conexoes arbitrarias da forma:

U;(t) = —bju;(t) + Z aijgj(uj(t - Tz’j)) + J;
j=1

Os atrasos sao nao-negativos e aqui sao interpretados como o tempo das
transmissoes sinapticas entre os neurdnios, visto que estas transmissoes nao
sao instantaneas. A matriz A = [a;;] é chamada a matriz de conexdo em que
as entradas a;; podem ser nimeros reais arbitrarios, com ntimeros positivos
a representarem conexoes excitatorias e nimeros negativos a representarem
conexoes inibitdrias, as constantes b; sao chamadas constantes de decresci-
mento RC e sao positivas, as constantes J; representam os inputs neuronais e
podem ser ntimeros reais arbitrarios. Neste caso consideramos que a fungao
de transferéncia g é nao linear.
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O segundo é um sistema de Lotka-Volterra da forma
n
gi(t) = i(t) ri — bigi(t) + > aijy;(t — 7i5)
j=1

onde 7;,b;,a;5 € R, 75 > 0, 4,5 = 1,...,n. Aqui os atrasos podem ser
interpretados como tempos de maturacao da presa ou tempos de caga do
predador.
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Capitulo 2

Estabilidade de Sistemas de
Lotka-Volterra com atrasos
discretos

2.1 Introducao

Neste capitulo, o nosso objectivo é estudar a estabilidade assimptética
local e global de sistemas de Lotka-Volterra com atrasos discretos. Estes
sistemas sao muito importantes em estudos de dinamica de populacoes. Para
analisar a estabilidade local do sistema de equactes nao lineares de Lotka-
Volterra em estudo faz-se a sua linearizacao. Na Seccao 2.2 é feita a andlise
da estabilidade local da equacao linearizada em torno de um equilibrio posi-
tivo que se supode, a partida, existir. Na Seccao 2.3, prova-se a estabilidade
assimptotica global do equilibrio da equagao nao linear inicial. Este estudo
baseia-se em [16].

Considere-se o seguinte sistema de equacoes de Lotka-Volterra:

n
gi=vi | ri+ Y agyt—7) |, i=1,...n, (2.1)
j=1
com
Ti; >0 paral<i#j<ner;=0parai=1,...,n, (2.2)

e suponha-se que existe um vector de coordenadas positivas y* com

r+ Ay* =0, (2.3)
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onde r = [r1,...,7m,] e A = [a;j]. Este vector y* = (y,...,v)) é um equi-
librio para (2.1), i.e., y(t) = y* é uma solugao (constante) de (2.1). Note-se
que para (2.1) é assumido que os atrasos “diagonais” 7;; sao nulos.

O principal objectivo deste capitulo é mostrar que o equilibrio y* de
(2.1) é globalmente assimptoticamente estavel se e s6 se a matriz A verificar
determinadas condigoes dadas no resultado central do capitulo, que serd
enunciado no inicio da secgao 2.3.

Vamos comegar por encontrar a linearizagao da equacao (2.1) em torno
do equilibrio y*. Para isso fazemos a mudanca de varidvel z(t) = y(t) — y*

m (2.1):

n
Bi(t) = (wity)) |ri+ D ai(z(t —7i5) +y})
n

n
Z Yi Qi T t—n])+xlzammj(t—7'm) (2.4)

7=1

termo linear termo nao linear

A linearizagao de (2.1) em torno do equilibrio y* ¢ entao:

n
xz:Zy*aijxj(t—Tij), i=1,...,n (2.5)

2.2 Estabilidade Assimptdética Local

O objectivo desta seccao é encontrar condicoes sobre a matriz A para
que a solugao trivial de (2.5) seja assimptoticamente estével, para qualquer
escolha de atrasos satisfazendo (2.2).

Para isso, de modo a simplificar a notagao, escreva-se a equacao linear
(2.5) na forma

mexj —Ti), parai=1,...,n, (2.6)

com T;; satisfazendo (2.2) e em que notamos por B a matriz cuja entrada ij

é dada por b;; = yfa;j, para y* = (y{,...,y5), ,i=1,...,n
O principal resultado desta seccao é:
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Teorema 2.1. A equagdo (2.5) € assimptoticamente estdvel para todas as
escolhas de atrasos da forma (2.2) se e s6 se a;; < 0 para i = 1,...,n,
detA # 0 e A € fracamente diagonalmente dominante.

No que se segue notaremos por —A a matriz definida por
~ Qi 1= ]
aij = .
N { laijl, i#j

Observagao 2.2. Notemos que as condicoes impostas no Teorema 2.1 sao
validas para a matriz A se e s6 se sdo validas para a matriz B. Com efeito,
visto que por hipdtese y; >0 parai=1,...,n, temos

© a; <0&b; <0, Vie{l,...,n}
o det A= (y})1...(y5) " tdet B, logo det A # 0 se e s6 se det B # 0.

e 0s menores principais de —A de ordem i, i = 1,...,n, que notamos
det(—A4;), escrevem-se como

det(—A:) = (yi) ™" ()" det(~By)

logo, para cada i € {1,...,n}, det(—A;) > 0 se e sd se det(—B;) > 0,
pelo que se conclui que A € fracamente diagonalmente dominante se e
s se B o €.

Assim, tendo em conta a observacao anterior, provaremos o Teorema 2.1
estabelecendo as condigoes necessarias e suficientes para a matriz B, em vez
de para a matriz A.

Como se viu na secgao 1.2.1, a equagao caracteristica de uma EDFR

linear do tipo
i = L(zy), (2.7)

onde L(¢) = (L1(6),-..,Ln(@)) e Li : C = C(|~h,0,,R") — R é um
operador linear limitado, i = 1,...,n, ¢ € C, escreve-se como

det <)\I L (e)"l)) ~0, (2.8)
onde

h= max el <e’\’I> = [ L (e’\'el) .. L (e/\'en) ] = [Li (e)"ek)hk

1<i,j<n
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em que os e, k =1,...,n, representam os vectores da base canénica de R™.
A equagao (2.6) tem a forma (2.7) com cada componente i do operador linear

L dada por L;(¢) = 2?21 bij¢;(—7ij), para ¢ = (¢1,...,¢n). A entrada ik
de L (eA‘I) é

L; (e’\'ek) = bye Tt sei#k,

Lk (e’\'ek> = bkk se1=k.

Assim, a equagao (2.8) é dada por

big — A b1267>‘7—12 R blnefATl"
bgleiATZI bas — A Ce aneiAﬁ"
det . ) . ) =0, (2.9)
bpre Al bpee Am2 . b — A
A(B)(\,7)

em que denotamos por A(B)(A,7) a matriz de entrada ij igual a (b;; —
Aoij)e i e T = [1;4].

Por resultados de estabilidade de EDFR’s lineares ja abordados no capi-
tulo anterior sabemos que x(t) = ce* é uma solucdo de (2.6) para algum
c # 0 se e s6 se A satisfaz (2.9). Além disso, a solucao z = 0 de (2.6) é
assimptoticamente estavel se e s6 se todas as raizes de (2.9) tém parte real
negativa.

Para provar o Teorema 2.1 serao estabelecidos alguns resultados auxili-
ares.

Lema 2.3. Se B ¢ fracamente diagonalmente dominante, entdao todas as
raizes de (2.9) tém parte real negativa, com a possivel excep¢ao de A = 0.

Demonstra¢do. Vamos primeiro considerar o caso em que B é uma matriz
irredutivel.

Comecemos por observar que se B é fracamente diagonalmente domi-
nante e irredutivel, a matriz — B é uma M-matriz irredutivel. Assim segundo
o Teorema 1.58 se a matriz — B é uma M-matriz irredutivel, entao existe um
vector ¢ > 0 (¢ € R™) tal que: —Be > 0, ou seja, Be <0, o que implica que

existem ¢; > 0,7 =1,...,n, tais que Z?:l bijc; < 0, ou seja,
n
biici—l—Z\bij]cj <0 paraz=1,...,n. (2.10)
J#i
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Suponha-se, com vista a um absurdo, que para algum conjunto de atrasos
7;; satisfazendo (2.2), existe uma raiz A de (2.6) com ReX > 0. Considerando
a matriz Q = [g;j], onde g¢;; = b;je 7, tem-se que A é um valor préprio
de Q. Observemos que ¢; = by < 0 e |g;j| = ]bij\e*Re’\”j < |bsj| porque

Re(A) > 0. Assim, (2.10) implica

n
qiici+Z|qij\cj <0 parai=1,...,n. (2.11)

J#i
Consideremos agora a matriz Q = [ci_lqijcj] semelhante a . Multi-
plicando cada desigualdade em (2.11) por C;l, i1 =1,...,n, e aplicando o

Teorema de Gershgorin a matriz @), concluimos que o valor préprio A de Q
estéd contido num circulo com centro ci_lqiici < 0 e raio quanto muito igual
a D i ¢; Haijle; < |gii| (para algum 7). Assim temos Rel < 0 ou A = 0, o
que vai contra a hipdtese de que partimos.

Suponha-se agora que B é uma matriz redutivel. Neste caso, sabemos
que existe uma matriz de permutacao P tal que:

KoL, Klm
P'BP =K = SO
0 Ky
onde os blocos diagonais Kj;, j = 1,...,m sao irredutiveis ou zero e a soma
das dimensoes dos blocos diagonais Kj;, j = 1,...,n é igual a n.

O nosso objectivo é aplicar o que foi anteriormente provado para ma-
trizes irredutiveis aos blocos diagonais de K. Para isso, vejamos que os
blocos diagonais sao fracamente diagonalmente dominantes. Vamos fazé-lo
utilizando a caracterizagdo alternativa de matriz fracamente diagonalmente
dominante dada no Teorema 1.52 que afirma que uma matriz A é fracamente
diagonalmente dominante se todo o valor préprio de —A tem parte real nio
negativa, ou seja, Re(—A) > 0.

Visto que as matrizes B e K sdo semelhantes, as matrizes —B e —K
também o sao, donde tém os mesmos valores préoprios. Por outro lado, A é
valor préprio de K se e s6 se existe i € {1,...,m} tal que A é valor préprio

de Kj;. Logo, Re(—Kj;) > 0, parai=1,...,m.
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Como a equagao (2.9) é equivalente & equagao

AE)MNT) oo AEm)(\7)
det : =0, (2.12)
0 A(K )\, 7)
A(K) (A7)

tem-se

detA(K)(\,7) =0 < ﬁdetA(ij)()\,T) =0
j=1
e Fje{l,....,m}:det(AK;)(\ 1)) =0.

Como Kj; é irredutivel para qualquer j € {1,...,m}, pelo resultado
anterior para matrizes irredutiveis, as raizes nao nulas de (2.9) tém parte
real negativa, o que conclui a demonstracao. O

Lema 2.4. Sedet B # 0 e B € fracamente diagonalmente dominante, entao
a equagao (2.6) é assimptoticamente estdvel para todas as escolhas de atrasos
da forma (2.2).

Demonstragao. Pelo Lema 2.3 concluimos que as raizes de (2.9) tém sempre
parte real negativa a nao ser que sejam zero. Por outro lado, A(B)(0,7) = B,
logo a solucdo A = 0 de (2.9) é possivel s6 se det B = 0, portanto esta
hipétese fica excluida. Assim, (2.6) é assimptoticamente estével. O

Antes de continuarmos, relembramos um importante resultado da Anélise
Complexa, o Teorema de Rouché, cuja demonstracdao pode ser encontrada
em [3].

Teorema 2.5. (Rouché) Sejam f e g funcgdes analiticas num dominio §)
simplesmente conexo e v uma curva de Jordan contida em €, onde

l9() <1f (), zen.

Entao as funcoes f e f+ g tém o mesmo numero de zeros no interior
de .

Lema 2.6. Se b; < 0 para qualquer i = 1,...,n e det(—B) < 0, entao
existem atrasos T;; satisfazendo (2.2), tais que a equagao (2.9) tem uma
solugao X com ReX > 0.
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Demonstragao. Consideremos a fungao

bi1 — ze  bge M2 bpe”FMn
bype#Mm21 bog —ze ... bope #Mn

F(z) = det , ) ) i (2.13)
bpie #Mmt boe FMn2 o b, — z€

onde,

S %, para b;; <0
K 1, parab; >0

Para z = x4+ 2mi, onde x é real, vamos calcular Fyy(z). Para isso observe-
mos que:
bije—zni]- _ bije—(z+27rz)mj
bije—rﬁije—zﬂ'inij

. { —‘bij’efxnij(_l) se bij <0

bije_m“j.l se bij >0
|bijle™ .
Assim,
b11 |b12’€—zn12 .. |b1n|6_$m"
|bzl ’6—967721 boo - |b2n|€_m72"
D(z) := Fo(x + 2mi) = det
|bpile” My |bpale” M2 bnn

Em particular, tem-se F(0) = D(0) = det B.

Consideremos entao a fungao real de varidvel real G : R — R tal que
G(z) = (-1)"D(z),Vx € R. Calculemos o valor desta fun¢ao no ponto z = 0
e em oo:

G(0) = (=1)"D(0) = (—1)"det B = det(—B) < 0,
G(oo) = (=1)"D(o0) = (=1)" lim D(z)

by O ... 0
0 b22 0
= (—1)"det R
0 0 ... b

= (—1)”[)11 e b = ‘bn| e |bnn| > 0.
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Visto que temos G(0) < 0 e G(o0) > 0, pelo Teorema do Valor Inter-
médio, podemos concluir que existe # € RT tal que G(Z) = 0, pelo que
2 =1+ 2mwi é um zero de Fyp.

Utilizando o Teorema de Rouché, provaremos de seguida que F, tem um
zero Z(€) perto de Z, para € > 0 pequeno.
Observemos que F, é dada por,

Fe(2) = Z sgn(o) chi onde ¢;j = { bij —ze, sei=]

o .
oEs i=1 bije™ ™, sei#
2 =

onde S, representa o grupo das permutagoes do conjunto {1,...,n}. Con-
sideremos as fungoes analiticas Fy, F, : C — C. J4 sabemos que Z = £+ 2m¢
é um zero de Fy. Como Fj é uma fungao analitica (ndo constante) o zero
% é isolado. Assim é possivel encontrar uma curva de Jordan v em que 2 é
o tnico zero de Fy(z) em v Uint(y). Como F.(z) — Fy(z) quando € — 07
uniformemente em ~, para € > 0 pequeno tem-se

max |ge(2)| < min |Fy(z)|
zey zey

onde ge(z) = Fe(2) — Fo(z). Logo, pelo Teorema de Rouché F, e Fj tém o
mesmo nimero de zeros no interior de v, o que implica que F, tem um zero
Z(€) perto de Z, para € pequeno.

Faca-se n;; = 0, @ = 1,...,n. Claramente 7;; = 77% satisfazem (2.2)
e para A = eZ(€) tem-se que A é uma raiz de (2.9) com ReX > 0 para €
pequeno, o que termina a demonstragao. O

Lema 2.7. Seja f(\) um polindmio real de grau m com n zeros reais, in-
cluindo zero. Entdo a equacao

f) =e M (2.14)
tem uma solucao A com ReX > 0 para algum v > 0.

Demonstragao. Escreva-se f(\) como

n

FO) =a =),

=1

onde, « # 0, a € Re \; € R com A =0.
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i) Comegamos por mostrar que (2.14) tem uma raiz imagindria pura
A = iw, onde w > 0, para algum v > 0.
Seja w > 0. Se f(iw) = e~ tem-se |f(iw)| = |e"“"| = 1; remprocamente

se |f(iw)| = 1 entdo o nimero z = f(iw) tem a forma z = €? para algum
6]

angulo 6. Escolhendo, v = | | temos fliw) = e7"o% = 7™ Acabdmos
de mostrar que, escolhendo Convenlentemente v > 0, se tem
fliw) = e ™" seesése |f(iw)] = 1. (2.15)
Tem-se:
f(0) =0,

n
. . — . 2 2 —
i [f(iw)] = lim \awﬂlx/ww +00.
]:

Pelo Teorema do Valor Intermédio, existe @ > 0 tal que |f(iw)| = 1.
(2.15), isto mostra que, para v = > 0 convenientemente escolhido JA = 'd)
é raiz de (2.14).

ii) Sejam A e A\ =i, com @ > 0, duas raizes da equacio (2.14), para v
e I > 0 respectivamente, onde \ é a raiz imaginaria pura cuja existéncia se
provou na parte i). Vamos mostrar que para v perto de ¥, a solugao A cruza
o eixo imaginério. Considere-se a funcio g(\,v) = f(A) — e™ e calcule-se
a sua derivada em ordem a A\ no ponto (5\,19). Para A # N\, i = 1,...,n,
tem-se

) = ) - Ty =3 e

oA po (A=)
pelo que
aa(A, D) — eV [zn:Al—Fﬁ zefj‘ﬁ(z—kl/) comz:zn: < ! eC
i=1 (/\ - )‘i) i=1 ( - )‘i)
e
- 1 - 1
z= = = —
=) o (i = Aj)
Logo,
Im(z) = —w ” ! <0
B @2 + N2
Jj=1 J



Em particular, tem-se

g)\(j\, IA/) 7é 0.

Aplicando o Teorema das Fungoes Implicitas a (2.14), \ escreve-se como
funcao implicita de ¥ numa vizinhanga de (A, 7), com A\(D) = X e 3%(19) =

D .
— 9 QD) Aggim, A(v) escreve-se como

g)\()\,ﬁ)'
R X, . R N2
Av) = A@)+ (D) —0) +O((v —©)7)
= Acv—0)4+0((v-10)?
_ _gu(S‘v'j)
onde ¢ = o)

De seguida verificamos que Re(c) > 0 pelo que ReA(v) > 0 para v > I perto
de 7, o que termina a demonstracao. Com efeito,

. _gu(;\,f/) _ Ae=7 _ A
o\ D) e~ [z + 7] Rez+ilmz+ 0
__iw(Rez + v —ilmz)
B (Rez + )2 + Imz?
Re(c) = — wlmz > 0.

(Rez + )2 + Imz*
O

Lema 2.8. Se b; = 0 para algum @ e det B # 0, entdo existem atrasos T;;
satisfazendo (2.2) tais que (2.9) tem uma raiz A com Re\ > 0.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, suponha-se que by; = 0. Escre-

va-se det B na forma

n

det B =" sgn(u) [ [ biuc)

HESK i=1
Por hipétese, det B # 0, pelo que existe pelo menos uma permutagao

o de {1,...,n} tal que o termo [[iL, bis(;) é nao nulo. Observando de
novo a equagao caracteristica (2.9), seja A(B)(A,7) := [cij]. A expansao
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de det A(B)(\, 7) é

det A(B)(\,7) = Hc”+sgn chm > son(w) [ cincry
BESn,p#o,Ild i=1

= L@ =2 + sgn(0) [ [bio) = Adigs))e > 1= 7w +
i=1 i=1

+ Z Sg’fl(,u) H Cip(i)>
i=1

HESy ,uF#o

onde a segunda parcela é o termo nao nulo correspondente a permutacao o
na expansao de det A(B)(A, 7) e onde Id € S,, designa a permutagao identi-
dade. Truncando a terceira parcela (correspondente a n! — 2 permutagoes),
considere-se a equacgao

n n

L1 = 2) + sgn(e) [ [ biny — Adio)e > E=1Te = 0. (2.16)

i=1 =1

Note-se que [[;; bis(;y # 0, pelo que, em particular (1) # 1, j& que,
por hipdtese bj; = 0. Para a permutagao o fixada, defina-se o conjunto
Q={ie{l,...,n}:0(i) =1i}. A equagao (2.16) é dada por

n

[T B = 2) + sgn(o) [[ (b = M) [[ bioe == =0 =

i=1 ieQ i¢Q
H(bii —A) H(b —A) + sgn(o H bio (i) “AX A Tie) | =
i€ ig¢Q 1°29)

Para A # b;;, i € 0, a equacao (2.16) tem a forma

f(A\) = e A iz ol

onde f(\) = — [sgn(o) Hi¢9 bw(i)]fl Higm(bii — A). Note-se que f é um
polinémio de grau p = n — #{ < n com p raizes reais incluindo zero. Es-
tamos nas condigoes do Lema 2.7, pelo que concluimos que existe uma raiz,
A, de (2.16) com Re\ > 0, para algum v = > i1 Tio(i) conveniente e tao
grande quanto se queira.

Consideremos entao as fungdes det A(B)(A\,7) e G-(A) = [[1;(bii — A) +
sgn(o) [Ti2 1 (bio(s) —Aéig(i))e_)‘zzlzl Tie() . Como Gr(A) é uma fungao analitica

nao constante o seu zero A é isolado, logo é possivel encontrar uma curva de
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Jordan ~y tal que A é o tinico zero de G ()\) em yUint(7) e tal que, para 7;;
suficientemente grandes, se tem

max |g-(A)| < min |G ()],
ey Aey

onde ¢gr(\) = det A(B)(\, 7) — G-(A). Logo |g-(2)| < |G-(2)],Vz € 7, e pelo
Teorema de Rouché as fungoes det A(B)(\, 7) e G-(A) tém o mesmo nimero
de zeros no interior de 7y, o que implica que (2.9) tem uma raiz A, perto de
)\ para 7;; grande; logo Re(\) > 0, o que termina a demonstragao. O

Lema 2.9. Se (2.6) € assimptoticamente estdvel para todas as escolhas de
atrasos da forma (2.2) entio by < 0 para i = 1,...,n, detB # 0 e B ¢é
fracamente diagonalmente dominante.

Demonstragao. Tem-se B = A(B)(0,7). Se det B = 0, entao A = 0 seria
solucdo de (2.9), o que nao é possivel ji que (2.6) é assimptoticamente es-
tavel, logo todas as raizes caracteristicas de (2.9) tém parte real negativa.
Assim, det B # 0.

Suponhamos agora, com vista a um absurdo, que 3k € {1,...,n} tal
que by, > 0. Observemos que quando 7;; — +00, A(B)(X, 7) — diag(bi1 —
Ay oybpn — A) i= M(N).

Se brr > 0, a equacao det M(\) = 0 tem uma raiz A = by > 0. Con-
sideremos entao as fungoes det A(B)(A,7) e det M(A). Como det M () é
uma funcao analitica nao constante o seu zero A = by, é isolado. Aplicando
novamente o Teorema de Rouché tem-se que as fungoes det A(B)(A,7) e
det M () tém o mesmo nuimero de zeros no interior de 7y, o que implica que
(2.9) tem uma raiz A perto de A= brr para 7;; grande; logo ReA > 0, o que
contradiz a hipdtese de (2.6) ser assimptoticamente estével.

Excluida a hipdtese de existir k € {1,...,n} tal que by > 0, vamos
agora mostrar que também nao podemos ter by = 0 para algum k. Supo-
nhamos entao que 3k € {1,...,n} tal que bgr = 0. Como det B # 0, o Lema
2.8 permite concluir que, nestas condigoes, existiria uma raiz A de (2.9) com
ReX > 0, o que contradiz novamente a hipdtese de (2.6) ser assimptotica-
mente estavel. Assim, b;; <0 parai=1,...,n.

Para provar que B ¢ fracamente diagonalmente dominante, suponha-se
por absurdo que algum dos menores principais de — B é negativo. Sem perda
de generalidade, podemos escolher k € {1,...,n} e considerar a submatriz

principal de —B de ordem k, que vamos notar por —By, B = [bijl1<i j<ks
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com det(—Bk) < 0. Aplicando o Lema 2.6 a esta submatriz principal, con-
cluimos que existem 7;; (i,j = 1,...,k) satisfazendo (2.2) tais que existe
uma raiz A, com Re(A) > 0, da equacao caracteristica (2.9) correspondente
a Bk.

Observemos que, quando 7;; — +oo para ¢ > k ou j > k, a matriz
A(B)(A, 7) da equacao caracteristica (2.9) tende para a seguinte matriz:

[ bi1 — A blkei)\ﬁk 0 - 0 ]

L bklt’:’_/\ml b — A 0 0

D7) := 0 0 bkt1k+1 — A 0
0 0 0 bon — A |

tendo-se det D(A, 1) = det A(By) (A, 7) [ [; ;41 (bii — A). Consideremos entao
as funcoes det A(B) (X, 7) e det D(\, 7). Tem-se det D(X, 7) = 0.

Como det D(\,7) é uma funcao analitica ndo constante, A é um zero
isolado de det D(A, 7) e, usando um argumento de aplicagao do Teorema de
Rouché semelhante aos usados anteriormente, chegamos a conclusao de que
a equagao caracteristica (2.9) tem uma raiz A perto de ;\, consequentemente
com Re(A) > 0, o que contradiz a hipétese de (2.6) ser assimptoticamente
estavel.

Assim provamos que B tem de ser fracamente diagonalmente dominante,
0 que conclui a demonstragao. O

Demonstragdo. (do Teorema 2.1) Os Lemas 2.9 e 2.3 dao as condigoes
necessaria e suficiente, respectivamente, do Teorema 2.1 com A substituida
por B. Da Observacao 2.2 segue o teorema. O

2.3 Estabilidade Assimptoética Global

O objectivo desta seccao é provar o teorema enunciado de seguida, que
dé condigOes necessérias e suficientes sobre a matriz A para que o equilibrio
y* de (2.1) seja globalmente assimptoticamente estavel para todos os valores
de atrasos 7;; satisfazendo (2.2).

Teorema 2.10. Suponhamos que existe um vector de coordenadas positivas
y* satisfazendo (2.3). Entao y* € globalmente assimptoticamente estdvel para
(2.1) no conjunto de solucoes positivas para todos os atrasos T;; satisfazendo
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(2.2) se e s6 se a;; < 0 parai =1,...,n, det A # 0 e A € fracamente
diagonalmente dominante.

Note-se que este resultado é extremamente forte por dar condigoes ne-
cessarias e suficientes para a estabilidade assimptética global de y* inde-
pendentemente dos atrasos. A semelhanca do que acontece em EDO’s essa
estabilidade é dada apenas através da analise da matriz A.

Primeiramente, apresenta-se um lema, que dé a condicao necessaria do
Teorema 2.10. Depois apresenta-se um conjunto de resultados auxiliares
para a prova da condicao suficiente. Para isso, trata-se separadamente as
situacoes de matrizes irredutiveis e de matrizes redutiveis.

Comegamos por fazer uma observagao em relacao a demonstracao do
Lema 2.9, relembrando que B = [y;a;;].

Observagao 2.11. Sob a hipdtese det B # 0, a equagao caracteristica (2.9)
tem uma raiz com parte real positiva (para uma certa escolha de T;; satis-
fazendo (2.2)), desde que se tenha by; > 0 para algum i € {1,...,n} ou B
nao seja fracamente diagonalmente dominante.

Lema 2.12. Suponhamos que existe um vector com coordenadas positivas
y* satisfazendo (2.3). Se y* € globalmente assimptoticamente estdvel para
(2.1) (para solugdes com condigoes iniciais y;(0) > 0) para todos os atrasos
T;; satisfazendo (2.2) entdo a;; < 0 para i = 1,...,n, detA # 0 e A é
fracamente diagonalmente dominante.

Demonstragdo. Comecemos por observar que det A # 0 pois, caso contrario,
a equagao (2.1) teria infinitas solugoes de equilibrio perto de y* e este nao se-
ria um equilibrio assimptoticamente estavel, contrariando a hipétese. Daqui
concluimos ainda que det B # 0, pela Observagao 2.2.

Vamos agora provar que nenhuma das raizes de (2.9) tem parte real po-
sitiva. Suponhamos que existe \ satisfazendo (2.9), tal que ReX > 0. Pelo
Teorema 1.36, a solugao nula da equagao (2.4) é instéavel o que implica que
y* é um equilibrio instavel contrariando novamente a hipdtese.

Como ja provamos que det B # 0 e que nao existem raizes caracteristicas
de (2.9) com parte real positiva, por contra-reciproco da Observagao 2.11
concluimos finalmente que b; < 0, Vi € {1,...,n} e que B é fracamente
diagonalmente dominante. Pela Observacao 2.2, resulta que det A # 0,
ai; <0, Vie{l,...,n} eque A é fracamente diagonalmente dominante,
como queriamos. ]
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Tal como no inicio deste capitulo vamos notar z(t) = y(t) — y* para
reescrever a equagao (2.1) na forma

Z (2.17)
cujo equilibrio é y*.

Defina-se o conjunto G = C([—h,0;R"), onde h = max;; 7, e 0
seguinte funcional V : G x R — R, onde a escolha das constantes a; > 0 e
Bij > 0 serd efectuada mais a frente:

= Zai(yi( log yz + Z 5@] / (yj(s)_yj)QdS‘ (2'18)
i=1

ij=1 t—Tij

Lema 2.13. Se A é uma matriz irredutivel e fracamente diagonalmente
dominante, entdo existem constantes oy, B;; > 0 tais que o funcional (2.18)
definido acima € um funcional de Liapunov em G.

Demonstragao. Para que (2.18) seja um funcional de Liapunov para a equa-

¢ao (2.1), temos de mostrar que V' < 0 ao longo das solugoes de (2.1). Para
calcular a derivada de V' ao longo da solugao y(t) de (2.1) escreve-se (2.18)
denotando y(t) — y* por x(t):

= Zai(yi( y; logy;(t) Z ﬂu/ xj(S)QdS
=1

i,j=1 Tij

Derivando em ordem a ¢, tem-se por (2.17)

v = ;aiyxt)(l L) 3 500 — 23— )

3,j=1

- éaz (yz Z%IJ K ) (1 - y%)) i

ij=1
n n
= Zazzaijx](t 7—1] Z ﬁw —.’L‘ (t_TZJ)]
i=1 Jj=1 i,5=1
n
= Z oz (t)agz;(t — 745) Z ﬁza —zi(t— TU)} (2.19)
i,j=1 i,j=1



Sendo A uma matriz irredutivel fracamente diagonalmente dominante,

pelo Teorema 1.58, existem ¢; >0 Vi € {1,...,n} tais que
n
;¢ + Z laijlc; <0 parai=1,...,n. (2.20)
J#i

Além disso, A é fracamente diagonalmente dominante se e s6 se AT tam-

bém o &, pois as matrizes —A e —AT = — AT tém os mesmos valores proprios.
Portanto, também podemos dizer que existem d; > 0 Vi € {1,...,n} tais
que:
diiai + Zdj|aji| <0 paraiée {1, e n} (2.21)
J#i

Escolhendo a; = 2%’ e Bij = f—;\aij\ e substituindo em (2.19), obtém-se

. " d; " d
V= Z 2;%(0%’;‘%(15—%‘) + Z —lagj| [23(t) — 23 (t — 7ij)] ,
ij=1 " =15

e visto que a parcela [:E?(t) - :EJQ(t - 7'1']'):| se anula sempre que ¢ = j pois

7i; = 0 por hipétese, (2.19) fica na forma

n

d;
V= Z |a”\z +2Z awx, tT,-j)fZ;|aij|x§(tfnj). (2.22)

= 1 € i,j= 1€ ij=1"7
i#£] i#£]

Juntando alguns termos em (2.22)

<
Il
M:

Z ‘CLU| LU? t) + 22 (Z ?aijmi(t)> .’L‘j(t — Tij) —

j=1 j=1 \i=1 "
|am| m?(t — Tij)
Jj= 1

n d ) n di
= Z | il + 2 w5 (t) +2 Z ;aijxi(t)xj(t - Tij)—

j=1 | \u=1 175] € i=1,itj

- |alj‘ t - sz) 5 (223)

Ty I
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verificamos que o coeficiente de x?(t), para i fixo, é dado por

n
d; d;
> lagil + 2 aii. (2.24)
. . Ci Ci
J=Lj#i
De (2.20) e de (2.21) tem-se
L (g +> djlail 44 +3 agile; | <0 (2.25)
— | disaii jlagi — | @iici jilej | < :
- a 2. ilaj 2 c 2. ajilc;

= *CL“ + Z J |a]z‘ + an + Z |a'Lj‘Cj < 0

J#i J#z
At au“‘zf‘aﬂ| < - Z CJ|a’1]|
G G i

Assim, de (2.23), (2.24) e (2.25), tem-se

n

. d
Vo< - Z eilagila3(t Z 2*%% ) (t — 7i5) — Z f|aij|ﬂfj(t*Tij)
i,5=1 -7 i,j=1 ij=1 7
7 d; d; 2
= - Z Ca|au\$ t) = 2—agxi(t)z;(t — 755) + —lag|aj(t —7i5) |
J 1 Z Ci Cj

e esta desigualdade reduz-se a
_ 2
V< — Z ~ Y lag] (C zi(t)sgn(ai;) — ;(t — Tij)> <0, (2.26)
it 7 '
o que prova que V é um funcional de Liapunov. O

Note-se que V' é limitado superiormente ao longo de uma solucao posi-
tiva. Com efeito, a funcgao t — V(y(.),t) é decrescente ao longo de solugdes
positivas y(t), logo tem-se

V(y(.),t) <V(y(.),0) parat>0.

Lema 2.14. Sejay(t), t > 0, uma solugdo positiva de (2.1). Se A é uma ma-
triz irredutivel e fracamente diagonalmente dominante, entdo existem cons-
tantes I, L > 0 tais que | < y;(t) < L, parai € {1,...,n} et >0.
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Demonstragao. Dada uma solugao positiva y(t) de (2.1), defina-se a seguinte
aplicacao:

F(y(t)) = Fyi(t), - yn(t)) = Y ailyi(t) — yi log yi(t)).
=1

Por V' ser um funcional de Liapunov, sabemos que V(y(.),t) < K, para
alguma constante K > 0. Da definicao de V resulta que

Fy(t) =Y aiyi(t) —yi log i(t) < V(y(.),1) < K.
i=1

Definam-se:
m; = liminfy;(t) e M; = limsupuy;(t);
t—o00 t—+o00
a questao é agora provar que 0 < m; < M; < 4o0,i=1,...,n.
Faga-se

m= min m; e M = max M,
1<i<n 1<i<n

e provemos que m > 0e M < +o0.
Suponhamos que M = +o00. Entao existe i € {1,...,n} e existe {t,,} C
Rar com t,, — 400 tal que y;(t,,) — +oo. Consideremos as fungoes reais

fi(x) =2 —yjlogz, x>0

e observemos que fj/ (x) =1-— y?] < 0seesdsex< y}‘ o que implica que
a fungao f; tem em y; um ponto de minimo. O minimo de f; é f; (y;‘) =
y; (1 —logy;). Tem-se

F(y(tm)) = i(yi(tm) — v logyi(tm)) + Y _ o f5(y;(tm))
i#i

i (Yi(tm) =y log yi(tm)) + > _ o f5(y5)
J#i

Y

Como, por hipétese, y;(t,,) — +00, tem-se

lim  F(y(tm)) = +oo.

m——+00
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Por outro lado,
lim F(y(tm)) < K < 400

m—-+o0

o que é absurdo. Logo, M < +ooc.

De forma anéloga, supondo que m = 0 prova-se que existe i € {1,...,n}
e existe {t,,} C RS’ com t,, — +o0o com y;(t,) — 0 e

n
F(y(tm)) = i(yi(tm) — yf log vi(tm)) + > a;fi(y}) — +00
J#i
o que é um absurdo. Logo, m > 0.
Provdmos entao que existem constantes [, L > 0 tais que | < y;(t) < L
para i € {1,...,n} como querfamos. O

Lema 2.15. Se y(t) é uma solugao positiva de (2.1) e existem constantes
I,L>0coml<y;(t) < Lparaiec{l,...,n}, t >0, entdo a sua semi-orbita
positiva € pré-compacta e o seu conjunto w — limite € nao vazio, compacto
e invariante.

Demonstragdo. Se a semi-6rbita vt (y(t)) for pré-compacta entao, pelo Lema
1.37, o seu conjunto w — limite é nao vazio, compacto e invariante. Vamos
usar o Teorema de Ascoli-Arzela para provar que as érbitas v (y(t)) sao
pré-compactas (totalmente limitadas). Primeiro provamos que ' (y(t)) é
um conjunto equicontinuo. Sejam t1,to € RT. Com y; = (Y1t -, Ynt),

tem-se

yit(t1) — yie(t2) = yi(t + t1) — yi(t + t2) = yi(t + 0(t1 — t2))(t1 — t2),

para algum 6 € (0,1), onde na segunda passagem se aplica o Teorema do
Valor Médio. Isto implica que existe uma constante K > 0 tal que

ye(t1) — w(t2)| < Klt1 —to| parat >0

pois a limitacao uniforme de y(¢) em [0, +oc0) implica, pela equagao (2.1),
que y(t) também é uniformemente limitada. Daqui concluimos que a familia
(yt)e=0 = v (y(t)) é equicontinua o que prova, em conjunto com o facto
de yT(y(t)) ser limitada, que a semi-érbita v (y(t)) é pré-compacta, pelo
Teorema de Ascoli-Arzela. O

Defina-se agora o conjunto E = {¢ € G : V(¢) = 0} onde V é o funcional
dado por (2.18) e seja M o seu subconjunto nao vazio, maximal e invariante.

o7



Lema 2.16. Suponhamos que existe um vector com coordenadas positivas
y* satisfazendo (2.3). Se A é uma matriz irredutivel tal que det A # 0 e A
€ fracamente diagonalmente dominante, entdo y* € globalmente assimptoti-
camente estdvel para (2.1) (para solugdes com condigoes iniciais y;(0) > 0)
para todos os atrasos T;; satisfazendo (2.2).

Demonstragdao. Consideremos o funcional V' definido por (2.18). Pelo Lema
2.13 sabemos que V é um funcional de Liapunov no conjunto G. Seja y(t)
uma solucao positiva de (2.1). Pelo Lema 2.14 sabemos que y(t) ¢é limitada
para t > 0, ou seja, 3[,L > 0:1 < y;(t) < L, parai € {1,...,n} et >0,
e pelo Lema 2.15 concluimos que o conjunto w(y(.)) é ndo vazio, compacto
e invariante. Nestas condigoes, podemos aplicar o Teorema 1.43 e concluir
que w(y(.)) esta contido em M, onde M é o subconjunto maximal invariante
de E={p€G:V(p) =0}

Vejamos o que sao os conjuntos E' e M neste caso. Observemos que, a
partir das desigualdades (2.25) e (2.26), a igualdade V = 0 é possivel para
y(.) # 0 s6 se houver lugar as igualdades em (2.20) e (2.21) e x;(t — 745j) =
%xi(t)sgn(aij) for vélido para todo t > 0 e todo 4,5 € {1,...,n} com i # j
e a;; # 0. Inserindo estas informacoes em (2.17) obtemos, para x; = y; —y;,

n
git) = wilt) | anzi(t) + > aiw(t — 7))
j=Li#i

n
e
— (¢ e A e
yl( ) auxz(t) + . Z ‘|CLU’ e a;z(t)

J=Llg#i

z;(t " )
= yi(t) lc() aj;C; + Z laijlc; 1=1,...,n

‘ j=Lj#i

= 0

Logo, y(t) tem de ser uma solugao constante da equagao diferencial (2.1).
Visto que det A # 0, por hipétese, y(t) = y* é a inica solugao constante po-
sitiva de (2.1). Portanto concluimos que E = M = {y*}. Comow(y(.)) C M
e w(y(.)) é nao vazio, w(y(.)) = {y*}.

Logo podemos dizer que lim;_, ; y(t) = y*, pelo que y* é um equilibrio
globalmente assimptoticamente estdvel da equagao (2.1). O

Dos Lemas 2.12 e 2.16 podemos concluir o seguinte resultado:
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Teorema 2.17. Suponhamos que existe um wvector com coordenadas posi-
tivas y* satisfazendo (2.3). Entao, se A for uma matriz irredutivel, y* é
globalmente assimptoticamente estdvel para (2.1) (para condigdes iniciais
¥i(0) > 0) para todos os atrasos 7;j satisfazendo (2.2) se e s6 se a;; < 0 para
i=1,...,n,det A#0 e A € fracamente diagonalmente dominante.

O Teorema 2.10 estd entdao provado para o caso em que a matriz A é
irredutivel. A partir daqui trataremos o caso em que a matriz A é redutivel.
Para isso estabelecem-se alguns resultados auxiliares, alguns ainda relativos
a matrizes irredutiveis.

Lema 2.18. Seja A wma matriz irredutivel e fracamente diagonalmente
dominante tal que det A # 0. FEntdo existe um atractor global, A, para
o operador solu¢ao T(t) da equacao (2.1) dado por T(t)p = y(t)(¢), ¢ €
X = C([-7,0;R%). Além disso, tem-se A = {y*}.

Demonstragao. Consideremos o operador T'(t) dado por T'(t)¢ = y(t)(¢),
com ¢ € X = C([r,0];R"}) e onde y(t)(¢) é a solugao de (2.1) com condicao
inicial y(0) = ¢.

Comecemos por mostrar que 7'(t) é completamente continuo para t > 0.

Para provar que T'(t) é completamente continuo temos de mostrar que
T(t) transforma conjuntos limitados em conjuntos relativamente compactos.
Seja entao B C X limitado. Exactamente do mesmo modo que fizemos na
demonstracao do Lema 2.14 é facil ver que o facto de B ser limitado implica
que os conjuntos By = {y(t)(¢) : ¢ € B} C G, t > 0, sdo uniformemente
limitados, superiormente e inferiormente por constantes positivas [ e L, ou
seja, que existem constantes [ e L tais que | < y;(t)(¢) < L, para ¢ € B,
i=1,...,n,t>0.

O mesmo raciocinio do Lema 2.15, tendo em conta que da equacao (2.1)
se tem que as derivadas ¥;(t)(¢) = ¥i(t,¢) sdo uniformemente limitadas,
permite concluir que o conjunto By é equicontinuo. Visto que o conjunto By
é limitado e equicontinuo, pelo Teorema de Ascoli-Arzeld B; é relativamente
compacto. Logo, T'(t) é completamente continuo.

Agora provamos que o conjunto {1'(t)}:>o ¢ dissipativo pontualmente.
Para isso, na definicao de operador dissipativo pontualmente dada no Capi-
tulo 1, consideramos o conjunto K = {y*}. Este conjunto K atrai todos
os pontos de X, pelo facto de M = {y*} (ver Lema 2.16). Portanto T'(t) é
dissipativo pontualmente.
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Assim, pelo Teorema 1.40 concluimos que existe um atractor global A
compacto.

Para terminarmos a prova resta mostrar que A = {y*}. Da demonstra-
¢ao do Lema 2.16 ji sabemos que w(y(.)) = {y*} sendo y(¢) uma qualquer
solucdo positiva e limitada de (2.1). Portanto,

w(A) = | win) = {7}

yeEA

Como A é o atractor global, em particular, atrai conjuntos compactos de
X. No Teorema 1.39 podemos tomar K = A e concluimos que w(A) = {y*}
é um conjunto nao vazio compacto e invariante e é maximal com respeito a
estas propriedades. Logo {y*} é o atractor global como queriamos demons-
trar. O

Proposigao 2.19. Se A € uma matriz ndo singular, irredutivel e fracamente
diagonalmente dominante e y(t) é uma solugcdo de (2.1) em R, uniforme-
mente limitada em R, entdo y(t) = y*.

Demonstragao. Do Lema 2.18 sabemos que existe o atractor global A = {y*}
para a equacao (2.1).

Seja y(t) uma solugao de (2.1) nas condigoes do enunciado. Temos que
o conjunto

Y(y(t) ={y(t) : t € R}
é nao vazio, invariante e compacto, pelo raciocinio usado na demonstragao
do Lema 2.15. Logo v(y(t)) C A = {y*}, e concluimos que v(y(t)) = {y*}.
Assim y(t) = y*. O

Suponhamos que A é uma matriz triangular superior por blocos da forma

| A Agp
A= [ 0 An } (2.27)

onde dim(Aj11) = p, e os blocos A1 e Agg sao irredutiveis. Sendo assim, a
equagao (2.17) fica na forma
p n
wit) = wit) Y aymi(t— 1) Fuit) Y agzi(t— ;) (2.28)
Jj=1 J=p+1
parai € {1,...,p}

n

Zi(t) = z(t) Z a;jrj(t —1;) parai€ {p+1,...,n} (2.29)
Jj=p+l1
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onde u(t) = (y1(t), ..., yp(?)) e 2(t) = (Yp+1(t), - - -, yn(?))-

Lema 2.20. Se a matriz Asy de (2.27) € irredutivel e fracamente diagonal-
mente dominante tal que det Aos #0 e a;; <0,i=p+1,...,n, entdo para
qualquer solugdo positiva, z(t), de (2.29) tem-se

Jm 2(8) = 2" = (Ypias- - 9n)
Além disso, para cada solugao z(t) > 0,
|2(t) — 2*| < Ce™ (2.30)
para algumas constantes positivas C, € e para t > T para algum T > 0.

Demonstragdo. A equagao (2.29) é uma equagao do tipo (2.17) com A subs-

tituida por Ago irredutivel. Estamos portanto nas condig¢oes do Lema 2.16,

sendo z* = (27,...,2}) o equilibrio de (2.29). Assim, concluimos que

tiiglooz(t) =2"= (Ypt1>--->Un)-

A linearizagao de (2.29) em torno do equilibrio z* é dada por
n
Zz(t) = Z cijzj(t - Tij) (2.31)
j=1

onde C ¢é a matriz com entradas ¢j iguais a ¢;; = 27 a;j. A equagao caracte-
ristica para (2.31) é dada por (2.9), com B substituida pela matriz C. As
suas raizes tém parte real negativa pelo Teorema 2.1. Assim, sendo (2.31)
uma EDF linear cujos valores caracteristicos tém parte real negativa, pelo
Teorema 1.36 aplicado a equacao (2.29), tem-se

ICoe>0,3b> 0: || — 2*|| < b= |2(t)(¢) — 2*| < Coe™, >0

A solucao z(t) de (2.29) estd fixada. Por outro lado, z(t) — z* quando
t — +o0. Logo, existe T > 0 tal que |zp — z*| < b. Mas, como (2.29) é uma
equacao auténoma tem-se

|2(t) — 2| < Coe™ 1) parat > T,

donde
|z(t) — 2*| < Cre™, t>T

para alguma constante C7 > 0. O
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Lema 2.21. Suponhamos que A dada por (2.27) é uma matriz fracamente
diagonalmente dominante tal que det A # 0 e ay; < 0. Seja p < n um
natural que representa a dimensdo do bloco irredutivel Ay de (2.27). Seja
V' o funcional dado por (2.18), com n substituido por p. Entdo, ao longo de
uma solugao y(t) = (u(t), z(t)) de (2.1) tem-se

V < CLV () + Cyle (2.32)

para constantes Cy e Co >0 e para t > T para algum T > 0.

Demonstragao. Escreva-se (2.1) na forma (2.28)-(2.29) e seja y* = (u*, z*),
com u* = (y7,...,Yp) € 2* = (Yp41,---,¥p). Usando os cdlculos na demons-
tracao do Lema 2.13, substituindo n por p, tem-se

Vo= iaiy‘i@) (1 ) Zﬁ” 2 (t — 7i5)]

i,j=1

P n
= Za,-xl (Za”xj — Tij) Z aijxj(t_Tij))+

Jj=p+1

+ Z Bij [z ( — Tij)]

i,j=1

P

= Z aixi(t)aijxj Tz] Z /sz - x?(t - Tij)] +
i.j=1 b=l
P n

Y ai(t) | D aiai(t—Tiy) | -

i=1 Jj=p+1

Tendo em conta que A11 = [aij]; jeq1,...py € irredutivel, utilizando (2.26)
na demonstragao do Lema 2.13, tem-se

p
Z aixi(t)aijxj T” Z ﬁz] - .Z‘?(t - Tij)}

<
i,j=1 1,j=1
P d Ca 2
< —Z |ai;] (;xi(t)sgn(aij) —z;(t— Tij)) <0
irs !
Logo,

p n

<Y o) | D ayat—Ty) | (2.33)
=1 j=pt1
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Como

zi(t) < max |z;(t)] = |u(t) —u*| parai € {1,...,p}
je{l,...p}

—et
wjlt =) < omax it —mig)| = J2(0) 27| < O,

paraj € {p+1,...,n} et > T, onde a ultima desigualdade vem de (2.30),
podemos fazer a seguinte majoragao:

p n n n
Sawi(t) | DY agrit—miy) | < Ju(t) —utllz(t) = 27D o Y ay
i=1 j=p+1 =1 j=p+1

donde '
V < |u(t) — u|CDre™ = Dolu(t) —ule™, t > T, (2.34)

onde Dy e Dy = C'D; sdo constantes positivas. Agora vamos provar que

lu(t) —ule™ < CL(V(t) + Cz)e”®  para algumas constantes C; e Cs.

Seguindo a notacao das fungoes f; e F' da demonstragao do Lema 2.14,
mas restringindo as varidveis as primeiras p componentes de y(t), temos:

V(t) =Y ailyi(t) — yf logyilt) = F(y(t)).

i=1

Na demonstracao do Lema 2.14 mostrou-se que cada fungao f; tem mi-
nimo dado por f;(y;). Definindo,

gi(xs) = filzi +y7),
obtém-se a funcao
gi(zi) = m +y; —y; log(xi +y;) = mq == fi(y;)-

Para cada i € {1,...,p}, considerem-se constantes ¢; > 0 e d; < m; tais
que o gréafico da fungao h; = ¢;|z;| + d; estd abaixo do gréfico de g;. Tem-se
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portanto,

V(t) > Zazfz yz Zazgz xz

P
> Z C'L|xz| + d
> D3 max |x;| + Dy = D3|u(t) — u*| + Dy
i€{L,...,p}
pelo que,
Dslu(t) — u*| < V(t) — Da, (2.35)

onde D3 e Dy sao constantes que verificam

De (2.33), (2.34) e (2.35) concluimos que:
1% < Cl(V(t) + Cz)e_d, t>1T,
para constantes C7 e Cy como queriamos provar. O

Lema 2.22. Se o funcional V dado por (2.18), com n substituido por p,
verifica a desigualdade diferencial (2.32) entao V(t) € limitado.

Demonstragdo. Consideremos a desigualdade diferencial
V<OV () +Cr)e™ te[0,+00]
e o problema de valor inicial (PVI)

{ w=Ci(w+ Cy)e (2.36)

w(0) = V(0).

Resolvendo a EDO w = Cy(w + C2)e™ ¢ verificamos que a tnica solugao

1

w(t) = (V(0) + Co)e = (177) — .
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Temos entao, pelo Coroldrio 1.62 de [12], V(¢) < w(t) Vt € [0,400).
Como,

lim w(t) = lim (V(0)+Co)e (747" = Cy = (V(0) + Ca)e ™ < +o0

t—-+o0 t—-+o00
tem-se que V(t) é limitado em [0, 4+00). O

Lema 2.23. Seja A uma matriz redutivel e fracamente diagonalmente do-
minante tal que det A #£0 e a;; <0,i=1,...,n. Entdo:

a) Para qualquer solugdo positiva y(t) de (2.1), existem constantes po-
sitivas | e L tais que | < y;(t) < L para todo t > 0 e para todo
ie{l,...,n}.

b) Se y(t) € uma solugdo positiva de (2.1) definida para todo t € R tal
que existem constantes positivas | e L tais que | < y(t) < L para todo
t € R e para todo i € {1,...,n}, entdo y(t) = y*.

¢) Para qualquer solugdo positiva y(t) de (2.1) tem-se limy_, 1 y(t) = y*.
Demonstragao.
Como ja foi observado, se A é redutivel, depois de uma permutacao de linhas
e colunas (a que corresponde trocar a ordem das componentes da solucao
y(t) = (y1(t),...,yn(t))), podemos escrevé-la na forma:

A A o Ay
0 Aoy ... Agg
: 0 .. :
onde Zle n; = n com n; = dim(A;) e cada um dos blocos diagonais
Aiiyi=1,...,k, ou é zero (que neste caso nao é possivel porque det A # 0)

ou é irredutivel.

Vamos provar as afirmagoes no enunciado por indugao em & (ntimero de
blocos irredutiveis de A).
Caso k = 1: Neste caso a matriz A reduz-se a um tunico bloco irredutivel,
ou seja, a matriz A é irredutivel. Assim, pelo Lema 2.14 temos a), pela
Proposigao 2.19 temos b) e pelo Teorema 2.17 temos c).

Para completar a inducao basta considerar o caso k = 2. Com efeito,
fazendo a indugao em k temos, como hipétese de indugao, que a), b) e ¢)
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sao vélidas para A com k blocos irredutiveis. Agora para provarmos as trés
afirmacoes do lema para A com k + 1 blocos irredutiveis, consideramos a
equacao (2.17) desdobrada nas seguintes k + 1 equagoes:

Ns Nk+1
W) = wit) > agmi(t—Tip) . A wit) Y air(t—7y)
Jj=ns—1+1 Jj=nr+1

parai=mns_1+1,...,nses=1,....k+1

onde w*(t) = (Yn,_,4+1(t),- .., yn,(t)), para s =1,... k+ 1.

Considere-se a solucdo y(t) = (w!'(t),W(t)) de (2.1), onde notamos
W(t) = (w?(t),..., w1 (t)). Pela hipétese de indugdo a), b) e c) sdo vélidas
para W(t). Argumentando como para o caso k = 2 concluimos que a), b) e
c) sdo validas para y(t) = (w'(t), W(t)).

Provemos entdo a), b) e ¢) no caso em que A tem dois blocos irredutiveis,

ou seja, é da forma,
| A Ap
-] ]

onde dim(Aj1) = p, e os blocos Aq1 e Agg sao irredutiveis. Esta matriz é do
tipo (2.27) e consequentemente, como ja foi visto, a equagao (2.1) desdobra-
se nas equagoes (2.28) e (2.29).

Consideremos entao o funcional V' definido por (2.18), com n substituido
por p, dimensao do bloco Aj;. Os dois lemas anteriores garantem-nos que
este funcional é limitado. Logo por um raciocinio andlogo ao que fizemos
no Lema 2.14 podemos concluir que o vector u(t) é uniformemente limitado,
ou seja, as primeiras p componentes de y(t) sao limitadas. Visto que, pelo
Lema 2.14, o vector z(t) também é uniformemente limitado, podemos dizer
que existem constantes positivas [ e L tais que [ < y;(t) < L para todo
i€{l,...,n} et >0 o que termina a prova de a).

Agora considere-se uma solucao global y(t) = (u(t), 2(t)) de (2.1), i.e.,
definida para todo t € R, e suponha-se que existem constantes positivas [ e
L tais que [ < y;(t) < L paratodoi € {1,...,n} et eR.

Considere-se a solugao z(t) de (2.29). Como o bloco Az é irredutivel
e fracamente diagonalmente dominante, estamos em condigoes de aplicar a
Proposigao 2.19 a Agg e concluir que z(t) = z*. Entao (xp41(t),...,zn(t)) =
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0 logo u(t) satisfaz a equagao
P
i(t) = ui(t) > aija;(t — ;) parai€{l,...,p}.
j=1

Como Ajp; é irredutivel e também fracamente diagonalmente dominante
podemos concluir, novamente usando a Proposicdo 2.19, que u(t) = u*

Logo y(t) = y* o que prova b).

Para provar ¢) teremos de mostrar que w(y(t)) = {y*} para y(t) uma
qualquer solucao positiva de (2.1). Seja y(t) (t > 0) uma solugao positiva de
(2.1). Por a) sabemos que y(t) é uniformemente limitada, logo pelo Lema
2.15 a sua drbita é pré-compacta e o seu conjunto w — limite, w(y(t)), é
nao vazio, compacto e invariante. Sendo ¢ € w(y(t)), entao a érbita y(t)(¢)
passando por ¢, é uma 6rbita completa contida em w(y(t)). Por b), tem-se
y(t)(¢) = y*. Donde se conclui que w(y(t)) = {y*}. O

Demonstragdo. (do Teorema 2.10) A condigdo necesséria segue do Lema
2.12. A condigao suficiente segue do Lema 2.23. O
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Capitulo 3

Sistemas n-dimensionais com
atrasos discretos. Modelos
de Redes Neuronais e de

Lotka-Volterra.

O objectivo deste capitulo é fazer o estudo da estabilidade de equilibrios
de equagoes diferenciais que incluem modelos de Lotka-Volterra e de redes
neuronais com atrasos discretos, num caso mais geral do que o do capitulo
anterior. Nomeadamente, na seccao 3.3, estudamos a estabilidade global de
sistemas de Lotka-Volterra com atrasos discretos sem a restricao dos atrasos
“diagonais” serem zero.

3.1 Estabilidade Linear

Nesta seccao estudamos a estabilidade da equacgao linear

n
$Z(t) = —bjz;(t) + Z cij:cj(t — Tij), (3.1)
j=1
onde b;,ci; e Re7j >0,4,5 =1,...,n, que é mais geral do que a do Capi-

tulo 2, porque sao permitidos atrasos “diagonais”. Para isso analisamos as
raizes A da equacao caracteristica, que correspondem a solugoes nao-triviais
de (3.1) da forma z(t) = e*v, com v € R™, v # 0.
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Analogamente ao que foi feito no capitulo anterior, a equagao (3.1) tem
a forma (2.7), onde o operador linear L(¢) = (L1(¢), ..., Ln(¢)) é dado por

Li(¢) = —bii(t) + > _ cijbi(—i5)
j=1

para ¢ = (¢1,...,0n) € C = C([—h,0],R") sendo h = max; ;7;;. A sua
equacao caracteristica escreve-se na forma

det(L(eMT) — M) = 0.

Sendo L;(eMey) a entrada ik de L(eMI), onde denotamos por ej o k-
ésimo vector da base candnica de R", tem-se

—TikA

Li(ek‘ek) = cpe se k = 1.
A

Li(e ‘ei) = —bieAteii + Ciie_ni)\ se k 75 1.

Assim, a equagao caracteristica para (3.1) é dada por

—b1 + 61167)\7—11 - A 61267)\7-12 - ClneiAn"
6216_)‘T21 —by + 6226_)‘7-22 - ... che_A”"
det . ) ] ) =0
Cp1e A1 Cpae A2 cor =by t eppe A — X

An(C) (A7)
(3.2)
em que denotamos por A, (C, b)(\, 7) a matriz [L;(e*e;)); j obtidae T = [7;5].

Consideremos as matrizes B = diag(bi,ba,...,bn), C = [c;5] e |C| =
[|cij|] associadas a (3.2) e definamos as matrizes

K=-B+C e K=-B+]|C|

No que resta desta seccao vamos determinar condicdes necessarias e su-
ficientes sobre as matrizes K e K para que todas as raizes de (3.2) tenham
parte real negativa, independentemente do tamanho dos atrasos 7;;.

As condigoes obtidas nesta seccao sao uma ligeira generalizacao daque-
las presentes na seccao 2.2 sendo a prova dos resultados semelhante a que
fizemos nessa mesma seccao. A principal diferenca é que permitimos atrasos
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nos termos “intraespécies”’, no caso de sistemas Lotka-Volterra, e de “auto-
conexao”, no caso de redes neuronais, i.e., os atrasos “diagonais” 7;; nao sao
necessariamente zero.

Comegamos por apresentar o seguinte lema:

Lema 3.1. A =0 € uma solugao da equagio (3.2) se e sé se det K = 0.

Demonstragao. A conclusao segue imediatamente do facto de A(C, b)(0,7) =
det K. O

Para a prova da estabilidade local, estabelecemos de seguida alguns
lemas.

Lema 3.2. Se —K ¢ uma M-matriz e det K % 0 entdo todas as raizes de
(3.2) tém parte real negativa para todos os 1;; >0, 1 <1i,j < n.

Demonstragcdo. Primeiro considere-se o caso em que —K ¢ irredutivel.
Pelo Teorema 1.58, existem v; > 0, ¢ =1,...,n tais que

I%iz'%ﬂLE/%iﬂj <0 parai=1,...,n,
JF

onde K = [IQ:Z]] Isto é,

(=bi + |ciil)vi + Z lcijlv; <0 parai=1,...,n. (3.3)
J#i

Seja A uma raiz de (3.2). Entao A é um valor préprio da matriz D = [d;;],
onde d;; = —b; + ;e i e dij = cije”‘”ﬂ', i # j. Aplicando o Teorema de
Gershgorin a matriz D= [vidij7v4], sabemos que cada valor préprio, 5\, de D
satisfaz X

A —dal <D dijh
J#i
para pelo menos um ¢ € {1,...,n}. Como D é semelhante a b, tém os
mesmos valores préprios. Entao para cada valor préoprio A de D existe um
ie€{l,...,n}, tal que

Re(A\) < Re(d;;) + Z’Y;”dijWJ‘
J#

Suponhamos que Re(A) > 0. Entao,

Re(dii) < —b; + ’Ciie_AT“| = —b; + |Cii‘€_Re(>\)7—” < —b; + |Cm‘
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Re(X)

pois e~ Tii < 1 visto que, por hipdtese, Re(A) > 0. Também
|dij| = lesjle™ T < ey,
logo tem-se
Re(\) < =bi + |eil + Y7 ey (3.4)
J#i

Assim,
iRe(A) < (=bi + |eal)vi + Y leijlyy <0
J#
por (3.3), o que implica que Re(\) < 0. Agora ocorre igualdade em (3.4)
s6 quando A é real e, o facto de termos det K # 0 impede que A = 0, logo
chegamos a uma contradi¢ao. Portanto concluimos que Re(\) < 0 para to-
dos os valores préprios A de D.

Considere-se agora o caso em que —K é redutivel. Entao existe uma
matriz de permutacao P tal que:

[ K;;, 0 0 ... 0
K21 K22 0 NN 0
P(-K)PT = | Do :
: : . 0
| K Kno ... ... K, |

onde cada Kj; é quadrada e irredutivel ou nula. Como jé& justificimos no
capitulo anterior, dado que —K éuma M-matriz, cada K;; é uma M-matriz.
Seja A uma raiz de (3.2) e definamos D como acima. Entdo PDPT é também
uma matriz triangular inferior por blocos, com blocos D;; correspondentes
aos blocos K;;. Como

An(C,b) (A, 7) = det(D — A)
= +det(PDPT — \I)
= =+ H det(f)ii — )\I)

)

A serd raiz de det(Dy; — AI), para algum i € {1,...,n}. O resto da prova
segue de aplicarmos o argumento para o caso irredutivel a cada bloco K;;. [

Lema 3.3. Sedet(—K) <0, com b; >0, entdo existem atrasos 7;; > 0 tais
que (3.2) tem uma raiz A com Re(\) > 0.
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Demonstragcao. A demonstracao deste resultado é andloga a do Lema 2.6 do
Capitulo 2 por isso daremos s6 0s passos principais da mesma. Comegamos
por considerar a funcao:

—b1 + cr1e” 7ML — ze cloe” M2 . cipe” ZMn
co1e” ?M21 —bg + coge 7122 — 2 .. cope” ZM2n
F.(z) = det
Cpie” ZMnl Cpoe” ZMn2 .. —bn +cpne 7 — ze
(3.5)
onde

- %, para c;; <0
Y 1, paracj >0

Para z = z + 27i, onde z é real, calculemos Fy(z):

D(z) = Fo(z + 2mi)
[ —by + cpie™®m cloe” T2 ... CipeEmn
Ccope” N2t —bg + Ccoge 22| Cop e TN2n
= det
cnle._l'mu cnze;wnn2 o _bn + cr;ne—a:'rhm
[ —by + |eqp|em®m lc1a|e®m2 o [
|C21|efzr7721 _b2 + |CQ2‘67307722 . |02n‘67wn2n
= det
|Cn1|67m77n1 |Cn2|efﬂmn2 . *bn + \cnn|e*x"""

A~

Por hipétese, (—1)"D(0) = det(—K) < 0. Além disso
(—1)" lLim D(z) = bibs...by > 0.

r——+00

Assim, pelo Teorema do Valor Intermédio, existe & > 0 tal que D(z) =0
e 2 =1+ 2mi é um zero de Fy. Como Fj é uma fungao analitica (ndo cons-
tante) o zero Z é isolado. Assim é possivel encontrar uma curva de Jordan
v em que Z é o Unico zero de Fy(z) em v U int(y). Como F(z) — Fp(z)
quando € — 0" uniformemente em v, para € > 0 pequeno tem-se

max |ge(2)| < min |Fy(z)|
zey zey

onde ¢.(z) = Fc(2) — Fo(z). Logo, pelo Teorema de Rouché F, e Fj tém o
mesmo numero de zeros no interior de v, o que implica que F, tem um zero
%(e) perto de 2, para e pequeno. Claramente, A = 2(¢) e 7;; = "2 satisfazem
(3.2) com Re(\) > 0. O
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Lema 3.4. Seb; >0,i=1,...,nc¢ —K ndo é uma M-matriz, entdo existem
atrasos T;; > 0 tais que (3.2) tem uma raiz com Re(\) > 0.

Demonstragcao. Dado que —K nao é uma M-matriz, segue-se que algum
menor principal, —Km, de ordem m de —K é negativo. Por conveniéncia de
notacao, vamos assumir que det(—f(m) < 0 onde K,, é a submatriz m x m
obtida de K mantendo as primeiras m linhas e colunas; este argumento é
valido para qualquer menor principal.

Aplicando o Lema 3.3 a K,,, concluimos que a equacao caracteristica
correspondente a esta submatriz, dada por

—b1 + 01167)‘711 - A 61267)‘712 S Clmeim—lm
0216—)\721 —by + 0226_)\T22 - ... 02me_>‘72m
det . ) ) . =0
Cmie ATml Cmo€~ATm2 coo —byy + Cme MMM — X

A (Cb)(A,T)

tem uma raiz A com Re(S\) > 0. Sendo S = {j = (J1,---,Jm) : Ji €

{1,...,n},i=1,...,m} tem-se que o cardinal deste conjunto S é CJ. De-
signando por Jy = (1,2,...,m) e por P,_,, o conjunto das permutagoes dos
indices m + 1,m 4 2,...,n, aplicando o Teorema de Laplace (ver Teorema

1.46) a Ap(C,b)(A\,7) = [a;j(N)], podemos escrever o determinante desta
mesma matriz como

detAn(O,b)(,\ﬂ-)_ZAn(O’b)(/\vT)( 12 .. m>

2 J1 J2 - Jm

An(c,b)(A,T)C<j11 j22 . ;Z)

:mwwmﬂ(}gf12>

(_1)(1+...+m)+(1+~'+m)An(C,b)()\aT)(zii Zig . Z)
1 2 ... m

+ ) An(C,b)()\,T)(.

jeS\ Lo} Ju J2 .- Um
1 2 ... m
<j1 j2 jm)
Amiim+1(A) oo @mpin(N)

= det A,,,(C,b)(A, 7) det _’_R(A’e—)\Tij)
Q41 (A) ceeapn(A)

)mwwmﬂc
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=det Ap(C,H)AT) | Y sgn(o) ] ozw(i)()\)) + R(\, e )

o€P, _m i=m+1

=det A (CO)NT) | [ e+ D sgn(o) [] awm(A)] +

i=m+1 o€P_m\{Id} i=m+1
+R(\, e ATid)

= det Am(Ca b)()‘v T) H (7bl + CiieiATii) + Q()‘v 67)\7—”.)
Li=m—+1

= det A (C,D)(A,7) [P(A,e77) + QA e )] + R(A, e77)

R, e )

onde notamos por «;; a entrada i,j da matriz A, (C,b)(A, 7) e,

n

Phe ) = ] (=bi+cue ™™ =N
i=m-+1
QA e i) = > sgn(e) [ o™
ocEP,_m\{Id} i=m+1
R e ) = > An(C,b)(A,7)<.1 2 7.")
, Ji J2 oo Jm
j€S\{Jo}
1 2 ... m
A (COYNT)E T .
( )( T) (]1 J2 ]m,)

e |@Q| e |R| podem ser tomadas arbitrariamente pequenas para Re(\) > 0
tomando 7;; suficientemente grandes para m + 1 < 4,5 < n. Utilizando o
Teorema de Rouché, pode concluir-se que (3.2) também tem uma raiz com
parte real positiva. Com efeito, as funcoes analiticas det A, (C,b)(\,7) e
G- (A\) = det A, (C,b)(\, 7)P(A, e~ )tém o mesmo niimero de zeros numa
vizinhanca de ;\, o que implica que (2.9) tem uma raiz, A, perto de ;\, para T;;
grande, para i > m ou j > m logo Re(\) > 0 como querifamos demonstrar.

O

Teorema 3.5. A solucdo trivial da equagdo (3.1) € assimptoticamente es-
tdvel para todos os atrasos 7;; > 0 se e s6 se —K € uma M-matriz e
det K # 0.

Demonstragao. Por resultados gerais de EDF’s vistos no Capitulo 1, sabe-
mos que a solugao trivial de (3.12) é assimptoticamente estavel se e s6 se
todas as raizes A de (3.2) tiverem partes reais negativas.

A condicao suficiente segue do Lema 3.2.A condigao necesséaria é justifi-
cada pelos Lemas 3.1 e 3.4. ]
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Observacao 3.6. Se a;; > 0 para todo o ,j entdo as condigoes do Teorema
8.5 reduzem-se a —K = —K € uma M-matriz nao singular.

3.2 Estabilidade Global para sistemas de Redes
Neuronais

O objecto de estudo desta seccao é a seguinte equacgao diferencial fun-
cional retardada, que representa uma rede neuronal:

n
(1) = —bawi(t) + Y asgiy (ui(t — 7)) + Ji (3.6)

j=1
onde b; > 0, 73 > 0, a;5,J; € R, para i,j = 1,...,n, e as funcoes nao

lineares g; satisfazem:
gi € C'(R), gj(u) >0, suﬁg}(U) =g;(0)=1 (3.7)
ue

95(0) =0,  lim g;(u) =+1 (3.8)

Nota 3.7. A fun¢ao g(u) = tanh(u), que é usada geralmente quando o
modelo (3.6) retrata um sistema de redes neuronais satisfaz as condigoes
(3.7) e (3.8).

Os resultados desta secgao podem ser encontrados em [2]. A razao da
inclusao do estudo de estabilidade global de sistemas retardados de redes
neuronais (3.6) neste trabalho prende-se com o facto de as técnicas utilizadas
em [2] serem inspiradas nos argumentos de [16], expostos no Capitulo 2.

Vamos considerar problemas de valor inicial consistindo em (3.6) sujeita
as condigoes:

w(0) = ¢i(0), —h<0<0, (3.9)

onde h = max; ; 7;; e ¢; sao continuas. A existéncia e unicidade local das
solucdes é assim garantida pelos Teoremas 1.8 e 1.10.

Pretendemos estudar a estabilidade local dos pontos de equilibrio de (3.6)
que sao solugoes do tipo u(t) = u* parat > —h, cuja existéncia serd estudada
no préximo resultado. Assumindo que existe um ponto de equilibrio u*
e efectuando a sua translagdo para a origem pela transformagao u(t) =
u* 4 z(t), obtém-se

mz(t) = —b,-xi(t) + Zazj [gj(xj(t — Tij) + u;") — g](u;k)] . (3.10)
j=1
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Comecemos por encontrar a linearizagao de (3.10). Para isso usamos a
hipétese (3.7) sobre g para fazermos o seu desenvolvimento de Taylor:

gi (i (t = 7ij) + ) = g;(uf) + g (u))w;(t — 75) + O(x;(t — 75))  (3.11)
e substituindo (3.11) em (3.10) ficamos com

n

i(t) = —bizi(t +Zazgg] —7ij) + Y, O(;(t — 7))

Jj=1

Assim, a linearizagao de (3.10) em torno do equilibrio u* é dada por
x;(t) = —bxi(t) + ZCU% — Tij), (3.12)

onde ¢;; = aijg;- (u;‘) O estudo desta equacao linear ja foi feita na seccao
anterior.

Sendo as matrizes K = —B+C e K = —B+|C| como na secgio anterior,
enunciamos de seguida o resultado para a estabilidade local de u*.

Corolario 3.8. Suponhamos que det K # 0. Entao a solugdo de equilibrio
u* de (3.6) € localmente assimptoticamente estdvel para todos os atrasos
7i; > 0 se e s6 se —K € uma M-matriz.

Demonstracao. A condigao suficiente segue directamente do Teorema 3.5 e
do Teorema 1.36 e a condicao necesséaria vem pelo Lema 3.4. O

No que se segue vamos mostrar que condig¢Oes ligeiramente mais fortes
do que aquelas do Teorema 3.5 implicam a existéncia e estabilidade global
de um ponto de equilibrio da equacao nao linear (3.6).

Consideremos as matrizes B = diag(b1, by, ..., b,) e A = [a;;] associada
a (3.6). Definimos as matrizes

K=-B+A e K=-B+]|4],
onde [A] = [|ag;]]-

Proposicao 3.9. Suponhamos que (3.7) e (3.8) sio vdlidas. Se —K ¢ uma
M-matriz nao singular entdo (3.6) tem um unico ponto de equilibrio.
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Demonstracao. Comecemos por observar que se —K é uma M-matriz a sua
transposta também o é. Entao pelo Teorema 1.50 existem constantes v; > 0,
j=1,...,n tais que:

n
—byi+ Y lagly <0, j=1,....n (3.13)
i=1
Em particular, tem-se b; > 0, j = 1,...,n. Defina-se

1 n
= max —g aiilvi
6 1<i<n (’yjbj — ‘ ZJ‘V@)

e divida-se ambos os membros de (3.13) por v;b;, ficando com:

1 n
—1+—Z|az‘j!%<0<:>ﬁ< 1.
QL

Observemos que a equagao (3.6) tem um ponto de equilibrio, u* =
(uf,...,u), se os u! satisfizerem

n
biuizz:aijgj(uj)qLJi, 1=1,...,n, (314)
=1

o que é equivalente a

n
%’bz‘ui = Zaijgj(Uj) + vy, t=1,...,n. (3.15)
j=1
Definindo v; = v;bju;, entdo, para cada i = 1,...,n, u; satisfaz (3.14) se

e sO se v; satisfaz

n
Vs
v = Z'Yiaijgj (‘2')4‘%\]1‘
j=1 ry] J
= Gi(vlw"avn)

Assim procuramos os pontos fixos da funcdo G : R® — R"™, definida
por G(v) = (G1(v),...,Gp(v)) onde v = (v1,...,v,). Sob as hipdteses (3.7)
e (3.8) tem-se

-1< gj(U) <1,
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pelo que podemos escrever,

Gi(v) = D iy <Jb> + i di
j=1 ’7.7 J

n

v
= Zaijgj <%ZJ> + Ji

j=1

IA

n
Yi Zaij +J; | = C;r
i=1

n

o
Gio) = | Lows (S5) <
V505

Jj=1

n
> i | Y-+ i
j=1
n
> i | = lagl+ i | = ¢
j=1
Logo, para cada ¢ = 1,...,n, tem-se:

(7 < Gi(v) <¢F

Podemos dizer entao que G aplica o conjunto,
S={(v1,...,o)|¢; <v; <¢hi=1,...

nele préprio.
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Além disso,

1G(v) =Gl = Y IGi(v) = Gi(w)|
1=1

= Z Z% aijg; < : ) +yidi — Z%‘aijgj <7wé> + i
777

=1 |j=1 7=1

"y
< S el (2) -0 ()]
=1 j=1 VjYj
< ZZ%I%!% &) ——7 (3.16)
=1 j=1 7305
’Vz’az‘
< ZZ =y — wyl (3.17)
i=1 j=1

onde a desigualdade (3.16) é justificada pela aplicagao do Teorema de Valor
Médio e a desigualdade (3.17) segue da condigao (3.7). Rearranjando os
indices, vemos que

1G(v) = Gw)]| < Z( ZM%I) |vj — wj

J=1

n
< B vy —wyl
j=1

= Bllv—wl|

onde 0 < 1. Entao G é uma contraccao em S e, pelo Principio da Con-
tracgao, G tem um unico ponto fixo o que implica que (3.6) tem um tnico
ponto de equilibrio como queriamos demonstrar. ]

Antes de enunciarmos o ultimo teorema desta seccdo, apresentamos o
seguinte resultado:

Lema 3.10. Seja f uma fun¢ao nao-negativa definida em [0,00) tal que f
¢ integrdavel em [0,00) e uniformemente continua em [0,00). Entdo

lim f(t) =

t—o0

Demonstragdo. Suponhamos que f nao se aproxima de zero quando t — co.
Isto significa que existe um nimero positivo o e uma sucessao {t,} — oo
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quando n — oo tal que f(t,) > a > 0 para Vn > 1. A continuidade
uniforme de f assegura a existéncia de um [ positivo com a propriedade

que f(t) > (%) para [t —t,| < B, n > 1.
Podemos, sem perda de generalidade, assumir que os intervalos (¢, —
B,tn + ) nao se sobrepoem. Assim

/f dt>2/jn+ﬁ (t)dt > Nof

para qualquer inteiro positivo NV e isto contradiz a integrabilidade de f em
[0, 00). O

Teorema 3.11. Suponhamos que (3.7) e (3.8) sio vdlidas. Se —K é uma
M-matriz nao singular entdo o ponto de equilibrio de (3.6) é globalmente
assimptoticamente estdvel.

Demonstragao. Sejam v; > 0 como na demonstragao da Proposicao 3.9 e
defina-se,
n
— ; b — s S
iz éljlgn{ 573 z;|aw|%}
1=

De (3 13), tem-se p > 0. A mudanca de varidveis z;(t) = u;(t) —
i=1,...,n, transforma a equacao diferencial retardada (3.6) em (3.10).

Consideremos o funcional V (t) = V(z)(t) definido por
Z%L’Ez |+Z’YzZ|azJ|/ |z(s)|ds. (3.18)
Tij

O nosso objectivo é provar que este funcional é de Liapunov. Mas, em
primeiro lugar observe-se que, notando B;(t) = > " a;;[g;(u;(t — 75) +
u})g;(uj)]; tem-se

[ d(t) = —baa(t) + Bi(t), se wilt) > 0

D* (lzi(t)]) = { () = biws(t) — Bi(t), se zs(t) < 0 (3.19)
De (3.19),

se z;(t) > 0, —biwi(t) + Bi(t) = —bilxi(t)| + Bi(t) < |Bi(t)| — bilz:(t)]

) <
se zi(t) <0,  biwi(t) — Bi(t) = —bilzi(t)] — Bi(t) < [Bi(t)| — bilzi(t)]
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Em qualquer dos casos tem-se

D (|lzi(t)]) < —bili(t)| + | Bi(t)] (3.20)

Agora a derivada a direita ao longo de uma solugao z(t) do funcional
definido por (3.18) é dada por

) n n n d t
VO = D e+ o Yl [ ley(s)ds
i=1 i=1 j=1 —Tij

< > AIDTz I+ Y lag] (lz ()] — |z (¢ = 7i5])
i=1 =1 =1
< 3w (—bi|xi(t)| + > laigllgs (a (¢ = 7i5) +uj) gj(u}k-)) (3.21)
i=1 =1
+> 7 lag] (Ja (6)] = [ (8 = 7451)
i=1  j=1
< > v (—bi|3«“i(t)| + ) laijlla;(t - Tij)|> (3.22)
i=1 =1
+ Y Y laig] (2 (8)] = e (¢ = 7351)
=1 =1
= Y —ybilw)+ DY wilaglla; )]
i=1 i=1 j=1
= > (—%‘bj + Z%—I%I) |5 (t)]
i=1 i=1
0] (3.23)
j=1
< 0

onde usamos (3.20), o teorema do Valor Médio e a hipdtese (3.7). Como
V(t) < 0 ao longo de uma solucio z(t), o funcional V definido por (3.18)
é um funcional de Liapunov. Assim podemos dizer que V(t) é decrescente
ao longo das solugoes de (3.6) o que implica que V(t) < V(0), para t > 0.
Portanto temos

Z%]mz(tﬂ <V(x)(t) < L,Vt >0 para algum L,
i=1
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o que implica que Y1, |z;(t)| ¢ limitada para ¢t > 0. Pelos resultados de
continuagao de solugoes, as solugdes de (3.10) existem para todo ¢ > 0.
Tem-se ainda

V@) () < —u) lz(t)]=
j=1
V(z)(t) = V()(0) < —u/o (;r%(sn) ds,

logo

Vi(x)(t) + M/O (Z !%(ﬂ\) ds < V(x)(0).

Segue-se que
> Jzi(t)] € Ly (0, +00). (3.24)

i=1

A limitagao de x;(t) em (0, 4o00) implica o mesmo da derivada de x;(t)
em (0, +00) logo z;(t) é uniformemente continua em (0, +00).

A continuidade uniforme de > |z;(¢)| em (0,400) juntamente com
(3.24) implica que

n
Z |z;(t)] — 0 quando t — +o0.
i=1

Esta dltima asser¢ao é consequéncia do Lema 3.10. O

3.3 Estabilidade Global para sistemas de tipo Lotka-
Volterra

Nesta seccao vamos estudar a estabilidade do equilibrio positivo de uma
equacao de Lotka-Volterra com atrasos discretos mas num caso mais geral
que no capitulo anterior, usando técnicas apresentadas em [5] e em [6]. A
equacao € a seguinte:

gi(t) = yit) |ri = bigi(t) + Y asjy;(t — 7i5) (3.25)
j=1
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onde ri,bi,aij € R, Tij >0,4,5=1,...,n
Suponha-se que existe um equilibrio positivo y* de (3.25). Fazendo a
mudanca de varidvel z(t) = y(t) — y* obtém-se a equagao

() = (zi(t) +yf) | —bizi(t +Zawxj —Tij) (3.26)

No que se segue, sejam
K=-B+A e K=-B+|A|

onde B = diag(b1,...,bn), A= [ai;] e |A] = [|as].
Fazendo a linearizacdo da equagao (3.26) em torno do equilibrio y*
obtém-se a seguinte equacao:

T (t) - Zyz x’L + Z az]yz x] 7-@_7) (327)

que é uma EDF linear do tipo da equagao (3.12) que foi estudada na secgao
3.1, donde se conclui a sua estabilidade assimptotica global no seguinte re-
sultado

Teorema 3.12. Supondo que existe um equilibrio positivo y* de (3.25), este
equilibrio € localmente assimptoticamente estdvel para todos os 1;; > 0 se
det K #0 e —K ¢é uma M-matriz.

Observacgao 3.13. Observe-se que em (3.27) as entradas das matrizes B e
A estao multiplicadas por y; > 0, ¢ = 1,...,n. Jd foi provado no capitulo
anterior que —K; = diag(yib, ..., ysbn) + [y |aij|] € também uma M-matriz
nao singular e det K1 # 0 onde K1 = diag(yibi,...,ynbn) + [yfaij]. Logo
pode aplicar-se o Teorema 3.5 a equagdo (3.27).

Consideremos uma EDF geral

y(t) = f(t,ye), t=>to (3.28)

com f: D CRxC — R"” continua. Para estas equagoes fixamos geralmente
um conjunto S C C, com [tg,00) X S C D, como o conjunto das condi¢ies
iniciais admissiveis. Naturalmente, uma solugao y(t) com uma condigao
inicial admissivel y;, = ¢ € S diz-se admissivel se y; € S para t > to sempre
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que y; esteja definida. Sob a hipdtese de unicidade de solugoes, a solucao de
(3.28) com condigao inicial v, = ¢, ¢ € S, é denotada por y(t, to, ¢).

Apresentamos agora um conjunto de resultados (ver [5,6]) que conduzem
a prova da estabilidade assimptdética global do equilibrio y* de (3.25).

Lema 3.14. Escolha-se um conjunto S C C como o conjunto de condi¢des
admissiveis para a equagao

y(t) = f(tayt)a t> to (329)

onde f : [tg,00) X S — R™ ¢é continua, f = (f1,...,fn). Considere-se R"
com a norma .|« € suponha-se que f satisfaz a condi¢do

(H1) Para todo t > tg e ¢ € S tal que |$(0)|oo < |¢(0)|co para 6 € [—7,0),
entdo ¢;(0)fi(t,¢) < 0, para algum i € {1,...,n} tal que |p(0)|e =
[¢6(0)loo-

Entao todas as solugoes admissiveis de (3.29) estdo definidas e sao limitadas
para t > to. Além disso, se y(t) = y(t,to, @) (¢ € S) € uma solugdo admis-
stvel de (3.29) e |y(t)|oo < K para t € [ty — T,to] entio |y(t)|eo < K para
t> to.

Demonstragao. Seja y(t) uma solugdo admissivel de (3.29) em [ty — 7, a),
para algum a > tg, com |y(t)|eo < K parat € [ty — T,tg]. Suponhamos que
existe t1 > tg tal que |y(t1)|eo > K, e defina-se

T = min {t S [to,tl] : H[IELX |y(5)‘oo = |y(t)|00}

se to,tﬂ

Temos |y(1T)|ec > K €

[y(t)|oo < [y(T)|ee para te[to,T),

logo |yr(0)|ec = |Y(T + 0)|o < |y(T)|s para —7 < 0. Por (H1) existe
i€ {L,...,n} tal que [y(T)oo = |(T)] e w(T)fi(tyr) < O para todo
t > to. Suponhamos que y;(7T") > 0 (o caso y;(T") < 0 é andlogo). Visto que

yi(t) < lyi(t)] < ly()loo < [Y(T)loo = lyi(T)| = wi(T)

entao ¢;(T") > 0. Por outro lado, de (3.29) temos ¢;(T) = fi(T,yr) < 0
pois y;(T) > 0 e, por (H1), v:(T)fi(t,yr) < 0, o que é uma contradigao.
Isto prova que y(t) é extensivel a [ty — 7,00), com |y(t)|c < K para todo
t > to. O
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Note-se que a equagao (3.26) tem a forma (3.29), com

f = (f17"‘7f7’b)7
filt,d) = [i(8) = (6:(0) + u) | =bii(0) + D asjd(—7i5)
j=1

Proposicao 3.15. Suponha-se que det K # 0 e —K ¢ uma M-matriz ndo
singular. Entao a equagdo (3.26) satisfaz a condi¢io (H1).

Demonstracdo. Como — K é uma M-matriz nao singular, pelo Teorema 1.50,

existe um vector d = (dy, ..., dy) > 0 tal que (—K)d > 0, ou seja,
n
bidi — Y lagld; >0, i=1,...,n. (3.30)
j=1
Fazendo o escalamento z; — d%mi = z;, i = 1,...,n, na equagao (3.26)

obtém-se a equagao
1 n
Z’i(t) = (Zi(t) + dyf) —bidizi(t) + Z aijdjzj(t — Tij) . (331)
i j=

Isto prova que, sem perda de generalidade, pode supor-se que (3.30) é

verdadeira com d; = ... =d, = 1, ou seja, tem-se
n
bi— Y lag|>0, i=1,...n (3.32)
j=1

Para (3.26) o conjunto S das condigoes iniciais admissiveis é o conjunto

S={p="(¢1,....,0n): ¢:(0) > -y, 0 € [-h,0,i=1,...,n}

Para ¢ € S com ||¢]|cc = [0(0)|oc > 0, seja i tal que ||¢]|cc = |¢i(0)].
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Suponha-se ¢;(0) > 0 (para ¢;(0) < 0 é andlogo). Entao,

¢i(0)fi(¢) = ¢i(0)(¢:(0) +y;) —bz‘¢i(0)+zaij¢j(—ﬂj)

< 6i(0)(9:(0) + u7) | —bii(0) + Y laisl6;(—7i5)]
j=1

< $i(0)(6i(0) + i) i(0) | =i + > lagl| (3.33)
j=1
< 0 (3.34)

onde a passagem para (3.33) se justifica por [¢;(6)] < [¢:(0)] = ¢i(0) e a
passagem para (3.34) justifica-se pelo facto de se ter ¢;(0) > 0, (¢;(0)+y) >
0, por hipétese, e —b; + Z?:I la;j| < 0, por (3.32). Daqui se conclui que a
equacao (3.26) satisfaz (H1). O

Agora enunciamos e demonstramos o teorema que da a estabilidade as-
simptética global da equacao (3.25).

Teorema 3.16. Para a equagao (3.25) suponha-se que existe um equilibrio
positivo y* = (yi,...,y;) e que det K # 0 e —K ¢ uma M-matriz ndo
singular. Entao y* € globalmente assimptoticamente estdvel no conjunto das
solugdes positivas.

Demonstragao. Depois de transladarmos y* para a origem, consideremos a
equagao (3.26). Do Lema 3.14 e da Proposicao 3.15, todas as solucoes de
(3.26) estao definidas e sao limitadas em [0, 00) e a origem é uniformemente
estdvel. Resta entdo provar que z(t) — 0 quando ¢ — oo, para todas as
solugbes admissiveis de (3.26). Depois de fazermos um escalamento z;(t) —
d%_xi(t) = z(t), ¢ = 1,...,n, podemos assumir que (3.30) é vélida para
d= (1,...,1), ou seja, tem-se (3.32). Seja z(t) = (x1(t),...,x,(t)) uma
solugao para (3.26) e definam-se

—v; = liminf 2;(¢), w; =limsupz;(t), ¢=1,...,n
t—o0 t—o0
v = max v, U = max uj.
1<i<n 1<i<n
Note-se que —y; < —v; <wu; < oo, ¢ =1,...,n. E suficiente provar que

max(u,v) = 0. Suponha-se entao que |v| < u, de modo que max(u,v) = u
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(o caso |u| < v é andlogo). Seja i tal que u; = u, e fixe-se € > 0 pequeno.
Mostre-se que existe um sucessao tp — oo tal que

zi(ty) — u,  bizi(ty) Zamxj —7ij) =0 e ||zl < ute (3.35)

Para isso consideram-se dois casos separados: o caso de x;(t) ser moné-
tona, para t suficientemente grande, e o caso de nao o ser. Note-se ja que,
por defini¢do de u e v, para t grande tem-se ||z;|| < u + €.

Caso 1: Suponha-se que z;(t) ndo é monétona. Considere-se (t;) com
tr — oo uma sucessao de pontos de maximos locais tais que z;(tx) — u; = u.
Claramente, xz(tk) =0= bzxz(tk) — Z?:l aijxj (tk — Tij).

Caso 2: Suponha-se que z;(t) é monétona, para ¢ suficientemente grande.
Neste caso

lim z;(t) =u (3.36)
t—o0

e para t grande, tem-se &;(t) < 0 ou z;(t) > 0.
Se #;(t) > 0 para t grande, entdo de (3.26) tem-se b;z;(t)—>_7_; a;;z;(t—
7;5) < 0 logo

lim sup(b;x;(t Zaw% tk — 7)) =c<0

t—o0
Se ¢ < 0, entao existe t1 > 0 tal que bjz;(t) — D27 ajz;(t — 7ij) < ¢/2
para t > t; implicando que ;(t) > —c(xi(t) +y))/2 e
zi(t) +yf > (zi(ty) +yf)e 20 — 400, >0

o que é absurdo. Logo ¢ =0 o que prova (3.35).
Se @;(t) < 0 para t grande, de modo semelhante obtemos

htm inf(b;x;(t Za”xj — 7)) =d>0

Suponhamos que d > 0. Para qualquer ¢ > 0, existe t5 tal que para
t > 1o temos bixi(t) — >0 ajjx;(t — 75) > d/2 e ||z]| < u+ e Entdo para
t > 1o
0 <zi(t) +y; < (xi(te) +yj)e” glt—t) _, 0, t— o0
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assim conclui-se que
i + lim zi(t) =0 u=—y <O0.
— 00

Mas entao viria, para t > to

0<

IN

d n
3 bizi(t) + Y laijlla;(t — 735)]
j=1

IA

n n
bixi(t)+u2|aij| — —bi—i-Z\aij\ u, t— o0
J=1 j=1

Como —b; + > 1, |aij| <0 ewu <0 por (3.30), conclui-se que d = 0, o que
prova (3.35).

Por (3.26), a limitacao de z(¢) implica que @(¢) é também limitada em
[0, 00). Logo a sucessao (z¢, ) em C ¢ uniformemente limitada e equicontinua.
Tomando uma subsucessao, pode supor-se que z;, — ¢ em C, para algum
¢ € S. De (3.35), fazendo k — oo e € — 0 obtemos

$i(0) = u, biu—Y aijd;(~7ij) =0 e ||¢[loc = u (3.37)
j=1
De (3.37) deduz-se que

0=biu— Y ayd;(—m;) =u|bi— Y lag|| >0

j=1 j=1

e de (3.32) conclui-se que u = 0, mostrando que z(¢) — 0 quando ¢t — oo e
completando a prova. ]

89



90



Bibliografia

1]

[10]

[11]

H. Amann, Ordinary Differential Equations: An introduction to non-
linear analysis, Walter de Gruyter, Berlin-New York, 1990.

S.A. Campbell, Delay independent stability for additive neural networks,
Differential Equations Dynam. Systems 9 (2001), 115-138.

M.A. Carreira, M.S.M. Népoles, Varidvel Complexa - Teoria Elementar
e Fzercicios Resolvidos, 1%ed., McGraw Hill, Lisboa, 1998.

T. Faria, Notas do curso de Equacoes Diferenciais Ordindrias e Apli-
cagoes, Departamento de Matematica da FCUL, ano lectivo 2006-2007.

T. Faria, J.J. Oliveira, Local and global stability for Lotka-Volterra sys-
tems with distributed delays and instantaneous negative feedbacks, J.
Differential Equations 244 (2008), 1049-1079.

T. Faria, J.J. Oliveira, Boundedness and Global Exponential Stability
for Delayed Differential Equations with Applications, preprint.

M. Farkas, Dynamical Models in Biology, Academic Press, London,
2001.

M. Fiedler, Special Matrices and their Applications in Numerical Math-
ematics, Martinus Nijhoff Publ. (Kluwer), Dordrecht, 1986.

M. Figueira, Notas do curso de Andlise Numérica II, Departamento de
Matematica da FCUL, ano lectivo 2004-2005.

M.C. Gomes, A. Margheri, Notas de curso de Modelos Biomatemdticos,
Departamentos de Matematica e de Biologia Vegetal da FCUL, ano
lectivo 2005-2006.

K. Gopalsamy, Stability and Oscillations in Delay Differential Equa-
tions of Population Dynamics, Kluwer, Dordrecht, 1992.

91



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

J. Hale, Ordinary Differential Equations, Wiley-Interscience, New York,
1969.

J. Hale, Theory of Functional Differential Equations, Springer-Verlag,
New York, 1977.

J.K. Hale, S.M. Verduyn Lunel, Introduction to Functional Differential
FEquations, Springer-Verlag, New York, 1993.

J. Hofbauer, K. Sigmund, The Theory of Evolution and Dynamical Sys-
tems, Cambridge University Press, Cambridge, 1988.

J.Hofbauer, J.W.-H. So, Diagonal dominance and harmless off-diagonal
delays, Proc. Amer. Math. Soc. 128 (2000), 2675-2682.

R.A. Horn, C.R. Johnson, Matriz Analysis, Cambridge University
Press, Cambridge, 1990.

Y. Kuang, Delay Differential Equations with Applications in Population
Dynamics, Academic Press, New York, 1993.

P. Lancaster, M. Tismenetsky, The Theory of Matrices (2nd ed.), Aca-
demic Press, New York, 1985.

J.J. Oliveira, Equacoes Diferenciais Funcionais Retardadas Lineares
Auténomas, Semindrio de Mestrado, Departamento de Matematica da
FCUL, 2002.

92



