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INTRODUCKO 

1. Preliminares 

Quando se utiliza o modele de Leontieff (LM) xij= a1 jxj 

para analisar urna economia de n sectores/bens, em que x .. = 
l.J 

= montante do bern i necessario para produzir xj unidades do 

bern j e a .. e urn coeficiente tecnico constante, esta a admi­
l.J 

tir-se que para cada x. obtemos apenas urn montante necessaria 
J 

x .. e que existem rendimentos constantes a escala. Contudo, l.J . . 

como Pasinetti (1977, pag. 69) afirma: 

"In practice, changes in the technical coefficients can 

arise from two quite distinct sources. The first one is that 

the returns to scale may be increasing or decreasing ( ••• ) 

But there is a second source of variation of the technical 

coefficients: technical progress. And this is much more awkwar 

to deal with. Technical progress acts upon the various coeffi-

cients quite autonomously, sometimes independently of the 

scale of production, sometimes in conjunction with it. The 

important factor therefore, in this respect, is time". 

Para ultrapassar as dificuldades acima mencionadas, algun 

modelos mais gerais tern sido propostos. Assim, Sandberg (1973 

considerou o modele (SM) X .. = f .. (X.) em que f .. e urna func;ao 
l.J l.J J l.J 

qualguer, satisfazendo apenas urn conjunto limitado de condigoe: 

Por outre lado, alguns modelos do tipo a .. = a .. (t) tern sido 
l.J l.J 
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desenvolvidos em resposta ao segundo tipo de observa<;?oes avan­

gadas por Pasinetti. (l) 

No entanto, consideramos que modelos como.os acima mencio 

nados nao descrevem adequadamente todos OS aspectos relevantes 

da questao. Por essa razao, formulamos urn modelo mais geral 

que,. embora diferindo dos modelos dependentes da variavel temp 

pod e., · em certos casos traduzir uma si tuac;ao de progresso tec­

nologico. 

com efeito, o coeficiente tecnico x.·.;x. pode variar tam­
~J J 

bern por outra ordem d.e razoes, nomeadamente as re.lacionadas co1 

a maior ou menor dificuldade do sector i · fornecer o input requ~ 

rido x. . • Por exemplo, existem boas razoes para crer que, se · 
~J 

existirem dificuldades na produc;ao do sector i., os seus forne-

cimentos para os restantes sectores possam diminuir em termos 

relativos. Em alguns casos este efeito pode ser considerado 

uma situac;ao especial de progresso tecnologico, o que signifi­

ca que nao aceitamos a formulac;ao a .. (t) para exprimir todos o~ 
. ~J 

casos de progres so tecnico. A var iavel tempo, alias , nada ex-

plica. 

Para tratar casos como este podemos usar urn modelo muito 

geral, tal como o de Lahiri (1976) com uma formulac;ao em que 

X . . jx. =a, .(x1 , ..• ,X). No entanto, este rnodelo e demasiadc 
~J J ~J n 

geral e, por consequencia, torna-se dificil basear nele uma 

(1) 0 metodo RAS de actualizagao de coeficientes tecnicos po­

de ser considerado urn exemplo desse tipo de modelos. Em 

Carter et al (1970) encontram-se alguns exemplos e apli-

cac;oes. 
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3. 

analise te6rica. Para dar urn exemplo 1 e extremamente diflcil 

de saber se 

para sectores k F i 1 j. 

Com base no que se disse 1 pede afirmar-se 1 de uma forma 

pouco rigorosal que 0 problema des rendimentos a escala tern 

que ver fundamentalmente com a expressao da fun9ao X •• = f,, ( 
~J ~J 

e que o progresso tecnico se traduz em muitos cases na intro-

dugao de argumentos diferentes para a.fun9ao fij(). 

A formula9aO que·utilizaremos na presente disserta9aO e 
baseada no-modelo de Lahiri mas e menos geral. 0 nosso modelo, 

que designaremos por GM 1 admite que para cada par (i;j) de 

sectores temos x .. = f .. (x. 1 x.) 1 ou seja 1 _que o fornecimento do 
. l.J ~J ~ J 

sector i ao sector j e uma fun9a0 (nao necessariamente linear) 

do-total das·produ9oes dos sectores i e j 1 respectivamente . 

No entanto 1 para o modele ser tratavel temos de _introduzir mais 

algumas hip6teses. 

-2. Primeiras hip6teses relativas ao GM (2 ) 

Consideremos uma economia fechada com n sectores/bens e 1 

-para cad a par de sectores i e j 1 x .. = f .. (x. 1 x . ) . As fun9oes 
-. ~J ~J -~ J 

f.J. sao contlnuas e tern derivadas parciais continuas em 
~ L 

R+ =· { (x. ,x.) 1 (x. ,x.) ~ O}. 
~ J l. J 

0 comportamento das fun9oes f. . rege-se pelas seguintes condi9oE 
~J 

(2) Trata-se apenas das primeiras hip6teses. Mais adiante res-

tringiremos de novo o campo de estudo. 



f .. (x. 1x.) ~ 01 afij afij l.J J. J ~ 0 I = 0 # fij o. -
axj axj 

f .. (x. 10) = 0 af .. 
l.J J. l.J ~ o. 

axi 

Por enquanto, nao introduziremos a hip6tese de ser 

f .. (0 IX.) = 0 para qualquer xJ.fO I porque e iitil considerar 0 
l.J J 

SM e o LM como casos especiais da nossa formula9ao. No entan 

to, isto obrigari, para o modelo continuar a fazer sentido, a 

restringir novamente o dominic de f (x x ) de R+ pa~a .urn no ij i I j , 
· mln 

vo conjunto R'CR, com R'=.{(x.,x.)j.x.~x.(x.), ·x.~O}con 
J. J J. J. J J -

forme se veri mais adiante (ver pag.60). 

~ iitil, neste memento, comparar a nossa formula9ao com 

as de Sandbe~g e Lahiri e avaliarmos o que ganhamos e o que 

perdemos quando a introduzimos. 

3. Comparagao com o SM 

Consideremos uma .economia traduzida por um SM, com x .. = 
l.J 

= f .. (x.) e as seguintes si tua9oes. 
l.J J 

. No periodo t os n sectores produzem um dado vector X= X 

e no periodo t+l todos os sectores a excep9ao do sector i pro 

duzem o mesmo valor, enquanto o sector i produz um montante 

menor. Como e evidente, se a especifica9ao do modelo for 

4 

xl.. J.= f .. (x.) e a procura final do sector i que sofre 0 impacto 
l.J J 
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total da redu~ao de produ~ao do sector (a excep~ao de urn mon-

tante relative a redu~ao do fornecimento xi.). Assim, uma ec~ 
' l. 

nomia como esta demonstraria urna extraordinaria falta de capa· 

cidade para se adaptar a uma nova situa~ao; tratar-se-ia de 

urn sistema rigido~ 

Uma rigidez como esta sera, obviamente, dificil de encon· 

trar na pratica, urna vez que todos os sistemas economicos dis· 

poem de meios que lhes permitem adaptar a sua estrutura produ· 

tiva a novas condi~oes. 

Assim, o exemplo descrito permite-nos identificar dois t: 

pos de situa~ao em que o GM fornece uma visao mais realista d< 

que o SM: 

a) Dificuldades na produ~ao de urn sector fornecedor de i! 

put_s intermedios. 0 GM introduz a possibilidade de sul 

titui~ao de urn input na produ9ao de outros sectores, 

evitando assim que as dificuldades de produ9ao se repe 

cutam quase integralmente na procura final. 

b) Aurnento na produ~ao de alguns sectores que, pelo factc 

de possuirem urn maier dinamismo podem substituir-se 

como inputs intermedios a outros sectores no processo 

produtivo. Este tipo de situa9ao, frequente em situa-

90es de progresso tecnico, e exemplificado pela evolu-

9a0 da Utiliza9a0 de energia electrica a partir das ul 
timas decadas do seculo XIX. 
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Como veremos no Capitulo 2, as melhorias que, neste con-

texto,.obtemos como GM resultam do facto de gue podemos in­

troduzir substituigao no processo produtivo. Contudo, tere­

mos tambem de avaliar o gue perdemos em relagao ao modelo de 

Lahiri. 

'· 

4. Comparagao com o modelo de Lahiri 

Quando escrevemos X.;J·= f .. (x. ,x.} , supomos que com X.;= x. 
..... ~J ~ J ..... ~ 

e. X • = X • 0 fornecimento do Sector i ·ao sector i e sempre 0 
J J 

mesmo, guaisquer que sej~ os outros fornecimentos xik' kfi,j, 

ainda que outro sector k, k;ii,j, aumente substancialmente a sua 

produgao. Claro que esta e uma hipotese bastante forte, pois ~ 

difidil de .explicar como e gue e.possivel ao sector i continuar 

a comprar o mesmo montante ao sector i quanqo a produgao deste 

e limitada e urn outro sector aumenta fortemente a sua propria 

J?rocura de inputs de i. (l} 

Contudo, em alguns casos podemos considerar o GM uma apro-

ximagao razoavel. do modelo de Lahiri. 

Por exemplo, consideremos 

Clfi. 
__ _,),__ .::s 0 1 i,jfk, e· 

axk 

com 
~ 01 

af .. 
~J 

ax. 
J. 

X = X X = X I k=l 
2 2'"""' n n 

>0 

(1) Este e urn problema de autonomia. Ver Johansen (1977, I, 

pag. 315} 
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com urn aumendo dxk na produ9ao do sector k, k=l. 

()f .. 
Teremos, evidentemente dxiJ~ 0 (uma vez que ~J ~ 0, i, ~ 

axk 
Como a produ9ao de cada sector i~k se conserva constante, obte 

mas urn aurnento no fornecimento de cada sector i para a procura 

final, a nao ser que 

n 

~I 
(1) -

' j=2 

Como nao existe razao para que dy. seja positive, isto e, 
~ 

que quando 0 sector i e SUbstituido na produ9a0 do sector i 

(

af .. 
~J 

a~ 
sucede o contrario na procura final, teremos de 

super que ~ )~ 
j=2 

Assim, o efeito da varia9ao de Xij induzida par Xk e 
"pequeno" c.omparado com o do efeito sabre xik. Este e o caso 

do GM (e, como e evidente, do SM). 

Assim, poderemos concluir que, em certos casas, o GM e 
uma boa aproxima9ao do modele de Lahiri, pelo menos quando 

{1) Com efeito 
af .. 

0 = dx. = I ~J 
d1c + dyi e 

~ j axk 

() fik n af .. 
=fj af .. 

dy. ~ 0 # ~ - I~ ~J 
~ 

axk j=2 axk j=2 a xk 
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a£ .. 
~J ~ 0 . . .J.k 

" ' ~, Jr • ax · · 
k Alern disso, e rnuito mais facil trabalhar corn o GM do que 

com 6 modelo de Lahiri. 

5. Alguns problemas sobre a especifica9ao do GM 

a) Agrega9ao 

Com a formula9ao GM verificamos irnediatarnente que nao e 
possivel agregar um tal modelo de n para m < n sectores. Com 

efeito, quando consideramos um sector )<:, na nova agrega9ao, tal 

que xk = x1 + xj, nao obtemos necessariarnente xkr= fkr (xk ,xr) . 

Embora isto suceda com o GM, a verdade e que o ~esmo tambem 

acontece com o SM e, ate, com o LM. Neste .ultimo caso este fac 

to e muitas. vezes esquecido e a maior parte das agrega9oes que 

se fazern esquecem este problema, limitando-se a supor que os 

·coeficientes tecnicos passam de constantes a variaveis. o pro­

blema e, no en tanto ,rnais prof undo, pois o que na verdade aeon-

tece e que ja nao temos uma fun9a0 x .. =a .. x. 
~J ~J J 

pois, para ca-

da valor xj= xj, podemos obter diversos 

dam. 

x .. 
~J 

que lhe correspog 

Em resumo: a nossa divisao em n sectores com a correspon-

dente especifica9ao tera de manter-se ao longo de todo o estudo 

b) Dimensao 

Urn outre problema que surge e o que se.refere as unidades 

de medida das variaveis. Quando escolhemos urn periodo para a 



9. 

produ9ao os valores xi estao medidos em unidades monetarias. 

Teremos de ter a certeza de que, quando medimos as mesmas va­

riaveis xi com urn multiple ou submultiple da unidade moneta­

ria previamente escolhida, obteremos as mesmas propriedades 

para o modelo. Isto e, se em vez da unidade monetaria inicial 

usarmos uma outra unidade valendo 1/k vezes a inicial, obte~ · 

mos 

f . . {kx . , kx . ) = kx . . 
~J ~ J . ~J 

Isto e verdade apenas quando f .. for homogenea de grau 1, 
l.J 

o que e um caso muito particular. Se usarmos uma especifica-

gao mais geral, se mudarmos a unidade monetaria, teremos tam-

bern de mudar a fungao f ..• 
~J 

Noutros termos, uma vez que assentamos numa especifica9ao 

x
1
.J.= f .. {x. ,x.) medida numa determinada unidade monetaria te-

l.J l. J . 

remos de trabalhar sempre com e~sa mesma unidade. De outra 

forma teremos de mudar as fun9oes f ..• 
l.J 

Vamos ver o que acontece quando adaptamos fungoes a uma 

nova unidade monetaria. Teremos de encontrar fun9oes 

k g .. (x. ,x . ) tais que 
~J l. J 

k g (kx. , kx.} = k f .. (x. , x.) . 
ij . l. J l.J l. J 

E temos 

a k elf .. g,. 
l.J •k = k ~J com yi = kxi. ay. ax. l. l. 



r 
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Donde 

ag~. af .. 
_ _.;;;;l..._J- = l. J 

ay1 ax
1 

. a2 k 
. gij 

ay2 
i 

e, em gera1 

1 = 
k 

n k 
D g,. = 

l.J 

a2fij 

ax 2 
i 

(1) 

0 que foi dito permite-nos definir o seguinte principia 

metodo1ogico que sera va1ido ao 1ongo de toda a presente diQ 

sertagao: Apenas as expressoes referentes a e1asticidades, 

coeficientes tecnicos e primei:ras derivadas de f .. deverao 
l.J 

ser comparadas com nfrmeros abstractos. 

c) Pregos 

10. 

A nossa analise considera todas as variaveis relevantes · 

medidas a pre<;os constantes de urn det.erminado periodo. Assim, 

nao consideramos explicitamente a variagao de pregos relatives 

como causadora da substituigao de urn input no processo produ~ 

(1) Obviamente, quando f .. e homogenea de grau m 
l.J 

k 1-m g (x., x.) = k f
1
.J. (x., x.) 

ij l. J l. J 



11 

tivo. o GM exprime a existencia de substitui9ao relacionando­

-a.com os niveis de produ9ao dos sectores fornecedor e compra­

dor, mas nao analisa OS factores (pre90s, decisoes de um Orgao 

de planeamento, etc.) que sao usados. para induzir a substitui-

9aO. Como Kornai (1971, pag. 259) refere: 

"The explanation of changes in the input pattern of 

production which relies exclusively on prices is a poor one. 

Changes in factor combinations are explained, in the final 

analysis, by changes in the volume of resources available, 

and in this relation by processes of technical progress." 

0 GM, ta.l como e utilizado na presente disserta9ao, refe­

re-se e descreve sempre a esfera real da economia, com uma uni· 

ca excep9ao: o planeamento de um sector intermedio, que e ana 

lisado no Capitulo 2. 

(1) 
d) Vectores X :;;:.. 0 para os quaj,s existe um Y:;;:.. 8 

.A formula9ao do GM nao garante que para cada X~0 exista 

urn Y > 0. Note-se que, uma vez que estamos a analisar uma eco­

nomia fechada, esta condigao e necessaria para 0 funcionamento 

do sistema economico. Como tal, merece um tratamento mais dese 

volvido, que e levado a cabo no Capitulo 1. 

(1) Com a nossa nota9ao X e sempre um vector da produ9ao e 

Y um vector da procura final. 
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e) Defini~ao dos coeficientes tecnicos 

Com a especifica~ao do GM nao poderemos ter a certeza de 
~ fi. ·(X. 1 X,) 

que, para todos OS X~ e obtemos L J 1 J < 1. 
i X; 

J 
Esta e uma condi~ao importante para a aplica~ao empirica do 

modelo e e tratada nos Capitulos 1 e 2. 
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CAPITULO 1 

FLEXIBILIDADE E MODELOS INPUT/OUTPUT 

1. Definixao e formulaxao do problema 

Sejam A(X) e B(X) du.as tecnologias referentes, respecti-

vamente, ao sistema economico A e ao sistema economico B, am-

bos com os mesmos n sectores. Vamor supor que os elementos de 

A(X) e B(X) sao fun9oes continuas. 

Seja JCA o conjunto de todos os X~8 tais que existe urn 

vector Y ~ 8 tal que 

Y = X - A(X)X. 

DEFINI~AO: 0 sistema A e mais flexivel (I) do que o sistema B 

-se e so se 

Seja WA o conjunto de todos os X~8 tais que existe urn 

vector V ~ 8 tal que 

DEFINI~AO: 0 sistema A e mais flexivel (II) que o sistema B 

se e so se 

As defini~oes apresentadas permitem enunciar o s~guinte 

teorema: 



1~ 

. TEORm-1A. 1 Se A{X)~ B{X), entao A e·mais f1exivel {I) e {II) 

do que B. 

Oem: Para cada X E :X:B e * X E WB temos, respecti vamente, 

0~ 
B 2:: B 

(x1, ••• ,xn)~ yi = x.- f .. ' 
l. j l.J 

~xi -i:f .. A (x1 , ••• ,x) A = yi j l.J n. 

B * 2::£ .. B * * 0~ u i = x.- (xl, ••• ,xn) ~ l. j Jl. 

* If .. A * * UA ~ x.- (xl, ••• ,xn) = 1. • J 1. i J 

e 

Embora este teorema seja muito simples, e bastante impor-

tante, conforme veremos mais tarde. Por agora, e suficiente no 

tar que nos permite conc1uir que se o sistema A e mais f1exivel 

(I) que~o sistema B, nao se segue necessariamente (embora possa 

suceder) que o sistema B e mais flexivel (II) do que o sistema 

. DEFINI~AO: Urn modelo input/output e tratavel se e so se 
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TEOREHA 2 * * Se 0 ~ A (X)~ A onde · A e uma rnatriz de coeficiE 

tes b~cnicos c011stantes tais que La· i < 11 
j J . 

\fi = l1 ••• 1n1 entao A(X) e tratavel. 

Dem: Como :x:A * () WA * 'f. { e} I rl ~I pelo Teorema 1 I a 

demonstra~ao e imediata. 

Contudo 1 e facil encontrar modelos nao-trataveis. E OS 

exemplos poderao ser encontrados mesmo em rela~ao a modelos 

diferentes daqueles que sao obviamente nao-trataveis. Claro 

que, por exemplo 1 urn modele LM em gue,para algum sector i
1 

LaJ.i seja superior a 1 e obviamente nao-tratavel. Mas urn 
j 

exemplo como 0 que se segue ja nao e tao patentemente nao-

-tratavel. 

13 xl + (1-13) x2 
0.5 + yl xl = 

2 
x2 ax1 + 13X2 y2 

com 0< 13 < 1, a > (1-13) • Quando x
1 

> 0 1 x
2 

> 0 temos 

13x1 + ax1
2 ~ x 1 ==} x

1 
~ 1- 13 < 1 

Se x 1 =0 1 vern x 2=o porque 

Se x 2=0, ,vern x
1 

=0 porque 

a 
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Entao, YI'An:X:A = {CO,O)} , eo sistema e nao-tratavel. 

Este exemplo mostra que devemos ser cuidadosos quando de 

senvolvemos uma teoria input/output nao linear. Nao e sufici-

ente garantir que, para cada i exista urn conjunto nao vazic 
L X •• w i t- { e} tal que J ~ < 1 . 
J xi 

se conjuguem de uma forma tal que 

!: precise que todos os "K. 
~ 

:r:nw r!{e}, t- ~- Isto Lao 

tern sido suficientemente afirmado na teoria dos modelos inFut. 

output. 

Uma situa~ao colocada, de certo modo, no extreme oposto 

dos modelos nao-trataveis e aquela em que XA = R+ e/ou w = .. 
J:-_ 

Neste caso, o sistema tern o grau maximo de flexibilidade (I} 

e/ou (II) respectivamente. Se wAn :X:A= R+ diremos que o mocel< 

e ideal. 

TEORR.TiiA 3 

• 

Dem: 

0 sistema A tern 0 maximG grau de flexibilidade 

I 
b .. (x.)x.l = l.J ~ l. 

X. 
J 

Quando xi~ 0 ternos 

e ~b .. (x.)~l. 
J l.J ~ 

x.-
l. 

Lf .. (x
1

, •.. ,x) = 
j l.J n -2:: 

J 

= [1 - 2:: b .. (x.)] · x. ~ 0. 
j l.J l. l. 

q.e.d. 
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Urn exemplo de urn tal modelo e aguele em gue·bij(x
1

)= E~j 

constante 1 OU 1 por outras palavras 1 uma economia sujeita a ~ 

total racionamento na distribui9ao dos inputs intermedios. {C 

mo e evidentel uma economia deste tipo dificilmente funcionar 

Trata-se de urn exemplo extrema.) 

Seria tambem facil demonstrar o seguinte: 

TEOREMA 4 A tern o maximo grau de flexibilidade (II) 

se {aij (x1 , ••. ,xn)} 

La . . (x.) < 1. 
i l.J J 

={a .. (x.)} l.J J e 

Quando a .. (x.) = a .. temos 1 evidentemente
1 

o LM. l.J J l.J 

Urn teorema mais importante referente a flexibilidade e, 

entanto 1 o seguinte: 

TEOREMA 5 

Dem: 

Nenhum sistema adeguadamente descrito pelo SM
1 

coi 

pelo menos urna f .. ~ 0 1 i~j 1 x~0 1 tern o maximo grat l.J 
de flexibilidade (I) • 

Para cada i temos 

y 1. = x. - l':f .. (x.) com 1 pelo menos 1 urn forneci:::ler l. . l.J J J 
to f .. ~0 para urn dado par (i 1 j). Suponhamos que l.J 
X(i)=·X(i) onde X(i) eo vector X sem a componen-

te i. En tao 1 quando xi+ 0 temos I para xi suficien 

temente pequeno 1 y. < 0 . l. 

q.e.d. 
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1 

Assim, nenhum modele SM com interesse (isto e, urn modele 

SM com pelo menos urn x. ·FO para iFj) e urn modele ideal. Por 
1J . 

outre lade; urn exemplo sera dado mais adiante (pag.64) de urn 

GM que e urn modele ideal. Poderemos entao concluir que, de 

todos os mode los x .. = f .. (x
1

, ..• , x ) com interesse, o mais 
1J 1J n 

simples (1) que pede ser ideal e o GM. 

Alem disso, uma condigao necessaria para urn modele ser 

ideal e a seguinte: 

TEOREMA 6 

Dem: 

" 
Se A (X) e urn modele ideal entao inf {A (x) } = A , ondt 

X 
~ 

e uma matriz diagonal de coeficientes 

O~A.< 1. 
1 

SUp:>:nharros que inf {A (X) } = A com pelo menos urn 
X 

elemento A •• > 0, ifj. Para todos os X ~ 0, A (X)~ A • 
1J 

+ Pelo Teorana 5 X F R e, pelo Teorema 1 
A 

Entao, A e uma matriz diagonal. Por outre lado, 

nao e possivel ter 

seria possivel ter 

A.~ 1 para todos OS i, pois na 
1 

+ 
WA = R • 

q.e.d. 

0 conceito de flexibilidade (I) e importante tambem do po. 

to de vista da capacidade produtiva, conforme a proxima secgao 

demonstra. 

(1) Isto e, ode menor numero de argurnentos. 
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2. Flexibilidade (I) 

0 conceito de flexibilidade e importante porque nos da 

os meios de avaliar as possibilidades de urn dado sistema eco 

nomico atingir a utiliza9ao plena da sua capacidade. 

Seja X o vector de capacidade maxima existente numa dada 

economia. (l) Nao existe nenhuma razao para se .;:~.dmi tir que 

Y =X- A (X) X e tal que Y > 0 a nao ser que A tenha o maximo gra1 

de flexibilidade (I). 

Ao caso XA = R+ damos o nome de caso neoclassico porque i 

sempre possivel atingir a capacidade maxima, desde que 0 vee-

tor resultante da procura final seja aceitavel pelos agentes 

economicos. No entanto, nao e so o caso neoclassico que e in· 

teres sante. Quando XA 'I R+ pode ser importante saber se XA 

e urn conjunto conexo (ou antes, arco-conexo) ou ate urn conjun­

to convexo, uma vez que se X E XA for o vector da capacidade 

maxima e se X for o vector da produ9ao actual pode ser impor-o 

tante saber se X pode ser obtido a partir de X
0 

atraves de urn 
-

processo progressive de pequenos·saltos. Se XA for urn conjunt 

conexo isso e evidentemente possivel, embora possa ser necessa 

rio reduzir inicialmente a produ9ao de alguns sectores para se 

obter urn caminho mais suave no futuro. Contudo, quando XA fo 

conv~o podemos sempre obter X de x
0 

de uma forma mais suave 

atraves do caminho AX + (1- A) X com 0 ~ .A ~ 1. 
0 

Alguns exemplos para uma economia de dois sectores. 

(1) Esta capacidade maxima devera entender-se como o maximo 

que e SUSceptive! de se produzir dada a dota9a0 de facto 

res primaries existente na economia. 
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1) Consideremos o sistema 

= + 

X.l ~ allxl + a12x2 :::::? xl~ 
al2 

x2 
1 - all 

1 - a22 
x2 ~a2lxl + a22x2 :::::? xl~ x2 

a21 

E :tA e um conjunto convexo~ 



2} 

= 

g(x2} 

1-all 

l-a22 

a21 

+ 

Se g(x2 ) for uma fun9ao convexa, poderemos obter uma situa-

9ao como esta 

E XA e urn conjunto convexo mas limitado. 

2 
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Se g(x2 ) tiver dois pontos de inflexao, XA' pode, em certos 

casos ser representado por 

E XA e urn conjunto nao conexo. 

2 

0 conjunto X A e convexo quando se verifica a seguinte condic;:a 

TEOREMA 7 Se as i funcoes 
0 

g. Cx
1

, ... x ) = 
- J. n I f .. (x

1
, ... ,x ) 

j l.J n 

forem convexas, o conjunto X A e convexo. 



.Dem: 

0 0 . 1 1 
.~ Agi(xl, ••• ,xn) + (l-A)gi(xl, ••• ,xn). 

e 

Y-~ =Ax~+ (1-A)xi- gi [AX~+ (1-A)xi,•••tAX~ + (1-A)x~]~ 

:-.. '\ [ xo~ ..;.. g~ (xol' ••• ' xno>] + ( 1 '\) [ 1 ( 1 1)] ~ 1\ ..... ... - 1\ xi - g i x 1'" ••. I xn = 

=A y~ + (1- A) yi ~ 0, pois 

Notemos que se f .. forem 
~J 

0 y. ~ 0 
~ 

e 

q.e.d. 

fungoes convexas tambem 0 e 

2: 

~f ..• 
J ~J 

Na sua analise, Sandberg exclui fun9oes fij convexasl 

o que exclui alguns casos importantes em que temos a certeza 

que o conjunto XA e convexo. 

Mas e interessante introduzir tambem urn teorema para a 

nao-convexidade. 

. TEOREHA 8 1 0 1 0 
Se existirem pontos X 1 X 1 X >X ~0 tais que 

X 
1 

= A (X
1

) X 
1

1 x0 ~A (X0
) X0 e 1 pelo menos para urn 

~ ()F xl - xQ 
1 > j ___!_ j J , onde 

ax. x~ - x<? 
J ~ ~ 

sector i 

as derivadas sao calculadas numa dada vizinhan9a 

1 - ...... de X mas nao necessariamente no mesmo pontol wA 

e urn conjunto nao-convexo. 

2: , f , • (x1 ,. o • 1 X ) 
J ~J n 



Dem: 

e 

* ·rara cada X tal que x0 <x* <X1 temos 

* 1 * * 1 1 
xi- xi - Fi (x1, ••• ,xn) + Fi (x1, ••• 1xn) = 

Y~ - y1 = (x* - x1) -... • :i.. i i 
"""'aFi * 1 
L.. (x. - x.) 
j a xj J J 

as derivadas sao calcu1adas em pontes 

y~ - y~ 
~ ~ 

on de 

* . ] (1) 
intermedios de @ [x. , x. • 'Podemos 

j J J 
escrever 

aFi * X~ l [1 x. -* y~ * x1) 2: J J yi - = (xi - - * 1 ~ i j ax. xi - X. 
J ~ 

Considere.mos agora 'Terrios 

. 1 0 1 

[ 

"""'aF. Ax.+(1-A)xj - x. ] 
1 - L.. __! --~J------~-~--~J~ 

j ax. AX~+(1-A)x9 ~1 
. J ~ ~ i 

= [Ax~ + (1-A)X~ - x~] 
~ ~ ~ 

[ aFi x'? 1 

] 
* y~ X~) 

- x. 
y. - = (1-A.) (x<? - 1 - 2: J J 
~ ~ ~ ~ 

j ax. x<? X~ 
J ~ ~ 

0<A<1 

* yi X* suficientemente perto · de x1 ti En tao < 0 1 se escoJ1'1ennos 

que @[x~, x.] 
. J J 
J 

esteja incluido na vizinhan9a de x1 

on de aF. 1 0 

2: x. - x. 
1 > ~. J J 

j ax. X~ X~ J ~ ~ 

C Xo XlE X. omo . , A -e e 

urn conjunto nao-convexo. 

(1) ~ [x~, x.J . J J 
J . 

q.e.d. 

representa o produto Cartesiano dos in­

tervalos [x* x ] j I . j 
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~ 

1> )_J 
j 

___j_ 

X~ 
l. 

que e mais facil de tratar. 

+ Devemos insistir no facto de que 1 quando XA '1- R 1 pode 

ser perigoso para 0 equilibrio do sistema economico ter in-

centivos para as unidades produtivas que lhes favore~am a to-

tal utiliza9ao da capacidade 1 uma vez que nos podemos aproxi­

mar de urn vector X tal que X~ XA e o sistema nao podera fun­

cionar. Talvez que muitos dos actuais desiquilibrios da eco-

nomia mundial (que e uma economia fechada) possam ser explica-

dos por urna situa9ao deste tipo. 

Ate agora definimos a flexibilidade (I) para todos os po~ 

tos X~ 0 tais que Y ~ 0 • Contudo 1 para sermos mais realistas d 

~ * ver1.amos definir flexibilidade em rela9ao com vectores Y ~Y o 

* de y e urn vector minimo para a procura final. 

* Teremos agora urn conjunto XA de todos os vectores x~e 

tais que ::x:~ = {x~ejx - A(X)X~ y*} 

Os teoremas 1 e 7 continuam validos. Sera tambem interessante 

verificar em que condi9oes poderemos considerar esta nova fle­

* xibilidade como urna mera transla9ao de 0 para Y . Ternes o se-

guinte teorema: 

TEOREMA 9 1 2 1 2 
Se X ~X ==}A (X ) ~ A (X ) 1 en tao 

* * * * * * X-X E ::X:A==} X E xX 1 onde Y = X - A (X ) X e 

o vector de orocura final minima. 
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* Dem: e~x - x ~ x. Portanto 

* A (X - X } ~ A (X} 

* I - A (X - X } ~ I - A (X) 

* Se X - X E XA' * X - x ~e e, por defini9ao de 

visto que 

portanto 

[I- A(X- x*>] (X- x*>~e, de forma que 

[I - A (X}] (X - X* ) ? 0 1 is to e 

* * X~X ::::::}I-A(X }~I-A(X) 

* y ~y e x:e~ 
* 

q.e.d. 

Se as hipoteses do Teorema 9 forem validas, poderemos reduzir 

o estudo da flexibilidade restrita ao conceito inicial. Contu 

do, uma vez que a condiyao x\:x2=}A(Xl)~A(X2 } e demasiado 

restritiva, urn diferente conceito de flexibilidade - a flexi-

bilidade local - e por vezes necessario. 

3. Flexibilidade local (I) 

Ate este memento usarnos o conceito de flexibilidade para 

cada sistema economico eo seu conjunto XA. Contudo, conforme 
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conjecturfunos na discussao de formula9ao dos modelos SM e GM 

(INTRODU9AO, pag. 5), e possivel admitir que urn GM e mais fle 

xivel que urn SM. Podemos agora investigar esta questao. 

Em primeiro lugar ,. convem lembrar- que, em geral, nao e f~ 
cilcomparar, em abstracto, a flexibilidade de urn GM com a de 

urn SM. Na verdade, como verificamos no Teorema 1, a flexibilj 

dade varia com a magnitude dos coeficientes tecnicos. Urn SM qt 

tenha menores coeficientes que urn GM e, obviamente, mais flexj 

vel (I) e (II) do que este. Por essa razao, vamos introduzir 

b conceito de flexibilidade local para tratarmos satisfatoria­

mente desta questao. 

DEFINI~AO: Urn sistema A e localmente mais flexivel (I) do que 

urn sistema B no ponto X0
E X~ X8 se, para cada 

dX
0 ~0 .tal gue dY~ = dY0 (dX0)~0 se obtem 

dY~ = dY~ (dX0
) ()0 

Observagao: Note-se que, quando X0 = x* (como na sec9ao anteric 

esta defini9ao permite-nos estudar varia9oes locais proximas a 
* vector mlnimo da procura final Y • 

Entretanto, antes de usar esta defini9ao para comparar o 

SM e o GM do ponte de vista da flexibilidade, teremos de reti-

rar todos os efeitos da magnitude dos coeficientes e das suas 

varia9oes locais. 0 teorema seguinte, nas suas hipoteses, con 

sidera precisamente esta questao. 
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'TEOREMA 10 Seja X0 ~0 e. y
0

(x
0

) ~e e consideremos dais sis-

Dem: 

temas X ,= 
i] g .. (xJ.) l.J 

tais que 
f .. (x<?, x'?) 

l.J l. J 

e 

0 = g .. (x.) 
l.J J 

g. . (1) 
= e l.J no ponte· X0 

x. 
J 

f.. f .. 
Se Ke l.J :< e l.J on de O<K~l 

.. 
uma constante X. " X. e 

J l. 

e se 

~ a£ .. (2) 
l.J K 

~ J ax. K+l l. 

entao 0 sistema X .. = f .. (X. ,X.) e localmente 
l.J l.J l. J 

mais flexivel (I) do que o sistema x .. = g .. (x.} 
l.J l.J J 

no ponto x0
• 

Para provarmos o teorema teremos de mostrar que, para 

cada dY
0 

(dX
0

) > e, dX0~e para o sistema x .. = g .. (x.), obtemos 
l.J l.J J 

dY*0 (dX0}~0 para o sistema x .. =f .. (x. ,x.}. Isto e, se 
l.J l.J l. J 

(1} f .. 
l.J -

ex representa a elasticidade de f .. em rela9ao ax. 
i l.J l. 

(2) K 
K+l e necessariamente uma quantidade abstracta, tal como 

ja tinhamos visto no principio metodologico da INTRODm;Ko, 

pag. 10. 



1) dy.= dx . .;. ~ agij 
dxj? 0 dx1~ 0, ':;/,= 11 • o • 1 n 

~ ·~ j ax. ~ 

J 

temos 

* ~ a£1 j I afij 
2) dy.= dx - dx. - dx1~ 0 

·~ i itj ax. J j a xi J 

ou, como 1> ~ af .. 
~J 

j ax. 
~ 

2: ag .. 
Como, 1) dx1~ 

~J dx., ~ suficiente por e 
j ax. J 

J 
provar que 

I ()f .. 

~ 
~J dx. ag .. itj ax. J 

~J dx. ~ 
. J 

.j ax. J 

2: J 
i 

a £ 1 j -
.j a xi 

g .. efij f .. 
0 0) ( 0) Como e ~J = + e ~J e· f .. (x. ,x. =g .. x. vem x. xi x. ~J ~ J ~J J 

J J 
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()g .• ()f .. 0 
afij xi J.] = J.] + para i :J j • 

0 
()X' ()X, xj axj J J. 

Entaor - suficiente que e provar 

I: afij 

_I:' x'? I: dx. af1 j ()f .. i:Jj ax. J J. l.J J j -- dx. + dx. ? 
xC: J ':J; J af .. ()Xi J. oJ ax. 1 L J J - 2J 

j 
()Xi 

Como <1 isto verifica-se se 

3) 

I 
~(~ 

()f .. 

) ( I: () f' .. 

) ! J.] dx . J.] . I 
··• I ax. J j a xi 
. l 

! 
J I 

i 
. \ 

E, se provarmos 3) o teorema esta demonstrado. 

f .. 
Como J.] 

K ex. ~ 
J 

teni.os 



iH .. ()fij 
K l.J 0 xo x. ~ 

ax. J ax. i 
J l. 

e 

I ()f .. x'! 
1:: afij l.J l. ? K dx. --dx. j ax. X~ J j ax. J 

l. J J 

Por outre lado, I af .. K l.J 
~ 

! j a xi K+l 
I 
' I 
L 

I 
I 

Entao, I 
i 

~ 
f 

(1 - a fij ) (~ 
af .. I x9 

dxj ) ;. 
l.J l. 

j a xi ax. X~ l. J 

I (1- I af .. 

)K(~ afij ) ~ 
l.J dx. ~ I j ax. a xj J 

I l. 

~I 
I 
I 
t 

.< f 

(1- K )K ('2: a f 1 j 
dxj)= 

K ~ af .. 
I ? l.J dx. ~ 

I K+l J ax. K+l j ax. J 
J J 

I 
I 

(~ 
af .. 

) (~ 
af .. 

dxj) I 9- l.J l.J 
l ax. ax . 

:·I .J l. J . ' 
I 
I 

3) e verdadeira e o teorema ~sta provado. 
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Poderemos agora ver que, para terrnos a certeza de que o 

GM e localmente rnais flexivel do que o SM, e suficiente supor 

que o efeito de introdugao da variavel xi ern cornparagao corn o 

efeito da variavel X. e re.lativarnente irnportante 
J . 

( 
f.. f .. ) 

K e ~J~ ex~J desde que, x. . 
. J .~ K 1 

xi seja · inferior a -~--$ --
K+l 2 

clare, a variagao resultante de 

Por outre lade, noternos que, dadas as suas hipoteses, o 

teorerna e fitil principalrnente para cornparar duas tecnologias 

alternativas para o rnesrno sistema, urna vez que seria extrema-

mente irnprovavel que dois sistemas rnostrassern exactarnente a 

rnesrna situagao 
0 0 0 . . 0 

g .. (x.) = f .. (x., x.) para urn dado ponte X • 
~J J ~J ~ J 

·4. Conclusao 

Nurna econornia fechada (por exernplo, a econornia rnundial) 

poderao surgir problemas series na procura final disponivel 

se cada. sector produzir em capacidade maxima. Alern disso, in-

centivos para produzir a maxima ~tilizagao de capacidade pede 

rao ser perigosos (ver Kornai (1971) I pag. 316 no que respei-

. ta a planes "tenses") • 

Alem disso, conforme verificarnos com o Teorerna 1, estes 

problemas podem tornar-se mais series quando, ern algumas fa-

ses do crescimento econornico, os coeficientes tecnicos aurnen-

tam. 

Finalmente, o Teorerna 10 mostra que uma regulagao autori­

taria da tecnologia da econornia, atraves por exernplo, da defi-
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ni9io de normas para os coeficient~s t~cnicos, apenas dependeE 

tes da escala de produ9io do utilizador pede, sob certas con­

diyoes, levar a uma situa9io mais rigida do que uma outra si­

tua9io em que a tecnologia de .cada sector e permitido variar 

de acordo com a disponibilidade dos seus inputs. 
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CAPITULO 2 

ANALISE GERAL DO GM 

1. o problema da substituiQao 

34 

t bern conhecido que o LM nao·permite substitui~ao de pro-

dutos intermedios no processo produtivo. No que respeita ao SM 

e possivel considerar substitui~ao de inputs desde que 0 nivel 

de produ~ao do sector utilizador nao fique constante. Isto po 

de ser apresentado de urna forma mais rigorosa. 

DEFINI9AO: Existe possibilidade de substituixao estatica na 

produ9ao de urn dado sector j quando o mesmo nivel 

de produ~ao xj e alcan9ado com diferentes propor­

~oes de, pelo menos, urn input intermedio (isto e, 

com pelo menos dois diferentes coeficientes tecni-

cos para o mesmo sector fornecedor) • Existe possi-

bilidade de substituixao dinamica quando diferen-

...... d d- 1 2 d b' tes n1ve1s e pro u9ao x., x., .•• poem ser o t1-
J J 

dos com diferentes coeficientes tecnicos de pelo 

menos urn sector fornecedor. 

Ve-se imediatamente que o GM permite a existencia de substitui­

~ao estatica e dinamica, enquanto o SM so permite substitui~ao 

dinamica. 0 LM nao permite nenhurna substitui9a0. 
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A fim de medir as possibilidades de substituigao podere­

mos utilizar a taxa de crescimento do coeficiente tec,nico de 

cada par (i,j), pela seguinte forma: 

f .. (x.,x.) 
d 1J. J. J 

x. (e£ij 1) dx. fi. dxi 1) = - J + e J 
f .. (x. ,x.) xj x. xi X. 1J J. J J J. 

x . 
.J 

Quando todos OS sectores crescem a mesma taxa, isto e quando 

dx. 
=~ x. 

J 
I 

f .. 
d 1J 

x. 

fij 

x. 
J 

a elasticidade dos coeficientes em rela9a0 a pro 

x. f .. fij J = e J.J + e - 1 
dxj xi x. 

J 

Por outro lado, poderemos tambem·definir para o coeficiente 

de procura 
f .. (x.,x.) 

J.) J. J 
a taxa de crescimento 

xi 

f .. (x.,x.) 
d 1J' J. J 

x. (f .. -1) dx. f .. dx. 
2) J. : J.) J. + J.) L = ·e ex. f .. (x. ,x.) xi 

xi J x. 1J J. J J 

xi 

" 
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e, usando 1) e 2) definimos fina1mente a e1asticidade do coe-

ficiente tecnico em re1a9ao ao coeficiente de procura 

f .. (X. 1 X,) f, , (X, 1 X •) 

(: fi. tx. fi. dx. d ~J ~ J ~J ~ J 
e J 1_J_+ e J ~ -x. xi x. x. xi xi J J J a = = ij f. , (X, 1 X •) 

f .. (x. ,x.) f .. dx. ~:! ~ J C .. fx. d ~J ~ J e ~J ____J. + e l.J - 1 -· x. x. xi X· 
X. J X. J J ~ 

que, por sua vez, nos da a percentagem de varia9ao do coefici 

ente tecnico que corresponde a varia9ao re1ativa do coeficien 

de procura. 
dx. dx. 

1. Obviamente, quando ~ J I a . . = = ~J xi x. 
J 

Consideremos I a . . I como urn a medida de substitui9ao. ~J 

f.. f .. 
Quando e ~J + e ~J = 1, isto e, 

X. X. quanto existem rendimentos cc 
~ J 

a esca1a, temos tantes 

a .. 
l.J 

= -

f .. 
e ~J 

X. 
~ 

e a e1asticidade e negativa. Isto e, o facto de que urn sector 

compra em percentagem mais da produ9ao de outro sector signi­

fica que e1e usa uma propor9ao menor (em re1a9ao a sua propric 

produ9ao) de fornecimentos desse sector como input intermedio. 

Notemos tambem que, se 
dx. dx. f .. f .. ~ J >o ~J l.J I e e e > 1 X. I 

xj X. x. ~ ~ J 

(1) Uma ap1ica9ao empirica pode ver-se mais, adiante, Capitu1c 



ternos 

fij 
e x .. 

l. 

a . . > 0 ; a mesmo resul tado 
~J 

' e 
f .. 
~J 

xj 
< 1 ·e 

efij 
x. 

f,. 
1 - e l.J 

xi 

(J • • > 0 
~J 

dx1 dxj 
·-- <--< 

xi xj 

3'i 

e obtido quando 

fi. 
e J 
xi dxi 

fi. ·-
1 - e J xi xj 

Estes exemp1os ilustram o facto de que quando urn sector aumen 

ta a sua participa9ao nas vendas de urn outro sector i, isso nc 

imp1ica que ela consuma re1ativamente rnais do input i. Tudo dE 

pende das taxas de crescimento da produ9a0 e dos rendimentos a 
escala. 

·Por outro lado, notemos·que podernos escrever a .. como 
l.J 

f .. dx. ( f .. 1) dxi dx. dx. 
~J __J_ + e ~J + l. _2 e -X• X X. 

xi xi x. J . ~ 
J . J 

cr •. = = ~J f .. dx. (f .. 1) dx. 
e l.J _l + e l.J l. -x. xi xi J x. 

J 

dxi dx. 
- ___J_ 

xi x. 
= 1 + 

efij dx. (/ij rxi ---1 + -1 -
xj x. xi xi J 
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dx. dx. 
J. J 

X. x. 
a.·.= 1 + J. = l.J (f .. rx. f .. dx. dx. dxi e l.J - 1 ___l + e l.J __ J.. + __J_ -

x. 
xj xi xi x. xi J J 

1 
= 1 + = 

* * a.. - 1 l.J a .. 
l.J - 1 

(f .. rx. f .. dxi e l.J 1 ___l + l.J - e 
* 

x. x. xi xi 
em que a .. = J J = l.J 

dx. dx. 
J. J 

xi x. 
J 

f .. (x.,x.) x. l.J J. J J. 
d 

x. X• J = 
X. f .. (x. ,x.) d J. 

l.J J. J 
x. x. J J 

isto e, * a.; 
l.J e a e1asticidade da varia9a0 do coeficiente tee-

nico em re1a9a0 a propor9a0 das produ9oes dos dois sectores. 
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2. Fungoes de produgao e fungoes de procura 

2 .1 Fum;oes de. produ<;:ao 
-------------------
Para· cada par (i,j) o GM admite que x .. =f .. (x.,x.). Como 

~J ~J ~ J 
fij 
-11 f .. 
~J 

e uma fun<;:ao crescente de x., existe uma fun<;:ao inversa 
J 

tal que 

x.= 
J 

-11 
f .. (x .. ,x.). 
~J ~J ~ 

. -11 
Note-se que f.. e uma fun<;:ao crescente de x .. e uma fun<;:ao 

~J ~J 

nao-crescente de x., urna vez que, quando consideramos a fun<;:ao 
~ 

implicita x. (x.), obtemos 
J ~ 

X.;J·- f .. (x. ,x.) = 0 
... ~J ~ J 

e, portanto 

()f .. 
~J 

dxj ax. 
~ 

~ 0 = 
dx. of .. 

~ ~J· 

ax. 
J 

A interpreta<;:ao do que fica dito e imediata. Com efeito, para 

urn dado nivel de produ<;:ao x.= x., quanto maior for a quantidade 
. ~. ~ 

X .. fornecida ao sector j, tanto maior e a produ9a0 ~este sector ~J 

Quando x .. = x .. , urn valor mais baixo para x. significa que 
~J ~J ~ . 

existe urna escassez relativa do input i e, portanto, o mesmo mon 

tante x1j= x1 j permite ao sector j produzir urn volume maior xj, 
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uma vez gue a escassez re1ativa de i introduzira a sua subs-

tituigao nos processes tecno16gicos. 

xj e uma fungao nao-crescente de xi. 

Portanto, dado x .. = x .. , 
~J ~J 

Repare-se agora que as ja mencionadas 1imita9oes do GM 

(INTRODU<;AO, pag. 6 ) se tornam evidentes. Com efeito, se supo· 

-11 .. - -sermos que x . = f . . (x .. , x. ) e uma fungao nao-crescente de x. , 
. . J ~J ~J ~ ~ 

teremos tambem que admitir que urn crescimento de x. resu1ta de 
~ 

i ser usado mais intensamente em todo o processo produtivo e 

nao apenas de existir urn aumento autonomo da procura de i por pa:;: 

te de outro sector k =I j. 

Tendo em atenc;ao o gue fica dito podemos agora definir umc 

·fungao de produgao para o sector j, dado o vector 

x(j)= (x1, ••• ,xj-1' xj+1' .•• ,xn). 

A fungao escreve-se 

j 
F-(j) 

X 
(x1 ., ... ,x .) = 

J nJ 
min 

i 

Podemos assim constatar gue, para cada sector, nao existe 

uma fungao de produgao dada uma vez por todas, uma vez gue e1a 

depende do nivel de produgao atingido pe1os outros sectores. 

t faci1 provar as seguintes propriedades: 

(1) A componente j e I evidentemente' -11 f. . (x .. ) 
JJ JJ 
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P.l Para cada X J F~(j) (8) = 0, uma vez que fij(Xi,O)=O 

e 

af .. 
--~ .... ]_ > o. 

axj 

P.2 Se existir pelo menos urn coeficiente tecnico 

P.3 

P.4 

P.S 

f .. (x. ,x.} 
~J ~ J 

x. 
J 

-limitado inferiormente por urn numero aij > 

en tao 

X •• = 
~J 

j 
F _ ( j} < + oo para todos os vectores 

X 

(x1 . , ... x . } • 
J nJ . 

Com efeito, neste caso, pelo menos para urn dos i's 

tem-se lim fij(xi,xj) = + 00 e, portanto xj= f~~1 (xij' 
x.+oo 

J 

nao tern assintota vertical. 

j 
F-(j) • 

X 

Entao, x. e finite e tam­
] 

bern 0 e 

se x~. ~ x~ . , entao 
~J l.J 

j 
F -(j) 

X 

0 (X .. ) 
~J 

·1 
(X .. } 

~J 

~ d f-11 E imediato,devido a monotonia e ... 

j 
F-(j) 

X 
e semi-continua superior em 

~J 

e.~ x .. ~ x. 
~J 

-11 ~ uma consequencia da continuidade de f ... 
~J 

-11 -
Se f. . (x .. ,x.) for quase-concava em 0 ~ x~J· ~ x

1
. , 

~J ~J ~ ..L 

·pj -{j) e quase-concava em 
X 

X q ~ X~ j ) ' 0 ~ XJ. J' • (1) 
~J l. 

(1) Que e, obviamente, um conjunto convexo. 



Com efeito, 

j 
[Ax<?. + (1-A)X~.] = F-(j) ~J ~J X 

-11 [A~j + 
1 

xk] ~ = fkj (1-A)xkj' 

? min [ -11 
fkj 

0 -
(xkj ,xk) ' 

-11 
fkj 

1 
(xkj' xk)] ~ 

~ min [F~ ( j) (X~j) ' 
j (X~.)] F-(j) ~J X 

E, por esta forma, verificamos as cinco propriedades que 

Shephard (1970, pag. 22) considera serem as de uma fun9ao de 

· produ9ao. < l) 

Mas urn outre processo de estudar as fun96es de produ9ao 

deste trabalho seria considera-las como urn elemento da classe 

jr(j) das fun9oes Fj (j) 1 definida pelos vectores x(j)E R+. Urn 
X 

CaSO intereSSante el eVidentementel aquele em que X(j)= x*(j) 1 

onde x*(j) e 0 vector da capacidade maxima. 

Mas devera salientar-se que todo este estudo so se aplica 

a analise da fun9a0 de produ9a0 de urn sector isoladamente 1 con 

siderando que os outros produzem urn determinado volume X(j). 

Uma rela9ao obvia e 
X (j) >.X (j) =? Fj >-Fj . para 

o ~ 1 x<j>r x<J> 
X (j)<X(j) X >. 0 
ij >..; 1 I .jj 7 • 

1 0 

(1) Nao consideramos a sexta propriedade 

·P.6- Para cada X .. >0 1 
~J 

porque X •• ~ X.;. 
~J ... 

F j ( . ) (AX .. ) -+co 
- J ~J X 

quando A -+00 
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Esta rela9ao pode tornar-se importante se quisermos estudar o 

caminho X (j) = AX (j) + ( i-·A) x
1
(j) , a partir de urn dado vector X ( j 

0 . 1 

para 0 vector x(j) > x(j) de capacidade maxima dos restantes 
0 1 

n-1 sectores. 

2.2 Fun9oes de procura 

Podemos tambem definir uma fun9ao procura tal como defini 

mos a fun9ao de produ9ao. Contudo, para ·o fazer, teremos de 

admitir que 

()f •• 
l.J > 0 e nao apenas que 

ax. 
l. 

Podemos escrever x .. = f .. (x. ,x.) e x. = 
l.J l.J l. J l. 

()f •• 
l.J .... 0 7' • 

ax. 
l. 

-12 f. . (x. ,x.) , 
l.J l. J 

.que nos 

da a produ9a0 no sector i que e necessaria para satisfazer a 

procura do sector j quando 0 nivel de produ9a0 de j eX .• 
J 

-(j) 
X 

Tal como no caso da fun9ao'de produ9ao, temos, para cada 

j . 
G-(j) 

X 
= max { f:-~ 2 (x .. ,x; >} 

j l.J l.J J 
x .. ~ x. 

l.J J 
(1) 

Ternes agora urn maximo, uma vez que o sector i tern de sa-

tisfazer a procura de todos os sectores. 

(1) Esta e uma condi9a'? necessaria para que exista urn valor 

acrescentado nao-negativo no sector j. 
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Obviarnente, 
()f-12 
ax. . > o' 

~J 

< 0 1 como no caso da fun~ao 

de produ9ao. 

A definigao de uma fun9ao de procura pode ser util para C 

estudo do processo de planeamento de urn sector produtor de ben 

intermedios, como se verifica na proxima sec9ao. 

3. 0 planeamento de urn sector intermedio 

Vamos considerar urna economia onde existem dois objecti-

vos x. ex. para a produ9ao do sector i e do sector j, respec-
~ J 

tivamente. 0 objective x. e urn maximo, uma vez que considera­
~ 

mosque o sector i produz urn recurso escasso; urn outro sector, 

k, utiliza i para produzir urn input intermedio para o sector j, 

Este, por sua vez, produz urn bern considerado essencial, sendo 

pois xj urn objective considerado minimo. Urn exemplo sera 

i = energia; k = adubos; j = agricultura. Vamos admitir que 

nao existem efeitos de feedback, isto e, que nao existe a ne­

cessidade de utilizar a produ9ao de j para, directa ou indirec­

tamente, produzir k ou i. Existe urn orgao central de planea­

mento (OCP) que escolhe x. ex. e tenta determinar os forneci-
~ J 

mentes xik e xkj que equilibram a produ9ao do sector k. As 

fun9oes fik(xi,xk) e fkj(xk,xj) existem embora desconhecidas 

do OCP. Por outre lado, assume-se- que estao fixados todos os 

outros fornecimentos xkm e todos os outros inputs xmk" 



Urn processo possivel de determinar os fornecimentos 

xik e xkj sera o de organizar urn dialogo iterative entre 

o OCP e o sector k tal que, em cada itera9io t o OCP propoe 

atribuigoes de inputs i ao sector k, xik e de inputs k ao 

sector j, x~j , que estio relacionados como equilibria do 

sector k durante a iteragio t-1. 

Assim, 

on de 

Finalmente 

t 
xik 

t 
xkj 

= xik 
t-1 

+ gl (* t-1 xk , ** t-1) xk 

= xkj 
t-1 

+ g2 (* t-1 ** t-1) xk , xk 

= maxima produ9a0 do sector k COm a 

at~ibuigio xikt 

= minima produgao do sector k necessaria 

t para preencher a atribui9ao xkj • 

suporemos que 

min { -11 
(xmk' xm>}= 

-11 
(xik' X •) fmk fik m ~ 

e 
{f~l2 (xkp' xp) }= 

-12 
(xkj' x .) max fkj p . kp J 

45 
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Conforme ja foi mencionado (INTRODU~AO, pag.ll) nao tra-

tamos aqui da esfera real da economia mas sim da esfera de 

contro1o, atraves do seguinte a1goritmo. 

0 0 0 OCP come~a por sugerir xik e xkj que sao as atri-

bui~oes consideradas mais eficientes segundo algum criterio 

que nao nos interessa discutir. Conhecendo a sua tecnologia 

e a procura dos outros sectores que nao o sector j, o sector 

k determina os montantes 

-12 0 
= fkj (xkj 1 X.) 

J 

Urn caminho possive1 para convergencia e dado por 

(* t-1 ** x..t-1) g1 xk 1 K 

(* t-1 ** t-1) 
g2 \ ~ I xk 

(
* t-1 = -11 xk ** t-1) - X k 

onde 11 e uma constante positiva. 

-11 Se existirem fun9oes desconhecidas f.k (x.k,x.) e 
1. 1. 1. 

* t-1 xk . - e 

x.= x 
1. i 

** t-1 
xk 

x.= x. 
J J 
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Portanto 1 

t t-1 [ -11 • t-1 -X •) _ f-12 (:,t t-1 
xkj = xkj + ~ fik (xik ' ~ kj kj ' 

OU 1 com 

t 
xkj = t-1 

xkj + ~ 8t-1 

Porem 1 

1) 
-11 * 

xi) -11 t 
xi) 

-11 t-1 x.)-
df (xik, 

fik (xik I = fik (xik I ~ 8t-1 ~ 

dxik 

-12 * x. > -12 t -12 t-1 dfk. (xk. 1 

fkj (xkj I X •) = fkj (xkj X".>+ ~ 8t-1 
J J J 

I J J 
dxkj 

2) 

onde e 

Subtraindo 2) de 1) 1 temos 
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x.) 
~ 

df~~2 

+ J 
X,) J 

J J 
df-11 (xik' xi) df~~2 

(x kj, x.) 
Se 0 < B~ 

ik . 
+ J J < A< +CX? 

dxik dxkj 

para cada xik~ xi' · e cada podemos escrever 

11 * -12 * -
1 > 1 - llB ? 1 - ll 

df~'k ( - ) df (x x ) ~ xik' xi + --~k~j--~k~J~·--'~j~ > 1 - l-IA 
dxik ·dxkj 

1 
Se · 0 < 11 ~ A , 1 - llA ?0, e podemos escrever 

X:.) 
~ 1 - 11B :? 1 

En tao 

e 

+ 

-12 * dfk. (xk., 
J J x.> J 

J J 

Quarrlo t-+oo 1 lim I S t I = 0 • -Isto e, provamos o seguinte teorema. 
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-11 d£~~2 
TEOREMA 11 Quando 

dfik 
+ J .. 

1imitada infe-a soma e 
dxik dxkj 

riormente por B > 0 e superiormente por A<+oo, 

- -para cada xik e xkj tais que xik~ xi e xkj ~ xj, 
1 a iteragao converge se 0<1J~T"· 

A interpretagao e imediata. Como em muitos outros esquemas 

iterativos (veja~se Johansen (1978), II, pag. 208-212) "" nao 

devemos ser demasiado ambiciosos na rapidez de convergencia 

(isto e, -11 llA ~ 1) especialmente quando f ik 

intensamente a xik e xkj., respectivamente. 

~ facil de provar o seguinte teorema: 

00 00 

e -12 
fkj reagem 

TEORE.MA 12 Os valores finais xik e xkj pertencem a urn inter· 

valor que nao depende do valor de }.l. 

Dem: Ternes 

t t 
0 

-lJ I s x.k = xik .J. 
Z=1 Z.-1 

t t ·o 
+ lJ I s Z.-1 xkj = xkj 

Z.=l 
e 

t t t 0 
I Sz.-1 ~ I s Z.-1 xik - xik =lJ lJ 

Z=1 Z=l 

t t 

r t 
0 

I SZ-1 ~ I SZ.-1 xkj - xkj =lJ ll 
Z=l Z=l 
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portanto 
t-1 

t 
lxi~- xi~~~~ISol 2: n 

~1 80 1 (1 -.. ~B) = 1-(1-l:!B) 
n=O ~B 

t-1 t 
t 

- xkji~~ISol 2: n 
~I so I 

1- ( 1-~B) 
lxkj (1 - 1-!B) = 

n=O ~B 

Com t+oo vem 

B 

e estes intervalos nao dependem de ~- q.e.d. 

Note-se 
, 00 

seja <xi que nao e certo que xik ou mesmo que 
00 . si si a maxima do xik seJa~ k X. onde seria proporc;:ao input 

~ k 

i que o OCP consider aria ser de ·fornecer ao sector k. (Cla-

0 i- (1) 
00 i ro, xik ~ sk xi) • Se de facto xik > sk x. entao temos uma 

~ 

situac;:ao de escassez que pode ser transmitida ao sector k se 

o OCP da instruc;:oes ao sector i para fornecer apenas S~ xi 

00 i . 
(1) A si tuac;:ao xik > Sk xi nao podera ser interpretada rigorosa-

mente como urn caso de succ;:ao tal como e definido em Kornai 

(1971, pag. 253) porque nao e facil interpretar x. como urna 
. J 

aspirac;:ao de compradores. Contudo, e urn caso semelhante de 

escassez. 
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ao sector k. E esta situa9ao pode ainda ser transmitida ao 

sector j se k produzir apenas 

oi 
xik= jJk X. • 

l. 

Se o sistema de transmissao de informa9ao for o da va­

ria9ao de pre9os, esta situa9ao leva a urn aumento do pre9o 

relative de i. Outros sectores poderao consumir relativamen-

te menos da produ9ao do sector i e a propor9ao 

portanto, aumentar. 

si pede, 
k 

Tendo analisado o GM de urn ponte de vista geral em todo 

este capitulo, estamos agora aptos a estudar uma especifica-

9ao mais concreta deste tipo de modelos. 
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CAP:tTULO 3 

0 MODELO GM: ESPECIFICAQKO CONCRETA 

1. Introdu.gao 

A especifica9ao do GM que vamos utilizar no presente Capi 

tulo assegura que o modele e sempre tratavel e inclui os casos 

mais importantes de flexibilidade. A hipotese mais importante 

e a seguinte 

HIPCTESE Para todos os pares. (i, j ), tem-se 

cij ~· 
f .. (x.,x.) 

~ cij cij cij l.J l. J onde e 0 -;: 1 0 1 x. 
J 

sao constantes, e cij >.: o 0 11" • Alem disso 

I f .. (x.,x.) 
Jl. J l. = Ai' O<A.~1, 

'v'i= 1, ••• ,n. j l. 
xi 

Com esta hipotese podemos escrever 

f .. (x. ,x.) [<1 -aij) cij +aijcij] ··· .. = X. l.J l. J 0 J 

com 0 ~ aij ~ 1 e aij ij = g (x.,x.). 
l. J 

Quando Ai e uma constante, existe urn sector residual que, 

por conven9ao, consideramos ser o sector n. (Uma interpreta9ao 
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deste facto e fornecida mais adiante, pag. 73 .) Para o n-€sim 

sector temos, desta forma, 

n-1 

~ Ai - :L cji 
j=1 1 

.. 
e, para assegurar que xni > 0 e suficiente que 

n-1 

Ai ~ ~ ci i. A nos sa especifica9ao pede, assim, ser 
J=1 

resumida da seguinte maneira 

x .. = f .. (x.,x.) = [(1-gij(x.,x.>)coij + gij(x.,x.) c 1

1
'j] x. 

l.J l.J l. J . l. . J l. J J 

ij 
0 ~ g (x. ,x.) ~ 1 

l. J 

n 

L f .. 
Jl. = A. j=l l. 

xi 
i=l, ••• ,n 

i = l, .•• ,n 

i = l, ••• ,n-1 

j = l, ... ,n 

0 <A.~ 1 
l. 

Podemos estudar agora alguns cases de interesse relacio-

- ij nados com as fun9oes g (xi,xj). 

2 0 Case geral Nij= gij(x x) 
• ------~~------~----~~~i-'-j-

Em primeiro lugar, teremos de assegurar que esta formula-

c;:ao seja consistente com a formula9ao mais geral do Gl-1 vista no 

Capitulo 2. 



----------··· ··--- . ·- ··-· 

a£ .. 
2.1 Condi9oes para ~J ~ 0 e _a_f=i...~..j_ > o 

axj axi 

---------------------------------------

fi. (x. ,x.) Hj + ij ij ij J Temos = g (xi,xj) (c1 - c 0 ) J ~ J 

af .. 
cij + (cij ij) ( ij 

agij 
. ~J = - c 0 . g (xi,xj) + 
ax. 0 

ax. 
J J 

x. cij 

x. 
J 

xj) 

. agij 1 Quando J > 0 1, obtemos - -
ax. 

J gij 

af .. 
---=-~.L.J- > 0 • 

a£ .. 
---=~.._)_ > 0 • 

axj 

()f •• 
Em re1a~o a ~ J 

a xi 

a£.. ( . . . ') --~ .... J'-- = c~J - c~J 
. ax. 1 0 

~ 

~ 0 para obter 

cij 
1 - cij 

0 
gij 

. g .. 
e ~J > -1 
x. 

J 
Portanto, se 

temos 

x. e e suficiente que 
J 

temos 

54 



5~ 

_ 2.2 Homogeneidade e quase-homogeneidade 

-----------------------------------
Quando se trata de teoria de produ9a0 e Util, muitas ve­

zes, considerar aspectos relatiVOS a homogeneidade da fun9a0 

de produ9ao. Mesmo sem·introduzir pre9os, isto pode ser essen 

cial relativamente a teoria do crescimento, uma vez que no ca­

so de homogeneidade e possivel concluir alguma coisa acerca do 

comportamento do output quando os inputs crescem a uma determi· 

nada taxa A. Nesta sec9ao tentaremos investigar a compatibili· 

dade entre homogeneidade e as·nossas hipoteses relativas ao GM, 

Para esse fim, usaremos o conceito de quase-homogeneidade 

(QH). (Veja-se Al-Ayat et al (1979) .) 

Diz-se que a fun9a0 h(x1 , ..• ,xn) e QH de grau m dados 

k 1 , ••• ,kn se, e so se 1 para cad a A > 0 

kl . _k2 kn m 
h(A x 1 1A x 2 1 ••• ,A xn) = A h cx1 1• •• 1Xn) 

Nao e dificil provar alguns teoremas relatives a estas fun 

90es (l) 1 nomeadamente: 

-A fun9ao h(x11 ••• ,xn) e QH de grau m dados (k11 ••• 1kn) 

see so see QH de grau m/p dados (kl/pl•••lkn/p). 

- Se y ~ h(x1 ,x2) e homogenea (H) de grau n e se 

-11 11 
x 1= h (x2 ~y) existe 1 h- (x2 ,y) e QH de grau 1/n da-

dos (1/nll) OU 1 o que e o mesmo 1 e QH de grau 1 dados 

. - -11 -11 .. (l,n). Sea nota9ao for x 1= h (ylx
2
), h sera QH 

de grau 1/n dados (111/n). (o mesmo e verdadeiro para 

-12 ) x 2= h (y ~x1 ). 

(1) Ver AP£NDICE 1 
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- Ihversamente, s~ x1= ljJ(x2 ,y) e QH de grau 1 dados (l,n) 
-1 -1 e se y = 1jJ (x1 ,x2) existe, 1jJ e H de grau n. 

Consideremos agora a i-esima componente·da. func;:ao de produc;ao 
. ... -11 -11 
~sto e, x.= f .. (x .. ,x1 ). Se f .. e H de grau N, x .. =f .. (x.,x.) 

J ~J ~J ~J ~J ~J ~ J 
QH de grau 1 dados (1,N). Isto e, para cada A> 0 

N 
f . . ( AX . , A x . ) = Af . . (x . , x . ) · 
~J ~ J ~J ~ J 

e ccm 
-1/N 

A = x. temos 
J 

1 
f .. (x. ,x.) 
~J ~ J 

Por consequencia, 

Com 

e 

f, , (X; 1 X,) 
--=~~J--=~;__ ... J_ = 

x. 
J 

temos 

f .. (x. ,x.) 
~J ~ J 

x. 
J 

f 1 . (x. ,x.) 
] ~ J 

x. 
J 

1;N ( xi ) 
X, f.. ,1 

J .. ~J 1/N 
x. 

] 

1-N. 
N f .. (1,1) 

~J 

torna~se maior que Cij para suficientemente grandes mon-
1 
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tantes de xj (se N < 1), ou para suficientemente pequenos mon­

tantes de x. se N > 1, conforme os casos. Provamos assim o se 
J 

·guinte teorerna: 

TEOREMA 13 Se o GM for especificado como no presente Capitulo 

e se as fun9oes de produ9ao tiverem componentes ho· 

mog~neas, nao ~ possivel para 0 mod~lo ser definid< 

.·para todos os X~ 0 excepto se o grau de homogenei-

dade for N = 1. 

0 resultado ~' de certo modo, desencorajante. Quando que­

remos o maximo grau de flexibilidade (II) para o GM estamos, 

ipso facto, a excluir todas as fun9oes de produ9ao de componen­

tes homogeneas I a excep9aO do caso N = 1. Assim I teremos duas 

possibilidades, se queremos manter 0 maximo grau de flexibili-

dade (II) : 

Vamos examinar cada uma destas possibilidades. 
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3. c-F-'-u=n_,.c;..;:;o..;:;e-'s_f .. (x.,x.) H de grau 1 e QH de grau N dados (l,N) - - ~J-~-J --

3.1 Fun9oes f .. H de·grau 1 
---------~J ____________ _ 

Como 

f .. (x. ,x.) e H de grau 
~J ~ J 

ist6 e, 

X'' J se 

ij _. 
1, g (x.,x.) e H de grau 0, 

~ J 

( :~) ' 
ij 

g (x. ,x.) = 
~ J 

J 

para a qual continuaremos a utilizar o mesmo simbolo gij. 

5 

Esta situa9io acontece quando os coefibientes tecnicos se 

mantem constantes quando as produ9oes de todos os sectores ere 

cern a mesma taxa. Em algumas teorias do crescimento esta e urn 

hipotese bern conhecida: em equilibria dinamico nio existem alt 

ra9oes de tecnologia. 

Urn exemplo possivel de uma'formula9io deste tipo eo se-

guinte: 

,iJ' i '(xi~ ""=gJ- = 
x. 

J 

e uma fun9a0 nao-crescente de 
x.· 
~ 

x. 
J 

1 

~,tambem, interessante notar que, com 

em que 

ter ~0 e > 0 e suficiente que 

? 0 e 

onde "e" representa a elasticidade. 

, para se 

~~------------------------·----
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A primeira condigao e obvia. Para a segunda, temos 

0 < 
afij 

= 
dgij xi - . --

ax. d ~ 2 
J x. 

Xj J 

e e suficiente que 

dgij 
x. 

d._! x. 
J 

(cfj - c~j) < g
1 j ( :~ ) (cij - c~j) 

J x. 
J 

3.2 Fungoes f.. QH de grau N dados (l,N) _________ !J _________________________ _ 

Temos N N f .. (Ax. , A x . ) = A f .. (x . , x . ) 
~J ~ J ~J ~ J 

' 

= 'N [coij + (c~l· j - cij ) ij c >] 
A 0 g ~i,xj xj 

Portanto = gij(x. ,x.), isto e, gij e QH de 
~ J 

grau 0 dados (l,N). 

ij g (x. ,x.) = 
~ J 

Com A = x.-l/N temos 
J 

x. 
~ 

1/N 
x. 

J 

, para o qual 

59 

mantemos o mesmo simbolo gij. Urn exemplo que e possivel para 

todos OS pares (x.,x.} e 0 seguinte: 
~ J 
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1 
onde hij e uma fun<taO 

hij( Xi ) 1 + l7N 
x. 

nao-crescente. J 

Como no paragrafo anterior, e fac~l de verificar que~ se 

dgij gi. ()f .. af .. 
?0 e N>e J I temos ~J 

~0 ·e ~J > o. x. - ~ :Xi a xi .()Xj d 1/N 
x1/N x. 

J j 

Notemos tambem que se f .. e QH de grau N dados (1,N), te­
~J 

-12 mos para a fun~ao procura x. = f. . (x .. ,x.) : 
T ~ ~) ~J ~ 

-12 N N 
f. . (A. X •. , A X • ) 
~J ~J J 

e f- 12 e H de grau 1/N. ij Isto significa que, se nao e possivel 

ter o maximo grau de flexibilidade (II) com func;oes de produc;ac 

de componentes homogeneas de grau N ~ 1, e, todavia possivel tE 

o maximo grau de f1exibi1idade (II) com func;oes procura H de 

grau N ~ 1. 

Obviamente, isto resulta de nao se impor tambem urn grau m~ 

ximo de flex·ibilidade (I) • Embora nao necessitemos de ter sempl 

urn grau maximo de flexibilidade (I) existe, no entanto, uma cor 

dic;ao fraca de flexibilidade (I) que as func;oes fij deveriam ve 

rificar. 

4. Condixao fraca de flexibilidade (I) 

Para x .. = f .. (x. ,x.) fazer sentido e necessaria que 
~J ~J ~ J 

fij (x1 ,xj) ~xi. 
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Com f .. (x. ,x.) - x. = 0 podemos definir uma fun9ao implici ta 
~J ~ J ~ 

tal que, para cada xj obtemos o valor minima de xi· que torna 

a especif ica9ao f .. (x. , x . ) com significado. 
~J .~ J 

t uma hipotese natural admitir que d MIN 
xi 

---- > 0, is to 
dx. 

6 

e, que para valores superiores de xj sejam 

maiores valores a produzir pelo sector i. 

J ... . 
necessar~os 

Desta forma, 
MIN 

dxi 
= 

()f .. 
~J 

()Xj __ ........_ __ >0, 

()f .. 
1-~ 

a xi 

()f •• 
_.....;:;;;.~,]_ < 1 

()f .. 
is to e, ~ J < 1 . 

a xi 

especifica9oes 
a xi 

de 

·pode ser escrita para diferentes 
ij g (x.,x.). 

~ J 

ij af .. agij 1 1 - caso gera1 g (xi,xj) ~J <1 # <--
a xi ()xi x. cij_ 

J 1 

- gij= gijc~ J (lfij dgij 
1 

<1 # < 
ax:. x. cij_ J· 

~ d--2:. 1 
x. 

J 

.. 
lj ( xi ) 

afij dgij 1 g~J= <1# < 
1/N xi cij- c5j x. a xi d--J 

xYN 
J 

cij 
0 

cij 
0 

] 

N-: 
x. N 

J 
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5. Resume das secxoes 1 - 4. Urn exemplo. 

Para obter uma especifica9ao, com sentido, de f .. (x
1

,x.) 
~J J 

ij temos de impor condiyoes as funyoes g .• 

a) Para ter 
()f .. 

l.J ~0 e 
()f .. 

l.J > 0' basta 
ax1 ax. 

agij J g·. 
supor que ?0 _e .. e l.J > -1. 

a xi Xj 

MIN 

b) se 
dx1 (xj) 

> 0' temos 
()fij 

<1 e 
dxj a xi 

0~ 
()gij 

< __!_ 1 
Portanto lim 

()gij 

axi x. cij cij ~+oo a xi J 1 0 

Uma vez que 
·f .. 

l.J 

x. 
J 

Cij ( ij ij ) ij ) . . 
= 0 + cl - co g (xi,xj ' temos 

x. 

e podemos concluir que, quando x .+ oo , o coeficiente tecnico 
J 

do sector i para o sector j se torna cada vez mais rigido em 

relayao a xi. Portanto, e possivel dizer que, com esta hipo­

tese, o sistema se torna mais rigido com o crescimento econo-

mico. 

= 
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cij ~· 
f .. (xi,x.) 

cij Se ~J J 
~ para todos os pares . (x1 ,xj)' 0 "' 

xj 
1 

funs:oes de produs:ao nao podem ter componentes as 

homogeneas· de grau N.,. 1. Contudo, as funs:oes procura 

poderao ter. 

Urn exemp1o de uma fun9ao fij H de grau 1 que satisfaz todas es 

tas condic;oes e: 

fij(xi,xj) = [ c~j + ( cij cij ) . xi 

J - X• 0 + x. J xi J 
ij + cij 2 c 1 x.x. 0 X • 

f .. (x.,x.) = ~ J j 
~J ~ J x. + x. 

~ J 

x. x.} ij ~ X • 
~ J g (x. ,x.) = = 

~ J + x. 1 xy X. + ~ xj ~ J 

e com x0 z = ~ x. 
J· 

dgij(z) = ____ 1 __ ·~-
dz (1 + z) 2 

1 
< 1<------

gij 
e = ----z 

1 
< 1 

1 + z 

6. F1exibi1idade do mode1o 

. . f . . (x . , x . ) . 
~J ~J ~ J ~ Uma vez que, para todos os ( i, j} ternos c
0 

~ _..;;;;...o. __ _...._ ~ c
1 

xj 
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usando o Teorema 1 (p.ag. 14) podemos dizer que o GM, tal como 

foi formulado neste Capitulo, e mais flexivel (I) e (II) do qu 

o modelo 

c = { cij} 
. 1 (n-lxn) 1 

· n-1 n-1 
d - [A ""' cjl. 1)) "" cjr 

1- 1-f-. 0 , ... , -~--- 0 
j=1 j =1 

* e menos flexivel que o modelo X = C
0

X + Y, com nota~oes simila 

res. 

Por outro lado, como Ai~ 1, podemos concluir que esta es­

pecifica<;ao do GM tern o maximo de flexibilidade (II) • 

Usando esta especifica~ao e, agora, possivel dar o exempl' 

de urn modele ideal, tal como foi prometido anteriormente (pag.: 

Consideremos o modele 

Com 

1) Sij 

n 
+ Q •• < 1 

JJ l.l. . 

2> Is .. + sii<l 
jFi Jl. 

i = 

Esta especifica~ao pode escrever-se 

f .. (x. ,x.) = [ 0 + ( 13 •• - 0) • 
l.J l. J l.J 

i, j = 1, ••• ,n 

1, ... ,n 

.1 

.:x. 
1 + n--L 



I 
I 

Cij = .r B 
0 u. • . • 

~J ~J 

ij 
g (x. 1 X.) = 

~ J. 

I ( o i j = Kronecker ) 

1 

Cij = , 1 

6~ 

A unica diferen9a entre esta e a nossa anterior especifica9ao 
n 
L x . ./x. 

.,. 1' JJ.: ~ J= . . 
-e que nao e necessariamente constante. Mas esta 

nao e uma caracteristica essencial do GM. 

Para provar que 0 modele e ideal I us amos 2) para ob·ter 

L B .• X. + B.;.; X.; <X.;, 
j#i J~ ~ ...... ... ... e assim 

n 
I 
j=1 

f .. (x. ,x.) ~ 
J~ J ~ 

L B • . x. + B • • X.< X. 
jfi J~ ~ ~J. ~ ~ 

eo mode1o tern o maximo de flexibilidade (II}. 

Poi ou tro lado,. de 1) 

B . . x.x. 
X. -r f .. (x. 1X .} = xi(1 - B .. ) - I ~J ~ J 
~ j ~J . ~ J ~~ = 

j~i 
xi + nx. 

a .. x. 
=X.; (1- B.;.;) - x. L ~J J 

... ...... ~ jfi 
x.+ nx. 
-~ J 

>x.(1-f3 .. ) -x.; 
~ ~~ ... 

J 

I 
j~i 

e o modele tern o maximo grau de flexibi1idade (I) • 

> 
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Notemos que, tal como o Teorema 6 demonstra, se tern inf r A(X)] 

com B = { cS • • 13 • • } • l.J l.J 

7. 0 SM e a flexibilidade 

Em muitos cases, as condi9oes que sao impostas sobre as 
(1) 

func;oes f .. (x.) do SM sao introduzidas no ponte X= 0. 
l.J J 

Contudo, conforme vimos anteriormente (pag .18 ), urn modele 

SM nunca pode ser ideal e, portanto, nao existe razao para crez 

que, quando consideramos todos os g sectores sirnultaneamente 

fa9a sentido definir f .. (x.) na origem ou proximo dela. 
l.J J 

Urna forrnula9a0 que talvez valha a pena introduzir e aquela 

que corresponde a formu1a9ao do GM. Isto e:. 

com. ij 
Neste XC ::> X ::>XC 0~ g (X.)~ 1. caso, temos 

J 0 1 
e 'ill =>'ill ::>'ill e, com ~ ci~1 para cada i, co cl 

I 

J 

o sistema tern o maximo grau de f1exibi1idade (II). 

-so, a 

e 

Tambern e interessante verificar o que acontece, neste ca-
l I 

condi9ao f .. (x.) ~ f .. (0), uti1izada por Sandberg. Temos l.J J l.J 

I 

f .. (0) 
l.J 

I I 

(1) Veja-se, por exemp1o, Sandberg (1973) onde f .. (x.) <f .. (0). 
l.J J l.J 



g ij (O) - gij (x.) >. gij' {x ) •X 
7 • • 

J J J 
i.' 

que e sempre verificada quando . g J (xj) ~ 0. 
i . 

Por outro lado 1 uma vez que 0 ~ g J (xj) ~ 1 
1 

ternos 

gij (0) - gij {x.) ~ 1 
J e 

.. ' 1 
gl.J {x.)~-

J X, 
J 

Integrando entre 1 ex. ternos 
J 

gij {x.) - gij {1) ~ log 
J x. 

J. 

. . f .. {x.) 
Como gl.J {x.) = ____ l. .... J_ .... J __ _ 

J xj (cij- c~j) 
, .ternos 

gij {x.) - gij (1) 
f .. (x.) fij (1.> = l.J J 

~log J 
( cij- c~j) cij_ cij X. 

J 1 0 
e 

1) f .. (x . ) ~ [ log 
l.J J xj ( cij- c~j) + f .. { 1) ] 

l.J xj, xj ~ 1. 

I I 

Contudo, quarrlo f .. (x.)~f .. (O) temos, para todos os· x].:70 l.J J l.J 

2) ' ' f . . {X • ) ~ f . . { 0) X • + f . . ( 0) = f . . ( 0) • X • 
l.J J l.J J l.) l.J J 

Cornparando 1) e 2) vernos que 1) nao e sernpre trivial porque 
I I 

quando f .. ( 0) ;? f .. (x . ) e 
l.J l.J J 

6 

x. 
J 



I. 

I 

f .. (O) -f .. (l) 
~J ~J 0 ~ log x . < -..=.....'-------:...&.--

) cij - cij 
1 0 

' temos 

e assim encontramos uma condi~ao (1) que e verificada pelo SM 
I I 

com a especifica9ao assumida quando f .. (x.)~ f~J.(O). 
~J J ..... 
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AP~NDICE 1 

FUN~OES QUASE-HOMOG~NEAS 

DEFINI~AO F{xi, ••• ,xn) e QH de grau N dados {M
1

, •.• ,Mn) 

se,e so se,para cada A> 0 
M1 ~ N 

F{A x 1 , ... ,A xn) =A F{x1 , ... xn) 

TEOREMA 14 Se F{x1 , ••• ,xn) e QH de grau N dados {M
1

, ••• ,Mn) 

en tao 

Dem: 

n 
N = L.M.eF 

i=l ~ Xi 
on de 

= ~ __E_ x. (AMi - 1) + a 
l. ax. ~ 

~ 

F e 
Xi 

6nde a + 0 qua.n:lo AMi + 1 isto e, gu.arrlo A+ 1 

-e QH 

.dividiirlop:>:J; {A- l)F(x
1

, ••• xn) obtemos 

M· 
A ~- 1 a + ----- AN - 1 

= ----'--
A -1 {A - 1)F A - 1 

69 



Quando A-+ 1, 

lim 
AMi 

e 
A-+1 A 

TEOREMA 15 

Dem: 

TEOREMA 16 

como cr ... 
de ordem e 

- 1 
Mi' = t:.emos 

-1 

de grau M1 dados 

superior 

q.e.d. 

a~ 

e 

V.l:cAMi 

g. (x.) 
~ ~ 

M·· 

L g.(AM~ x.) = 
i l! l. 

= 
M M 2: A lg . (x . ) = A 1 I g i (xi) 

.i l. l. i 

q.e.d. 

2 2 
1) xi 

Se x1 =~ (x2 ,y) e QH de grau 1 dados (1,M) 

7( 

-1 -1 e se y = ~ (x1 ,x2 ) existe, ~ e H de grau M. 



Dem: 

TEOREMA 17 

Dem: 

TEOREMA 18 

Dem: 

tJ!-1
(Ax1 ,Ax2 ) = tJ!-1 [ AtjJ(x2 ,y) ,Ax

2
] = 

= tjJ -1 [ tjJ (AX2 '~-My) 'AX2 r= A My = A Ml(J -1 (x1 ,x2) 

q.e.d. 

Se y = h(x1 ,x2) e a de grau M e se 

-1 x1 = h (x2 ,y) existe, -1 h (x2 ,y) e oa 

de gr.au . 1/M. dados (1/M, 1). 

-1 1/M -1 [ 1/M 1 h ('A· x2 ,Ay) = h A . x2 ,A h (x1 , x2 ) = 

q.e.d 

Se y = f(x1 ,x2) e H de grau M~1, e se 
-1 

X1= f (x2 ,y) existe e e uma fun9a0 homogenea, 

f(x1 ,x2) tern e1asticidades parciais constantes. 

Pe1o Teorema 17, f- 1 e QH de grau 1/M dados 

(1/ M, 1) • Pe1o Teorema 14, 



-1 
f 1 

e 
x2 M 

+ = 1 
M 

f -1 ... - ... 
Se for tambem fun9ao homogenea de grau P, temos 

-1 f 

= P. 

= 1 

M 

... f-1 e constante, e tambem 0 e ey 

En tao 

- p e s.e M~1, e 
X2 

Quando f- 1 e uma fu~9a0 de 

e1asticidades constantes, tambem 0 e f(xi,x2). 

7 
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CAPITULO 4 

A SOLU<;AO DE X= X (Y) 

Cheg·amos a uma altura do nos so estudo que permi te analisa 

as· condi9oes que asseguram a existencia.de uma.solu~ao x~e p 

ra cada vector Y ~ 0 • 

Nas analises tradicionais, nomeadamente as referentes ao 

SM e ao LM,. este problema tern side cuidadosamente estudado, urn 

vez que tem uma importancia fundamental no processo de planea-

mente a medic ou longo prazos. ~ interessante, agora, examina: 

este problema usando a especifica9ao do GM considerada no Capi· 

tulo anterior. Porem, antes de iniciarmos esta analise teremos 

de dizer mais alguma coisa acerca do sector n que, conforme di: 

semos, e urn sector considerado residual. 

1. 0 sector n 
n-1 

A formula~ao xni =A. x. - I fJ .. (x. ,x.) faz sentido sempre 
- ~ ~ j=l ~ J ~ 

que considerarmos que a contribui9ao dos factores primaries pa-

ra 0 processo produtivo nao e substancialmente diferente da cor 

tribui9ao dos inputs intermedios. Com efeito, neste caso, se 

considerarmos o sector n representando a contribui9ao dos fact~ 

res primaries para a produ9ao de cada sector, o aumento da con­

tribui9ao relativa dos inputs intermedios causa urn decrescimo a 

contribui9ao relativa dos inputs primaries e vice-versa. 

Neste Capitulo suporemos que o valor acrescentado em cada 

sector j pede ser dividido em duas partes: uma que representa a 
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contribui9ao dos inputs primaries e outra que representa o ex-

.cedente gerado no sector j. Assim, 

n-;L 

x.- 2: x .. = 
J i=l ~J 

n-1 l 
-l:f .. (x.,x.) 

i=l ~J ~ J 

excedente contribui9ao dos fa£ 
tares pr±marios 

Como sempre ao longo do presente trabalho, todas as variaveis 

se encontram avaliadas a pre9os constantes de um dado periodo. 

Outras hipoteses sao feitas·relativamente aos fluxos X .: 
n] 

Isto e, nao existe contribute directo des factoree 
·' 

primaries para a sua contribui9ao para a produ9ao; 

X. = 0 Os inputs primaries nao sao produzidos durante 0 
~n 

y = 0 n 

periodo da produ9ao. A sua contribui9a0 e obtida 

exclusivamente de urn dado stock existente no in!-.. 

cio do per!odo do processo produtiva. Uma alterna­

tiva podia ser a de ·se cansiderar x. = produ9ao do 
~n . 

bens destinados a manuten9a0 da for9a de trabalho 

a substitui9ao do stock de capital; neste caso, po 

rem, poderia mesmo por-se a questao de se saber se 

deveriam continuar a ser denominados factores pri-

marios; 

Nao existe contribui9ao directa dos factores prima. 

rios para a procura final. 

Notemos que, com estas hipoteses, cada componente yi (i=l, ••• ~­

pode ser dividida em quatro partes: 



i 
' '~ 

.t 

,f 

J 
. I 

i .. 

l· 
I. 

·L 
I. 

. ~-· 
" 

. 

i• 
I 

on de 
1 

yi = 

2 
yi = 

3 
yi = 

Yi = 

1 2 3 4 
yi = yi + y. + y. + y. 

~ . ~ ~ 

contribuiyaO d.o sector i para 

de capital usados no processo 

sim O·stock de capital apto a 

seguinte; 

contribui9ao do sector i para 

sumo necessaries a manuten<;:ao 

para o periodo seguinte; 
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a substitui9ao de ben! 

produtivo, mantendo as 

funcionar no periodo 

0 stock de bens de cor 

da for<;:a de trabalho 

contribui9ao do sector i para o aumento do stock de 

capital;. 

contribui9ao do sector i -. essencia para o consume nao 

Nesta disserta9ao nao analisaremos cada uma destas compo-

nentes separadamente, embora, indubitavelmente esse assunto co 

titua uma questao importante, como o modele dinamico de 

Leontieff demonstra. Por conseguinte, para cada sector 

i {i=l, ••• ,n-1), consideraremos o valor agregado yi, embora ad 

tamos que esta agrega<;:ao· constitui uma simplifica<;:ao que pode 

esconder alguma rigidez importante relativa as diferentes com 

ponentes de y1 • 

Das hipoteses acima listadas conclui-se que nao existe pr 

pricunente uma "produ<;:ao" xn. Este montante apenas pode ser in­

terpretado como a soma das contribui<;:oes dos inputs primaries 

para a produ<;:ao de cada urn dos restantes sectores. 
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~ a altura de sermos mais especificos acerca do que considera­

mos ser a contribuic;:ao dos factores primaries. 

DEFINI<;aO xni e a soma do valor do stock de capital consumi­

do durante o periodo de produc;:ao com a remunerac;:ao 

da forc;:a de trabalho utilizada no mesmo periodo.$ 

Algumas alternativas poderao ser consideradas em relac;:ao , 

trabalho. Uma possibilidade seria a de c·onsiderar o valor do t: 

balho necessario no sentido de Marx (I, pag.l36). Contudo, istc 

· levar-nos-ia a trabalhar com valores e nao com prec;:os, o que nc 

conduziria para fora do ambito do presente trabalho. (l) Uma seg~ 
~ 

possibilidade seria a de considerar a remunerac;:ao do trabalho e 

xni como sendo o equivalente ao consume, a nivel minimo de subsi 

tencia, da forc;:a de trabalho empregue no sector i. Uma vez que 

esta alternativa poderia conduz~r a dificuldades sobre a inter­

pretac;:ao do salario medic que dela resultaria, preferimos inclu 

em xni toda a remunerac;:ao da forc;:a de trabalho empregue no sec­

tor, ja que p::x:leremos sempr.e super verdadeira a· hipotese, necessa 

riamente restritiva, de que esta remunerac;:ao e exactamente igua 

ao custo (a prec;:os constantes de urn periodo dado) dos bens nece 

sarios a manutenc;:ao da forc;:a de trabalho. 

No que respeita ao stock de capital, uma alternativa seria 

a de considerar os hens de capital como produtos produzidos con 

juntamente, tal como Sraffa (1975, Capitulo X) considera. 

(1) Os problemas de misturar prec;:os com valores sao ana1isados 

em Morishima (1973, Capitu1os 6 e 7) e Abraham-Frois (1980, 

pag. 255) 
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Contudo,· esta hipotese tornaria a analise demasiado com­

plexa em termos formais pelo que preferimos .a formula9ao ja rE 

ferida. Podemos agora continuar cc:,
1

a analise. 

x 1= A.x1- I f .. (xJ.,x1 > 
n ~ j=l J~ 

que existe uma possibilidade de substitui9ao 

Quando escrevemos estamos a ~ 

por entre inputs 

intermedios e fadtores primaries. Consideremos, por exemplo, 

xk= xk (kfj,n). Para cada j, se x.k (e so ele) varia, existe 
. J 

urna variagao simetrica de xnk" Esta possibilidade de substitui 

9a0 introduz Urn certo realismo na analise porque e perfeitamer. 

te razoavel admitir que uma variagao no consume de urn input ir. 

termedio ira induzir a instala9ao de diferentes equipamentos c 

urna utilizagao diversa da forga de trabalho. Contudo, existem 

tambem outras consequencias que ja nao sao tao positivas mas g 

teremos necessariamente de admitir ao longo desta analise. Ass 

a) Nao e possivel analisar a substituigao capital/traba­

lho porque a contribuigao dos dois factores e tomada 

em c6njunto. 

b) Para a mesma produgao x., se urn uso mais intense de mn . J 

input intermedio i levar a utilizagao de urn equipamen-

to de vida mais curta, poderemos ter urn aumento em du~ 

contribuigoes - x .. e x . - o que, com o mesmo montant 
~J n] 

xj nao e possivel com o nosso modele. Claro que, muito 

provavelmente, 0 que nos teriamos nesta situagao seria 

que Aj ja nao se manteria constante, urna vez que so fa 

sentido usar urn equipamento de vida mais curta se ele 

for rnais barato; portanto, a remuneragao do capital (i: 

cluida no excedente {1-Aj)) seria menor. Em qualquer ca: 

uma situagao deste tipo nao pede ser analisada com o no: 
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2. Existencia de uma solugao x ~ 0 para cada Y ~ e 

Com a nossa formula~ao necessitamos apenas de provar a 

existencia de solu~ao para os primeiros n-1 sectores, porque, 

como 

A.>,. 
~ 

n-1 
I cji 
j=l 1 

a nao-negatividade de X . e sempre assegurada. 
n~ 

Por outro 1ado, uma vez que xin= 0 (i=1, ••. ,n), os primeil 

n-1 sectores podem ser considerados como urn bloco separado 
n-1 

x.;= L f .. (x, ,x.) + y. i ·= 1, ••• ,n-1 
.... j=l ~J ~ J ~ 

Utilizaremos agora urn resultado provado por Lahiri (1976) 

para urn modele mais geral. Lahiri prova que, se f .. forem contj 
~J 

nuas e nao-decrescentes (o que e o nosso caso) , se F for a rna-

triz suprema de 

l f .. (x. ,x.) 

I 
~J ~ J 

I 

x. 
J 

e se ),(F) {o maier valor-proprio de F) for < 1, existe uma solu-

c;ao X~ 0 para cada Y ~ 0. 

Com as nossas hipoteses e extremamente facil encontrar a m 

triz :E', uma vez que coincide com a matriz c1 dos coeficientes 

{c~l'j} 1 . Por conseguinte, se se tiver ), {C ) < 1 a existencia de 

solu9a0 esta assegurada. 

assegurar que 1 > A. para 
~ 

" ji Como 1 ~ A. ? L Cl 
~ . 

J 
que exista a solu~ao 

i=l, ••. ,n-1, bas· 

x~e para cada · Y ~ 1 
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Isto· e, basta supor que cada sector ~roduz urn excedente positi 

vo para se ter a certeza que existe uma solu9ao X ~e para cada 

Y98. Ou, alternativamente, que cada sector utiliza sempre uma 

contribui9ao positiva de factores primaries para produzir urn m1 

tante tambem positive. 

Note-se que esta conclusao so e valida quando 

f .. (x.,x.) ij 
l.J l. J c . ~ .1 e verificada para todos OS pares 

. x. 
J 

(X, 1 X , ) ~ 0 1 e dai a importancia da analiSe que fOi fei ta SObre 
l. J 

este assunto. 

· 3. Unicidade da solugao 

Este problema ja nao e tao simples de tratar como o anteri 

Com efeito, as condi9oes 1 e 3 usadas por Lahiri (pag. 9.53 e 95 

nao sao verificadas, em geral, no nosso caso. Por exemplo, a c 

digao 3 diz que 
. 1 1 0 0 

1 0 
. f .. (x. ,x.) f .. (x. ,x.) 

==? l.J l. J l.] l. J X • >-. X , _..;;;:..,:.__.....;;;;._.:::t..-_ >J -~~---=--.~L--
J , J 1 , 

x. x? 
J J 

o que nao e sempre verdadeiro. Teremos de seguir outre caminho 

Notemos, em primeiro 1ugar, que, com as nossas hipoteses 

acerca do sector n, se provarmos a unicidade para os primeiros 

n-1 sectores, teremos tambem provado a unicidade para todos os 

n sectores. 

Por conseguinte, podemos comegar por demonstra:r o ·seguinte 

teorema: 
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TEOREMA 19 s·e para cada i = 1, ••• ,n-1 

Dem: 

- entao 

e 

on de 

afi. (x. g ,x.) L 
(k~) 

1 > _ _..-... ) __ ~ ___ )_ 
+ 

j axi ax. 
J 

entao a so1u~ao e unica. 

- (k.) (q.) As nota~oes xi J , xj J ( 1.) 
' xj J indicam que as 

derivadas nao sao necessariamente ca1cu1adas nos 

mesmos pontes. 

Suponhamos que existem X e Z tais que 

x.- I f .. (x. ,x.) = 
~ j J.] ~ J 

z.-
~ 

I f .. (z.,z.) = y. 
j 1] ~ J ~ 

x.- z.- [I f .. (x.,x.) - I f .. (z.,x.)J -
~ ~ j~i ~J ~ J j~i ~J ~ J 

- [f .. (x.) -f .. (z.)]-[ If .. (z.,xJ.)- If .. (z.,z.)]= 
~~ ~ ~~ ~ j~i ~J ~ j~i ~J ~ J 

L (k·) )-Clf , , (X , J 1 XJ• 
x.- z.- ~J ~ · (x.- z.) -
~ ~ j axi ~ ~ 

(q·) Clf .• (z. ,x. J ) 
~J ~ J ( ) = 0 x.- z. 

J J jfi ax. 
J 

e (q·) 
X , J E (X, ,z,) 

J J J 

Podemos escrever 

N(X - Z) = 0 
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- onde 

n = -ij 

Como 
. (k·) V af .. (x. J ,x.) ~ af .. 

1 >~ ~J ~ J + ~ ~J 
j j;!i axi axj 

e 
a£ .. 

~J 0 --'""--> , N tern uma diagonal dominante 
ax. 

J 

e N-l existe. Por conseguinte X = Z 

q.e.d. 

OBSERVA<;AO Chandler (198.0), quando trata o SM utiliza a condi<;;: 

dfij 
-----~ rn •. 

dx. ~J onde I-M e uma matriz P. 
(1} 

J 

A nossa condi9ao pode verificar-se em certos cases 

· onde nao se verifica a de Chandler, como demonstra 

o seguinte exemplo. 

df .. x. 
Seja l.J = i,j = 1,2 

dx. 
J 

2X· 
J + 1 

{1) Isto i, de menores principais positives. 
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* 
1 

xl x2 - * 2x1 + 1 2x2 .~ 1 
N= 

** xl 
1 

x2 - -** 2x1 + 1 2x2 + 1 

-. 
Como * xl x2 

en tao -1 .. t Contudo, 1 > + * ' N ex~s e. com< 
2x1 + 1 2x2 + 1 

1 1 1 ---m .. = I I - M = 2 2 ~J 2 

1 1 ---
2 2 

e (I - M) -l nao existe. 

4. Monotonia da solus;ao 

Urn problema diferente e o da monotonia da solu9ao, uma ve: 

que, mesmo que provemos a monotonia para os primeiros n-1 sectc 

res nao se segue dai a monotonia tambem para o sector n. 

Comecemos por tentar obter condi9oes para a monotonia em J 

la9a0 aos primeiros n-1 sectores. Temos de provar que, para 
1 2 1 2 

Y ~ Y se obtem X ~ X • Empregando as hipoteses e o raciocinio 

do teorema anterior, temos 

N (Xl- X2) = yl_ y2 ~ 0 
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Se as condi9oes do teorema se verificam, N tern uma diagonal que 

se dominante, e uma matriz P e N-l ~ [0] . 

Entao, 

e provamos o seguint 

teorema: 

TEOREMA 20 Nas condi9oes do Teorema 19, a solu9a0 e rnonotona 

para os primeiros n-1 sectores. 

No que respeita ao sector n, a monotonia nem sempre se con 

segue obter. Temos 

e 

X = n 

n-1 

2: xni = 
i=l 

n-1 

n-1 n-1 n-1 
L A1x

1 
- L L 

i=l i=l j=l 

n-1 n-1 ()f .. 

f .. (x. ,x.) 
J~ J ~ 

df .• 
dx = L A.dx. - 2: 2: ( J1 dx. + J~ n i=l ~ ~ i=l j=l d x. J a xi J 

n-1 

dxi) 
n-1 

l 
n-1 

( a~ij a£ .. ) ] dx = L A.dx. - :L :L + J~ dx. n i=l ~ ~ i=l j=l ~ a xi a xi 

(em que f .. nao se repete). 
. ~~ 

Para. obter dxn > 0 para cada dx
1

? 0, 

ciente que 

. 

i=l, ••• ,n-1 e sufi-

n-1 

( 

a£ .. 
? .L --~ .... ]_ + 

j=l ax. 
~ 

at .. ) J~ 



n-1 
"" ( Clf,. >. L. . ~J 

,. j=l ax 
i 

+ 

8~ 

(sem repetigao de f .. 
~J. 

assegura pois urna rnonotonia local. Para urn resultado mais ger 

bastara assegurar que 

n-1 af 
Ai >,-. ~ ( ij 

J=1 ax. . 
~ 

i = l, ••• ,n-1 

mas onde as derivadas poderao ser calculadas em pontes diferen 

tes, como no Teorerna 19. (1 ) 

Podernos, assim, identificar as seguintes situa9oes corn in 

teresse (em que se entende, sempre, nao haver repeti9ao de fii 

a) Para cada i = 1, ••• ,n-1 

n-1 

( 

(lf .. 

Ai ~ ~1 --=~~J-
J= axi 

+ 
(lf .. ) J~ 
~. 

ax. 
~ 

imp1ica que 
n-1 
"' ( (lf' . 1 > L. ~~_,],__ 

j=1 axi 
+ 

af .. ) J~ 

ax. 
. ~ 

unica e monotona para todos OS n sectores. 

(1) 

Dizemos que o sistema e tecnologicamente estavel. 

Como exp1icamos acima, no exemplo relative a Chandler, pre­

ferimos esta condi9ao a uma condi9ao de supremo. 
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- b) Para.cada i=1, ••• ,n-l, pelo menos uma das seguintes condi-

goes se verifica 

n-1 
1 >. L: (-af...;;;i;....w:j_ 

j=l axi 
+ 

n_;l 
"" ( af .. 1 > L J.J 

j=1 axi 
+ 

af .. ) JJ. 

Existe uma solugao unica e monotona para OS primeiros n-1 sec­

tares. Nao e garantido que a solugao seja monotona para o sec-

tor n. 

0 sistema chama-se tecnologicamente guase-estave1. Corn ef 

to, urn aumento da procura final nao significa necessariamente 

urn aumento da contribuigao dos inputs primaries, nomeadamente 

urn aumento do emprego. Esta situagao podera ser importante de 

detectar quando se utilizam po1iticas conjunturais de pender 

Keynesiano no sentido de obter urn aumento do emprego atraves 

de urn aumento da procura efectiva. 

c) Se nenhurna das condigoes a) ou b) e verificada, o sistema 

e tecnologicamente instavel. Podemos obter mais que uma 

so1ugao X~ 0 para alguns Y ~e. 

Podemos agora provar urn importante teorema relative aos 

primeiros n-1 sectores. 



TEOREMA 21 Se urn sistema economico B e tal que C)fij 

ax. 
J 

onde as derivadas da ultima 

81 

desigualdade nao sao necessariamente calculadas nc 

mesmo ponto e seA ={aijJ e tal que I-A e uma matr 

pI en tao :x:B e urn conjunto arco-conexo. X B e 0 

conjunto de todos os X~ 0 tais que Y ~ 0 onde X e Y 

se referem aos primeiros n-1 sectores • 

OBSERVA<;AO: Se .. 
o sistema e, obviamente, qua-

LEMA 

Dem: 

se-estavel. 

Come9aremos a demonstrar o teorema provando o seguinte 1~ 

-1 
A correspondencia Yf +.X e continua. 

Como vimos, para cada Y1 e Y2 temos 

N (Xl- X2) = yl_ y2 

N e uma matriz pI pois N ~ I-A e I-A e uma matriz p. Por conse­
-1 

guinte 1 x1
- x2 

= N-
1

CY
1

- Y
2

) e a correspondencia Yf +X existe. 

Por outre ladol 

e 1 portanto 1 OS elementos de N sao sempre finites e limitados. 
-1 

P -' d 1 2 1 2 f ..... or consequenc~a~ quan o Y + Y , x +.X e Y +X e cont~nua. 

q.e.d. 
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A demonstragao do teorema segue-se imediatamente. Com efe 

} 

-1 
to, como f y I y ~ e e urn conjunto arco-conexo e como yf -+ X exi 

.. .:.. i -1 .. te e e un~voca e cont nua, f (Y) e urn conjunto arco-conexo.Ma 

obviamente, 
(1) 

o que prova o teorema. 

Ternes tambem, imediatamente, o seg·uinte coro1ario: 

COROL!RIO Com a especifica9ao do GM apresentada no Capitulo : 

e com as condi9oes do Teorema 21 ,'U)Bn XB e urn con· 

junto arco-conexo para os primeiros n-1 sectores. 

Este coro1ario e importante porque, para tais sistemas ecc 

nornicos, e sempre possivel atingir 0 vector da capacidade maxin 

( se ele pertencer a W B n X B = XB) a partir de qualquer vector 

dado x0E XB, sem deixar o conjunto XB. (Notemos, todavia, que 

se o sistema nao for estave1 nao e certo que o vector X~ X 

onde X e o vector de capacidade maxima - seja susceptive! de 

ser produzido, mesmo que ·x o seja, pois pode existir fa1ta de 

disponibi1idade de factores primaries.) 

Terminamos, assim, o estudo das condigoes das solu9oes do 

GM, que nos levou tambem a ana1isar o problema, ja 1evantado no 

Capitulo 1, das condiQoes em que e possivel afirmar que o con­

junto JCB e conexo. 

(1) Note-se que e so porque para cada Y ~ 0 existe um X 9 0 
-1 T que podemos provar que f (Y)C vvB. 
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CAPITULO 5 

0 GM E 0 CRESCIMENTO ECONOMICO 

1. Introduc;,::ao 

Neste capitulo irernos estudar alguns aspectos relatives 

ao crescimento econornico, embora lirniternos a nossa analise ao 

caso do crescirnento equilibrado. Todos os sectores apresentarn, 

assim, urn crescimento da produ9ao a urna taxa constante A.> 0. 

Trata-se pois da analise de urn carninho de crescirnento equilibr~ 

do, ernbora este equilibria so seja postulado no que respeita a 

produ9a0, pois nao faremos a hipotese de que outras variaveis, 

como 0 investirnento ou 0 ernprego,cres9arn a rnesrna taxa. 

Por outro lado, o quadro da nossa analise nao e o rnesrno do 
(1) 

do modelo dinarnico de Leontieff. Estamos interessados nas con 

di9oes que perrnitern que seja gerado urn excedente suficiente pa-

ra a forrna9ao de capital necessaria para garantir o carninho do 

crescimento. 0 valor acrescentado formado ern cada sector deve-

ra, assirn, ser suficiente para rernunerar o ernprego no sector, 

para cobrir o valor do capital consumido durante o processo pr£ 

dutivo e produzir o excedente necessaria ao crescirnento. Cantu-

do, nao investigarernos aqui Se a produ9a0 de hens de equipamen­

to em cada sector e ou nao suficiente para satisfazer a procura 

de hens de equipamento necessaries ao crescirnento - que e 0 pro 

blema do modele dinarnico de Leontieff. Estarnos, assirn, rnais in 

(1) .Para urna analise desse tipo, referida a urn modele nao­

. -linear, ver Persson {1980) • 
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teressados "em colunas" do que "em linhas", embora com a cons 

ciencia que se trata de uma analise parcial • 

. Duas hipoteses principais irao ser necessarias para este 

capitulo: 

a) o excedente gerado em cada sector e uma propor~ao con 

tante (1 - Ai) de produ<;ao do sector. Em gerp.l Ai~Aj m. 

b) 

admitimos. que todos os Ai se mantem constantes 

do tempo. 
(1) 

A taxade lucro, que nos definimos como sendo 

T(t) = 
(1- Ai) xi (t) 

Ki (t) 

ao lone 

onde Ki(t) eo stock de capital fixo utilizado no pro-

CeSSO produtivo, e SUposta igual para todos OS sectore 

embora variavel ao longo do tempo. 

A hipotese de T(t) ~er a mesma para todos os secto 

res e tambem considerada por Brody (1970), embora num 

contexte de certa forma diferente. Para Brody, se exis 

tir uma tecnologia constante (coeficientes tecnicos e 

coeficientes de capital constantes) a taxa de lucro e 1 

Sistema de pre<;OS sao determinados simultaneamente se 

taxa de lucro for a mesma para todos os .sectores. No nc 

so caso, supomos que a taxa de lucro e a mesma mas ape1 

a pre<;os constantes. Is to signif ica que a verdadeira t< 

xa de lucro podera ser superior ou inferior para cada 

(1) Nao se trata de uma verdadeira taxa de lucro porque e calct 

lada a pre<;os constantes. Poderiamos talvez designa-la po! 

taxa do excedente. 
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sector de acdrdo corn os seus ganhos ou perdas ern razoes de tr1 

ca corn os outros sectores. 

Corn a) e b) podernos escrever 

T(t) = 
(1- Ai)xi (t) = 1: (1- A1)xz (t) 

Ki <t> t. :L Kz <t>. 

2. Taxa de lucro, capital e coeficientes capital/Produgio. 

Urna analise global. 

2.1 A taxa de lucre T(t) 

Podernos escrever 

T(t) = 
(1-Ai)xi(t) 

ci (t) xi (t) 
= 

1-A i 

c. (t) 
~ 

onde Ci(t) e 0 coeficiente capital/produ9ao. 

i = l, ... ,n-1 

Uma vez que considerarnos uma econornia fechada, o inve 

timento liquido e uma propor9aO B (t) ' 0 ~ (3 (t) <f 1 do excede 

te total gerado na econornia. Ternes entao 

onde o 19 rnernbro e, evidenternente, o investirnento. Integra: 

do ambos os rnernbros de 0 a t, obternos 

It aCt) I (1- A,) x. (t)dt = L c. (t)x. (t) -Lc, (0) x, (C 
0 • ~ ~ ~ ~ • 

(1) Como anteriorrnente o sector n e a contribui9ao dos inputs 

primaries. Os . 11 L 11 sio calculados de 1 a n-1. 0 sirnbolo 

"/
11 significa d 

dt 



e, como > ;1Cj_ (t) Xi (t) = 

T(t) = 

~·(1- Ai)xi (t) 

T (t) 
temos 

92 

f t f3(t) ~ (1- A. )x. (t)dt +~C. (O;x4 (0) 
0 . ~ ~ ~ ... 

Como consideramos urn crescimento equi1ibrado para a produ9ao, 

(1) 
X. (t) = X. ( 0) ~At. 
~ ~ . 

Por conseguinte, 

e, fina1mente 

T(O)Z.At 
1) T (t) = -----------

t . 
1 + T (O) J S (t)Z ).tdt 

0 

Como 0 ~ S(t) ~ 1, temos 

t 

__!__ ( z.At- 1) ~ I S(t) z.Atdt ~ 0 
A 0 . 

(1) 0 simbo1o "Z." representa o niimero "e". 

.L (1- Ai) xi (0) 

T(O) 



Per tanto 
).t 

AT ( 0) z ~ T ( t) ~ T ( 0) z At 

T(O)ZAt+ (.A- T(O)) 

e temos duas fun~oes que enquadram T(t). 

~ interessante ana1isar as condi~oes que asseguram que 

T(t) seja uma fun~ao crescente ou decrescente no tempo. 

De 1) temos 

e 

> 0 
< 

A Z At [ 1 + T ( 0 ) /o t f3 ( t) Z At d t ] - T ( 0) f3 ( t H A tz At 

[ 1 + T ( 0) Ia t f3 ( t) Z At d t] 2 

# A.T(O) ! 
t 

T(t) mantem-se constante se e so se 

AT (0) 

Derivando ambos os membros 

~ Isto e T(O) 13.,...(t) = 0, S (t) = constante 

Inversamente, se 13(t) = 8 obtemos, de 1) 
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T(t) = 
. At 

_______ T~·(O~)~t ________ = 

J.+T(O)f3~ (Z·At_l) 

e o un.ico caso em que T ( 0) s.e man tern constante vern dado · por, 

1 = T(O)S 

A 
isto e T = T ( t)' = 

Assim provamos o seguinte teorema: 

A 
{3 
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TEOREMA 22 No case de urn crescimento equilibrado para a pro-

du9ao 1 a uma taxa constante A > 01 a taxa de lucro 

mantem-se constante se.e so sea propor9ao do ex­

cedente que se dirige a investimento nao varia e 

e tal que 

, T (O) 

Observagao:.Este resultado e1 evidentemente 1 valido para urn gra 

de niimero de modelos. Assim 1 por exemplo 1 Morishima (1978 1 pag.l· 

obtem urn resultado semelhante com urn modelo diferente. Note-se 

tambem que nao e possivel ter T(t)f3(t) =A a nao ser que T(t) e 

f3 (t) sejam constantes. (Ver Apendice 2) 

0 caso T(t) nao eo unico de interesse. Podemos 1 tambem 1 provar 

o seguinte teorema: 



l 
I 
l 
i 

I 
L 
! 

I 
J 

I 
I 

-TEOREMA 23 

Dem: 

Se T (0) 13 (0) > A., existe um intervale · [ 0, o] 

onde .T(t) i uma fungio decrescente. Se 

T(O)S(O) <A., ·existe um intervale·. (o,<S*] onde. 

T(t). i fungao crescente. 

95. 

Se S {t) for uma fungao crescente e T {0) S (0) ~A., 

T{t) i uma fungao decrescente. Se 13(t) for uma 

fungao decrescente e T{O)S{O)~ A., T{t) i uma fun-

, gao crescenta. · 

De 2) qom t=O, a primeira parte do teorema e evi-

dente. 

Vamos provar a segunda parte quando S{t) e uma fungao crescente 

Dividindo 2) por zA.t_ 1 obtemos (uma vez que A.> 0) 

T(O) frotS{t)ZA.tdt T{O)S{t)Z.A.t_A. 
,:£ 0 # ____ ..;:;. ______ ,:£ --------
< < 

1 ----A. 
(Z A.t- 1) 

e, pelo teorema do valor midio 

* > T (O)S < 

onde a*E[a(O),a(t)] , com 

fun9io crescente. 

Entio, 

T(O) S{t)Z A.t_ A. 

z A.t- 1 

* S ~ f3 (t) pois 

* T (0) f3 ~· T {0) 13(t) 

z A.t- l 

f3 (t) ~ 

e uma 
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) 

l 
I 

{ 
1 
I 
l 
l 
I 
I 

I 
I 
! 

l. 
I 
l 
I 

I 

Por outro lado, T(O) S(O);:::. A pelo que 

T(0)(3(t) >A, e 

T(O.).f3(t)ZAt_T(O)S(t) <T(0)(3(t)ZAt_ A 

T(O) !3(t)zAt_ A T ( 0) (3 ( t) < --=-~~..=.!.,..,;____..:..:..._ 

zAt- 1 

Por conseguinte, 

* T(O) S(t)ZAt_ A: T (0) S ~ T (0) (3 (t) < _...;;;....:.....:....!.-:.....~:....;_-__;_;._ 

z At- 1 

e 

T / (t) < 0. Uma demonstra<;:ao semelhante para T /(t) > 0, 

q.e.d, 

2.2 0 caminho de crescimento de K(t) eo coeficiente capital/ 

-----------------------------------~---------------------
--------
~ facil obter o caminho de crescimento para K(t). Como 

· ~ ·Lc1- A. )x. (t) 
K(t) =DC. (t)x. (t) = 1 1 e 

· 
1 1 T(t) 

l t v . At 
K(t)=K(O)+ (3(t)D(l-A.)x.(O)Z dt 

0 l. l. 

obtemos 

K(t) = K (0) f 1 + T (O) fa \(t) Z AtdtJ 

Por outro lado, 
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K ( 0) T ( 0) e ( t)l At 
------------- = T (t) B (t) 

K(O) [l+T(O) ~\(t)Zadt l 
e vemos imediatamente que a taxa de crescimento de K(t) e A 

se e so se 

91 

13(t) =13= = 
A 

T 
, 0 que e coerente com a 

T (0) 

observa<Gao da pag ina 9 4 e o Apendice 2 • 

A expressao para o investimento liquido e dada por 

3) K/(t) = K(O)T(O)I3(t)ZAt 

Devemos salientar que nada foi suposto em rela9a0 a tee-

nologia de economia, nomeadamente no que respeita a coeficien 

tes capital/produ9ao. 

A expressao para o coeficiente capital/produ9ao que pos-

sibilita o crescimento da produ<GaO a taxa A 

c {t) = 
K (O) [ 1 + T (0) fo \ (t)Z Atdt] 

Ixi(O)ZAt 

e dado por 

Como estamos a trabalhar com uma agrega9ao fixa (ver IN­

TRODUcAO, pag.8 ) , e como todos os sectores crescem a mesma 

taxa A , e possivel encontrar urn significado para a expressao 

de C (t) • ( 1 ) 

(1) C(t) e a media ponderada 

C(t) = 
:2:Ki {t) 

:2:xi (t) 

= 



Como 
K (0) 

O~S{t)~l· e C(O) = , obtemos 
. 2:xi (0) 

C(O)Z-At~C(t)~C(O)Z-At [1 + T;O)(zAt_l)] 

C(O)t-At..;C(t)f, C(O~T(O) + (l-T~O))C(O)t-At 

9~ 

e, para cada t, temos urn intervale para o coeficiente capital/ 

produ9ao. Se o coeficiente capital/produ9ao sair fora destes 

limites nao e possivel para a economia sustentar urn caminho de 

crescimento equilibrado para a produ9ao, se o excedente for ob 

tido da forma indicada, isto e por L(l-Ai)xi(t). 

Obviamente, quando 

quando 

T(O)~A, C(t)~C(O) e 

T(O)~A, 
·:c (O) T co> c ( t) ~ ~~-=-----""--

3. Produc;;:ao, investimento e emprego. Analise global. 

Tem-se verificado historicamente que, durante certos peric 

dos, nomeadamente em periodos de ·take-off, (l) a produtividade 

global cresce ao mesmo tempo que cresce o peso do investimento 

liquido no PIB. Isto significa que a taxa de crescimento do PIE 

se encontra, nesses periodos, entre a taxa de crescimento do i! 

vestimento liquido (que lhe e superior) e a taxa de crescimentc 

do emprego. 

Urn modelo geral com uma especifica9ao que descreve uma si-

tua9ao deste tipo foi desenvolvido em Amaral (1977) e Amaral 

(1979). Nesta sec9ao, utilizaremos uma aplica9ao dessa especi-

(1) Rostow (1962), pag •. 8, Kuznets (1973) pag. 238 



fica9ao mais geral ao nosso caso presente 1 em termos globais. 

Na proxima secc;ao, a an.alise sera fei ta em termos sectoriais. 

Contudo 1 em vez da taxa de crescimento do PIB utilizaremo 

a taxa de· crescimento da produc;ao (A) 1 que nao coincide necess 

riamente com a do PIB 1 pois a tecnologia nao e necessariamente 

homogenea de grau 0. (l) 

Com esta alterac;ao 1 seguindo Amaral (1977) 1 temos 

A =cr KQ-(t) + (1-cr)m(t) 
· K/ (t) 

on de 

(J e uma constante tal que 0 < (J < 1 e m ( t) . e a taxa de crescimen· 
K -'l(t) 

do emprego • e 1 ClarO 1 a taxa de CrescimentO do investiml 
K 1 (t) 

·to liquido. 

D.e 3) , pag. 971 podemos escrever 

A= cr 

1) m(t) 

.:K'l(t) = 

K/(t) 

13 / ( t) + CJA + 
' 13 ( t) 

= A 
(J -

1-cr 

13 / ( t) 

13(t) 
+ A. 

(1-cr)m(t) 

13/(t) 

13(t) 

Por consequencia 

e 

Desta equa9ao podemos imediatamente concluir: 

(l) Na maior parte dos casos 1 porem 1 A nao diferira substan-

cialmente da taxa de crescimento do PIB. 



i) Nao e possivel ter m (t) <A com m constante. Com efeito, 

isso implicaria que ~(t) deixaria de ser uma fun9ao li-

mitada. 

ii) m (t) = m = A se e so se ~ (t) = S = A 
T 

11 

iii) A unica possibilidade de ter uma produtividade crescente 

( m (t) < A) e ter uma fun9a0 ~ (t) crescente. 

Se T (0) ~ (0) ;;:. A isso significa (Teorema 23) que urn cresci-

mento da produtividade vern associado com urn decrescimo 

da taxa de lucro. 

iv) Se ~ /(t) > 0, m(t)-+ A porque, sendo ~ (t) uma fun9ao limi­
~ / ( oo) t-+oo 

tada, = 0 e m (co) =A. A taxa de crescimento do em-
~(oo) 

prego cresce para A e a taxa de crescimento da produtivi~ 

dade desce, portanto, para 0. 

Taffibem e interessante ligar OS caminhos do emprego (L(t)) e 

do capital. Temos 

L/(t) 
= A -

(J §/(t) . Integrando ambos os membros 
L {t) 1-cr ~ (t) 

temos 

(J * log L (t) = At - log~ <t> +L 
e 1-0 

(J 

L {t) = L**z.At~{t)cr-1 

_g_ 
** L(O)~{O)l-cr podemos escrever ·como L = 



( ) 
_Q_ 

L (t) = L(O)Z>.t f3(t) q-1 

f3 ( 0) 

ou 

A (1- cr) t 
( ) (a-ll . (1 · L(t) cr 2) f3 (t} = f3(0)t 

L(O) 

Substituindo f3(t) na expressao do capita~ (pag. 96) 

par 2} temos: 

(1-<Y} (. ~ . t A t 
K(t) =K(O} [l+T(O} 1 f3(0)Z cr L(t) 

0 L(O) 

e 

K(t)=K(O) [ 

1-<Y t cr-1 ' t 1 
l+T(O)f3(0)L(O} cr 1 L(t)""'"Cr Z-F dt 

. 0 

J 

Esta expressao, que liga_capital e trabalho, e necessaria 

na secQao seguinte, para que possamos prosseguir a nossa ana­

lise, agora a nivel sectorial. 
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1 

4. Produ9ao, investirnento e ernprego; analise sectorial 

0 objective desta sec9a0 e 0 de investigar a coerencia de 

resultados globais obtidos nas sec9oes 1 - 3, corn a evolu9ao sc 

torial. 

Para esse firn, varnos introduzir novas hipoteses: 

i) A taxa de crescirnento do trabalho e a rnesrna para todof 

os sectores. 

ii) Para cada sector i, existe urna propor~ao constante 

0 i > 0 do stock de capital que e gasta no processo pro· 

dutivo ern cada periodo. 

iii) A analise e feita a pre~os constantes, mas o salario 

rnedio Wi(t) pode variar no tempo. 

Observa9oes: A hipotese i) significa que a produtividade (pre 

du9ao/ernprego) cresce a rnesrna taxa ern todos os sectores. A hii 

tese ii) e, evidentemente, urna hipotese forte mas que e utili~ 

da norrnalrnente ern teoria do crescirnento. Urna alternativa serj 

a de considerar urna propor9ao constante do nivel de produ~ao. 

Com estas hipoteses e as anteriores relativas a taxa de l 

cro, podernos escrever 

T(t)Ki(t) = 

Ki (t) = K (t) 

(1-A.)x. (t) 
~ ~ 

~(1-A. )x. (O) 
J J 
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1-o o-1 I. 
- - -t 

l a Jt a K(O) l+T(O)f3(0)L(O) O L(t) Z C1 d· 

ou seja 

1) Ki(t) =Ki(O) ( 

~t £::!~t . aJ a a J .l+T(O)f3(0)Li(O) O Li(t) Z dt 

uma vez que, pela hipotese i) 

( ~;~: r;l ~ ( ~~ ::: 0'-1 

)a-

Com a especifica~a~ do GM utilizada no Capitulo 3 e as 

hipoteses i) e iii), podemos escrever 

2) A.;X.(t)=~f .. (x.(t),x.(t)) + cS.K.(t)+W.(t)L.(t) .... ~ . J~ J ~ ~ ~ ~ ~ J . 

Introduzindo 1) em 2), temos 

(1) 

1-o a -l 
- -A. 

( . ) 0' lt 0' -~ 3 ) A . - 0 . ( t) X • ( t) = o . K . ( 0 )+ Q.. K . ( 0 ) T ( 0 ) f3 ( 0 ) L . ( 0 ) L. ( t) Z 0 
~ ~ ~ ~ ~ 1 1 ~ 0 1 .. 

on de 
= ~ _f ..... j_1• _,_( x ..... J.._· _c t_>_,_x_i_<_t ..... >) 

(1) 

j 

Note-se que com i) (pag. 102) e esta re1a¥ao o modele 
K~ 

>. =a + (1 -a) m (t) 
K/. 

e tambem valido para cada sector. 



Obviamente 1 

ou 1 com 

Derivando 3) 1 obtemos 

0"-1. .1_t 
= Bi L. (t) C1 7., C1 + W:"'(t)L. (t) + W. (t)L~(t) 

0 ~ ~ ~ ~ ~ 

- onde 1...:0" 

B~ = oii<i(O)T{O)S(O)Li(O) C1 

11 

que e uma equac;:ao diferencial em Li(t) I que pode ser resolvida 

para certos casos especiais. 

4.1 19 Caso: w~ <t> = w co>z-At ... i 

-----------------------------
Este caso so e possivel se 

A. ? ~coJ' i + w. (0) I isto el quando 
~ . ~ 

J 

Os inputs intermedios aumentam o seu peso no total dos 

inputs necessaries e a participac;:ao dos inputs primaries decres< 

para 0. Isto nao significa que o valor acrescentado que nao e 
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excedente tenda para 0. Pelo contrario, fica constante: 

-At . At l/J • ( 0) Z. • xi ( 0) z. = l/J • ( 0) x . ( 0) 
~ . ~ ~ 

Vamos ver o que sucede as outras variaveis. 

a-1 ~ 
Bi L. (t) a Z. a + W:"'(t)L. (t) + Wi (t)L;(t) = 0 

0 ~ . ~ ~ ... 

Esta e uma equac;ao de Bernoulli que e facilmente resolvida com 

Temos 

e 

w{<t> 
z /(t) + __!_ __....;;:::;___ z (t) = 

a w
1 

(t) 

Resolvendo esta equac;ao para Z(t) ·temos 

_ _!_ [ Bi ~t . 1-a 
z <t> = w. <t> a - - 0- J z. a w. <t> a dt + 

~ C1 ~ 

e 

1 [ Bi . ~ t . 1-a 
Li (t) = - --!- J z. w1 (t) a dt + 

w1 (t) v 

onde D e urna constante. Integrando de 0 a t,temos 



1 . 

wi (t) r-

11 

Como e. 
t .l...t l-a 1 t 0' wi (t) 0' dt e uma func;ao crescente 

0 

COm 0 tempo, a soluc;ao e possivel para todos OS valores de t S 

e so se 

Para que 

lim 
t~oo 

Bi 1 

- __;_Q_ M + L. (0) 0 W. (0) 
~ ~ 

1 1 

aL . < o > cr w . < o > a - ~ ~ M~---==----_.;;;; ___ _ 

on de 

1 -
0' 

?:- 0 isto e, 

oo A. 1-a · 

. f Z.
0

twi (t) c;:-dt seja convergente e necessario que. 
0 

..Lt . l~a 

lim t 0' wi (t) 0' = o, isto e, que 
t+co 

lim 
t~oo 

W. (t) =0, 
~ 

que e obviamente uma situac;ao sem interesse pratico. 

Assim, provamos o teorema seguinte: · 
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TEOREMA 24 Com as hipoteses i) - iii) nao e possivel o valor 

acrescentado que nao e excedente manter-se constan 

te, a nao ser que 0 salario medic tenda para o. 

Esta conclusao e interessante porque e uma consequencia d~ 

recta da hipotese feita na Sec9ao 3 relativa a evolugao do invj 

tirnento e do emprego. Sem esta hipotese, nao existiria razao , 

lida para que o valor acrescentado nao se pudesse manter const< 

te, embora isso viesse a constituir uma situa9ao estranha: urn 

crescirnento de produ9ao a uma taxa A > 0 e urn valor acrescentadc 

(nao excedente) constante. 

Este e o case do LM e de todos OS modelos GM em que 

fji(xj(t),xi(t)) sao H de grau 1. 

Neste case, e facil de verificar que, se W. (t) e L. (t) ere 
~ ~· 

cern a taxas constantes n e ~, respectivarnente, entao terernos de 

ter n = 0 e rn = A (como tambem poderiamos deduzir da condi9ao i) 

da pagina 100) • 

Este resultado rnostra que, com uma tecnologia homogenea, n 

e posslvel 0 salario medio crescer a uma taxa positiva constant 

quando a produtividade e o investimento liquido crescem a taxas 

constantes. 

Contudo, o case rnais interessante e o seguinte: 



4.3 39 Caso: 

-------------------------~-----------~-------
Em geral, a teoria do crescimento admite que o coeficient 

capital/produto medio e uma fun~ao nao-decrescente no tempo.Ta 

vez a razao para esta hipotese resulte de ·se constatar o factc 

ja acima referido, de que, em muitos periodos o investimento 1 

quido cresce mais do que o PIB. Contudo, nao e poss!vel conclu 

deste facto que 0 coeficiente capital/produto medio e uma fun~ 

nao-decrescente com o tempo. Na realidade, o investimento pod 

crescer indefinidamente a uma taxa superior a do PIB e o coefi 

ciente capital/produto continuar a decresce:r:-. 

0 caso que vamos tratar e 0 exemplo de que e possivel enc 

trar urn caminho de crescimento economico tal que 

De 1) 

a) o coeficiente capital/produ9ao decresce 

b) a produtividade e uma fun9ao crescente no tempo 

c) o investimento liquido cresce mais rapidamente do 

que a produ9ao. 

podemos escrever 

wi <t> Li (t) 

xi (t) 

Ki(t) Wi(t)Li(t) 
= oi + 

xi (t) xi (t) 

= 
lJ - 1 i 
---- wi <t> 



1( 

Esta e uma rela~ao util entre o capital por trabalhador e 0 Sc 

lario medic. No Capitulo 6 trataremos esta rela~ao ern termos 

neoclassicos. Por agora, contudo, e suficiente substituir 1) e 

4) (pag. 104) para obter 

[ 

L-:' (t)W. (t) 

... lli X~ (t). - ~ ~ 
Li (t)W{(t) 

+1-1.---;;;;...._-
L. (t)W. (t 

+ All. ~ ~ 
xi (t) ~ xi (t) ~ 

xi (t) 

o-1 _l_t 

= Bi L. (t) 
0 Z 0 + W:"(t)L. (t) + W. (t)L:"(t) 0 ~ ~ ~ ~ ~ 

·Por consequencia 

o-1 ..l..t 
i (J (J 

B0 Li (t) Z + (1- 1-1. )W.((t)L. (t) + (1- 1-1· )W. (t)L-:' (t) = 0 
~ ... ~ ~ ~ ~ 

Esta equa~ao e de novo uma equa9ao de Bernoulli gue pode ser 

resolvida pelo mesmo processo, obtendo-se 

L. (t) = l -- •.[-
~ wi (t) 

..l..t - 1-o _!__ _L a 

Z 
0 

W.(t) 
0 

dt+L.(0) 0 W.(0) 0 J 
·~ ~ ~ 

Notemos que ja nao e necessario que lim Wi(t) = O, pois 
t+co 

>0 ja que 1-1· > 1 
~ 



Obtivemos assim urn caminho para L1 (t). Contudo, teremos 

de verificar se esta so1u9ao garante que 

a) 0 < S(t) ~ 1, supondo ~(0) > 0 

L: 'i ·1 
b) A1 - ci ~tPi Ct> ~ A1- ~c~ 

a) 0 < S(t) ~ 1 

Introduzindo L. (t) em 2) (pag. 101) temos 
~ 

(1-cr) 1-cr 1-cr 
~ t .- -

S(t) =a (O).z. cr L. (0) cr W. (t) cr • 
~ ~ 

B1 t lt l-cr l l:.. 
---

0--1 Z. cr W. (t) cr dt+ L. (O)cr W. (O)cr • 
( 1) 0. J. ~ ~ lli- 0' 

Sup::>nhamos que . W { ( t) ~ 0 

Neste caso, temos 

e w1 (t) ~ w, temos 

e lim w. ( t) = w < + oo 
J. t+oo . 

Como 

cr-1 

cr-1<0. 



e 

1-cr 1-cr 

1) S (t) ~S(O)Li (0) 0 W a 

• 

SUponhamos que A ~T (0) S(O). Como 

1-0' 

B~=oiKi(O)T(O)S(O)Li(O) a. 

_ podemos e_screver 

1- 0' 

Wi(O) 0 Bi 
A ?T (0) 8(0) ::::} 0 

A( lli - 1) 

e 

e 0 segundo membro de 1) e uma furic;ao nao-decrescente com 0 

tempo. 
Quando t+oo temos 

. 1- 0' 1- d 0"-1 0'-1 0"-1 

S(t) ~ S(O)L. (0) 0 w0 ( T(O) S(O)) L. (0) crW. (0) 0 
. ~ A ~ . 1 

.. isto e, 

Acabamos, assim, de provar o seguinte teorema: 

1 



TEOREMA 25 Se W{Ct)~O, 1 im W i ( t) = W < + oo , A ~ T ( 0) 13 ( 0 ) 
t+oo 

e 

1-a 1-a 

13 ( 0) ( A ) ( __ w_) 0 ~ 1, temos 
T(0)13(0) Wi(O) 

0 < 13 (t) ~ 1 

e-ocaminho encontrado para L1 (t) e admissivel. 

Observagao: Notemos que, para urn dado A, o teorema implica que 

W nao deve ser demasiado grande em rela~ao a Wi(O). Isto e, os 

salaries reais nao deverao crescer demasiado. 

Vamos ver o que sucede quanto a condi~ao b) 

b) L L
. 

ji ji A.- c1 ~ 1/J. (t) ~A.- c
0 1 . 1 1 . 

J J 

Corn 1) podemos escrever 

1/J i (t) 
J
-

t 2.t 1-a ...!._ ...!.._ a 

[ 
B0i /, Z.a W.(t) a dt+L.{O)a W.(O)a 

1-1. 0 1 1 1 
1 {ll.-l)a 

1 

como ern a) , obtemos 

[ 

B~o· W.; {O) l~a ( A t ) 1 lJ a 
..... • ~ z cr- -1 + L-~ co >0 w.; co >0 

lli (1-1.-l)a 1\ ..L ..L 

1 
--------------------- ~ 1/Ji (t) ~ 



e 

2) 

~ l/Ji (t) ~ 

1-cr 1-cr 
BiW 0 1 1 BiW 0 A 

~ 
lli 0 + ( Li {0)(1 Wi {0)(1 0 )z--,;-t 

·xi (0) A.(lli-1) A. (1Ji-l) 

Se suposermos, como em a), que A ~T(O)f3 (0), temos 

A (1J.- 1) 
. l. 

0' 

e 0 primeiro membro de 2) e uma fun~ao nao-crescente com ·o 

tempo. Assim, l/J. (t) e maier que o valor dessa fun~ao para 
l. 

t = oo. Isto e, 

lJ 

(J 



lli . 
1./J. {t) ?-~ 

1 xi {0) 

Por outro lado, se 

l-0' 

1 

ll
1

L
1

{0)W
1

(0) 

x
1 

(0) 

temos 

1 1 

1 

] 
_o = 
Bi~CJ ( W cr T{O)f3 (0) 

. ) l-0' . 
0' 0' 0' 0 L. (0) W. (0) ~ L. (0) W. (0) 

{ll.- 1) A 
1 

Wi(O) A 
1 1 1 1 

e 0 segundo membro de 2) e uma fun9a0 nao-crescente COm 0 

tempo. En tao, corn t = 0 , ternos 

Provamos, assim, o seguinte teorema: 

TEOREMA 26 
-

11m W . ( t) = w < + oo e 
~00 1 

temos 

Se 

0 caminho para 1./J. (t) e adm1ssive1 • 
. . 1 

.. 



1 

As condigoes des Teoremas 25 e 26 podem ser representadas gra· 

ficamente: o conjunto R e o conjunto onde as duas condigoes SE 

verificam. 

. I 

I 
I 
I 
I 
I 

1 ( A )cr-1 
S(O) T(O)S(O). 

-----t-----
1 
I 
I 

1 

T(O)S(O) 

1 
S(O)q-1 



i 
,·1,_! 

,, 
I 
' ' :! 

l 
,_-i 
) 

'~ 

!.< 

·{ 
l 

:_1 
:l. 

f 
lj i 
~ 

J 
~ 
1 

" J 
,,~ 

.c) Capital e coeficiente capita1/produ~ao 

Como K. (t) = 
]. 

/produ~ao vern 

o coeficiente capital/ 

11 

t A t 1-a · 1 1j c 
1 z a- w. < t> ad t + L. < o >cr w. < o )!1 
0 ]. ]. ]. 

Ki < t> = _<_111=-. -_1_> z_~_t 

Se W, ( Q) ~ W, ( t) .:E W 1 
]. ]. temos 

I<. (t) 'J1.- 1 [BiW1; (- 1 1 
]. ~ __;,_;· 

1
=---- 0 + L . < o >0 w . < o >0 -

(t) cS (0) '\<11· -1) ]. ]. x
1
. . X. 1\ 

]. ]. ]. 

E, se T(O) S(O) 

A 
como em b) temos 

1-0" 

Bi -a- 1 1 
ow a 

-~---~ L
1 

(O.) w
1 

(O) 0 
• 

A(ll.-1) 
Portanto, 

]. 

TEOREMA 27 

Ki (t) ~ lli -1 Li (0) Wi (0) = Ki (0) 

X • ( t) 0 . X . ( 0) x
1
• ( 0) 

]. ]. ]. 

T(O}f3(0) 

A 

1imitado superiormente por Ci(O). 

Isto e, 

c. (t) 
. ]. 

-e 



Um caso interessante e aque1e em que w
1 

(t) = w
1 

(0) 

. d) w
1 

(t) = w
1 

(O) 

Neste caso 1 temos 

E podemos escrever 

1-cr 1-cr 
i - ~ 1 1 

i L
1

(t) 1 0' 0' BOWi (0) BOW±(O) 
= + L

1
(0) 0 w

1
(0) 0 -

x
1

(t) w
1

(0)x
1

(0) A (11 i - 1) 
A(11

1
-1) 

1-cr· 

11 - 1 ' 1 1 [ 1-o K1 (t) B1W. (0) cr 
B

1
w. (0) ")-.!_t i 0 ~ + L

1
(0) 0 w

1
(0) 0 

- o~ za = 
x1 (t) oix1 co> A (11 i- 1) A(11.- 1) 

1 1 
Se A > T ( 0) a ( 0) I is to e I se . 0' 0' 

L 1 co> w1 co> > 

ambas as fun~oes sao decrescentes. Entao 1 

L/1 (t) < .x/
1 

(t) 

Li (t) xi (t) 
e 

L /(t) 
---<A 

L (t) 

.~ 

1~0' 

B~Wi(O) 0 

A <11 1 - 1) 

11 

--
z. .' 

0' 

I 



lJ 

Por outro lado, todos os coeficientes capital/produ9ao sectori 

ais sao fun¥oes decrescentes, pelo que tambem 0 e 0 coeficient 

. global. Aqui temos urn exemplo do que foi afirmado na pag. 108 

. Podemos resumir estes factos no seguinte teorema: 

TEOREMA 28 

e 

entao o caminho 

1 L (t)= . 
. i w (0) 

i 

e admissivel e 0 investimento liquido cresce a uma 

taxa SUperior a da produ9a0 com urn COeficiente 

capital/produ9ao decrescente. Os valores seguinte~ 

verificam-se para t = oo. 

Ki (®) = Ki (O) (T (0) ~ (0) r 
x1 (oo). x1 {0) A 

.x1(oo) = x1(0) (T(O:a(O)) -a 

Li {co) Li (0) 

K/i (co) = K/i (0) 

. xi (oo) . xi (0) 

cr 
C(co) =C(O)(T(O~B(O)). 



I 
J 

J 

j 
I 
1 
l 
l 
) 

I 
I 
I 
l ,-
1 

I 
\ 
j 
J 

l 
I 
I 
I 

· REFER:t!NC IAS 

S (0) ( T (O~S (Q)r-1 

T(oo) = T(O) (T(O~S(O)r~ 

S(oo) = 

t3 (oo)T (oo) =). 

Quer S(t) quer T(t) sao func;oes crescentes com o 

tempo. 

AMARAL, Joao Ferreira do, "Urn modele simples de crescimento 

economico", Economia I 1977. 

AMARAL, Joao Ferreira do, "Crescimento economico optimo", 

Economia, 1979. 

BRODY, Andras, "Proportions, Prices and Planning", North­

Holland, 1970. 

119 

KUZNETS, Simon, "Crescimento economico moderno", Aguilar, 1973. 

MORISHIMA, Michie, "Equilibrium, Stability and Growth", 

Oxford, 1978. 

PERSSON, Hakan, "On the.theory of non-linear input-output 

models", 1980. 

ROSTOW, W.W., "The stages of economic growth", Cambridge, 

1962. 



I 
l 
J 

! 
I 
i 
) 
I 
I 
I 
I 

' !. I 
L 
l 
I 

J 

I 
J 

I 
I 
l 
I 

j 

I 
j 

120 

A P :eN D·I·C E 2 

se T(t)S(t) =A entao T(t) e S(t) sao constantes. 

Com ef ei to, temos · 

= A 

Integrando ambos os membros, temos 

Derivando 

e 

T(O)S(t) =A, S(t) = --
T (0) 

q.e.d. 
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CAPiTULO G 

A CONDI<;;i\:0 
Li Ct> wi Ct> 

lJJ i ( t) = 1i i_;;;;...__....;;;;_ __ E AS FUNQOES NEOCL~SSICAl 
xi (t) 

1. Introdugao 

0 Objective deste capitulo e analisar a condi9a0 

w1 (t) Li (t) · 
lJJ i = ll i_;;;;...__....;;;.__ 

x1 (t) 

usada no capitulo anterior e avaliar do ·seu significado em relc 

9a0 as hipateses da teoria neoclassica. 

Note-se, contudo, que nao se tra.ta de introduzir hipotese:: 

neoclassicas na nossa teoria, porque tal nao seria possivel. 

Apenas tentamos.traduzir, em termos neoclassicos, a condi9ao i:: 

lad a 

quando nada rnais e conhecido sobre 0 funcionamento do sistema 

economico. 

Podemos escrever 

~ K. (t) W. (t)L. (t) 
ui ~ + ~ ~ 

xi (t) x1 (t) 

e 

Ki (t) 
w i. ( t) = 0 i-=--. ----..-

Li (t) 

oi e1 = -->o 
ll.-1 
~. 

ll. > 1 
~ 
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Para cada periodo, supondo a existencia de func;ao de pro­

duc;ao F (K,.L) ·.com a maximizac;ao do lucre e concorrencia perfeit• 

temos 

w = ~ -e K 
()L -- r;-

onde abandonamos o s!mbolo "t" porque supomos que esta rela9ao 

se verifica em cada periodo. 

Se F(K,L) for H de grau 1, para cada par (K,L) temos 

F = ()F • _!L + ()F 
~ ()K L ()L 

F ()F 
K L-aL ---
L ClF 

ClK 

for tanto 
F ()F 

e 

~~ = 0 _L_-__ aL __ 

aF 
()K 

'(_1!_ . __L + 1 ) _1L_ = aK e aL 
F 
L 

E, assim, a analise pode prosseguir por duas vias: 

a) Estudando as fun9oes que satisfazem ()F 

()L 
= lJI (L) .L 

L 

onde llJ(L) e uma fun9ao arbitraria deL. Em particular, 

llJ(L) pode ser constante, mas consideraremos sempre fun-

c;oes F(K,L) que sejam QH. 
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b) Estudando as fungoes F(K,L) que verificam 

[ -~L .~ + f. aF _\a]__£!__= _!_ com a real 
aK e \ aK J aL L 

(a= 0, 0,5, 1, 2 sao OS cases de mais facil tratamento) 

Contudo, como b) sai de alguma forma do nosso objective 
.. 

principal, deixaremos esse estudo para o Apendice 3. 

2. Fungoe·s que veri£ icam aF K ay;-- = ljJ (L) • L 

Ternes aF K 
~ = ljJ(L) ·~ onde F(K,L) e suposta QH de grau 

N dados (M,P) I isto e, (ver Apendice 1) 

1) NF = M ~~ • K + p ~~ • L 

Integrando em relagao a L, temos 

F (K ,L) = I ljJ ~L) • KdL + 'l' (K) I onde 'l' (K) . e uma fungao 

de K arbitraria. Derivando em relagao a K, temos 

p = ~~ = J ljJ (~) dL + 'l' / (K) • Comparando com p em 1) temos 

(com q = ~~) 

2) J ljJ (~) dL + '1'/{K) = 

uma vez que 

q = W(L)·_!L 
L 

NF - PqL N F P ,1, __;;.;,.;~~""""-'----- • - - -M '~' (L) MK - M K 



1: 

Substi tuindo _£____ = J _'l/J(L) dL + \}'(K) 
K L K em 21 obtemos 

(1 - ..!i_) J ljJ(L) dL +.R._ ljJ(L) =.E._ \}'(K) -\}'/ (K) 
M L M M K 

e temos uma equa9ao diferencia1 em K. 

Como ljJ(L) e apenas fun9ao deLe \}'(K) apenas fun9ao de K1 

temos necessariamente 

3) (1- =)/ljJ~L) dL+ ~ ljJ(L) = -s 0 = constante. 

Deri vando 1 vern 

Reso1vendo para ~(L) 

JN ~ M • ~ dL 

lJJ(L) = s1 = 

Por ou tro 1ado 1 se N :f M 

Reso1vendo para \}'(K) temos 

escrever 

N 

\j'(K) = s 2~ + 

N-M 
SL-p 

1 

M 
M-N 

que perrni te 



e 

Obviamente, de 3) s0 = 0. Entao, 

N-M N 
F (K ,L) = p S KL --p- + S Ky 

N-P 1 2 

que e a expressao gera1 para as fun9oes QH de grau N dados 

(M,P) (M;!N) que verificam 

·necessariarnente 

ljJ(L) 

N-M. 

= S L p 
1 

-~~ = 1jJ (L)· ~ , onde 1jJ (L) 
~ 

e 

Fizemos todas estas deduc;roes supondo N;! M. Porem, quando 

N = M, temos, de 4 ) 

e, por conseguinte, 

Por outro lado, 1jJ (L) = s
1 

com p 
¥ s1 = s3 , pelo que 

J 1/JiL) dL = s1 log L = ~ s31og L e obtemos 

isto e, 

1~ 

que da a expressao geral das fun~oes· QH de grau N dados (M=N,P) 

que verificarn 



Provamos, desta forma, o importante teorerna seguinte: 

TEOREMA 29 

CORO~IO 

Dem: 

De todas as funyoes QH de 
3F unicas que verificarn ~ 

em que M = N. 

grau N dados (M,P) as 
.... = 0 ._!_ sao aquelas. 

L 

()F K 
As unicas funyoes H que verificam --ar:- = 0 r;-

sao as de grau N = 1. 

~ imediata, pois uma funyaO e H de grau N se e so 

se e QH de grau N dados (1,1). 

Como as fun9oes H de grau 1 sao irnportantes sob diversos 

pontos de vista, estudaremos na proxima sec9ao as fun9oes 

Em primeiro lugar, vamos identificar o conjunto onde F(K,J 

pode ser definida. Supomos s
3 

,s
4 

> 0 

Como 

~i . > 0 se e so se log ( i) > 

isto e, -se e so se 



ou 

ou, noutros terrnos 1 

isto e, 

A isoquanta vern dada por 

e 

dK 
dL = ----------- < 0 

Por outro lado 1 como aG ' ->01 · aK 

e dK --en;- < 0 1 podemos escrever 

+~ 
dL 

Alem disso, ~~ > o 1 
a2G dK 
aKaL > 0 ~ ~< 0 ~ 

pelo que 

12' 



E podemos concluir que . 

d 2
K 

dL2 =- ---------------------- > 0 

·( ~~ t 
- Por ou tro lado, lim K(L) = 0 

L++oo 

Entao, a isoquanta tern a forma 

K 

* L = 

F=F 

{1) 

K=l 

L 

(1) Suponhamos que existia urn L=L > 0 tal que K=O. Poderiamos 

l~ 

. . (L) . 
escrever 0 = s31og ~~1· -1<+ s4K- F'=}5.J lo+ 1f + s4K- F = 0 e, gu< 

s 3 log~~) · 
do L~L 

1 
~o, o que e irnpossivel pois F~O. Suponhamos 

agora que existia urn K=K > 0 tal que L=+ 0 

tambem nao e possivel. Entao lim K(L)=O 

K 
Obviamente, isso 
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Isto significa que existe uma possibilidade limitada de suhsti 

tui9a0 pois 0 trabalho e sempre necessaria a produ9a0 e nao po 

de ser inferior a L* dado por: 

s 31og F + s4 -
- F = 0 -F 

s3 s3 

Is to .. 
inferior s3-s4 e, a 

* 7, 53 
F .·L = 

s3 

~ tambem simples obter a elasticidade de substitui9ao. 

Ternes 

0= L 
K = 

= ----------------x-----------------------------------------

= 

(S 4-s3> +log (ijs3 s3 d(f) [<s 4 s 3> +log(i-)s3 ]- s~d log(-f )-f­

[cs4-s3)+ log~i) s 3] 
2 



1 

= 

d ( o/L) 
= ------------------~--------------- = 

83 d (%) 

= ---------------------

CY= 1 - = 

e como 0~ CY < 1, 

quanto maier for o coeficiente capita1/produto tanto mais 

rigida se torna a substitui~ao entre K e L. 
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AP£NDICE 3 

A FAMiLIA 

Neste Apendice estudamo·s a familia 

para alguns valores de a. 

1. ·19 case: a= 2 

Ternes 

Formando a equa~ao 

dL dp 
--- =-··-----

dG 
aq 

()G ()G 
Pa'F + ()K 

dL =- dp 

~ = 1.~ + p) dp 
L \ e 

e integrando, temos 

log L 
1 2 

=--p+.E._+M 
e 2 

onde M e constante. 

F --= 0 L 

F 
r;-

1. 



r 
'I 
1 

p = - _L ·+Jl + 2 1 L 2M e 2 .og - 1 

e 
· Entaol 

sendo e· > 0 1 p > 0 • Entao; 

~~ = - _!_ + fl + 2 log L - .2M e V~2 

Integrando em ordem a K1 obtemos 

pois que 

1) F (K,L) = - ! K + (J.~.2 + .2 log L - .2M) K + lj>(L) 

onde lfJ (L} e uma func;ao arbitraria. Por outre lade I 

(++p2) q = 

F/L 
2) q = __ ...;..._ __ = 

F 
L pelo que 

_£_ + 2 e P v'D"{L) + 12 + D (L} 
e e 

onde 

D (L} = !_ + 2 log L - 2M 
e2 

F/L 
q = -----------------

o (L) - ...L Vo (L) 
e 

Derivando 1) em ordem a L 1 temos 

K 

2 VD (L) 

e 

132, 



Se compararmos com 2) , temos 

K 
1P /(L) 

F/L 
+ = 

vD(L}.L D(L) - ....L v'D(L) e 

e, usando 1) 

1 K Vi)"("L) K 1JI(L) 
K e • -+ D (L)• -+ 

L L L 

+ 1P /(L) = 
VD(L) •L 

D (L) 1 v'D(L) - - D(L) e 

- --+-- VD(L) = 
K [ D (L) . 1 1 . ] 

L v'o CL> e e 1JI/(L)[ ~ VP(L) - D(L)] + 1PiL) 

En tao 

1P(L) 
L + 1P /(L) [ ! ~ - D (L) ] = 0 

Integrando esta equaqao, obtemos 

Vamos ca1cu1ar 

Vern 

1 !-------- dL • 

L [ D (L) - ~ V D (L)] 

1 1 1 

I dL - /--;:===:::-- --=~-~;-- dL 
L[ D (L) - ! VD (L) 1 LVD (L) [y'i)(L} - ! ] 

13 
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Como 

2 1 (~. D (L) - le ]/ = --;:.1 ===;:-
2 VD (L) · L = -L-v'-;=o=cL=):-

escrever. 

f LVii(L) [~ -+J dL = 

u = VD (L) - _L 
e . Entao, 

. u/ 

J-dL 
u 

log I v'-D (L) 1 I 
l/J (L) = M '[, - e = M y'o (L) 

1 1 

e, finalmente 

F (K,L) = (vo (L) - _L) (K + M ) e 1 

com 

D(L) = __!_ + 2 log L - 2M 
02 

2. 29 caso: Ct = 1 

-Como .. em 1. formamos a equac;:ao 

dL dp 
-~-= aG 

aq 

... 
A equac;:ao e, agora 

F 
L 

onde 

po'demos 



-~d_L ___ =- __ d..._p __ 

_..E._ 
L 

log L = ( ~ + 1) p + M 

Integrando em ordem a K 

e 

e 

Entao, 

dL ( 1 ) -L- = 9+ 1 dp 

()F - log L - M 
-=p= 
()K 1 

-+ 1 e 

log L - M 
1) F(K,L) = • K + 1/J(L) 

.1:...+1 e 

Por outro lado, 

q = 
VL 

------------ = 

log L - M K 1/J(L) 
=.:;;;.~ _ __..;;:;; __ ....;;.:. • -- + -

_!_+ l L L 
e 

(~+l)p ( ~ + 1 ) ____ l_o....,g __ L __ -_M __ _ 

(! + 1) 

log L - M K 1/J(L) • -- + 
_!_+ 1 L L 
e 

q = 
log L - M 

Derivando 1) em ordem a L e comparando com esta expressao, 

vern 

13 
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1 1 1 ,,, 
---:::---- • _!.._ .+ 1/J .!(L) = ~------ • ....!L + ---- • ., (L) 

_!_ + 1 L l + 1 L log L - M L 0 . 0 

pelo que 

e 

W /(L) 
. 1JJ (L) 

1 
- -L,--":"':( l,....o..;;;;g;....,..L--___,..M,..,..)-

1 
(log L - M) dL 

= 

= Ml (log L - M) 

e, finalmente 

F (K,L) 

F(K,L) 

3. 39 case: 

= log L - M ·K + 1-1
1 

(log L- M) 
..!.. + 1 
0 

= (log L - M) ( ~ : e • K + Ml) 

ex= 0.5 

Seguindo o mesmo metodo, com (t+ p 0•5 ) q = ~ 

dL dp 
------~ = e 
..E.. + p 0.5 _E._ 
0 L 

13 
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~ = (.1.. + p-0.5 )dp 
L 0 

log L = ...1._ p + 2p 0•5 + M . 0 

e, com Po.5 = z 

...1._ z2 
+ 2Z + M - log L = 0 0 

z = 
-2 +J4 -fM +flog L 

2 e 

P = z2 = 1 + D {L) - 2 vo (L) onde 

1 
~ 0 .. · . ···~ 

D {L) :::: 1 - ...!_ M + _!_ log L 
0 0 

.. Integrando em ordem a K, vern 

1) F(K,L) 

:i?or outro 

q = 

= 1 + D (L) - 2 VD (L) 

1 
02 

lado, 

F/L 
= 

_E_+ Po.5 
0 

• K + 1/J (L) 

1 + D (L) - 2 V D (L) K ~ (L) ·-+ 1 L L 

= 
02 

1 + D (L) - 2 Vi)(L) -1 +VD(L)' 
1 + 1 
0 e 

13 
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.LJ 

·1 + D (L) - 2 vD('L'} • .!_ + tp (L) 

1/e L 0L 
q = ----------~-----------------

0 (L) - VD (L) 

Derivando·l) em ordem aLe comparando, temos 

1 
0L 2 

1 • K - ----- • K + tp/(L) = 
6 2 2 vD('L') eL 

e2 

1 + D (L) - 2 vD('L'} • ..!_ + tp (L) 
1 L eL 
e 

= -------~-----------------
0 {L) - VD (L) 

e 

t/J (L) - t/J /(L) = 0 

0L [ D (L) - V D (L)] 

pe1o que 1 

f dL 
0L [ D (L) - Vi5TL)] 

Vamos calcular 

I 1 'dL 

eL ( D (L) - V D (L)] 

. Ternes 

1 1 I dL= I--. -----'--- dL 
0L [ D(L)- VD(L)] 0LVD(L) [VD(L) -1] 
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Como . [VD(L) -1]/ = 1 
temos 

20L vJ)(L) 

J 1 ' . 

0L [ D (L) - V D (L) ] 

dL = 2! 
20L VD (L) [ VD (L) - 1] 

1 

-------------------- dL = 

= 2 log jv'D(L) -1j 

Entao, 

ljJ (L) = Ml [ V D (L) - 1 ] 
2 

e 

1 + D (L) - 2 V D (L) [.I ] 2 
F ( K , L) = -=__;_~:.=.:..----=....:....:::....:.:::.!.. K + M l v D ( L) - 1 

1 
02 

com 

D(L) = 1 - _!_ M +_!_log L 
0 0 

Podemos resumir estes resultados no quadro seguinte: 
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a F (K ,L) 

0.5 F(K,L) = ( y'i)('L}- 1) 2 (e2K + M1 ) 

D (L) = 1 1 1 L --M+-log e e 

1 F(K,L) = (log L- M) ( 1!e K + Ml) 

2 F(K,L) = ( VD (L) - ~ ) ( K + M1 ) 

D (L) 1 
=e-2+ 2log L- 2M 

f facil de verificar que, de todas estas fun9oes, 

apenas 

F (K,L) = (log L- M) ( l ~ e K + M1 ) 

pode verificar 

~··~ ·= p ~ quando M1 = 0 
e 

e p= 1+0 

Mais geralmente, e posslvel provar o seguinte teorema: 
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TEOREMA 30 

Dem.: 

De toda a familia ( f3p + pa) q= ~ , as iinicas 
, ()F K 

fun9oes que verificam aL = e T sao as 

· que se obtem com a=O e a=l. 

A expressao geral para as fun9oes que veri­

"'ficam ~ = e _.!L 
aL . L 

F(K,L) = 0K log L + ~(K) 

"Derivando em ordem a K e formando a eque~:c;ao 

(f3p + pa) = ~ , temos 

~(K) 

L 

80
2 

log LK + { 8~ ....-(K) +( 0log L+~/ (k)] a}eK = 0K log L + ~ (K) 

Esta e uma equayao diferencial em ~(K) cuja soluc;ao depende 

de L (que seria uma contradic;ao) a nao ser que a= 0 e 

a -1 
p = e- ou a=l e 1 

1+(3 

q.e.d. 

No Capitulo 6 estudamos um case de a= 0, quando F (K,L) 

era H de grau 1. 

:m interessante estudar agora um case de ex = 0 quando 

F(K.L) e nao-homogenea. 

1~ 
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4. 0 case a=o.· Estudo da familia (y + f3p) q = ~ 

Esta familia e importante porque a equa~ao 

(Y +f3p) q = ~ 

pede ser posta na forma: 

F 
e = L • 

1 

Y+Sp 

que generaliza a fun~ao de elasticidade constante. Como nao 

14~ 

e possivel resolve-la explicitamente, vamos tentar uma solu-

<;ao geral 

F(K.,L} =~(log L} .,(K} 

Derivando em ordem a L e K, temos 

onde y = log L 

~(y) 
L • '(K) 

Esta e uma equaQaO diferencial em ~(y) cuja solu~ao depende 

de K (o que seria contraditorio) a·nao ser que '/(k)=constante 

ou f3=0. En tao, com 13~.0, temos '(K) = c0K + c1 
e a equa9ao fica 

h + sc0 ~ <y> 1 d~ 
dy = ~ (y) 



ljl(y) = 
1-Bc _J!!_ 

0 dy 

que e uma equa~ao de Lagrange. Para resolve-la, consideremos 

dljl dY = P. 

Com Z = lJ! (y), temos 

yP 
z = 

Derivando em ordem a y, 

e 

ou 

p = 

y dP 
dy 

y 

(1 -f3C
0

P) + f3C ~ Y P 0 dy 

2 (1 - 13 CoP) 

p = -------------- dP 
dy 

dy 
dP 

y 

= ---------------

Integrando em ordem a P da 

p 
y = Y log ------ + 

y 
------ + M 

1 - f3C 0 P 

1~ 



Como 
= ....£1... = . llJ(y) 

p dy -----------­
y +a c 0 w Cy> 

podernos escrever 

l/J(y) 

, 

Y +6 c 0w (y) · y 
y = Y log. ______ __;., ______ + ---:-::::-~--.----

13c w <Y> 1 - _sc....;o;._w_<_Y_> --1 -
0 Y+ac0 llJ(y) Y+ 13 c

0 
1lJ (y) 

,,, (y) 
y = Y log ,........__....'+'_......__ + y +ac

0
w (y) + M 

·y 

tP (y) = l/J (log L) 
F ·Como = 

' c 0K + c 1 
temos 

F ac0F 
log L = Y log + y + + M 

Y (C0K + c
1

) c 0K + c 1 

.e temos a solu9ao obtida duma forma implicita 

G(F,K,L) = 0 

Podemos calcular 

aG/ 
aF / aL 

""""§"L = - -aG-/-. -

/aF 

+ M 
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J_ 
F 

e 

F {K,L) nao verifica ~~ :;:; e ~ a nao ser que y = 0 e c
1 

= 0, 

como o case ja visto na pagina 140. Com efeito, tem-se 

{C
0
K+C

1
)F 

--------~--~~-------- = 
(YC0K + YC1 + Sc0F)L 

Conclusao 
********* 

Oeste apendice podemos concluir que as fun~oes que verificam 

2E_ = 0 L sao casos mui to especiais de certas £ami lias mais . aL L 

gerais onde se integram. ~ possivel encontrar fun~oes que sa-

tisfazem condi~oes mais gerais , 

1 
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(--;- + Pa)q 
F com a~ 0 = 
L 

ou 

( y + Sp)q = F 
T ·coin y ~ 1 

mas essas, em geral nao verificam 

Por outro lado, demos um exemplo de obten~ao de uma fun­

~ao de produ~ao de uma forma implicita. Contudo, devera notar~ 

-se que algumas das fun~oes que obtivemos nao satisfazem cer­

tas condi~oes de 2a ordem que em geral se impoem as fUnQoes de 

produ~ao e que permitem, por exemplo, calcular a maximiza~ao do 

lucro. 
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CAP!TULO 7 

UM EXEMPLO DE APLICA~AO EMP!RICA 

1. Problemas da aplicacao empirica 

Quando se pretende aplicar urn modelo como o GM a uma eco 

nomia determinada, dois tipos de dificuldade podem surgir: 

- se se tratar de uma pequena economia .aberta, ja nao 

e Valida uma das hipoteses basicas que fizemos ao lon 

go de todo 0 trabalho: que nao existia comercio exter 

no 

- se nao existirem indices de pre~os para a produ~ao e 

fornecimentos intersectoriais nao poderemos reduzir . 

todos os valores a pre~os base de urn determinado ano, 

hipetese que tambem foi considerada em todo o trabalho. 

Este aspecto e particularmente importante quando esta 

em causa a analise de.uma evolu~ao temporal da econo-

mia. 

Uma possibilidade de ultrapassar a primeira dificuldade se 

ria a de considerar, em vez do modele 

o modele 

x .. =f .. (x.+m. ,x.) 
~J ~J ~ ~ J 

onde mi representaria a importa~ao de produtos do sector i. Par 

nao se introduzirem n variaveis mi adicionais poder-se-ia consi 
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·- derar mi = a. i (xi + mi) com a.i constante entre 0 e 1,. o que pentlitiri 

. manter a especifica9ao 

embora a custa de uma limita9a0: a nao introdu9a0 de substitUi 

9a0 de importa9oes em rela9a0 a produ9a0 total de cada sector. 

Este ultimo aspecto., quando se analisa 0 caso portugues I e su­

ficientemente importante para obstar a aplica9a0 de uma tal es 

pecifica9ao. 

2. Uma aplicayao empirica a economia portuguesa 

Para esta aplica9ao, q:ue se trata de uma mera ilustra9ao, 

vamos considerar apenas urn sector fornecedor: o da electric!-

dade, gas e agua que, ate recentemente, nao apresentou niveis 

significativos de importa9ao. Consideraremos, alem disso, 14 

sectores utilizadores, de acordo com a seguinte lista: 

Sector 1: Agricultura e silvicultura 

" 2: Pesca e conservas 

" 3: Extractivas 

" 4: Alimenta9ao 

" 5: Bebidas e tabaco 

II 6: Texteis, vestuario e cal9ado 

" 7: Madeira I corti9a e mobiliario 

II 8: Papel e tipografia 

II 9: Quimicas e derivados do petrol eo 
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Sector 10: Miner a is nao metalicos 

" 11: MetalG.rgicas de base 

" 12: Produtos metalicos 

" 13: Maquinas e material electrico 

" 14: Material de transporte 

0 nosso objective vai ser o de tentar adiantar alguma 

coisa acerca das fun9oes., supostas existentes, xij= fij (xi ,xj) 

em que o sector i sera sempre o sector da electricidade, gas e 

agua e j variara de 1 a 14. 

Os dados de base a uti1izar constam das matrizes de rela­

yoes interindustriais (GEBEl), para 1964 (l) e 1974, a pre9os 

no produtor. A evolu9ao correspondera, pois, ao periodo 

1964-74. 

Levanta-se agora o.segundo problema considerado em 1., 

isto e, a forma de reduzir todos OS pre90s a mesma base, nes-

te caso, os pre9os de 1974 a preyos de·l964. Infelizmente, 

esta dificuldade e inultrapass~vel quand.o·se pret_enda uma ana 

lise rigorosa, uma vez que naoexistem series de indices de 

pre9os da produ9ao para todos os secto~es considerados. Para 

obter uma aproxima9ao utilizaremos, para deflactores da pro­

du9ao,os indices de pre9os do VAB de cada sector, tal como fo 

ram calculados pelo INE (Contas Nacionais). Faremos, tambem, 

(1) - 0 GEBEI obteve, para 1964, a matriz a pre9os do produtor 

com base na matriz a pre9os do uti1iz-ador do INII. 
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a hipotese de que os deflaccionadores dos fornecimentos xij 

sao iguais, qualquer que seja o sector utilizador j. 

1 

A analise sera prosseguida utilizando o conceito de elas 

ticidade de substitui9ao introduzido no Capitulo 2, pag. 36. 

Conforme se viu, definimos 

daij 

a .. 
~J ... a . . = em que 

f .. (x
1 

,x.) 
~] J e o 

~J 
dbij 

b .. 
~J 

x. 
J 

coeficiente tecnico e bij = 

procura. 

f .. (x. ,x.) 
~J ~ J e 0 coeficiente da 

Como vimos tambem (pag.36 quando f. . apresenta rendime: 
~J . 

tos constantes a escala tem-se o .- . < 0. Faremos a hipotese, 
~J 

nesta exemplifica9ao, que sempre que o. . for negativa, ha boa, 
~J 

razoes para crer que as fun9oes fij apresentem rendimentos 

constantes a escala (o que, obviamente, a teoria nao garante, 

uma vez que o .. 
-~J 

pede ser negativa sem que fij apresente ren-

dimentos constantes). 

90es 

No case de ser a .. > 0, distinguiremos ainda duas situa­
~J 

a) db. . > 0 e da. . > 0 
~) ~) 

Neste case, existem rendimentos decrescentes. Com efeito, 

teriamos aqui que os fornecimentos do sector i ap sector j ere~ 

ceriam a uma taxa instantanea superior quer a de xi quer a de ~ 

o que significa que existem rendimentos decrescentes. 
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Por razoes inversas das anteriores temos, neste caso, ren 

· dimentos crescentes. 

Na situa~ao presente nao temos, obviamente, urn acrescimo 

infinitesimal, mas sim acrescimos 

Ab b·, 7, 4 - b, 6,4 • 
Ll· iJ'= l.J l.J 

Continuaremos, porem, a admitir que se 

mantem Validos OS raciociniOS anteriores mesmo para estes acres 

cimos. 

-·com estas preven9oes calcularam-se os valores de a . . pa­
l.J 

ra o periodo 1964 e 1974, que constam do Quadro 1. Deste qua-

dro podemos extrair as seguintes conclusoes: 

- e poss:tvel que OS fornecimentos aos sectores agricultu­

ra, extractivas, alimentares, texteis, madeira, quimicas 

minerais nao metalicos e.metalurgicas de base apresentem 

rendimentos constantes; 

- os fornecimentos aos. sectores maquinas e material elec-

trico e material de transporte apresentam rendimentos 

crescentes; 

- os restantes sectores apresentam rendimentos decrescen-

tes. 

Nao deixa de ser interessante apontar o grande valor abso­

lute da elasticidade correspondente ao sector agricola (29,5), 

0 que e provavelmente COnsequencia da aleatoriedade da produ9a0 

do sector, extremamente dependente das condiQoes climatericas. 
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3. Uma especificagao de rendimentos constantes 

Identificamos 8 sectores onde e possivel admitir a exis­

tencia de rendimentos constantes para a fun9ao fij(x1 ,xj). P~ 

ra eles pode tentar-se estimar esta fun9ao com uma especific~ 

Qao simples a satisfazer as condiQoes do GM. Consideremos a 

seguinte especificayao: 

·• 
De acordo com a apresenta9ao do GM (pag. 63) tem-se 

xi 1 
. ( x. ) g .. (x. ,x.) g.. __ J._ e 

fij 
.-

= = = e, l.J 1 J x1 + x. ..:.L 1J . 
. J 1 + xj 

xi 

pois, homogenea de grau 1. 

A fun~ao.pode apresentar-se, mais compactamente, da segui! 

te forma: 

x 1 J. = f .. (x. , x ~ ) = l.J l. J 
C
ij ij 2 
1 X. X • + CO . X • . l. J J 

Quando se conhecem os valores xij' x1 e x. 
J 

per.iOdOS e pOSSiVel 1 em geral 1 estimal;' C~j e 

neste caso, 

para dois 

C
ij ' 
1 • vern, 
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se 

e 

X_ij 
0 

xij 
1 

0 1 x.x. 
1 J -F 

cij xo 0 cij 02 
xj + x. 1 .i 0 J = 

0 + xo xi j 

cij x1 1 x. + cij 12 

= 1 i J 0 .xj 
donde 

1 
xi 

1 
+ xj 

0 0 1 1 1 1 1 0 . 0 
x.x.x .. (x. + x. ) - x1x.x1 . (x. + 

1 J 1J 1 J J. J 1 

X~ 1 
0 1 x. 

is to 
... J 1 x.x. e, se = J 1 

X~ x? 
J 1 

0 
X. ) 

J" 

0 0 0 0 
cij = __ x~i&j __ x~i __ + __ x~i~j __ x~j--

0 0 

X~ 
J 

x.x. 
1 J 

Podernos ca1cu1ar para os diferentes sectores os va1ores 

de C~j e cij, uma vez que conhecemos xij' x1 e xj para 

1964 e 1974. Ca1cu1ando, por exemp1o, para os sectores das 

transformadoras que possive1mente apresentam rendimentos cons 

tantes, obtemos o Quadro 2. 

1 
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QUADRO 2 

Coeficientes Cij e Cij estimados 
0 1 

Coeficiente Coeficiente 
Sectores 

cij cij 
0 1 

A1imenta9ao 0,0048 0,0247 

Texteis 0,0008 0,0881 

Madeira -0,0115 0,0590 

Quimicas 0,0279 0,0449 

Miner a is nao meta- 0,0218 0,0917 
1icos 

Meta1iirgicas de -0,0071 0,0664 
base 

15 

Coeficiente Coeficien1 

real 1964 rea1197• 

0,0073 0,0096 

0,0135 0,0174 

0,0113 0,0295 

0,0321 0,0334 

0,0547 0,0617 

0,0281 0,0443 
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Da analise deste quadro concluimos que apenas OS secto-

res da madeira e das metalurgicas de base apresentam limites 

inferiores para c~j que sao negatives e portanto nao signi­

ficativos. Poder-se-ia postular, para estes dois sectores, 

que c~j= 0, 0 que seria estranho pois nao e cr!vel que qual­

quer dos sectores possa dispensar o consume de energia electr; 

ca. Sera talvez prefer!vel admitir que o forte aumento dos 

coeficientes tecnicos registado-nestes sectores nao pode ser 

adequadamente descrito por uma fun9ao como a que foi utilizad• 


