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INTRODUGCGAKDO

l. Preliminares

Quando se utiliza o modelo de Leontieff (ILM) xij= aijxj

para analisar uma economia de n sectores/bens, em que xij=

= montante do bem i necessdrio para produzir xj unidades do

bem j e aij

tir-se que para cada xj obtemos apenas um montante necessario

é um coeficiente técnico constante, estda a admi-

xij e que existem rendimento; constantes a escala. Contudo,
como Pasinetti (1977, pag. 69) afirma:

"In practice, changes in the technical coefficients can
arise from two quite distinct sources. The first one is that
the returns to scale may be increasing or decreasing (...)

But there is a second source of variation of the technical
coefficients: technical progress. And this is much more awkwar
to deal with. Technical progress acts upon the various coeffi-
cients quite autonomously, sometimes independently of the

scalé‘oprroduction, sometimes in conjunction with it. The

important factor therefore, in this respect, is time".

Para ultrapassar as dificuldades acima mencionadas, algun
modelos mais gerais tém sido propostos. Assim, Sandberg (1973
considerou o modelo (SM) x..= f,.(x.) em que £,. & uma fungdo

1] i J ij
qualquer, satisfazendo apenas um conjunto limitado de condigoOe

Por outro lado, élguns modelos do tipo a3~ aij(t) tém sido




TR T b

desenvolvidos em resposta ao segundo tipo de observagoes avan-

cadas por Easinetti.(l)

No entanto, consideramos que modelos como.os acima mencio

nados ndo descrevem adequadamente todos os aspectos relevantes

da questdo. Por essa razao, formuladmos um mddelo mais geral
que, . embora diferindo dQs modelos dependentes da variavel témp
pode, ‘em certos casos traduzir uma situagao de progresso tec-
noldgico.

Com efeito, o coeficiente té&cnico Xij/xj pode variar tam-

bém por outra ordem de razdes, nomeadamente as relacionadas co:

a maior ou menor dificuldade do sector i fornecer o input requl

rido Xij’ Por exemplo, existem boas razOes para crer gue, se -

existirem dificuldades na produg¢ao do sector i, os seus forne-
cimentos para os restantes sectores possam diminuir em tefmos
relativos. Em alguns casos este efeito pode ser considerado
uma situagdo especial de progresso tecnoldgico, o que signifi-
ca gue nao aceitamos a formulagdo aij(t) para exprimir todos os
casos de‘progresso técnico. A variavel tempo, alids, nada ex~
plica. |

Para tratar casos como este.podemos usar um modelo muito
gerél, tal como o0 de Lahiri (1976)4c6m uma formulacao em que
xij/xj = aij(xl, ceey xn). No entanto, este modelb & demasiadc

geral e, por consequeéncia, torna-se.dificil basear nele uma

(1) O método RAS de actualizacdo de coeficientes técnicos po-
de ser considerado um exemplo desse tipo de modelos. Em

Carter et al (1970) encontram-se alguns exemplos e apli-

cagoes.




andlise tebrica. Para dar um exemplo, & extremamente dificil

de saber se

0X &
—eil—,z 0 para sectores k # 1i,j.
3xk' ' :

Com base no que se disse, pode afirmar-se, de uma forma
pouco rigorosa, que o problema dos rendimentos 3 escala tem
éﬁe“ver fundamentalmente com a' expressdo da fungdo X157 fij()
e que o progresso técnico se~traduz em muitos casos na intro-
dugao de argumentos1diferéntes para a.fungao fij( ).

A formulagap que utilizaremos na presente dissertacao é
baseéda no modélo de Lahiri mas & menos geral. O nosso modelo,
que désignaremos por GM, admite que para cada par (i,3j) de
sectores_témos xij= fij(ii,xj), ou seja, que o fornecimento do
sector i ao sector j & uma fungdo (ndo necessariamente linear)

do-total das producoes dos sectores i e j, respectivamente .

No entanto, para o modelo ser tratavel temos de introduzir mais

algumas hipdteses.

(2)

‘2. Primeiras hipbteses relativas ao GM

Consideremos uma economia  fechada com n sectores/bens e,

para cada_par de sectorgs ie 3 xij= fij(xi,xj). As funcgoes
£, . sao continuas e tém derivadas parciais continuas em

+ . |
R = {(xi,xj) | (xi,xj) >01}.

O comportamento das fungdes fij:rege—se pelas seguintes condigoe

(2) Trata-se apenas das primeiras hipéteses. Mais adiante res-

tringiremos de novo o campo de estudo.




£, .(x, ) 2 _
lj( l,xj) /0, afi >/ O, afi- _ 0 @ f = o.
X, ‘ ox. ‘ ij
J J
’ - 9f, .
Bxi

Por enquanto, ndo introduziremos a hipdtese de ser
fij(O,xj) =0 ?ara qualquér'xj#o, porque élﬁtil considerar o
SM e o LM como casos especiais da nossa formulagdo. No entan
to,'isto obrigara, para o modelo continuar a fazer sentido, a
rgstringir novamente o dominio dé.fij(xi,xj) quR+ para um no
vo conjunto R'CR, com R"='{(xi,xj)|.xi2»x??;j),xxj>'0}cog
forme se veri mais adianﬁé (ver pag.60). |

E dtil, neste ﬁomento, comparar a nossa formulaégbwéom
as de Sandberg e Lahiri e avaliarmos o que ganhamos e€ o que

perdemos quando a introduzimos.

3. Comparacao com o SM

Consideremos umé_economia traduzida por um SM, com xij—
= fij(xj) e as seguintes situagOes. |

No periodo t os n sectores produzem um dado vector X=X
e no periodo Eil todos os sectores a excépééo do sector i pro

duzem o mesmo valor, enquanto o sector i produz um montante

menor. Como & evidente, se a especificagdao do modelo for

xij= fij(xj) & a procura final do sector i qué sofre o impacto




total da redugao de produgdo do sector (& excepgao de um mon-
tante relativo a redugao do fornecimento xii). Assim, uma ec
nomia como esta demonstraria uma extraordindria falta de capa-
cidade para se adaptar a uma néva situagéo; tratér—se—ia de
um sistema rigido.

Uma rigidez como esta serd, obviamente, dificil de encon-
trar na pratica, uma vez éue todos os sistemas econdmicos dis-
poem de meios que lhes permitem adaptar a sua estrutura produ-
tiva a novas condigoes.

Assim, o exemplo descrito permite-nos identificar dois t:
pos de situagdo em que o GM fornece uma visao mais realista dc

que o SM:

a) Dificuldades na produgao de um sector fornecedor de ir
puts intermédios. O GM introduz a possibilidade de suk
tituigao de uﬁ input na produgao de outros sectores,
evitando assim que as dificuldades de produgao se repe
cutam quase integralmente na procura final.

b) Aumento na produgao de alguns sectores que, pelo factc
de possuirem um maior dinamismo podem substituir-se
como inputs intermédios a outros sectores no processo
produtivo. Este tipo de situagao, frequente em situa-
¢oes de progresso técnico, & exemplificado péla evolu-

cao da utilizagdo de energia eléctrica a partir das ul

timas decadas do séeculo XIX.




Como veremos no Capitulo 2, as melhorias que, neste con-

texto, obtemos com o GM resultam do facto de que podemos in-
troduzir substituicdo no processo produtivo. Contudo, tere-
mos também de avaliar o que perdemos em relagdo ao modelo de

Lahiri.

4. Comparacao com o modelo de Lahiri

uando'escrevemos x,.= £, .(x, ,x. su omos ue com X.= X,
Q i3 '13( if J), . P s g i i

e x.= Ej o fornecimento do sector i ao sector j & sempre o
mesmo, quaisquer que sejam os outros fornecimentos Xip? k#i,3,

ainda”que outro sector k, k#i,j, auménte_substancialmente a sua
produg&o. Claro que esﬁa & uma hipdtese bastante forte, pois &
dificil de'explicar como éAque €. possivel ao sector j continuar
a comprar o mésmo montante ao sector i quando‘a producao deste
é limitada e um outro sector aumenta fortemente.a sua prdpria
‘procura de inputs de i.(l)' |

Contudd, em alguns casos podemos considerar o GM uma apro-
ximag&d razoavel do modelo de Laﬁiri.

Por exemplo, consideremos

_ . | 3f, . of , .
Xij fij(xl,..., xn) com ij >0, —=xd- >0
. axi_ ox

Bfi ,
ax S O, i'j#k' e X.2= x2,.oo, X = -}Enl —l
k.

(1) Este € um problema de autonomia. Ver Johansen (1977, I,

pag. 315)




- 3 of :;“
supor que ik > /,

com um aumendo dxk na produgao do sector k, k=1.

of , . .
Teremos, evidentemente dxijgo (uma vez que ~3§J_s$0: i,:
k
Como a produgao de cada sector i#¥k se conserva constante, obte
mos um aumento no fornecimento de cada sector i para a procura

final, a nao ser que

5f =\ of (1)
__Qi_zz 43

Como nao existe razdo para que dy, seja positivo, isto &,
que quando o sector i & substituido na produgao do sector j

of. .
i - .
(———1—*$0> ’ sucede o contrario na procura final, teremos de

"

Assim, o efeito da variagdo de xij induzida por Xy é
"pequeno" comparado com o do efeito sobre X3 Este & o caso
do GM (e, como & evidente, do SM).

-

Assim, poderemos concluir que, em certos casos, o GM &

uma boa aproximagao do modelo de Lahiri, pelo menos quando

(1) Com efeito




of . ..

—=-<o0,  i,3#k.

ox, '
kK a1ém disso, &€ muito mais facil trabalhar com o GM do que

com 6 modelo de Lahiri.

5. Alguns problemas sobre a especificacdo do GM

a) Agregagﬁo
Com a formulacdo GM verificamos imediatamente que nao é
possivel. agregar um tal modelo de n para m<n sectores. Com

efeito, quando consideramos um sector k, na nova agregagdo, tal

que x, = xi4-xj, nao obtemos necessariamente Xy = fkr(xk,xr).

Embora isto suceda com o GM, a verdade & que o0 mesmo também
acontece com o SM e, até, com o LM. Neste {iltimo caso este fac
to é muitas vezes esquecido e a maior parte das agregagdes que

se fazem esquecem este problema, limitando-se a supor que o0s

coeficientes técnicos passam de constantes a variaveis. O pro-

“blema &, no entanto,mais profundo, pois o que na verdade acon-

tece & que j3 nio temos uma funcao X4 4= aijxj pois, para ca-
da valor xj= §5; podemos obter diversosvxij que lhe correspon
dam. |

Em resumo: a nossa divisao em n sectores com a correspon-

dente especificagdo terd de manter-se ao longo de todo o estudo

b) Dimensdo

Um outro problema que surge & o que se refere ds unidades

- de medida das varidveis. Quando escolhemos um periodo para a




produgao os valores X4 estdo medidos em unidades mbnetér;as.
Teremos de ter a'certezé de que, quando medimos as mesmas va-
riaveis xiAcom um miltiplo ou submiltiplo da gnidade moneta-
ria previamente escolhida, obteremos as mesmas propriedades
para o modelo. Isto &, se em vez da unidade monetdria inicial
usarmos uma outra unidade valendo 1/k vezes a inicial, obtef

mos

Isto e verdade apenaé quando fij‘for'homogénea de grau 1,
O que & um caso muitO'pafticular. Se usarmos uma especifica-
gEo mais geral, se mudarmos a‘unidade monetaria, teremos. tam-
bém de mudar a funcgao fij'

Noutros termos, umé vez gue assentamos numa especificagao
'xijé fij(xi,xj) medida numa determinada unidade monetaria tg-
remos de trabalhar sempre com essa mesma unidade. De outra
forma teremps de.mudar as fungoes fij'

Vamos ver o que acontece quando adaptamos fungoOes a uma

nova unidade monetdria. Teremos de encontrar fungoes

k

gij(xi,xj) tais que




Donde
ng 9f, .
ij - 1]
k
3%gT, 2
i3 _ 1 3%y
2 k L2
ayi axi
e, em geral
(1)
n x l-n _n
D =k D™ £.. .
gij ij.

O que foi dito permite-nos
metodoldgico que serad valido ao

sertacdo: Apenas as expressoes

definir o seguinte principio
longo de toda a presente dis

referentes a elasticidades,

coeficientes técnicos e primeiras derivadas de fi. deverao

J

ser comparadas com numeros abstractos.

c) Pregos

A nossa analise considera todas as variaveis relevantes

10.

medidas a pregos constantes de um determinado periodo. Assim,

nao consideramos explicitamente a variagdo de pregos relativos

como causadora da substituicdo de um input no processo produ-

(1) Obviamente, quando fi

.

k A
X. X.
gij( it J)

{
w
Fh

€& homogénea de grau m




fivo. 0 GM éxprime a egisténéia de substituigéo relacionando-
-a.com os niveis de produgdo dos sectores fornecedor e compra-
dor, mas ndo analisa os factores (pregos, decisbes de um Orgao
de planeaﬁento, etc.) que sao'usados.para induzir a substitui-

gdo. Como Kornai (1971, pag. 259) refere:

"The explanation of changes in the ‘input pattern of
production which relies exclusively on prices is a pobr one,
éé ‘ . Changes in factor combinations are explained, in the final
analysis, by changes in the volume of resources available,
and in this relation by processes of technical progress."

O GM, tal como & utilizado na presente dissertagdo, refe-

re-se e descreve sempre a esfera real da economia, com uma 4ni’

'ca excepgao: o planeamento de um sector intermédio, que & ana

o e g e e o

lisado no Capitulo 2.

: . (1)
d) Vectores X >0 para os quais existe um Y >0

A formulagao do GM ndo garante que para cada X20 exista

um Y>0. Note-se que, uma vez que estamos a analisar uma eco-
nomia fechada, esta condigc@o & necessaria para o funcionamento
do sistema econdmico. Como tal, merece um tratamento mais dese

1 volvido, que & levado a cabo no Capitulo 1.

(1) Com a nossa notagao X & sempre um vector da produgao e

Y um vector da procura final. N

|
o




12,

e) Definigdo dos coeficientes técnicos

Com a especificagdo do GM nao poderemos ter a certeza de

N\ f - '(X s 7 X Iy )
que, para todos os X > @ obtemos ) ij it "3t .
—d

i X
] -«
Esta & uma condicdo importante para a aplicagao empirica do

modelo e &€ tratada nos Capitulos 1 e 2.
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carpITUuULO 1

FLEXIBILIDADE E MODELOS INPUT/OUTPUT

1. Definicao e formulacdo do problema

Sejam A(X) e B(X) duas tecnologias referentes, respecti-
vamente, ao sistema econémico'A € ao sistema econdmico B, am-
bos com os mesmos n sectores. Vamor supor que os elementos de
A(X) e B(X) sdo fungbes continuas.

Seja QCA O conjunto de todos os X»0 tais que existe um
vector Y >0 tal que

X - A(X)X.

[0
i

DEFINICAO: O sistema A & mais flexivel (I) do que o sistema B

se e sO se

;AzinB.

Seja WA o conjunto de todos os X >0 tais que existe um
vector V>0 tal que

V=x3%x7Ti onde i= [1,...1)7T.

DEFINICAO: O sistema A & mais flexIvel (II) que o sistema B

se e sO se

As definigOes apresentadas permitem enunciar o seguinte

teorema:
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. TEOREMA 1 Se A(X)< B(X), entfo A & mais flexivel (I) e (II)

do que B,
, : * .
Dem: Para cada X € 1I)B e . X € WB temos, respectivamente,

0 ¥° = x,- > £, .B

i i §7ij (Xl""’xn)\<

' A
< X, —E:fi. (Xl""’xn),= Y
B * B * *
v, = x,- . .o
0 vy X, %:fji (xl, ,xn)~s
i

* A % £
< %y %:fj. (xl,...,xn? = v,

*
x, €
X; .']:A, xie WA r g.e.d.

Embora este teorema seja muito simples, & bastante impor-
“tante, conforme veremos mais tarde‘ Por agora, € suficiente no
tar que nos permite concluir que se o sistema A & mais flexivel
(I) que'o sistema‘B, nao se segue necessariamente (embora possa

suceder) que o sistema B € mais flexivel (IT) do que o sistema .

'DEFINICAO: Um modelo input/output & tratavel se e s0 se

W Xy # 0 #{e} .




*%* *
TEOREMA 2 Se O0<A{X)g A onde A & uma matriz de coeficit

tes técnicos constantes tais que z-aji< 1,
3 .
Vi = 1l,...,n, entdo A(X) & tratavel.
Dem: Como :I:A* N WA* # {0} , # #, pelo Teorema 1, a

demonstragdo & imediata.

Contudo, e fScil encontrar modelos nl'a"to—tratéveis. E os
exemplos poderdo ser encontrados mesmo em relagdo a modelos
diferentes daqueles que sdo obviamente nio-trativeis. Claro
que, por exemplo, um modelo LM em que, para algum sector i,

z.aji seja superior a 1 & obviamente ndo-trativel. Mas um
J
exemplo como o que se segue j& ndo & tdo patentemente nio-

-tratavel.

'_x i = B X + (l1-B)x 05 | + F i
1 B %Xy BIx, Yy
x. 2 +
) aXy BX, | Yo
| _J | [ _
. com 0O<g<l1, a>(1-B). Quando x>0, x,> 0 temos

Bxl + axlzg Xl :xls _].LB_<1
a

0.5 0.5 :
Bxy + (l-g)x2 gxl_:x_z < Xy = X, < 1

5

0. 0.5 .
(l-B)x2 +tBxX,< X, : X, >/1$X2V>/ 1

0.
Se x,=0, vem X,=0 porque X;»B x; + (1-8)x,

2
Se. x2=0, vem xl=0 porque X > B X, +a Xq




Entao, wArxmA = {(0,0)} ; € O sistema € nao-tratavel.

Este exemplo mostra gue devemos ser cuidadosos quando de
senvolvemos uma teoria input/output nio linear. Nio & sufici-
ente garantir que, para cada i exista um conjunto n3o vazic

-

W, # {0} tal que %:—;;i— < 1. E preciso que todos os W,
se conjuguem de um; fo;ﬁa tal que XNW #{0}, # #. Isto rio
tem sido suficientemente afirmado na teoria dos modelos ingut
output. | |

Uma situagdo colocada, de certo modo, no extremo oposto
dos modelos ndo-trativeis & aquela em que Ii = r" e/ou W= ]
Neste caso, o sistema tem o grau maximo de flexibilidade (I3

e/ou (II) rYespectivamente. Se WAﬂ $A= R+ diremos gue o mocelc

é ideal.

TEOREMA 3 O sistema A tem o miéximoc grau de flexibilidade

(I) guando {aij(xl,..,,xn)} =

b.. (x.)x.
i i"71 <1,
- h e %bij (x;) <1
X.
J
Dem: Quando xiZ 0 temos
b,.(x.) x.
X4 Z:fij(xl,...,xn) X4 Z: Xy
J J xj




él
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y
¥
|
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|
|
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Um exemplo de um tal modelo & aquele em que'bij(xi)= Eij
constante, ou, por outras palavras, uma economia sujeita a -m
tofal racionamento na distribuigdo dos inputs intermédios. {C
mo & evidente, uma economia deste tipo dificilmente funcionzr
Trata-se de um exemplo extremo.)

Seria também facil demonstrar o seguinte:

TEOREMA 4 A tem o maximo grau de flexibilidade (11)

se {aij(xl,...,xn)} = {aij(xj)} e

z_aij (xj) <1.

1

Quando aij(xj) = aij temos, evidentemente, o LM.

Um teorema mais importante referente 3 flexibilidade &€,

entanto, o seguinte:

TEOREMA 5 Nenhum sistema adequadamente descrito pelo SM, cor

pelo menos uma fij# 0, i#j, x#0, tem o maximo grat

de flexibilidade (I).

Dem: Para cada i temos

Yi =% - zjfi

to fij#o para um dado par (i,j). Suponhamos que

j(xj) com, pelo menos, um fornecimer

x - x(1) onde x1) g © vector X sem a componen-

te i. Entao, gquando xi-+0 temos, para X suficien

temente pequeno, yi-:O.




Assim, nenhum modelo SM com interesse (isto &, um modelo
SM com pelo menos um xij#o para i#j) e um modelo ideal. Por
outro lado, um exemplo sera dado mais adiante (pag.64) de um
GM que & um modelo ideal. Poderemos entdao concluir que, de
todos os modelos xij==fij(xl,...,xn) com interesse, © mais

(1)

simples que pode ser ideal & o GM.

Além disso, uma condigdo necessaria para um modelo ser

ideal @ a seguinte:

TEOREMA 6 Se A(X) & um modelo ideal entao inf {A(x)} = A, ond
- pYe

A & uma matriz diagonal de coeficientes
0sA,< 1,
i
Dem:  Suporhamos que inf {A(X) }=p com pelo menos um
x
elemento A i3 >0, i#j.Para todos os X2>0, A(X)>A.

Pelo Teorema 5 :I;A # rRY e, pelo Teorema 1 .'.CAC :I:A.

Entao, A & uma matriz diagonal. Por outro lado,
nao & possivel ter Aié—l para todos os i, pois na

+

seria possivel ter Wa=R .

g.e.d.

O conceito de flexibilidade (I) & importante também do po
to de vista da capacidade pfodutiva, conforme a prdoxima secgao

demonstra.

(1) Isto &, o de menor numero de argumentos.
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2. Flexibilidade (I)

O conceito de flexibilidade & importante porgue nos da
os meios de avaliar as éossibilidades de um dado sistema eco
nomico afingir a utilizagdo plena da sua capacidade.

Seja X o vector de capacidade maxima existente numa dada

(1)

N3o existe nenhuma razao para se admitir que
¥Y=X-A(X)X & tal que Y>0 a ndo ser que A tenha o miximo gra
de flexibilidade (I).

+ - . .
Ao caso IBAf=R damos o nome de caso neoclassico porque

sempre possivel atingir a capacidade maxima, desde que o vec-
tor resultante da procura finél'seja aceitavel pelos agentes
econdmicos . No entanto, ndo & 0 o caso neoclassico que & in-
teressante. Qﬁando ;EA;£R+ pode ser importante saber se lﬁA

€ um conjunto conexo (ou antes, arco-conexo) ou até um conjun-
to convexo, uma vez que se X € IEA for o vector da capacidade
maxima e se X for o vector da producao actual podé ser impor-
tante saber se X pode ser obtido a partir de Xo atraves de um
processo progressivo de pequenoé saltos. Se :BA for um conjunt
conexo isso € evidentemente possivel, embora possa ser necessa
rio reduzir inicialmente a produgdao de alguns sectores para se
obter um Caminho.mais suave no futuro. Contudo, quando lﬁA fo
cqumo podemos sempre obter X de Xo de uma forma mais suave
atraves do caminho AXO+-(1-A)§ com 0< A < 1.

Alguns exemplos para uma economia de dois sectores.

(1) Esta capacidade maxima devera entender-se como o maximo

‘que & susceptivel de se produzir dada a dotagdo de facto

res primadrios existente na economia.




l) Consideremos o sistema

Xl = r allxl + alzxz +
Xy a51%) T 3x%)
Lo » -
N
12
¥12811%1 ¥ 315% = %> X,
: 1l - a22
X
¥ 28p1%1 t A%y = X< N 2
21

E X, & um conjunto convexo.

1--a22

12

1-a),

20




2)
F x1 = allxl + g(x2) + i yl
Xy 4r1%1 * 355%, Yy
- N L _ N -
g(x.,)
xlz allx1 + g(x2) = Xq 2
1-a11
X, a,.X. + a_.x 1-a,,
27 821%1 22¥y = X< X,
a1

Se g(xz) for uma fungao convexa, poderemos obter uma situa-

¢d@o como esta

g(xz)
1-a;,
l-a
22
% N %3
21
)

E $A € um conjunto convexo mas limitado.




Se g(x?_) tiver dois pontos de inflexao, X,, pode, em certos

casos ser representado por

E IE,A € um conjunto nio conexo.

O conjunto ZI}A & convexo quando se verifica a seguinte condic3

TEOREMA 7 Se as i funcdes

_gi(xl,...xn) = %:fij (xl,...,xn)

|
; forem convexas, o conjunto JIA € convexo.




_.Dem: Para cada i, com x°, xle X , temos

o 1 1
95 [Axl + (lfA)xl,...,Axg + (l-X)Xn]S

< Agi(xi,...,xg) + (l-A)gi(Xi,-oo,Xi)-

*_ .o ol o 1 o 1
Yy = Axi + (1 A)xl - 95 [Axl + (l—A)xl,...,lxn + (l-l)xn]>

o | o '
} )\ [Xi - gi(xll ...,‘};g)] + (l_)\) [X;!: - gi (Xil"'.lxr];)] =

= yg + (1—A)yi>—0, pois ygz 0 e yiz'o

- g.e.d.

~ Notemos que se fij forem funcgoes convexas também o &
%Eij' Na sua analise, Sandberg exclui fungGes fij convexas,
0 que exclui alguns casos importantes em que temos a certeza
que o conjunto §£A & convexo.

Mas €& interessante introduzir também um teorema para a

nao-convexidade.

. ‘ 1
TEOREMA 8 Se existirem pontos Xl, Xo, x>x°>0 tais que

1 N B |
X" =AX)X", Xo;>A(X°)X° e, pelo menos para um

l_ 0
sector i 1>»%:3Fi Xj xj , onde

1 _ .o
ij xi xi

as derivadas sao calculadas numa dada vizinhanca
1 ~ s ‘
. de X” mas nao necessariamente no mesmo ponto, iﬁA
€ um conjunto nao-convexo.

F.(%xys...x ) & a notagao que utilizamos para

jfij(xl,...,xn)




2¢

- * (T |
- Dem: Para cada X tal que X"<X <X~ temos
* * * 1 * 1
Xi - X-EIL_ b Fi (xl,...,Xn) + Fi(xi'...'xn) = Yi - Yi
e
*_1=(x*_x1)_z”i(* 1, 4
Yy Y:L i i : 5—;;- Xj Xj onde
as derivadas sao calculadas em pontos
| _ « (1
intermedios de (:)[xj, Xj] . Podemos
- J
escrever _
* 1
dF, x. - X
*
yl-y =(X"Xi)|:l"zja ,J‘ 5]_]
- - * 1 o N
Consideremos agora X =2AX" + (1-A)X". Temos
. c+ b (] - .
. 1 1 i 1 Joox. AxI+(1-0)x9 - xl
J i 1 i
o} 1
. oF. x. - X,
*
yi-yll= (1-0) (= = x7) [1- = }
3 axj Xg = X3
0<i<l E
-~ * '
'Entao’ ‘ y; <0, se escolhermos X suficientemente perto de Xl te
| * . 1
que (:)[xj, xj] esteja incluido na vizinhanca de X
j .
onde | CoF,  xr - x9
| I S A B
j -ax_ Xl - XO
‘ J i i
* . -
Como X°, xle 113A e X" =axt 4+ (-nxC¢ L, L, &

um conjunto nao-convexo.
g.e.d.

O @ [« - -
Xy xj representa o produto Cartesianoc dos in-
J

*
tervalos [x.,_x,]
J J
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Observacao: Note-se que, guando x° = 0, temos a condigao

NTOOF, xT
1> /lJ ., que & mais facil de tratar.
J ox x%

+
Devemos insistir no facto de que, quando (BAyfR ;, pode

ser perigoso para o equilibrio do sistema econdmico ter in-
centivos para as unidades produtivas que lhes favoregam a to-
tal utilizacao da capacidade, uma vez que nos podemos aproxi-
mar de um vector X tal que X¢ Iﬁ e o sistema nao podera fun-
cionar. Talvez que muitos dos actuais desiquilibrios da eco-
nomia mundial (que & uma economia fechada) possam ser explica-
dos por uma situagao deste tipo.

Até agora definimos a flexibilidade (I) para todos os pon
tos X >0 tais que Y> 0 . Contudo, para sermos mais realistas 4
veriamos definir flexibilidade em relagao com vectores Y:}Y* o
de Y* € um vector minimo para a procura final.

Teremos agora um conjunto I;hde todos os vectores X>0

tais que * *
Tp = X30|X -~ A(X)X> Y

Os teoremas 1 e 7 continuam validos. Sera também interessante

verificar em que condigOes poderemos considerar esta nova fle-
. _

xibilidade como uma mera translacao de O para Y . Temos o se-

guinte teorema:

TEOREMA 9  Se X <x’==a(x1)s a(x?%), entdo

* * * * * *
X=X € II;A:XG;BX , onde Y =X - A(X )X e

o0 vector de procura final minima.




LS}

*
Dem: kX - X < X. Portanto

A(X - x*) > A (X)

I -A(X —x*)sl - A(X)

. % -
se X - x*e :I:A, X - X 20 e, por definicao de :I:A temos

-

* *
I -A(X-X )] (X - X )»0, de forma que

.

* -
I -AX)] (X -~ X )20, isto e

J

| ] * ' * *
I - A(X) X?[I—A(X)]X > [I - A(X )]x

J

* *
visto que X <X = I-A(X ) < I-A(X)

portanto Y

%
<
(1]

X]EmX

q.e.d'.

Se as hipdteses do Teorema 9 forem validas, poderemos reduzir
© estudo da flexibilidade restrita ao conceito inicial. Contu
do, uma vez que a condigdo X%XZ:A(XJ‘)}A(XZ) é demasiado

restritiva, um diferente conceito de flexibilidade - a flexi-

bilidade local - & por vezes necessiario.

3. Flexibilidade local (I)

Até este momento usdmos o conceito de flexibilidade para

cada sistema econdmico e o seu conjunto ZIIA. Contudo, conforme




‘conjecturémos na discussao de formulagao dos modelos SM e GM
(INTRODUGAO, pag. 5), & possivel admitir que um GM & mais fle
xivei’que um SM. Podemos agora investigar esta questdo.

Em érimeiro lugar, convem lembrar - que, em geral, néb‘é £i
»cil'comparér, em abstracto, a flexibilidade de um GM com a de
um SM. Na verdade, como verificémos no Teorema l, a flexibili
dade varia com a magnitude dos coeficientes técnicos. Um SM qu
tenha menores coeficientes que um GM &, obviamente, mais flex]
vel (I) é (11) do'que esté. Por essa razao, vamos introduzir
o conceito de flexibilidade local para tratarmos satisfatoria-

mente desta questao.

- DEFINIGAO: Um sistema A & localmente mais flexivel (I) do que

um sistema B no ponto X°e J%pIEB se, para cada

ax®° 50  tal que dYg = av°(dx®)»0 se obtem

O _ 3v0,3vCy «p
dYA dYA(dX ) >0

~ o * “ .
Observacao: Note-se.que, quando X =X (como na secgao anteric

esta definigdo permite-nos estudar variag¢oes locais proximas d

: *
vector minimo da procura final Y .

Entretanto, antes de usar esta definigao para comparar o
SM e o GM do ponto de vista da flexibilidade, teremos de reti-
rar todos os efeitos da magnitude dos coeficientes e das suas

variagSes locais. O teorema seguinte, nas suas hipOteses, con

sidera precisamente esta questao. .
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TEOREMA 10 Seyaxo>® e. YO(XO)ae e consideremos dois sis-

~ temas .Xijz gij(xj) e x;4= fij(xi’xj)

tais qué

o _o, _ o
- £, . s P ' (1)
e .t + exi:l = exl:J no ponto- x°.
J i J
Se Ke ijs e 13 onde - 0<K¢l & uma constante
X5 X,
e se ZZ: OF (2)
| ij . _K
. AN
J ox K+1

entao o gistema xij= fij(xi,xj) e localmente

mais flexivel (I) do que o sistema xij= gij(xj)

no ponto Xo.

’

Dem: Para provarmos o teorema teremos de mostrar que, para
cada dYO(dXO) >0, dX°>O - para o sistema xij= gij(xj), obtemos

*O [} 4' R _ -
dy ~(dx );(? para o sistema xij_ fij(xi,xj). Isto e, se

(1) £, .
1j
€x

representa a elasticidade de fij em relagao a X,
i .

,w

(2)

€ necessariamente uma quantidade abstracta, tal como

=

K+
J& tinhamos visto no principio metodoldgico da INTRODUGCAO,

pag. 10.




l) dy,= 3
axj |
teﬁos
) >, oy, PR
2) dy.= dx,- &4 —3J gx —32d_ ax.> 0
i i i#g 8% 3 8 x i”
J i

J 39X
7 OF , .
J.___J_
o5 T 9%
.2')  dx,» : J
i
of. .
1- —_td
bj OX.
_ :Ej 99, 1
Como, por 1) dxi> —2d ax., & suficiente.
j 9xX.
. J
provar que :
of..
9 1J dx
g, . $ 4 9X. |
Z___E‘_J_. dx_ ?’ l#J J
7 xy 3 f
7, 2
j Bxi
c ij fij fij o _o o
omo e = =
= + eX- < fij (Xilxj) gij (Xj) vem
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. . e
ol o

Entao, & suficiente provar que

ot
dx

. o _
f.. X £, . iy 9%, J
ZJ of, . i Z o ax. > i#] 5
‘ o .‘J . J
Xy xJ i 3xj 1 - .gz Bfi.
| 3xi
Como —2) <1 isto verifica-se se

3) <1 -

- df. . T O9f..
><Z———}—3—— dx > < Z —il—>

' 0 X,

' 1

o

af X,
><? é dxj>>

*5

W N

i#j axj

E, se provarmos 3) o teorema estid demonstrado.

ij

Como K ex

+ temos

A




W

i o) ij o)
K —=d x < _) Xy
X, J 9X.
J
e
of b4 of
% =J Z dx. > K z 13 dx
Bxi xj J ox
of . .
Por outro lado, ij < K
5 Bxi K+1
Entao,
Bfi- ' afi' XQ
. : J
J 90Xy J Ix, x©
1 J

K+1 I oaxy K+1 J 8x J
of . . ' of
(T (7,
3 3Xi i;éj oxX

3) & verdadeira e o teorema esta provado.
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-Poderemés‘agora ver que, para termos a certeza de que o
GM & localmente mais flexIvel do que o SM, & suficiente supor
que o efeito de introdugdo da variavel x; em comparagdo com O

efeito da varidvel x. @ relativamente importante

£f.. £, . .
i ~
(K ex%j< e, J) desde que, claro, a variagao resultante de
- 71 o
Xy seja inferior a K < 1 .

K+1 2
Por outro lado, nétemés que, dadas as suas hipoteses, o
'teorema‘é atil principalmenté para comparar duas tecnologias
alternativas para o mesmo sistema, uma vez que seria extremaF
mente improVével que dois sistemas mostraésem exactamente a
(x9)==f..(x9, x29) para um dado ponto'XO.
J i1 3 :

mesma situagao 954

-4, Conclusao

Numa economia fechada (por exemplo, a economia mundial)
" poderdao surgir problemas sérios na procura final disponivel
se cada sector produzir em capacidade méxima. Além disso, in-
centivos para produzir & maxima utilizagao de capacidade pode
rao ser perigosos (ver Kornai (1971), pag. 316 no que respei-
ta a.ﬁlanoé "tensos").‘ | | |
Além disso, conforme Verificémos com o Teoremé 1, estes
problemas podem torﬁar—se Mais sérios quandq,'em algumas fa-
ses do crescimento econdmico, os coeficientes técnicos aumen¥

tam.

Finalmente, o Teorema 10 mostra que uma regulagao autori-

taria da tecnologia da economia, através por exemplo, da defi-
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nicao de normas para os coeficientes técnicos, apenao dependen
tes da escala de produgao do utilizador pode, sob certas con-
digoes, levar a uma situagdo mais rigida do que uma outra si-

tuagao em que 3 tecnologia de cada sector & permitido variar

de acordo com a disponibilidade dos seus inputs.
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caPITULO 2

ANALISE GERAL DO GM

1. O problema da substituicao

E bem conhecido que o IM ndo permite substituigdo de pro-
dutos intermédios no processo produtivo. No gue respeita ao SM
€ possivel considerar substituigdo de inputs desde que o nivel
de produgao do sector utilizador n3oc fique constante. Isto po

de ser apresentado de uma forma mais rigorosa.

'DEFINICAO: Existe possibilidade de substituigcdo estdtica na

produgdo de um dado sector j quando o mesmo nivel
de produgio Ej € alcancado com diferentes propor-
¢coes de, pelo menos, um input intermédio (isto &,
com pelo menos dois diferentes coeficientes técni-
Ccos para o mesmo sector fornecedor). Existe possi-
bilidade de substituicdo dinidmica quando diferen-

;, xg,... podem ser obti~

tes niveis de produgdo x
dos com diferentes coeficientes té&cnicos de pelo

menos um sector fornecedor.

Vé-se imediatamente que o GM permite a existéncia de substitui-
¢d3o estdtica e dindmica, enquanto o SM sd permite substituicao

dindmica. O LM ndo permite nenhuma substituig3o.



A fim de medir as possibilidades de substituicdo podere-
mos utilizar a taxa de crescimento do coeficiente té&cnico de

cada par (i,j), pela seguinte forma:

X. T dx. £f,. dx
1) J = exlj -1 + e 13 1
- fij(xi,x.) j X. i Xi
X.
J

Quando todos os sectores crescem i mesma taxa, isto & quando

dxi dx.

X, X
i J

r @ elasticidade dos coeficientes em relagao & pro

dugao & dada por

f..
q—d
X. X, £.. f..
i ST B
£ dx X5 j
—1J '
X.

£..(x,,x.)
de procura i) 1 a taxa de crescimento
X,
4 fij(xi,xj)
X, £, . dx. £.. dx.
2) S (S berts T
fij(x.,x.) : i X, k| X.
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€, usando 1) e 2) definimos finalmente a elasticidade do coe-

ficiente técnico em relagdo ao coeficiente de procura

£..(x.,x.) £..(x,,x.)
E P s R S b e I <efij _ l)dx. . efij dxi
xj X xj xj X X;
0_= - =
1] £f..(x.,x.)
£..(x,,x. £.. dx, £.. dx.
ij 7i'™™j dlj(l,J) i3 My, (s o\ &
%5 X 500X *i X,

que, por sua vez, nos da a percentagem de variacao do coefici
ente técnico gue corresponde 3 variacdo relativa do coeficien

de procura.
dx, dax.
L _d

Obviamente, quando

Consideremos Ioijl como uma medida de substituigao.

£.. -
Quando e ' + e *J = 1, isto &, quanto existem rendimentos c«
i J
tantes a escala, temos £
ij
®x.
o = - 1
ij £, .
exlj
J

e a elasticidade & negativa. Isto &, o facto de gue um sector
compra em percentagem mais da produgdo de outro sector signi-
fica que ele usa uma proporcdo menor (em relagao a& sua propris
producao) de fornecimentos desse sector como input intermedio.
Notemos também que, se A
dxi _ dx. . £,
' 1 >p e exlJ , et >

. X

(1) Uma aplicagdo empirica pode ver-se mais, adiante, Capitulc




- temos Oi'i >0; o mesmo resultado 044> 0 & obtido quando

e 1] , € 13_< l e

X. X,
i - S £, .
: . e 1] dx,  dx . e i3 dx
X i xi
g . < < f. .
1-et X ¥y 1oty
X .
1 J

ﬁsﬁes exémplos ilustram o facto ae que quando um sector aumen
ta avsua participagao nas vendas de um outro sector i, isso né
implica que ela consuma relativamente mais do input i. Tudo de
pende das taxas de crescimento da produgao e dos rendimentos 3
escala. -

‘Por outro lado, notemos que podemos escrever Uij como

£.. dx. f.. ax, ax, dx.
R <exlj - 1)_ = 2 -

j i i J
+J £ dx ax
elj—-l+(elj-l>
| xj i X
dxi _ dxj
X X.
= 1 + i J
dx dx
et —1 4+ <é - ll>——~
J xj i X
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ax ax
X, X
o,.= 1 + = J =
1] dx. f dax dx dxi
(? o)L+ e M + -
X5 xj Xy Xg xj Xq
l *
=1 + = 1)
*
o* -1 -1
ij ij
dx dx
ij ij
e - l) + e —
* <"j i I S S
em que Oij =
d d
X _ xJ
X, xj
flj(xi,xj) Xy
d
_ Xj Xj
X
xj xj

-

- * - 1 . - ~ . L3 -
isto e, Oij e a elasticidade da variacao do coeficiente téc-

nico em relagiao d proporgdo das produgbes dos dois sectores.
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2. Funcgoes de producio e funcoes de procura

2.1 Fungles de producio

Para cada par (i,3) o GM.admite que xij= fij(xi,xj). Como

fij é uma funcao crescente de Xj’ existe uma funcao inversa

g1l

iq tal que

Note-se que‘f;;l & uma fungdo crescente de xij e uma fung¢ao

ndo-crescente de X;r uma vez que, quando consideramos a funcao

implicita xj(xi), obtemos

Xij- fij(xi,xj) =0

e, portanto

of, .
S
dx. ox
_J - <0
N .
dxi _ £
9x.

A intérpretagéo do que fica dito & imediata. Com efeito, para

um dado nivel de producdo X;= X;, quanto maior for a gquantidade

xij fornecida ao sector j, tanto maior é a produgao deste sector
Quando xij= Eij’ um valor mais baixo para xi significa que

existe uma escassez relativa do input i e, portanto, o mesmo mon

tante Xijﬁ xij permite ao sector j produzir um volume maior xj,




4(

-uma Vez que a escassez relativa de i introduzira a sua subs-
tituicao nos processos técnolégicos. Portanto, dado xij= §ij’
X4 € uma funcdo nao~-crescente de X, .

Repare-se agora que as ja mencionadaé limitagoes do GM
(INTRODUGCAO, pag. 6 ) se tornam evidentes. Com efeito, se supo:
Sermos que X;= f;%l(xij,xi) é uma fungdo nao-crescente de X,
teremos também que admitir que um crescimento de xi'resulta de
1 ser usado mais intensamentelem todo o processo produtivo e
nao apends de existir um aumento auténomo da procura dei por par
te de outro sector k# j.

Tendo em atencado o que fica dito podemos agora definir ume
fungdo de ﬁrodugéo para o sector j, dado o vector

7(3) _ -
X 5-17 xj+1,...,xn).

- (;{.l[ oo.,g

A fungdo escreve-se

(1)

) = min { fT%l(x..,i.), X,

j .
F a L] . oe 3
z(3) (le' *n3 i ij “TijirTi ijs "y

Podemos assim constatar que, para cada sector, nao existe
uma fungao de produgao dada uma vez por todas, uma vez que ela
- depende do nivel de produgdo atingido pelos outros sectores.

£ facil provar as seguintes propriedades:

-11

(1) A componente j &, evidentemente, fjj (xjj)




_(3) : —
P.1 - Para cada X ' Fi(j)(@) = 0, uma vez que fij(xi,0)=0
X .
e
of , .
= > 0.
X.
9 J
P.2 - Se existir pelo menos um coeficiente té&cnico
fij (x;,%,) _
limitado inferiormente por um nimero aij>
X
j _
entao Fi(j)<+°o para todos os vectores
X
Xij= (xlj,...xnj).

Com efeito, neste caso, pelo menos para um dos i's
. - - _ 11
tem-se lim fij(xi,xj) = +o g, portanto xj— fij (Xij'

X .o
nao tem assintota vertical. Entao, xj é finito e tam-

z gl
bem o e F—(j)'

X

o l - « . l
P.3 - Se X, »X,., entdo J © J

i3~ Ti3’ Fe) Ri5) 2 F2 %y

. - , -11
E imediato, devido 3 monotonia de fij .
P.4 - Fi(j) é semi-continua superior em ©0x< Xij<£§.
X

- , -11
E uma consequéncia da continuidade de,fi; .

P.5 -~ Se f;j (xij,§i) for guase-cbncava em 0< x, . < X.,

FI . € guase-coOncava em
}—((J)
(1)

(3), 7(3) 0< X...
Xij\<Xi ) < 35

(1) Que &, obviamente, um conjunto convexo.




Com efeito,

Wi

i ‘°_ ~A) XY,
() [Axin * (1=4) 13]

_ 11 [ o Gl o= s
= fkj Lkgkj + (1 A)xkj, xk] ?
[ 11 1,1 =
s min |3 x°.), FJ . L)
i ] )"E(j) iy’ }'-{(J) ij

E, por esta forma, verificamos as cinco propriedades que

Shephard (1970, pag. 22) considera serem as de uma fungao de

‘produgéo.(l)

Mas um outro processo de estudar as funcgoes de producgao
deste trabalho seria considera-las como um elemento da classe

Sﬂj) das fungdes Fi(j), definida pelos vectores x3e g*. um
. X : . % .
‘caso interessante &, evidentemente, aquele em que X(])= X (J),

* (5
onde x (3 & o vector da capacidade maxima.

Mas devera salientar-se que todo este estudo sd se aplica

~a analise da fungdo de produgdo de um_sector isoladameﬁte, con
siderando que os outros produzem um determinado volume X(J).
Uma relagdo Obvia & v
(3) 5y (3) 3 j (Nex3) , x..3%0.
x5705%) ) = B (5)2F (3) para KiyeEKToe %570
1 ]

(1) N3o consideramos a sexta propriedade

- ; B j . . o0 x—roo
-P.6 Para cada Xij >0, Fi(:‘) (Axij)—r auando

porque x,.< X, .
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Esta relagao pode tornar-se importante se quisermos estudar o

caminho X(j)~ AX(J)+ (l X)X(J), a partir de um dado wvector X(j

para o vector X( )>»X(J) de capacidade maxima dos restantes

n-1 sectores.

2.2 Fungdes de procura

- B B e B P . S G Oy G "

Podemos também definir uma fungao procura tal como defini

mos a fungdo de produg¢do. Contudo, para o fazer, teremos de
admitir que

5F. . - 9F . .

—32d >0 e ndo apenas que —31J_ >0,
ox. - 0xX
i : i
Podemos escrever x..= f£..(x,,x.) e x.,= f’lz(x X.), que nos
‘ ij ig*irTy i ij i3’

da a produgdo no sector i que & necessaria para satisfazer a
procura do sector j quando o nivel de producgdo de j & X5

Tal como no caso da fungdo'de produgao, temos, para cada

-12 . -0 - (1)
. . .} xijs Xj

‘Temos agora um maximo, uma vez que o sector i tem de sa-

tlsfazer a procura de todos os sectores.

(1) Esta & uma condigdo necessaria para que exista um valor

acrescentado ndo-negativo no sector j.




ag~12 af~12 «
Obviamente, -———>0, <0, como no caso da fungao
Bxij ij ¢

de produgao.
A definigado de uma fungdo de procura pode ser Util para ¢
estudo do processo de planeamento de um sector produtor de ben

intermédios, como se verifica na proxima secgao.

3. O planeamento de um sector intermédio

Vamos considerar uma economia onde existem dois objecti-
vos Ei e §j para a producdo do sector i e do sector j, respec-
tivamente. O objectivo §i € um maximo, uma vez que considera-
mos que o sector i produz um recurso escasso; um outro sector,
k, utiliza i para produzir um input intermédio para o sector J.
Este, por sua vez, produz um bem considerado essencial, sendo
pois §j um objectivo considerado minimo. Um exemplo sera
i = energia; k = adubos; j = agricultura. Vamos admitir que
nao existem efeitos de feedback, isto &, que nao existe a ne-
cessidade de utilizar a produgao de j para, directa ou indirec-
tamente, produzir k ou i. Existe um 6rg§o central de planea-
mento (OCP) gque escolhe Ei e Ej e tenta determinar os forneci-
mentos Xix © xkj que equilibram a produgdao do sector k. As
fungoes fik(xi,xk) e fkj(xk,xj) existem embora desconhecidas

do OCP. Por outro lado, assume-se que estao fixados todos os

outros fornecimentos Xym © todos os outros inputs Xk




Um processo possivel de detérﬁinar os forhecimentos
Xip © xkj sera o de organizar um diélogb iterativo entre
o OCP e o sector k tal que, em cada iteragdo t o OCP propde
atribuig¢des de inputs i ao sector k, xgk e de inputs k ao
sector j, xﬁj , que estao relacionados'com o equilibrio do

sector k durante a iteracdo t-1.

Assim,
t_ . t=l (% -1 % t-1
ik TFx  t9 < X o ¥ )
| X gl k% t—1>
Xpy = xkj + g, < X ' Xy
onde
-t t s . . ~
Xix 7 xkj = atribuigoes sugeridas na iteragao t
* t = ~
X = maxima produgao do sector k com a
il t
atribuicao X )
** t Tos ~ = .
Xy = minima produgao do sector k necessaria

para preencher a atribuicdo xkjt'

Finalmente suporemos que

. -11 -
mn {fmk (X 7 Xm)}_ £ix Ky %3)

| -12 = ] e-12 =
.mgx {fkp (xkpf xp)]— fkj ‘xkj’ xj)
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Conforme ja foi mencionado (INTRODUGAO, pag.ll) nido tra-
tamos.aqui da esfera real da economia mas sim da esfera de
controlo, atraveés do seguinte algoritmo.

O OCP comega por sugerir xiko e xkjo que sao as atri-
bui¢Ges consideradas mais eficientes segundo algum critério
que nao nos interessa discutir. Conhecendo a sua tecnologia

€ a procura dos outros sectores que ndo o sector j» o sector

k determina os montantes

* 0o _ ~11 o -
X = Eix (Ryp 0 xy)
** o -12 o =
Xy = fkj (xkj ’ xj)
* o % o . ~
Se Xy # Xy a iteragao comecga.

Um caminho possivel para convergéncia & dado por

RS L S S AN L s G e |
92<X-k ’ xk ) = u_<xk - xk_)

onde u € uma constante positiva.

~ . -11
‘s » e
Se existirem funcdes desconhecidas fik (xik,xi)

f;%z (xkj,xj) temos, para X = §i e X=Xy
* t-1 _ _-11 t-1 - % -] = £-12 =
X = fik (xik ’ xi) e. X fkj (xkj' Xj)
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Poftanto,
t _ _t-1 ~11 . t-1 =, _ .-12 . t-1 —_]
¥ik T ik T [fik Gy T Xg) = By By Teoxy)
t _ t-1 =11 t-1 =y | eml2 g tel ;]
ou, com
_ -1l ot = -12 .t
8= fix (kv ¥g) 7 BT Oy e xy)
t_ o t-1
¥ik T Xix T WS¢
t _ o t-1
¥kj T Fxy Y w8y
Porém,
-11 *
daf (X.1.7 X.)
=11 t - _ oe—1l t-1 ik i
Do Egy (yyeor xp) = £57 (g X)) - ws
dx,
ik
| | ~12, % -
af, Z (%, ., xX.)
-12 t =, _ £—12 t-1 - ki ki’ 5
2) fkj (ij ’ xj) = fkj (xkj ’ Xj)+ uSt_l 4
- | *kj

* t-1 t * t-1 @t
onde X4y € (xik , Xik). e xkje (xkj , ij)

Subtraindo 2) de 1), temos
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' 11, * = -12 , * -
af (xik’ xi) dfkj (xkj’ xj)
S,= 8§ us +
t t-1 t-1 dx dx
. ik k3
-11 - -12 -
_ af, (x..r X:) af, vo (x . ., X5)
Se 0<BK ik ik £ + k] k] J - < A< te
c'ixj_k dxk.
para cada xik‘< Ei’ - e cada . RS 'SEj, podemos escrever
-11 * -12, * -
. df, (x,., X.) af, 7% (x, ., x.)
1>1 - uBpl - u k 23, S PR 5 S = R S P R\
dxik dxkj

1
Se .0 < u\<——Z— + 1 -uA 20, e podemos escrever

. -11 ¥ -12 *
df, (x, *X,) af. »% (x, ., x.)
1 - uBfp|1 -u|—2&  TEkTTE ki TRy T
ax; dxy 5
Entao
e

< (1 - up)t
0 < Istl € (1 - up) lsol

Quarﬁq t*o , lim ]Stl = 0. Isto &, provamos o seguinte teorema;
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=11 -12
: dfik dfk.
TEOREMA 11 Quando a soma + J € limitada infe-
: dx, ax, .
ik kj

riormente por B> 0 e'superiormente por A< + o ,
para cada Xix © xkj tais que Xig$ Xy e xkj< Xj’

. ~ 1
a iteragao converge se O<ug—5—.

A interpretacdo & imediata. Como em muitos outros esquemas
iterativos (veja-se Johansen (1978), II, pag. 208~212) nio
devemos ser demasiado ambiciosos na rapidez de convergéncia
(isto é(- UA< 1) especialmente quando f;il e f;;z reagem

intensamente a xik e ij’ respectivamente.

E ficil de provar o seguinte teorema:

TEOREMA 12 Os valores finais X:k e x;j pertencem a um inter:

valor que nao depende do valor de u.

Dem: Temos
- t o i
X.y = X, - U S
ik ik 7=1 -1
t
t _ .o
xkj = ij +lizi SZ-l
e
& o t t
¥ik T ¥ix | =M ZElsz-l § H 'Zél S141
i _ t t
t (o)
- = S
R e T Il PR S D L)
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portanto .
t—
‘ N .
Ixiﬁ - xi§|<Ulso| E: (l-ﬂpB) = u|sol 1-(1-y,B)
n=0
uB
t-1 ‘ :
| ¢ ° n : 1-(1-uB)
x.-x.<uS Z(l—uB) =ulsl
_I k3 " ¥y v [So] o o "
Com t+w Vem
1551
o 0
Ixzk - xikl <
B
| 18,1
g S N
k3 Tk 5
e estes intervalos nio dependem de u. q-e-d.

~ - oo « -
Note-se que nao e certo que X Seja<x,; ou mesmo que

Bi seria a maxima proporg¢do do input
i que o OCP consideraria ser de fornecer ao sector k. (Cla-
' (1)

o i —= ) i— ~
ro, xik < Bk xi). Se de facto xik>-3k xi entao temos uma

o0 o i — de
xik seja< Bk xi onde

situacao de escassez que pode ser transmitida ao sector k se

- . -~ - i -
o OCP da instrugoes ao sector i para fornecer apenas By X5

(1) A sitdagéo x:k> B; §i nao podera ser interpretada rigorosa-
mente como um caso de sucgdo tal como & definido em Kornai
(1971, pag. 253) porque ndo & facil interpretar Ej como uma

aspiracdo de compradores.. Contudo, € um caso semelhante de

escassez.
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t

ao sector k. E esta situagdo pode ainda ser transmitida ao

: . . T I —
sector j se k produzir apenas Xy = fik (xik,xi) onde

%= By %y
Se o sistema de transmissdo de informagao for o da va-
riagao de precos, esta situagdo leva a um aumento do preco
relati#o de i. Outros sectores poderao consumir relativamen-
te menos da produgdo do sector i.e a proporg¢ao Bi pode,
portanto, aumentar.
Tendo analisado o GM de um ponto de vista geral em todo

este capitulo, estamos agora aptos a estudar uma especifica-

Agéo mais concreta deste tipo de modelos.
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CAPITULO 3

O MODELO GM: ESPECIFICACAO CONCRETA

1. Infrodugﬁo

A especificagdo do GM que vamos utilizar no presente Capi
tulo assegura que o modelo & sempre tratdvel e inclui os casos
mais importantes de flexibilidade. A hipotese mais importante

€& a seguinte

HIPOTESE = para todos os pares.(i,j), tem-se
. £,..(x,,x.) . . .
Clj < 1) 1 ) €Clj onde ClJ e C:I'J
0 % _ 1 0 1
J
sao constantes, e c*d s 0. alén disso

0

£ (x.,x.)
2 _3itgrtit
3 " =Ry 0<hA;<l, Vi, o
i

Com esta hipdtese podemos escrever
Ly o i3 i3 ij.i
fij(xi,xj) [(l o ) Co +a Cl ] Xj

com 0gatd <1 e ot = glj(xi,xj).

Quando Ai €& uma constante, existe um sector residual que,

por convencao, consideramos ser o sector n. (Uma interpretagao
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- deste facto & fornecida mais adiante, pag. 73 .) Para o n-&sim

sector temos, desta forma,

=l £, (x_,x,) el
A m2cgt oy —2bond a3t
1l =1 0 xi J=1

e, para assegurar que X i:>0 €& suficiente que

n
n-1
Ai > j{jcii. . A nossa especificagdo pode, assim, ser
j=1
resumida da seguinte maneira
= = gl iJ iJ ij
xij fij(xi,xj) [(l g (xi,,xj)>c0 + g (xi,xj) Cl ] xj
ij . ij _ 15 :
0<g J(xi,Xj)\< 1 ClJ ;COJ >0 i=1,...,n-1
j = 1,...,1‘1
n
S £
/i J =
=1 N _ Al i l,...,n 0<<Al< 1
i
n-1
ji -
j=1C1 <Ai l - 1,...,1’1

Podemos estudar agora alguns casos de interesse relacio-

nados com as'funQSes glj(xi,xj).

2. 0 caso geral o*J= glj(xiLijl

Em primeiro lugar, teremos de assegurar que esta formula-

¢ao seja consistente com a formulacao mais geral do GM vista no

Capitulo 2.




of, of, .
2.1 Condigbes para —2J 50 e —33 5o
axi axj
= |cid ij 1j_ ni]
Temos fij (Xi,Xj) =|Cy” *+ g (x.,xj) (Cl CO ) xj
) 8%4 5 i3 i _ 43)/ 43 og™
—2d_ = ¢ 4 (P - ¢ g™ (%, %) + X
8% . 0 1 0 i 8%, j
J J \
ca ij
R Ny X. C
Quando 9g . J > - 0 . - 1, obtemos
CR gtd Cij - C;J gtd
afi. g, .
S BN 0. Portanto, se exl:’ > =1 temos
X . j
xJ j
of, .
ij .o, ’
0X.
N of, .
En relagio a ——=Jd— temos :
0X, ’
i
9%y ij 43\ agid _
—3_ = (¢ - ¢ <9 " x. e & suficiente que
3 1 0 :
X, oX,
e '
i3 of, .
39 > 0 para obter —21J > 0.
9X. 9X.



2.2 Homogeneidade e gquase-homogeneidade

Quando se trata de teoria de producdo & @til, muitas ve-
zes, conéiderar aspecfbs relativos a homogeneidade da fungio
de produgcao. Mesmo sem'introduzir pregos, isto pode ser essen
ciél relativamente a teoria do crescimento, uma vez gue no ca-
so de homogeneidade & possivel concluir alguma coisa acerca do
Comportaﬁento do ouiput.quando 0s inputs crescem a uma determi-
nada taxa A. Nesta secgdo tentaremos investigar a compatibili-
dade entre homogeneidade e as nossas hipoteses relativas ao GM,

Para esse fim, usaremos o conceito de quase—homogeneidade
(QH) . (Veja-se Al-Ayat et al (1979).)

' Diz-se que a fungao h(xl,.-.,xn) € QH de grau m dados
kl;...kn_Se, e s se, para cada A >0

Xx. .k k
h(A 1;{1,7\' 2x2,...,)\ Pr) = A B (kg%

‘NEO é dificil provér alguns teoremas relativos a éstas fun
¢oes (1), nomeadamente:
- A fungao h(xl,...,xn) € QH de grau m. dados (kl,..;,kn)
se e sO se & QH de grau m/p dados (kl/p""’kn/p)'
- Sey = h(xl,xz) € homogénea (H) de grau n e se
Xq= h—ll(xz,y) existe, h_ll(xz,y) & QH de grau 1/n da-
dos (1/n,1) ou, o que & o mesmo, & QH de grau 1 dados
(l,n). Se a notagdo for Xq= h—ll(y,xz), p-1i1 serd QH

de grau 1l/n dados (1,1/n). (O mesmo & verdadeiro para

=12

(1) Vver APENDICE 1
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- Inversamente, se X, = w(xz,y) & QH de grau 1 dados (l,n)

-1

e sey = w_l(xl,xz) existe, ¢ € H de grau n.

Consideremos agora a i-ésima componente da funcdo de produgao
. - _ =11 -11 - '
isto e, xj— fij j’xi)' Se fij e H de grau N, x,.=f..(x.,x.)

(Xi 1j= ij iy
QH de grau 1 dados (1,N). Isto &, para cada A >0

N _ g
e com
-1/N
A= X, temos
J
b4 1
i
, 1 > = £,.(x,,x.)
+J <X1/N i/ 3D
. J j

Por consequéncia,

fij(xi,xj) = X —ﬁ_f . %5 ,1>
xj 3 1] x.l/N
' J
" 1/N
Com Xi = Xj temos
1-N
£f..(x,,x.) —_—
x. J 1]
J
3

ij

torna-se maior que cy

para suficientemente grandes mon-
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tantes de xj (se N< 1), ou para suficientemente pegquenos mon-

tantes de xj se N> 1, conforme os casos. Provamos assim o se

- ‘guinte teorema:

TEOREMA 13 Se o GM for especificado como no presente Capitulo

e se as fungdes de producdo tiverem componentes ho-
mogéneas, ndo é possivel para o modelo ser definidc
‘para todos os X3»0 excepto se o grau de homogenei-

dade for N=1,

O resultado &, de certo modo, desencorajante. Quando que-
! \ remos © maximo grau de flexibilidade (II) para 6 GM estamos,
ipso facto, a excluir todas as fungdes de produééo de cdmponen—
tes homogéneas, a excepgao do caso N=1, Assim, teremos duas
possibilidades, se quéremos manter o maximo grau de flexibili-
dade (II):
a) Trabalhar com fungoes de produgao H de grau 1, o que e
equivalente a considerar fungdes Xi5= fij(xi,xj) H de
grau 1 |

b) Utilizar uma aproximacdo s funcdes fij OH de grau 1

dados (1,N), usando fungoes fij QH de grau N dados (1,i

Vamos examinar cada uma destas possibilidades.




3. Funcoes fijlﬁiLEj) H.de grau 1 e OH de grau N dados (1,N)

3.1 Fungles fij H de'grau 1

Como fij(x.,xj) = [bgj+(5cij— Céj.)gij(xi,xj)] X50 se

f..(x.,xj) € H ge grauv 1, gij(xi,xj) e  H de grau 0,

o0 ) = ot (L)
J

para a qual continuaremos a utilizar o mesmo simbblo gij.

Esta situagdo acontece quando os coeficientes técnicos se
méntém.constantes quando as producgdes de todos os éectores cre
cem & mesma taxa. Em algumas teorias do crescimento esta €& um
hipdtese bem conhecida: em equilibrio dindmico nio existem alt
régSes de tecnologia.

Um exemplo possivel de uma “formulagdo deste tipo & o se-

guinte:

. s /X. 1 s
o glJ<_&> = em que h*J
X. . /X,
J 1+ hlj<_.3;>
_ _ 5 X,
€ uma fungao nao-crescente de i,
5

‘E,também,'interessante.notar que, com g J= glj(txi > , pPara se

- .. X
i =17 o
ter . —jEL——-zo e “-in——->0 € suficiente que o
. ax- . ‘ ax L} :
i J
] . : g. .
ij : i]
- >0 e ) e <1l
Xi xi
q—=>L
Xj ) ‘ Xj

onde "e" representa a elasticidade.
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A primeira condicdo & Obvia. Para a segunda, temos

' of, . ij X L : . KN /e
0¢—32d = - dg - "4 <c13— c$3> xi+Cod + gi3<——l—> (c:tk
X, X4 2 J X.

J d X J

Xj J

e €& suficiente que

ij X, . . . X, . .
dg L i <C13 _ clj) < gl ( i ) <C13 - Clj)
X, . 1 0
i X, X,
A= J .
-

3.2 Fungoes fij OH de grau N dados (1,N)

. ij ij _ Li3 ij N N _

_ .N ijy i i iy
= A [COJ + <Clj - C;J) glj (xi,xj)]x.

J

Portanto  gtJ (Axi,;\NXj) = gid (x,%), isto &, gtl & o de

grau 0 dados (1,N). Com ) = xj_l/N temos
s . X, Y
glj(xilxj) =gl —2 1]-= gt —2—1, para o qual
1/N 1/N '
x . x L]

i j

. i ' j
mantemos o mesmo simbolo g~J. Um exemplo que & possivel para

todos os pares (xi,xj) € o seguinte:




6!

. . 1 .
atl= glj(xi'xj)v= — onde hij & uma funcio
1+hij—-§ﬁ
' ‘ X.
nao-crescente. J

Como no paragrafo anterior, & facil de verificar que, se

dqid g of, . of,
g. >0 e N>e ), temos '———j=-3—>,0 e —=d_5 0,
d 1 ik aXi 90X
x5 AN :

Notemos também que se fij €& QH dé grau N dados (1,N), te-

mos para a fungdo procura x;= f;%z(xij,xi):

-12 , N N =12 | N N
f . L L] =' . . 0 * . =
13 (x lel}\ XJ) fij [flj ()\Xll}\ XJ) rA XJ} Axi
"'12 - i . . . : ~ - -
e fij € H de grau 1/N. Isto significa que, se nao & possivel

ter o maximo grau de flexibilidade (II) com fungoes de produgac
de componentes homogéﬁeas de grau N # 1, &, todavia possivel t¢
o maximo grau de flexibilidade (II) com funcdes procura H de
grau N#1.

| Obviamente, isto resulta dé nao se impor também um grau mé
ximo de flexibilidade (I). Embora néo necessitemos devter sempz
um grau maximo de flexibilidade (I) existe, no entanto, uma cor
digdo fraca de flexibilidade (I) que  as fungoes fij deveriam ve

rificar.

4. Condicdo fraca de flexibilidade (I)

Para X34= fij(xi,xj) fazer sentido & necessario que

fij (xi-,xj) < Xy




Com fij(xi,xj)-xi= 0 podemos definir uma fungdo implicita

_ JMIN
xi— xi (xj)

tal que, para cada xj obtemos o valor.minimo de X; dque torna

a especificacgao fij(xi,xj) com significado.

MIN
o= ‘s dx,
E uma hipdtese natural admitir que i >0, isto
ax.
€, que para valores superiores de X sejam ) necessarios
maiores valores a produzir pelo sector i.
Desta forma,dMIN :fij .
X X. of, .
i I .o, isté s, —id 4,
dx. of.. dX.
J 1 -—2J 1
9%y
. afi. _
A condicao —3 3 ‘pode ser escrita para diferentes
9X, . '
especificacdes  de glj(xi,xj).
ij
- of . . le] 1 1
- caso geral glj(xi,xj) —2) g = <
: ’ axi ox xj Cij_ ng
ij
. ./ X, of . . dg 1
- gtl= g”( l) —3 g e -
Xs . X, ij_ .ij
J ox g—= Cl C0
X,
J
i)
X of . . dg 1 ]
- gtls 413 i Hae « — —
1/N X ij_ .ij 2
x ox a—t  g-c? ¥
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5. Resumo das seccoes 1 ~ 4. Um exemplo.

Para obter uma especificagdo, com sentido, de fij(xi’xj)

temos de impor condigbes ds fungSes giq.

of, . : of, .
a) Para ter ———31—-20 e ———33—->0, basta
axi ' 0X.
supor que d - 50 e, e, >=-1.
OX. J
i
ax, (s ) Y
’ X, (X .
b) Se 1 J 0, temos ———EJ—-<1 e
dxj | - | axi
: ij : ij
0< 90g <1 L . Portanto lim 29~ o
axi xj Cij _ ng g?w axi
-fi. i4 14 54 34
Uma vez que —J - CoJ + (Clj— CoJ )g J(xi,xj), temos
%3
g1
) f (Xi’xj)
X . ij
3 = (il . ¢iJ ag J
1 0 X
0x, i
i

e podemos concluir que, guando xj+«>, o coeficiente técnico
do sector i para o sector j se torna cada vez mais rigido em
relagdo a X;. Portanto, & possivel dizer que, com esta hipd-

tese, o sistema se torna mais rigido com o crescimento econd-~

mico.
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. £.,. X,
&) se cil i1y

< Cij para todos os pares . (xi,xj),
<. _

' ~ oo ~ ~ B
as funcoes de produgao nao podem ter componentes
homogéneas de grau N# 1., Contudo, as fungdes procura

poderao ter.

Um exemplo de'uma funcao fij H de grau 1 que satisfaz todas es

tas condigdes é:

' s = . - X,
= | ] nEAYCLe: B D S
£i5(50%5) [Co +< C Co ) o x ] X5

i J
- X,
‘. X i/x.
glj(xi.xj) = = = ——
X, + x. 1+ 7i/x.
iT %y | :/XJ
X,
e com. z = 5/§j.
dglj(z) _ 1 <1< 1
2 . . ..
dz (1 + z) 1) _ ~1]
1" = %
ij 1
S . S
1l + z
6. Flexibilidade do modelo
. . £,.(x,,x.) .
Uma vez que, para todos os (i,j) temos Céjs 2] L 0 ,sci
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usando o Teorema 1 (pag. 1l4) podemos dizer que o GM, tal como

foi formulado neste Capitulo, & mais flexivel (I) e. (II) do qu

* .
o modelo X = ClX + Y onde

c,1 | . ©onl
— 1 : _[ lj} _ Z Jl Jr
= , C =]c dy= [a-2.c5 Zc
[dl] : l(n..lxn) 1 ' 1 [ 1 Ah ﬂ.o

e~menos flexivei que o modelo X = C;X + Y, com notagdes simila
res.

Por outro lado, como Aiglq podemos. concluir que esta es-
pecificagdo do GM tem o maximo de flexibilidade (II).

Usando esta especificaqéo &, agora, possivel dar o exempli
_de um modelo ideal, tal como foi prometido anteriormente ( pag.:

Consideremos o modelo

' - I o N R 4=
fii(xi) Biixi l:](x ,x ) o i,j=1,...n
i#J
Com
1) jgi_&iL+Bii<‘l i.= 1,...,n
2) ZB B.. < 1
i 31 ii
Esta especificagao pode escrever-se
v B
1 + n—i—
X




" - ij _
1
J(X-lx) =
1 ‘-
xi -1
1 + n< )
%y

A Qnica diferenga entre esta e a nossa anterior especificacao
é que Zl le/X ndo & necessariamente constante. Mas esta
ndo & uma caracteristica essencial do GM.

Para provar que o modelo & ideal, usamos 2) para obter

X, + B,.x, <x, i
3%1 BJJ_ i By LY e assim

N v
< <
jél fji(xj’xi) < jéi Bjixi + Biixi X;

e o modelo tem o maximo de flexibilidade (11).

Por outro lado, de 1)

Xl"zfij(xpx)=x(l-8)-.2—lj—:}—3—=
] J#lxi+nx

' B..x. B, .
— 1 1
= xi (l - Bii) - xi z _l__L > xi (l—Bi') - X. z —J_

S b i’ i #i n

>xi(l - Bii) - xi(l - Bii) =0

e o modelo tem o maximo grau de flexibilidade (I).
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Notemos que, tal como o Teorema 6 demonstra, se tem inf [A(X)]

com B ={6ij8ij

7. O SM e a flexibilidade

Em muitos casos, as condigOes que sao impostas sobre as
fungoes fij(xj) do SM sao introduzidas no ponto X==6.(l)

Contudo, conforme vimos anteriormente (pag.l8), um modelo
SM nunca pode ser ideal e, portanto, n3o existe razao para crer
que, quando consideramos todos os n sectores simultaneamente
faca sentido definir fij(xj) na origem ou proximo dela.

Uma formulacao que talvez valha a pena introduzir & aguela

que corresponde a formulagdo do GM. Isto é: .

L= .. (x,) =|cid ( i3 ij) i3
Xy lj(xj) [Co + (C17- Cy g (xj) xj
com. 0« gl:j (xj) < 1l. Neste caso, temos :I:C > L o :BC
.. 0 1
e ‘u)c >W s W , e, com > Cilil para cada i,
0 C1 3

o sistema tem o maximo grau de flexibilidade (II).
Também & interessante verificar o que acontece, neste ca-

-~ . ~ '
so, a condigao fij(xj)< fij(O), utilizada por Sandberg. Temos
) = | cide (el cid) gt B cll ) o'ty
fij(xj) —[C0+(Cl C0 g (xj.) +(Cl C0 g (Xj) Xj

' 13, (cid oid) 40y -
e fij(xj)\<CO+(Cl cl )g © =10 &

(1) Veja-se, por exemplo, Sandberg (1973) onde fij(xj)<f;j(o)'




<= gij(O) - gij(xj) agij' (xj)-xj

- ij®
que & sempre verificada quando 9 ° (x5) < 0.

Por outro lado, uma vez gue 0« g".Lj (xj) <1, temos
gtd(0) - 13 (x)<1 e

s oy 1
g’ (x.) <
J X

J

Integrando entre 1 e xj temos

g™J (xj) - gt ) < log Xy

i £, (%) cgj
Como g J(xj) = J_J - , temos
ij_ .i] ij_ Lij
xJ (Cl C0 > Cl C0
.. .. (x.) < (1)
gtJ (x) - g7l (1) = 1] -2 < log x.
ij_ A1 ij_ 1]
xJ (Cl C0 ) C C0
e
ij- ij e /7 l-
1) fij -(Xj)‘< [log xj ( cy Co ) + fij (1) ] xj, x:j >

o, .
Contudo, quardo fij (Xj) < fij (0) temos, para todos os X520
, ' '

Comparando 1) e 2) vemos que 1) ndo & sempre trivial porque

j(xj) e

1 ]
quando fij (0) >’fi




fij(O) - fij(l)

ij
0

0 <log x, <

s temos
cd - ¢

£..(x) 14 15 '
___lJ_J_.\<[ <C13_ CO )109' xj + fij(l)] <fij (0)

v

€ assim encontramos uma condigdo (1) que & verificada pelo SM

' '
com a especificagdo assumida quando fij(xj)s fij(O).
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APENDICE 1

FUNGOES QUASE-HOMOGENEAS

DEFINICAO F(xi,.. . ,xn) € QH de grau N dados (Ml,.. </M)
se,e sO se,para cada A> 0

M
F(x lxl,...,AMnxn) = ANF(xl,...xn)

TEOREMA 14 Se F(xl,...,xn) € QH de grau N dados (Ml,...,Mn)

entao
n X.
N = Z.M.eF_ onde 'eF, = 0F 1
i=1 1 Xji Xj 3%, F
i
. Ml Mn - =
\ Dem: F(x Xqyreees xn) F(xl...,xn)

=Z oF x.()\Mi—l)+o
1 1

BXi

M, -
onde 0 =+ Oquando A i ~ ] isto e, quando A-~>1

ComO ” F(Xl,...,Xn) é QH

2 oM o1y s o= N 1)F (%) yenn )

1 Bxi

dividindo por (A - l)F(xl,. . .xn) obtemos

S _oF i A t-1 o A

i




7(

_Quando A~+>1, como 6 & de ordem superior a, \/Z()\Mi - 1)242

i
M,
oL AL -
e lim A -1 = Mi’ temos

A+l A =1

F
2 e XM, = N

n
TEOREMA .15 Se F(xl,. . ,xn) = izl gi(xi) e g; (xi)

sdo H de grau . Mi;éO, F(Xl,---xn) e QH»

. Ml . Ml
de grau M, dados <l, = eeey =
, M, M _
n
Dem: F(Axl, X xz,...,anxn> ¢ gi<)\ 1xi>

M M M '
= 1 = 1 ) = 1
= %X gi(xi) = A i gl(xi) = A F(xll°‘°lxn)

g.e.d.

TEOREMA 16  Se x, =q:(x2,y) € QH de grau 1 dados (1,M)

ese vy =-qu(xl,xé) existe, p~L

€ H de grau M.




Dem: , w-l(Xxl,sz) = w-l[.xw(xz,y),xle =

- q,"l[ ¥ (xy AMy) ,szl = ally = AMtp_l(xl,xz)

g.e.d.

TEOREMA 17 Sey = h(xl,xz) @€ H degrau M e se

_1 .' _l -
x; =h (xz,y) existe, h (xz,y) e QH

de grau . 1/M dados (1/M, 1).

i -1 .1/ -1 | iMm
Dem: h l(% - xz,xy) = h | [A ‘xz,kh(xl,xz) =
= h.l [A sz,h<}\ xl,}\: x2> = A Xy =
1/, _
- g.e.d
TEOREMA 18

Sey = f(xl,xz) e H de gfau»M#l, e se

X,= f_l(xz,y)vexiste e & uma fungao homogénea,
f(xl,xz) tem elasticidades parciais constantes.
1

Dem: - - | Pelo Teorema 17, £ — & QH de grau l/M dados

(l/M, 1). Pelo Teorema 14,




se £1 for também fungdo homogénea de grau P, temos

g1 gl
e + e =P, . Entao
R y :
2
£l L L g1
e . (——— - 1) = —— - P e se M#l, e
X2 M M X2

| -1 }
& constante, e também o & e§ . Quando £ ! & uma fungao de

).

elasticidades constantes, também o & f(xi,x

2




caAPITULO 14

A SOLUGAO DE X=X (Y)

Chegamos a uma altura do nosso estudo que permite analisa
as condlgoes gue asseguram a existencia de uma.solugdo X330 p

ra cada vector Y>0.

Nas anidlises tradicionais, nomeadamente as referentes ao

SM e ao LM, este problema tem sido cuidadosamente éstudado, um
vez gue tem uma importdncia fundamental no processé de planea-
mento a médio ou longo prazoé. E interesséhte, agora, examina
este problema usando a esPécificagao do GM considerada no Capi
tulo anteriof. Porém, antes de iniciarmos esta andlise teremos.
de dizer mais alguma coisa acerca do sector n que, conforme di;

semos, & um sector considerado residual.

l. O sector n

| 1l -
A formulagao an-A X, 2% fjl(xj,x ). faz sentido sempre

gue con51derarmos que a contribuigao dos factores primarios pa-
ra o processo produtivo ndo & substancialmente diferente da cor
tribuicdo dos inputs intermédios. Com efeito, neste caso, se

considerarmos o sector n representando a contribuigao dos factc
res primarios para a producgdo de-cada sector, o aumento da con-
tribﬁig&o relativa dos inputs intermédios causa um decréscimo d

contribuigao relativa dos inputs primarios e vice-versa.

Neste Capitulo suporemos que o valor acrescentado em cada

sector j pode ser dividido em duas partes: uma gue representa a
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contribuicdo dos inputs primarios e outra que representa o ex-

cedente geiado no sector j. Assim,

n-1 : | - n~1l
X.— 2 X.. = (L-A.)x. + |A.x, -2 £,. .
37 f¥as T TRy 3%3 i§1 13 *1r%3)

. excedente amﬁrﬂiﬁg&agosibg
- _ - tores primarios

‘ Como sempre ao longo do presente trabalho, todas as variaveis
se encontram avaliadas a pregos constantes de um dado periodo.
| Outras hipoteses séa feitas relativamente aos fluxos Xpg
x =0 Isto &, nao existe contyributo directo dos factores

nn |
 primirios para a sua contribuigéo.para a produgao;
x, = 0 Os inputs primarios ndo sao produzidos durante o
periodo da produgdo. A sua contribuigdo & obtida
exclusivamente de um dado stock existente no ini-
cio do periodo do proceséo produtivo. Uma alterna-
tiva podia ser a de se considerar X40= produgéo do
bens destinados & manutengac da forga de trabalho
a substituig¢ao do stock de capital; neste caso, po
rém, poderia mesmo pOr-se a questao de se saber se
: deveriam continuar a ser denominados factores pri-
‘marios; |
y,= 0 Nao existe contribuigao directa dos factores primi
-rios para a procura final.

Notemos que, com estas hipdteses, cada componente Yi (i=1,... n~

pode ser dividida em quatro partes:




s SNV,

S——

g
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vp= VitYItYItY
onde .
yi = ¢ontribuigao do sector i para a substituig&o de bgns
de capital usados no processo produtivo, mantendoc ac
sim o.stock de capital apto a funcionar no periodo
. seéuinte;
) yi = contribuig¢ao do sector i para o stock de bens de cor

sumo necessarios & manutengao da forga de trabalho

para o periodo seguinte;

3 i .
y; = contribuigao do sector i para o aumento do stock de
capital;
4 e . ~ :
LYy = contribuicao do sector i para o consumo nao essencia

Nesta dissertagao nao analisaremos cada uma destas compo-
nentes separadamente, embora, indubitavelmente esse assunto co
titua uma questao importante, como o modelo din2mico de

Leontieff demonstra. Por conseguinte, para cada sector

i (i=l,...,n~-1l), consideraremos o valor agregado Yy embora ad

- tamos que esta agregagdo constitui uma simplificagdo que pode

esconder aiguma rigidez importante relativa as diferentes com
ponentes de yi. ,

Das hipdoteses acima listadas conclui¥se que ndo existe pr
priamente uma "produgao" X Este montantg apenas pode ser in-
terpretado como a soma das contribuicOes dos inputs primarios

para a produgao de cada um dos restantes sectores.
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£ a altura de sermos mais especificos acerca do que considera-

mos ser a contribuigdo dos factores primarios.

DEFINIQKO' xni‘é a soma do valor do stock de capital consumi-
do durante o periodo de produgdo com a remuneragao

da forga.de trabalho utilizada no mesmo periodo.

Algumas alternativas poderdo ser consideradas em relagdo .
trabalho. Uma possibilidade seria a de considerar o valor do t
balho necessario no sentido de Marx (I, pag.136). Contudo, ist:

-levar-nos—-ia a trabalhar com valores e nao com pregos, O que N

(1)

conduziria para fora do ambito do presente trabalho. Uma seq

possibilidade seria'a de considerar a remuneracao do trabalho e
X 4 como sendo o equivalente ao consumo, a hivel minimo de subsi
téncia, da forga de trabalho empregue no sector i. Uma vez que
esta alternativa péderia conduzir a dificuldades sobre a inter-

"pretagao do salario médio que dela resultaria, preferimos inclu

em X . toda a remuneragao da forga de trabalho empregue no sec-
tor, j3 que poderemos sempre supor verdadeira a hipdtese, necessa
‘ riamente restritiva, de que esta remuneracido & exactamehte igua
&' ao custo (a pfegos constantes ae um periodo dado) dos bens nece
| sérios & manutengdo da forga de trabalho.

‘ .No que respeita ao stock de capital; uma alternativa seria

-a de considerar os bens de capital como produtos produzidos con

juntamente, tal como Sraffa (1975, Capitulb X) considera.

(1) Os problemas de misturar pregos com valores sao analisados
em Morishima (1973, Capitulos 6 e 7) e Abraham-Frois (1980,
pag. 255)




Cohtudo;'esta hipotese tornaria a analise demasiado com-
- plexa em termos formais pelo.que preferimos a formulagdo ji re

ferida. Podemos agora continuar comla analise.
. n—

uando escrevemos . = A.X,~ £..(x.,%x,) estamos a s
Q . ' Xni Alxi El jl( jl i
por que existe uma possibilidade de substituigdo entre inputs

intermédios e facdtores primarios. Consideremos, por exemplo,

X = X (k#3j,n) . Pgra cada j, se Xjk

Esta possibilidade de substitui

(e s6 ele) varia, existe
uma variagao simétrica.de X g
cdo introduz um certo realismo na analise porque & perfeitamer
te razoavel admitir que uma variagao no consumo de um input ir
termédio ira induzir a instalagdo de diferentes equipamentos c
una utilizagao diversa da forga de trabalho. Contudo, existem

também outras consequéncias que ja ndo sdo tdo positivas mas g

teremos necessariamente de admitir ao longo desta analise. Ass

a) Nao é possivel analisar a substituigéo capital/traba-
lho porque a contribuigao dos dois factores é tomada
em cdhjunto.

b) Para a mesma produgao §j, se um uso mais intenso de unm
input intermédio i levar & utilizacgdo de um equipamen-
to de vida mais curta, poderemos ter um aumento em dua
contribuigGes - X,. € ¥ . - O que, com o mesmo montant

13 nj
X. n3o & possivel com o nosso modelo. Claro gue, muito

) J
provavelmente, o gue nds teriamos nesta situagao seria
' que Aj ja ndo se manteria constante, uma vez que so fa
sentido usar um equipamento.de vida mais curta se ele
for mais barato; portanto, a remuneragdo do capital (i
cluida no excedente (1-Aj))seria menor. Em qualquer ca

uma situacao deste tipo ndo pode ser analisada com o no

modelo.
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2. Existéncia de uma solucdo X » 0 para cada Y >0

Com a nossa formulagdo necessitamos apenas de provar a
existéncia de solugdo para os primeiros n-l1 sectores, porque,

como
n1

A% 2. cii
1 j=1

a nao-negatividade de X 4 €& sempre assegurada.
Por outro lado, uma vez gque Xin~ 0 (i=1,...,n), os primei:

n-1 sectores podem ser considerados como um bloco separado
nl

X.= z f.-(x.’,x-) +y. i= l,...,n"l

i 1 b By I Ry i
Utilizaremos agora um resultado provado por Lahiri (1976)

para um modelo mais geral. Lahiri prova que, se fij forem conti

nuas e ndo-decrescentes (o que & o nosso caso), se F for a ma-

triz suprema de

fij(xi,xj)

"3

e se A(F) (o maior valor-prdprio de F) for <1, existe uma solu-
c3o X » 0 para cada Y 3 O.
Com as nossas hipdteses é extremamente facil encontrar a m
1

triz F, uma vez que coincide com a matriz C~ dos coeficientes

14 | o
lClJ’ . Por conseguinte, se se tiver A(Cl)-<l a existencia de

>/ chi i=l’---,n—l, baS

assegurar dque 1:>Ai para que exista a solugao X»0 para cada Y » ¢

. solugdo estd assegurada. Como 1ya,




Isto &, basta supor que cada sector produz um excedente positi
Vo para se ter a certeza que existe uma solucdo X » 0 para cada
Y >»0. Ou, alternétivamente, que cada sector utiliza sempre uma
contribuicdo positiva de.factores primarios para produzir um m
tante também positivo. | |

Note-se que esta conclusdao sd6 & valida quando
fi.(x.,xj) ij

g = -< Cq é verificada para todos os pares
x. .
J

i
<o

(xi,X3) >b, e dal a importéncia da analise que foi feita sobre

este assunto.

3. Unicidade da solucio

Este problema ja ndo & tdo simples de tratar como o anteri
Com efeito, as condigoes 1 e 3 usadas por Lahiri (pag. 953 e 95
nao sao verificadas, em geral, no nosso caso. Por exemplo, a c

dicao 3 diz que

x;'l:>/xgl X;},Xg # 1]
o Que nao & sempre verdadeiro. Teremos de seguir outro caminho

Notemos, em primeiro lugar, qﬁe, com as nossas hipOteses
acerca do sector n, se provarmos é uniéidade para os primeiros
n-1 sectores, teremos também prdvado'a unicidade para todos os
g sectbres.

Por conseguinte, podemos comegar por demonstrar o seguinte

teorema:
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TEOREMA 19 Se para cada i=1,...,n-1

* (k) | (L) (gs)
) >Z pEy 4 (x;"9" x.) . Z DE 5 (x; T
J

X, j#L ij

'’
1

entdo a solugdo & iinica.
As notacgoes xékj) , ;qj) , xélj) indicam que as

derivadas nao sdo necessariamente calculadas nos

mesmos pontos.

Dem: Suponhamos que existem X e 7 tais que
Xg- ?fij (xi,xj) = z,- ZJ: fij(z.,zj) =¥,
entao
X~ z,- | 2 £..(x,,x.) ~ 3 £,.(z.,x.)] -
i i1 ij'" it i b By I Mty
ol EFPRC IR SURCIN ] %:ifij(zi,x.) - %:ifij(zi,z.) =
e
Z af, . (x, 53 x.)
X,~- Z,~- 1l J (x;- 2,) -
i : . i
J ox3
Z B, . (2, ,x. (%))
- J (x.- 2.) =0
A 3%
onde'
k4) - (a5)
X J e(xifzi) | e xj J e G%,zj)

Podemos escrever

N(X - 2) =0
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A Bfi.(xi(kj),x.)
- onde n..=1-/, J J
A j .

;rf Bxi
Of (g4
n,.= = —=J_ (z x .9 )
1]
X,
-]

Como Gy
Of, . (x, 3 ,x.) of, . _ .
1 >Z e & R PR ,xj(qJ))
J X, I 9x,
1 J
: of, . 9f. . o
e —2J S0, —=J_5 0, N tem uma diagonal dominante
3Xj 3xi '

e N!existe. Ppor conseguinte X = 2

OBSERVAGCAO Chandler (1980), quando trata o SM utiliza a condig

at, . | » | |
ij ' ~ (1)
Sy ~onde I-M & uma matriz P.
J
A nossa condigdo pode verificar-se em certos casos

- onde nao se verifica a de Chandler, como demonstra

e e ——

O seguinte exemplo.

' - daf, . X, :
~Seja ) = J . i)
dxj 2Xj +.l

(1) Isto &, de menores principais positivos.




r *
Xq x2
1 - - *
_ 2x1 + 1 2x2 + 1
* %
X1 *2
- *x 1l -
2x. '+ 1. 2x, + 1
1 2
L. -
Coﬁo *
1 *2 - -1 .
1> + . entao N existe. Contudo, comc¢
2x1 + 1 2x2 + 1 :
r—- —
1 e AL
SHPN I
1 1l
2 2
| -

e (I - M)~ nio existe.

4. Monotonia da solucdo

Um problema diferente & o da monotonia da solucdo, uma ve:
que; mesmo que provemos a monotonia bara os primeiros n-1 sect
res nao se segue dal a monotonia tamb&m para o sector n.

Comecemos por tentar obter condicOes para a monotonia em :
lagiao aos primeiros n-1 sectores. Temos de provar que, para

1 2 1

Y" > Y° se obtem X »xZ. Empregando as hipoteses e o raciocinio

do teorema anterior, temos

N (xlf x%) = yl- ¢2 >0
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Se as condigbes do teorema se verificam, N tem uma diagonal qus
se dominante, & uma matriz P e N-la,[6]

Entao,
-(Xl - X2) = N-l(Yl - Y2)>>O e provamos o seguint

teorema:

TEOREMA 20 Nas condigdes do Teorema 19, a solugao & mondtona

para os primeiros n-1 sectores.

No que respeita ao sector n, a monotonia nem sempre se con

. segue obter. Temos

n-1 n-1 n-l1 n-1

2: xnl = 2 Ay X, - > > .. (x.,x.)
i=1 i=1 i=] j=1 Jim37 !

€ n-1 n-1 n-1 8¢ 3f
dx = ZAdx - Z z<———1}—'dx.+———:’i—dx.>
n l I S J l
i=1 i=1 j=1 axj Bxi

n-l n-1 n-1
Sf. . Sf . .
dx=ZAdx—ZlZ( S Jl>]dxi

- N = R PP o

(em que fii'néo se repete).

Para. obter dxnzfo para cada dxiz—O, i=l,...,n-1 & sufi-

ciente que




8¢

: n-1
| | 2F . 2f,,
A condigdo A; > 2 0 d ~ (sem repetigdo de £,
J=L\ 9%, dx, *

assegura pois uma monotonia local. Para um resultado mails ger

bastara assegurar que

Ai>/z J +' Ji i=l'0.c,n-l

mas onde as derivadas poderao ser calculadas em pontos diferen
tes, como no Teorema 19.(1)
Podemos, assim, identificar as seguintes situagoes com in

teresse (em que se entende, sempre, ndo haver repetigao de fii

a)Para cada i=1,...,n-1

nhoeg, o . -
A, > 2. d 4 ] - Se A, <1 esta condigdo
j=1 \ ox, ox, o
i » i
implica que
n-1 .
of . . of ..
1> 2, N 11 . Existe uma solugdo
=1 ¥y ax .

Gnica e mondtona para todos os n sectores.

Dizemos que o sistema & tecnologicamente estavel.

(1)

Como explicamos acima, no exemplo relativo a Chandler, pre-

ferimos esta condigao a uma condigao de supremo.




b) Para cada i=1)...,n-l, pelo menos uma das seguintes condi-

¢Oes se verifica

n-1
£, . £, .
1>‘Z<813 + ai3>
=] axi 3xj
n-1
f . ‘f-c
1> z: < ° 1] + ? JL >
5=1 9%, 9%

Existe uma solucdao Gnica e mondtona para os primeiros n-1 sec-
tores. Nao. & garantido que a solugdo seja mondtona para o sec-

tor n.

O sistema chama-se tecnologicamente quase-estavel. Com ef
to, um aumento da procura final n&o significa hecessariamente
um aumento da contribuigdo dos inputs primarios, nomeadamente
um aumento do emprego. Esta situacdo podera ser importante de
detectar quando se utilizam politicas chjunturais de pendor
Keynesiano no sentido de obter um aumento ao emprego através

de um aumento da procura efectiva.

" ¢) Se nenhuma das condic¢des a) ou b) é verificada, o sistema

€ tecnologicamente instdvel. Podemos obter mais que uma

solucao X » 0 para alguns Y > 0.

Podemos agora provar um importante teorema relativo aos

primeiros n-1 sectores.
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: . . . of .,
TEOREMA 21 Se um sistema econdmico B & tal que ___ij . .

1 axj +
n—

of, .

> —3l @3i onde as derivadas da dltima
J=1 9¥xy :

desigualdade ndo si3o necessariamente calculadas nc

mesmo ponto e se A =laij] & tal que I-A & uma matr

P, entao UCB € um conjunto arco~conexo. JCB e o
conjunto de todos os X 3> 0 tais que Y>0 onde X e ¥
se referem aos primeiros n-1 sectores.

OBSERVACAO: Se a <1l o sistema &, obviamente, qua-

J#i

se-estavel.

Comegaremos a demonstrar o teorema provando o segqguinte le

: -1
LEMA A correspondéncia vE L x €& continua.

Dem: Como vimos, para cada Yl e Y2 temos

N (x1- x?) =AY1— v?
N & uma matriz P, pois N» I-A e I-A & uma matriz P. Por conse-

: -1
guinte, Xl- X2 = N l(Yl- Y2) e a correspondéncia Yf + X existe.

Por outro lado,

e, portanto, os elementos de N sio sempre finitos e limitados.

-1
2, XlizXZ e Y »X & continua.

Por consequéncia, guando Yle-Y

g.e.d.
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A demonstragao do teorema segue-se imediatamente. Com efe
-1
to, como {Y |Y:>o} € um conjunto arco-conexo e como Y -+ X exi

1

te e & univoca e continua, £ ~(Y) & um conjunto arco-conexo.Ma

obviamente,

O gque prova o teorema.

Temos também, imediatamente, o seguinte corolario:

COROLARIO Com a especificagdo do GM apresentada no Capitulo !

e com as condig¢des do Teorema 21,‘U)Bn JCB € um con-

junto arco-conexo para os primeiros n-1 sectores.

Este corolario € importante porque, para tais sistemas ecc
ndmicos, & sempre possivel atingir o vector da capacidade maxin
(se ele pertencer a QDBF\aﬁB =:EB) a partir de qualquer vector
dado X.
0
se o sistema ndo for estavel ndo & certo que o vector XgX -

e, sem deixar o conjunto JEB' (Notemos, todavia, que

onde X & o vector de capacidade maxima - seja susceptivel  de
ser produzido, mesmo que X o seja, pois pode existir falta de
disponibilidade de factores primirios.) |
Terminamos, assim, o estudo das condigdes das solugdes do
GM, que nos levou também a analisar o pfoblema, ja levantado no

Capitulo 1, das condigdes em que & possivel afirmar que o con-

junto JCB € conexo.

(1) Note-se que & so porque para cada Y > 0 existe um X> 0

que podemos provar que £ L(Y)C JCB'
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CAPITULO 5

O GM E O CRESCIMENTO ECONOMICO

1. Introducao

Neste capitulo iremos estudar alguns aspectos relativos
ao crescimento econdmico, embora limifemos a nossa analise ao
caso do crescimento equilibrado. Todos os sectores apresentam,
assim, um cfescimento da produgso a uma taxa constante A > 0.
Trata-se pois da analise de um caminho dé crescimento equilibra
‘do, embora este equilibrio s6 seja postulado no que respeita &
produgcdo, pois nao faremos a hipdtese de que outras variaveis,
como o investimento ou o émprego,cresgam a mesma taxa.

Por outro lado, o quadro da nossa andlise nao € o mesmo do
do modelo dindmico de Leontieff.(l)Estamos interessados nas con
digoes que pefmitem gue seja gerado um excedente suficiente pa-
ra a formagao de capital necessirio para garantir o caminho do
crescimento. O valor'acrescentado_formado em cada sector deve-
ra, assim,-sei suficiente para rémunerar O emprego no sector,
para cobrir o valor do capital consumido durante o processo pro
dutivo e produzir o excedente necessario ao crescimento. Contu-
do, nao investigaremos aqui se a producgdo de bens de equipamen-
to em cada sector & ou ndo suficiente para satisfazer a procura
de bens de equipamento neéessérios ao crescimento - que & o pro

blema do modelo dinamico de Leontieff. Estamos, assim, mais in

(1) Para uma anilise desse tipo, referida a um modelo nao-

-=linear, ver Persson (1980).
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teressados "em colunas" do que "em linhas", embora com a cons
ciéncia que se trata de uma andlise parcial.
'Duas hipOteses principais ir3o ser necessarias para este

capitulo:

a) O excedente gerado em cada sector & uma proporgido con
tante (1-Ai) de produgao do.sector. Em geral Ai#Aﬂ m;
admiﬁimos.que todos os Ai se mantém constantes ao lon
do'tempo.

(1)

b) A taxa de lucro, que nos definimos como sendo

o -R ), (b)
T(t) = 1 1

K, (t)
onde X, (t) € o stock de capital fixo utilizado no pro-
cesso produtivo, & suposta igual para todos os sectore
embora variavel ao longo do tempo.

A hipotese de T(t) ser a mesma para todos os secto
res & tambdm considerada por Brody (1970), embora num
contexto de certa forma diferente. Para Brody, se exis
tir uma tecnologia constante (coeficientes técnicos e
coeficientes de capital constantes) a taxa de lucro e «
sistema de pregos sao determinados simultaneamente se
taxa de lucro for a mesma para todos os sectores. No n
SO caso, supomos’que a taxa de lucro & a mesma mas apel
a precos constantes. Isto significa que a verdadeira t:

xa de lucro podera ser superior ou inferior para cada

(l)'Nab se trata de uma verdadeira taxa de lucro porque & calct
lada a pregos constantes.

Poderiamos talvez designa-la por
taxa do excedente. ’



sector de acordo com os seus ganhos ou perdas em razdes de tr
ca com os outros sectores.
Com a) e b) podemos escrever

(L-apx () 5 (L-Apx(8)
R, (t) L 2K (£)

T(t) =

2. Taxa de lucro, capital e coeficientes capital/producdo.

Uma analise global.

2;1 A taxa.de Jucro T(t)

G gt o T — S S T Sy S GRS St g - G e S

Podemos escrever

(L-A.)x. (t) 1-A, ’ , |
T(t) = - = = i=1,...n1
C; (€)%, (£) c; (t)

onde Ci(t) &€ o coeficiente capital/producio.
Uma vez que consideramos uma economia fechada, o inve
timento liquido é uma proporgdo B(t), 0L B(t) £ 1 do excede

te total gerado na economia. Temos entao

s
[Z{jci(t)xi(t)] ='B(t)jgj(l-Ai)xi(t)

onde o 1?9 membro &, evidentemente, o investimento. Integra

do ambos os membros de 0 a t, obtemos

2N ¥
/s(t) '(l-z‘ai)xi(t)dt =Zci(t)xi(t) —Zci(O)xi(C

0

(1) Como anteriormente o sector n e a contribuigéo dos inputs

primarios. Os."Z" sao calculados de 1 a n-1. O simbolo

"s" gignifica
dt




> D .0-2x,®)
P i1
e, como ,Ci(t)xi(tx =. —— ~ temos

:Ej(l-Ai)xi(t)

t . +
f -B(t)_Z(l—Ai)xi(t)dt +Z Ci(O)xi'(O)
0

Como consideramos um crescimento equilibrado para a producao,

(1)
- s At
x;(8) =%, (00277,

Por conseguinte,
: "

- t S(1-2a,)x%, (0)
Z(l—A.)x.(O) f B(t)z M at + i7d

T(t) =

e, finalmente

| - mo)z Mt
1) T(t) =
t .
1 + T(0) f 8 (t)2 Mt
0
Como 0 < Blt) £ 1, temos
| "
Lol 1y, f s(t) 1*at 3 0
A 0o -

(1) O simbolo "1™ representa o nGmero "e".

N



g3

P o
Portanto AT(0)Z

<T()< T(0) F
()22 (A= (0))

e temos duas fungdOes que enquadram T(t).
E interessante analisar as condigOes que asseguram que
T(t) seja uma fungdo crescente ou decrescente no tempo.

De 1) temos

t
. M [iero) [y stz at] - T g E
T/(t) = T(0) '

[1+T(0) /ot B(t)ZAtdt']a

t

0 < AT(0) / B(t)ZAtdt % T(O)B(t)ZAt- A
0

2) T (t)

AllvV

T (t) mantem-se constante se e sb se

t
AT (0) / )z tar = T(o)p )zt -
0
Derivando ambos os membros

AT (0)8 (£)2 2 E = T(0) [AB(t) + 87 (t) ]z“

Isto e T(0) B7(t) = 0, B (t) = constante

Inversamente, se B8(t) = B obtemos, de 1)
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At ' At
o(L) = T(0) 2 - T(0)?Z

J.+T(0)E—;— (ZAE 1) T(0)B , Aty [1‘_,_T_(_0_>.E] v
. S A A

e o Gnico caso em. gue T(0) se mantem constante vem dado por,

- T8

. isto & T = T(t) = -
A B

! Assim provamos o seguinte teorema:

'TEOREMA 22 No caso de um crescimento equilibrado para a pro-

dugéo, a uma taxa constante A > 0, a taxa de lucro

K aBon - Ao A

mantem-se constante se.e sb se a proporgao do ex-
cedente que se dirige a investimento nao varia e

é tal que

Observacao: Este resultado &, evidentemente, valido para um gra

de nimero de modelos. Assim, por exemplo, Morishima (1978, pag.l
" obtem um resultado semelhante com um modelo diferente. Note-se
também que nao & possivel ter T(t)B(t) =A a ndo ser que T(t) e

B(t) sejam constantes. (Ver Apéndice 2)

O caso T(t) nao & o {inico de interesse. Podemos, também, provar

O seguinte teorema:




|-
1
I
|
|
!,
I
:
|
|
1
J
N
J.
|
J
o
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TEOREMA 23  Se T(0)B(0)> A, existe um intervalo [0,§]

onde .T(t) & uma fungio decrescente. Se

T(0)B(0) <A, existe um intervalo. [0,6*] onde

T(t) & funcdo crescente.

Se B(t) for uma fungdo crescente e T(0)B(0) > A,

- T(t) & uma fungdo decrescente. Se B(t) for uma
fungdo decrescente e T(0)B(0)< A, T(t) & uma fun-

_gdo crescente.

 Dem: De 2)'gom t=0, a primeira parte do teorema & evi-

dente.
Vamos provar a segunda parte quando B8 (t) €& uma fungdo crescente

Dividindo 2) por At 1 obtemos (uma vez que A > 0)

t
re 2o e O /0 )z ar | T(0)p(0)2 -
< <
1
— -1 B

e, pelo teorema do valor médio

T(0) B(£)z M E - A

Mg

T (t)

Allv

0 & TR

Al

onde B*e[B(O),B(t)] , com B*\< B(t) pois B(t) & uma

fungao crescente.

Entao, 4
T(0) 8¢ T(0) B(t)




_ Por outro ladb; © T(0)B(0) >X pelo que
T(0)B(E) > A e
T8 2 - T (0) B (1) <T(0) B(E) 2 - 2

TKO)B(t) < T(O)B(t)ZAt-A
g

Por conseguinte,

At
T(O)B*sT(o)g(t) < T(O)B(E)Z™ =)
' th-l

T7(t) <0. Uma demonstragdo semelhante para T 7(t) > 0.

g.e.d.

—————_-——_-————-.——.-———_————-——_——._—--.——-——————————--—-———__—

E facil obter o caminho de crescimento para K(t). Como -

| ' ) (1-2,)%, (t)
K (t) =ZC.(t)x.(t)=Z 2 e
. . A 1 T(t)

K(t)==K(0)+/ g(t) (l-Ai)xi(O)Z dt
0 _ _
obtemos

) |
K(t) = K(0) [ 1 + T(0) f B(t)ZAtdt]
0 . |

Por outro lado,
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At
~ K(0)T(0)p(t)Z
R (8) = T(t) 8 (t)

X (t)

t
X(0) [1+T(0)/ g (t)2 Mtate .
0

-

e vemos imediatamente gque a taxa de crescimento de K(t) e A

se e sO se

B(t) =8= A = A ;, O que & coerente com a

T (0) T

observagao da pagina 94 e o Apéndice 2.

A expressdo para o investimento liquido & dada por
3) X7(£) = XK(0)T(0)B(£)2**E

Devemos salientar que nada foi suposto em relagcao a tec-
nologia de economia, nomeadamente no que respeita a coeficien

tes capital/produgao.
A expressao para o coeficiente capital/produgao que pos-

sibilita o crescimento da produgao & taxa A & dado por

t
K(O)[ 14 T(0) fo B(t)ZAtdt]
in(on“

Como estamos a trabalhar com uma agregacao fixa (ver IN-

Cc(t) =

TRODUCAO, pag.8 ), e como todos os sectores crescem a mesma
taxa A, & possivel encontrar um significado para a expressao

de C(t)-(l)

(1) C(t) & a média ponderada

— K, (t)
AN i
‘ / K, (©) mei(O)
| _ N _ N
| | | zxi(t) in(o)

PRI
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Como O0<B{(t) g1 e c(0) = ——Eigl~—~  Obtemos

.,E:xi(O)

c0) 1™ ecir) cctoyz™At [1 + T AE- 1)]

c(0)2 Mg c(r) ¢ ST <1 T(°)>c(0)z At
A A

. e, para cada t, temos um intervalo para o coeficiente capital/
produgao. Se o coeficiente capital/produgao sair fora destes
limites ndo & possivel para a economia sustentar um caminho de
crescimento equilibrado para a produgao, se o excedente for ob

tido da forma indicada, isto & por E:(l—Ai)xi(t).

Obviamente, quando T(O)s A, C(t)gcC(0) e
' - (0)T (0
quando T(0)>A, C(t)<g "—C—(‘O—i—_('—l

3. Producao, investimento e emprego. Andlise global.

Tem~-se verificado historicamente que, durante certos peric

(1)

dos, nomeadamenté em periodos de take-off, a produtividade
glbbal cresce ao mesmo tempo que cresce o peso do investimento
liquido no PIB. Isto significa que a taxa de crescimento do PIE
se encontra, nesses periodos, entre a taxa de crescimento do ir
vestimento liquido (que lhe é‘superior) e a taxa de crescimentc
do emprego. |

Um modelo geral com uma espeéificag&o que'deséreve uma si-

tuagao deste tipo foi desenvolvido em Amaral (1977) e Amaral

(19792). Nesta secgao,'utilizaremos uma aplicagao dessa especi-

(1) Rostow (l962),'pag._8,  Kuznets (1973) pag. 238

_




ficacdo mais geral ao nosso caso presente, em termos globais.
Na proxima secgdo, a anilise serd feita em termos sectoriais.

Contudo, em vez da taxa de crescimento do PIB utilizaremo

a taxa de crescimento da produgdo (A), que ndo coincide necess

‘riamente com a do PIB, pois a tecnologia nao & necessariamente

(1)

homogéenea de grau 0.

Com esta alteragao, seguindo Amaral (1977), temos

p o
-5:131— + (l-o)m(t) dee

o @ uma constante tal que 0<o<1l e m(t) &€ a taxa de crescimen

Y.
K - . . .
——iEl e, claro, a taxa de crescimento do investim

do emprego.
K’ (t)

“to liquido.

De 3), pag. 97, podemos escrever

_Z s :
R7(E) _ BT (%) + ). Por consequéncia
K7(t) B(t) -

r= o B Lo 4 (L-o)m(t) e
B (%) '

o B (t)
1l-0 B(t)

1) m(t) =X -

Desta equagao podemos imediatamente concluir:

(1) Na maior parte dos casos, porém, A ndo diferird substan-

cialmente da taxa de crescimento do PIB.
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i) Nao & possivel ter m(t) <A com m constante. Com efeito,
“isso implicaria que B(t) deixaria de ser uma fungao 1li-
mitada.

S ii) m(t)‘=m=>\. se e s6 se B(t) =B = -é.—

iii) A Gnica possibilidade de ter uma prodﬁtividade crescente
(m(t) <A) & ter uma funcdo B(t) crescente.
Se T(0)B(0) > X isso significa (Teorema 23) que um cresci-
mento da prddutividade vem associado com um decréscimo
da taxa de lucro.

iv) Se B 7(t) > 0, m(t)+} - porque, sendo B(t) uma fung&o iimi-
tada, ﬁéfﬁ% =tgw e m(®) =X, A taxa de crescimento do em-

' Prego cresce para A e a taxa de crescimento da produtivi-

dade desce, portanto, para O.

Também & interessante ligar os caminhos do emprego (L(t)) e

do capital. Temos

LE) x - g _B/(t) * Integrando ambos os membros
L(t) l-o¢o B(t)

temos _

' B ) ) *

log L(t) = At = —Z— logB(t) + L
1-0

| o
L(t) = . A gy 0-1

4 g
‘Como L = L(0)g(0)1-0 podemos escrever




L(t) = L(0)z ™ [ gt) | o2

B(0)
ou
(1-0) , . (o-1)
A~ g ~ot
e} L(t) o

2) B(t) = B(0)Z
: L(0)

Substituindo B(t) na expressao do capital (paé. 96)

por 2) temos:

y =9, / - o-1
. t o o
K(t) =K(0) [1+T(0)/ B8(0) 1 L) z’\tdt]

0 L(0)
o [12s O
K(t) =K(0) |1+ T(0)B(0)L(0) [ L(t) /A dt
\ | | -

Esta expressdo, que liga capital e trabalho, & necessiaria

na secgao seguinte, para que possamos prosseguir a nossa ana-

lise, agora a nivel sectorial.




. ¥

e e e+ s e et P

4. Produgao, investimento e emprego; andlise sectorial

O objectivo desta secgdo @ o de investigar a coeréncia dt
resultados globais obtidos nas secgbes 1 -3, com a evolugao st
torial.

Para esse fim, vamos introduzir novas hipoteses:

i) A taxa de crescimento do trabalho € a mesma para todos
os'sectores.

ii) Para cada sector i, existe uma proporgao constante
Gi> 0 do stock de capital que & gasta no processo pro-
dutivo em cada periodo.

iii) A analise & feita a pregos constantes, mas o salario

medio W, (t) pode variar no tempo.

Observacoes: A hipdotese i) significa que a produtividade (prc

dugdo/emprego) cresce a mesma taxa em todos os sectores. A hig
tese ii) &, evidentemente, uma hipotese forte mas que & utili:
da normalmente em teoria do crescimento. Uma alternativa seri
a de considerar uma proporgdao constante do nivel de prodﬁgéo.

Com estas hipOteses e as anteriores relativas & taxa de 1

cro, podemos escrever
T(t)Ki(t) = (1-Ai)xi(t)

(1-—Ai)xi(0)

K, (£) = K(t)

(l—Aj)xj(O)
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K, (t) = K(O)[ 1+T(0)R(0)L(0)

ou seja
l-0 : o=-1 A

. : ‘ . N / o o 1)
1) Ki(t)==Ki(0) .lﬂ-T(O)B(O)Li(Q) A L; (£) Z dt

uma vez que, pela hipdtese i)

o-1 o-1

o-1 ==
L (t) o . L; (t)
L(0) L, (0)

Com a eSpecificagaq do GM utilizada no Capitulo 3 e as

hipoteses i) e iii), podemos escrever

2) A;x. (t) =§ fji(xj'(t) ,xi(t)> + § K, (£) + Wy (£)L; (t)

Introduzindo 1) em 2), temos
l-o o-1

== I

. ' o] t g "o.—"t
3)<Ai-ei(t))xi(t)=aiKi(omiKi(O)T(O)s(O)Li(O) foLi(t) o

+ Wi(t)Li(t)

"

J

onde

: xi(t)

(1)

Note-se que com i)
4

(pag. 102) e esta relagdo o modelo
S+ (1-0)m(t)

A =0

€ também vilido para cada sector.




1

Obviamente, chi £0,(t) chi

J ]
ou, com | wi(t) = Ai- Oi(t)
o Ji - ji
a; - 2cd SV (0 €ny - 2 c]

J

Derivando 3) , obtemos

4) [w/i(w * wi,(u] x; (0)27F =

o=1 A

—= Lt

— i g o P -
= B0 Li(t) Z . +-Wi(t)Li(t)4-Wi(t)Li(t)

onde : l-g
' i _ o

que & uma equacgao diferencial em Li(t), gue pode ser resolvida

para certos casos especiais.

4.1 10 caso:  ¥;(t) = vy, (0)27**

o ] ”
Este caso sd & possivel se A= :chi

J
Ay ?2530814'¢-(0),ist0 €, gquando w.(OLs:E:(Cil - Cgl).
3 1 : C1 3

Os inputs intermédios aumentam o seu peso no total dos
inputs necessarios e a participagdo dos inputs primarios decres«

para 0. Isto ndo significa que o valor acrescentado gue nao &




1c

excedente tenda para 0. Pelo contridrio, fica constante:

At At
P (002 77 %, (00277 = ¥, (0)x, (0)

Vamos ver o que sucede 3s outras variiveis.

Com wi(t) =¢i(0)z—xt, a equagao 4) fica da seguinte forma
g=-1 A
Bl 1, (¢) © z-°_t+ W (E)L, () +W, (£)L(t) = 0
0 i _ i i 1 i

Esta & uma equagdo de Bernoulli que & facilmente resolvida com

substituica
-Haleao L, (t) = 7 (£)°
Temos ‘ _
i o-1 2Lt | o o-1
By Z(t)” 170 +_w{(t)Z(t) + oW, (£)Z27(£)Z(t) =0
e
' i A
| W/ (t) ~ Br A
Z/(t) + 1 1 Z(t) - 0 lLa0
o wi(t) o wi(t)

Resolvendo esta equagdo para Z(t)'temos

1 i A _ l-0 :
- B —t ==
g o 0 o g
Z(t)-—Wi(t) [- » fz Wi(t) | dt + D ]

e 4 .
' i lLt. l1-0 of

-1 B o] —_—
- - 0 Y
L (t)—4———--—[ - /Z Wi(t) | dt+D]

onde D & uma constante. Intégrando de 0 a t,temos




i ¢ A 1-0 ! 1.g
_ 1l . : 0 o (o] (o] o}
L, (t) = - 7 W, (t) dt+ L, (0) W, (0)
i i i i
. t }\t l-0
. i o o - ~
Como B, >0 e . 1 W, (t) dt. & uma fungao crescente

com o tempo, a solugdo & possivel para todos os valores de t s

e sO se
t A - l=-g
P R N
lim l Wi(t) dt = M onde
torow 0
pi B S §
0 = o] o . -
- M+ L,(0) " w, (0) > 0 isto e,
o i i ‘
B SR |
3] o
oL, (0) ~ W, (0)
Ms —= =
i
Bo
Para que
© A l-o0
—0-—t o - - - .
l Wi(t)' dt seja convergente & necessirio que
: .l‘_. . ——.l._o' ’
1im 29 W, (t) o = 0, isto &, que lim W, (t) =0,
» i _ : i
tre trow

que & obviamente uma situacdo sem interesse pratico.

Assim, provamos o teorema seguinte:




1¢

TEOREMA 24 Com as hipdteses i) - 1iii) ndo & possivel o valor

acrescentado que ndo & excedente manter-se constan

te, a naoc ser que o salério médio tenda para 0.

Esta conclusdo € interessante porque & uma consequéncia 4,

recta da hipdtese feita na Secgdo 3 relativa a evolucdo do invi
timehto e do emprego. Sem esta hipdtese, nao exiétiria razdo 1
lida para que o valor écrescentado nao se pudesse manter const:
‘te, embora isso viesse a constituir uma situagao estranha: um
crescimento de producao a uma taxa A >0 e um valor acrescentadc

(nao excedente) constante.

4.2 20 Caso: ¥, (t) = Wi

Este e o casé do LM e de todos os modelos GM em que
fji(xj(t),xi(t)) sdo H de grau 1.

Neste caso, & facil de verificar que, se Wi(t) e Li(t) cre
cem a taxas constantes g'e-g,'réspectivamente, entdio teremos de
£er n=0 e m=X (como também poderiamos deduzir da condigao i)
da pagina 100).

Este'resultadq mostra que, com uma tecnologia homogénea, n
& possivel o saldrio médio crescer a uma taxa positiva constant

quando a produtividade e o investimento liquido crescem a taxas

constantes.

Contudo, o caso mais interessante @ o seguinte:




4.3 39 Caso: 'wi(t) =y rooMy > 1
Em geral, a teoria do crescimento admite que o coeficient
capital/produto médio & uma fungdo ndo-decrescente no tempo.Tz
vez a razao para esta hipotese resulte de se constatar o factc
jé acima referido, de que, em muitos periodos o investimento 1
quido cresce mais do que o PIB. Contudo, ndo & possivel conclu
deste facto que o coeficiente capital/produto médio & uma fung
néo-decréscente com o tempo. Na realidade, o investiménto pod
crescer‘indefinidamente a uma taxa superior a do PIB e o COefi
ciente capital/produto continuar é decrescer.
O caso que vamos tratar & o exemplo‘de que & possivel enc
trar um caminho de crescimehto econdmico tal que
a) o. coeficiente capital/producdo decresce
b) a produtividade & uma fungado crescente no tempo
c) o investimento liquido crésce mais rapidamente do

que a produgdo.

Wi(t)Li(t)
De 1) wi(t)==ui Wy >1 podemos escrever
xi(t) , '
W (BL; () K, (8) W, (£)L, (t)
W = %_. +
: xi(t)

xi(F). xi(t)




1(

Esta € uma relagdo litil entre o capital por trabalhador e o sz
lario médio. No Capitulo 6 trataremos esta relacdo em termos

neoclassicos. Por agora, contudo, e suficiente substituir l) €

4) (pag. 104) para obter

, L] (£)W, (t) L (0)W, () L, (£)W, (t) L, (B)W, (t
%, @®)] u: i i +y i i - 1 i + A i i
1 1 x, (£) . X, (t) 1 x, (t) . x, (t)
o-1 __A_t
i (o] (o] - s
= Bo Li (t) /A + Wi(t)Li (t) + Wi(t)Li(t)

‘Por consequéncia

ol A,
i c o . P

Esta equagao & de novo uma equagao de Bernoulli que pode ser

resolvida pelo mesmo processo, obtendo-se

_ i t A, - l-¢ 1 1l .o
1 - Bo ot O 4 o o
L; () = {- I Wi(t) " dt+1L,(0) W, (0)°
Notemos que j& nd@o € necessadrio que lim W, (t) = 0, pois
By
- >0 ja que ;> 1




‘Obtivemos assim um caminho para Li(t) . Coni:udo, terenmos
de verificar se esta solugao garante que
a) 0 < B(t) <1, supondo  R(0) >0
- -2t - ji
b) a,-2cJ <y ()< Ay cho

-~

a) 0<B(t) gl

Introduzindo Li(t) em 2) (pag. 10l) temos

A(l—O)t ‘l-O' 1—0

—

_ o o, o
B(£)=6(0) Ly 0 %W, (&)

1 o=-1

i A l-o 1
o[t 5w (0]

o o o
b l Wi-(t) dt + Li(O) Wi(O)

Suponhamosque-.Wi/(t)ao e %iz: Wi(§)=w<+w

Neste caso, temos

- - - A
]ti-t l-o l-g <ct

A W, (t) _cdt';Wi(O) o 9 AR 1)' Como O - l'<0.-

e W (t) < W,  temos

l-g l-g x(l—o')t
B(t) ¢ g(O)L,(0) w9 7 ©

2o CAT-
S H——+ 1, (0) % W, (0)

' o-1
l-g Lt Bi 1 1
. 1
o . (lli"l)o

. c g
w-i(o)- Y




e .
1-¢ 1l-g
1) B(t) «g(0)L;(0) Cw T -
B i-o : - =g 19"
1.1 o] 1 1 i o A
B W. (0) — —— B, W, (0) -2 ¢
N +{ 109 W, (00 - L4 o
Ay = 1) Ay = 1)

Suponhamos que A 2T (0) 8(0). Como

l-o :
. = Mo _ K, (0)
By= 8K, (0)T(0) B(OIL (0) © - o Azi_.__ 4
64 L, (0)w, (0)

podemos escrever

‘ w,(0) Bt L -
A3T(0) B(0) = —% 0 L; (0) % w, (0) °

' Alu, - 1)

€ O segundo membro de 1) & uma fungdo n3o-decrescente com o

tempo.
" Quando tow temos
. . l-0 1-0 o-1 o-1 g-1
B(t) < B(O)L, (0) 9w O ( T(0) ‘°’> L; (0) ®w, (0) °
"isto é, ,
1-¢ l-g

. ’ . . A ==
B(t) < sm( > <——l’——> o
| T (0) g(0) Wi(O)

Acabamos, assim, de provar o seguinte teorema:

)




TEOREMA 25 se W/(t)3» 0, 1lim W, (t) =W<+o, AyT(0)g(0)

tro
e
l-0 1=
A W c
B (0) <—————————> < ——————) £1, temos
T (0)B (0) Wi(O)
0<B(t)<1

e.o. caminho encontrado para L, (t) é admissivel.

Observacao: Notemos que, para um dado A, o teorema implica que

‘W nao deve ser demasiado grande em relacgao a W, (0). Isto &, os

salarios reais nio dever3o crescer demasiado.

Vamos ver o que sucede quanto i condigao b)

b) A, ch\<wi(t)<A- ic3

i 4 i
] J
Com 1) podemos escrever
- e
i t 5t i — < |
B, 2.7 W, (t) © at+1L,(0)° w, (0)°
u 0 i i i
L, -0
vy (t)=
X, (%)

\

Se Wi(0)<IWi(t)< W <4 como em a), obtemos

=
|
Q
Q

i o A 1 1
Blw. (0) 9. A —_= —_
04 ‘N%G°-Q+yﬂm°wwm°

il (uy-1)0 1

<y (t) <
xi(t)




1]

1—0 . (o]
B%W ’ . L‘z%’ft-l + L (0)_‘1’—w (0)%_
X A ' i i
(u;-1)o ‘
' xi(t)
e
l-g l-g o
i o ' 1 1 i o} A
u. B-W, (0) = = B.W,(0) 9 \-4¢
2) = 04 +<Li(0)° W (0)9 - 01 )z 9
x; (0) A(ui— 1) .A(ui"l)
<€ Y, (k) <
l-o l-o o
My ng o —&1— -al- Blw © —%—t
< -+ | L;(0)° w,(0)7 - Z
%, (0) A(ui-l) Aug-1)

Se suposermos, como em a), que A > T(0)B(0), temos

l-0
O'BJ_

wi(o) 0

2y 1
<L; (0% w, (0)°

3A(ui— i)

€0 primeiro membro de 2) & uma fungdo ndo-crescente com o

tempo. Assim, wi(t)' € maior que o valor dessa fungao para

t=o,

Isto &,




. 1-c ~\¢ o
uy - [ Bgwy(0) © | T(O)B(O)l MLy (0)W, (0)

x, (0) Auy - 1) A x, (0)

o}

5 T(0)B(0)
CEANON| B )

l-g
. W, (0) o -

Por outro lado, se T(0)8(0) <,< i > temos

. : ,A W

-0 - - -

iy o V52 1 1 1
0 - _T(0)B(0) o o e o
—— = . —————————-Li(O) Wi(O) 3 Li(O) Wi(O)
(- 1)A W, (0) :

e o segundo membro de 2) & uma fun¢do ndo-crescente com o

tempo. Entao, com t= 0, temos

L, (0) W, (0) |
x, (0) '

Provamos, assim, o seguinte teorema:

TEOREMA 26 Se W (t)>0, lim W, (t) = W<+e o

tro
RN By
l}(wi(O)) .VO">/ T_(_O.)_B(ﬂ)_ temos
o W e A
by (0) (L";ﬁ“’—)>\<g(t)<wi(o). Se
' o ' o .
b0 <a -2t o “’i(°’<T—(-g)%(-ﬂ>>,Ai-ZCi’f

O caminho para b, (t) & admissivel.




. As condigGes dos Teoremas 25 e 26 podem ser representadas gra-
ficamente: o conjunto R & o conjunto onde as duas condigoes ‘se¢

verificam.

1 A -1
E(0) T(O)B(O))

TN
=
LY
Q
] .
] : -
[

1
1 A o-1

T(0) B (0)
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) Capital e coeficiente capital/produgao

e =1
Como Ki(t) = = Wi(t)Li(t) o coeficiente capital/
ts."L
/produgdo vem -
- v! . . _ . C
1 Ry (0 =127t By t - e .
' ‘ = f 19 W:.L (t) dt+Li(0) Wi(O)o
’ x; (t) 6%, (0) o(u;-1) ‘o0
i Se W, (0) < Wi(t)\< W, temos
<
{ 19 1-o o
i i o 1 1 i. o A
g ‘ K, (t) .= 1 B W — — B W -t
i =2 0 +| Ly (0)° wi(0)°———q—-—z.°
i x; () & x4 (0) A(ui-l) Alu;-1)
l-0
W.(0)\ o
E, se T(0) B(0) \<< = ) como em b) temos
A W
1-0
T
—_— Li (0) W, (0) " . Portanto,
A(u,-1) .
i
. K. (t) wu.-1 L, (0)w. (0) K, (0)
i P! i i _ i . Isto &,
' l-o
. W, (0) (o]
TEOREMA 27  Se 1'>‘< - > > T(01B(0) ci(t) @
o )

limitado superiormente por Ci(O) .
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Um caso interessante & aquele em que Wi(t)==Wi(0)

- d) Wi(t) = wi(o)

Neste caso, temos

1-0 - i-¢.
i o A 1 -1 i o]
- 1 - BLW, (0) - —t —_ © == B.W, (0)
L, (t)= 01 1% + 1,(0)%w,; (0) 7 - 22
Wi(O) Alpg= 1) | Alug- 1)
E podemos escrever
l-g 1o .
L (8) 1 BeW, (0) © = L sl .-
= + | Ly (0) w.(0)" - -
Xi (t) Wi (0)«xi(0) A (ui - 1) | : Y (ui - 1)
, l-0 - l-0y - o
: - i -1 1 i o] A
K;(60) u,-1 |BIw, (0) © = = BW, (0) -ttt
i - i 071 + Li(O)c Wi(O)G - _01 ko
x; (t) 6%, (0) l(ui- 1) Aug- 1)
o - 1=0
' o - —3;— % ByWi(0) ©
Se A>T(0)B(0), isto &, se. Ly (07 W, (0)" > ' ‘ ’

ambas as fungOes sdo decrescentes. Entdo,

L7, (t) 7 (t . L’
L) x (e) L(t)

pelo que o investimento liquido cresce a uma taxa superior a da

producio.

3 : : ’ . :




1]

. Por outro ladb, todos os coeficientes capital/prddug&o sectori
ais sdo fungSes decrescentes, pelo que também o & o coeficient
~global. Aqui temos um exemplo do que foi afirmado na pag. 108

_ Podemos resumir esteg factos no seguinte teorema:

1..‘
T(0)8 (o))
A

TEOREMA 28 Se A>T(0)g(0), Wi(t)=wi(0), B,(O)s(

. e

, N
¥y (0) < Ai-chi, by (0) (_T(__O)_A@_(_m_)%i_ Zcii

entiao o caminho

l=¢
i .\ O At 1
. ‘B~W. (0) Lt = -
L, (t)= 1 04 (z" -1>+Li(0)°- W, (0)
| Wi (0) | Alug- 1) |

€ admissivel e o investimento liquido cresce a uma
taxa superior & da produgdo com um coeficiente
capital/produgéo decréscente. Os valores seguiﬁtes
| verificam-se para t=w.
Kil=) Ei€0) rpi0)g(0) V0 | T(0)8(0)\
= < ) C () =c<o)<~——L—>
X4 (o) . x, (0) A A

Cx (=) % (0) (Tw) s_w)_) ~°

A
Ly () Li(O)v

£ : ) O-

P K7 (=) K7, (0) (T(O)B(O)>

1

A



-
N
k
_J
|
.
|
i
-
|
Sl
|
|
|
&
|
ok
E
|
E
|
|
|
_!
}

119

- T(0)8(0) \°
V(=) =y, (0) ( . )
6(=) = B(0) (T(O)s(o))"“l
A
-0
T(e) = T(0) (.’E.‘.QL@J.QL) . B(=)T() = A
A

Quer B(t) quer T(t) sdo fungoOes crescentes com o

tempb.
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-APENDICE 2

Se T(t)B(t) = A entao T(t) e B (t) sao constantes.

Com efeito, temos

7 (0)2*%8 (£) _

T(£)B (L) = -
T(O)/ B ()2 tae+ 1
0

Integrando ambos os membros, temos

t .
log <T(0>/ 8 (£) 1 at + 1) P M=0
0 .

. |
T(O)./ Bt)z tar+1 = Mt
0

Derivando

7(0)8(t) 2T = azrt

T(0)B(t) = A, ’ B(t) =

T(0) | .
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CAPITULO 6
: Li(t)Wi(t)
A CONDICAO Yy (8) =y E AS FUNGOES NEOCLASSICA!

xi(t)

1. Introducido

O objectivo deste capitulo & analisar a condigdo

W, (B) L, (£)

Vi=Hy
xi(t)
usada no capitulo anterior e avaliar do seu significado em rel:
- @do as hipdteses da teoria neoclissica.
Note-se, contudo, que ndo se trata de introduzir hipoteses
neoclassicas na nossa teoria, porque tal ndo seria possivel.
Apenas tentamos traduzir, em termos neoclassicos, a condigdo it

lada
Li(t)wi(t)

Y. = U,
i i
x, (t)
quando nada mais & conhecido sobre o funcionamento do sistema

economico.
Podemos escrever

K. (t) W, (t)L; (t L. (t)w; (t)
. i ¢ )+ 1 (B)L, (%) - 3 (1w (4 b>1

, kR
x, (£) x, (£) %, (£)

S

K, (t) Y
W, (t) =0, ~— 0, = i 59
i i _ 0 -1
Iﬁ(t) : _ ‘ 1

[ U TG G - USEHGRL Wt
i
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Para cada periodo, supondo a existéncia de fungdo de pro-
- dugao F(K;L):com a maximizagdo do lucro e concorréncia perfeit

temos

3F _ K
L - 97T

W=

onde abandonamos o sImbolo "t" porque supomos que esta relacdo
se verifica em cada perlodo.

Se F(K,L) for H de grau 1, para cada par (K,L) temos

F_ _ OF _ K , _OF
L. oK L oL
L : E _ _oF
' o };;;'{.:t;.- . « ‘ K = L oL
| ‘ L IF
9K
rtant
Po anco _F;_ F
OF _ . L oL
5L - ©
oF
oK
{ 3F 1 oF F
e —_— . =
| (ax o +1> 5L T

E, assim, a anélise pode prosseguir por duas vias:

9F = y(n). X
3L L

onde ¥ (L) & uma funcdo arbitraria de L. Em particular,

a) Estudando as fung6es gue satisfazem -

¥ (L) pode ser constante, mas consideraremos sempre fun-

¢des F(K,L) que‘sejam QH. -
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F 1 (dF \o] 9F _ _F
[ 5% 5 + vy, 5L T com o real
(a= 0, 0,5, 1, 2 vsao os casos de mais facil tratamento)

Contudo, como b) sai de alguma forma do nosso objectivo

;ﬁ:incipal,_ deixaremos esse estudo para o Apéndice 3.

2. Funcoes que verificam —%— = P (L). X
_ , L L
3F _ K - v
Temos AT = P (L) T onde F(X,L) e suposta QH de grau

N dados (M,P), isto &, (ver Apéndice 1)

Integrando em relagdao a L, temos

F(K,L) = IEI(,_L)‘ *RAL+ ¥(K), onde Y¥(K) & uma funcdo

de K arbitriria. Derivando em relagéo a kK, temos
p = %—IF{- = ]3])_(%)_ dL+ ¥7(K). Comparando com p em 1) temos

-(com g= g{—)

P (L) , _ NF-PgL _ N . F _ P ..
2) /——L dL + ¥/ (R) = TR = = 7V (L)

uma vez gue

q= v




.__‘. _ o A P e e e

Substituindo —%—4=/ j%EL dL-i-—q%Kl em 2, obtemos

N Y(L) P _ N ¥Y(KR) /
(1 'E)f“f— Al +4r V() =5 5~ -¥'(K)

e temos uma equagao diferencial em K.
Como Y (L) & apenas fungdo de L e Y(K) apenas fungdo de K,

temos necessariamente

3) @.—-%J/i%él dL+—€%—d«L) = —S0 = constante.

Derivando, vem

Por outro lado, se N#M

Resolvendo para Y (X) temos

N
Y(K) = S KT o+ M S.K, que permite
escrever

N-M _

A P ™
F(K,L) = SlL dL'K4'52K +




1:

| N N
e F(K,L) = 5o S;KL © + 5,K + mo SoK

Obviamente, de 3) Sp=0. Entao,

F(K,L) = N—l_% S, KL Py S K

que & a expressdo geral para as fungdes QH de grau N dados

-

M,P) (M#N) que verificam —%%— = w(L)u%—, onde Y (L) e

necessariamente N-M °

.. T
WL = sL .

Fizemos todas estas dedugdes supondo N# M. Porém, gquando

N=M, temos, de 4)

¥ (K) -
< - ¥7(K) =S

€, por conseguinte,

¥(K) = S,K - S;K log K.

' P
- Por outro lado, y(L) = sl com. —M—Sl= s3, pelo que
[_,111_1(‘1._) ar = S,1log L =-%—5310g L e obtemos

F(K,L) = -”13—831og LK + S,K - §;K log K

isto e,

- L’? . |
F(K,L) = Sylog — K+ S,K

que da a expressdo geral das fungdes QH de grau N dados (M=N,P)

ue verifi
q_e. erificam e MK
P L

wlo
o]

3
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_Provamos; desta forma, o importante teorema seguinte:

TEOREMA 29 De todas as fungdes QH de grau N dados (M,P) as

finicas que verificam —%%— = @-—%— ‘880 aquelas
em que M = N.
oF K

COROLARIO  As {inicas fungdes H que verificam —5— =0 ——

's8o as de grau N=1.

Dem: - £ imediata, pois uma funcdo & H de grau N se e sO

'se & QH de grau N dados (1,1).
Como as fungdes H de grau 1 sdo importantes sob diversos
pontos de vista, estudaremos na prdxima secgao as fungoes

_ L |
F(K,L) = S3log (—K—> ‘K + 5K

2. As funcdes F(XK,L) = 33109(—%%>-K + S4K

Em primeiro lugar, vamos identificar o conjunto onde F(K,]

pode ser definida. Supomos S3,S4> 0
Como
F /L
K~ ~S3tS3log (————K )+ S,
 ap ) 8, - S
-—5-K—>0 se e sO se ‘log(ITz)> 3 4
_ s3

isto &, se e s0O se
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=—>1 ou —_ <1
ou, noutros termos,

F-SK S

S,K S3

A isoquanta vem dada por

_ (L), o
G(K,L) = s31og( L ) K+ 5K -F =0

e
S3-i-
dL, ‘ L
(S4—S3) + log (—K—>S3
' 6. 3°c _ . K
- Por outro lado, como >0, ——— = -83—%5<0,
| ok 312 L
2 ] : . .
d _ v
S - 3 >0 e. —%%—-<0,ypodemos escrever
0KIL L '
3¢ [ 3% aK 3%
5K 7 —)<0
oL 9KoL
2 2 S,
. 3G 3%G dK 8% _ _ "3
Alem dlSSO,—Bf—>0, 8K3L>0' T< 0, BKZ = R <0
‘ : 2 2
. _ 9G 3G dk_ _3°G
pelo que -7 ( KL ' AL T2 >< 0




' S 1og(—-)
do 1-L 3 K/,

. Obviamente, isso também n3o & possivel. Entd3o 1

E podemos concluir que .

G (32G L 8k 2% ) 3G ( 22¢ . dk 3%c >
- p) 2

£=2 o3 -l
de oK aLz dL, 3K3L P) KoL dL 5K
5 =- >0

dL 2

N 1

3K
(1)

- Por outro lado, lim K(L) = 0

Lo

Entdao, a isoquanta tem a forma

=

0

S3

(1) Suponhamos que existia um L=L > 0 tal que K=0. Poderiamos
o _ - L ‘ _ $3log 6%)
| = e} ® ¢ . @ - ——————————
escrever 0 S3log (K) K+ 8,K F=> T
L X

o que & impossivel pois F#0. Suponhamos

+ S4K—f=0 e, que

K agora que existia um K=K >0 tal que L=+°
im R(L)=0 -

¥ -+ &
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Isto significa que existe uma possibilidade limitada de substi
tuigao pois o trabalho & sempre necessdrio a produgdo e nao po

de ser inferior a L* dado por:

L
' F + °4 F-F=0
S, log . I
3 5 S3 83
S3
Isto &, inferior a N S3"'S4
L = F
S3

£ também simples obter a elasticidade de substituigao.

Temos ‘  :
x/
. ( " a (%)
C e
s, (%)
= " -
'(Sé.-S3)+logG<—'->S3. [(s S3)+log(%)53] S5 2d log(—%("—)-}_(-'-

LS4-S3)+ log( S3]

a (%)

it
Q
~~
\N
(]
~——
wn.
w
Q
'—-I
(o]
[Te}
—
L"IN




@ (%)

- LY. K2
d(K/L) _ 23\ T
L
($4—S3)4-1096E953
a(®4)
- e
s;a (%)
a (%4 ) —2
L
(S4—S3)4-log6ias3
(5,-S,) + log(L)s
47°3 Ix/°3
L
S4+log(—I-<—)S3
S
o=1-— - 1 - s34
_F_
K
F
€ como —R—->S3>,O, 05 o<1,

quanto maior for o coeficiente capital/produto tanto mais

rigida se torna a substituicao entre K e L.




APENDICE 3

a
A FAMILIA IaF " +<8F>]8F _ _F

oK C] oK oL L

Neste Apéndice estudamos a familia (i§-+ p“)q = _%_

t

‘para alguns valores de a.

1
(&

l. ‘19 caso: o

Temos

G(F,L,p,q) = (—g——+ P2>q -%= 0

J Formando a equagao

a._ __ dp

Ye 3G ., 3G
5q P37 * 3K

|

dL - _4dp
P 2 - B

5} TP L

ar, 1

e integrando, temos

log L = ; p + P .M

onde M e constante.
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Entdo, p=- —%— 4\/i§4-2 log L - 24 , pois que
- e
8 'i sendo ©0>0, | p>0. Entao;
—-g-f;—-= --—]'é-+\/-i—2-+ 2 AlogL—'ZM
- 0

Integrando em ordem a K, obtemos

( : 1) F(K,L) = --—é—-K +<\/!‘-2- + 2 log L - 2M'>K + Y (L)
. . o
4“}: R N
§ onde V(L) & uma fungado arbitraria. Por outro ladb,
(“8“"' Pz> q= —i— . pelo que
i F/L | | F/L
} 2) g = = 2
; B4 p? 1 vD(m , 1 ., _2VDm
i (2] - ) + ) + —7' + D(L) ——-@——-
| 0 0
onde |
D(L)=%+2109L-2M
: ©
o F/L
E q = ‘ _
C | b - ——Vh@m

Derivando l)' em ordem a L, temos

s e T et o

K
q = ———— +y7(L)

VD(L) -L
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-Se compararmos com 2), temos

K | | F/L

—_— L) =
VD(L) ‘L D(L) - %\/D(L)
. e, usando 1)
. Vo X 4 L)
‘ K | "'e_ -+ VD@ o+ 4
+ L) =

D(L) - .
—K-[ -—J—'-+—3'—-\/D(L)] = ’(L)[—l- vD(L) - D(L)] + Y (L)
L /D-_(L-.)- o) 0 v . &) ‘ » L
Entao

V@) L oyan [—(19— D(L) - D(L)] =

integrando'esta equagdo, obtemos

IP(‘L)=' M P

/ 1 | darL
L[D(L)- \/D(_L)]

) . 1
Vamos calcular aL .

- T | tfow -Lvom]
) .

Vem

aL

| | 1 1 1
/ [D(L) -—\/D—(L_l /L 'D (L) [\/W ——é—

e e e b e e e+ e e




Como : - : - ‘
/
Voo -2 ]2l
b © 2y/D (L) LV D (L)
escrever
| 1 -u’
/. - ;) dL = f——— dL onde
LD (L) [\/D(L) -——] - u
®
uw =VD (@) - —;—- . Entdo,
1
log ,\/.D(L) - ——-' M
V(L) =M1 Ol=w vbEy - -é—l—

e, finalmente

M

F(K,L) = -%K + VD@ K + M;VD(L) - —e—l—
F(X,L) =(\/D(L) ---é—) (K+Ml)
com : |
D(L) = % + 2 log L - 2M
C]
2. 29 caso: a=1

Como -em 1. formamos a equagdo

13/

podemos
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G =<——-+ l> pqg - —%— = 0. Entao,
d
]':J =—_d'L e .._d_'L_=<%+ l>dp
T L
¢] L
OF -log L - M
logL=(—=—+ 1) p + M e “g_P=
oK 1
—9—+ 1l
Integrando em ordem a K
log L - M
1) F(X,L) = .K + ¥(L)
1
——e—'l' 1

Por outro lado,

logL -M K . (L)
) L

A 1,7 %
= )
q— =
1 1 log L - M
<e+l)p <O+l>
(l. + l)
e
logL - M X Y (L)
1, L L
5
q:
log L - M

Derivando 1) em ordem a L e comparando com esta expressao,

vem

| | | |
e
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1 1
T R Ede AR T— cE 4 . wI('L)
=+ 1 — + 1 log L - M
e . 0 . )
| pelo que
| Y ALy 1
Y (L) L (log L - M)
e v
1
/,L(logL—M) dL
V(L) = Mll =
log|log L = M|
=M1 = M;(log L - M)

e, finalmente

F(K,L) = logL - M ., M; (log L - M)

F(K,L)

1
-e-—+l

(log L - M) <i9 'K+Ml>

+0

3. 39 caso: o

= 0.5

Seguindo o mesmo método, com

dL o - dp




J
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log L = —é p + 2p0'5+M
e, com pp's—-Z
- —%— Z2 + 22 + M =~-1logL =20

C] C]
Z =
.2
-
p=z2-_1l+D@ - 2VD(D) onde
1 -
02
| 1
D(L) = 1 --§—M +-§-1og L

'“Integrando em ordem a K, vem

1

g2

Por outro lado,

| F
17 /Los -
".E_+ .
9 p

1 +D( - 2VDm LK, (L)

I Tt TL
=‘ 92 :
1 +D(L) - 2VD(L) + -1 +VD(L)

6 0




1+0( -2VD@w . x o YD)
- 1/4 L oL

D(L) - VvD(L)

Derivando 1) em ordem a L e comparando, temos

A ' 2
&L .k - -K +yL) =
o2 2 VD (L) oL
YR
~ 0

1l +D(L) - 2VD(L) LK v()
1 L oL
= © ‘
D(L) ~-VD(L)
e
Y (B) - V1) =0
eL._[D(L) - \/D(L)] '
pelo que | 1 -
e / ' dL
oL [p (1) - VD (@]
YL) = M2

Vamos calcular 1'

/ - ~dL , . Temos
T en[ b -vow]
1 ‘ 1
dar= ' ~ dL

o[ pwy-voml ‘ervdb@m [Vom -1l

13
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1

Como ' [\/D(L)-ll/-= temos
26L VD (L)
1 1
aL = 2 aL =
oL p(L) -V D(L) ] 2eL VD(L) [ VD(L) -1]

= 2 log-lml.—)-ll

Entao,

v =n | vem-1]’

v 2
F(K,L) = =+ D(L) - 2VD(L) K+ M [\/D(L) - 1]
l .
o2

PR, = |VDWD) -1 ]z(ezx imy)

com

D(L) 1 - 1 M+ 3 log L
© ' ¢]

Podemos resumir estes resultados no quadro seguinte:

|

}

| » |
| | '
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o F(KIL)

0.5 | F(X,L) =(\/D(L) -l>2<@2K+Ml>

1 1
D(L)= 1 —-é—vM+—e-log L

' _ 9
1 | F(X,L) —(log L-M)(mru Ml>

2 F(K,L) =(VD(L) —-é—)(K+M1)

D (L) =—é—,_+ 2log L - 2M

£ ficil de verificar que, de todas estas fungoes,

apenas

F(K,L) = (log L_M)(—i_?-? K+Ml.)

pode verificar

3F __ , K

3L T, =0 e

quandq Ml

Mais geralmente, & possivel provar o seguinte teorema:

!
|
|
i
) . .
g .
i - . . .
} ) . .
. ) )
g . ) —




.
¢
i
i
i
|
!
g
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TEOREMA 30 De toda a famIlia (Bp+ Pa)CF"{—' » as lnicas

. : K -
fungoes que verificam | gg =0-3~ sao a§

‘que se obtém com a=0 e a=1,

Dem: A expressdo geral para as fungdes que veri-

3F _ . K

& | F(K,L) = 6K log L + ¥(K)

Derivando em ordem a K e formando a equagao

(8p + p%) = —F~, temos
{-Belog L+BY¥ “(K) +[01og L+\P’(K)]°‘}@-§- =0 -I-L<-‘1°9 L + —3~— \PI(,K)

662 log LK +1{BY¥“(K) +[elog L+\P’(k)]a}@K = 0K log L + ¥(K)

'Esta & uma equacgdo diferencial em ¥(XK) cuja solugao depende

de L (que seria uma contradigdo) a nao ser que o.=0 e

B = "é—' ou a=1l e 92'(1 fﬁ) =9,. isto e 9 = —T%—B——

g.e.d.

No Capitulo 6 estuddmos um caso de o =0, quando F(X,L)
era H de grau 1.
E interessante estudar agora um caso de o =0 quando

F(K,L) é ndo-homogénea.




4. O caso a=0. Estudo da familia (Y + Bp)q==—%—

Esta familia & importante porque a egquagdo

(Y +Bp)g= -—E——

pode ser posta na forma:

1

Y fp

F

que generaliza a fungdo de elasticidade constante. Como ndo

- & possivel resolvé-la explicitamente, vamos tentar uma solu-

¢do geral
F(K}L)‘= w(log‘L)'f(K)
Derivando em érdem a ; e K, temos
[ v+ swt»logr;)‘?/(x)] %'%— Y (K) = _"'éz)_ ¥ (K)

onde Y = log L

[r+ vy m] S = v

Esta & umavequagao diferencial em ¥ (y) cuja solucdo depende
de K (o que seria contraditorio) a nao ser que W/(k)=constanteﬂ
ou R=0. Entdo, com R#0, temos V¥ (K) = COK + Cl

e a equagao fica

[y + ecqrin ] S = vy
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ay

'Y——_

dy

' av
1 Bco—-——dy
que & uma equagdo de Lagrange. Para resolvé-la, consideremos

dy _
dy = P.

Com Z Y(y), temos

YP
1 —BCOP
Derivando em ordem a Y

dap dp

YTY-— (1 -BCyP) + Bco—d—i’—YP
P =
(1 - 8CyP) 2
e
Y ap
P = . dy
(1 - SCOP)“
ou
Y
dy
dp 2
P (1 - BCyP)
Integrando em ordem a P da
P Y
Yy =Y log + + M

1l - BCOP 1l - BCOP
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. (y)
Y+B colb (y)

podemos escrever

v(y)
1 Y +BC Y (¥) . Y
Yy = og. + M
T Cov (¥)
. 1 - BC V(y) _ 1 - B ow
: Y+8C, ¥ly) Y+ B Co¥(y)
y =Y log 4y 4pc y(y) +
_ Ty
Como Y (y) = ¢(log L) = ’
C0K+ Cl
~ temos
, F BC,F
logL = Y log +Y + — + M
o v (Cok+Cq) ~ CoR+Cy

e temos a solugdo obtida duma.. forma implicita
G(F’K’L) = 0
Podemos calcular

o

K e CE S/
F

+ | F_ _

SF - (CoK+C,)F

7 = (YCoR +YCp + BCyF)L




o e A

o %  BCF

-y 5
, . CLK+C (C.K+C,)
| 3F _ _ 0 1 0 1 _ COF .
oK -
oy BC0 COK+Cl
F
e
oF - COK + Cl
L
YCoK + YCy + BcOF
2. ) . .
; ) F_ COK
! . : COK + Cl
J o - F(K,L) nao Verifica _QE_.;Q_QE_ a =0 C, =
| ' 3L = I, & nao ser que Y= e l-—O,
| como o caso ja visto na padina 140. Com efeito, tem-se
C .
- (00 2)e
_oF_ _ (Cok+Cy)F _ ‘ . K
oL - L
- (YCpK + Ygl + BCyF) L ( YCoK+ BCyF +C,)
Conclusao

kkkdkkikkx
- Deste apéndice podemos concluir que as fungdes que verificam
dF F ~ : P .
=0 sao casos muito especiais de certas familias mais

oL L
gerais onde se integram. E possivel encontrar fun¢des que sa-

tisfazem condigdoes mais gerais ,

[ . .
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(—L+pa)q=—§-— éom o# 0

o (Y+Bp)g =~ com Y#1

mas essas, em geral ndo verificam

3F __ F
oL =0 L

Por outro lado, demos um exemplo de dbtengao de uma fun-

PR

- ¢d3o de producdo. de uma forma implicita. Contudo, deveri notar-

-se que algumas das fungdes que obtivemos ndo satisfazem cer-

i et s

: . a e~ - o
tas condigoes de 2" ordem que em geral se impdem ds funcgdes de

L : produgao e que permitem, por exemplo, calcular a maximizag¢ao do

lucro.




I
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carpliTULO 7

UM EXEMPLO DE APLICAGAO EMPIRICA

1. Problemas da aplicacao empirica

Quando se pretende aplicar um modelo como o GM a uma eco

nomia determinada, dois tipos de dificuldade podem surgir:

- se se tratar de uma pequena economia .aberta, ja nao
€ valida uma das hipoteses basicas que fizemos ao lon
go de todo o trabalho: que ndo existia comércio exter
no

- se ndo existirem Indices de pregos para a produgao e
fornecimentos intersectoriais nao poderemos reduzir -
todos os valores a pregos base de um determinado ano, .
hipotese que também foi considerada em todo o trabalho.
Este aspecto € particularmente importante gquando esta
em causa a analise de,uma-evblugéo temporal da econo-

mia.

Uma possibilidade de.ultrapassar a”primeira dificuldade se
ria a de considerar, em vez do modelo
Xiq = fij (xi,xj),
o modelo

xij = fij (xi+ mi ,xj)

onde m, representaria a importagao de produtos do sector i. Par

ndo se introduzirem n varidveis m; adicionais poder-se-ia consi
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.. derar m, = aikxi + mi) com a, constanteentre 0 e 1, o que permitiri

-manter a especificagdo

. * :
xij = fij (xilxj)l

embora 3 custa de uma limitagdo: a ndo introdugdo de subsﬁitug
.qgovde importagdes em relagdo d produgao total de cada sector.
Este ﬁltimo'aspedto, quando se analisa o caso portuguds, & su-
ficientemente importante para obstar d aplicagdo de uma tal es

pecificagab.

2. Uma aplicacao empirica a4 economia portuguesa

Para esta aplicagaé, que se trata de uma mera ilustragéao,
vamos considerar apenas um sector fornecedor: o da electrici-~
dade, gas e agua que, até recentemente, ndo apresentou niveis
significativos de importagdo. Consideraremos, além disso, 14

sectores utilizadores, de acordo com a seguinte lista:

Sector 1l: Agricultura e silvicultura

.."  2: Pesca e conservas |
":  3: Extractivas

" . 4: Alimentacgdo
" 5: Bebidas e tabéco
" 6: Téxtéis, vestuario e calgado
" 7: Madeira, coftigaAe mobiliario

" 8: Papel e'tipografia

" - 9: Quimicas e derivados do petrdleo
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~coisa acerca das fungdes, supostas existentes, x,.= fij(xi,x.)

14¢

Sector 10: Minerais n3o metalicos
" - 11l: Metaltirgicas de base
" 12: Produtos metalicos
" 13: Maquinas e material eléctrico

" 14: Material de transporte

O nosso objectivo vai ser o de tentar adiantar alguma
1] J
em que o sector i serd sempre o sector da electricidade, gas e
agua e j variara de 1 a 14.
Os dados de base a utilizar constam das matrizes de rela-

(1) e 1974, a pregos

¢Oes interindustriais (GEBEI), para 1964
no produtor. A evolugdo corresponderia, pois, ao periodo
1964-74. |

Levanta-se agora o segundo problema considerado em 1.,
isto &, a forma de reduzir todos os pregos a mesma base, nes-
te caso, os pregos de 1974 a pregos de 1964. Infelizmente,
esta dificuldade & inultrapassdvel gquando se pretenda uma ahé
lise rigorosa, uma vez que nio. existem séries de indices de
pregos da produgao para todos os sectores considerados. Para
obter uma aproximagao utilizaremos, para deflactores da pro-

dugao, os indices de pregos do VAB de cada sector, tal como fo

ram calculados pelo INE (Contas Nacionais). Faremos, também,

(1) - O GEBEI obteve, para 1964, a matriz a pregos do produtor

com base na matriz a pregos do utilizador do INII.




a hipdotese de que os def}accionadores dos fornecimentos xij
sao iguais, qualquer que seja o sector utilizador j.

A analise serd prosseguida utilizando o conceito de elas
ticidade de substituigdo introduzido no Capvitulo 2, pag. 36.

‘Conforme se viu, definimos

0., = em que a,.

_ fi.(xi,x.)
coeficiente técnico e bij = L) J e o0 coeficiente da
X.
i

o’

procura.
; : Como vimos.também (pag.36 ) gquando fij apresenta rendime:
tos constantes 3 escala tem-se. Gij'<0. Faremos a hipotese,

nesta exemplificagao, que sempre que oij for negativa, ha boa

! razdes para crer que as fungdes fij apresentem rendimentos
‘constantes a escala (o que, obviamente, a teoria nao garante,

uma vez que oij pode ser négativa sem que fij apresente ren-

dimentos constantes).

No caso de ser Oij>'0, distinguiremos ainda duas situa-

coes
a ..>0 e da,.>0
) dle 15
Neste caso, existem rendimentos decrescentes. Com efeito,
teriamos aqui que os fornecimentos do sector i ao sector j cre:
4 ceriam a uma taxa instantanea superior quer a de X; quer a de :

o0 que significa que existem rendimentos decrescentes.
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b) dbij< 0 e daij< 0
" Por razdes inversas das anteriores temos, neste caso, ren

- dimentos crescentes.

Na situacgdo presente nido temos, obviamente, um acréscimo

. . _ - - 74_ 64
infin1tes1mal, mas sim acrescimos Aaij— aij aij . e |
Abi.= bi;4 - big4. Continuaremos, porém, a admitir que se

mantém validos os raciocInios anteriores mesmo para estes acrés
cimos.

‘Com estas prevengdes calcularam-se os‘valores de oij pa-
ra o periodo 1964 e 1974, que constam do Quadro 1. Deste qua-

dro podemos extrair as seguintes conclusoes:

- & posstvel que os fornecimentos aos sectores agricultu-
ra, extractivés, alimentares, téxteis, madeira, quimicas
minerais ndo metidlicos e.metallrgicas delbase apresentem
rendimentos constantes;

- os fornecimentos aos. sectores maquinas e material eléc-
trico e material de transporte apresentam rendimentos:

crescentes;

- os restantes sectores apresentam rendimentos decrescen-
tes.
N3o deixa de ser interessante apontar o grande valor abso-

luto da elasticidade correspondente ao sector'agricola (29,5),

'O que é provavelmente consequéncia da aleatoriedade da produgao

do sector, extremamente dependente das condigdes climatéricas.




Coeficiente - Coeficiente - Coeficiente Coeficiente o

Sectores técnico . 1964 técnico 1974 de procura 1964 de procura 1974 : S

pregos correntes pregos de 1964 pregos correntes pregos de 1964 %13 g

. - -O

.

. | , - |

1 0,0009 | 0,0023 0,0057 : 0,0054 -29,5 q

2 0,0009 = 0,0098 | 10,0012 | 0,0027 7,91 2

3 0,0237 0,0288 : 0,0088 . 0,0054 ~0,56 §

4 0,0073 o . 0,0096 0,0505 ~0,0300 -0,78 &

5 0,0074 10,0099 . 0,0043 ‘ 0,0055 1,21 g

6 0,0135 ~0,0174 ' 0,0791 : 0,0763 -8,16 ot

7 10,0113 | ~ 0,0295 . 10,0236 ﬂ 0,0212 -15,79 .|

8 0,0124 10,0511 0,0142 | "~ 0,0529 1,15 | B
9 0,0321 . 0,0334 ‘ 0,0967 0,0704 - -0,15 | 8

10 - 0,0547 . 0,0617 0,0612 0,0462 -0,52 | H

11 10,0281 | '0,0443 ~0,0307 ©0,0222 -2,08 | &

12 0,0112 ‘ . 0,0328 . 0,0150 ‘ 0,0201 5,67 o

13 10,0086 0,0083 0,0106 0,0102 0,92

14 0,0060 . - 0,0044 0,0101 - 0,0095 4,49 .
(8]
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3. Uma especificacdo de rendimentos constantes

Identificamos 8 sectores onde & possivel admitir a exis-

téncia de rendimentos constantes para a fungao fij(xi,xj). Pa

- ra eles pode tentar-se estimar esta funcdo com uma especifica

~gao simples a satisfazer as\cdndigBes,do GM. Consideremos a

seguinte especificagdo:

, ' . X .
: ij i ij i
x,.= £ .(x X.) = C 1 - ————— + C ————. %.
ij ij ' mivy [ 0 ( o ) 1l ] j
. - xi+xj xi+xj

‘n

De acbrdo cdh a apresentagao do GM (pag. 63) tem-se

Xy 1 ‘ xi
g..(x.,x.) = = =g, . ( ) e £.. &,
i3 ity X. - 7ij . ij
xi*’xj 1+ 3 X
X3

~ pois, homogénea de grau 1.

A fungao pode apresentar-se, mais compactamente, da seguir

te forma:

ij ij _2
cl, xin-+C0 xj

*13 = Tiy(xiexg) = e

Quando se conhecem os valores. X, ., x; e xj para dois

1]
periodos @ possivel, em geral, estimar Céj e Cij.' Vem,

neste caso,




. . a2
ij 0 _0 ij _o
x"o _ Cl Xy x:l + C0 gj
i3 0, .0
xi+xj
A3 L1 13 _12
_ 1 Cl Xy xs + C0 X5
X,. = J J donde
= 1.1
N : Xy +xj
0,0, 1, .1 1 1.1, 0,0, 0
oii . XX X3 (xi + x5 ) - XyX X g (xi + x5 )
0 2
0,.0.1 0.1.1
xj(xixj - xjxixj)
1 1
X, X’
se x?x% # x0x 1 isto &, se J = =
13 e 0 0
: S X X,
j i
e
- 0,0 0.0 0
cij _ xij x; + %55 xj _ Cij X2
o xoxq ' X, '
i™j !
Podemos calcular para os diferentes sectores os valores
14 . . .
de COJ e Cij, uma vez gue conhecemos xij’ x; e xj para

1964 e 1974. Calculando, por exemplo, para os sectores das

transformadoras que possivelmente apresentam rendimentos cons

tantes, obtemos o Quadro 2.




QUADRO 2

13 i3]
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—— M b e e

Coeficientes C0 e Cl estimados
Coeficiente | Coeficiente | Coeficiente | Coeficien
Sectores . . i3
: cgj clJ real 1964 | real 197
Alimentagao 0,0048 0,0247 0,0073 0,0096
Téexteis 0,0008 0,0881 0,0135 0,0174
Madeira -0,0115 0,0590 00,0113 0,0295
Quimicas 0,0279 0,0449 0;0321 0,0334
Minerais nao meta- 0,0218 0,0917 0,0547 00,0617
licos :
Metalirgicas de -0,0071 0,0664 0,0281 0,0443

base
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Da analise deste quadro concluimos que apenas oOs secto-
res da madeira e das metalﬁrgicas de base apresentam limites
inferiores para ng gque sdo negativos e portanto nao signi-
ficativos. Poder—se;ia postular, para estes dois sectores,
que ng==0, o0 que seria estranho pois nd3o & crivel que qual-
quer dos sectores possa dispensar o consumo de energia eléct;
ca. Sera talvez preferivel admitir que o forte aumento dos

coeficientes técnicos registado nestes sectores ndo pode ser

adequadamente descrito por uma funcdo como a que foi utilizad:




