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Um modelo é para ser usado, nao é para acreditarmos nele.
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Tem é de ser uma caricatura suficientemente boa,

para a reconhecermos sob aqueles tracos simplificados.
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Resumo

Este projeto para a Associagao Nacional das Farmacias (ANF) constitui a minha Tese
de Mestrado em Matemaéatica Aplicada & Economia e Gestao na Faculdade de Ciéncias da
Universidade de Lisboa.

E um caso real de aplicacio de Regressao linear multipla que tem como principal objetivo
identificar as caracteristicas de cada farmécia que possam estar associadas a prestacao de
alguns servicos farmacéuticos, ilustrando assim a aplicabilidade dos modelos de regressao
linear através de estudos elaborados com base em dados reais.

Os dados utilizados foram fornecidos pela ANF, com informacao sobre algumas carac-
teristicas das farmacias e de alguns dos servigos prestados pelas mesmas, mantendo no
entanto confidencial a identificagdo da farmécia.

Primeiramente comecou-se por fazer uma andlise preliminar, organizar e validar a base
de dados com a informacao relativa as caracteristicas de cada farmaécia e servicos farma-
céuticos prestados. Foram utilizados modelos lineares, tabelas de contingéncia e outras
metodologias estatisticas no sentido de perceber a influéncia de cada caracteristica da

farmécia na oferta de alguns servigcos mais comuns, bem como no volume de servigos total.

Palavras-chave: Analise de Regressao, Regressao Linear Miltipla, Anélise de Vari-

ancia, Anélise de Covariancia.
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Abstract

This project for the National Association of Pharmacies (ANF) is my master’s thesis
in Mathematics Applied to Economics and Management at the Faculty of Science, Uni-
versity of Lisbon.

It is a real case of multiple linear regression application that aims to identify the characte-
ristics of each pharmacy that may be associated with some pharmaceutical services, and
is also a form of illustrating the applicability of linear regression models through elaborate
studies based on real data.

The data were provided by ANF, with information on some characteristics of pharmacies
and some of the services provided by them, while maintaining confidential the identity of
the pharmacy.

We started by making a preliminary analysis, organize and validate the database. Linear
models, contingency tables and other statistical methodologies were used in order to un-
derstand the influence of each characteristic in providing some common services as well

as the total volume of services .

Keywords: Multiple Linear Regression, Regression Analysis, Analysis of Variance,

Covariance Analysis.
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Lista de acréonimos e abreviaturas

ANF: Associagao Nacional das Farméacias

EMC(): Estimadores dos minimos quadrados

G.M.: Gauss-Markov
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RLM: Regressao linear multipla

ANOVA: Anélise de variancia (ANalysis Of VAriance)
ANCOVA: Analise de covariancia (ANalysis Of COVAriance)
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Capitulo 1

Introducao

Ao longo dos ultimos vinte anos, as farmacias portuguesas investiram na moderniza-
cao dos espacos fisicos, na formacao continua e em intervencgoes profissionais estruturadas,
acumulando conhecimento e experiéncia com impacte positivo para a populacao em ini-
ciativas como a medi¢ao da pressao arterial e da glicemia nas farmacias, programas de
reducao de riscos para a satude ptublica como a recolha de seringas usadas, de protecao
ambiental e reducao de desperdicios como a recolha de medicamentos fora do prazo de
validade para incineragao, além de inimeras campanhas de promocao da saide e preven-
cao da doenca.

Para além da dispensa de medicamentos, a oferta de servicos farmacéuticos nas farmécias
portuguesas, de acordo com as necessidades dos doentes, serve para contribuir para o uso
seguro do medicamento, para a obtencao do beneficio terapéutico pretendido e diminuicao
do seu desperdicio.

Os Servicos Essenciais sao servicos de intervencao farmacéutica que englobam todos os ser-
vigos prestados por farmacéuticos ou técnicos sob supervisao do farmacéutico, de forma
sistematica, durante o ato de dispensa ou atendimento regular. Estes servicos podem
distribuir-se segundo dois niveis de intervencao profissional: dispensa de medicamentos
e de outros produtos de saide e, determinacao de parametros na farmécia e intervencao
farmacéutica (Servigos Checksaude).

O objetivo do primeiro nivel de intervencao profissional é assegurar que, no ato da dispensa
orientada de medicamentos e/ou produtos de satide, o doente adquire toda a informagao
que necessita para utilizar o produto com seguranca e obter o beneficio terapéutico ade-
quado.

Um servico Checksatide consiste na determinagao de pardmetros, como por exemplo o
IMC, a pressao arterial, glicemia, colesterol total, triglicerideos entre outros. Estes pa-

rametros servem de indicador para a intervencao profissional na farmacia, em particular
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junto dos doentes no intervalo entre consultas médicas e nao substituem as determinacoes
analiticas laboratoriais. A disponibilizacao de um servico de determinacao de parametros
mediada por um profissional habilitado, a identificacdo de individuos nao medicados com
perfil de risco suspeito e a vigilancia periodica de doentes (medicados e nao medicados)
sao alguns dos objetivos na oferta destes servicos.

Neste trabalho pretendemos analisar uma base de dados fornecida pela Associacao Naci-
onal de Farmaécias, com informacao acerca de 14 caracteristicas de uma amostra de 2152
farméacias nacionais (Portugal continental e ilhas). O levantamento dos dados foi efetuado
pela equipa de apoio aos associados da ANF, através das visitas regulares que efectuam
junto das farmacias associadas.

O namero total de farméacias em Portugal é, segundo informagao recolhida no final de
2014, igual a 2919, das quais, 2767 sao associadas da ANF. Foi contabilizado um total de
2423 farmécias que enviaram informacao comercial, isto é, que estabeleceram comunica-
¢ao informética, com ou sem venda de servicos, sendo que apenas as 2152 farmacias que
efectivamente considerdmos, tém registo de venda de servicos. Desta forma, a base de
dados que vamos analisar representa cerca de 75% da populacao de farmécias nacionais.
O objetivo principal do estudo é o de perceber a influéncia de cada caracteristica da far-
maécia na oferta de alguns servigos mais comuns, bem como no volume de servicos total.
Com o intuito de atingir o objetivo enunciado, comecaremos por abordar a teoria da
andlise de regressao, procurando clarificar este conceito, e aprofundar contetidos teoricos
com interesse para a fundamentacao da metodologia adotada no nosso estudo para que,
posteriormente fagamos a aplicacao desta metodologia estatistica ao problema em estudo.
Por fim, serdao apontadas as conclusdes mais pertinentes do estudo, bem como algumas
sugestoes que se considerem adequadas.

Foram considerados nesta anélise quatro servicos farmacéuticos: CheckSatide Colesterol
total, CheckSatde Glicemia, CheckSatude Pressao arterial e um tultimo servico, que de-
signamos por "Administragao de Injectaveis" e que engloba servicos de administracao de
vacinas e outros medicamentos.

Relativamente as catorze variaveis categoricas a considerar, seis sao nominais e o0ito sao
ordinais.

As variaveis categoricas nominais sao: Acessibilidade, Instalagoes, Localizacao, Meio en-
volvente, Meio onde se insere e Tipo de utentes.

No que diz respeito a variaveis ordinais temos a Area, Dimensdo, Poder de compra dos
utentes, Ter ou nao gabinete especializado, Proximidade ao centro de satde, Ntimeros de
montras, Quadro farmacéutico e Quadro pessoal da farmécia.

Estas catorze caracteristicas subdividem-se em pelo menos trés categorias conforme po-

demos constatar na tabela imediatamente abaixo.



Acessibilidade
a

farmécia

Acesso pedonal

Facil estacionamento

Interface de transportes publicos

Passeios

Area de atendimento

Grande (> 40 m?)

ao Meédia (20-40 m?)
piiblico Pequena (< 20 m?)
Dimensoes Grande (> 100 m?)
da Meédia (85-100 m?)
Farmécia Pequena (< 85 m?)

Instalacoes da Farméacia

Antigas; Modernas; Regulares

Localizacao Centro Comercial
da Praga grande / avenida
Farmacia Praceta
Rua
Meio envolvente Escritorios / Servigos
da Misto
Farmacia Residencial
Meio Rural
onde a Farmécia Semi-urbano
se Urbano
insere Zona balnear
Nimero de montras 0; 1; 2; >2
Utentes De passagem
da Misto
Farmacia Residentes na area

Poder de compra dos utentes

Baixo; Médio; Elevado

Possui gabinete
(sala fechada)

de atendimento especializado?

Nao
Sim (mais de 7 m?)

Sim (menos de 7 m?)

Proximidade
a0
Centro de Saude / Hospital

Muito proxima
Relativamente préxima

Distante

Quadro de Pessoal 1-3
da 4-6
Farmécia 6-10
(incluindo o Director-Técnico) | > 10
Quadro farmacéutico da Farmacia | 1; 2; 3; 4; >4
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Capitulo 2

Regressao

2.1 Um pouco de histéria

A origem do termo "regressao" remonta a Francis Galton (1822-1911), que o empregou
pela primeira vez no final do século XIX, num estudo sobre a relacao entre a altura dos
pais e dos filhos.

Apesar de haver uma tendéncia para os pais altos terem filhos altos e os pais baixos terem
filhos baixos, o cientista inglés observou que filhos de pais muito altos, em média, nao
eram tao altos quanto os seus pais, e que filhos de pais muito baixos, em média, ndo eram
tao baixos quanto os seus pais. Foi a partir dessas observacoes que o primo de Charles
Darwin concluiu que a altura dos filhos tendia para a média (u) da espécie e, a cada
geracao, demonstrou que a altura dos filhos nao tende a refletir a altura dos pais, mas
sim a regredir para a altura média da populagao.

A lei de regressao universal de Galton ¢ mais tarde confirmada por um dos seus seguidores,
Karl Pearson, quando depois de recolher mais de mil registos das alturas de individuos
pertencentes a grupos de familias altas e de famfilias baixas, notou que tanto os filhos de
pais altos como os de pais baixos "regrediram" em direcao a altura média da populagao
e por isso a lei foi chamada de "regressao para a média".

Apesar de no contexto atual, este termo ter muito pouco a ver com essas origens, a de-

nominagao permaneceu e por questoes historicas o termo é utilizado até hoje.
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2.2 Analise de Regressao

Na maior parte dos estudos estatisticos existe a necessidade de estabelecer relacoes
entre as variaveis para que seja possivel prever uma ou mais variaveis em termos das ou-
tras. Esta necessidade resulta do facto de precisarmos de recolher todas as informacoes e
dados possiveis sobre um determinado fenémeno que temos como objetivo estudar, para
que possamos analisé-los e obter conclusdes e, na maior parte das situagoes a recolha de
dados de toda uma populacao nao é possivel pois além de ser um procedimento moroso é
também muito dispendioso.

E assim que surge a Analise de Regressdo, que permite, ao ajustar algum tipo de fun-
cao matematica usando os dados recolhidos, modelar o comportamento dos dados de que
nao dispomos. Esta poderosa ferramenta é um dos métodos mais populares da analise
estatistica, com aplicacdes em praticamente todas as areas onde a Estatistica tem alguma
utilidade. Na verdade, mais do que um método estatistico, a analise de regressao pode ser
vista como um conjunto de métodos estatisticos que inclui estimacao, testes de hipoteses
e previsao.

A analise de regressao linear estuda a relacdo entre uma variavel, a varidvel dependente
ou variavel resposta e uma ou varias variaveis que designamos por independentes ou expli-
cativas. Esta relacao representa-se por meio de um modelo mateméatico, isto é, por uma
equagao que associa a variavel dependente com as variaveis independentes.

Designamos por modelo de regressao linear simples o modelo onde consideramos uma
relacao linear entre a variavel dependente e uma variavel independente. Se em vez de
uma, forem incorporadas varias variaveis independentes, o modelo passa a denominar-se

modelo de regressao linear multipla.

2.3 Modelacao estatistica

Ja vimos que quando temos como objetivo o estudo de um fenémeno, necessitamos de
construir um modelo matematico que relacione uma ou mais variaveis resposta a um con-
junto de varidveis preditoras. No entanto, devemos encarar a modelacao estatistica como
um processo onde vamos tendo em conta modelos alternativos que vao sendo ajustados,
afinados e até mesmo substituidos por outros até encontrarmos o modelo adequado.

Os objetivos de uma modelacao podem ser muitos. Predicao, estimacao e inferéncia sao
alguns exemplos.
A Predicao é possivelmente a aplicacao mais comum dos modelos de regressao. Fazer pre-

digao é utilizar o modelo disponivel para produzir informacgao sobre a média da resposta,
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para determinados valores das varidveis preditoras, incluindo valores que nao fizeram
parte do estudo mas pertencem ao intervalo estudado. E assim que sdo feitos estudos
para predizer as vendas futuras de um produto em funcao do seu precgo, a perda de peso
de uma pessoa como consequéncia do numero de dias que se submete a uma determinada
dieta, a despesa de uma familia com médico e remédios em fun¢ao da renda, a producao
de uma determinada cultura em funcao da quantidade de nutriente aplicada no solo, en-
tre muitos outros. O ideal seria que pudéssemos predizer uma quantidade exatamente em
termos de outra, mas isso raramente é possivel de modo que na maioria dos casos devemos
contentar-nos com a predicao de médias, ou valores esperados. (intervalo de previsio)
Em geral, o ajustamento de um modelo de regressao tem por objetivo, além da estimacao
dos parametros, a realizacao de inferéncias sobre eles, tais como, testes de hipdteses e
intervalos de confianca. Dado um modelo e um conjunto de dados referente as variaveis
resposta e preditoras, estimar parametros ou ajustar um modelo aos dados significa obter
valores ou estimativas para os parametros, por algum processo, tendo por base o modelo e
os dados observados. Enquanto a predi¢ao diz respeito ao uso do modelo como um todo,
muitas vezes o interesse pode estar nos valores dos parametros em si. E ai que entra a
inferéncia sobre os parametros.

Pode também haver um objetivo de melhor compreensao qualitativa do fenémeno que
estd a ser modelado e/ou da influéncia que as variaveis preditoras possam ter sobre a
variavel resposta. Frequentemente, nao se tem idéia de quais sao as variaveis que afetam
significativamente a variavel resposta. Para responder a esse tipo de questao é possivel
conduzir estudos com finalidades exploratorias considerando um conjunto de varidveis e
utilizando a anélise de regressao como auxilio no processo de selecao das variaveis, elimi-
nando aquelas cuja contribuicao nao tenha um efeito significativo sobre a resposta.

A seleccao de variaveis também pode ser considerado como um objectivo na construcao de
modelos de regressao. Em muitos casos préticos nao fazemos ideia de quais as varidveis
que afetam significativamente a variacao de Y. Para responder a esse tipo de questao
sao realizados estudos com um grande nimero de variaveis e a analise de regressao pode
auxiliar no processo de selecao de variaveis, eliminando aquelas cuja contribuicao nao seja

considerada importante.

2.4 Abusos da analise de regressao

E muito importante que tenhamos sempre presente que um modelo ajustado é cons-
truido a partir de uma base de dados e, portanto, devemos ter sempre em atencao as

limitacoes inerentes a essa base dados. A andlise de regressao é sem divida uma pode-
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rosa ferramenta estatistica mas é por vezes utilizada abusivamente e o mau uso desta
ferramenta estd normalmente associada a extrapolacao, generalizacao e a determinagao

de uma relacao de causa e efeito.

Uma vez que esperamos que grande parte da variacao da variavel de saida seja explicada
pelas variaveis de entrada, podemos utilizar o modelo para obter valores de Y, variavel
dependente, correspondentes ao valor de X, variavel independente (no caso de RLS), ou
valores de X;, i = 1,..., k, variaveis independentes (no caso de RLM) que nao estavam
entre os dados. Em geral, usamos valores de X ou X; que estao dentro do intervalo de
variacao estudado e ja nos referimos anteriormente a esse procedimento que tem o nome
de predicao. Ja a utilizacao de valores fora desse intervalo tem o nome de extrapolagao e
deve ser usada com muito cuidado, pois 0 modelo ajustado pode nao ser correto fora do
intervalo estudado.

Um conjunto de pontos da evidéncia de linearidade apenas para os valores de X cobertos
pelo conjunto de dados. Para valores de X que saem fora dos que foram cobertos nao
ha garantia de linearidade. E por este motivo que é arriscado usar uma reta de regressao
estimada para predizer valores de Y correspondentes a valores de X que saem fora do

ambito dos dados. (ver figura 1)

valores de X
cobertos pelo conjunto de dados

Figura 1

O perigo de extrapolar para fora do intervalo de variagao das observacoes é que a relacao
existente entre as variaveis pode nao se verificar fora do intervalo estudado.
Portanto, extrapolar numa anélise de regressao significa utilizar o modelo para predizer

ou prever o comportamento da resposta fora da amplitude dos valores das varidveis ex-
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plicativas utilizadas no estudo.

A generalizagao refere-se & extensao das conclusdes para populagoes que nao sao repre-
sentadas pela amostra. Devemos sempre fazer uma descricao detalhada da populacao de
estudo e indicar que as conclusoes sao validas apenas para essa populacao. Um aspeto que
devemos ter em conta é que bases de dados com poucas observacoes facilmente conduzirao

a conclusoes que ultrapassarao os limites adequados.

Outro dos problemas referidos é o de determinar relacées de causa e efeito. E muito
frequente tentar encontrar relacoes de causa e efeito por exemplo entre caracteristicas
de um sistema para uma pesquisa cientifica. Mas essas relagoes sao, em geral, dificeis
de estabelecer, o que leva a que a interpretacao de resultados da anélise nestes termos
muitas vezes falha. Um bom ajustamento de um modelo nao é sin6nimo da existéncia de
uma relacao de causa efeito entre varidveis preditoras e a variavel resposta. Em muitas
situagoes conseguimos indicadores de que ao variar uma variavel a outra também varia,
mas nada indica que a variacao de uma é a causa da variacao da outra.

Nao se deve confundir a existéncia de uma relagao linear entre preditores X, Xo, ..., X,
e uma variavel resposta Y, com uma relacao de causa e efeito.

A relagao entre duas variaveis pode ser de dependéncia funcional (relagio de causa-efeito)
de uma em relagao a outra, isto é, a magnitude de uma das variaveis (variavel resposta) é
fungao, ou é determinada pela magnitude da outra variavel (independente). No entanto,
existem variaveis que se apresentam correlacionadas mas o que se verifica é uma relacao
de variagao conjunta e nao uma relacao de dependéncia. Uma relagao causal s6 pode ser
afirmada com base em teoria propria do fenémeno sob estudo, e nao com base na relacao

linear estabelecida estatisticamente.
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Capitulo 3
Regressao linear multipla

A regressao linear multipla é usada para determinar o valor de uma variavel dependente
continua baseando-se na sua relagao linear com as variaveis independentes. Possibilita-
nos ver o efeito conjunto de varias varidaveis X; na varidvel dependente Y. Regressao
multipla pode ser vista como uma colecao de técnicas estatisticas para construir mode-
los que descrevem de maneira razoéavel relacoes entre varias variaveis explicativas de um
determinado processo e, pode descrever uma grande variedade de situagoes de interesse
pratico. Juntando a este facto as boas propriedades dos estimadores de minimos qua-
drados conseguimos facilmente compreender que os modelos lineares sao uma ferramenta

muito poderosa e, das mais utilizadas na inferéncia e modelacao estatistica.

3.1 Modelo tedrico e seus pressupostos

Na Regressao Linear Multipla admite-se que as n observagoes da variavel resposta Y

sao aleatorias e podem ser modeladas como:
Y;‘ = b(] -+ blxl,i —+ b2x2,i + ...+ bpl’pﬂ' -+ €5, 1= 17 .., N

Trata-se portanto de um sistema de n equagoes lineares a p + 1 incognitas.

Uma forma alternativa de escrever o modelo de RLM é
Y, = Z?Zl bjxij +¢€ com x; =1 parat=1,...,n

Nesta forma de escrever a variavel resposta, o parametro b, corresponde agora ao termo

constante, papel desempenhado pelo by na expressao que usadmos anteriormente.

11
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Esta serd a maneira como escreveremos o modelo a partir de agora, considerando portanto
um sistema de n equacoes lineares a p incognitas.

Para encontrar a solucao é mais simples reescrever o sistema em notacao matricial. As n
equacoes correspondem a uma tnica equacao matricial: 'Y = Xb + e.

Na equacao matricial Y = Xb + € , designamos por:

e Y o vector n x 1 das observagoes da variavel dependente; Y' = [¥7...Y,)]

e X a matriz de planeamento de dimensoes n x p em que a primeira coluna é um vetor
de 1 s associada & constante aditiva do modelo e as restantes colunas sao dadas pelas
observagoes de cada variavel preditora; X = [X;],i=1,...,nj=1,..,p

e b o vector de p x 1 de parametros do modelo; b’ = [b;...b,]

e c o vector n x 1 dos n erros aleatorios; € = [e]...€,]

PRESSUPOSTOS DO MODELO

O modelo de regressio linear multipla (bem como da regressdo linear simples) pressu-

poe a verificagdo de algumas condigoes, que apresentamos em seguida.

1. Os erros €; sdo varidveis aleatorias de média zero. (E(e;) = 0)
2. Os erros €; sao variaveis aleatorias de variancia constante. (Var(e;) = 0?)
3. As variaveis aleatorias €, €s,..., €, s30 nao correlacionadas. (E(e;,¢;) =0, se i # j)

Para a construcao de intervalos de confianca e testes de hipoteses que abordaremos
seguidamente (na seccao "Inferéncia estatistica") necessitamos ainda do seguinte

pressuposto:

4. Os erros €; sdo 1.1.d e seguem distribui¢ao normal: €; N N(0, 0?).

Idealmente as varidveis explicativas X, Xs,..., X, devem ser nao correlacionadas
ou apresentar uma fraca correlagdo uma vez que, variaveis explicativas muito corre-
lacionadas podem levar a problemas de multicolinearidade, sobre os quais falaremos

na secao "Multicolinearidade".
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3.1.1 Estimacao dos parametros

O Método dos Minimos Quadrados é uma técnica que procura encontrar o melhor
ajustamento para um conjunto de dados tentando minimizar a soma dos quadrados das
diferencas entre o valor estimado e os dados observados. A essa diferenca damos o nome
de residuos e portanto, através desde método conseguimos estimar os parametros minimi-
zando a soma do quadrado dos residuos da regressao. Representando por SQ) soma dos

quadrados dos residuos, o que se pretende é encontrar o minimo de

SQ(b) =3 (yi — Z§:1 bjwij)*.

DeY =Xb +¢€vem, e =Y — Xb.

Usando notacao matricial temos
SQ = (Y —Xb) (Y —Xb) =YY — 2bX’Y + b (X'X)b

Derivando a soma dos quadrados dos residuos em ordem a b e resolvendo a equacao

25Q

5, — 0 vem,

29 =0 —2X'Y +2(X'X)b =0 & b = (X'X) 1(X'Y)
Note-se que
—2X'Y +2(X'X)b=0 X (Y -Xb)=0= Xe=0

ou seja, no modelo linear os residuos sao ortogonais & matriz de planeamento X.

Vamos ver agora que o zero da derivada corresponde, de fato, a um minimo.

SQ = (Y — Xb)(Y — Xb) = (Y — Xb + Xb — Xb)'(Y — Xb 4+ Xb — Xb)
= (Y — Xb) (Y — Xb) + 2(b — b)’X'(Y — Xb) + (b — b)(X'X)(b — b)

Usando o resultado acima demonstrado de que os residuos sao ortogonais & matriz de

planeamento verifica-se a igualdade

A~ A~ ~

(b —b)YX'(Y —Xb) = (Y —Xb)X(b—b)=eX(b—b)=0

e, a soma de quadrados pode ser escrita na forma simplificada
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~

SQ = (Y — Xb) (Y — Xb) + (b — b)(X'X)(b — b)

Para além do primeiro termo desta soma nao depender de b, os termos da soma no lado
direito da igualdade sdo nao negativos, pois sao somas de quadrados. Assim, o minimo
serd atingido no ponto que anular o segundo termo da soma e portanto, sera atingido em
b = b.

Assim, se a matriz X'X for invertivel, o vector dos estimadores de minimos quadrados

dos coeficientes de regressao é dado por:

b= (X'X)"(X'Y)

Chamamos valores ajustados aos y; = Z?Zl 6jxij. Em notacdo matricial, Y = Xb

Os residuos sao calculados através da diferenca entre os valores observados e os valores
estimados; e; = y; — y; para 1 =1,2,...,n.

Representamos por e o vector dos residuos, ou seja, o vector das estimativas dos termos

de erro que em notagao matricial é dado por

e=Y-Y=Y-Xb

Antes de passar as secao onde apresentamos as propriedades estatisticas dos EMQ va-
mos definir duas matrizes que tém um papel importante na deducao de algumas dessas
propriedades.

A matriz H (hat matriz) é uma matriz n x n tal que:

H = X(X'X)"1X/

Assim, o vetor dos valores ajustados pode ser escrito como funcao linear dos vetores

observados uma vez que:

Y = Xb=X(X'X)"'X'Y = HY

De notar, que a matriz H é simétrica e idempotente, isto é,
HH=H>=H

A matriz M, também simétrica e idempotente, é definida & custa da matriz H e da
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matriz identidade de ordem n
M=1, - H.

Note que,

MX=(I, -HX=X-X=0.

e como tal, o vetor dos residuos pode ser reescrito como funcao linear dos erros alea-

torios,
e=Y-Y=Y—-—HY =MY =M(Xb +¢) = Me.

Vamos mostrar que 02M ¢ a matriz de covariancias dos residuos pois precisaremos de
usar este resultado mais a frente.

Usando a relagao e = Me e as condicoes de G.M. vem,

Cov(e) = Elee'] = E[MeeM'] = ME[e'|M = Mo?T,M = ¢°M c.q.d.

3.1.2 Propriedades estatisticas dos EMQ

Nesta seccao abordaremos de forma muito breve as boas propriedades estatisticas dos
EMQ. Estas propriedades verificam-se sob a validade das condicoes de Gauss-Markov,

que ja foram anteriormente enunciadas.

Juntando a propriedade de linearidade do valor médio & primeira condicao de G.M. con-

seguimos garantir que os EMQ sao centrados uma vez que,
E(b) = E[(X'X)"}(X'Y)] = (X'X)'X'E(Y) = (X'X)'X'Xb =D

e, exigindo a validade da 2° e 3° condi¢oes de G.M. podemos calcular a matriz de covari-
ancias dos EMQ),

BI[(XX) 1 (X'Y) — (X'X) X E(Y)][(XX)H(X'Y) - (X'X) X E(Y))] =
E[(X/X) 7 X/(Y—E(Y))(Y=E(Y))(X'X)™"] =
(X'X)"1X/Cov(Y)X(X'X) "t =

Cov(b) = E[(b —b)(b—b)] =
[
[
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— 2((X'X)Y)

Conseguimos garantir a consisténcia dos EMQ desde que & medida que a dimensao amos-
tral aumenta e no limite se aproxima de infinito, a soma dos elementos da diagonal princi-
pal da matriz (X’X) ™! ou seja, o trago da matriz esteja a tender para zero isto ¢, desde que

tr(X’X)~! — 0 quando n — +0c que é equivalente a escrever lim,, ., tr(X'X)™! = 0.

O Teorema Gauss-Markov garante, que o estimador de minimos quadrados (EQM) é
o estimador linear centrado de varidncia minima. Assim, os EMQ do modelo de regressao
miultipla sdo estimadores BLUE (Best Linear Unbiased Estimators) ou seja, de entre todos
os estimadores lineares centrados sao aqueles que possuem variancia minima.

Na verdade, esta propriedade ¢ ainda valida para qualquer combinacgao linear dos para-
metros, ou seja, para qualquer parametro da forma a’b em que a é um vector px1 de
coeficientes. o’ = [ayas..a,)

Se estivermos perante um modelo linear

Y = Xb +¢,

onde se verificam as condicoes de Gauss-Markov e,
b = (X'X)1(X'Y)

for o EMQ do vector de parametros b entao, podemos verificar facilmente que o esti-
mador a'b é aquele que de entre todos os estimadores lineares centrados para a’b, tem
variancia minima.

Para ver que assim é, consideramos ¢'Y um qualquer estimador linear centrado de a'b .

Calculando o seu valor médio temos:
E([dY)=dE(Y)=dXb

Como o estimador é centrado, F(c'Y) = a'b
ou seja,

dXb=adb

de onde tiramos a igualdade:

X =d.

A variancia deste estimador é dada por:
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Var(dY) = dCov(Y)c = do?l,c=d*’c

e a variancia do estimador dos minimos quadrados é dada por:

Var(a'b) = a/Cov(b)a = o2/ (X'X) ta

Fazendo a diferenca entre as variancias dos dois estimadores vem:

Var(¢Y) — Var(a'b) = 02cc — 02/ (X'X)ta = 0%(dc — o/ (X'X)a)

Usando a igualdade acima deduzida (¢ X = d’) temos:

Var(¢Y) — Var(a'b) = 0*(dec — ¢X(X'X)1X/¢) = 02 (I, — X(X'X)1X')e = 02 Mec.

Ora, 0?cdMc ¢ uma quantidade igual ou superior a zero pois sabemos que M é uma
matriz semi-definida positiva uma vez que o?M ¢é a matriz de covariancias dos residuos.

Desta forma, acabdmos de mostrar que:

~

Var(dY) > Var(a'b)

ou seja, qualquer que seja o estimador linear centrado para a’b, a sua variancia é sempre
maior ou igual que a variancia de a’ be portanto, o estimador a’ b é aquele que, de entre
todos os estimadores lineares centrados para a’b, possui variancia minima.

As propriedades que acabamos de ver sao validas independentemente da distribuicao de
probabilidade dos erros aleatorios e das observacoes da variavel dependente, até porque, a
demonstracao entra apenas com célculos de valores médios e variancias nao sendo imposta
nenhuma outra condicao no que diz respeito a distribuicao de probabilidade.

Isto para chamar a atencao que o método dos minimos quadrados produz bons estimado-
res em condi¢oes muito gerais.

Ora, sem o pressuposto da normalidade dos erros aleatorios conseguimos facilmente mos-
trar que os EMQ sao estimadores BLUE, ou seja, dentro da classe dos estimadores lineares
sao centrados e de variancia minima. Mas, uma coisa é serem os de variancia minima
dentro da classe dos estimadores lineares centrados, outra coisa é serem os de variancia
minima, sejam lineares ou nao.

Se para além das condigoes de Gauss-Markov, admitirmos a normalidade dos residuos, ou

seja, se admitirmos que os erros aleatorios (e;'s) sdo variaveis aleatorias independentes e
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identicamente distribuidas (i.i.d.) com distribui¢do normal, N(0,0?), podemos concluir
que os EMQ sao estimadores centrados de variancia minima. Nao faremos a demonstracao
deste resultado aqui mas admitindo o pressuposto da normalidade dos ¢;’s conseguimos
ver que a matriz de covariancias dos EMQ destes parametros ¢ igual ao limite inferior
de Cramer-Rao, concluindo assim, que de entre todos os estimadores centrados, os EMQ
(que neste caso se prova serem iguais ao de maxima verosimilhanga) sdo os que possuem

variancia minima.

3.2 Variaveis qualitativas no modelo de regressao

Na anélise de regressao, a varidvel dependente pode ser influénciada tanto por varia-
veis quantitativas como por variaveis qualitativas.
As varidveis quantitativas sao facilmente mensuradas numa escala o que nao acontece com
as variaveis qualitativas, uma vez que essas variaveis indicam a presenca ou a auséncia de
uma, qualidade ou atributo.
Genericamente, a introducao de variaveis qualitativas num modelo de regressao requer a
transformacao da varidvel original em variaveis dummy. As variaveis dummy sao varifveis
dicotoémicas, em regra, codificadas com o valor 1 e 0, que representam respectivamente
a presenca de uma das modalidades e a auséncia das restantes. O numero de varidveis
dummy deve ser igual a £k — 1, sendo k o nimero de categorias da variavel qualitativa a
introduzir no modelo.
A introdugao de variaveis qualitativas (dummy) torna o modelo de regressao linear uma
ferramenta muito flexivel capaz de lidar com muitos problemas encontrados na pratica.
No que diz respeito a sua aplicacao, este tipo de varidvel pode ser usada em modelos
simples, em que a tnica variavel explicativa é a prépria dummy ou em modelos mais com-
plexos, em que uma variavel categorica é desdobrada em duas ou mais variaveis dummy.
Os modelos que incluem como varidveis explicativas somente variaveis qualitativas sao
chamados de modelos de analise de varidncia (ANOVA). Os modelos de anélise de co-
variancia (ANCOVA) sdo os modelos que, para além de variaveis qualitativas, incluem

também variaveis quantitativas.

3.3 Inferéncia estatistica no modelo de regressao

Como ja tinhamos mencionado na seccao em que falamos dos pressupostos do modelo

de regressao, para os testes de hipoteses e intervalos de confianca que abordaremos ja de
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seguida, vamos supor que os termos de erro seguem uma distribui¢ao normal: ¢, N (0, 0?).
Esta condicao é necessaria pois desta forma conseguimos obter a distribui¢cao de probabi-
lidade de um conjunto de varidveis aleatorias e também estatisticas de forma a que seja
possivel a construcao de intervalos de confianca e testes de hipéteses para os parametros
do modelo. Procederemos também a construcao de intervalos de confianca para a predi-
cao da variavel Y correspondente a um conjunto de valores das variaveis independentes
nao observadas.

A base para a inferéncia estatistica no modelo linear assenta no seguinte teorema:

Teorema
Seja Y = Xb + ¢ um modelo linear em que € = [e1€3...€,]" € um vector de variaveis alea-

torias i.i.d. com distribui¢do normal N(0,c?). Entéo,

1. O EMQ do vetor de parametros b ou seja, b= (X'X)™1X’Y tem distribuigao mul-
tinormal," b N N (b, o2(X'X)"L.

2. A variavel aleatoria

(n—p)S* _ee

o? o?
tem distribuicao qui-quadrado com n — p graus de liberdade.

3. b e S? sdo independentes.

Nao faremos aqui a demonstracao deste terorema.

No que diz respeito a aplicacoes praticas, o interesse esta nos coeficientes de regressao
ou em combinacoes lineares dos mesmos. Mas, antes de vermos como sao construidos
intervalos de confianca e testes de hipoteses para estes coeficientes, vamos aproveitar o
ponto 2 do teorema acima e deduzir o intervalo de confianca para a variancia dos erros, o
que por vezes pode ser util.

Considerando a variavel fulcral

(n —p)S?

N 2
5 N Xap

LA distribuicdo multinormal é uma generaliza¢do natural da distribuicdo normal em que as distribui-
¢Oes marginais e condicionais continuam a ter distribui¢do normal. A fun¢do densidade de probabilidade

conjunta da multinormal é dada por:

elx—pl'S 7 x—p]

f(fL'l, ,LL'k) = W

,com X = (x1,...,Tk)
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o teorema anterior diz-nos que esta tem distribuicao qui-quadrado com n — p graus de
liberdade. Entao, podemos escrever:

(n —p)S?
P(Xi/2;nfp < T < X%*&/Q;nfp) =1l-a

onde ng;nfp representa o quantil de probablidade « da distribuicao qui-quadrado com
n — p graus de liberdade.

Esta equacao pode ser reescrita na forma:

(n —p)S® (n —p)S”
<ot <

2
Xl—a/?;n—p Xa/Q;n—p

P( )=1—a

de onde tiramos o intervalo a (1 — «)100% de confianca para o>

(n—p)S* (n—p)S?

2 ’ 2
Xl—a/Q;n—p Xa/Z;n—p

( )

3.3.1 Coeficientes de regressao: testes e intervalos de confianga

Testes de hipoteses individuais para os coeficientes da regressao sao fundamentais
para se determinar se cada variavel explicativa ¢ importante para o modelo de regressao.
Muitas vezes o modelo pode ser mais eficaz com a inclusao ou com a exclusao de novas
variaveis.

As hipoteses para testar a significancia de qualquer coeficiente de regressao individual-
mente sao dadas por: Hy: b; =0 Vs Hy: b; #0

Se nao rejeitarmos Hj entao, podemos retirar z; do modelo uma vez que, se nao rejeita-
mos a hipotese de b; = 0 podemos concluir que z; nao influencia a variével resposta de
forma significativa.

Agora precisamos da estatistica de teste para perceber quando é que devemos rejeitar a
hipétese nula.

Tendo em conta o ponto 1 do teorema acima, b N N (b, 0%(X'X) ™).

Assim, Var(b;-) = 0?z;;, em que z;; € 0 j-ésimo elemento da diagonal principal de (X'X)™,

De modo que
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Usando o ponto 2 do teorema conjuntamente com o resultado que diz que o quociente en-
tre uma variavel que segue distribuicao normal padrao e a raiz quadrada de uma varidvel
com distribui¢ao qui-quadrado dividida pelo respectivo grau de liberdade, resulta numa

varidvel com distribuicao t-student, concluimos que:

Desta forma, sob a validade da hipétese nula, chegamos a estatistica de teste que nao

depende de parametros desconhecidos e com distribuicao conhecida:

Consequentemente, a regiao de rejeicao do teste bilateral ¢ dada por:

1051
S/

l1—a
em que t,_,

1-a/2

>t o

/2 representa o quantil de probabilidade 1 — «/2 da distribuicao ¢ de stu-

dent com n — p graus de liberdade.

Considerando o célculo do valor-p, dado pela expressao

2x P(Th—p > |tobs|)

e, fixado o nivel de significancia «, rejeitamos Hy se o valor-p for inferior ou igual a

a.
b —b.

Considerando a estatistica -2——= , um intervalo com (1 — «)100% de confianga para os
SV/%ji

coeficientes da regressao b;,j = 0,1,2,...,p, é dado por:

[ — ti—a/2m—pS/Zi5: bj + ti—a/2m—pS /73]

Considerando agora o caso mais geral de um parametro que é combinacao linear dos

bj,7 =1,...,p, vamos trabalhar com parametros ¢ da forma 6 = a'b, em que a é um vector
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de constantes.

J4 vimos que o estimador BLUE para 6 é dado pela correspondente combinagao linear
dos EMQ, 0 = a'b.

Uma vez que estamos a assumir a normalidade dos erros, sabemos que 0 é também o
estimador de maxima verosimilhanca para 6 e, para além disso, é de variancia minima.

Calculando o seu valor médio e variancia vem:

Var(d) = Var(a'b) = a/Cov(b)a = 02/ (X' X)a

Pelo ponto 1 do teorema sabemos que os EMQ tém distribuicao normal multivariada
e, portanto, qualquer combinacao linear destes estimadores tem também distribui¢ao nor-

mal. Desta forma, concluimos que, a variavel

A~

0—0

o/ (X' X) a

tem distribuicao normal padrao.

Esta variavel nao ¢ uma variavel fulcral para o parametro 6 porque depende de o2, que é
desconhecido. Mas, 6 e S? sdo independentes e, usando novamente o ponto 2 do teorema,

e considerando a variavel

(n—p)S°

o2

que tem distribuigao qui-quadrado com n — p graus de liberdade, temos que:

é 0 quociente entre uma normal padrao e a raiz de um qui-quadrado a dividir pelo seu
ntimero de graus de liberdade e, portanto, tem distribuicao ¢ de student com n — p graus

de liberdade.

Simplificando a expressao chegamos a variavel fulcral studentizada

0—0

S/a'(X'X)1a’
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que nos conduz ao intervalo de (1 — «)100% de confianca para o parametro 6

[0 — 65725/ (X' X)"Ta,0 + t,2*5\/a (X' X)1d]

1-a/2
em que tn,‘;/

representa o quantil de probabilidade 1 — «/2 da distribuigao ¢ de stu-
dent com n — p graus de liberdade.

Para construir testes de hipoteses sobre o parametro # podemos usar a mesma estatistica
e proceder de modo perfeitamente andlogo ao que fizemos anteriormente nos testes de

hipoteses num s6 coeficiente de regressao.

Suponhamos agora que, para um certo conjunto de valores nao observados das varidveis
independentes x, pretendemos estimar o correspondente valor médio da varidvel depen-
dente E(Y|X = x) e associar-lhe um intervalo de confianga. Neste caso, basta fazer

0 = 2’b em todos os resultados anteriores.

3.3.2 Intervalos de predicao

Outra situacao comum ¢é a previsao intervalar da propria variavel aleatoria Y condicio-
nada a um certo vector de preditores r™* = [z7, ..., 7;]. Este problema difere dos anteriores
pois nao se insere num contexto paramétrico.

Agora o que pretendemos é algo mais "instavel"pois queremos predizer uma variavel alea-
toria Y| X = 2* que vamos designar por y*. De acordo com o modelo, a varidvel aleatoria
y* & dada por y* = 2"*b + €* em que €* tem distribuigao normal N (0, 0?).

O erro de predicdo é dado por y* —y* = 2*b—x"*b—e* = x’*(@—b) —€*, constituindo assim
uma combinacao linear do vector dos EMQ), que tem distribuicao normal multivariada, e
do termo de erro €*, que também segue distribuicao normal e é independente do vector

de estimadores.

~

E(y —y*) = E(y*) — B(y") = E(«"b) = B(2""b+¢) = a"b—2""b =0

Desta forma, podemos concluir que o erro de predigao tem distribuicao normal de va-

lor médio nulo e, variancia igual ao EQM de y*.

EQM (") = El(y* —y)?) = Bl — ") " — ")) = El(ab—a"be") a"b — a"*b-+ )] =
Y] = Bl (b = b = ) (b - o = )] =



24 Capitulo 3. Regressao linear miltipla

~

Elz*(b — b)(b— b)z*] + E(e*¢*) =
o[ (X X" ter 4 1.

Entao, pelo mesmo processo de studentizacao usado anteriormente chegamos a conclusao

que a variavel

v =y
Sy/a(XX)tar + 1

tem distribuicao t de student com n — p graus de liberdade, o que nos permite cons-

truir um intervalo de predigao para y* dado por

[yA*—tl:a/QS\/I/*(XX/>_1[I/’*+]_,yA*+t711:a/25\/$/*(XX/>_1.T*+1]

n—p p

3.3.3 Teste F

Numa Regressao Linear Simples (Y = by + b;X), se by = 0, a equagdo do modelo é
apenas Y = by + €. Neste caso, o conhecimento do preditor X em nada contribui para o
conhecimento de Y pois o modelo nulo nao tira partido da informacao dos preditores.
Numa Regressao Linear Miltipla, o modelo nulo corresponde a admitir que todas as va-
ridveis preditoras tém coeficiente nulo e portanto, quando queremos averiguar acerca da
utilidade do modelo precisamos de testar a hipétese de que todos os coeficientes de regres-
sao sao nulos, (excepto by que corresponde ao termo constante). Devemos assim realizar
um teste sobre as seguintes hipoteses:
Hy:by=0by=..=b,=0Vs H; :3j=1,...,n tal que b; # 0
Se nao rejeitarmos a hipotese nula entao é porque nao existem motivos para considerar
que os coeficientes de regressao nao sao todos nulos e portanto o modelo é intil.
Utilizamos a anélise de variancia, que se baseia na decomposicao da soma de quadrados
e nos graus de liberdade associados a variavel resposta Y, para avaliar a significancia do
modelo como um todo.

Antes de construirmos o teste para as hipdteses acima comecemos por analisar algumas
propriedades importantes.

Denominando,
SQr =1 (Y; —Y)? - Soma de Quadrados Total

SQr=>1,(Y;— 371)2 - Soma de Quadrados da Regressao e,
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SQ. = Z?Zl(ﬁ —Y)? - Soma de Quadrados dos erros,

vamos agora mostrar que podemos decompor a variabilidade total de Y em duas par-
celas: uma representando a variabilidade nao explicada pelo modelo de regressao (SQ.) e
a outra a variabilidade de Y que o modelo consegue explicar (SQr) ou seja, que é valida
a equacao SQr = SQgr + SQe..

SQr=3 1 (Yi-Y)2 =" (Y- Y +Y, - V)2 =3" (Y- Y)+ (Y, -Y))?=
=Y = Y220V = V) (Y = Y) + (Vi = V)?) =

= L (Y=Y 2 (=Y (Vi - V) + XL (Y - YY) =

=3 (V=Y (YY) 2 (Y - Y) (Y - Y) =

= SQr+5Q.+2 Y1, (Vi = V) (Vi = V),

Para mostrarmos a igualdade pretendida basta mostrar que 37 (Y; — Y;)(Y; = Y) = 0
Ora,

Z:’L:l(Y; - Yz)}}z - YZL €i = Z?:l(Y; - YZ)Y/%

uma vez que X'e = 0 e portanto, em particular a soma dos residuos ¢ nula tendo em

conta que estamos perante um modelo com termo constante.
Yo (Y- }AQ)Y'Z =>" e;Yi=Y'e=bX'e=0 c.q.d
Voltanto ao teste de hipoteses acima mencionado,
Hy:by=by=..=b,=0Vs H:3j=1,...,n tal que b; #0

0 objetivo é construir um teste para esta hipotese e para isso, precisamos de recordar
o ponto 2 do teorema que enunciadmos no inicio deste capitulo que nos diz que a soma
do quadrado dos residuos dividida pela variancia dos erros tem distribuicao qui-quadrado
com n — p graus de liberdade.

Sem grandes demonstragoes podemos também concluir que, sob a validade de Hy a soma
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dos quadrados dos desvios & média também tem distribuicao qui-quadrado mas, com n—1
graus de liberdade. Isto porque, sob a validade da hipdtese nula, todos os coeficientes
de regressao, excepto o que corresponde ao termo contante, sdo zero o que faz com que
tenhamos y; = by + €; ou seja, as observacoes da variavel dependente constituem uma
amostra i.i.d. com média b, e variancia o2.

Tendo em conta que podemos escrever a decomposicao da soma de quadrados usando a
equacao,

iy —9)° = el + i (0 = 9)%
se dividirmos ambos os membos da igualdade acima por o2 vem,

Z?ﬂ(% - 9)2 _ Z?:I 612 X Z?:l(yz - g)Q
02 g2 02 '

A soma de quadrados da regressao é a diferenca entre a soma de quadrados total e a soma
de quadrados dos residuos. Ou seja, é dado pela diferenca entre duas variaveis independen-
tes com distribuicao qui-quadrado e portanto, podemos concluir que a soma de quadrados
da regressdo também segue distribui¢ao qui-quadrado com p—1= (n—1—(n—p)) graus
de liberdade.

Chegamos entao a estatistica

> Wi —9)?/(p—1)
> i €i/(n—p)

F =

que, sob a validade da hipo6tese nula, tem distribuicao F' com p — 1 graus de liberdade
no numerador e n — p no denominador, uma vez que é dada pela quociente entre duas
varidveis independentes com distribuicao x? dividida pelo ntimero de graus de liberdade.
No que diz respeito a regiao de rejeicao, valores grandes da estatistica de teste indicam
que as variaveis independentes sao muito importantes para explicar a variabilidade das
observacoes e por isso, rejeitamos H, para valores grandes da estatistica F' que corres-
pondem a valores-p associados muito pequenos.

No entanto, isso nao significa que o modelo esteja bem ajustado e que nao possa ser
melhorado juntando mais variaveis ou transformando algumas das que ja estao incluidas
uma vez que a rejeicao da hipotese nula nao garante um bom ajustamento do modelo.
E bastante comum representar os resultados num quadro-resumo da regressio designado
por tabela ANOVA, que representamos em baixo. Isto porque, a andlise da informagao
usada num teste de ajustamento global ajuda-nos a compreender os passos necessarios
para a construcao de um teste F.

De notar que usamos a designacao "Média de quadrados" quando nos referimos ao quo-
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ciente entre a soma de quadrados e os respectivos graus de liberdade.

Tabela ANOVA

Fonte de variacao | Soma de quadrados | Graus de liberdade | Média de quadrados
Regressao SQr p—1 MQr
Residual SQ. n—op MQ.
Total SQr n—1 F:MQr/MQ.

3.3.4 Modelo completo e modelo reduzido

Muitos autores se referem ao principio da parcimoénia quando falam em modelacao.
Mas de que se trata afinal o principio da parcimoénia?!
O objetivo na modelagao é contruir um modelo que descreva adequadamente a relacao
entre as varidveis mas, que seja o mais simples possivel. De um modo geral, pretendemos
um modelo parcimonioso, isto é, um modelo que inclua o minimo possivel de varidveis
mantendo a qualidade do ajustamento. Isto porque, para além de modelos com muitas
varidveis serem pouco praticos e dificeis de interpretar, quanto maior for o nimero de
parametros a estimar maior serd a variancia dos estimadores do modelo de regressao e,
por isso, deve-se evitar a inclusao de variaveis que nao tenham um peso significativo na
explicagao da variavel dependente.
Adicionar uma variavel ao modelo de regressao tem como consequéncia um aumento na
soma dos quadrados da regressao e uma diminui¢ao na soma dos quadrados do erro. No
entanto, a adicao de variaveis regressoras também aumenta a variancia do valor ajustado
Y e por isso, devemos ter cuidado na seleccao das variaveis independentes a incluir no
modelo e considerar somente as que realmente explicam a variavel resposta.
Quando dispomos de um modelo de RLM com um ajustamento que consideremos ade-
quado, aplicamos este principio para saber se sera possivel obter um modelo com menos
variaveis preditoras, sem perda significativa na qualidade de ajustamento.
Considerando o modelo de RLM, Y = by + b; X1 + b2 X5 + ... + b,.X,,, chamamos modelo
reduzido a um modelo de regressao linear multipla que considere apenas algumas das p
varidveis preditoras. Se identificarmos o conjunto das variaveis preditoras que pertencem
ao modelo reduzido pelo conjunto R, podemos dizer que o modelo completo e o modelo
reduzido sao idénticos se b; = 0 para qualquer varidvel z; cujo indice nao pertenca a R.
Para avaliar se um dado modelo difere significativamente do modelo reduzido, precisamos

de realizar um teste com as seguintes hipoteses:

Hy:b;=0,Vj¢ RVs Hy:3j ¢ R tal que b; #0
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Se nao rejeitamos Hy podemos concluir que o modelo reduzido considerado, com menos
variaveis preditoras (mais parcimonioso), pode ser utilizado sem afetar a qualidade do
ajustamento.

Caso se rejeite Hy, opta-se pelo modelo completo.

Esta situacao s6 envolve coeficientes b; de varidveis preditoras isto €, o coeficiente b, faz
sempre parte do modelo reduzido pois nao é relevante do ponto de vista da parcimoénia
uma vez que a sua presenca nao interfere com a interpretacao do modelo.

Uma estatistica de teste para a comparagao modelo completo/reduzido envolve a com-
paragao das somas de quadrados dos residuos do modelo completo (a0 qual nos vamos
referir usando o indice C) e do modelo reduzido (referenciado pelo indice R) e, admitindo
que passamos do modelo completo para o modelo reduzido quando retiramos ¢ preditores

do conjunto C' com p—1 preditores ou seja, p parametros, a estatistica de teste é dada por:

SQ@R - SQ@C)/Q.

_<
F = 50.0/tn—p)

Sob a validade de Hj isto é, caso b; = 0, para todas as varidveis x; que nao perten-
cam ao modelo reduzido, a estatistica de teste tem distribui¢ao F' de Snedcor com ¢ graus
de liberdade no numerador e n — p graus de liberdade no denominador.

Caso os modelos completo e reduzido difiram num tnico preditor, X; , o teste F' é equi-
valente ao teste T, ja referido anteriormente, com as hipoteses Hy : b; = 0 Vs Hy : b; # 0.
Na pratica, com p preditores podemos considerar 2P — 2 modelos reduzidos distintos. Se
p for um nidmero pequeno, é possivel analisar todos os possiveis subconjuntos mas, para
p médio ou grande, essa analise completa deixa de ser viavel. No entanto, devemos ter
o cuidado de nao olhar para o ajustamento do modelo completo e, com base nos testes
T onde testamos a significancia de cada coeficiente b; , optar pela exclusao de vérias
variaveis preditoras em simultaneo. Isto porque, quando testamos a significancia dos co-
eficientes b; partimos do principio que todas as restantes variaveis pertencem ao modelo.
A exclusao de qualquer preditor altera o ajustamento pois altera os valores estimados dos
coeficientes e os respectivos erros padrao das varidveis que permanecem no submodelo.
Pode até acontecer que um preditor seja dispensavel num modelo completo, mas deixe de

o ser num modelo reduzido, ou viceversa.
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3.4 Validacao do modelo

A anAlise de regressao nao termina uma vez estimados os parametros de regressao. A
qualidade do modelo ajustado deve ser avaliada antes de se concluir algo acerca do grau
de influéncia das variaveis preditoras na variavel resposta, ou utilizar o modelo ajustado
para fins preditivos.

Antes de abordarmos alguns métodos e andlises que nos permitem julgar sobre a adequa-
bilidade de um modelo linear na descricao de um determinado fenémeno vamos falar um
pouco de residuos.

Os residuos e a soma de quadrados S@). tém um papel importante na andlise de regressao
e fornecem um estimador com boas propriedades para a variancia dos erros como alias ja
vimos.

O estudo do comportamento dos residuos da-nos indicagoes importantes sobre a qualidade

do ajustamento do modelo e sobre a validade das condicoes de Gauss-Markov.

3.4.1 Analise dos residuos

Na analise de regressao linear, partimos do pressuposto que os erros sao independen-
tes e seguem distribuicdo normal de valor médio zero e varidncia constante o>
& NN(0,0%),i=1,..,n

E necessério validar as suposicoes do modelo para que os resultados sejam confidveis ja

, OU seja

que toda a inferéncia estatistica no modelo de regressao linear se baseia nesses pressupos-
tos e, se houver violacao dos mesmos, a utilizagcao do modelo deve ser posta em causa.
Desta forma, podemos dizer que uma anélise de regressao linear nao fica completa sem o
estudo dos residuos.

Analise dos Residuos é a designagao usada para um conjunto de técnicas utilizadas para
investigar a adequabilidade de um modelo de regressao com base nos residuos e tem um
papel particularmente importante no que respeita a avaliacao da qualidade do ajusta-
mento do modelo bem como a verificagao das condigoes de G.M. e de normalidade.
Quando analisamos os residuos conseguimos ter uma ideia das discrepancias entre a reali-
dade observada e o modelo e desta forma podemos obter informacées muito importantes
para encontrar modelos mais adequados e mais precisos.

Como visto anteriormente, o residuo (e;) é dado pela diferenga entre a variavel resposta

~

observada (Y;) e a variavel resposta estimada (Y}), isto é,

~

61':}/;—3/;:3/;—[)1%@'—---—5;;%@
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A ideia bésica da analise dos residuos é que, se o modelo for apropriado, os residuos
devem refletir as propriedades impostas pelo termo de erro do modelo.

As técnicas utilizadas para verificar as suposicoes descritas acima podem ser formais, se
consistir na aplicacao de testes, ou informais como a analise gréfica.

Usando um gréfico residual, as violagoes dos pressupostos do modelo nao sao sempre fa-
ceis de detectar e podem ocorrer apesar dos graficos parecerem bem comportados. E por
isso que as técnicas formais sao mais indicadas para a tomada de decisao. Na verdade, o
ideal ¢ combinar as técnicas disponiveis ou seja, os testes e a representacao grafica.

A condicao da normalidade pode ser verificada representando os residuos em papel de
probabilidades normal. Existem dois tipos de gréaficos de probabilidade normal: o Normal
P-P Plot que representa a probabilidade acumulada que seria de esperar se a distribuicao
fosse normal, em funcao da probabilidade observada acumulada dos erros e o Normal Q-
Q Plot que representa o quantil de probabilidade esperado se a distribuicao fosse normal
em funcao dos residuos. Se os erros possuirem distribuicao Normal, todos os pontos dos

graficos devem posicionarem-se mais ou menos sobre a bissetriz dos quadrantes impares.

*
*

=]

Figura 2

No primeiro grafico acima (Normal P-P plot) podemos observar que os pontos tendem
a concentrar-se em torno da recta de declive 1 que passa na origem, o que da evidéncia
de que a distribuicao dos erros ¢ normal. Da mesma forma, da observacao do Q-Q Plot,
verifica-se a presuncao de normalidade pois os residuos estao aproximadamente sobre a
recta Y = X.

Neste tipo de andlises é comum usar os residuos padronizados de forma a terem um desvio
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padrao unitario. Mas, é preciso ter em atencao que os novos residuos nao constituem uma
amostra aleatéria pois nao sao independentes.

E possivel visualizar a forma da distribuicdo através do histograma e por isso é muito
comum comparar o histograma obtido com a funcao densidade de probabilidade da dis-

tribuicao normal para perceber se faz sentido assumir a normalidade dos erros.

Distribuigéo Normal Distribuigdo ndo Normal

0.3 04

0.2

0.1

0.0

Figura 3

O pressuposto de normalidade pode ainda ser testado analiticamente recorrendo a testes
de ajustamento tais como o teste do qui-quadrado, teste de Kolmogorov-Smirnov ou o
teste de Normalidade de Lilliefors.

Para a analise formal dos residuos, podemos ainda realizar o teste de Durbin-Watson para
testar independéncia dos residuos. Se houver independéncia, a magnitude de um residuo
nao influencia a magnitude do residuo seguinte e nesse caso, a correlacao entre residuos
sucessivos é nula.

Algumas técnicas graficas para analise dos residuos consistem na construgao de graficos

onde sao representados:

a) Residuos Vs variaveis independentes

Representar e; Vs x;; para cada j fixo, j =1,...,p.

Através da analise deste grafico podemos detectar se alguma das variaveis independentes
devera ser transformada antes de ser incluida no modelo ou se devemos acrescentar ao
modelo alguma varidvel independente que é transformacao de uma ja existente.

Por exemplo, pode acontecer que a dispersao dos pontos no grafico se assemelhem & fungao
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exponencial, o que pode sugerir a substituicao da variavel independente pela exponencial
dessa variavel.

b) Residuos Vs outras variaveis independentes nao incluidas no modelo.

Este grafico pode sugerir a existéncia de algum tipo de relacao indicando possivelmente

que devemos incluir no modelo a variavel em questao.

c¢) Gréfico dos residuos Vs valores ajustados

Representar e; Vs f/,

Prova-se que a covariancia entre e; e Y; é nula o que no modelo multinormal equivale a
independéncia. Dai representarmos os e; Vs }A/Z e nao os e; Vs Y; que nao sao independen-
tes.

Tal como os graficos que representam os residuos Vs as variaveis independentes, estes gra-
ficos também ajudam a detectar se existe necessidade de transformar ou juntar variaveis
mas, para além disso podemos verificar os pressupostos da independéncia, média nula e
variancia constante.

Os pontos do grafico devem distribuir-se de forma aleatoria em torno da recta que corres-
ponde ao residuo zero, formando uma mancha de largura uniforme. Dessa forma serd de
esperar que os erros sejam independentes, de média nula e de variancia constante. (ver

figura 4)

Figura 4

Quando os residuos nao se comportam de forma aleatoria, ou seja, seguem um padrao, a

condicao de independéncia nao é satisfeita.
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Figura b

Nos trés primeiros graficos da figura 5 podemos concluir que nao existe independéncia
uma vez que os residuos apresentam comportamentos padronizados.

J& no tltimo grafico, os residuos parecem estar distribuidos de forma aleatéria, o que
sustenta a hipotese da independéncia dos erros.

A hipotese de homogeneidade de variancia dos els deve ser posta em causa se a dispersao

dos residuos aumentar ou diminuir com os valores da varidvel dependente ;.

Figura 6

Os graficos da figura 6 indicam que héa violagao da hipotese de homogeneidade da variancia.

No primeiro grafico, os residuos apresentam um comportamento tendencialmente crescente
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enquanto que no segundo, o comportamento é tendencialmente decrescente.

3.4.2 O coeficiente de determinagao 1>

Tendo em conta a equacao acima, segundo a qual podemos decompor a variabilidade
total da amostra, introduzimos um coeficiente, que se designa por coeficiente de determi-
nacao, e funciona como um indicador do quanto é que a variavel resposta é explicada pelo
modelo. Uma das formas que temos de avaliar a qualidade do ajustamento do modelo é
precisamente atraves deste indice, que assume valores entre 0 e 1. Utilizamos a notacao
R? e definimos o coeficiente de determinacao, como a percentagem de variacao da amostra

que é explicada pelo modelo de regressao. A sua expressao ¢ dada por:

_SQR_l_SQe

R? = =
SQr SQr

Falando um bocadinho dos casos extremos, se a soma dos quadrados dos residuos for
nula, podemos dizer que estamos perante um ajustamento perfeito (R*> = 1),e no caso
de SQ. ser igual a SQr, estamos no extremo oposto em que a soma dos quadrados da
regressao é nula, e consequentemente R? = 0. Neste caso, todas as previsoes coincidem
com a média da variavel dependente devido & regressao em nada contribuir para explicar
a variabilidade das observagoes.

Temos de ter em atencao que, o valor do coeficiente de determinacao depende do niimero
de observacbes n e, tende a crescer quando n diminui. Atenda-se ao caso caricato de
n = 2, em que se tem sempre B2 = 1, o que nao significa necessariamente que estejamos
perante um ajustamento perfeito.

O R? & um indice que deve ser usado com precaucao, pois é sempre possivel torna-lo maior
pela adicao de preditores ao modelo e, apesar do R? aumentar, isto nao significa de todo
que o novo modelo seja de facto "melhor"que o anterior. Na verdade, este novo modelo
pode inclusivé ser "pior'que o anterior, pois o aumento do R? pode ser justificado pela
diminuicao de 1 grau de liberdade.

A amplitude de variacao das variaveis independentes também influéncia a magnitude deste
coeficiente. Em geral, quanto maior a amplitude de variacao das variaveis independentes
maior o R? e quanto menor a amplitude de variacio das variaveis independentes menor o

R?.

E possivel, olhar para a expressio do R? de outra forma e interpretar este coeficiente de
maneira diferente. Comecemos por reparar que .1 (Y; = YV)(Y; = V) = 30 (V; = V)2

Daqui sai,
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D S R D S (e S [ A O
Z?:l (Yz - Y)2 2?:1(}/; - Y>2

Se multiplicarmos por >, (Y; —Y)2, o numerador e denominador deste quociente, otemos

pr_ i (V= V=S (V=Y S (= Y)Y = Y) S (Y - V(Y- Y)
Z?:l(yi - Y)2 Z?:l(yi - Y)Q Z?:l (Y; - Y)Q Z?:l (Yz - Y)Q

(Cr (Y = Y)(Y; — Y))? S (Y- Y)Y - Y)

_ 2
S (Y= V)RS (Vi - V) [Jz:;lm Sy vy

Daqui concluimos que, podemos olhar para o coeficiente de determinacao como o coe-
ficiente de correlacao amostral entre a amostra dos y; e dos ¢; e podemos dizer que R?
mede o grau de associagao linear entre os valores observados da amostra e os valores ajus-
tados.

Para evitar dificuldades na interpretagio do R?, alguns estatisticos preferem usar o R2
(R? ajustado), que pode ser definido através da seguinte expressao que depende do R?,

da dimensao da amostra n e do ntimero de variaveis independentes p

n—1

n—p

R2=1—(

a )(1 - R2)

A introdugdo de mais um preditor no modelo nao tem como consequéncia necessaria
um aumento do R? o que acontecia com o R?.

Esta alternativa pode ser vantajosa quando a dimensao da amostra é pequena, uma vez
que ja vimos que o valor de R? tende a estar inflacionado quando n ¢ muito pequeno. No
entanto, o R? também tem as suas desvantagens. Uma delas é a perda do compromisso
entre a soma dos quadrados do erro e a soma dos quadrados da regressao quando o R?
toma valores negativos, o que nao acontece com R? visto que este coeficiente s6 toma

valores entre 0 e 1.

Se quisermos ser mais rigorosos, devemos considerar o coeficiente de determinacio R?
uma medida da utilidade do modelo, em vez de uma medida da qualidade do ajusta-
mento. Isto porque, se a variancia dos termos de erro for grande, o R? tende a ser baixo
e isso nao significa que o modelo esteja mal ajustado mas sim que o modelo é pouco ftil,
dada a propensao das observagoes se afastarem de forma significativa do seu valor médio.
Pode acontecer também que o modelo incorpore poucos preditores significativos e como
consequéncia tenhamos baixos R2.

Estamos portanto perante dois casos muito diferentes e é importante que na pratica con-
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sigamos fazer um diagnostico do que se esta a passar.

Quando estamos perante um modelo sem termo constante, isto ¢, um modelo em que
by = 0, a decomposicao da soma de quadrados que usamos e a partir da qual definimos o
coeficiente de determinacao ja nao é valida e portanto, nesse caso, temos de calcular R?
de outra forma. Quando estamos perante o modelo sem termo constante, o que sabemos
é que

S Y= e+ L Y =00 (Y- Yz)Q + 2 Y

e portanto, o coeficiente de determinacgao é definido por

RQ —1— Z?:l(gfl _2}/;)2 _ ZZ:l Y;z
Zi:l }/:L Zi:l }/;

3.5 Multicolinearidade

Multicolinearidade ¢ um problema comum na regressao, no qual as variaveis indepen-
dentes estao relacionadas entre si refletindo redundancia de informacao nos preditores.
A auséncia de multicolinearidade é uma das premissas para estabelecer um modelo de
regressao miltipla correto. Quando trabalhamos com mais de uma variavel regressora, é
muito importante verificar se existem relacoes lineares entre as varidveis explicativas.
Multicolinearidade pode ser explicada como a existéncia de uma dependéncia linear forte
entre as variaveis independentes e, na sua presenca as inferéncias baseadas no modelo de
regressao podem ser pouco confidveis sendo por isso importante que fagamos um diagnos-
tico de multicolinearidade entre as varidveis de entrada para que a relagao existente entre
elas nao interfira com as estimativas dos coeficientes de regressao e na aplicabilidade geral
do modelo estimado.

Isto porque, apesar de termos visto que o método dos minimos quadrados produz estima-
dores que sao 6timos sob as condicoes de G.M., a qualidade destes estimadores pode ser
seriamente afetada se existirem varidveis independentes que estejam linearmente relacio-
nadas entre si e, um mau ajustamento do modelo pode ser uma consequéncia.

Tomemos como exemplo o modelo:

Y = bo + bizin + baxio + b3z + €,

e suponhamos que existe uma relacao linear entre as variaveis preditoras z;; e x;s.
Adimitindo que x;; & ;y vem,

Y; =~ bo + (bl + abg)xﬂ + bgl'ig + €;.

A existéncia de relacoes lineares entre as variaveis provoca inflacao na variancia dos es-
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timadores o que indica uma grande instabilidade na inferéncia afetando desta forma a
qualidade do ajustamento.

Em situagoes em que essas dependéncias sejam fortes dizemos que existe multicolineari-
dade. O que precisa de ser feito é procurar variaveis independentes que tenham baixa
multicolinearidade com as outras variaveis independentes, mas também apresentem cor-
relacoes elevadas com a varidvel dependente.

O indicio mais claro da existéncia da multicolinearidade ¢ quando o R? é bastante alto,
mas nenhum dos coeficientes da regressao é estatisticamente significativo segundo a esta-
tistica T convencional.

O facto das colunas da matriz X serem (quase) linearmente dependentes faz com que
possam existir problemas numéricos no calculo de (X’'X)~! (uma vez que o determinante
desta matriz é nulo ou um valor muito préoximo de zero) e como consequéncia podemos
ter problemas com o ajustamento do modelo e na estimacao dos parametros.

E possivel eliminar o problema da multicolinearidade excluindo da anélise uma ou varias
variaveis preditoras que sejam responsaveis pela (quase) dependéncia linear dos predito-
res. Se a matriz X'X é singular, isto é, algumas variaveis explicativas sao combinagoes
lineares de outras, entao estamos na presenca de multicolinearidade e nao ha EMQ tnico
para os parametros. Se X’'X é aproximadamente singular, temos multicolinearidade apro-
ximada. A presenca de multicolinearidade pode ser detetada de varias maneiras. Duas
medidas que sao muitas vezes utilizadas na detecao da multicolinearidade sao a tolerancia
de uma variavel e o seu inverso que definimos por fator de inflacao da variancia.

TOL; =1 — R]Z ¢ a expressao que define a tolerancia da variavel X;. R, representa o
valor de R? quando se faz a regressdo de X sobre o conjunto das restantes variaveis.
Assim, se TOL; estiver proxima da unidade, é porque R; ¢ um valor proximo de zero e isso
significa que a varidvel X, ¢ independente das restantes. Por outro lado, se a tolerancia
assumir um valor préximo de zero, ficamos com a indicacao da existéncia de uma relacao
aproximadamente linear entre X; e alguma das outras variaveis independentes.

Utilizamos a designacao VIF}; para designar factor de inflaccao da variancia (variance
1

TOL;
E uma medida do grau em que cada preditor é explicado pelas restantes variaveis inde-

inflation factor), que ndo é mais do que o inverso da tolerancia. VIF; =

pendentes.

No que diz respeito a interpretacao, um valor de VIF; proximo da unidade leva-nos a
concluir a auséncia de multicolinearidade uma vez que, um VIF proximo da unidade é
consequéncia de T'OL; proximo da unidade que, como j& vimos indica que nao ha de-
pendéncia entre a variavel X; e as restantes. Valores grandes desta medida indicam que
estamos na presenca de multicolinearidade. Quanto maior for o fator de inflacao da varian-

cia, mais severa serd a multicolinearidade. Geralmente, o VIF é indicativo de problemas
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de multicolinearidade se VI F' > 10 mas alguns autores sugerem que os fatores de inflagao
da variancia nao devem exceder 4 ou 5.

Pode-se demonstrar que o VIF também pode ser definido pelo j-ésimo elemento da dia-
gonal principal da matriz R~!. Assim, se optarmos por analisar a matriz R~ devemos
retirar do modelo as varidveis correspondentes a entradas muito grandes nesta diagonal.
Se houver mais do que um elemento nestas condicoes, deve-se retirar a variavel que cor-
responde ao maior deles e, em seguida, recalcular a matriz e verificar se existe ainda
algum elemento na diagonal demasiado elevado. Se existir, essa variavel também devera
ser retirada do modelo e deve-se voltar a calcular a matriz procedendo deste modo até

que todas as variaveis que causam multicolinearidade sejam retiradas.

3.6 Selecao de variaveis

Um problema importante na analise de regressao consiste na selegao das variaveis in-
dependentes que farao parte do modelo.
Quando as variaveis a incluir no modelo sao todas independentes entre si, o processo de
selecao de variaveis ¢ muito simples. Podemos por exemplo, ajustar um modelo incluindo
todas as variaveis e eliminar aquelas cujo teste t seja significativo. Mas, quando a multi-
colinearidade é muito forte, todos os métodos podem funcionar mal e conduzir a modelos
que nao sao os melhores. Assim, a selecao de varidveis na presenca de multicolinearidade
pode ser um problema, mesmo quando esta nao é muito forte e, em muitos problemas é
quase inevitavel a existéncia de algum relacionamento entre variaveis independentes.
Os métodos de selecao de variaveis sao muito tteis nesses casos. Existem alguns métodos
distintos na selecao dos preditores no modelo de regressao. Nao se pode dizer que haja
um método que produza melhores resultados do que os outros e, em principio, é conveni-
ente utilizar mais de um método e escolher aquele que faz mais sentido ou que apresenta
um melhor ajustamento. Por vezes, métodos diferentes conduzem a resultados diferentes
mas semelhantes e dificilmente se pode dizer qual dos modelos é melhor. Outras vezes,
diferentes métodos produzem o mesmo modelo, o que é uma boa indicagao da qualidade
do ajustamento.
Os métodos de selecao de variaveis mais utilizados sao aqueles que vao procurando, uma
a uma e passo a passo, as varidveis a introduzir no modelo ou a eliminar, analisando
os efeitos de cada decisdo. Apresentamos em seguida, de forma resumida, trés métodos:

Forward, Stepwise e Backward.
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METODO DA SELECAO PROGRESSIVA ("Forward Selection")

O método da selecao progressiva comeca com 0 varidveis no modelo e vai incluindo, su-
cessivamente, aquelas que provocam um maior aumento na qualidade do ajustamento.

O procedimento deste método de selecao baseia-se no principio de que os preditores de-
vem ser adicionados ao modelo um de cada vez até que mais nenhum seja considerado

significativo.
METODO DA SELECAO "STEPWISE"

O método Stepwise é provavelmente a técnica mais utilizada de selecao de variaveis. A
regressao Stepwise comeca por construir um modelo com uma varidvel, usando a variavel
independente que estd mais correlacionada com a variavel resposta. Em cada etapa deste
procedimento sao construidos iterativamente uma sequéncia de modelos de regressao, adi-
cionando ou removendo variaveis. O critério para adicionar ou remover uma variavel em
qualquer etapa é geralmente expresso em termos de um teste parcial F.

O método de selecao stepwise pode ser visto como um método de selegao progressiva ao
qual se junta, ap6s a inclusao de uma nova variavel, um novo passo em que se testa a
significancia de todas as variaveis incluidas no modelo e se retiram aquelas que nao forem

significativas.
METODO DA SELECAO REGRESSIVA ("Backward Selection')

Enquanto o método Forward comeca sem nenhuma varidvel no modelo e adiciona varia-
veis a cada passo, o método Backward faz o oposto. Comeca por incorporar inicialmente
todas as variaveis e depois, cada uma pode ou nao ser eliminada em cada etapa do pro-
cedimento. A decisao de retirada da variavel é tomada baseando-se em testes F parciais,
que sao calculados para cada varidavel como se ela fosse a tultima a entrar no modelo.

O método da selecao regressiva é portanto um método simples que comeca por incluir
todas as varidveis no modelo e elimina, progressivamente, aquelas cujo teste t é menos
significativo, ou seja, aquelas variaveis cuja influéncia no ajustamento do modelo é a me-
nor. Depois de eliminar a variavel menos significativa, o modelo vai sendo reajustado com
as restantes variaveis, repetindo-se o processo até que todas as variaveis sejam considera-
das significativas.

Naturalmente que, em qualquer dos métodos de selecao utilizados, o modelo final depende

do nivel de significancia escolhido para o teste t, mas ¢ usual considerar a=0.05.
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Capitulo 4

ANOVA e ANCOVA

4.1 Analise de variancia (ANOVA)

A Regressao Linear visa modelar uma variavel resposta numérica (quantitativa), a
custa de uma ou mais variaveis preditoras, igualmente numéricas.
Mas, uma variavel resposta numérica pode depender de uma ou mais variaveis qualitativas
(categoricas), ou seja, de um ou mais fatores. Em tais situacoes pode ser util uma Anélise
de Variancia (ANOVA).
Existem situacoes em que interessa comparar os efeitos médios de mais do que dois tra-
tamentos. Supondo que dispomos de k amostras provenientes de populacoes gaussianas
e homocedasticas, a tentacao natural é usar o teste T e proceder a comparacao dos pares
dos efeitos médios.
E no entanto uma metodologia errada porque torna mais provavel tomar decisdes erradas.
Temos que ter em linha de conta que as decisoes estatisticas sao decisoes de risco, e a
metodologia dos testes de hipoteses assenta na construcao de regioes de rejeicao que fixam
a probabilidade o do erro de primeira espécie. Se procedermos a comparacoes miiltiplas,
rapidamente o nivel do teste se aproxima de 1 e & medida que o niimero de combinacoes
dois a dois aumenta torna-se quase certo rejeitar alguma hipdtese nula verdadeira.
Em outras palavras, ha um risco « de rejeitar a igualdade dos efeitos médios de dois tra-
tamentos, quando de facto nao o deveriamos fazer. Mesmo que « assuma um valor muito
proximo de zero, ao fazer a comparacao de n tratamentos dois a dois a probabilidade de
erro aumenta rapidamente.

Tomemos como exemplo um caso em que pretendamos comparar o efeito médio de 10

10
2

em cada uma delas for 0.05, a probabilidade global de erro & cerca de 0.90 [1—(1—0.05)%].

Se em vez de 10 considerarmos 20 tratamentos, ha (220) = 190 pares, e a probabilidade de

tratamentos. Nesse caso, existem ( ) = 45 comparacoes, e se o risco de erro assumido

41
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erro é cerca de 0.9999. [1 — (1 — 0.05)1%]

Fisher teve a ideia genial de proceder a todas as comparagoes simultaneamente, isto é
considerar que a hip6tese a que deveria condicionar era a igualdade das médias de todos
os efeitos. E assim que surge a analise de variancia, uma metodologia estatistica desen-
volvida por este matematico, nos anos 20, que permite avaliar afirmacoes sobre as médias
de populacoes.

Estudando o quociente de dois estimadores independentes da variancia, Fisher conseguiu
os resultados que permitem a comparacao simultanea dos efeitos médios de mais do que
dois tratamentos. Esta area da estatistica tem o nome de analise da variancia pois as-
senta na comparacao dos estimadores da variancia. Tem como principal objetivo verificar
se existe uma diferenca significativa entre as médias podendo desta forma concluir se os
fatores influénciam de alguma forma a variadvel dependente.

Em outras palavras, esta ferramenta é utilizada quando se quer decidir se as diferen-
cas amostrais observadas sao reais isto é, se sdo causadas por diferencas significativas
nas populacoes observadas ou se serao apenas casuais e decorrem da mera variabilidade
amostral. Esta analise parte do pressuposto que o acaso produz apenas pequenos desvios,
sendo que as grandes diferencas se devem a causas reais.

E provavelmente a mais usada e, segundo Gilbert (1989), a mais mal usada metodologia

estatistica.

4.2 Analise de variancia como um modelo de regressao

A ANOVA permite fazer a comparacao global de diversas amostras ou subamostras
minimizando a probabilidade de erro amostral, ji que, conforme vimos no exemplo dado
na seccao anterior, o total de comparacoes entre pares aumenta exponencialmente com o
aumento do niimero de amostras.

A aplicagao da anéalise de variancia pressupoe a verificacao das seguintes condigoes:

1. As amostras devem ser aleatorias e independentes.
2. As amostras devem ser extraidas de populacoes normais.

3. As populagoes devem ter variancias iguais .

O objetivo é avaliar se varias médias populacionais sao iguais.
Se considerarmos k amostras independentes provenientes de uma populacao X; com dis-
tribuigdo N(u;, 0?) onde cada observagao se pode escrever na forma

Xij = + Eij,i = 1, ,l{} e, j = 1, Ny
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com €;; N N(0,0%) variaveis aleatorias i.i.d., podemos usar uma estatistica de teste com

distribuicao F' de Snedcor para o teste de hipoteses:
Hy:py = po = ... = pux Vs Hy: existe pelo menos um p; que é diferente dos outros.

A deducao da estatistica de teste serd feita mais adiante, considerando que este mo-
delo também pode ser escrito como um modelo de regresao linear multipla.

De fato, usando notacao matricial podemos escrever ¥ = Xb + ¢ em que o vetor das
observacoes Y é tal que,

Y' = VY. .Yy] = [Xi1.- . Xin | Xor - Xop, || X1 - Xin, |

a matriz de planeamento X é dada por,

- _
1
1 0
0 1
1
X=]0 1 0
0 0 1
0 0 1
00 1]

uma vez que é construida através das variaveis indicatrizes x;;, i = 1,...,.Ne j =1,....k
que assumem o valor 1 ou 0 respectivamente se a observacao Y; pertence ou nao a popu-
lagao j; o vector dos coeficientes de regressao b sera aqui representado por u uma vez que
é constituido pelos valores médios das I populacoes, ' = [p1p2...p15]. As matrizes X' X e
X'Y dadas por:

X/X o 0 N9 ... 0
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> it Xy
X/Y —_ Z;Lil X2.7

2?21 ij

e portanto, os EMQ do vetor dos coeficientes p sao:

X
X,
(X'X)'Xy =] "%
X
onde,

2.
n;

representa a média da amostra i e,

k n;
Zi:l ijl Xij
N

~ k
X = ,com N=>"" n

designa a média de todas as observagoes.

Como X;; = p; + €, concluimos que, para este modelo, os valores ajustados sao da-
dos pela expressao X;; = fi; = X,
Nestas circunstancias, a formula da decomposicao da soma dos quadrados, sem termos

necessidade de fazer mais calculos, vem:
k g ~N k ~ N k n; ~N
Zz’:l Zj:1<Xij - X)2 - Zz‘:l ni(Xi - X)2 + Zizl Zj:1(Xij - Xz‘)2

de onde tiramos de imediato a igualdade SQr = SQr + SQ..
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Na anélise de varidncia, as médias das k amostras aleatorias extraidas das k popula-
¢coes em estudo permitem definir dois tipos de variagao: a variacao entre as amostras
SQr (também designada por varia¢do entre grupos, entre tratamentos ou factorial), que
resulta da influéncia do factor sobre a variavel em estudo, e a variacao dentro das amostras
SQ. (também designada variagao residual), que resulta da influéncia de outros factores
nao controlados.

A quantificacao da variacao total, factorial e residual é feita através da média dos qua-
drados que como ja vimos se obtém através do quociente entre as somas dos quadrados e
os respectivos graus de liberdade. E portanto, é a razao entre as duas fontes de variacao
(factorial e residual) que permite concluir acerca da igualdade das k médias. Ou seja, a

estatistica de teste ¢ dada por:

_ MSQr _ SQr/k—1

F= MSQe  SQ./N —k

Na pratica podemos estar perante duas situacoes.

1. A variacao factorial é muito superior a variacao residual, ou seja, o quociente entre
as duas fontes de variacao é elevado, de onde tiramos que as diferencas entre as
amostras sao significativas e portanto o mesmo deve acontecer com as populagoes.
Nesse caso, a estatistica de teste F' assumird um valor significativamente maior que

1 e Hy sera rejeitada.

2. No caso em que H, é verdadeira, as diferencas observadas entre as médias amostrais
sao atribuidas a flutuacoes amostrais, o quociente entre as duas fontes de variacao
é baixo e portanto nao ha razdes para acreditar que haja diferencas significativas

entre a média as populacoes.

F tem distribuicao F' de Snedcor com k — 1 graus de liberdade no numerador e N — k
graus de liberdade no denominador e a regiao de rejeicao deste teste ¢ sempre unilate-
ral, uma vez que rejeitamos H, para valores grandes da estatistica de teste ou seja, para

valores da estatistica de teste maiores ou igual a fi_q.k—1,nv—k) que designa o quantil de
probabilidade 1 — a de uma F(k — 1, N — k).

O modelo ANOVA é muitas vezes representado através de um outro conjunto de pa-

rametros quando se considera a reparametrizacao:

Xij :,U—FOQ'—FEU, Z:L,k e,jzl,...,ni
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com,

k
Z¢:1 i k

— e P = g ,.:1,...
I N , QU = [l — [l

onde ¢é valida a relacao

Z?:l ni0G = 2?21 nipt; — Np =0

No que diz respeito a terminologia, X;; representa a j-ésima observagao medida no tra-
tamento 4; ;1 é a média geral de todas as observagoes; a; o efeito do tratamento 7 e, €; o
erro aleatorio.

Com esta reparametrizacao, os novos parametros sao funcao linear dos anteriores, o que

faz com que os EMQ sao a mesma func¢ao linear dos EMQ de puq, pa, ..., fig,, OU seja,

- k ni
N Zle n; X, - Zizl Zj:l Xij
B N

===y =X

€,

ay=fi; — =Y, =Y

Apesar desta reparametrizacao do modelo envolver k + 1 parametros, (u, aq, as, ..., , o)

sO k é que sao independentes uma vez que, como Zle n;c; = 0 podemos escrever um dos
a;’s como combinacao linear dos outros e portanto o vector de coeficientes inclui apenas
0s parametros [, iy, Qo ..., , Otp_1.

Com esta reparametrizacao o teste de igualdade de médias pode ser feito considerando as
seguintes hipoteses:

Hy:a1=ay=..=0a,=0Vs H : da; # 0, para algum .

No que diz respeito a estatistica de teste, em ambos os modelos, temos YZ» =Y, e por-
tanto, a particao da soma de quadrados é a mesma e, consequentemente, chegamos a

mesma estatistica F'.

Até agora referimo-nos sempre a anélise de variancia simples (com um fator). Supondo
que existem agora dois fatores (A e B) a influénciar uma certa caracteristica e admitindo
que existem [ niveis diferentes do fator A e J niveis do fator B, podemos escrever o modelo

(adaptando a reparametrizagao acima) da seguinte forma:

Xijkzﬂ+ai+6j+7ij+€ijk7 izl,...,],jzl,...,Je, Ii‘:l,...,n



4.2 Anélise de varidncia como um modelo de regressao 47

onde,

X,jr representa a k-ésima observacao medida no tratamento ¢ do fator A e tratamento j
do fator B;

i ¢ a média global de todas as observagoes;

«; o efeito do tratamento i;

B; o efeito do tratamento j;

7i; & interacao entre o fator A e o fator B;

€ijk O erro aleatorio.

Quando os valores de v;; sao nulos significa que estamos perante um modelo sem interac¢ao
que habiualmente se designa por modelo aditivo.

Para este modelo, ¢ valida a relagao Zz'[:1 a; = Z}]:1 B =0.

A primeira hipdtese a testar é a de existéncia de interagdo e portanto comecamos por

realizar o teste com as hipoteses
Ho:’}/l'j:OVS H1 71]7&0,2:1,,]-,]: 1,...,J.

A estatistica de teste a utilizar sera a estatistica F deduzida para modelo completo/reduzido
em que consideramos como modelo reduzido o modelo sem interacao e, modelo completo
o modelo com interacao.

Quando rejeitamos a hipotese nula admitimos que nao existe interacao entre os fatores e
portanto, como ja foi dito, estamos perante o modelo aditivo e as hipoteses a testar em

seguida sao:
. . N /. — A
Hy:o;,=0,i=1,...,1e H;:3,=0,7=1,....,J
para descobrir se os fatores A e B influenciam ou nao a caracteristica em estudo.

Nao faremos aqui a demonstragdo mas nesta situacdo (modelo aditivo com 2 fatores)

é possivel decompor a soma de quadrados total de acordo com a expressao:

SQr = 5Qa+ 5@+ 5Q.

e chegar a estatistica de teste para a hipotese Hj : oy = 0,
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SQa/(I—1)

F = o m —1=J7+ 1)

De forma anéloga chegamos a estatistica,

5Qp/(J 1)

F = o m ==+

para testar a hipotese H| : 5, = 0.

Por outro lado, se nao rejeitarmos a hipdtese de interacao entre os fatores, o que é sugerido
por muitos autores é reduzir o problema a uma sequéncia de testes de analise de variancia
simples e testar o efeito de um fator separadamente para cada nivel do outro fator. Ou

seja, devemos testar as hipoteses:

Ho(j) = paj = .. = pgj, para j = 1,....J
e’
Ho(i) : g = ... = piy, parai=1,..., I.

4.3 Analise de covariancia (ANCOVA)

Além da variavel dependente, pode existir uma ou mais varidveis quantitativas numa
situacao de analise de variancia.
Essas variaveis podem ser incluidas no modelo como varidveis independentes e, se afeta-
rem de certa forma os resultados sao conhecidas como covaridveis.
A Analise de covariancia pode ser vista como uma mistura de andlise de variancia e re-
gressao, sendo alids muitas vezes descrita desta forma. Esta analise pode ser entendida
como um elo de ligacao entre a anélise de variancia e a analise de regressao uma vez que
um dos seus principais objetivos é avaliar o efeito de um ou mais fatores explicativos de
natureza nominal numa dada variavel resposta uma vez removida a influéncia que um ou
mais fatores quantitativos podem também exercer nessa variavel. No entanto, demonstra-
se que através da especificacdo de um modelo de regressao com varidveis dummy é possivel
atingir de uma forma muito eficiente este objetivo particular da anélise de covariancia.
Regressao Linear e Analise de Variancia sao casos particulares do Modelo Linear, que in-
clui também a Anélise de Covariancia. Em qualquer destas trés situacoes o que se procura

¢ modelar uma variavel resposta quantitativa (numérica) Y. E a natureza das variaveis



4.3 Analise de covariancia (ANCOVA) 49

explicativas que distingue as trés situacoes.

Numa Regressao Linear, os preditores sao variaveis igualmente quantitativas (numeéricas).
Numa Anélise de Variancia, as variaveis independentes sao fatores (variaveis qualitativas,
ou categoricas). E, numa Analise de Covariancia, encontramos entre as variaveis explica-
tivas, quer variaveis numeéricas, quer fatores.

A inclusao destas variaveis independentes no modelo resulta na reducao da variancia do
erro e consequentemente no aumento da precisao, sendo esse o principal motivo para o
uso de covariaveis.

A analise de covariancia é uma técnica estatistica com alguma complexidade pela quanti-
dade significativa de calculos que envolve. O nivel de sofisticagdo deste método aumenta
com o aumento do nimero de fatores explicativos nominais, cuja significancia se pretende
testar, bem como com o aumento do nimero de varidveis quantitativas que importa con-
trolar. Este problema é eliminado quando a experiéncia em causa pode ser efectuada
através de programas informaticos adequados.

A inferéncia estatistica num modelo ANCOVA (estimacao, testes, etc) é feita como no
capitulo 3 uma vez que, como ja foi dito, se trata de de um modelo linear. A questao
principal é a definicao correta da matriz de planeamento devendo esta ter em conta as
possiveis interagoes entre as variaveis qualitativas bem como as interacoes entre estas e

as variaveis quantitativas.
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Capitulo 5

Aplicacao ao problema em estudo

5.1 Analise descritiva dos dados

Neste capitulo faremos uma pequena anéalise descritiva de cada um dos quatro servicos
considerados, através do céalculo de algumas medidas de localizacao e dispersao e repre-

sentagoes gréficas.

5.1.1 Checksaiude Colesterol Total

O servico Checksatide consiste na determinacao de parametros e existem alguns passos
associados a oferta destes servicos.
Em primeiro lugar, a situacdo do individuo é analisada, com o objetivo de verificar a
existéncia de sinais, fatores de risco ou possiveis queixas.
Depois da determinacao dos parametros, que é feita com base em procedimentos que vi-
sam a execuc¢ao correta da técnica de determinacao e a verificacao da exatidao e precisao
das determinacoes efetuadas, os resultados sao interpretados com base nos objetivos de-
finidos pelo médico ou, na sua auséncia, sao usados valores de referéncia das "guidelines"

nacionais ou internacionais que constam dos procedimentos de intervencao profissional.

No que diz repeito ao servigo Checksatde Colesterol Total comecemos por analisar al-

gumas medidas de estatistica descritiva.
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Estatistica | Erro Padrac
Check Salde Colesteral Média 166,36 3,564
Total 85% Intervalo de Limite inferior 159,37
Conflanga para Media Limite superior 173,35
Mediana 12500
Wariancia 27088327
Desvio Padrio 164 585
Minimo 0
Maximao 1506
Intervalo 1506
Intervalo interguartil 190
Assimetria 1,921 053
Curtose 6,045 06

A estimativa para o volume médio de vendas registadas do servigo Checksatide Colesterol
Total é de cerca de 166 unidades, sendo o I.C. a 95% de |159.37;173.35].

No entanto, existem muitas farmécias sem vendas (inclusive zero é a moda) e alguns pe-
quenos aglomerados periféricos na cauda superior com grande volume de vendas o que
implica uma grande variabilidade de comportamento no universo das farmécias (S’ ~ X).
A dispersao ¢ muito elevada em grande parte devido a existéncia de um grupo de outliers
superiores severos, o que faz com que a média seja um valor pouco representativo devido
a sua fraca resisténcia.

O formato do histograma faz lembrar o grafico de uma exponencial com grande concentra-
¢ao das farmécias na classes com pequeno volume de vendas. Note-se que na distribuicao
exponencial o valor médio é igual ao desvio-padrao e os valores empiricos obtidos verificam

esse facto.
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Os "outliers" superiores sao responséaveis pelo deslocamento da média para a direita,
existindo assim uma assimetria marcada que conseguimos vizualizar quer através do his-
tograma quer através da caixa de bigodes, onde a amplitude do lado esquerdo da caixa é

mais pequena que a amplitude do lado direito.
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5.1.2 Checksaunde Glicemia

A anélise descritiva dos restantes servicos € muito semelhante & do servigo Checksaude
Colesterol Total.
Também no servico Checksatide Glicemia se verifica a assimetria positiva marcada, a
existéncia de muitos "outliers" superiores, uma grande variabilidade da variavel resposta,

e a forma da distribuicdo sugere-nos novamente a densidade da exponencial.
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Estatistica | Erro Padrdo
Check Salde Glicemia  Média 99,11 2,300
95% Intervalo de Limite inferior 94 60
Conflanga para Media Limnite superior 103,62
Mediana 70,00
Wariancia 11278816
Desvio Padrio 106,202
Minimo 0
Maximo 1283
Intervalo 1283
Intervalo interguartil 118
Assimetria 2,202 053
Curtose 10,322 06
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5.1.3 Checksaiude Pressao Arterial

No servico Checksatude Pressao Arterial, a assimetria é bastante mais acentuada que
nos servicos anteriores. Cerca de 75% das farmaécias consideradas apresentam volume de
vendas nulo ou muito baixo e existem muito poucas farmécias com grande volume de
vendas registadas.

O desvio-padrao assume um valor mais do que duas vezes superior ao valor da média.

Estatistica Erro Padrio
Check Salde Pressdo Média 141 94 7,700
Arterial 95% Intervalo de Limite inferior 126,84
Confianga para Media Limite superior 157,04
Mediana 3,00
Variancia 126408577
Desvio Padrdo 355 540
Minimo 0
Maximo 3758
Intervalo 3rss
Intervalo interquartil a2
Assimetria 4318 053
Curtose 23,797 106
Histograma
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Através da caixa de bigodes verificamos que 50% das farmécias registam entre 0 e 92

unidades vendidas. As restantes 50% sao praticamente outliers superiores.

5.1.4 Administracao de injetaveis

Nos tltimos anos as farméacias passaram a poder prestar um vasto conjunto de servigos
farmacéuticos, nomeadamente o servico de administracao de vacinas nao incluidas no
Plano Nacional de Vacinacao.

Este servico é considerado de conveniéncia para o doente que passa a poder dirigir-se a
uma farmacia para usufruir deste servico, onde a vacina lhe serd administrada profissionais
legalmente habilitados para o efeito.

Os servicos de administracao de injetaveis também se enquadram neste ambito. Trata-se
de administracao de medicamentos injetaveis, sejam ou nao, vacinas.

Relativamente a este servico, no que diz respeito a analise descritiva, nao h& nada de novo

a acrescentar.
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Estatistica | Erro Padrdo
Administracdo de Média 96,65 3,603
injectaveis 95% Intervalo de Limite inferior 29,58
Conflanga para hedia Limite superior 103,71
Mediana 38,00
Variancia 27675,002
Desvio Padrao 166,358
Minima 0
Maximo 2029
Intervalo 2028
Intervalo interquartil 127
Assimetria 4421 053
Curtose 30,942 108
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5.2 Construcao e validacao do modelo

Depois de organizar a base de dados (codificando as categorias de cada uma das ca-
racteristicas), o primeiro passo foi criar variaveis dummy para identificar a categoria das
caracteristicas nominais.

Algumas caracteristicas, apesar de quantitativas, foram agrupadas em classes o que nos
impedia de as tratar como numéricas. Exemplos dessas varidveis sao, o nimero de mon-
tras, o quadro farmacéutico, o quadro pessoal da farmécia, a area de atendimento e as
dimensoes da farmacia.

A caracteristica "Numero de montras" estava dividida em "0","1","2" e "mais de 2" e nao
nos pareceu que fizesse sentido consideréd-la ordinal por se ter agrupado numa categoria
as farmacias com mais de duas montras. Assim sendo, resolvemos codificar a categoria
"mais de 2" com o valor 3 e assumir que uma farméacia que tivesse mais de 2 montras
tinha exatamente 3 montras.

Na verdade nao devemos estar muito longe da realidade até porque "dificilmente" se en-
contrard uma farméacia com mais de 3 montras.

Resolvemos agir de modo semelhante com as variaveis "Quadro farmacéutico" e "Quadro
pessoal da farmacia".

A situagao da variavel "Quadro farmacéutico" é idéntica & "Numero de montras". Consi-
deramos que a categoria mais de 4 farmacéuticos era exactamente 5. No que diz respeito
a variavel "Quadro pessoal da farmacia", que estava dividida em classes, consideramos o

ponto médio de cada classe. As alteracoes foram as seguintes:

Variaveis Antes | Depois
Ntmero 0 0
de 1 1
montras 2 2
>2 3
Quadro 1 1
farmacéutico 2 2
da 3 3
Farmacia 4 4
>4 5
Quadro de Pessoal 1-3 2
da 4-6 5
Farmacia 6-10 8
(incluindo o Director-Técnico) | > 10 11
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Desta forma, passdmos a trabalhar com 11 varidveis categoricas e 3 quantitativas.
Tentar incluir varios niveis de uma variavel quantitativa como um fator pode tornar o
modelo mais pesado e a interpretacao pode nao ser tao clara, sendo este o principal

motivo para este "ajustamento”.

5.2.1 Checksaiude Colesterol Total

Comecamos por usar os métodos "Stepwise", "Forward"e "Backward"para uma pri-
meira selecao das varidveis explicativas a considerar no modelo.
Os métodos "Stepwise"e "Forward" selecionaram exatamente as mesmas 4 variaveis (é
bastante comum estes dois métodos selecionarem as mesmas variaveis) e o método "Backward"
selecionou 6 variaveis (as 4 selecionadas pelos outros métodos mais 2). O acréscimo no
R? era de 0,01 e portanto, tendo em conta o principio da parciménia, ndo fazia sentido
considerar as 6 caracteristicas selecionadas pelo método "Backward" se podiamos ter um
modelo mais simples (com 4 variaveis) sem alteracao significativa no coeficiente de deter-
minacao.
Até porque, ainda temos de considerar eventuais interagoes entre as 4 caracteristicas.
O estudo das interacoes foi feito usando a estatistica de teste F' que enuncidmos no capi-
tulo "Modelo completo e modelo reduzido".
Consideramos como modelo completo o modelo com todas as varidveis explicativas se-
lecionadas incluindo as interagoes duas a duas e o modelo reduzido sem as interacoes.
Comecamos por introduzir todas as interacoes e usdmos uma espécie de metodologia
"Backward" ou seja, nao elimindmos as interacoes todas de uma vez e fomos eliminado
em cada etapa as interacoes em que o p-value associada a estatistica de teste utilizada
era maior. Assim, apo6s algumas iteragoes, eliminamos a existéncia de interacao entre

quaisquer variaveis e portanto concluimos que estariamos na presenca do modelo aditivo.
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Resumo do modelo

R quadrado Erro padrdo
Maodelo R R quadrado ajustado da estimativa
1 3257 105 103 155,883
a. Preditores: (Constante), Meio_envalvente=Residencial,

Instalagdes=Regulares, Nimero de Maontras,
Meio_envolvente=Escritdrios / Servigos, Quadro de Pessoal da
Farmacia (incluindo o Director-Técnico), Instalagdes=Antigas

ANOVA?
Soma dos Quadrado
Modelo Quadrados df Médio z Sig.
1 Regressdo 60815983 460 G 1013663,910 41,710 ,UUUb
Residuo 5164324217 2125 24302702
Total 772522563 213

a. Variavel Dependente; Check Salde Colesterol Total

b. Preditores: (Constante), Meio_envolvente=Residencial, Instalagdes=Regulares, Nimero
de Montras, Meio_envolvente=Escritdrios / Servigos, Quadro de Pessoal da Farmacia
(incluindo o Director-Técnico), Instalagdes=Antigas

Coeficientes®
Coeficientes
nao
padronizados
Modelo t Sig.
1 (Constante) 70,846 5167 ,000
Mamero de Montras 14,146 2,870 003
Quadro de Pessoal da
Farmacia (incluindo o 20,715 10,112 ,aoo
Director-Técnico)
Instalagdes=Antigas -38,008 -3,960 000
Instalagies=Regulares -27,778 -3,567 000
Meio_envolvente=Escritar
ios / Senigos -33.337 -2,482 013
Meio_envolvente=Reside
ncial -18,707 -2,506 012

a.Variavel Dependente: Check Salde Colesterol Total
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Chegamos ao modelo,
Y = 70.846 — 38.098cv1;, — 27.778g, — 33.33751 — 18.707Bor + 14.146y + 20.715\

com,

1 se as instalacoes da farméacia k sao antigas
Q1 =
0 caso contrario

0 caso contrario

8 1 se o meio envolvente da farméacia k é Escritorios/Servigos
1k =

1 se as instalacoes da farmécia k sao regulares
Qo =
{0 caso contrario

8 1 se o meio envolvente da farmaécia k é Residencial
2k =

0 caso contrario

y=Ntmero de montras

A=Quadro de pessoal da farmaécia

Apesar do modelo ser significativo, o coeficiente de determinacao é muito baixo o que
significa que houve um "mau" ajustamento e as previsdes decorrentes serdo no minimo
"suspeitas".

Vamos fazer a analise dos residuos para tentar perceber o motivo de um R? tdo baixo.
Fazendo o teste da normalidade dos residuos,

Hj : Os residuos seguem distribuicao normal Vs H; : Os residuos nao seguem distribuicao

normal
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Testes de Normalidade

Kolmagarov-Smirnoy® Shapira-Wilk
Estatistica df Sig. Estatistica df Sig.
Unstandardized Residual 17 2132 000 879 2132 000
Standardized Residual 17 2132 000 879 2132 000

a. Correlagdo de Significancia de Lilliefors

obtém-se um p-value proximo de 0 e portanto rejeitamos a hipotese nula e concluimos que
nao hé evidéncia estatistica para assumir a normalidade dos residuos e portanto houve
violacao dos pressupostos. Nao ¢ de estranhar este fato se atendermos ao formato expo-

nencial observado no capitulo da analise descritiva.

Graficamente podemos verificar através do qq-plot que os quantis empiricos dos residuos
nao se dispoem sobre a bissectriz dos quadrantes impares. Existe um mau ajustamento
nas caudas que certamente se deve a existéncia de outliers superiores e ao excesso de

observacoes nulas.

Grafico Q-Q Normal de Unstandardized Residual
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Histograma
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400
300
o d
2
Ty
ol
= /
2 200 /
[T
100
0 T T 1 1 T 1
-4 -2 o] 2 4 [ 8

Regressdo Residuos padronizados
A curva de frequéncias também nao se ajusta a densidade da gaussiana.
Logo, tendo em conta as representacoes graficas, nao conseguimos validar a hipotese de

que os erros seguem distribuicao normal.

Representando graficamente Residuos Vs Valores ajustados
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Para que possamos validar a hipotese de que os erros sao independentes, de média nula e

variancia constante os pontos deste grafico deviam estar aleatoriamente distribuidos em
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torno da recta que corresponde ao residuo zero, formando uma mancha de largura mais
ou menos uniforme. Se considerarmos apenas os residuos positivos do gréafico, os pontos
parecem dispersar-se de forma aleatoria o que nao acontece quando olhamos para a parte
negativa. Ai, os residuos parecem estar a dispersar-se segundo um padrao e portanto a
condicao de independéncia nao é satisfeita. A hipotese de homogeneidade de variancia
também deve ser posta em causa uma vez que a dispersao dos residuos parecem apresentar
um comportamento tendencialmente crescente.

Os pontos no grafico parecem sobrepor-se uns aos outros formando uma recta vertical.
Isto quer dizer que, farmécias com as mesmas caracteristicas (consideradas) apresentam

valores observados muito diferentes devido a estimativa de o ser muito alta.
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Apesar de nao existir uma relacao linear forte entre as covaridveis e a variavel resposta,
através do grafico acima, ficamos com a ideia de que estas duas caracteristicas contribuem
de certa forma para a variacao do volume de vendas que acaba por aumentar com o au-
mento destes dois fatores. Razao pela qual o coeficiente associado a estas duas covaridveis

ser positivo.

No que diz respeito as variaveis categoricas consideradas no modelo, elas de fato pa-
recem influenciar a variavel resposta e o grafico abaixo ilustra bem a variacao media no

volume de vendas.
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Farmacias com instalacoes modernas apresentam um volume de vendas bastante superior
as farméacias com instalagoes antigas.

Em relacao a variavel "Meio Envolvente" conseguimos facilmente vizualizar que o volume
de vendas do servigo Checksatde Colesterol Total numa farmacia com meio envolvente
Misto é bastante superior ao volume de vendas numa farmécia em meio envolvente "Re-

sidencial.

No grafico abaixo podemos verificar que em cada tipo de instalacao existe uma certa
"uniformidade" do volume médio de vendas relativamente ao fator "Meio Envolvente".

Considerando os dois fatores em simultdneo verifica-se que a frequéncia méaxima (mi-
nima) ocorre nas farmécias com instalagoes modernas (antigas) e com meio envolvente

misto (residencial) que eram as modalidades com frequéncia marginal maxima (minima).

Meio envalvente da
2509 Farmacia

B Escritdrios / Servigos
W misto
O Residencial

2007

1507

1007

Média Check Saude Colesterol Total

a0

Artigas Modernas Regulares

Instalagdes da Farmacia
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Em relacao aos restantes servigos analisados neste estudo, procedeu-se de modo comple-
tamente analogo chegando-se aos modelos que abaixo apresentamos.
Em qualquer um dos servigos estamos perante um modelo aditivo uma vez que rejeitdmos

sempre a hipotese de interagoes significativas entre as variaveis explicativas.

5.2.2 Checksaude Glicemia

Utilizando o mesmo procedimento utilizado para contruir o modelo para o servico

anterior obtemos:

MODELO:

Yy = 12.916 — 23.54831;, — 11.83502 + 14.046cx + 10.884 + 7.742)

1
Bk =

0

1
Bax, =

0

Coeficientes™

Modelo

Coeficientes
nio
padronizados

B

Sig.

1

(Constante)
Meio_envolvente=Reside
ncial
Meio_envolvente=Escritdr
ios/ Senigos

MNamero de Montras
Quadro de Pessoal da
Farmacia (incluindo o
Director-Técnica)
Quadro farmacéutico da
Farmacia

12,916

-11,835

-23,548

14,046

10,884

7,742

2715

104
015

o7
000

000

o7

a.Variavel Dependente: Check Saude Glicemia

se o meio envolvente da farmacia k é Escritorios/Servigos

caso contrario

se o meio envolvente da farmécia k é Residencial

caso contrario

a=Numero de montras

~v=Quadro de pessoal da farmécia

A=Quadro farmacéutico da farmacia
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Apesar do modelo construido ser significativo, o coeficiente de determinagao assume uma

vez mais um valor muito baixo.

Os comentéarios seriam muito semelhantes a variavel anterior pelo que omito.

Resumo do modelo

R quadrado Erro padrio
Modelo R R quadrado ajustado da estimativa
1 3087 085 083 101,163

a. Preditores: (Constante), Quadro farmacéutico da Farmacia,
Meio_envolvente=Residencial, Meio_envolvente=Escritdrios /
Servigos, Mimero de Montras, Quadro de Pessoal da Farmacia
{incluindo o Director-Técnicao)

ANOVA®
Sorma dos Quadrado
Modelo Quadrados df Médio zZ Sig.
1 Regressdo | 2277977097 5 455595 539 44518 Jooo®
Residuo 2175717841 2126 10233,856
Total 2403515640 2131

a.Variavel Dependente: Check Salde Glicemia

h. Preditores: (Constante), Quadro farmacéutico da Farmacia,

Meio_envolvente=Residencial, Meio_envolvente=Escritdrios / Servigos, Nimero de
Montras, Quadro de Pessoal da Farmacia (incluindo o Director-Técnica)

Grafico P-P Normal de Regressao Residuos padronizados

Variavel Dependente: Check Saude Glicemia
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Representando graficamente o intervalo de confianca a 95% construido para a média do
volume de vendas do servico em estudo para cada uma das categorias da variavel "Meio

Envolvente"verificamos que

120

1107

100

20

95% CIl Check Salade Glicemia

804

T T T
Escritdrios / Servigos Misto Residencial

Meio envolvente da Farmacia

o intervalo de confianca do volume de vendas nas farmécias cujo meio envolvente sao
Escritorios/Servicos apresenta uma amplitude bastante superior (quase o dobro) dos in-

tervalos de confianca contruidos para as outras duas categorias desta variavel.
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Mas também conseguimos facilmente vizualizar que o volume de vendas do servigo Check-
satide Glicemia numa farmécia com meio envolvente Misto é bastante superior ao volume

de vendas numa farmaécia em meio envolvente "Residencial".

160

140

120

100

Média Check Saide Glicemia

&0

Quadro farmacéutico da Farmacia

O volume de vendas registadas deste servi¢o tende a ser maior nas farmacias com maior
numero de farmacéuticos. Estamos perante uma relacao causa efeito-maior volume de

vendas, maior quadro de pessoal.

Representando graficamente a variacao do volume médio de vendas do servico com a
variacao das covariaveis "Quadro de pessoal" e "Numero de montras" tendo em conta o

fator da caracteristica nominal "Meio envolvente da farmécia" obtemos:
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350 Meio envolvente da
Farmacia

[==Eccritirios | Servigos
izt

Residencial

300

230

200=

1209

Média Check Sauade Glicemia

100

50
T T T T
2 5 & 1

Quadro de Pessoal da Farmacia (incluindo o Director-

Técnico)

O aumento do quadro de pessoal da farmécia tem maior impacto no volume médio de

vendas deste servico nas farmécias em meio envolvente residencial.

Meio envolvente da
Farmacia

- e Eccritdrios | Servigos
150 m— jflisto
Residencial

1257

100

Média Check Saude Glicemia

50

NlUmero de Montras

No que diz respeito ao nimero de montras, o impacto anterior ja é maior em meio misto.



5.2 Construcao e validacao do modelo 71

5.2.3 Checksaiude Pressao Arterial

No que diz respeito a construcao do modelo para este servico, apos a utilizacao dos
mesmos métodos de selecao utilizados nos servigos anteriores, concluimos que as variaveis
explicativas sao: Niamero de montras, Quadro farmacéutico e Meio onde a farmécia se in-
sere, sendo que, apesar desta ultima caracteristica estar subdividida em quatro categorias
distintas (Urbano, Semi-urbano, Rural e Zona balnear) so existiam diferencas significati-
vas entre o meio Urbano e os restantes. Os outros trés niveis nao apresentavam grande
diferenca no volume médio de vendas registadas. Assim, resolvemos agrupar as 3 catego-
rias e construir uma variavel dummy que assume o valor 1 se o meio onde a farméacia se

insere for "Urbano" e 0 se o meio for Semi-urbano, Rural ou Zona balnear.
Modelo:
Yie = —33.440 + 33.910ay, + 28.2427 + 50.042\

onde, y=Numero de montras, A=Quadro farmacéutico da farmécia e,

1 se o meio onde a farmaécia k se insere é Urbano
. —

0 caso contrario

Resumo do modelo

R quadrado Erro padréo
Modela R R quadrado ajustado da estimativa
1 1817 033 031 345,900

a. Preditores: (Constante), Meio_Insere=Urbano, Namero de Montras,

Quadro farmacéutico da Farmacia

ANOVA®
Somados GQuadrado
Modelo Quadrados df Médio z Sig.
1 Regressdo 8846049 257 3 2948683,086 24,085 ,E][J[Jb
Residun 2605306291 2128 122428 807
Total 2693766784 2131

a. Variavel Dependente: Check Salde Pressdo Arterial

b. Preditores: (Constante), Meio_Insere=Urbano, Mumero de Montras, Quadro farmacéutico

da Farmacia
Coeficientes®
Coeficientes
Coeficientes ndo padronizados padronizados
Modelo B Erro Padrdo Beta t Sig.
1 (Constante) -33,440 22,446 -1,490 136
Nimero de Montras 28,242 94979 063 2,830 005
Quadro farmacéutico da
Farmacia 50,042 §,466 134 5811 000
Meio_Insere=Urbano 33,810 15,898 048 2133 033

a. Wariavel Dependente: Check Saude Pressao Arterial
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Apesar do modelo ser signitivativo, este é sem duvida o modelo com pior ajustamento e

portanto o "pior" em termos de previsao.

Grafico P-P Normal de Regresséo Residuos padronizados Histograma
Variavel Dependente: Check Saude Presséo Arterial Variavel Dependente: Check Saude Presséo Arterial
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Média Check Saude Pressio Arterial

250

200

1504

100

T T T T
o 1 2 3

Numero de Montras

Mais uma vez uma tendéncia "linear'"crescente entre o ntimero de

médio de vendas.

montras e o volume

200

1809

160

1407

120

95% Cl Check Salde Presséo Arterial

1007

80

T
Rural, Semi-Urbano, Zona balnear Urbano

Meio onde a Farmacia se insere

Existe uma diferenca abismal no volume médio de vendas desta varidvel entre meio urbano

e meio nao urbano (rural, semi-urbano, zona balnear).
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Meio onde a Farmacia
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Quadro farmacéutico da Farmacia

Apesar do volume médio de vendas registadas ser bastante superior em farmécias no
meio urbano, isto nao se verifica se o quadro farmacéutico da farmacia for superior a 4

farmacéuticos.

5.2.4 Administracao de injetaveis

As variaveis explicativas a considerar para modelar o volume de vendas do servico Ad-
ministracao de injetaveis sao: Quadro pessoal da farméacia, Quadro farmacéutico, Numero
de montras, Poder de compra dos utentes e Localizacao da farmécia.

Também aqui achamos que fazia sentido agrupar trés categorias da varidvel Localizacao
numa s6 e construir uma variavel dummy que assume o valor 1 se a farmacia se localiza
num Centro Comercial e 0 se a farméacia se localiza numa Rua, Praca grande/Avenida ou

Praceta.



5.2 Construcao e validacao do modelo

75

Resumo do modelo

Modelo

R R quadrado

R guadrado Erro padrao
ajustado da estimativa

1

2447 060

058 161,504

a. Preditores: (Constante), Localizagdo=Centro Comercial, Poder de
compra dos utentes, Namero de Montras, GQuadro farmacéutico da
Farmacia, Quadro de Pessoal da Farmacia (incluindo o Director-

Técnico)
ANOVA?
Somados Quadrado
Modelo Quadrados df Médio z Sig.
1 Regressdo 3521597,270 g 704319454 27,002 ,UUUb
Residuo 5545383236 2126 26083 646
Total 58975420 63 2131

a. Varidvel Dependente: Administragdo de injectaveis

h. Preditores: (Constante), Localizagdo=Centro Comercial, Poder de compra dos utentes,
Mamero de Montras, Quadro farmacéutico da Farmacia, Quadro de Pessoal da Farmacia
(incluindo o Directar-Técnico)

Coeficientes™

Coeficientes ndo padronizados

Coeficientes
padronizados

Modelo B Erro Padrdo Beta 1 Sig.

1 (Constante) -30,388 13,414 2,265 024
Quadro de Pessoal da
Farmacia (incluindo o 6117 2,430 068 2517 012
Director-Técnica)
Quadro far Eutico d
pa e rmacewtien 62 22,965 4,602 132 | 4990 000
Mimero de Montras 12,695 4,770 JE0 2662 008
Foder de compra dos
Utentes 13,317 6,678 045 1,994 045
Localizagdo=Centro
Comercial 92,786 34,046 056 2655 a0

a. Varidvel Dependente: Administracdo de injectaveis

Modelo:

Y = —30.3880 + 92.785c;, + 6.11783 + 22.965y + 12.695\ + 13.3176

com,

fS=Quadro de pessoal da farmacia,

y=Quadro farmacéutico da farmacia,

A=Numero de montras,

0=Poder de compra dos utentes e,

1
o —

0

se a farmacia se localiza num Centro Comercial

caso contrario
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Grafico P-P Normal de Regressdo Residuos padronizados

Prob. acumulativa esperada

Variavel Dependente: Administragdo de injectaveis

Histograma
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Localizagdo da
3004 Farmacia

Rua, Praceta, Praga grande,
:Auenidﬁ

Centro Comercial
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Média Administragio de injectaveis

2 ] g 11

Quadro de Pessoal da Farmacia (incluindo o
Director-Técnico)
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200
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Média Administragdo de injectaveis

-

Médio Elevado

Poder de compra dos utentes

O volume médio de vendas deste servico é muito superior nas farmacias localizadas em
centros comerciais relativamente a outras localizacoes.

E, manifesta uma tendéncia crescente significativa com o aumento do poder de compra
dos utentes.

De estranhar o facto de nao existirem observacoes desta variavel em farmécias localizadas

em centros comerciais para utentes com poder de compra baixo.
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Capitulo 6

Consideracoes finais e problemas em

aberto

A varidvel resposta representa o nimero de vendas registadas de determinado servigo
em um ano sendo por isso uma variavel discreta mas, o facto de ter uma amplitude de
variacao tao grande e a dimensao da amostra ser muito elevada faz com que se torne
bastante razoavel trata-la como continua.

No entanto, os pressupostos da normalidade e homocedasticidade dos residuos nao se
verificaram; o coeficiente de determinacao apresenta um valor muito baixo e, como ja
referimos, o modelo construido, para cada um dos quatro servi¢os farmacéuticos consi-
derados, nao ¢ o melhor em termos de previsao. Podemos ter maus ajustamentos com
modelos estatisticamente significativos. A rejeigdo da hipotese de nulidade (simultanea
ou individual) dos parametros das variaveis envolvidas é natural face a dimensdo da nossa
amostra.

Tendo em conta a distribuicdo no volume de vendas, em qualquer um dos servicos,
apercebemo-nos de uma grande percentagem de valores observados iguais a zero.

O excesso de zeros sugere um modelo misto para a variavel resposta. Assim sendo, deve-
riamos talvez optar por um processo de modelacao em duas fases.

Numa primeira fase poderiamos modelar a ocorréncia de zeros, recorrendo a regressao
logistica de forma a separar as farmécias cujo volume de vendas é nulo das farmécias
que efetivamente registaram a venda do servigo; depois, procedendo de modo semelhante
ao que foi feito, é possivel construir um modelo para previsao do volume de vendas nas
farmacias que registam venda do servico.

A segunda fase da modelacao terda em conta apenas os valores positivos da variavel. Dado
que foram registadas vendas de determinado servigo, podiamos tentar modelar o niimero

de ocorréncias nao nulas.

79



80 Capitulo 6. Consideracoes finais e problemas em aberto

Seria de esperar que, nao considerando as observacoes nulas, se verificasse um aumento
no valor de R? mas, experimentamos construir o modelo para um dos servigos (sem os
zeros) e na verdade ndo houve uma melhoria significativa no coeficiente de determinagao.
Existe uma grande assimetria na distribuicao do volume de vendas, o que nos traz a
ideia de que poderiamos tentar a distribuicao Gamma que é muito usada para modelar
distribuicoes assimétricas que assumam valores positivos ou optar por modelos lineares
generalizados no contexto da familia exponencial mas com distribuig¢oes assimétricas como
por exemplo a distribuicao de Weibull ou a Lognormal.

No entanto, a RLM, basesada na normalidade dos termos de erro, é particularmnete ro-
busta no que respeita a distribuicao dos mesmos. Para além disso, a amostra disponivel
era de dimensao razoavelmente grande o que, de acordo com a teoria dos modelos lineares,
garante uma boa aproximagao a distribuicao normal para os EMQ dos coeficientes bem
como as estatisticas dos testes T e F.

De notar que os dados fornecidos tinham sido agrupados em classes e o facto de nos terem
chegado de forma resumida influencia sem davida a anélise e portanto, a sugestao que
deixamos e que realmente acreditamos trazer uma melhoria na qualidade do ajustamento,
seria 0 nao agrupamento das varidveis quantitativas em classes (por exemplo, a area de
atendimento, as dimensoes, etc).

Outra sugestao seria a operacionalizacao de certas variaveis com outra escala de medida.
Por exemplo, em vez de considerar a caracteristica instalacoes da farmaécia dividida em
categorias como antigas, modernas ou regulares poderiamos considerar o niimero de anos
em que a farméacia nao sofre qualquer tipo de remodelacao.

Uma quantificacao mais exata dos preditores leva inevitavelmente a uma melhoria do mo-
delo.

Qualquer modelo que no futuro venha a ser construido, resultado até de possiveis melho-
rias que sejam implementadas a este, continuarao a ser caricaturas da realidade. Podem

eventualmente ser caricaturas um pouco melhores.
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