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RESUMO:

Avalia-se o efeito da utilizacdo de janelas no alisamento dos espectros de sucessdes
cronologicas, simuladas de acordo com modelos probabilisticos ARMA ("AutoRegressive
Moving Average"), até a 22 ordem.

As sucessdes foram subdivididas em blocos de igual dimensdo, sobre os quais se
aplicaram janelas retardadas exponenciais (Gauss), de poténcia (Parzen e Welch) e de coseno
(Hamming e Hanning). A anlise espectral foi realizada pelo método de Welch - que emprega
a "Fast Fourier Transform" e recorre & média dos periodogramas modificados, - comparando-
se 0s espectros obtidos com os espectros tedricos relativos a cada um dos modelos.

A metodologia foi aplicada a um caso real, ajustando-se um modelo ARMA a uma
sucessdo cronoldgica proveniente de uma estacdo meteorolégica automitica, e comparando
os resultados do alisamento dos espectros da sucessio real com os obtidos a partir da sucessio

simulada.

O efeito produzido pela janela de Welch € oposto ao das janelas de Hanning e de
Gauss: nos casos em que a primeira conduz ao menor afastamento relativamente ao espectro
tedrico, as ultimas conduzem aos maiores erros, e reciprocamente. No entanto, ndo parece

LLIF4

existir uma janela "Optima", independentemente do modelo ajustado ao processo em estudo.
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1 Introducao

O estudo das periodicidades € cada vez mais importante em todos os ramos das
ciéncias, tanto fisicas como humanas. Analisam-se os periodos de diversos fenémenos,
como a mar€, as correntes oceénicas, o crescimento da batata, a produgdo nacional de
alimentos, o fluxo de trifego ou o movimento de populagdes.

O registo da observagdo destes fendmenos d4 origem ds sucessdes cronolégicas.

O estudo das sucessdes cronoldgicas faz-se em dois domfnios: o do tempo e o da
frequéncia. No primeiro, utilizam-se fungdes de autocorrelagio para identificar o seu
comportamento e, com o seu auxilio, ajustar modelos probabilisticos que pretendem reflectir
08 processos e prever a sua evolugdo. No dominio da frequéncia, utiliza-se uma técnica que
permite identificar as periodicidades associadas a cada uma das sucessdes: a anlise espectral.

Este trabalho insere-se no &mbito da andlise espectral, mais especificamente na
técnica que conduz ao alisamento do espectro, através da aplicagdo de janelas.

Nio foi ambigio deste trabalho o conseguir chegar a um critério de escolha de qual
a janela mais apropriada para "ver" cada fenémeno mas tdo somente verificar quais as
diferencas introduzidas nos resultados pela aplicacdo de algumas delas, as mais usuais,
quando aplicadas a sucessOes simuladas das quais se conhece 0 modelo subjacente.

O trabalho iniciou-se com a simula¢fo de um conjunto de sucessdes, para o que se
utilizou o "package" AUTOBOX.

Depois, e utilizando o método sugerido por Welch, fez-se passar as sucessdes por
janelas e realizou-se de seguida o cdlculo do seu espectro.

Feitos os cdlculos e representados graficamente os resultados verificou-se dos efeitos
produzidos pelo afastamento do resultado em relagio ao modelo teérico que se encontrou por
programacdo directa, utilizando-se o ITSM como comparagio.

A observagdo deste afastamento permitiu verificar que realmente ndo parece existir
uma janela melhor mas que a escolha ird sempre depender do conhecimento existente do
processo e do modelo que lhe estd subjacente. =

A representagdo grdfica foi realizada utilizando o GMPHER" e nela se fez a
observagdo visual que deu origem & primeira comparago.

A apresentagdo do trabalho realizado foi organizada em quatro capitulos base. No
primeiro apresentam-se os modelos probabilisticos para as sucessdes cronolégicas usados
neste trabalho. As fungdes de autocorrelagfo e respectivos correlogramas foram produzidos

com 0 STATGRAPHIC . No segundo uma pequena introdugdo 4 andlise espectral, no terceiro




o desenvolvimento da aplicagdo do processamento proposto e comparacdo dos efeitos da
aplicagdo das janelas ds sucessdes simuladas e no quarto o resultado do mesmo
processamento aplicado a uma sucessdo "real" obtida numa estacio metereoldgica, cujo
modelo subjacente aos dados tinha sido identificado utilizando o AUTOBOX,

Estes quatro capitulos sdio seguidos das conclusbes possiveis tendo em vista a
comparagao realizada. _

Tal como € sugerido por alguns autores o uso generalizado de janelas com o simples
critério de disponibilidade, ou seja a janela que estd no sofiware instalado, parece realmente
ndo ser o melhor pois diferentes modelos, diferentes pardmetros, diferentes dimensdes, etc.
fazem com que a escolha tenha que ser realmente cuidadosa; os resultados podem ser bastante
diferentes pondo em causa tratamentos posteriores. E, citando Priestley, "existe mérito
considerdvel na construcdo de um método sensato, que poderemos entiio usar para
comparar o funcionamento das janelas padrdo ou para derivar a forma da janela "6ptima".
Seguindo esta linha estamos de acordo com os principios estabelecidos para a inferéncia
geral estatistica onde se definem medidas de eficiéncia para estimadores e depois se deriva
a forma para a qual o estimador tem a mdxima eficiéncia".

Nao se pretendia chegar 14 mas sentiu-se bastante a falta do tal critério sensato.




2 Modelos Probabilisticos para sucessdes cronol6gicas

O estudo do comportamento dos processos estocdsticos pelas suas fungdes de
autocorrelagdo e autocorrelagdo parcial e o seu ajustamento a modelos paramétricos sio
uma das técnicas mais usadas da andlise no dominio do tempo.

Apresentam-se neste capitulo alguns dos conceitos bésicos de estacionaridade,
passando depois ao estudo dos modelos probabilisticos, introduzidos por Box & Jenkins e
conhecido como modelos ARMA ("Autoregressive Moving Average Models").

2.1 Processos estocdsticos

A andlise matemdtica estuda fungdes deterministicas. Em oposi¢do a esta andlise
cldssica, quase todos os ramos das ciéncias se dedicam a fenémenos cujas realizagdes
envolvem factores aleatérios. Sdo exemplo, os registos de flutuacdo de preco de
determinada mercadoria, as variagdes de natalidade ou mortalidade da populagdo, os registos
de um electrocardiograma ou os registos meteorol6gicos. Sio estes conjuntos de observacoes
feitas sequencialmente em perfodos de tempo determinados, que se designam por sucessdes
cronoldgicas. A uma sucessdo cronolégica corresponde, assim, uma realizagdo ou
trajectdria de uma sucessdo de varidveis, sendo o processo estocdstico, essa familia de
varidveis aleatérias {X(¢), reT}, onde T representa o conjunto de instantes em que o
processo estd definido.

Um processo cujos registos podem ser efectuados continuamente no tempo, diz-se a
tempo continuo e representa-se por {X(¢): te T}, sendo T =]-w,»[ no caso geral.

Processos cujos registos se obtém em intervalos de tempo especificos, igualmente
espagados, dizem-se a tempo discreto e representam-se {X:7=0,+1,42,...). E sobre estes

que ird incidir esta anélise.

O objectivo do estudo de sucessGes cronoldgicas ¢ inferir sobre o processo estocdstico
que lhe estd subjacente, isto &, entender o mecanismo probabilistico desse processo partindo
da observagdo de apenas uma realiza¢io.

Osmommésﬁomsﬁodmimseqndﬁwﬂo-seaﬁmgﬁodedmﬂ)@ode&,)g, -"le,,

para qualquer conjunto de instantes 7,7, ..., ¢ e um qualquer inteiro positivo n, -




B (s vonsX, ) =P(qu > PR ,Xlns iy

Quando se estd em presenca de uma sucessdo de varidveis aleatérias independentes
e identicamente distribufdas, conhecer F(x) = P(X<x), xe]-o,o[, que corresponde a

descricdo de 1* ordem, € suficiente. Quando existir dependéncia entre varidveis ¢
2
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necessdrio recorrer a descri¢des de ordem superior. Destas o caso geral, ordem n,
corresponde ao conhecimento da fungio de distribuicdo F(x,,...,x ). Quando o processo
depende de varidveis ndo independentes, como é o caso dos estudados mais a frente, a sua
caracterizagdo, para um processo estocdstico de valores reais X , passa pelo conhecimento

das fungoes seguintes:

média p=E[X]

varidncia o;=E[X -upT

covaridncia Y(0) =ELX -p )X -4 )]
correlagdo p(,t)=y(,t)/ 0. 0,-

2.2 Processos estocdsticos estaciondrios

Uma classe particular dos processos estocdsticos € a dos processos estacion4rios.
Heuristicamente um processo estocdstico € estaciondrio se as suas caracteristicas de

aleatoriedade ndo variarem ao longo do tempo, ou seja, ndo apresenta alteragio temporal

das propriedades estatisticas. O sistema diz-
(b) Yearly U.S. tobacco

se assim, estdvel. Processos que se obtém o production

de sistemas estdveis dizem-se estaciondrios. mJ |
Quando existe variacdo das 'E'm'

caracterfsticas de aleatoriedade os processos E"’“"‘

dizem-se ndo estaciondrios ou evolutivos. A g 500

figura I-1 € exemplo de um tal processo.

1]
1860 1280 1900 1920 1940 1960 198O
Year

Fig. I - 1. Exemplo de um processo evolutivo (de Wei
1990)




Um processo {X1 ,1=0,+1,+2,...) define-se como estritamente (ou fortemente)

| estaciondrio se a fungdo de distribui¢cdo conjunta de Xl!, ...,Xin for a mesma de

""anﬂ Vi antst & Y.

1+ ?

Na prdtica € dificil a verificacdo desta propriedade . No caso dos processos
fracamente estaciondrios até d 22 ordem, em vez de exigir a igualdade das fungdes de
distribuigdo, traduz as caracterfsticas comuns através dos momentos até 4 22ordem, que
se supde existirem. Nestes processos, a média e a varidncia sdo constantes ao longo do

tempo e a covaridncia y(¢,,z,) s6

TERO-MEAN MHITE CAUSSIAN HDISE

depende da diferenca entre os instantes a — vimos - 108
t,—t, nao dependendo da origem do

tempo.

Um caso tipico de processo

fracamente estaciondrio até a 22 ordem

T T T T
P | w 28 kL] 48 3% (1] ™ " S8 (¢ ]

¢ o ruido branco (figura 1-2), que serve - e

de alicerce a4 construcdo de outros |

processos estaciondrios, como se verd Fig.1-2. Ruido branco - Exemplo de processo
mais adiante. fracamente estaciondrio (de Orfanidis S., 1990)

Se a estacionaridade do processo € forte, mas existirem momentos até 4 22 ordem
entao o processo € fracamente estaciondrio.

Sempre que no decorrer deste trabalho se omitir a referéncia ao tipo de
estacionaridade esta corresponderd a estacionaridade fraca.

2.3 Funcoes de autocovaridncia e de autocorrelagio

.

Para um processo estocdstico estaciondrio X de média u, a funcdo autocovaridncia
do processo € definida por
Y, =cov(X,X )

L4y

=E[(X-p)(X, -u)]

L+t




€ Y,, para cada valor de 7, mede a covaridncia entre pares de valores separados por um

intervalo de comprimento 7, designado por "lag".

Para fins interpretativos € costume utilizar-se esta fungio dividida pela variidncia do
processo, obtendo-se a funcdo autocorrelagdo (FAC),

B =10,
onde Yo =E[(X-u)]=var[X] =0 V1.

Esta fun¢io define uma medida de relacionamento entre valores de X desfasados de 1
unidades. Deste modo, quando 7 aumenta, verifica-se em geral que, a correlagio entreX

e X, decresce e consequentemente serd de esperar que y_e p_ decaiam para zero para

| 7 |~
A fung¢do autocovaridncia possui as seguintes propriedades:

P.1. ¥,=0°, Vit
P2. |y | <y,, V1 (Priestley: 1981)

P.3. Quando X € um processo de valores reais, y.=v_, YV (Priestley: 1981).

Paralelamente para a fun¢@o autocorrelagio tém-se:
P.1. p =1
P2. |p |<1, V7

P.3. Quando X s6 tem valores reais, p_=p_, V.

Destas propriedades estabelece-se que a fungdo autocorrelagio tem o valor mdximo na
origem (7=0), em relagdo 4 qual € simétrica, por isso a representacdo grdfica € apenas

efectuada para 7 > 0.

H4 ainda uma condig@o necessdria para que uma fungio seja funcio autocovaridncia
(autocorrelagao) de um processo: '

P.4. A fungdo autocovaridncia (autocorrelagdo) € semidefinida positiva (Wei: 1990).
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Uma outra fun¢do que desempenha um papel fundamental na identifica¢do dos
processos que se irdo estudar € a fungdo autocorrelagdo parcial (FACP), representada pore,,
e definida para os valores de k=1, 2,... como o coeficiente de ordem k da regressdo linear

multipla de X sobre X ,...,X

t+1 2

X, considerando-se, sem perda de
generalidade, E [X ] =0,
X -quX +¢ X +"'+¢ka1+€‘+

ek tek-1 k2 Mar-2 k
onde ¢ € o erro ndo correlacionado com X g Para j=1,2,... .k .
Para k =0 estabelece-se por convengao que ¢, =1.

Esta fungdo mede a correlagdo entre X e X

t+k ?

tendo em conta que os efeitos
produzidos por X X sdo conhecidos e removidos,

(B AR iy S 5 |

¢, =corr(X,X |X ,..,X ).

1+k-1
Multiplicando por X, . com j=1,2,...,k . ambos 0s membros da equagio anterior

e tomando esperangas matemadticas obtém-se

e Pl T AL P
e dividindo por y_, chega-se as equagdes,

PP T ¥ B

conhecidas com equagdes de Yule-Walker.

Aplicando a regra de Cramer a estas equagdes a func@o autocorrelagfio parcial, pode
ser calculada a partir do conhecimento das fungdes de autocorrelagio:

1 pl s by pl
p] 1 pk—S pz

pk—l pk-z e pl pk

¢kk =
1 p, Py
pl 1 Pk-z
Pey Pys 1




vindo para os primeiros valores de k,

¢, =P

®p =

_p,(1-p))+p,(pt+pi-2p)
¢33 -

2

1-2p%(p,+1)-p]

2.4 Alguns processos estocdsticos e suas caracteristicas

A escolha dos modelos probabilisticos que se irfio caracterizar, processos a tempo
discreto até a 2% ordem, recaiu sobre aqueles que foram seleccionados para a aplicacdo
prdtica apresentada mais a frente.

2.4.1 Processo puramente aleatério

Este € o processo a tempo discreto mais simples.

Um processo {X, t=0,+1,+2,...} diz-se puramente aleatério se consistir numa

sequéncia de varidveis aleatérias ndo correlacionadas, isto &, cov (X,X)=0, Vs=t.

Para o processo ser estaciondrio até 4 segunda ordem é necessdrio que:
E[X]1=n, VYVt (normalmente p_=0)
e que
var[X]1=0?, Vt

Este processo, que serve de base de constru¢io a todos os outros modelos
probabilisticos apresentados, também €é conhecido por ruido branco e é referenciado por

{e ).




Pode verificar-se que a fun¢io de autocovaridncia tem a forma seguinte:

_Jol k=0
i1 0 k=41,42,...

ou seja, $6 ndo € nula em zero.
A fungéo autocorrelagao do processo, obtida pela forma descrita anteriormente, vem,

[1 k=0
Pem1l0  k=41,+2,...

e a fungao autocorrelagdo parcial

2.4.2 Processo médias méveis

Tendo por base os processos mais simples, os puramente aleatérios {8},

{X, 1=0,%1,42,...} € um processo médias méveis de ordem g, simbolicamente MA(q),
se satisfazer a equagio |
X=¢=0 8 ~. —Bq €,

em que E[e 1=0 e var[e]=0? Vi, sendo B gves ,Gq 0s pardmetros do processo.
Utilizando o operador atraso B, que transforma o valor do processo no instante 7 ,

no valor anterior -1, ou seja, B e =¢_, tem-se

t-17

X=0(B)e

em que
©(B)=1-6B-...-8 B*.

Uma vez que 1+6%+... +6? <, 0s processos médias méveis finitos sio sempre

estaciondrios. Com efeito,

a) E[X]1=0, visto que X se exprime como fun¢Zo de ¢ de média nula.




b) var[X]=o0} =0’ (1+67+...+ 6?) , independente do valor de 7.

c) COV(XI’XYl—k)=Yk=E[X;Xt_k]
=E[(e,~...~8 ¢ )(e ... ~6_2_ )]
_]oi(-6,+86_+.+8_8), Il<k<qg
0, k >q
% B Pl

-E[XX,1/d}
) {(of/o;)(—eﬁﬁlemt.. +0,.8), 1<k<q

0, k >q
ou seja,
-6 +660 +...+0 6
k 1 k+l g~k gq
P = 1+67+...+6] v, L
0, k >q

Como se pode verificar a fungéo de autocorrelagdo € sempre nula a partir da ordem
do processo. Por outras palavras, a fungdo autocorrelagio de um processo médias mdéveis

de ordem q tem um corte brusco para zero a partir do "lag" q. Se o pardmetro & positivo, p,

€ negativo e vice-versa se o pardmetro for negativo o primeiro valor da fac é positivo.
Na figura I-3 pode analisar-se o cronograma de uma sucessio simulada do Processo

média méveis de 1?2 ordem, X =¢ -0.4¢_ com 280 pontos, verificando-se em relagio a

sucessdo residual, {€}~ N(0,0.1).

) L R TS

0 70 140 210 280 0 20 40 50

Fig. I - 3. Cronograma (3 esquerda) e FAC (4 direita) da sucessdo simulada para o processo X=¢-04¢_
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No grafico referente 4 funcdo de autocorrelagdo apresentam-se a tracejado, os
limites do teste de significncia de Bartlett', permitindo identificar os valores que sdo
significativamente diferentes de zero. No caso da fig.I-3 constata-se a existéncia de um tinico
pico significativo, havendo um corte brusco para zero a partir do "lag" 1.

Para a sucessdo simulada do processo médias méveis de 22 ordem,
X =¢-04¢_-02¢_,apresenta-se o cronograma (fig.1-4) e a respectiva fac. Neste caso,

no correlograma (grdfico da fung¢do de autocorrelacio) detecta-se um valor
significativamente diferente de zero para k=3, o que definitivamente ndio é habitual neste
tipo de processos, sendo apenas a partir desse valor que se identifica o corte brusco para

ZET0.
1.2 t 0.3 r
N T N O —
g & A o | : m.lnln.,ﬂmﬂlu.ﬂmlﬂurh,f 'Hlﬂﬂllﬂ"l[[ﬂlﬂﬂl
—o.s FEOPOWEET POt e e
-1.2 ¢t o . -0.3 b , .
0 70 140 210 280 0 20 40 BO

Fig. I4. Cronograma (& esquerda) e FAC (4 direita) da sucessdio simulada para o processo

X=¢-04e_-02e

Uma caracteristica importante destes processos é a da invertibilidade.

Um processo MA(q) diz-se invertivel se existe uma sucessio de constantes {m,} tal

que Y |7 | <we

j=0

! No teste de Bartlett constr6i-se o intervalo para os valores das autocorrelages com base nos coeficientes
das autocorrelagdes estimadas, r, e respectivos erro padrio,s(r,). Ao testar H_; P, = 0 parak=1,2,... , valores

fora do intervalo + 2 s(rk) sao considerados significativos ao nivel de 5%.

11




Brockwell prova que um processo médias méveis de ordem q, X =a(Bje; €

invertivel se e s6 se ©(z)» 0, Vze Ctalque |z|< 1.

Concretizando, esta condigio para as duas primeiras ordens:
- no caso dos MA(1), facilmente se verifica que a condicdo |8,| <1 assegura a

invertibilidade do processo;
- para os MA(2), pode demonstrar-se (Wei: 1990) que as condicdes,

|ez| <1
02+9l <1
6,-6, <1

garantem a invertibilidade destes processos.

Considere-se o seguinte exemplo, em que se definem dois processos médias méveis:
X=¢-0c¢
t t 1=

1

.
Z=g -_¢
t st B

t=1

verifica-se que estes processos tém a mesma funcio de autocorrelacdo, no entanto se

| 8| <1 o processo {X } € invertivel e o processo {Z ) ndo é.

A fungdo de autocorrelagdo € um instrumento identificativo do processo sendo
portanto necessdrio garantir que a cada processo estd associada uma, e sé uma, funcdo de
autocorrelagio. E a verificagdo da invertibilidade dos processos, que vai garantir que a cada
um deles estd associada uma e uma sé fungfo de autocorrelaggo.

Continuando a caracterizar este tipo de processos, convém analisar a funcio
autocorrelagdo parcial, para modelos até 4 22 ordem. Utilizando a defini¢iio e concretizando
para a fac determinada anteriormente, vem:

12




- para MA(1),
~0. (1~ ]
(;bll =pl = 1_611
_ -93(1—97)
= l—Bf

e em geral, de acordo com Box e Jenkins (1976),
-0:(1-6?%)
o= W, para k >1.
1
Por andlise desta expressdo verifica-se que a FACP de um MA(1) tem um decaimento

exponencial para zero dependente do sinal de 6 ;

- para 0 MA(2), atendendo ao facto de p, =0, se k >2, tem-se

¢ll =pl
P, = P,
1-p
Pl-p,p,(2-p,)

1-g=25(1~p)"

Py =

Py =

A FACP decai exponencialmente ou de uma forma sinusoidal, dependendo das raizes
do polinémio 1-6 B-6,B°=0.

Para os processos apresentados anteriormente mostra-se o grifico da FACP permitindo
estudar e seu comportamento. No grafico estdo representados, a tracejado, os limites do teste
de significdncia de Jenkins e Daniels’, permitindo a identificacio dos valores que sdo
significativamente diferentes de zero.

? Este teste estabelece os limites de significAncia para os coeficientes estimados da autocorrelagio parcial,

com base 10 ermo padido estimado, § (B, ) = 17", Ao testar H: ¢, = 0 valores que fiquem fora do intervalo+2 /71

sdo considerados significativamente diferentes de zero.
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Fig. I-5. A esquerda a FACP da sucessio da fig. I-3 e 4 direita FACP da sucessido da fig. I-4

2.4.3 Processos autoregressivos

Diz-se que {X, r=0, +1, +2,...} é um processo autoregressivo de ordem p, notando-
se AR(p), se

Xt-(plX:-l—"'_q)p‘Xt-p=€

t

onde ®,,...,@ s&0 pardmetros reais € {e } um processo puramente aleatério com

E[e]=0 evar[e 1=0?, Vt. Utilizando o operador atraso B, este processo pode ser escrito
de uma forma mais compactada, vindo:

¢ (B)X =¢
em que

¢ (B) =1~<plB—(szz—...—cppB”

Pela definigdo dos processos autoregressivos é possivel expressar e numa

combinagdo linear finita de X, o que implica que estes processos sio sempre invertiveis.

Se as raizes da equagdo & (B) =0 estiverem fora do circulo unitdrio, Brockwell

et al. provam que {X } se pode expressar como

‘Xx = z lil_i et—j

14




com Z [ v, | <o sendo os ¥, (j=0,...,0) determinados a partir da equacdo funcional
j=0

¢ (B)¥(B)=1 e ¥(B)=Y v B.

j=0

Nestas condi¢des, se as raizes do polinémio & (B) estiverem fora do circulo
unitdrio o processo AR(p) € estaciondrio.

Concretizem-se agora, algumas propriedades do processo até 4 segunda ordem:

a) AR(1)

Sendo o processo @ (B)X =€, com & (B)=1-¢ B estaciondrio (ou seja, | @, | <1),

pode-se escrever

£
Xfm:‘P(B)E:

onde ¥(B)=1+y (B)+y,(B)+... talque & (B)P(B)=1.
Desta tltima expressdo podem calcular-se os valores de ¥, (j21), assim
(1-0,B)(1+y (B)+y,(B)+...) =1
efectuando as multiplica¢des, vem

l+¢ B+y B +y B+...+
-9, B-¢ Y B -y B-..=1

ou seja, se igualarmos os coeficientes de B’ tem-se
UV -9,=0=19 =0
U,-0,¥,=0 =y, =g
U, -0, ¥,=0 = ¢, =¢}

Donde, por substitui¢do na expressdo de {X } vird:

}(1=_E (pj;et—j *

j=0




Nestas condigdes a média do processo serd

o

E[X]=Y ¢ E[e,]=0

j=0

coy ()(hh’Xt) = Iimn—- E [(E (pll €1+h—j) (E (p:: et—k ) ]
j=0 k=0

=

=2 ¢p bl 2j
G: (pl E (pl

j=0

=% o /(1-6?)

que n@o depende do valor de 7, logo o processo € estaciondrio até d 2% ordem.

Ainda nas condicOes anteriores, a funcdo autocorrélagio de um processo AR(1) &
dada por

_l ok, k>1
pk—{p(—k), k <0
continuando a manter p =1. Sendo |¢| <1, a FAC decai exponencialmente para zero,
dependendo do sinal de ¢ .

A figura I-6 representa um exemplo de uma sucessio simulada de 280 pontos de um
processo AR(1) em que {€,} ~ N (0,0.1). A esquerda identifica-se uma distribuicsio em

torno da média nula e 2 direita a fac mostra um decaimento sinusoidal para zero desde o
primeiro lag.

g8 el
0.5 | ey
" oL _‘__IE‘“Illmuﬂ"'"ﬂlﬂm'ﬂ“'W"L"m"mm'”fﬂﬂ M
i L -0.3 """"""""""""""""""""""""""""""""""""

-1.2 t L , i "0.6 ¢
0 70 140 210 280 b =0 40 60

Fig. I-6. Cronograma (3 esquerda) e FAC (4 direita) da sucessio simulada do processo X = —0.'7'Xt Lte
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A fungdo autocorrelagdo parcial para o processo AR(1) é dada por,

Y ¢ll = p] = (pl

il 2

+$ p,” P

s ¢ =_% = 0

0.6 }

5 : ¢33 = O

a4 ¢, = 03
L 0

t.t b constatando-se que, para valores dek >1, Sy ,
hd um corte abrupto para zero tal como é 0 20 40 60

exemplificado na figura I - 7.

Fig. I-7. FACP do processo da fig.I-6

b) AR(2)

De um modo semelhante ao caso de 12 ordem, para garantir a estacionaridade do
: processo as raizes do polinémio & (B) = 1-¢,B-¢,B* devem estar fora do circulo
: unitdrio, o que segundo Wei (1990), é
£ equivalente a exigir que os pardmetros ‘P; ¢ ¢, pertencam 4 regido triangular constituida
por
@+, <1

¢,-0 <1
-1 <@ < 1.

2

Para determinar a func¢@o autocovaridncia, considera-se

Xt = q)l XH M (p2Xt—2 * ez’




depois de ter multiplicado ambos os membros por X , para k > 0 e tomando os valores
esperados, obtém-se
EXX

[

D=0 E(X X )+, E(X_ X )+E(eX )
donde, para k=0 com E (¢ X ) = 0?, tem-se

Vo=@, Y, +@,Y,+0°
e, para k 2 1,com E(e X )=0, k >0 tem-se

'vk = (pl ‘Yk-l * {p2 Yk—2
A funcio de autocorrelagdo para k > 1, obtém-se dividindo a tltima expressdo por
Y() )

pk = (PI pk—l + (p2pk-2 g

Particularizando, para k=1 e k =2 efectuados os célculos, tem-se

p, = —
1 1—{92

P, = (pf T
2 ]-"(P2 2

para k 23, p,_pode determinar-se por recorréncia, a partir da expressio geral.

O comportamento de um processo autoregressivo de 22 ordem pode verificar-se no
exemplo seguinte. :

1.8 r 0.8 }
0.3 | N
‘ | b | """"""" ﬂ

0+ MU i o [ ﬂmlﬂlﬂﬁl Leeta ] ﬂI”lE”HH
-0.9 + | g P T e
=, 8 b , _agl | B |
0 70 140 210 280 0 50 4 g

Fig. I-8. Cronograma (4 esquerda) e FAC (4 direita) da sucessio simulada do processo
Xn = _O‘SXH +0°3X:~2 k& |




Pela defini¢do de fungdo autocorrelagao parcial e tomando a expresso de P,

¢, =p =1
1 17z o,
p,—P;
¢zz = 12_p21 =,
1
¢,=0, k23
0.8 }
Consoante k aumenta, a FAC 4l
(fig. 1-8) decai exponencialmente ou de '
forma sinusoidal para zero, enquanto que O [prertp et lntry
a FACP tem um corte brusco para Zero a i
partir do lag 2, como se vé na figura(I-9).
-0.8 | . ‘
0 20 40 60

Fig. I-9. FACP do processo AR(2)
apresentada na fig.1-8.

A comparagdo do comportamento dos processos autoregressivos e de médias méveis,
permite identificar uma dualidade existente entre estes processos.

Ao expressar 0 processo autoregressivo {X} como

sz szl-j’

j=0
mostra-se que qualquer processos autoregressivo finito e estaciondrio € equivalente a um
processo médias méveis infinito.

Do mesmo modo, se X =(1-6,B) e ¢é um processo MA(1) invertivel, tem-se:

E(BYX =
= =g
YA TTep o
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e através de uma dedu¢do semelhante d anterior determinavam-se os & (j>1) e concluia-se
que
(1+6,B +61B*+... )X = ¢
Donde, um processo de médias mdveis finito e invertivel corresponde a um processo
autoregressivo infinito.

Em resumo, um processo autoregressivo AR(p) estaciondrio pode expressar-se como
um processo MA de ordem infinita. De forma andloga, um processo MA(q) invertivel,
corresponde a um AR de ordem infinita.

Esta relagdo dual entre processos AR e MA verifica-se também nas funcdes
autocorrelagdo e autocorrelagdo parcial. Enquanto a FAC de um AR(p) decai para zero e
a FACP tem um corte brusco a partir do "lag" p, no processo MA(q), o atenuamento para
zero € na FACP e o corte brusco € a partir do "lag" q da FAC.

Esta dualidade é muito importante, pois permite uma caracterizagiio dos processos
autoregressivos € médias méveis que serd bastante 1itil na fase de identificagdo de processos
ajustados a sucessoes cronoldgicas.

2.4.4 Processos mistos

Sendo um grande nimero de processos reais descritos, tanto por modelos autoregressi-
vos, como por modelos médias méveis, era natural o aparecimento de modelos mistos. Estes
sdo formados pela juncdo dos dois tipos de modelos, conduzindo muitas vezes a modelos
com menos parametros, proporcionando portanto melhores resultados.

Referenciados genericamente por ARMA (p,q), esses processos X verificam a equagdo

2 (B)X =0(B) ¢,

em que p € a ordem do polinémio autoregressivo,

¢ (B)=1-¢,B-¢,B’-...-¢ B’

e ¢ a do polinémio de médias méveis,
REB)=1-9 8-BB"~..~-B B,
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b)

Estes processos apresentam as caracteristicas seguintes:
sao estaciondrios se as rafzes do polindmio & (B) estdo fora do circulo unitério.
sao invertiveis se as rafzes do polinémio © (B) estdo fora do circulo unitdrio.

Assume-se ainda que, os equagOes referidas nfio tém raizes comuns.

Particularize-se para p=1 e ¢=1 para determinar a fungfo de autocovariancia do
processo misto,no caso de um processo estaciondrio e invertivel,
Xt = (plX't-l 5 el_ e1 et—

1

multiplicando ambos os membros por X com k > 0 e aplicando esperancas
matemadticas tem-se
E(XX,)=0,E(X X, )+E(eX,)-6E(¢ X,)

‘Yk = q)1 Yk-l +E(8tXt—k) B BIE(St-l‘Xt—k)

com

v EeX)=0

E(e X)=(w -0,

donde
Yo=0,7,+0.-6(¢,-6)0’
€ para os outros valores de k, tem-se
k=1=vy=¢y,-6 0
k>1=y =9y

Interligando estas expressoes, obtém-se como resultado
Para a fung¢do autocorrelagdo, partindo das expressdes anteriores, vird

A observagdo da figura I-10 permite conhecer o cronograma da sucessdo simulada

do processo X +0.3X =¢ -0.7¢_ e cuja fungio autocorrelagio se apresenta na ﬂg.lI-IO.

Verifica-se um decaimento exponencial, a partir de k > 1,, tendo um comportamento

21




- 1—2@391;9? "
1-¢?
(¢,-8)(1-¢86)| ,
Yl = Gz
1-¢?
TS @Yy, k22
Py = 1
P (¢,-6)(1-¢,6)
' 1+6,(6,-2¢)
p= @,P, k22
semelhante ao da FAC do processo AR(1).
1:2 | D.6
0.6 6.3
r .|:-:I e
a f :‘ 0 _ IIW.H lﬂﬂlm{]rluﬂ._l.u‘l'l.ﬁﬂllu.llnllﬂnuln.'ﬂﬁlnul].ll
-0.8 oa bl T
=1 g i i , -0.6 B2, i " ;
O 70 140 210 280 0 20 40 60

Fig.I-10. Cronograma (4 esquerda) e FAC (a direita) da sucessdo simulada do processo
X+03X =¢-07¢_

1

Este decaimento € amaciado se ¢, € positivo e alternado se negativo.
Além disso, como se constata pela expressdo anterior, o sinal de p, depende de

(¢, -6,) que determina o local de decaimento da exponencial.
Relembrando a FACP dos processos de média méveis de 12 ordem, verifica-se uma

certa semelhanca entre os comportamentos das duas fungdes, a sua FACP também decai

para zero, assim como a FAC; com uma forma que depende dos pardmetros ¢, ¢ 6,.
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0 20 40 60

Fig. I-11. FACP do processo ARMA(1,1) da fig. I-10

Para o caso geral dos processos ARMA(p,q), determinam-se as expressdes das
fungdes autocorrelagdo de um modo semelhante. Sejam:

a) A fungdo autocorrelagdo, obtém-se para k > g+1, e tem a seguinte expressdo

pk=¢l pk-—! + Sl +¢ppk_],

O seu comportamento € idéntico 4 da FAC do processo AR(p), decaindo para zero
para "lags" superiores a q. No entanto as primeiras autocorrelagdes, até esse "lag",
dependem dos pardmetros AR e MA.

b) A func¢do de autocorrelagdo parcial vai corresponder a uma mistura de decaimento
exponencial e/ou sinusoidal dependendo das raizes das equagbes & (B)=0 e
e(B) =0.

As figuras I-12 e I-13 representam o caso de um processo ARMA(2,1) proveniente,

a semelhanca dos exemplos anteriores, de uma sucessdo simulada com 280 pontos com
{e}~N(0,0.1).




0 70 140 210 280 0 o0 40 60

Fig.I-12. Cronograma (4 esquerda) e FAC (d esquerda) da sucessdo simulada do processo

X-02X_ +04X_ =¢-0.5¢_

1

-0 .6 L
8] 20 <40 B5E

Fig. I-13. FACP do processo apresentado na fig. I-12.
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3 Andlise espectral

No capitulo anterior caracterizaram-se os processos estocdsticos no dominio do
tempo utilizando funcBes como as de autocorrelacio e autocorrelacdo parcial. Uma
alternativa a este estudo no dominio do tempo € a realizada no domfnio da frequéncia,
fazendo uso da andlise de Fourier, que permite estudar o comportamento de sucessdes por
decomposi¢do sinusoidal em diferentes frequéncias.

Neste capitulo apresentam-se algumas consideragdes gerais sobre séries e integrais
de Fourier, sendo identificado o espectro de um processo estaciondrio como transformada de
Fourier da fungdo de autocovaridncia. Para os processos apresentados no capitulo anterior,
¢ determinada a func¢io densidade espectral.

(@8

Por fim para tornear a questio da nfo consisténcia das estimativas espectrais
proposto o alisamento através da aplicagéo de janelas retardadas.

3.1 Dominio do tempo vs dominio da frequéncia

Ao analisar no dominio do tempo uma sucessdo cronoldgica, como por exemplo a
da figura II-1, podem identificar-se vérias periodicidades. Observa-se um longo perfodo a
volta da dimensdo total do sinal, outro bastante mais curto correspondente a cerca de 20 dias
e ainda um outro, que a resolugio grafica ndo permite identificar com exactidio mas que
andard perto dos 7 dias. Mas a simples inspecgdo visual nio permite tirar conclusdes

definitivas sobre as frequéncias e respectivas amplitudes contidas no sinal.

No entanto, fazendo a passagem para o dominio das frequéncias, j4 € possivel
concluir algo de definitivo. Simplisticamente, € esta passagem que d4 origem ao espectro da
sucessao.

A metodologia utilizada para o cdlculo do espectro, que serd a seu tempo explicada,
consistiu na subdivisdo do sinal original, com 8192 registos distanciados de 1 hora, em 4
sub-séries de 2048 pontos, para as quais foram determinados os espectros. Os valores
representados graficamente na figura II-2, resultam das respectivas médias por sub-série.

Através deste espectro € possivel identificar os perfodos do sinal, que se encontram
assinalados no gréfico. O pico de maior amplitude corresponde a um conjunto de frequéncias

ao redor de 0.08 e perto da frequéncia nula verifica-se um ligeiro pico ndo identificado.
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Fig. II-1. Cronograma de uma sucessio
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Fig. II-2. Espectro da sucessdo apresentada na fig.II-1.

De facto, o sinal que se tem vindo a analisar foi gerado artificialmente através da




fun¢ao:

T ] 2T g
- — 8sin (= __ ¢t -_
- Toxm' 3

t) + 0.004r + 0.02

.27 . 27 .. 7211
D = 15 sin (2 £ + 3 £) + 6 sin (2"
o) = Sl s+ Sy A GEn—s

2 T ) 2@
_— 1t - _ 2 il < S
oxa "% T2 o

+ 4 gin ( t) +5 cos (

27
360 x 24

e corresponde-lhe o espectro discreto apresentado na figura II-3.
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Fig. II-3. Espectro do sinal ¢(t)

Ao comparar os dois espectros verifica-se que a andlise espectral nio conseguiu
resolver o problema, transformando o espectro da sucessdo apresentada na Fig. II-3, que
deveria ser de riscas, num espectro continuo (Fig.II-2). As diferencas de amplitude que se
verificam para as frequéncias correspondentes, sdo devidas 4 repartigio de energia.
Constata-se ainda que a dimens@o de cada bloco (+85.3d), sendo inferior a 180 dias,
condiciona a identificacdo de perfodos mais longos e a resolugio espectral. -

3.2 Séries de Fourier

A andlise espectral ndo € mais do que uma modificacio da andlise de Fourier
permitindo trabalhar directamente com processos estocdsticos em vez das habituais fungdes
deterministicas. As duas andlises tém no entanto, como objectivo comum, a decomposigéo

em termos de fungdes sinusoidais.




A justificacdo da utilizacdo de fungBes trigonométricas, € dada por Bloomfield
(1976) quando diz que, embora outras fun¢bes periddicas partilhem de propriedades das
fungBes sinusoidais, a vantagem do seu uso na anlise de sucessdes cronolégicas & referente
ao seu comportamento em termos de alteragdes na escala do tempo.

Uma fungdo real de varidvel real, f:R-R diz-se periddica de periodo T se
verificar a propriedade :
fxX)=f(x+kT),VxeR com keZ, TeR.

Ao mais pequeno valor de T que verifica esta equagdo chama-se perfodo fundamental
da funcao f.
A frequéncia f,, nimero de ciclos por unidade de tempo, obtém-se da relagdo

f=1/T.

Considera-se a fun¢do periddica, conhecida como fungdo harménica,

S(t) =acos (wt) + b sen (o)

em que o periodo, o mais pequeno intervalo de tempo necessédrio para completar um ciclo
sinusoidal, é T=27/w ( ®w =27 /T ), sendo ® a frequéncia angular em radianos e
® /27 a frequéncia em ciclos por unidade de tempo.

Assim pode-se expressar a harmdnica em termos do perfodo

2nt 2t

f(t) =acos +bsen_T

=R cos (wt+0)

em que R=(a"+b*)"” € a amplitude da harménica, com a=Rcos® e b=-Rsenb e

-6 =arctg (-b/a) é a fase da harménica.

Se uma fungdo f': R+ R for periddica de perfodo 2, isto € f(¢) =f(¢ +2kn) com
k € Z, e satisfizer as condi¢des de Dirichlet (i) e (ii),

i) f € absolutamente integrdvel no intervalo [-m,7 ], quer dizer que existe sempre e é finito

kd

j | f(@)| dr

-x

28




i) tem um mimero finito de descontinuidades e de mdximos e minimos no intervalo

[FH,H ];

entdo pode demonstrar-se que a série de Fourier,

1a,+ Y (a cos kt +b_sen kt)
k=1

converge, para todos os valores de ¢ e € igual a g{ f(z-0) +f(z+0)}, representandoa,_e b,

os coeficientes de Fourier,

0

a, = éff(t) cos ktdt , keN

b, =;jf(z) sen ktdt , keN.

A primeira condi¢do de Dirichlet (i) é fundamental para garantir a existéncia dos

coeficientes a , com efeito,

| a | < f | £(2) cos kt | dt < j | (1) | dt <.
Com um raciocinio semelhante tira-se a concluséo respeitante aos coeficientes b,.

Além de verificar as condigbes Dirichlet, se a fungfio for periddica e continua no
intervalo [-m,m ], entdo a série de Fourier converge para todos os valores de 7 e & igual a
J(2).

Este modo de expressar f(¢), vélido para todos os valores de t, corresponde a uma

decomposi¢do em termos de somas de harmdnicas. Esta representacdo de funges
periddicas pode ser interpretada do ponto de vista fisico, interligando energia e frequéncia.

Sendo f uma fun¢io de perfodo 2, designa-se por energia total no intervalo

[-m,m ] o integral

f Lf(1) P dr.




Tendo em conta as propriedades das fungbes seno e coseno no intervalo [-m,7 ],
conhecidas como relagoes de ortogonalidade:

"

j coskt cosstdt=0, s=*k

%

n

J' senkt cosstdt=0, Vs, k

-

I senkt senstdt=0, s=k

e ainda,

r Jcoszkt dt=m, k=1,2,...

f sen*ktdi=mn, k=1,2,...

deduz-se para séries de Fourier, a relacdo de Parseval,
[ [f(t)]2dt=ﬂ{§a§+): (a:+b5)].
% k=1

Tomando E =a /2 e E =[(al+b})/2]", para k=1,2,..., a energia total no
intervalo [-m,m ] pode-se representar por 2w EEf . Bsta grandeza, correspondendo i
k=0

quantidade de energia associada ao periodo 2 7, pode no entanto, considerar-se suficiente
para caracterizar o comportamento global da fungfo, visto esta ser periédica de perfodo
2.

Outra forma de abordar este problema € considerar a energia associada 4 unidade de
tempo. Este conceito fisico, conhecido por poténcia, obtém-se da energia total dividindo
pelo periodo,

Giay 5 rgia to -m,7] _
poténcia total = €784 total em [~m,m] =Y E?.
k=0
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Cada E estd associado a um termo particular da série de Fourier representando a

contribui¢ao para a poténcia total dada pela harmdnica de ordem %, a, cos k¢t +b,_senkt.

Em vez de referir os termos pelo valor de %, sob o ponto de vista fisico recorre-se
preferencialmente 4 frequéncia respectiva. Se considerar a unidade de tempo ¢, expresso em

segundos, a harménica k tem a frequéncia (k /2 ciclos por segundo, ou abreviadamente, (k/ 21)
c.p.s.. A quantidade k refere-se como frequéncia angular, sendo normalmente notada por
e expressa em radianos por segundo. A relagdo entre frequéncia, em c.p.s. e a frequéncia

angular, em radianos por segundo, serd: frequéncia angular = frequéncia X 21 .

Assim, cada E’ representa a contribui¢do para a poténcia total do termo da série de

Fourier, com frequéncia (k/2m) c.p.s., ou com frequéncia angular k (w) radianos por
segundo.

Estes conceitos podem generalizar-se para o caso em que f(#) é uma funcio
periddica de perfodo 2T. Efectuando uma mudanga de varidvel na escala do tempo, verifica-

se que este caso se reduz ao anterior. Seja, entdo, g(z) uma nova fungio, em que
g(n=f(tTIm).
Na hipétese de se verificarem as _coﬁdigc‘ies de Dirichlet e sendo g(t) periddica de

perfodo 2 7, pode-se obter o seguinte desenvolvimento em série de Fourier, para os pontos
de continuidade de f:

g(s)=1a,+Y (a,cos ks +b, sen ks) .

k=1

Donde, efectuando a mudanca de varidvel, vird

f(=g(nt/T)=;a,+3 |a, coski+b sen K71\
? =) T T

em que

- ;“.Ig(s) cos ks ds = J;f(t) cos _dt keN,

T
b, =1 Lf(t) sen kiT’dr keN.

Neste caso, a energia total associada ao intervalo de tempo [-7, T] € dada por




j_TT [F()Pdt =2 Tfj E

e a poténcia total, no mesmo intervalo, € resultante de,

energia total em [-T,T] _x~ pa
2T ; .

sendo E? a contribui¢do para a poténcia total do termo da série de Fourier com frequéncia (/2 T)

c.p.s., ou de forma equivalente, com frequéncia angular de (kw /T') radianos por segundo.

3.3 Integrais de Fourier

Analise-se agora o caso de uma funcao f(¢z) ndo periédica. Como ndo existe
estrutura periddica, ndo se pode expressar f(f) em termos de série de Fourier vdlida para
V. |

Considerando o método habitual de restringir uma fungéo a um intervalo finito, pode-
se obter, para esse intervalo, a sua representacdo em série de Fourier. Assim, tomando o

intervalo [-T, T'] e definindo a fungdo f, () do seguinte modo:

tem-se f. (¢) periddica no intervalo considerado, de periodo 2T, e assumindo as condigdes

usuais, vem para os pontos de continuidade,
IAOE Z.; (a, cos 2mf,t+ b, _sen 2nft),
k

onde as frequéncias sdo f, =k/2T e b,=0.

Relembrando que €* =cos a +i sena, e que

eiu +e—iu
COoS a=
ia e-iu
sena= _
21

pode-se representar f. (¢) em forma de uma exponencial complexa:
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fr(t) ___Z ck eril’kt

k=—o

em que

[a—y

%(ak-ibk), k2
c, = a,/2, k =
1((1“tI e k£-1.

2

<

Substituindo a, e b, pelas expressGes anteriores, obtém-se os coeficientes complexos
de Fourier:

c = 2_1% J;f:r(r) e it g
- % .[f(]:) e—lxifkldr

ufna vez que f. (1) ‘coincide com f(¢) no intervalo [-T, T].

Assim, para -T<t<Tecom Af =f -f  =1/2T, vem

FO=£0) =

k=—o

2milgt
e Af .

ff(r) e i gy

Considerando T -, tem-se f (f) de perfodo ilimitado, ou seja f () f(f) e
A f - 0. Deste modo, € sem entrar em grande rigor matemdtico, podemos dizer que o
somatério transforma-se num integral e obtém-se como limite (admitindo que existem os dois

integrais), a representac@o de f(#) no integral de Fourier, para os pontos de continuidade,

+

f@) = j F(f) e "df

+ou

onde F(f) = F[f($)] = I f(t) e?*"dt representa a transformada de Fourier de f(1).
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Pode-se apresentar, alternativamente, a transformada de Fourier escrita de outro
modo,

F(f) =J:f(r)(cos 2nft-isen 27 ft)dt
=a(f) -ib(f)

com a correspondente representacdo grafica na figura I1-4.

Eixo imagindrio

I
o

| F ()|
e

a Eixo real

Fig. II-4. Demonstragdo grafica das componentes de Fourier (Bath: 1974)

Uma condigdo suficiente para que F(f) esteja definida para todas as frequéncias f

€ que f(7) seja absolutamente integrdvel no intervalo ]-c,[, com efeito,

|F(f) | <j lf@) | |e'““"|dr=j | f(8)] dt <o .

NS

Apresentando a defini¢do de transformada de Fourier em termos de frequéncia

angular, w,

= 1 . int
f(z)-ﬂ,ip(m)e do,

onde

+o

F(o) = j f(t) e dr

=
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e, de forma idéntica ao que se fez para séries de Fourier, obtem-se outra expressdo para a
relagao de Parseval, que permite definir a energia total no intervalo ]-e,[. Assumindo

que,

ffz(t)dt <o

tem-se
+o +o

energia total em ]-e0,0[ = sz(t)dt = J | F(w) |*dw

A expressdo | F(w) |*dw representa a contribuigdo para a energia total das componentes

de f(¢) que t€m frequéncias entre w € w +dw. Interpreta-se assim, como uma medida da
densidade de energia, para a qual contribuem as componentes com frequéncia na vizinhanca

de w. Por esse motivo, costuma-se chamar | F(w) |* como fungdo densidade espectral de
energia. Esta interpretacdo resulta do facto de se tratar de uma distribui¢do sobre um
dominio continuo de frequéncias.

3.4 Anilise espectral de processos estaciondrios

Até este momento tem-se lidado apenas com fungdes deterministicas, mas quando
se passa para o estudo de processos estocdsticos surgem alguns problemas.

Em primeiro lugar, um processo estocdstico ndo corresponde a uma fung¢io, mas a
uma familia de fungGes que determinam as diferentes trajectérias do processo. Para tornear
este problema, faz-se a aplica¢do do estudo a uma tnica realizagdo do processo.

Em segundo lugar, ndo hd qualquer garantia dessa realizagdo ser periédica ou
absolutamente integrdvel, por isso ndo se pode expressar em série ou integral de Fourier.

Assim, utiliza-se a té€cnica da truncagem para construir uma restri¢io do processo.

Considere-se entdo, um processo estocdstico a tempo continuo {X(#)} e seja x(z)
uma sua trajectdria; tomando um nimero arbitrdrio T, define-se a fungdo

xT(t)={.6’(f), -TS_IST




Trata-se de uma fungdo amortecida nas extremidades (por construgio), que verifica
portanto, a condicdo de ser absolutamente integrdvel. Assumindo que € uma fungdo
continua, pode-se expressar em integral de Fourier,

+on

1 iwt |
x () = = f F(0)edo,

onde

f x.(t) e 'dt,

F(w)

= L X)) e di.

A expressio | F (o) |*dw , de uma forma semelhante ao anterior, pode interpretar-se
como a contribui¢do para a energia total das componentes de x_.(#) que t€m frequéncias

entre w € w +dw.

Considerando T—, x_(¢) e x () seriam idénticas para todo o t e, nestas condicoes,

poderia pensar-se em lim__| F.(w) | para caracterizar x (#). No entanto, em geral, esse

limite ndo existe.

Actuando do mesmo modo que para as fungdes periddicas, se se considerar a
poténcia definida como uma medida da energia por unidade de tempo, serd possivel, sob

certas condi¢Oes, que o limite quando 7'- jé exista para todo o . Nestas condigdes,

F 2
)]
Tee 2T

ird representar a contribui¢dao para a poténcia total de x (¢) dada pelas componentes com

frequéncias entre w ¢ w +dw.

A andlise que se tem vindo a efectuar incide sobre uma tnica realiza¢do do processo.
Portanto, para caracterizd-lo em termos das propriedades de poténcia/frequéncia, € natural

determinar a média das contribui¢des das diferentes realizacdes, isto €, E [| F (w)|*/2T].
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Obtém-se assim, quando o limite existir, a contribuigdo média para a poténcia total das
componentes do processo estocdstico que tém frequéncias compreendidas entre o e

o +do,

| Fr(w) |?

=lim{ E
h(w) = lim %

T-e

Esta fun¢do h(w) chama-se funcdo densidade espectral ou mais simplesmente

espectro de X (¢) e desempenha um papel primordial na andlise espectral, nomeadamente
permitindo a caracterizacéio dos processos estocdsticos estaciondrios, como adiante se verd.

3.5 Relacdo entre a funcio densidade espectral e as funches autocovaridncia e
autocorrelacio .

A determinacdo do espectro, a partir da defini¢do apresentada no pardgrafo anterior,
ndo se vislumbra como uma tarefa facil. Assim, apresenta-se uma alternativa mais simples,
recorrendo A fungdo autocovaridncia do processo.

Seja {X(r)} um processo estocdstico estaciondrio a tempo continuo, tal que
E[X(1)]1=0 Vt. Existindo funcdo densidade espectral h(w), Vo e fungio
autocovaridncia ¥ (1), V 7 prova-se (Priestley, 1981) que, #(w) € a transformada de

Fourier de v (7), isto €,

+on

h(w) = % J' y(r)e**dr.

Ao estabelecer este resultado, verifica que € condicdo suficiente para que exista a
funcdo densidade espectral, que a fungio autocovaridncia tenha transformada de Fourier.

Para tal, é necessdrio que y (7) seja absolutamente integrdvel. Ou seja, a func@o densidade

espectral /1 (w) existe para todo 0 w, se | ¥(1)| dTt <.
pec

Na condi¢do da fungdo autocovaridncia ser absolutamente integrdvel e quandoy (1)

for continua para 7 =0 (i.e., é continua em todo o dominio), prova-se que se pode

expressar y (1) como a transformada de Fourier inversa da densidade espectral, isto €,

s ¥




+es

vy (1) = j h(w)e“ do.

Para processos estaciondrios reais, como a fungdo autocovaridncia € par, isto €,

y () =¥ (-7), a expressdo complexa de / (®) simplifica-se, reduzindo-se a

h(m)=%f y(7) cos wT dT,

podendo-se, deste modo, verificar que a fungdo densidade espectral também € uma fun¢io
par, h(w) =h(-w), Yo.

Fazendo um raciocfnio idéntico com a fungdo autocovariéncia viria,
- T

y(1) = I h(w) cos wTdw

e tomando 7 =0 tem-se

+oo

v (0) = fh(m)dm :

=

[l

2
aX

Esta tltima expressdo mostra que, o espectro pode ser interpretado como uma
decomposi¢do da varidncia do processo. Verifica-se pois, que a varidncia do processo oy
¢ uma medida correspondente i poténcia total, ou seja, para a qual contribuiram as
componentes de {X(#)} de todas as frequéncias.

Um pico no espectro indicard uma importante contribui¢éo para a varidncia das
componentes com frequéncia nesse intervalo. A titulo de exemplo, a andlise da figura II-5
permite dizer que as componentes de baixa frequéncia ndo contribuem tao significativamente
para a varidncia em comparagdo com as componentes da alta frequéncia.

Dividindo a funcdo densidade espectral pela varidncia do processo, obtém-se a
funcdo densidade espectral normalizada,

flw)=2L&)
a

X
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S (w)

Fig. II-5. Exemplo de um espectro

Relembrando a defini¢do de espectro e a relagdo entre as fungdes autocovaridncia
e autocorrelagdo, tem-se

= 1 - it
f(@) = 5= [ p(mear.

Na prdtica a utilizacdo de h(w) e f(w) € indiferente, visto que ambas contém a
mesma informag@o. Contudo f(w), ao gozar das propriedades P.1. e P.2. que se apresentam

de seguida, permite estabelecer um paralelo entre a fungdo densidade espectral e a fungdo
densidade de probabilidade.

+o

P.1. If(m)dm = 1, pela defini¢do de f(w).
P2. f(0)20,Vo, pois |F(®)|’20=h(0)20=f(0)20,Ve

P.3. Para processos de valores reais, a fungdo € simétrica,isto é, f(w) =f(-w). Por este
motivo, a representagdo grdfica desta funcdo faz-se apenas para valores ndo
negativos da frequéncia.

A fungdo densidade espectral dos processos estaciondrios ndo existe sempre, tal como

acontecia para a funcdo densidade de probabilidade para as varidveis aleatérias. E necessdrio

verificar determinadas condi¢des para garantir a existéncia de f(w).

39




Partindo da defini¢do de rransformada de Fourier-Stieljes, a ndo existéncia da
funcdo densidade espectral pode ser ultrapassada. Seja

+om

p(r) = j e dF (w)

em que F (o) é referida como fungdo de distribuicdo espectral. Priestley(1981) prova, sob
certas condicdes, que a fungéo de distribuigdo espectral existe sempre e que se verifica a
relacdo apresentada.

Este resultado, conhecido como teorema de Wiener-Khintchine, diz que a condi¢do
: necessdria e suficiente para que p(7) seja a fungdo de autocorrelagdo de um processo
estocdstico estaciondrio continuo, € que exista a fungdo F(w), com as propriedades de
uma funcdo de distribui¢do no intervalo ]- ,o[,(i.e., F(-»)=0, F(+0) =0, e F(w)

ndo decrescente) verificando para todo o 7,

e

p (1) = J e° dF (w) .

Quando F(w) for diferencidvel tem-se F’ (w) = f(w) ousea, dF (w)=f(w)dw,
e a expressdo da transformada de Fourier-Stielties de p(7) corresponde a expressdo
anterior, da transformada de Fourier inversa da fungdo densidade espectral.

Até este momento tem-se lidado com processos de pardmetros continuos, ou seja,
observados continuamente no tempo, mas quando se estudam sucessdes cronoldgicas, & feita

uma discretizacdo das observagdes para os instantes 7 =0, +£1, +2,... e obtém-se processos
a tempo discreto, referidos {X,teZ}. Quando ¢ € restrito a valores inteiros, as fungGes de
autocorrelacdo sdo definidas de um modo semelhante para valores inteiros de k, sendo
consequentemente, os integrais substituidos por somas discretas e as fungdes espectrais sdo

definidas apenas no intervalo ]-m,7 [.

Para processos estaciondrios de pardmetro discreto, o teorema de Wiener-Khintchine
tem equivaléncia no Teorema de Wold.:

E condigdo necessdria e suficiente para que p,, k=0,+1,+2,... seja a fungdo

de autocorrelagiio do processo estaciondrio {X,7eZ}, que exista a fun¢io F(w), com
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propriedades de fun¢io de distribuicdo no intervalo ]-7 ,7 [, (i.e. F(-7) =0, F(n)=1eF(®)
ndo decrescente) sendo

+R

p.= [ e*rdF(0), k=0,£1,2,... .

-

A fungZo densidade espectral normalizada para processos a tempo discreto tem
equivaléncia a anteriormente apresentada para processos a tempo continuo.
Sendo {X,zeZ} um processo estocdstico real a tempo discreto, se existir, a fungéo

densidade espectral normalizada serd igual a

f(w) =2L Y p,cos ko, -nwsn
T

=l

e uma vez que f(w), € simétrica, e que p(0) =1, tem-se

1 1
flw) s Y p.cos ke, -m<ogn

k=1

Para finalizar este pardgrafo convém ainda referir um problema que resulta da
discretizagao. ]
Parece claro, que ao considerar o processo X definido apenas nos instantes t,

igualmente espacados A ¢, se perde alguma informagdo em termos espectrais, nomeadamente
nas componentes de alta frequéncia, ndo sendo possivel distinguir entre os valores

exp(iont)e expli(w+2km/At)t]. As componentes de X com frequéncias
wt2m/Af, o +4m/At, o £ 67 /At, ... aparentam todas ter frequéncia w, e dizem-se

suas "aliases". Note-se que, qualquer frequéncia fora do intervalo |-m /A¢t, m/At[ tem
a sua "alias" dentro desse intervalo.

A mais elevada frequéncia acerca da qual se pode obter informacio, chama-se
frequéncia de Nyquist, e neste caso € igual a m /At¢.

E se em vez da frequéncia angular w, se utilizar a frequéncia em ciclos por unidade
de tempo, como w =27 f, tem-se

1

W< — = f<
S 2AL

T
At
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Normalmente, neste tipo de andlise, como se usa Az =1 e a fun¢fo densidade
espectral € simétrica, a representagdo grdfica faz-se em termos do dominio de frequéncias
[0,172].

3.6 Espectros de alguns processos

A dedugdo das expressdes dos espectros dos processos apresentados no cap. I, torna- '
se por vezes algo trabalhosa, quando efectuada a partir da defini¢do. Recorre-se assim a
utilizagdo de filtros/transformadores lineares que permitem simplificar a determinac¢do dos
espectros.

Admitindo um sistema linear e independente do tempo, pode-se estabelecer uma

relacdo entre as fungdes "input" Y e "output” X, ambas correspondentes a processos de
pardmetros discretos,

By, B8
= E guB“] Yt

=G(B)Y

em que {g,} é uma funcdo determinfstica, independente da forma do "input" Y,, invaridvel
com o tempo e absolutamente integrdvel e G representa a fun¢@o transferéncia do sistema.

Se se considerar Y , um processo estocdstico estaciondrio de varidncia o? e funcdo

autocorrelagdo p (7) tem-se, partindo da expressdo da covaridncia de uma combinaggo
linear (Priestley, 1981),

cov(X,X )= E E g.8,¢cov(¥Y_,Y_ ),

——————

onde o}, p,(r) sdo respectivamente a varidncia e autocorrelagdo do processoX

estaciondrio.
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Tomando a expressdo da fun¢do densidade espectral de X

mm=%iﬁuﬂw%

f=—w

e multiplicando pela variéncia obtém-se

G (@) 2 T pyr) e,

T=—rs

Substituindo a expressdo anterior de o p, (1),

g, Z B E .
L@ =T Y 8,8 purT-v) e,

U=—t y=—is T=—g

e fazendo associagOes tem-se,

2 o
GY

oy Sy (@)= 5o Y gty ge™ Y plurt-v) grione

2 ee fok e

Constatando que o 2° somatdrio corresponde ao complexo conjugado do 1° e ainda,
com a mudanga de varidvel K =u +7 - v tem-se, admitindo que Y tem espectro continuo

com fun¢do densidade espectral f, (w) existindo para todo 0 w,

i plu+T=p)yetri e ¥ o (k) **=2n f (0} .

TE—m k=

Tomando T'(w) =Y g e ***=G(e**) obtém-se

us-—oe

ol fi(w)=0} |T(@)|*f(w), -T<wsm,

ou de forma equivalente, a expressdo que servird de base a determinagdo dos espectros,
serd

ol f(w)=0 | G(e™) |’ f, (), -m<w=T .
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A existéncia da fung@o transferéncia € garantida, pelo facto de g, ser absolutamente

integrével. Note-se que, toda a dedugdo pressupde que {X } tem varidncia finita, isto &,

f |T(w) |*h(0) do <.

-x

Como aplicagéo destes resultados deduzem-se as expressdes das fungdes densidade
espectral dos processos apresentados no cap.l.

3.6.1 Processo puramente aleatério

Sendo o processo discreto mais simples, consistindo apenas numa sucessdo de
varidveis nao correlacionadas, pode-se determinar a fungfio densidade espectral para o
processo de valores reais através da sua fungdo autocovariincia,

[ &
ey cos ko, -m<w<n .
27 ;, "x

h(w) =

Substituindo os valores da funcdo autocovaridncia, apresentados no cap.l, tem-se,

0.2

h(w)=2;r, Voel[-n,m]

Al w)

(rreg. O o pPi)

Fig. II-6. Espectro do processo puramente aleatério




O processo puramente aleatdrio tem um espectro que € uma linha horizontal
(fig.II-6). O que implica que a contribuicdo para a variincia das componentes das diferentes
frequéncias € constante, ou de outro modo, a poténcia total € uniformemente distribuida por

todas as frequéncias.

3.6.2 Processo de médias méveis

Neste processo e nos seguintes utiliza-se a no¢ao de fungdo transferéncia, introduzida
anteriormente. No entanto, serdo apenas apresentados os resultados da determinacdo dos
espectros, sendo o desenvolvimento dos cédlculos referente aos vdrios modelos feito no anexo
A, no final deste trabalho.

Seja o processo de médias méveis de primeira ordem,

X=06(B)e

com €(B)=1-6258.
Utilizando a relacdo determinada anteriormente,

0;fi(0)=0% | G(e™) |’f(w), -m<w<T,

com Y =¢ vem f (w)=1/27n, -m<w<m e tendo em conta que neste caso a fungio

transferéncia € © (e¢**), tem-se

2

Ue | 1 B -iw |2
-0 ée .
27 :

oy Sy (@)=

Ou seja, o espectro de um processo de médias méveis de 1* ordem, vem dado por

h(w) = 20; (1-26,cos  +6?)

e e R
) e i

Para determinacio dos espectros, tanto para este modelo como para os seguintes,
desenvolveu-se programacdo (em anexo B) adaptada a realizagdo destes cdlculos. Os
5 resultados obtidos por estes programas foram comparados com o do "software” comercial
L ITSM.
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O processo MA(1) apresentado no capitulo anterior, X = ¢ -0.4 ¢, tem o espectro

representado na fig.II-7 ao considerar a varidncia do ruido branco dada por o = 0.1 .

2.3

2.2

ampl ltude

2.1

e.0 e @2 8.3 @4 o5
frequenc la

Fig. II-7. Espectro do processo X =¢, — 0.4 € _

1

De um modo geral se 8 >0, verifica-se que a contribui¢do para a varidncia do
processo € mais intensa por parte das componentes de alta frequéncia.

Para o processo de 22 ordem, com um raciocinio idéntico, obtém-se

02

0} f(@) = oL [1-0,e7 -0, e,

resultando apds alguns cdlculos (anexo A), a expressao geral para o espectro de um processo
médias moveis de 22 ordem,

2

h(w) = —2(%[(1 +6,)’-26,(1-6,)cosw +07-46_cos’w] .
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Com a mesma varidncia residual do processo MA(1) apresentado anteriormente,
representa-se na fig.II-8 o espectro do processo MA(2), X =¢ -0.4e_-02¢e

2

8.2+

ampl Ltude

2.1+

2.0 R 0.2 0.3 0.4 0.5

frequenc la

Fig. II-8. Espectro do processo X = & - 04e

-02¢e

Como os processos de ordem superior saem fora do 4mbito deste trabalho, nio tem
interesse especificar a expressdo correspondente ao seu espectro.

3.6.3 Processo autoregressivo

Relembrando a expressdo do processo estaciondrio AR(1) de parimetro discreto,
apresentada no capitulo anterior,

& (B)X =e¢,

com & (B)=1-¢ B, | | <1 e onde {e) € um processo puramente aleatdrio,

fazendo-se ¥ = ¢, (f,(w)=1/2m, -m<w<m) vird, com fungdo transferéncia & (e°),

a expressdo geral para o espectro dos modelos autoregressivos de 1? ordem

2

h(o) = — :

W) = i e e ey

21” Il_{ple-iull
of 1

2m (1-2¢,cos o +¢?)
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A figura I1-9 apresenta um exemplo de espectro dos processos AR(1), concretizado
para X =-0.7X _+e com varidncia residual 0.1.

[
~0
1

amp| Ltude
=
o~
1

0.3+

2.0 9.1 2.2 8.3 ©.4 9.5
frequenc ta

Fig. [I-9. Espectro do processo X=-07X +e

Verifica-se, de um modo geral, que se ¢ <0 as componentes de alta frequéncia tém
uma maior contribui¢do para a varidncia do processo.

Para o caso do modelo AR(2) o raciocinio € idéntico. Seja,
(1-¢B-9,B)X =¢,

considerando a funcdo transferéncia @ (e7°)=1-¢,e’*-@,e*", e sendo

Y=e¢ (fi(w)=1/2m, -T<@<7 ) obtém-se como expressdo geral para o espectro dos
AR(2),

hiw) il .
®) =
29 |1_(ple—im_q)ze-2im|2

o’ 1
20 [(1+0,-2¢,(1-9,)cos0 +0* -4, cos’w]




A representagdo grafica do processo de 22 ordem apresentado anteriormente no cap.l,
X=-05X +03X, +e ¢€aseguinte:

3.04

2.8+

ampl Ltuds

2.0 0.1 0.2 0.3 2.4 2.5

frequenc la

Fig. TI-10. Espectro do processo X =-0.5X +03X +e_

3.6.4 Processo misto

Tendo presente a defini¢do de processo misto, apresentada no capitulo precedente,
3 (B)X =0(B)e,,

a expressao do espectro para este tipo de modelos serd,

; _ 9. |e(e™) |’
RO TGO

Concretizando para o processo ARMA(1,1) serd

o> |1-6 |

h(o)=tor 1" |
((l)) 21_{ |1_(Ple-im|2

ou seja,

- ¥ 1=248 6
g G oo +

2m 1-2¢,cos o + ¢’




O espectro do processo misto apresentado no cap.l tem a representacdo grafica

seguinte:

®
s

e
o
L

amp | Ltude
=
IS
I

8.2+

v.0 0.1 0.2 23 0.4 0.5

frequencia
Fig. TI-11. Espectro do processo X +0.3X_ =¢ -0.7¢ |

No caso do processo ARMA(1,2), a fungfio densidade espectral tem a seguinte

expressao,
(o) =_di_[(1+ez)z_zel(1-ez)com+e?_492mzm] |
el 1-2¢,cosw+ ¢

Finalmente para 0 ARMA(2,1), o espectro vem dado por

a’ 1-26 cos i)

h(w)=_—= ;
(@) 2??[(1+(pz)2—2(pl(l—<p2)cosm+<pf—4<p2coszm]
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Como aplicacdo da sucessdo simulada do processo ARMA(2,1) apresentado no
capitulo anterior o espectro tem o seguinte grafico:

2.4+

=
w
;

e
N
1

ampl Ltude

G o
=
Lo

9.1

.1 2.2 2.3 0.4 0.6

freguenc la

&®
©

Fig. II-12. Espectro do processo X - 0.2X +0.4 X | = e-05e_

1

3.7 Estimac¢fo do espectro

Seja uma sucessdo cronolégica com 7 termos. O facto de se trabalhar com sucessdes
finitas introduz alguns problemas na determinagdo do espectro. Por um lado, existe a
partida, a garantia de verificacao automdtica das condi¢oes de Dirichlet, mas por outro lado,
esse facto impossibilita a obten¢do dos verdadeiros espectros, levando a determinagdo de
estimativas dos mesmos.

Assim um modo de estimar o espectro, resulta da substituicdo da autocovaridncia

+on

teérica y, pelas suas estimativas §,_, obtendo-se no caso de J' | y(1)| d7 <o,

r ?

n-1

(o) ¥ f(w)e™

(@-1)

Como ¥, € um estimador assintoticamente centrado de y,, resulta que h(w)

também € assintoticamente centrado de h(w). No entanto, este estimador ndo €

consistente, tendo uma varidncia que nio tende para zero quando n se aproxima de infinito.
Adiante abordar-se-d o modo de resolugdo desta questio.
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Quando o argumento € uma das frequéncias de Fourier,

o, = 2wj/n, j=1,...,[n/2], pode estabelecer-se uma relagdo entre o estimador do

espectro e outra quantidade designada por periodograma. Definida para o intervalo[ -7 ,m ],
tem a expressao, | '

[(0)=21d (0)+F ()]

com a(m)=22 Xcos(wt) e b(m)=%E X sen(wt), ou de outra forma,

t=1 1=1

L@)=21 3 xe

t=1

Assim, 1(0)= g
n

Zn: Xteiut

t=1 t=1

i Xte—iml :\

2 n n

(A

e através da mudanca de varidvel k = s-t tem-se

I(©)=2 T q(w)eter.

k=~(n-1)

Por comparagio com a expressio do estimador do espectro anteriormente definido
vem

ﬁ(mj)=11; L(w).

A ndo resolucio do problema da consisténcia dos estimadores conduz a técnicas

como, por exemplo, o alisamento, quer no domfnio do tempo, quer correspondentemente no
dominio da frequéncia.

Considerando o estimador,

n-1
hl(co)=§1_ E Ag(w)e ™™, -m<wsn

k==(n~1)
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diz-se que resultou do alisamento no dominio do tempo e chama-se janela retardada a

funcdo A, . O estimador ﬁ(m) ¢ um caso particular deste com A _=1.
A fungio A_ satisfaz as seguintes propriedades:

4, ]<1
A =1

0

A=i_, |k|<n-1

O alisamento no dominio da frequéncia faz-se através da utilizacdo de janelas
espectrais e prova-se (Murteira ef al.:1993,) que a janela espectral corresponde a
transformada de Fourier da janela retardada.

Verifica-se também que o alisamento das autocovaridncias na expressio deh, ()

corresponde ao alisamento do periodograma I () j4 definido anteriormente.

3.8 Algumas janelas usadas na prdtica

Neste pardgrafo apresentam-se algumas das janelas retardadas mais usuais e que
servirdo de base ao desenvolvimento prdtico deste trabalho.

Entre as vdrias janelas propostas escolheram-se de Alves (1985) e Welch (1967) as
seguintes, coseno, poténcia e exponencial, para t = 0,...,n - 1:

janela de Hanning (HN): A,=0.5[1-cos (2mt/n-1)]
janela de Hamming (HM): A =054 -046cos (2mt/n-1)
janela de Parzen (PA): A =1- t-(n-1)/2

' (n+1)/2
janela de Welch (WE): A=1-[t_(n_1)/2 i

' (n+1)/2

ol




_]anela de Gauss (GA): A = e-(aein2

As duas primeiras janelas representadas correspondem 4 janela de Tukey,

A=1-2a +2a[cos (2m t/n-l)],
- em que, no primeiro caso @ =0.25 e no segundo a4 =0.23.

A figura II-13 permite comparar a forma das diferentes janelas e verificar o efeito da
variagdo dos pesos, nomeadamente nos extremos, na janela de Tukey.

amp | ttude

Fig. II-13. Fungdes janela habitualmente utilizadas na determinagéo das estimativas espectrais

A discussiio sobre a escolha da janela a aplicar em cada caso serd assunto a debater
em termos praticos no préximo capitulo.

54




4 Aplicagio prética a sucessoes simuladas

4.1 Introducdo

Pretende-se neste capitulo estudar o efeito causado nos espectros pela utilizacdo de
janelas. Geraram-se sucessdes cronoldgicas as quais se aplicaram diferentes janelas e depois,
analisaram-se € compararam-se 0s espectros resultantes.

O ponto de partida foi a definigdo dos processos ARMA subjacentes a cada uma das
sucessoes, processos esses descritos no capftulo I e, dos quais foram apresentados

e
i
|

anteriormente alguns exemplos de espectros continuos.

Procedeu-se em seguida d simulag@o das sucessdes correspondentes a esses modelos,
e depois 4 determinag@o dos seus espectros, utilizando o método proposto por Welch com
aplicacdo das diversas janelas. Por fim, compararam-se os resultados obtidos quer por
observacdo visual como por determinagio de erros em relac@o aos espectros tedricos dos
respectivos modelos. Foram também calculados os espectros das sucessdes sem a utilizagdo
de qualquer janela, de forma a poder controlar os resultados.

4.2 Obtencdo das sucessdes

e e T

Como jd se disse na introdugdo, para a aplicagdo prdtica da andlise espectral
utilizou-se a técnica da simulacdo para gerar um conjunto de sucessdes cronoldgicas com
280 observagdes cada, correspondentes a modelos Box & Jenkins - autoregressivos, de
médias méveis e mistos - até 4 2* ordem. Ao definir os modelos base especificaram-se 0s
respectivos pardmetros e a varidncia da sucessdo residual, que para os diferentes casos, foi
sempre igual a 0.1.

Nio houve necessidade de diferenciagdo, pois consideraram-se sucessdes jd
estaciondrias que s3o as do 4mbito da teoria cldssica da andlise espectral.

O critério subjacente a escolha dos pardmetros dos diferentes modelos teve por base
a garantia de verificacdo das condigdes de estacionaridade e de invertibilidade apresentadas
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no capitulo I. Conforme Pankratz (1983), estas condicdes sdo de grande importincia pratica
na identifica¢ao dos modelos de Box & Jenkins, sendo confirmadas na fase de estimacio dos

parametros. Os pardmetros previamente estabelecidos, sdo os que constam da tabela .

Tabela I: Identificagdo dos modelos e respectivos pardmetros
\
AR(D) AR(2) MA(D) MA(2)
@, ®, ¢, 8, 8, 6,

0.3 0.3 0.4 0.3 0.3 0.4

0.4 0.4 0.2 0.4 0.4 0.2

0.5 0.5 0.3 0.5 0.5 0.3

0.6 0.5 -0.4 0.6 0.5 -0.4

0.7 0.3 -0.3 0.7 a3 -0.3

-0.3 -0.4 0.5 -0.3 -0.4 0.5

-0.4 -0.5 0.3 -0.4 -0.5 0.3

-0.5 -0.5 -0.2 -0.5 -0.5 -0.2

-0.6 03 04 06 0.3 0.4

-0.7 -0.4 -0.4 -0.7 -0.4 -0.4

ARMA(1,1) ARMA(1,2) ARMA(2,1)
9, 8, @, 8, 6, @, ®, 8,

0.5 0.4 0.3 0.5 0.4 0.5 0.4 0.3

0.5 0.5 0.4 0.3 0.6 0.3 0.2 0.4

0.4 0.6 0.5 -0.4 0.2 0.2 -0.4 0.5

-0.3 0.7 0.6 0.2 -0.5 -0.5 0.3 0.6

-0.5 0.5 0.7 -0.3 -0.6 -0.4 -0.3 0.7

0.6 -0.3 -0.3 0.5 0.3 0.7 0.2 -0.3

0.4 -0.6 -0.4 -0.5 0.3 -0.3 0.5 -0.4

-0.5 -0.5 -0.5 0.4 -0.4 0.6 -0.3 -0.5

-0.5 -0.7 -0.6 -0.5 -0.3 -0.4 0.3  -06

-0.6 -0.4 -0.7 -0.4 -0.5 -0.3 -0.5 -0.7

\

|
i
|
|

}.

4
|




4.3 Metodologia utilizada

Para determinagdo das estimativas espectrais das sucessOes simuladas utilizou-se o
método apresentado por Welch (1967) e adaptado por Press ef al. (1989), que consiste nos
seguintes passos:

- aplica¢@o do algoritmo denominado "Fast Fourier Transform" (FFT) a secgOes da

sucessdo inicial;

- determinagdo dos periodogramas modificados parcelares;

- cdlculo final da média desses periodogramas.

Esta técnica resulta num menor envolvimento computacional que outros métodos, pois
a determinagdo das FFT’s é referente a registos de menor dimensdo em comparagio com
a sucessdo total. Considerando uma sucess@o de dimensdo n, a decomposigdo numa soma
de sinusoides para as frequéncias de Fourier, corresponde 4 resolugdo de um problema que
requer aproximadamente 7* multiplicagdes complexas e adigdes, dizendo-se de complexidade
computacional O(r?), enquanto que a utilizacdo da FFT, pode reduzir esta complexidade
segundo Press et al.(1989), para O(n log, n). ‘

O algoritmo da FFT baseia-se em sucessdes com a dimensdo de uma poténcia de 2.
Uma vez que sé ocasionalmente as sucessoes tém tal dimensdo, acrescentam-se zeros até
obter a poténcia de 2 mais préxima da dimensdo original. Para uma dada frequéncia tal
aumento ndo ird afectar os valores das transformadas de Fourier. Contudo passam-se a
calcular transformadas para frequéncias f=j/m com m>n, e de acordo com Wei (1990)
alguns autores sugerem que eventuais perturbagdes sejam atenuadas, por aplicagdo de janelas
4 sucessdo, antes de ser aumentada com Zzeros.

Para a determinacdo das estimativas espectrais, seja a sucessdo X, t = 0,...,n- 1
estaciondria até 4 22 ordem, assumindo-se sem perda de generalidade, que E[ X , ]= 0.
Considerando existente o espectro & (f) para | f| <1/2, divida-se a sucessdo em blocos,
eventualmente sobrepostos, de comprimento /, com desfasamento de d unidades. Sejam,

t 1+d

Xf=X t=0,..:d-1.

1 t+(K-1)d




Supdem-se existentes K blocos, X' ,X?,..., X" que cobrem a sucessdo
original, ou seja, (K-1)d+I=n.
Para cada bloco, este método de estimagio propde o cdlculo do periodograma

modificado, isto €, seleccionando uma janela A, 7=0,...,/-1, constitui-se a sucessdo

X'A ,...,X* A edeterminam-se as transformadas de Fourier finitas, F, (f),..., F, (f) com

4 1-1
F.(f) = % Y XA et k=1,2,..,K.

t=0

Os K periodogramas modificados sdo dados por

L(f) = é | E.(f) |?

1-1
onde as frequéncias sdo f=j/1 , j=0,...,l/2eS=%z Y Sl

t=0

A estimativa espectral é obtida como média destes periodogramas, isto €,

A = 71(; L)

Este estimador, segundo Welch (1967), no caso de blocos ndo sobrepostos, i.e. d =1,
é centrado e consistente, ou seja,

ELA(f)]1=h(f)

e, quando n for suficientemente grande,

var[h(f)] = h2§{f) KN 0.

n

Além disso segue uma distribuicdio aproximada de um qui-quadrado com 2K graus
de liberdade. '
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4.4 Andlise espectral das sucessoes simuladas

J ' Para aplicagio da metodologia apresentada, surge o problema da escolha do nimero
de blocos a considerar nas sucessdes. Constatou-se na bibliografia consultada que ndo é
feita qualquer sugesto relativamente a este problema. Sabendo que as autocorrelagoes para
uma sucessio de n valores sdo apenas determinadas para "lags" at€ n / 4, decidiu-se
considerar blocos de dimensdo / = n/4. Ou seja, para as sucessoes simuladas de 280 pontos
tomaram-se blocos de 70 valores, ndo sobrepostos.

Para cada uma destas sub-sucessdes determinou-se o periodograma modificado com
a aplicagdo dos diferentes tipos de janelas, apresentados no capitulo anterior e por fim,
calculou-se a estimativa espectral por média dos periodogramas.

Ap6s representar graficamente cada um dos espectros com e sem a utilizagao de
janelas, optou-se pela apresentagao conjunta dos espectros num tinico gréfico, para facilitar
a comparacdo. Com o intuito de avaliar a utilidade do emprego das janelas estd presente em
cada grifico, o espectro simples (sem utilizagdo de janela) para efeitos de comparacéo.
Como os processos subjacentes a cada uma das sucessdes sao conhecidos, os espectros
tedricos respectivos estdo também representados, permitindo uma avaliagdo das
discrepéncias entre 0s espectros.

Convém notar que apesar da graficagéo ser feita no intervalo de frequéncias [0, 1/2],
a primeira estimativa ndo tem qualquer significado, sendo de facto a 12 estimativa
significativa a correspondente a frequéncia fundamental igual a 0.0078125.

Para complementar a andlise visual dos resultados comparativos, foram determinados
e sdo apresentados no anexo E, os erros cumulativos entre 0s €spectros empiricos (hy) € 08
espectros tedricos (h), partindo da seguinte expressao,

erro =Y, [h,()-h (T

f

A programagdo desenvolvida para a determina¢do dos erros, apresentada no anexo
B, permite também, para maior facilidade de andlise dos efeitos produzidos pelas janelas,
calcular estes erros em intervalos de frequéncia.

Em virtude da quantidade de grificos produzida, optou-se pela apresentacao de
{ apenas alguns dos resultados espectrais para cada um dos processos em estudo, estando os
restantes espectros compilados no Anexo D, no final deste trabalho.
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1 et o b i <

Ao considerar o caso da sucessio simulada do processo AR(1),X =0.3X _ +¢,

obtém-se o grdfico apresentado na fig.ITI-1. Nesta figura, tal como nas seguintes, o espectro
empirico, sem utilizacdo de janelas, é representado a tracejado.

O quadro junto (extracto da lista do
anexo E) permite avaliar as variacdes dos
erros no cdlculo dos espectros com e sem
a utilizagio das fungdes janela.

0.4

@. 37

amp | Lttude

espectro erros

sem janela 0.1805
janela de Welch 0.1405
janela de Gauss 0.1338
janela de Hamming 0.1298
janela de Hanning 0.1307
janela de Parzen 0.1405

QUADRO I

.0 | ' T \
©.9 @.1 8.2 2.3
frequenc tea

Fig. IlI-1. Espectros tedrico e empiricos da sucessdo simulada do processo X, = 0.3 X, + ¢,

A observagdo da fig.Ill-1 revela que: para este tipo de processos, em que o
pardmetro € positivo, a maior contribui¢o para a varidncia da sucessdo é dada pelas
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componentes correspondentes ds baixas frequéncias; a utilizacdo de janelas permite
- estabilizar o espectro através do alisamento de um certo mimero de picos, eventualmente
| provocados pelo falseamento, como se verifica no caso do intervalo de frequéncias [0.1, 0.2[.
Confirma-se esta andlise visual, por determinacio dos erros cumulativos para os diferentes
intervalos de frequéncia, notando-se um incremento generalizado para as vdrias janelas,
precisamente neste intervalo. A consulta do quadro I permite verificar que, a utilizacdo de
fungdes janela diminui o erro quadrético, como era de esperar, e com a aplicagfio da janela
de Hamming origina-se 0 menor erro na comparagao com o espectro tedrico, enquanto que
com a de Welch/Parzen se obtem o maior.
Analise-se o exemplo de uma
sucessdo simulada de um processo
. espectro erros
autoregressivo, mas de pardmetro
negativo. Para a sucessdo simulada do sem janela 2.4261
processo X =-0.7X +e¢ tem-se a janela de Welch 2.0039
seguinte comparacio: janela de Gauss 1.9696
janela de Hamming 1.9957
janela de Hanning 1.9568
janela de Parzen 1.9264
QUADRO I
1.219
° 2.8
2
: a. 44
2.2 T T T T T T T T T li |
2.9 Q.1 17 0.3 .4 .5
freguenc Lo

Fig. III-2. Espectros tedrico e empiricos da sucessdo simulada do processo X, = -0.7 X, + ¢,
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Esta sucessdo, contrariamente 4 anterior, tem maior contribui¢do para a varidncia
dada pelas componentes correspondente as altas frequéncias. Verifica-se que a janela de
Parzen produz o menor erro € 0 maior obtém-se com a de Welch. Feita a anélise por
intervalos de frequéncia, € no intervalo [0.3, 0.4[ que se verifica um alisamento nitido
provocado pela utilizacdo das janelas, havendo um aumento do erro nesse intervalo. Em
termos globais € no intervalo [0.4, 0.5] que o erro tem um incremento significativo devido

as variacdes de espectro para as frequéncias 0.45, 0.48 e 0.49.

Para o processo médias moéveis, a
sucessdo simulada de X, = ¢, - 0.4 ¢, Sapecte e1ros
permite verificar que as janelas coseno, sem janela 0.2803
poténcia de Parzen e exponencial janela de Welch 0.2586
produzem sensivelmente o mesmo efeito, janela de Gauss 0.2581
ndo se notando grandes variaghes nos janela de Hamming 0.2599
espectros. E no intervalo [0.3,0.4[ que se janela de Hanning 0.2550
verifica um maior erro, notando-se uma janela de Parzen 0.2598
QUADRO II

®¢3— :1

o]
N
1

ampl ttude

T T T,
% @.1 Q.2 8.3 0.4 0.o
frequenc ia

Fig. IlI-3. Espectros tedrico e empiricos da sucessdo simulada do processo X, = ¢, - 0.4 ¢,
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subestimacdo do espectro em relagdo aos valores tedricos. A aplicacdo da janela de Welch,
neste intervalo, origina melhores estimativas espectrais, no sentido de produzir em que produz
um erro inferior, sendo no intervalo [0.4,0.5] que conduz ao maior erro. Em termos globais,
o erro & sensivelmente igual para todas as janelas, como se constata pela andlise do quadro
I1l. Nota-se, como era previsivel, no entanto, um maior distanciamento em relacdo ao
espectro teérico quando néo se aplica qualquer janela.

Para a sucessdo simulada do processo X, = ¢, + 0.6 €, pela andlise do quadro IV

b verifica-se que a aplicagdo de janelas
e = espectro €rros
. diminui o erro em relagdo aos valores
: tedricos do espectro, mais acentuadamente sem janela 0.4852
E nas janelas de GA, HN, HM e PA janela de Welch 0.4541
i } respectivamente. A andlise da fig.Ill-4, janela de Gauss 0.3722
' por intervalos de frequéncia, permite janela de Hamming 0.3793
i identificar uma maior concentragio de janela de Hanning 0.3778
" energia no intervalo [0, 0.1[ confirmada janela de Parzen 0.3925
pelo célculo do erro nesse intervalo,
E QUADRO IV
E'.
©.67
0.5
i . 4-
o
o
=)
B
i ~ 0.3
] 3
| :
@ . 2 ]
0.1
@ - @ T [ T I T | T ] " 1
2.9 0.1 B.2 0.3 0.4 0.5
frequenc la
Fig. INI-4. Espectros tedrico e empiricos da sucessio simulada do processo X, = &, + 0.6 €,
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que é o de maior valor comparado com os dos outros intervalos. Ainda no dominio das
baixas frequéncias, verifica-se a atenuac@o de alguns picos de energia que aparecem no
espectro sem aplicagdo de janelas.

Considerem-se agora os processos de 22 ordem.
Seja a sucessdo simulada do processo autoregressivo X, = 0.3 X, - 0.3 X, + ¢,

P

Neste caso, € a janela de Gauss que

origina melhores estimativas espectrais,
visto o erro global em relagdo aos valores espectro 7 erros
tedricos (quadro V), ser o inferior para sem janela 0.3464
GA. Verifica-se que o resultado espectral janela de Welch 0.3584
obtido da aplicag@o da janela de Welch se janela de Gauss 0.2732
afasta ainda mais do tedrico, do que sem a janela de Hamming 0.2980
utilizacio de qualquer tipo de janela. janela de Hanning 0.2916
janela de Parzen 0.2793
QUADRO V

amp | Ltude

| 1
9.0 9.1 9.2 9.3 ©.4 @.5
frequenc la

Fig. III-5. Espectros tedrico e empiricos da sucessdo simulada do processo X, = 0.3 X, - 0.3 X, + £,




Verifica-se ainda que, para valores de frequéncia superiores a 0.2, os espectros com
a aplicacdo de janelas se aproximam dos resultados tedricos produzindo assim erros bastante

pequenos.

Para a sucessdo simulada do processo X, = - 0.5 X, - 0.2 X, + ¢,
a figura III-6 permite verificar que as

diferentes janelas, quando aplicadas a

sucessdo, produzem efeitos muito Sspocio erros
semelhantes, provocando um alisamento sem janela 0.3206
generalizado do espectro. Confirma-se, janela de Welch 0.3028
através da andlise do quadro VI, que ao janela de Gauss 0.3076
comparar estes valores espectrais com os janela de Hamming 0.3064
tedricos, oS erros s3o praticamente janela de Hanning 0.3090
idénticos. janela de Parzen 0.3017

QUADRO VI

B.6

Dip] ;

[A]
S
1

ampl Ltude
®
N
|

®
N
|

I R (R N !
2.0 9.1 2.2 9.3 2.4 0.5

frequenc la

Fig. III-6. Espectros tedrico e empiricoé da sucess@o simulada do processo X, = - 0.5 X, - 0.2 'Xl_z + g,

L g A e . i
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O que ¢ interessante neste exemplo, € a eliminagao nitida dos picos que surgem no

espectro empirico sem a utilizacdo de janelas. Veja-se um caso no intervalo [0.3, 0.35] e
depois, dois casos no intervalo [0.4, 0.5], o que leva a suspeitar que se tratariam de picos
espureos, provenientes de frequéncias mais elevadas e que na realidade seriam nido

existentes.

Considerando os processos médias méveis de 22 ordem, seja a sucessdo simulada do

processo X, = ¢, + 0.5 ¢, - 0.3 ¢,

Verifica-se (quadro VII) que a ndo
utilizacdo de janelas conduz a um erro erpeche i~
inferior. De um modo global, a grande sem janela 0.4059
contribui¢do para estes valores € dada janela de Welch 0.4488
pelas componentes no intervalo [0, 0.1], janela de Gauss 0.4318
nomeadamente as frequéncias 0.016 e janela de Hamming 0.4368
0.047 a que correspondem os picos de janela de Hanning 0.4322
energia, sobre-estimados em relagio ao janela de Parzen 0.4375
tedrico. :
QUADRO VII
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Fig. IM-7. Espectros tedrico e empiricos da sucessdo simulada do processo X, = ¢, + 0.5 ¢, - 0.3 ¢,
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Globalmente é a janela de Gauss que conduz a melhores resultados, mas em termos
de intervalos de frequéncia, em [0.1, 0.3[ a figura III-7 mostra que a aplicacéo das janelas
conduziu a uma aproximagio dos espectros em relagdo ao tedrico, verificando-se por
cédlculo de erros nesses dominio que a janela de Welch foi a que produziu melhores
estimativas espectrais confirmadas pelo valor inferior do erro em comparagao com os das
outras janelas.

Seja a sucess3o simulada do processo X, = ¢, + 0.3 €, + 0.4 ¢,

Neste exemplo, ainda mais acentuadamente

que no anterior, a utilizagdo de janelas espectro erros
vem piorar o resultado das estimativas sem janela 0.3302
espectrais. Veja-se (fig.III-8) a diferenca janela de Welch 0.5272
entre os espectros a tracejado e a cheio, janela de Gauss 0.9349
confirmado pelos valores do erro janela de Hamming 0.7820
produzido sem e com a aplicagdo de janela de Hanning 0.8518
janelas (quadro VIII). janela de Parzen 0.8672

QUADRO VIII
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Fig. IlI-8. Espectros teSrico e empiricos da sucessdo simulada do processo X, = &, + 0.3 ¢, + 04¢,
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H4 nas baixas frequéncias uma sobre-estimac@o dos valores espectrais, tendo-se no
entanto para frequéncias superiores a 0.2, a janela de Hanning como originadora de um
menor erro, apesar de na totalidade do dominio ser a janela de Welch que produz um erro

inferior.

Para os processos mistos, analisam-se exemplos de sucessoes simuladas de processos
ARMA(1,1), ARMA(1,2) e por fim de ARMA(2,1).

No caso da sucessdo simulada do processo X, = 0.3 X, + &, -0.7 ¢,,

tanto globalmente, como em termos de

intervalos de frequéncia, € a janela de espectro erros

Gauss que origina melhores resultados. sem janela 2.1457

Analisando a fig.III-9 verifica-se, como era janela de Welch 2.0582

de esperar, que as janelas provocaram o janela de Gauss 1.6301
1 alisamento do espectro empirico, janela de Hamming 1.7256
eliminando os picos. janela de Hanning 1.6599
| janela de Parzen 1.7831
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Fig. INI-9. Espectros tedrico e empiricos da sucessdo simulada do processo X, = 0.3 X, + ¢,- 0.7 ¢,

| 68




No exemplo da sucessdo simulada do processo X, = -0.5 X, + ¢ + 0.7 ¢,

a andlise da fig.[lI-10 mostra que as

janelas produzem uma sobrestimagdo dos

Sl . . s .. espectro €rros
e resultados espectrais até 4 frequéncia 0.1,

L havendo uma melhoria nos resultados sem janela 0.1870
o obtidos nas restantes frequéncias. Esta janela de Welch 0.1604
; andlise visual € confirmada pela | janela de Gauss 0.1938
s determinacio dos erros em intervalos, janela de Hamming 0.1861
o '_ resultando erros com ordens de grandeza janela de Hanning 0.1932
' l-f superiores no intervalo [0, 0.1[. janela de Parzen 0.1774
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Fig. III-10. Espectros tebrico e empiricos da sucessdo simulada do processo X, = 05X, + ¢ + 0.7 ¢,

Em termos globais e com confirmagio dada pela consulta do quadro X, verifica-se

ser a janela de Welch que origina um melhor ajustamento ao espectro tedrico.
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No caso dos modelos ARMA(1,2), para a
X=06X,+¢-02¢, +0.5c¢,

a sobrestimagdo dos valores espectrais no

intervalo [0, 0.1[ ainda € mais notdvel que

sucessdo simulada do processo

no caso anterior. Existe uma grande espectro erros
diferenca entre os valores tedricos e sem janela 4.2869
empiricos neste intervalo. A andlise dos janela de Welch 5.0556
erros em termos de intervalos de janela de Gauss 33507
frequéncia vem confirmar esta janela de Hamming 3.8706
observacdo, verificando-se que, sendo janela de Hanning 3.7206

janela de Parzen 3.7281
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Fig. III-11. Espectros tedrice e empiricos da sucessdo simulada do processo X, = 0.6 X, + £,-0.2 ¢, +

0.5 ¢,

cumulativos os erros apresentados no quadro XI, s6 aproximadamente 0.1 corresponde ao
dominio [0.1, 0.5] existindo uma concentragdo do valor total até & frequéncia 0.1.




Globalmente € a janela de Gauss que produz o menor erro em relagao ao espectro

- teérico, conforme se pode confirmar no quadro junto.

No caso da sucessdo simulada do processo X, = -0.6 X, + ¢ +05¢, + 03¢,
constata-se ser a janela de Parzen a que

AR T

conduz a um menor erro, embora todas
o 5 espectro €rros
proporcionem um alisamento do espectro
empirico bem demarcado até 2 sem janela 0.4134
'; frequéncia 0.4. Verificando-se, através da janela de Welch 0.3460
' fig.IlI-12 um incremento dos valores janela de Gauss 0.3359
espectrais no intervalo de frequéncias [0.4, janela de Hamming 0.3414
0.5] é natural que lhe corresponda um janela de Hanning 0.3350
aumento do erro nesse dominio. O que, janela de Parzen 0.3299
de facto se constata com a andlise dos
erros por intervalos de frequéncia. QUADRO XII
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Fig. M-12. Espectros. tedrico & empiricos da sucessao simulada do processo X, = 0.6 X, + & + 0.5.¢,
+ 03¢,
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A sucessdo simulada do processo X, = 0.2 X, - 0.4 X, + &, - 0.5 ¢, que jd tinha

sido analisada no cap., tem um
comportamento espectral que apresenta um
. i espectro EIToS
menor erro, quando ndo se aplica qualquer
um destes tipos de janelas. Elas provocam sem janela 0.4123
um distanciamento em relagao ao espectro janela de Welch 0.7164
te6rico, nomeadamente no dominio de janela de Gauss 0.9166
frequéncias [0.15, 0.25], que origina um janela de Hamming 0.8599
4;- aumento dos erros nesse intervalo e por janela de Hanning 0.9041
arrastamento, um incremento no total. janela de Parzen 0.8756
QUADRO XIII
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Fig. IM-13. Espectros tedrico e empiricos da sucessdo simulada do processo X,=02X,-04X,+ &~
0.5 ¢,
No restante dominio de frequéncias ]0.25, 0.5] € nitido o alisamento do espéctro
"~ efectuado pelas janelas, sendo a janela de Gauss a que conduz i melhor aproximagdo do
espectro tedrico, nesse intervalo, contrariamente ao que sucede para o dominio total.
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A sucessdo simulada do processo X, = 0.6 X, - 03X, +e +05¢,serda
dltima a analisar. Contrariamente a0 caso
anterior, a utilizagdo de janelas melhora
o . ~ espectro erros
em termos globais a aproximagao ao
espectro tedrico, sendo a janela de Gauss sem janela 2.1799
a que produz um erro menor. Em termos janela de Welch 1.1112
de intervalos de frequéncia, s6 interessa janela de Gauss 9702
analisar no intervalo [0, 0.3[, visto que no janela de Hamming 9991
" outro domfnio as variagdes S0 janela de Hanning 1.0055
praticamente nulas, chegando o erro a janela de Parzen 9747
atingir valores nulos.
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Fig. II-14. Espectros tebrico e empiricos da sucessio simulada do processo X, = 0.6 X,; - 0.3 X, + &, +
0.5 &
Se bem que até a frequéncia 0.3 seja a janela de Gauss que conduz a "melhor”
L resultado, em [0, 0.1] a janela de Hanning origina um menor afastamento do espectro tedrico.
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4.5 Comparacio dos resultados espectrais

' A aplicagdo das janelas as sucessdes simuladas dos processos ARMA e a observagdo
dos resultados, ap6s o cdlculo das estimativas espectrais, revela que nio hd situagdes ideais
nem uma janela que conduza a melhores resultados em todas as situagdes, pelo contrério,

by

existem casos em que a ndo aplicagdo de janela "¢ preferivel” a sua utilizagao.

Ao pretender comparar o efeito do uso de janelas usou-se a observagdo visual da
representagio grdfica obtida e a determinacio do erro cumulativo entre os €spectros
empiricos e tedrico como tnica forma de comparagao. Isto pareceu insuficiente e procedeu-
se a uma normalizacdo pela varidncia da soma dos valores absolutos das diferengas entre
os espectros da cada processo. Sendo agora o erro calculado de uma outra forma foi possivel
verificar as observagdes jd obtidas.

Sendo vdrios, e de vérios niveis, 08 possiveis comentdrios aos resultados obtidos
pelos métodos de comparagdo optou-se pOr apresentar as observagdes resultantes em
relacio a cada processo e ds consequéncias da aplicagio das janelas ds sucessoes
simuladas.

Processos AR(1)

janela de Welch conduz tantas vezes a bons como a maus resultados, nio
' parecendo existir qualquer padrdo de comportamento
relacionado quer com o valor absoluto quer com o valor

relativo dos pardmetros..

janela de Gauss nunca conduz a bons resultados, sendo os piores casos
quando o pardmetro é positivo e elevado, ou quando €
negativo e de baixo valor.

janela de Hamming aparece uma unica vez associada ao menor parametro
positivo conduzindo ao menor erro quadritico.No caso do
erro normalizado pela varidncia e para o pardmetro negativo
de maior valor absoluto produz o pior resultado.
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janela de Hanning

janela de Parzen

considerando o cilculo do erro quadrdtico aparece algumas
vezes associada ao menor valor do erro. Mas para o erro
normalizado pela varidncia das respectivas sucessdes em 5
dos 10 casos analisados conduz aos melhores resultados.

aparece uma tinica vez conduzindo a0 menor €rro para o €aso
do pardmetro negativo de maior valor.

Em 6 dos casos estudados o efeito das janelas é relevante em termos da aproximagao
a0s respectivos espectros tedricos.

janela de Welch

janela de Gauss

janela de Hamming

janela de Hanning

Processos MA(1)

conduz a bons resultados para os pardmetros 0.3, -0.3 € 0.7
¢ a0 normalizar o erro pela varidncia também apresenta um
valor aceitdvel para o pardmetro 0.4. Nos outros casos,
produz os piores resultados.

apresenta maus resultados quando o pardmetro € de baixo
valor (0.3) quer positivo quer negativo, e também quando o
pardmetro € elevado e positivo (0.7). Apenas num caso se
evidencia como a melhor janela (-0.6). Ao normalizar o erro
pela varidncia também produz bons resultados para o
pardmetro 0.6.

ndo ¢ significativo o seu efeito para este tipo de processos,
nunca aparecendo como a melhor opgdo, figura apenas uma
vez como a pior, mas com um valor de erro que ndo se
distancia do das outras janelas.

aparece como a que produz, de uma forma global, melhores
resultados, quer para parAmetros positivos, quer negativos.
Quando o erro é normalizado pela varidncia € reduzida a
gama de processos em que conduz a bons resultados, para os
parametros 0.5, -0.4, -0.5 e -0.7.
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janela de Parzen aparecendo como a que produz piores resultados para os
processos de pardmetro negativo ( -0.4 e -0.7), desaparece
o seu efeito em comparagdo com outra janelas, ao ser
normalizado o erro pela varidncia das respectivas sucessoes.

Na generalidade dos processos MA(1) analisados constata-se que a utilizacdo de
janelas vem melhorar ou, pelo menos manter, a aproximagao aos espectros tedricos.

Processos AR(2)

janela de Welch verifica-se existir um maior nimero de casos em que produz
piores resultados, nomeadamente quando o pardmetro de 12
ordem tem baixo valor absoluto.

janela de Gauss conduz ao menor erro nos dois casos em que o pardmetro de
12 ordem é 0.3, mas ao fazer a normalizac¢do pela varidncia
das sucessdes produz um resultado que jé ndo € o melhor.

janela de Hamming ndo produz resultados a salientar para todos Os processos
analisados, aparecendo uma unica vez, quando se normaliza
o erro pela varidncia, com valores idénticos d janela de
Hanning, para o caso dos dois parimetros eram negativos €
iguais.

janela de Hanning aparece associada a pequenos valores do erro em dois casos:
num os dois pardmetros s3o positivos, noutro sdo negativos.
Ao normalizar o erro pela varidncia produz bons resultados
noutro modelo em que 0s pardmetros sao positivos.

janela de Parzen conduz aos melhores valores em trés casos dos dez
analisados. No entanto, quando se normaliza o erro pela

variincia obtém-se outro caso em que esta janela produz o
menor erro em termos absolutos.
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De um modo idéntico ao que sucedeu para Os processos autoregressivos de 1* ordem,
em 7 dos exemplos estudados € expressivo o efeito da aplicagdo das janelas no alisamento
dos espectros empiricos.

Processos MA(2)

Janela de Welch verifica-se ser a janela que melhor se adapta a este tipo de
processos pois conduz na maioria dos pardmetros (6 casos)
aos menores valores do erro, quer determinando o erro
quadrético, quer normalizando pela variéincia das respectivas
sucessoes.

janela de Gauss em dois casos em que os pardmetros t&m sinais contrdrios,
origina o menor erro, nas outras ocasides conduz a valores
medianos de erro ou d pior opgao.

janela de Hamming nunca aparece com valores destacados, quer de menor quer
de maior erro, produzindo sempre resultados entre esses
limites.

janela de Hanning aparece como conducente ao menor valor do erro em 2 casos

quando os pardmetros sdo positivos ou negativos. Em 4
outros casos revelou-se a pior opgdo e ao normalizar o erro
pela variéncia, ainda se obteve outro mau resultado.

janela de Parzen ndo se apresenta importante na globalidade dos processos
analisados, figurando apenas uma vez ao normalizar o erro
pela varidncia, como conduzindo ao menor afastamento em
relagdo ao espectro tedrico.

Pela listagem dos erros quadrdticos verifica-se, contrariamente ao que sucedeu para
os processos médias méveis de 1* ordem, que em 60% dos casos o efeito da utilizagdo de
janelas "€ prejudicial” na aproximagdo ao espectro tedrico. No entanto, ao normalizar o erro
pela varidncia das respectivas sucessGes observou-se que apenas em 4 casos se mantém esta
relagdo.
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janela de Welch

janela de Gauss

janela de Hamming

janela de Hanning

janela de Parzen

Processos ARMA(1,1)

Em dois casos que os pardmetros tém o mesmo sinal, produz
o menor erro. Mas ao normalizar o erro pela varidncia
origina bons resultados em mais dois casos. No entanto,
aparece associada a um nimero superior de maus resultados,
nomeadamente ao determinar o erro quadrdtico sdo 5 os
exemplos em que esta janela conduz a um maior afastamento
do espectro tedrico.

conduz aos melhores resultados em trés casos, se se
considerar o erro quadrdtico. Ao normalizar o erro pela
varidncia, esta janela € preferivel em mais dois casos.

apresenta sempre um valor de erro mediano, aparecendo em
dois casos como melhor opgdo, resultado esse que
coincidente com o de outra janela.

para o caso em que os dois pardmetros sdo positivos e iguais
apresenta-se como a melhor op¢do, mas noutro exemplo em
que os parimetros também sdo positivos j4 conduz ao maior
erro. H4 ainda outros dois casos em que esta janela produz
o menor valor de erro, com os 2 pardmetros negativos ou
apenas com o autoregressivo negativo. Quando o erro €
normalizado pela varidncia apenas figura uma vez como a
melhor opgéo.

aparecendo apenas uma vez como a melhor escolha e noutros
casos como conducente ao pior resultado, quando o erro €
normalizado apenas produz um resultado superior aos outros.

De 8 dos processos analisados verifica-se que a aplicacdo de janelas conduz a uma

maior aproximag@o do espectro tedrico.
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Processos ARMA(1,2)

janela de Welch aparecendo em trés casos associada ao menor valor do erro,

na maioria conduz aos piores resultados. No entanto ao
2 e% : normalizar o erro pela varidncia das sucessdes, conduz a
melhor opcdo em 5 casos.

janela de Gauss em 3 dos exemplos analisados foi a que melhor se aproximou
dos resultados teéricos do espectro, quer determinando o erro
quadrético quer normalizando o erro, mas em dois dos casos
também conduziu ao maior erro.

janela de Hamming neste tipo de processos observou-se como geradora de efeitos
medianos nfio sendo relevante a sua actuagdo em termos de
aproximagao ao espectro teérico. No entanto, ao normalizar
0 €IT0 em 2 casos aparece COmo pior opg¢ao.

janela de Hanning aparece ligada ao menor valor do erro quadrético em 2 casos
dos estudados, ao normalizar o erro pela varidncia das
respectivas sucessdes esta situagdo altera-se n2o sendo tao
expressiva a sua actuagdo.

janela de Parzen de um modo semelhante i anterior, conduz em 2 exemplos
a0 Menor erro e noutro ao maior, mas com a normalizagdo
a situacdo modifica-se e é reduzido o seu efeito em termos
globais.

Na maior parte dos processos analisados constata-se que 0 efeito produzido pela
aplicacdo de janelas as sucessdes € positivo, melhorando a aproximagdo aos espectros

tedricos respectivos.
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janela de Welch

janela de Gauss

janela de Hamming

janela de Hanning

janela de Parzen

mesmas.

Processos ARMA(2,1)

conduz na maioria dos casos ao menor dos erros na
comparagdo com O espectro tedrico, no entanto em alguns
exemplos produziu os piores resultados. Ao normalizar o erro
pela varidncia das sucessdes € acentuado o niimero de
resultados positivos ao aplicar esta janela.

tanto se observa associada ao menor erro (2 casos) como ao
maior(3), mantendo-se esta relagdo ao normalizar o erro pela
varidncia.

produz efeitos médios, néo figurando como a melhor ou pior
op¢io em qualquer dos processos estudados.

conduz em 3 dos casos analisados ao maior erro quadrético,
mas em 2 outros ao menor resultado. Ao normalizar o erro
pela varidncia aparece noutro modelo como pior escolha.

tem um efeito mediano aparecendo uma tnica vez associada
a melhor aproximacdo aos valores tedricos. No entanto
depois de normalizado o erro, conduz 4 pior opgao num dos
casos analisados.

Para este género de processos constata-se que a utilizagéo destas janelas nem sempre
conduziu aos melhores resultados em termos da aproximagdo ao espectro tedrico. Ao
determinar os erros entre os espectros empiricos e os tedricos, sem o uso das janelas, em
5 dos exemplos, o resultado € inferior aos outros valores obtidos com a aplicagéo das
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5 Uma aplicacio real

No ambito deste trabalho, o estudo limitou-se d utilizacdo de sucessdes simuladas
de acordo com os modelos e pardmetros previamente estabelecidos. Assim a aplicagdo a uma
sucessio cronoldgica real afigurou-se interessante, na medida em que se poderia alargar o
estudo realizado por Almeida (1989).

A sucessio em estudo, € correspondente aos dados obtidos de uma estagdo
meteoroldgica, instalada em Ferrel-Peniche no ano de 1987, durante um periodo de 2 meses.
A recolha de informagéo € efectuada de 30 em 30 minutos, mas a sucess@o foi filtrada de
modo a obter valores didrios.

A determinaciio de um modelo satisfatério que descreva a sucessdo passa por uma
primeira fase de identificagdo, seguida da estimagdo dos pardmetros do modelo e a iltima
etapa, a avaliagdo do diagndstico, estuda a adequabilidade desse modelo utilizando entre
outras, a andlise da componente residual. '

Estas fases serdo aqui apresentadas de uma forma resumida, por estarem contempladas
no estudo referido acima.

Na figura IV-1 apresenta-se o cronograma da sucessio X em estudo, onde se

verificam oscilagdes em torno de uma média fixa (2.033) e uma varidncia sensivelmente
constante ao longo do tempo, ndo se identificando movimentos que se relacionam com
periodicidades.

0t
0 20 40 50

Fig. IV-1. Griéfico temporal dos dados da estagfio meteorolégica
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A identificagido do modelo que melhor se ajusta a sucessdo, passa pelo conhecimento
das fungdes de autocorrelagdo (FAC) e autocorrelagdo parcial (FACP) estimadas e pela sua
{ comparagdo com as dos modelos tedricos.

: 5 No grdfico da fungdo de autocorrelagdo (fig.IV-2) a altura da barra representa o
coeficiente de correlacdo estimado e as linhas a tracejado correspondem aos limites do teste
de significincia de Bartlett com 95% de confianga. Por observagdo da figura, verifica-se
existir um decaimento para zero, sendo para k = 1, a correlagdo significativamente diferente
de zero, enquanto que para k >1 os valores da fun¢do jd se encontram dentro da banda de
significAncia, sendo por isso estatisticamente nulos,

/] -
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Fig. IV-2. Fungiio de autocorrelagio da sucessdo dos dados de Ferrel

Quanto 4 fungdo de autocorrelagdo parcial, na sua representagdo grdfica a altura
da barra é proporcional ao valor do coeficiente, estando assinalados a tracejado os limites do
teste de significAncia de Jenkins e Daniels a 95% de confianca. Verifica-se existir (fig.IV-3)

um unico valor estatisticamente nzo nulo para k£ = 1, sendo os outros valores estatisticamente
ndo significativos, o que permite imediatamente identificar a ordem do processo.

De acordo com as caracteristicas das FAC e FACP tedricas dos processos
estaciondrios usuais, conhecidas da bibliografia, por exemplo de Pankratz (1983), a andlise
os grdficos anteriores conduzem & identificagdo do modelo AR(1), sendo

}‘(I=C+(PX:—1+EL-
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Fig. IV-3. Fungiio de autocorrelagdo parcial da sucessdo de dados da estagio meteorolégica de Ferrel

Posteriormente & identificagdo do modelo em que se intervém de uma forma activa,
vem a fase da estimagfio dos pardmetros na qual a acg@o do analista € praticamente nula,
pois todo o "software” dedicado ao estudo de sucessdes cronoldgicas apds a identificagdo
do modelo faz a estimacéo, apresentando informacfo que permite testar do ajustamento do

modelo 4 sucessdo X .

sheske sj 3k 3k sksk sk sfe ok sk sk sl s sk sk sk sk sk A
FACTOR LAG COEFICIENTE T RACIO
1 MEDIA .19645E+01 4.70

2 AUTOREGRESSIVO 1 1 48609E +00 4.17

shofeskosk

O programa permite estimar simultaneamente a média do processo € 0 pardmetro.
Verificando-se que a média estimada fi =1.9645 ndo € muito diferente da média aritmética
da sucessdo original x =2.0329.

A partir deste momento pode determinar-se o valor da constante estimada, fazendo
é=p(1-9) =1.0096.
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Como se pode notar este modelo satisfaz a condiglo de estacionaridade, com efeito
| § | <1. Relativamente 2 significincia estatistica dos pardmetros, testa-se da nulidade dos

mesmos em fungio do rdcio

jo 3]

S il e e
. o
—_
Q>
~—r

sendo || >1.96 rejeita-se a hipétese de nulidade, ao nivel aproximado de 5%, ou seja o
3! parimetro o considera-se significativo. Neste caso, de acordo com os resultados do

QUADRO I pode concluir-se que os pardmetros ¢ e [ sdo significativos estatisticamente
(diferentes de zero), ao nivel de significancia de 5%.

A matriz dos coeficientes de correlagdo entre os parametros, QUADRO II

i e gt i, Voo i

1 2
1 1.0000
2 -0375 1.0000

mostra que os parimetros nfo estdo significativamente correlacionados, o que evidencia uma
estabilidade da estimac@o.

A avaliacio da qualidade do ajustamento passa ainda pela andlise dos residuos ¢,

cujos pardmetros mais significativos sdo fornecidos pelo "package”:

MEDIA DOS RESIDUOS : -12752E-03
DESVIO-PADRAQ : 16310E+01,

i constatando-se que a média apresenta um valor bastante baixo.

A representacdo da FAC empirica dos residuos (fig.IV-4) permite constatar a nao
correlagdo dos mesmos. Com efeito, nenhum dos valores da FAC excede os limites da banda
de significAncia, podendo ser considerados estatisticamente nulos. A ndo correlagdo dos
residuos pode também confirmar-se através do teste de Ljung-Box, que se baseia no cdlculo
da estatistica Q, em que n € o mimero de observagdes utilizadas:

0=n(n+2) L (n-k)" 1 (k).
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Fig. IV-4. Fungdo autocorrelagio dos residuos

Este teste estabelece que, sob a hipétese da ndo correlagdo dos residuos a estatistica

Q segue a distribui¢do de um qui-quadrado com (K -m) graus de liberdade em que m
representa o nimero de pardmetros a estimar no modelo e K o niimero de autocorrelacoes.

No presente caso tem-se, K =15, donde como (Q=6.95) <(xf3 =22.4) aceita-se a
p

hipétese das correlagbes serem nulas, ao nivel de 5%.

Quanto & funcio autocorrelagdo parcial dos residuos, verifica-se pela andlise da
fig.IV-5, que todos os valores se encontram entre os limites criticos definidos pelo teste de
significAncia de Jenkins e Daniels ao nfvel de 5%. Pode-se assim concluir que os residuos
sdao um ruido branco.

0 *""="U"="D"="D"|:r‘="D"U'D"D“CJ'U‘D

Fig. IV-5. Fungfo autocorrelagio parcial dos residuos




A andlise efectuada permite estabelecer o modelo
X =1.0096 + 0.4801 X _ + ¢,

|
|
3 g . - - -
1 com estatisticamente satisfatério para descrever a sucessdo cronoldgica em estudo.
|

| Para estudar o comportamento espectral desta sucessdo foi aplicado o método de
| Welch, descrito no capitulo anterior, determinando-se a estimativa da densidade espectral
como média dos periodogramas modificados.

Apresenta-se inicialmente o espectro simples (fig.IV-6), ou seja, sem aplicacdo de
qualquer janela. Verifica-se que, o facto da dimensdo da sucessdo X, ser relativamente
pequena origina, também, um nimero bastante limitado de estimativas espectrais. O grdfico
apresenta como primeira estimativa a correspondente 4 frequéncia fundamental.

20+

amplitude

T T 1
0.0 a1 0.2 8.3 9.4 8.5
frequencia

Fig. IV-6. Espectro da sucessio de dados da estagdo meteorolégica

A comparagdo feita a partir da figura IV-7, do espectro empirico com o tedrico

\

correspondente a0 modelo AR(1) ajustado & sucessdo, permite concluir que hd um

| : 86




desfasamento nitido entre os seus valores, originando assim um erro quadrdtico muito
elevado.

R

amplitude
~
1

2.0 @.1 @2 2.3 0.4 . 85
frequencia

Fig. IV-7. Espectro tedrico e empirico da sucessdo de dados da estagfo meteorolégica

Ao aplicar a sucessdo originél X, as janelas apresentadas no capitulo 2, as estimativas
espectrais resultantes das média dos periodogramas modificados nao sao muito diferentes do
espectro simples como se pode ver no gréfico da figura I'V-8.

amplitude

0.0 8.1 ez 0.3 @4 0.5
frequencia

Fig. IV-8. Espectros tedrico e 'empl’ricos da sucessdo X, usando diferentes janelas

i e Al i e
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Verifica-se que a determina¢io da aproximagio ao espectro tedrico origina um erro
quadrdtico muito elevado quer com a utilizacao de janelas quer sem o seu uso (QUADRO
D).

Por andlise do QUADRO III CAPERATD i
constata-se que, a janela de Hanning conduz sem janela | 3077.501
ao erro global inferior. janela de Welch 2381.666

E interessante comparar este janela de Gauss 1573.790
resultado com as conclusdes resultantes da janela de Hamming | 1693.800
simulagdo de sucessdes realizadas no janela de Hanning 1528.583
capitulo anterior. Nessa altura tinha-se janela de Parzen 1763.607

verificado que para o modelo AR(1) de

aproximadamente o QUADRO III
modelo em estudo) a janela que melhores

2

parametro 0.5 (que €

resultados produz1a era precisamente a de Hanning.
Por outro lado, a ]anela que conduzia a piores resultados era a de Welch. ‘Nesta aplicagio
real constata-se exactamente o mesmo, quer analisando o erro quadrético, quer normalizando
o erro pela variéncia da sucessdo em estudo como iremos ver adiante.

Se considerar o erro normalizado pela vari4ncia da sucessdo, os valores apresentados
sd0 mais razodveis e podem consultar-se no QUADRO IV. A andlise deste quadro permite
retirar conclusdes andlogas ds do quadro anterior.

A janela de Hanning apresenta o
mais pequeno valor de erro, mas em espectro erro
relacio as outras janelas ndo se pode sem janela 10.2841
afirmar que as diferengas sejam grandes. janela de Welch 8.9653
Apesar de, na globalidade, as janelas janela de Gauss 8.2761
provocarem uma aproximagao ao espectro janela de Hamming 8.1727
tedrico, mais uma vez se conclui que ndo janela de Hanning 7.8094
hd uma escolha "éptima. janela de Parzen 8.7361
QUADRO 1V
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o 6 Conclusoes

Muitos autores afirmam que a qualidade dos estimadores espectrais depende mais do
ponto de truncagem do que do tipo de janela escolhido.

Ao utilizar o método proposto por Welch néo se pretendeu analisar esta questdo mas
sim, fixando o nimero de blocos no qual se divide cada sucessdo, assegurar que este estudo

! e i s b bt ol i

se dedicava exclusivamente & comparagdo do efeito da aplicagfo de janelas e, portanto, s6
estava a tomar em consideragdo a sua forma.

Ao seleccionar os modelos de acordo com os quais foram simuladas as sucessdes,
optou-se por definir pardmetros de valor inferior a um permitindo assim uma homogeneidade
entre os parimetros utilizados, o que pareceu desejdvel.

A justificacio para a utilizagdo de sucessdes com esta dimensdo, deve-se a
limitagfo existente no sofiware comercial utilizado relativamente ao nimero de observagoes
dos modelos simulados, no caso 300 valores.

O mais evidente aspecto a referir apés realizacdo das diversas operagOes que
constitufram a parte operacional deste trabalho € que ndo existem conclusGes a tirar quanto
3 existéncia da janela "6ptima”. Contudo, algumas observa¢des merecem referéncia.

A andlise comparativa entre os espectros tedricos € os empiricos para as diferentes
janelas sugere as conclusfes seguintes:

1. As janelas coseno escolhidas, Hanning e Hamming, embora muito semelhantes
em forma e s6 diferindo nos pesos a aplicar, tém um comportamento distinto.

O resultado da aplicagio da janela de Hanning é sempre mais pronunciado do que
a de Hamming, quer aquela produza o maior erro, quer produza o menor. Isto
significa que a janela de Hamming produz erros mais medianos.

2. As janelas poténcia, Parzen e Welch, ndo tendo o mesmo tipo de relagdo que
as anteriores, aparecem também associadas, mas nem sempre na mesma ordem em
relaciio ao modelo tedrico. A janela de Welch € mais preponderante como afectando
a relagio modelo empirico/modelo tedrico surgindo em todos 0s casos como a que
introduz maior ou menor erro.

3. A janela exponencial de Gauss tem um efeito marcante em todos os casos
estando sempre presente, tal como a de Welch, quer com os melhores quer com os

piores resultados.
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4, A andlise global da aplicacdo de janelas aos diferentes modelos, permite
constatar da relagdo continuada existente entre a janela de Welch por um lado e as
de Gauss e Hanning por outro. Verifica-se que "sempre" que a janela de Welch da
o maior afastamento em relagdo ao modelo teérico, € a janela de Gauss ou a de
Hanning que provocam a maior aproximagdo, € vice-versa, O que sugere que o
comportamento da janela poténcia é oposto ao comportamento das janelas de coseno
e das janelas exponenciais.

E de notar que as conclusdes retiradas para o caso da aplicacdo "real”, a janela de
Hanning é a que conduz a melhores resultados para o modelo ajustado a aplicagdo, vém
confirmar o que tinha sido constatado na simulag¢fo para o mesmo tipo de modelo.

QOutro facto interessante, € cujo aparecimento nio se previa, € o facto de em alguns
casos os resultados obtidos com utilizacdo de janelas serem piores. Na terminologia utilizada
significa maior afastamento em relagdo ao modelo tedrico, do que quando o cdlculo espectral
se faz sem utilizar qualquer das janelas. Uma causa possivel poderd ser o dimensionamento
das sucessdes; se eventualmente fosse possivel gerar sucessdes com maior dimensdo
aumentar-se-ia a resolucfio espectral e consequentemente este efeito ‘poderia diminuir, ou
mesmo desaparecer.

Como se disse na introduciio a descoberta da janela "6ptima" ndo era o objectivo
deste trabalho mas somente a comparagdo dos efeitos da utilizacdo das mesmas. Os
resultados obtidos estdo dentro dos parimetros que se buscavam mas mais do que respostas
fizeram surgir perguntas, e o maximo que se oferece dizer é que quando Welch e Press
sugerem que a utilizacdo de janelas deveria ser uma escolha entre a janela de Welch e a de
janela de Parzen n3o parecem ter razdo, ou pelo menos a generalizagdo de tal regra €
questiondvel.

Nizo podemos esquecer que a problemdtica da andlise espectral envolve a estimagdo

. de uma fungdo completa e ndo de um sé pardmetro, levando consequentemente a que

existam diversos critérios que podem ser usados para avaliar a eficiéncia das vdrias
estimativas espectrais. Usou-se um critério que produziu resultados que levantam a
necessidade de maior investigagdo para alguns dos aspectos; ... qual a verdadeira influ€ncia
da divisdo em blocos? ... qual o melhor critério de comparagfo dos efeitos de janelas? ...
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8 ANEXOS




ANEXO A

Cdlculos das fungdes de transferéncia




Comega-se por relembrar algumas propriedades dos complexos, que serdo utilizadas
nos cdlculos desenvolvidos adiante.

Sendo z =a + ib um nimero complexo qualquer (a, b € R), o seu médulo determina-
se da seguinte forma:

2| (@ F
donde |z|°= &+ b
(a+ib)(a-ib)
28

em que ' representa o complexo conjugado de z.
Na representacdo do complexo em forma trigonométrica e utizando a relagdo de
Euler,

z=|z|(cos © +isenB)
z=1z| e

o conjugado serd Z'=|z| e

Nos célculos realizados para determinar as fungdes de transferéncia utilizam-se as
seguintes expressdes trigonométricas:

-i8 i@
cosﬁ=£% cos 20 =2 cos*0 -1

A funcdo de transferéncia considerada para o caso dos modelos de médias mdveis,
€T (w) =0 (e*). Para determinar | © (e**) |*, de acordo com o estabelecido anteriormente

serd | @ (e7°)|* =8 ()0 ().
Aplicando ao modelo de ordem um, tem-se

e(e)e(e)=(1-0¢7°)(1-6c¢™")
=1-6 (e’ +e'”)+86’

=1-26 cosw +6; .

a g




No caso do modelo de ordem dois obtem-se

8(e'*)e(e)=(1-0e'"-0,e%")(1-6 ¢'*-6,¢*)
1-6,(e”+e’)+67-6,(e™ +e ) +67+66,(e'" +e*)
1-28,(1-6)cosw +67-26,co52 » +6}
1-26,(1-86)cos @ +67-48,cos* » +26, +86?
(1+6,))’-26,(1-6,)cosw +6>-46_cos’

I

1

Para os modelos autoregressivos, de um modo semelhante, tem-se a funcdo de
transferéncia I' (w) =& (¢7**), donde | & (&™) |* = & (e™*) & (e'°).
Para o modelo de ordem um vem
g (') (e)=(1-9,&")(1-9,e™)

=1-2¢,cos0 +¢? .

No caso do modelo de ordem dois serd
) (e—im) ) (eiw) =(1_ (pl e-im__ (Pze-zim)(l - (pl eim_ ‘pzeﬁu)
1-2¢,(1-9,)cos0 +¢]-2¢,co5 20 + ¢}

(1+¢,)-2¢,(1-¢,)cos» +¢> -4 ¢, cos*w

Para os modelos mistos, ARMA(p,q)
s (B)X =6 (B) ¢,

em que
® (B)=1-¢ B-¢,B’-...-¢ B’
e
e(B)=1-6,B-6,B*-...-6 B° .
I

. 1



Ie(e—im) |2-
| & (e-iu) ‘2

A funcio transferéncia serd I'(w) =
Assim, utilizando as determinagdes anteriores, para 0 modelo ARMA(L, 1), ou Seja,
para p=q =1 tem-se
l ) (e—im) |2 _ =) (e—iu) <) (eiu) } (1_ele—im) (1 _eiem)
| (e7*) " @ (e™)e () (l-¢e™)(1-9,")

1-26 cos +6]2

I{w)=
1-2¢,cos ® + @

para 0s ARMA(1,2) vem

le(ei*) | _ (1-6¢7°-8,e*°)(1-6, e -0,e"")
| ()| (1-¢,6°)(1-0,€")

£ (o) (1+6,)’-26, (1-6,)cos » +02-46,cos’®
w) = :
1-2¢,cosw+¢}

e finalmente, para os modelos ARMA(2,1) obtem-se

1e(e—ia)|2 _ (l_ele—im)(l_eleiu)
! & (e—io) |2 (1 _(ple-im_(pze-zm)(l “(Plem"q)2ezm)

1-26 cos » +6;

r'w)=

S (1+9,P-2¢,(1-9,)cos0 +@}-4¢,c05° ©




ANEXO B

Listagens dos programas utilizados




ftn7x
$files 0, 3
*
program €erro ! programa para determinacao do erro no
! calculo de espectros, empiricos/teoricos,
| partindo de uma lista de modelos ARMA

*  dados : espectro teorico ( espt )
- espectro empirico (p)

*  resultados : o erro

implicit none

integer*2 i, j, k, cont

real*4 freq(100), frinc

real*8 erro, qdif

real*8 espt(100), p(100)

character*20 nomel, nome2, nomet, nomep
logical fim |

fim = .false.

write(1,*) *Diga nome do ficheiro com lista de input’
read(1,*) nomel

open(10,file=nomel,status="old’)

write(1,*)’ diga o nome do ficheiro com os resultados’
read(1,*) nome2

open(20,file=nome2,status="new’)

cont = 1 ! contador dos espectros teoricos
. o® :
1 read(10,*) nomet ! leitura nome ficheiro de esp. teoricos
VI




open(12,file=nomet,status="0ld")

read(12,*) ,
* leitura de espectros teoricos

j=1

do while (.not. fim)
read(12,100,end =3) espt(j)
j=j+1

enddo

3 cont =cont + 1
close(12)
write(20,*) nomet

do2i=1,6
*k
frinc = 0.1 ! incremento na frequencia
erro = 0.DO
read(10,*) nomep ! leitura nome do ficheiro
x®
% abertura dos ficheiros de espectros empiricos

open(13,file=nomep,status="o0ld’)

write(1,*) nomep
k=1
% leitura dos espectros empiricos
do while (.not. fim)
read(13,200,end=4) freq(k), p(k)
qdif = (p(k) - espt(k) )** 2

if (freq(k) .ge. frinc) then
write(20,444) frinc, erro
frinc = frinc + 0.1
- endif

erro = erro + qdif ! calculo do erro

VII




k=k+1
enddo

4 close(13)
* escrita no ficheiro OUTPUT
write(20,300) nomep, erro

2 continue
* Ha 10 ficheiros de modelos diferentes
if( cont .gt. 10) goto 5
goto 1l

5 close(10)
close(20)

%

® formatos
*

100 format(25x,f15.7)

200 format(f10.7,f15.7)

300 format(a20,’ erro = ’°, £3.4)

444  format(lx,’ ate a freq. *,f10.7,” o erro e ’,18.4)

*

end

VIII




ftn7x
$files 0, 2
*
program espteor ! programa para calculo do espectro teorico
' ! de modelos ARMA

* dados: a frequencia (fq)

% 0 espectro empirico (p)
% os parametros dos modelos ( al,a2,b1,b2)
* e a variancia da sucessao residual (varesid)

*  resultados : o espectro teorico (esp)

implicit none

integer*2 i,n,tipo

real*8 al,a2,bl,b2, var, varesid

real*8 pi, num, den, fq(300), p(300), esp(300)
character*20 nomel,nome2

logical fim

fim = .false.
varesid = 1.D-1

pi = 4.D0 * DATAN(1.DO)

write(1,*) *Diga nome de ficheiro input ’
read(1l,*) nomel

write(1,*)’ diga o nome do ficheiro output’
read(1,*) nome2

open(10,file=nomel ,status="old")
open(20,file=nome2,status="new’)

IX




i=1

do while(.not.fim)
read(10,100,end=11) fq(i),p@)
i=i+l1

enddo

11 n=i-1
write(1,*) ’leu o ficheiro de ’,n,’ valores’
close(10)

write(1,*) * Considere os seguintes modelos: ’
write(1,*) ° ARl -tipol’

write(1,*) ° AR2 -tipo2’

write(1,%) ° MA1l -tipo 3’

write(1,*) ° MA2 -tipo4’

write(1,*¥) ° ARMAIL -tipo5°

write(1,*¥) ° ARMAI2 -tipo 6’

write(1,¥) ° ARMA21 -tipo 7’

write(1,*) ’qual o tipd de modelo que escolhe? °
read(1,’(I1)’) tipo

if( tipo .eq. 1) then ! CASO AR(1)

write(1,*) ’qual o valor de fil ? °’

read(l,*) al

doi=1,n ,
den = (1.DO0 - 2.D0*al*DCOS( 2.D0*pi*fq@i) ) + al**2)
esp(i) = varesid / den

enddo

write(20,*) nomel,al

else if( tipo .eq. 2) then ! CASO AR(2)
write(1,*) * qual o valor de fil e fi2 7
read(1,*) al,a2 '
doi=1,n
den = (1.D0 + a2)**2 + al**2 - 2, D0*al*(1 - a2) *
# DCOS(2.D0*pi*fg(i)) - 4.D0*a2*(DCOS(2.D0*pi*fq(i)))**2
esp(i) = varesid / den
enddo
write(20,*) nomel,al,a2

X




else if( tipo .eq. 3) then ! CASO MA(1)

write(1,*) > qual o valor de tetal ? °

read(1,*) bl

doi=1,n _
num = ( 1.DO - 2.D0*p1*DCOS(2.D0*pi*fq(i)) + bl1**2)
esp(l) = (num * varesid)

enddo

write(20,*) nomel, bl

else if( tipo .eq. 4) then ! CASO MA(2)
write(1,*) * qual o valor de tetal e teta2 ? ’
read(1,*) b1,b2
doi=1,n
num = (1.DO + b2)**2 + b1**2 - 2.D0*b1*(1 - b2 )*DCOS(2.D0O*
$ pi*fq(i)) - 4.D0*b2*(DCOS(2.DO*pi*fy(i)))**2
esp(i) = (num * varesid) '
enddo
write(20,*) nomel, bl, b2

else if( tipo .eq. 5) then ! caso ARMA(1,1)

write(1,*) * qual o valor de fil e tetal ?°

read(1,*) al,bl

doi=1,n
num = ( 1.D0 - 2.D0*b1*DCOS(2.D0*pi*fq(i)) + bl1**2)
den = ( 1.D0 - 2.D0*al*DCOS(2.D0*pi*fq(i)) + al**2)
esp(i) = (num * varesid) / den

enddo

write(20,*) nomel, al, bl

else if( tipo .eq. 6) then ! caso ARMA(1,2)
write(1,*) * qual o valor de fil, tetal e teta2 7’
read(1,*) al,bl,b2
doi=1,n
num =(1.D0 + b2)**2 - 2.D0*b1*(1.DO0 - b2)*DCOS(2.D0*pi*
# fq(i)) + b1**2 - 4.DO*b2*(DCOS(2.D0*pi*fq(i)))**2
den = 1.DO0 - 2.D0*al*DCOS(2.DO*pi*fq(i)) + al**2
esp(i) = (num * varesid) / den
enddo

XI




write(20,*) nomel, al, bl, b2

else if( tipo .eq. 7) then ! caso ARMA(2,1)
write(1,*) ’ qual o valor de fil, fi2 e tetal ? °
read(1,*) al,a2,bl
dei=1,n
num = 1.D0 - 2.D0*b1*DCOS(2.D0*pi*fq(i)) + b1**2
den = (1.D0 + a2)**2 + al**2 - 2.D0*al*(1.DO0 - a2)*DCOS(2.
% DO*pi*fq(i)) - 4.D0*a2*(DCOS(2.DO*pi*fq(i)))**2
esp(i) = (num * varesid) / den
enddo
write(20,*) nomel, al, a2, bl
endif

doi=1,n 7
write(20,200) fq(i),p(),esp(i)
enddo

close(20)

*

* formatos
sk
100 format(f10.7,f15.7)
200 format(f10.7,f15.7,f15.7)

*®

end




ANEXO C

Médias e desvios-padrao das sucessOes simuladas




_' i Quadro 1. Apresentagio das médias e desvios-padriio das sucessdes simuladas

dos modelos autoregressivos e de médias méveis de 1*ordem.

AR(1)
0.3 26261E-01  .31299
0.4 73632E02  .32681
0.5 -38331B-01 .40698
0.6 -.25960E-01 .39732
0.7 .54147E-01 44775
0.3 -.60054E-02  .33753
0.4 .14152E-01  .33340
0.5 -.15761E-02 .33327
0.6 97076E-03 41869
0.7 -71479E-02 .39211
MA(1)
0.3 .13457B-01 32005
0.4 -.83814E-03 .30182
0.5 -25487E-02 35660
0.6 J0013E-02 35773
0.7 ~13150E-01 .37137
0.3 -.32489E-01 .32177
0.4 16667E-01  .33661
0.5 -77958E-03  .33883
0.6 -.69321E-02 .37152
0.7 20117E-01  .38411
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Quadro 2. Apresentagdo das médias e desvios-padrio das sucessdes simuladas

dos modelos autoregressivos ¢ de médias méveis de 22ordem.

AR
0.3 04 -.35956E-01 .38109
0.4 0.2 -.44328E-01  .36229
0.5 0.3 -.13099E-00 54812
0.5 -0.4 .18972E-01 .35381
03 0.3 12755E-01  .36821
0.4 05 J73123E-02  .59900

0.5 03 11258B-01 .47235
0.5 0.2 .10024E-01  .33260
0.3 -0.4 .15409E-01 .34753
0.4 0.4 T2846E-02 34117
MA(2)
03 0.4 30944E-02 34495
0.4 02 44231E-02 35317
0.5 0.3 92461E-03  .39207
05 0.4 13116E-02 37891
03 -0.3 -25609E-01 .34392
0.4 0.5 -.13080E-01  .37808
0.5 03 .37817E-03  .36383
0.5 -02 .32631E-01  .33470
0.3 -0.4 - 13813E-02  .36408
0.4 -0.4 -.41519E-01 .34376




Quadro 3.

Apresentagio das médias e desvios-padrio das sucessdes simuladas

dos modelos mistos até 4 2°ordem

ARMA(I,1)
0.5 0.4 -44760E-02 .33833
0.5 05 -23351E01 .33494
0.4 0.6 .17444E-01  .32929
03 0.7 -31924E02 44227
0.5 05 28353E-02  .45031
0.6 -0.3 T7244E-01  .50451
0.4 -0.6 60599E-01 .43941
0.5 -0.5 .14483B-01  .33449
0.5 -0.7 -.14082E-01 .32813
0.6 -0.4 .15793E-01 .30370

ARMA(1,2)
03 05 0.4 16109E-02  .33314
0.4 03 0.6 - 2T698E02 .36864
0.5 0.4 02 © .10805E-01 .45405
0.6 02 -0.5 60987E-01  .45297
0.7 0.3 -0.6 .11003E-00 .64616
03 05 0.3 42080E-02  .39699
0.4 05 03 -29118E-05 .34002
05 04 -0.4 -29681E02 .57358
0.6 0.5 0.3 -16012E-01 .31617
0.7 0.4 05 25600E-01 .47036

ARMA(2,1)
05 0.4 03 -.13195E-00 .48756
03 02 0.4 15482E-02  .30617
02 -0.4 05 17520B-02  .38786
05 03 06 J5135E02 76291
04 03 07 -.60969E-02  .48691
0.7 02 -03 25832E-00 .66092
03 05 -0.4 29311E-01  .35146
0.6 03 0.5 -31647E01 .47639
0.4 03 -06 -23506E-01 .33058
0.3 05 -0.7 _74387TE-02  .39700
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ANEXO D

Espectros téoricos e empiricos das sucessdes simuladas por processo:

Autoregressivos de 1? ordem fig. 128
Médias méveis de 1* ordem fig. 9a 16
Autoregressivos de 22 ordem fig. 17 a 24
Médias méveis de 22 ordem fig. 25 a 32
Mistos de 12 ordem fig. 33 a2 40

Mistos até 4 2 ordem fig. 41 a 56
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ANEXO E

Listagem de erros




| Sucessoes simuladas do processo AR(1)

Parimetro 0.3 Parimetro -0.3
4
i?
sem janela erro =  .1805 sem janela erro = 3237
| janela de Welch erro =  .1405 janela de Welch erro = 4881
janela de Gauss erro = .1338 janela de Gauss erro = .5286
janela de Hamming erro = 1298 janela de Hamming erro = .5129
i janela de Hanning erro = .1307 janela de Hanning erro = .5197
L janela de Parzen erro = .1405 janela de Parzen erro = 4971
Pardimetro 0.4 Parimetro -0.4
sem janela erro = .3365 sem janela erro =  .4487
janela de Welch erro = .3834 janela de Welch erro = .2699
janela de Gauss erro = .4406 janela de Gauss erro = .2002
janela de Hamming erro = .4208 janela de Hamming erro = .2105
janela de Hanning erro = .4237 janela de Hanning ~emo = .1906
janela de Parzen erro = .4239 janela de Parzen : erro = .2339
Parimetro 0.5 Pariimetro -0.5
sem janela erro = .7778 sem japela etro = .2651
janela de Welch erro = 5686 janela de Welch erro =  .2438
janela de Gauss erro = .2991 janela de Gauss erro = .2229
janela de Hamming erro = .3425 janela de Hamming erro = 2231
janela de Hanning erro = .2840 janela de Hanning erro = .2187
janela de Parzen erro = .3795 janela de Parzen erro = .2431
Parimetro 0.6 Pardimetro -0.6
sem janela erro = .8444 sem janela erro = .9300
janela de Welch erro = 1.2422 janela de Welch erro = 5865
janela de Gauss erro = 1.2858 janela de Gauss erro = .8098
~ janela de Hamming erro = 1.2645 janela de Hamming erro = .7543
janela de Hanning erro = 1.2514 janela de Hanning erro = .8202
janela de Parzen erro = 1.3985 janela de Parzen erro = .7021
| Parfimetro 0.7 ' Pardmetro -0.7
. sem janela erro =  2.6121 sem janela erro = 2.4261
janela de Welch erro = 3.8013 janela de Welch erro = 2.0039
i :
! janela de Gauss erro = 4.6442 janela de Gauss erro = 1.9696
; janela de Hamming erro = 4.4591 janela de Hamming erro = 1.9957
‘ janela de Hanning erro = 4.6083 janela de Hanning erro = 1.9568
f janela de Parzen erro = 4.3240 janela de Parzen erro = 1.9264
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Sucessdes simuladas do precesso MA (1)

1
f Parimetro 0.3 Parémetro -0.3
{ sem janela erro = .3456 sem janela | erro = .1978
| janela de Welch erro = .4649 janela de Welch erro = .1882
E janela de Gauss erro = .6654 janela de Gauss erro = 2088
janela de Hamming erro = .6113 janela de Hamming erro = .2049
i janela de Hanning erro = .6386 janela de Hanning erro = 2083
’:‘ janela de Parzen erro = .6080 janela de Parzen erro = .1946
Parimetro 0.4 Parimetro -0.4
sem janela erro = 2803 sem janela erro = .3379
janela de Welch erro = 2586 janela de Welch erro =  .2595
janela de Gauss erro =  .2581 janela de Gauss erro =  .2460
janela de Hamming erro = .2599 janela de Hamming erro = .2469
janela de Hanning erro = 2550 ~ janela de Hanning erro = .2358
janela de Parzen erro =  .2598 janela de Parzen erro = .2649
f Parimetro 0.5 Pariimetro -0.5
sem janela erro = .5293 sem janela erro = 3714
janela de Welch erro = .4883 janela de Welch erro = .3184
janela de Gauss erro = .4064 janela de Gauss erro = .2782
janela de Hamming erro = .4304 janela de Hamming erro = 2812
janela de Hanning erro = 4038 janela de Hanning erro = .2748
janela de Parzen erro = .4378 janela de Parzen erro = .2956
Parimetro 0.6 Pariimetro -0.6
sem janela erro = .4240 sem janela erro =  .4852
janela de Welch erro = .3385 janela de Welch erro =  .4541
i janela de Gauss erro = 2853 janela de Gauss erro = .3722
i janela de Hamming erro = .2994 janela de Hamming erro = .3793
i janela de Hanning erro = .2850 janela de Hanning erro = 3778
| janela de Parzen erro = .3009 janela de Parzen erro = .3925
Parfimetro 0.7 Pardmetro -0.7
sem janela erro = .4392 sem janela erro = .6744
| janela de Welch erro = .3181 janela de Welch erro = 5117
!I janela de Gauss erro = .4940 janela de Gauss erro = .4803
f janela de Hamming erro =  .4450 janela de Hamming erro =  .4831
janela de Hanning erro =  .4665 janela de Hanning erro = .4592
! janela de Parzen erro = .3884 janela de Parzen erro = 5184
XLVIII



Sucessdes simuladas do processo AR (2)
Pardmetros 0.3 0.4 Pardmetros -0.4 0.5
sem janela erro = 1.1589 - sem janela erro = 10.3765
janela de Welch etrro = .7819 janela de Welch erro = 15,1222
janela de Gauss erro = .4624 janela de Gauss erro = 22.0501
! janela de Hamming erro = .5164 janela de Hamming erro = 20.1884
i janela de Hanning erro = .4625 janela de Hanning erro = 24.7754
’ { janela de Parzen erro = .5859 janela de Parzen erro = 18.2522
E
|
Parimetros 0.4 0.2 Pardmetros -0.5 0.3
sem janela erro =  .8704 sem janela : erro = 5.6738
janela de Welch erro = 1.0842 janela de Welch erro = 7.8358
janela de Gauss erro = 7531 janela de Gauss erro = 7.4705
; janela de Hamming erro = .8244 janela de Hamming erro = 7.8046
il janela de Hanning erro = .7207 janela de Hanning erro = 7.7032
i janela de Parzen - erro =  .9580 janela de Parzen erro = 7.1243
Pardmetros 0.5 0.3 Parimetros -0.5 -0.2
sem janela erro =  6.4029 sem janela erro = .3206
janela de Welch erro = 5.0460 janela de Welch erro =  .3028
janela de Gauss erro = 4.8856 janela de Gauss erro = 3076
janela de Hamming erro = 4.9101 janela de Hamming erro = .3064
janela de Hanning erro = 5.1177 janela de Hanning erro = .3090
janela de Parzen erro = 4.5749 janela de Parzen erro = 3017
Pariimetros 0.5 -04 Pardmetros -0.3 -0.4
sem janela erro = .4261 sem janela erro =  .5351
janela de Welch erro = .4571 janela de Welch erro = 3638
janela de Gauss erro = 5812 janela de Gauss erro = .3945
janela de Hamming erro = .5463 janela de Hamming erro = 3873
i janela de Hanning erro =  .5596 janela de Hanning erro = .3845
janela de Parzen erro = .5166 janela de Parzen erro = 3881
Paréimetros 0.3 -0.3 0.4 0.4
g sem janela erro =  .3464 sem janela erro = 3221
“ janela de Welch erro = .3584 janela de Welch erro = .2679
| janela de Gauss erro = 2732 janela de Gauss erro = .2526
! janela de Hamming erro = .2980 janela de Hamming erro = .2575
i janela de Hanning erro = .2916 janela de Hanning erro = .2496
{ janela de Parzen erro = .2793 janela de Parzen erro =  .2687
H
!
| XLIX




Sucessies simuladas do processo MA (2)

1 0.3 0.4

sem janela ' erro = .4776 sem janela : erro = 5921
{ janela de Welch erro = 3671 janela de Welch erro = 7228
5 janela de Gauss erro = 2674 janela de Gauss ~erro = .8398
E janela de Hamming erro = .2850 " janela de Hamming erro = .8290
; janela de Hanning erro = ,2596 janela de Hanning erro = .8404
: janela de Parzen erro =  .3242 janela de Parzen erro = .7764
? Parfimetros 0.4 0.2 Parfimetros 0.5 0.3
sem janela erro = .3064 sem janela erro = .4059
janela de Welch erro = .4226 janela de Welch erro = 4488
janela de Gauss erro = 4268 janela de Gauss erro = .4318
janela de Hamming erro = .4244 janela de Hamming erro = .4368
janela de Hanning erro =  .4368 janela de Hanning erro = .4322
janela de Parzen erro =  .4355 janela de Parzen erro = .4375
Pardimetros 0.5 0.3 Pardmetros -0.5 -0.2
i sem janela erro = .4179 sem janela erro =  .2754
{ janela de Welch erro = 4578 janela de Welch erro = .2953
'i janela de Gauss erro =  .6340 janela de Gauss erro = .2762
janela de Hamming erro = .6030 janela de Hamming erro = .2786
janela de Hanning erro = .6380 janela de Hanning erro = .2713
janela de Parzen erro = .5348 janela de Parzen erro = .2793
| Paréimetros 0.5 -0.4 Pariimetros -0.3 -0.4
! . .
sem janela erro =  .6449 sem janela erro = 3302
janela de Welch erro = 7063 janela de Welch erro = 5272
janela de Gauss erro = .7856 janela de Gauss erro = .9349
janela de Hamming erro = 7904 janela de Hamming erro = 7820
janela de Hanning erro = .7944 janela de Hanning erro = .8518
. janela de Parzen erro = .7553 janela de Parzen erro =  .8672
{ Parimetros 0.3 -0.3 _ Pardmetros -0.4 -0.4
& sem janela erro = .4423 sem janela erro = 1858
janela de Welch erro = 2754 janela de Welch erro = 1857
janela de Gauss erro = .2475 janela de Gauss erro =  .2271
janela de Hamming erro = .2569 janela de Hamming erro = 2135
' janela de Hanning erro = 2511 janela de Hanning erro = 2244
janela de Parzen erro =  .2569 janela de Parzen erro = 2067
L




Sucessdes simuladas do processo ARMA (1,1)

E
{ 0.5 0.4 Parimetres 0.6 -0.3
i
i sem janela erro = .3207 sem janela erro =  1.7504
janela de Welch erro = .4360 janela de Welch erro = 1.7398
| janela de Gauss erro = .4793 janela de Gauss erro = 1.3573
i janela de Hamming erro =  .4734 janela de Hamming erro = 1.4330
; janela de Hanning erro = 4830 janela de Hanning erro = 1.3954
| janela de Parzen ' erro = .4597 janela de Parzen erro = 1.5173
|
Parimetros 0.5 0.5 Parimetros 0.4 -0.6
i
sem janela erro = 2823 sem janela erro = 1.0881
janela de Welch erro = .2480 janela de Welch erro = 1.1969
janela de Gauss erro = 1972 janela de Gauss erro = 1.1998
janela de Hamming erro = .2062 janela de Hamming erro = 1.2110
janela de Hanning erro = .1934 janela de Hanning erro = 1.2671
janela de Parzen erro =  .2266 janela de Parzen erro = 1.1576
Parimetros 0.4 0.6 . ParAmetros 0.5 0.5
‘ sem janela erro = 3300 sem janela erro = 2473
‘ janela de Welch erro = 2867 janela de Welch erro = 1897
| janela de Gauss erro = .2259 janela de Gauss erro = 1927
janela de Hamming erro = .2466 janela de Hamming erro = 1892
janela de Hanning erro = .2276 janela de Hanning erro =  .1896
' janela de Parzen erro = .2436 janela de Parzen erro = 1966
f Parimetros -0.3 0.7 0.5 0.7
l e janela oo = 2.1457 sem janela erro = 1870
janela de Welch erro = 2.0582 janela de Welch erro =  .1604
janela de Gauss | erro = 1.6301 janela de Gauss erro = 1938
janela de Hamming erro = 1.7256 Jjanela de Hamming erro = .1861
janela de Hanning erro = 1.6599 janela de Hanning erro = .1932
janela de Parzen erro = 1.7831 janela de Parzen erro = .1774
j Pardmetros -0.5 0.5 Parémetros 0.6 -0.4
sem janela erro = 1.6746 sem janela erro = 2155
;‘ janela de Welch erro = 1.1352 janela de Welch erro = 1928
janela de Gauss erro = 1.0740 janela de Gauss erro = .1916
janela de Hamming erro = 1.0668 janela de Hamming erro = 1891
janela de Hanning - erro = - 1.0508 janela de Hanning erro = 1891
janela de Parzen erro = 1.0805 janela de Parzen erro = 1981
LI




Sucessdes simuladas do ARMA (1,2)

| " Pardmetros 0.3 0.5 0.4 Pardmetros -0.3 0.5 0.3

, sem janela erro = .3616 sem janela erro = 2729
? janela de Welch erro =  .2540 janela de Welch erro = 3586
janela de Gauss erro =  .2875 janela de Gauss erro =  .4091
ﬁ janela de Hamming erro = .2796 janela de Hamming erro = 3927
janela de Hanning erro = .2798 janela de Hanning erro = 4111
janela de Parzen erro = .2709 janela de Parzen erro = .4077
i Parimetros 0.4 0.3 0.6 Parimetros -0.4 -0.5 0.3
5 sem janela erro = .3763 sem janela erro = .4365
é janela de Welch erro =  .2540 janela de Welch erro = 4614
i janela de Gauss erro = .2328 janela de Gauss erro = .4508
? janela de Hamming erro = 2475 janela de Hamming erro = 4397
jg janela de Hanning erro = 2412 janela de Hanning erro =  .4248
: janela de Parzen erro = .2308 janela de Parzen ~ emro = 4718
i
| Parimetros 0.5 -0.4 0.2 Parimetros -0.5 0.4 -0.4
sem janela erro = 1.7834 sem janela ; erro = 11.1914
janela de Welch erro = 2.6650 janela de Welch erro = 10.5674
janela de Gauss erro = 2.2180 janela de Gauss erro = 6.0491
janela de Hamming erro = 2.3772 janela de Hamming erro = 6.9529
janela de Hanning erro = 2.3511 janela de Hanning erro = 6.0442
janela de Parzen erro = 2.3984 janela de Parzen erro = 7.5528
Parimetros 0.6 0.2 -0.5 Parimetros -0.6 -0.5 -0.3
sem janela erro = 4.2869 sem janela erro = 4134
janela de Welch erro = 5.0556 janela de Welch erro = .3460
janela de Gauss erro = 3.3507 janela de Gauss erro =  .3359
janela de Hamming erro = 3.8706 janela de Hamming erro = 3414
janela de Hanning erro = 3.7206 janela de Hanning erro = 3350
janela de Parzen erro = 3.7281 janela de Parzen erro = 3299
% Pardmetros 0.7 0.3 -0.6 Parimetros -0.7 -0.4 -0.5
|
} sem janela erro = 17.5942 sem janela erro = 1.9793
! janela de Welch erro = 21.4462 janela de Welch erro = 2.3180
janela de Gauss erro = 22.8994 janela de Gauss ' erro = 1.8105
janela de Hamming erro = 22.1716 janela de Hamming erro = . 1.8112
z janela de Hanning erro = 22.7029 janela de Hanning “erro = 1.8193
3 janela de Parzen erro = 22.6304 janela de Parzen erro = 1.8551
LI
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Sucessbes simuladas do processo ARMA (2,1)

Parimetros 0.5 0.4 0.3
sem janela erro =
janela de Welch erro =
janela de Gauss erro =
janela de Hamming erro =
janela de Hanning erro =
janela de Parzen erro =

Pardmetros 0.3 0.2 0.4
sem janela erro =
janela de Welch erro =
janela de Gauss erro =
janela de Hamming erro =
janela de Hanning erro =
janela de Parzen erro =

Parametros 0.2 -0.4 0.5
sem janela erro =
janela de Welch erro =
janela de Gauss erro =
janela de Hamming erro =
janela de Hanning erro =
janeld de Parzen erro =

Pariimetros -0.5 0.3 0.6
sem janela erro =
janela de Welch erro =
janela de Gauss erro =
janela de Hamming erro =
janela de Hanning erro =
janela de Parzen erro =

Parimetros -0.4 -0.3 0.7

sem janela
janela de Welch
janela de Gauss

janela de Hamming

jaﬁela de Hanning

janela de Parzen

€110 =

erro =

€110 =

erro =

erro =

erro =

4.8681
8.5430
10.2223
9.9505
10.5126
9.4522

.2083
.2514
.2776
.2695
.2704
2137

4123
7164
9166
.8599
9041
.8756

9.5262
18.2967
20.8489
20.3714
21.7674
20.7810

2.0997
1.4937

9898

1.1158
.9891
1.1548
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Pardmetros 0.7 0.2 -0.3
sem janela erro = 97.9136
janela de Welch erro = 110.8357
janela de Gauss erro = 131.4848
janela de Hamming erro = 128.5585
janela de Hanning erro = 133.3066
janela de Parzen erro = 121.7535
Parimetros -0.3 0.5 -0.4
sem janela erro = 1.0783
janela de Welch etrro = .8989
janela de Gauss erro = .8630
janela de Hamming erro = .8490
janela de Hanning erro = .8218
janela de Parzen erro =  .8913
Parimetros 0.6 -0.3 -0.5
sem janela erro = 2.1799
janela de Welch erro = 1.1112
janela de Gauss erro =  .9702
janela de Hamming erro = .9991
janela de Hanning erro = 1.0055
janela de Parzen erro = .9747
Parimetros -0.4 -0.3 -0.6
sem janela erro = .2654
janela de Welch erro = 2378
janela de Gauss erro = 2128
janela de Hamming erro = .2217
janela de Hanning erro = .2169
janela de Parzen erto = 2248
Pardmetros -0.3 -0.5 0.7
sem janela erro = 4743
janela de Welch erro = .4460
janela de Gauss erro = .4624
janela de Hamming erro = .4520
janela de Hanning erro = .4518
janela de Parzen erro =  .4459



