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Resumo

O objetivo deste trabalho é compreender o0 modo como lidam os alunos com a
representacdo grafica das funcdes linear e afim. Procurei compreender como
procedem na construcdo de gréficos em diferentes contextos e as dificuldades que
sentem na interpretacdo da representacdo grafica e na passagem do tipo de
representacdo gréafica para outro tipo de representacéo, e reciprocamente.

A proposta pedagdgica foi desenvolvida com base na lecionacdo de treze
tempos de 45 minutos cada, na unidade de ensino “Fungdes linear e afim”, numa
turma do 8.° ano de escolaridade. As tarefas tém caracteristicas predominantemente
exploratérias e tém em comum o mesmo contexto de semi-realidade. No total foram
realizadas cinco tarefas, uma das quais com recurso a0 GeoGebra. O estudo
enquadra-se no paradigma interpretativo, segue uma abordagem qualitativa e envolve
a realizacdo de trés estudos de caso referentes a alunos com desempenhos
académicos distintos. Os principais instrumentos utilizados na recolha de dados foram
a observacdo das aulas, as producdes realizadas pelos alunos e a entrevista.

Os resultados do estudo mostram ser importante propor tarefas formuladas
em diferentes contextos, matematico e ndo matematico, no estudo das funcées linear
e afim. Revelam também algumas das dificuldades dos alunos na construcéo gréfica,
por exemplo, a tendéncia para considerarem apenas valores positivos no trabalho
com variaveis e trocarem a abcissa pela ordenada no trabalho com coordenadas de
pontos, e dificuldades na compreensdo da relacdo entre a variavel independente e a
varidvel dependente. As dificuldades decorrentes da realizacdo de tarefas com
caracteristicas mais exploratorias, como o estudo do efeito da variacdo dos
parametros a e b no grafico da funcdo, parecem ter sido atenuadas com a utilizacéo
do GeoGebra, e, apesar das dificuldades na compreensdo da relacdo entre
caracteristicas graficas e parametros da expressao analitica, a coordenacao das varias
representacdes foi importante para a compreensdo do conceito de funcdo. Na
mudanca de representacdo, as maiores dificuldades surgiram na mudanca da
representacdo grafica para a representacdo algébrica e na mudanca da representacéo

gréfica para a representacdo tabular, no caso em que 0s pontos ndo estdo assinalados.

Palavras-chave: Funcdes, Representacdes, Aprendizagem, Dificuldades, Algebra.






Abstract

This study aims to understand the process that students use to cope with the
graphic representation of the linear and affine function. | sought to understand how
they proceed in constructing graphics in different contexts and the difficulties they
experience in interpreting the graphic representation, and in switching from this type
of representation to another, and reciprocally.

The pedagogical approach was developed based upon thirteen classes of 45
minutes each, in the teaching unit of "The Linear and Affine Function”, in an 8th
grade class. The tasks have predominantly exploratory characteristics and possess in
common the same semi-reality context. In total, five tasks were carried out, one of
which using GeoGebra. The study fits into the interpretative paradigm, following a
qualitative approach, and involves carrying out three case studies of students with
different academic performances. The main tools used in gathering data were
classroom observation, student-written productions and interview.

Study results show that it is important to propose tasks formulated in different
contexts, mathematical and non-mathematical, in the study of the linear and affine
function. The results also reveal some of the difficulties that students have in
graphics construction, e.g., the tendency for considering only positive values while
working with variables and to mistake the x coordinate with the y coordinate, while
working with coordinates, and difficulties understanding the relation between the
independent and dependent variables. The difficulties originated in performing tasks
with more exploratory characteristics, such as studying the effect of variation of the a
and b parameters in a function’s graphic, seem to be attenuated using GeoGebra, and,
in spite of the difficulties in understanding the relation between graphic
characteristics and the parameters of the analytic expression, coordinating the various
representations revealed itself important in understanding the concept of function. In
the changing of the representation, the biggest difficulties arose in the changing of
the graphic representation to the algebraic representation, and in the changing of the
graphic representation to the tabular representation, in the case that the coordinates

are not marked.

Keywords: Functions, Representations, Learning, Difficulties, Algebra.
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1. INTRODUCAO

Enquanto futuro professor, questiono-me por vezes sobre a melhor forma de
ensinar os meus alunos, de forma a promover atitudes positivas face a Matematica e
leva-los a investir na disciplina. Nesse sentido, acredito que o professor pode
desenvolver um conjunto de compreensdes sobre a Matematica, com o objetivo de
aperfeicoar a sua préatica profissional.

Recordo que nos meus tempos de aluno, um dos temas que mais despertou o
meu interesse foi o das funcBes. Ao estabelecerem ligacfes entre a Matematica e a
realidade, as funcGes permitem tratar situacfes praticas e o seu estudo constitui uma
ferramenta importante na interpretacdo da realidade, revelando a utilidade da
Matematica e contribuindo para a sua aprendizagem. As fungbes acompanham o0s
alunos no seu percurso escolar, e surgem ao longo de todo o -curriculo,
nomeadamente: (i) na Aritmética, como operagdes entre nimeros, onde a um par
ordenado corresponde um nimero bem determinado; (ii) na Geometria, relacionando
conjuntos de pontos com as suas imagens através de transformacfes geomeétricas;
(iii) no célculo de Probabilidades, relacionando os acontecimentos com as respetivas
probabilidades; e (iv) na Algebra, como relacdes entre variaveis.

Apesar das funcdes estarem muitas vezes presentes, 0s alunos revelam erros
habituais e dificuldades, por exemplo: (i) no trabalho com graficos cartesianos; (ii)
na leitura e na interpretacdo de graficos; e (iii) na utilizacdo das varias representacdes
e na transicdo de uma representacdo para outra. Assim, € importante a realizacao de
estudos nesta area, de modo a perceber-se a origem destas dificuldades e de que
forma elas podem ser minimizadas ou mesmo evitadas.

Também as representacdes assumem um papel fundamental em Matematica,
salientado em diversos documentos curriculares, como por exemplo os Principios e
Normas para a Matematica Escolar (NCTM, 2007), que refere que “quando 0s alunos
conseguem aceder as representacbes matematicas e as ideias que elas expressam,
ficam com um conjunto de ferramentas que aumentam significativamente a sua
capacidade de pensar matematicamente” (p.75). Nesse sentido, o papel das
representacdes no estudo das funcdes é de extrema importancia.

Um dos aspetos centrais do meu papel enquanto professor assenta na

preparacdo das aulas e na elaboracdo de tarefas que acredito serem fundamentais



para a aprendizagem dos alunos. Podendo ser conjugadas com um ensino
predominantemente exploratorio, as tarefas foram elaboradas com a preocupacgéo de
propor questdes formuladas em contexto de semi-realidade (Skovsmose, 2000),
complementadas com questBes puramente matematicas. Para além de procurarem
desenvolver nos alunos uma compreensdo Matematica das funcGes, pretendem leva-
los a lidar com ideias matematicas em diversas representacdes, desenvolver neles a
capacidade de comunicar e interpretar as suas ideias e as dos outros, organizar e
clarificar o seu pensamento matematico, e leva-los a utilizar autonomamente as

vérias representacdes e procedimentos na realizacdo de atividades matematicas.

Este estudo tem por base uma proposta pedagdgica na unidade de ensino
“Fungdes linear e afim”, enquadrada no topico Funcdes, no tema da Algebra. E
desenvolvido numa turma de 8.° ano, ao longo de treze tempos de 45 minutos cada,
que decorreram a meio do segundo periodo no ano letivo de 2012/2013. O seu
principal objetivo é compreender de que forma os alunos do 8.° ano de escolaridade
lidam com a representacéo grafica das fungGes Linear e Afim. Para tal formulei as
seguintes questdes:

e Como procedem os alunos na construcdo de graficos de fungdes
lineares e afins em diferentes contextos?

e Quais as principais dificuldades com que os alunos se confrontam na
interpretacdo da representacdo gréafica das funcbes?

e Quais as principais dificuldades com que os alunos se confrontam na
passagem da representacdo grafica para outro tipo de representacéo, e

reciprocamente?

As motivacdes iniciais e a formulacdo dos objetivos que descrevi, suscitaram-
ma a necessidade de, no segundo capitulo deste trabalho, aprofundar os
conhecimentos com base na revisdo da literatura existente no dominio das funcdes e
das representacdes. Esta revisdo teve em conta trés aspetos fundamentais: (i) o
conceito de funcdo e a sua aprendizagem; (ii) a aprendizagem das funcdes em
situacOes contextualizadas; e (iii) a representacdo e o seu papel na aprendizagem das
funcbes. No terceiro capitulo, o enquadramento sobre a elaboracdo da proposta
pedagdgica comega com uma caracterizacdo da escola e da turma, e prossegue com

aspetos ligados a planificacdo, com destaque para o enquadramento no programa, a
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abordagem de ensino e formas de trabalho, os materiais e recursos e as tarefas
propostas. De seguida é feita uma descricdo das aulas lecionadas, séo identificados
instrumentos e procedimentos utilizados na avaliacdo das aprendizagens, e é descrito
0 processo de recolha de dados no que respeita as op¢des metodoldgicas tomadas,
aos participantes no estudo e a recolha e andlise de dados. No quarto capitulo
apresento a analise dos dados que recolhi, e por fim, no quinto capitulo, apresento as

conclusdes do meu estudo.



2. ENSINO E APRENDIZAGEM DAS FUNCOES

No presente capitulo, depois de uma referéncia muito sucinta a alguns passos
do desenvolvimento histérico do conceito de funcdo, sdo identificadas orientacbes
curriculares para o ensino das funcBes, algumas dificuldades relativas a
aprendizagem e razOes que poderdo estar na origem dessas dificuldades.
Seguidamente é explicada a importancia do trabalhno em contextos diversos na
aprendizagem das funcdes e por fim é apresentado o papel das representacdes na

aprendizagem, sustentado pelas perspetivas de varios autores.

2.1. O conceito de funcéo e a sua aprendizagem

O conceito de funcdo como é hoje apresentado data do final do século XIX e
resultou de um longo e aprofundado desenvolvimento do pensamento matematico.
Ainda que sem uma formalizacdo abrangente e universalmente aceite, as nocoes
ligadas ao conceito ja eram utilizadas desde a antiguidade.

Na Idade Media, Nicolau de Oresme foi 0 primeiro matematico a utilizar um
gréfico, representando num eixo a velocidade e no outro o tempo de deslocacéo.
Apesar de ter designado as coordenadas por latitude e longitude, o seu sistema pode
ser considerado precursor da representacdo grafica de fungbes. O metodo analitico
para definir funcdes surgiu mais tarde, com Fermat e Descartes, numa altura em que
0 pensamento funcional assumia especial destaque no trabalho desenvolvido pelos
matematicos. A palavra funcédo tera sido introduzida por Leibniz, por volta de 1673,
para designar quantidades cujas variacbes estdo relacionadas por uma lei.
Posteriormente, o matematico Leonhard Euler introduziu a notacao f (x) para denotar
a funcao f de x e refinou o conceito de funcgéo.

Hoje, a Matematica ensinada nas escolas € o resultado da evolucdo de
conceitos desenvolvidos ao longo de séculos. Nos programas do Ensino Bésico, tem
vindo a ser adotada a definicdo de funcdo que, na sua esséncia, € idéntica a
apresentada por Dirichlet em 1837. Uma funcéo f: A—B consiste em dois conjuntos,

0 dominio A, o conjunto chegada B e uma regra que associa a cada elemento x de A



(objeto) um s6 elemento y de B (imagem). Diz-se neste caso que a funcdo esta

definida em A com valores em B (Teixeira et al., 1997, p. 13).

2.1.1. O ensino das fungdes: orientacgdes curriculares

Em Portugal, documentos curriculares recentes, como por exemplo a
brochura “Algebra no ensino basico” e 0 programa de Matematica do ensino basico,
recomendam que o estudo das fungdes seja feito através da correspondéncia entre
conjuntos e como relacdo entre variaveis. Smith (2003) identifica vantagens nestes
dois modos de andlise. Segundo este autor, uma funcdo de duas variaveis pode ser
estudada pela forma como um valor de uma variavel (independente) faz variar o
valor da outra variavel (dependente), ou por outras palavras, pela analise dos
correspondentes padrdes de variacdo, ou ainda, pela analise da covariagdo entre as
duas variaveis, por exemplo, x e y. O autor refere ainda que a abordagem relativa ao
estudo da covariacdo é utilizada pelos alunos de forma mais intuitiva e pode ser a
base para o estabelecimento de uma relagé@o de correspondéncia entre cada valor de x
e o respetivo valor de y, podendo depois a partir dai, chegar-se mais facilmente a
expressao analitica da funcéo.

Desde o inicio da escolaridade basica, espera-se que os alunos desenvolvam
diversas competéncias, como estabelecer relagdes, fazer conjeturas e reconhecer
sequéncias e padrdes. As funcbes estdo portanto presentes, desde cedo, no percurso
dos alunos. No primeiro ciclo comecam a ser trabalhadas, de forma informal e
intuitiva, algumas nocdes e competéncias basicas necessarias para o estudo das
funcoes.

No segundo ciclo a referéncia as fungdes continua a ser feita de forma
indireta. Nesta fase 0s alunos comecam a trabalhar a nogcdo de proporcionalidade
direta e o raciocinio proporcional, através da analise de situacfes diversificadas do
quotidiano e utilizacdo de analogias com o objetivo de construir o conceito de
proporcionalidade. Apesar de ndo se recorrer necessariamente a representacdo de
situacOes de proporcionalidade direta através de graficos ou de expressdes analiticas,

0s conceitos de correspondéncia e variavel, bem como a nocdo de dependéncia entre



variaveis, de regra, ou de padrdo, deverdo ser abordados através da resolucdo de
problemas.

No terceiro ciclo é feito um refor¢o das aprendizagens relacionadas com o
conceito de proporcionalidade e dedica-se algum tempo ao estudo de situagcdes
representadas na forma verbal, tabular e gréfica. Numa fase inicial, os alunos
comegam por construir o conceito de fungdo de proporcionalidade direta. Os
conceitos e linguagem usados no estudo da unidade Funcdes Linear e Afim assentam
na ideia intuitiva de correspondéncia trabalhada anteriormente. E durante este estudo
que se estabelece e reforca a ligacdo entre o conceito de proporcionalidade e o
conceito de funcdo. Uma fungdo chama-se afim quando existem constantes a e b
(numeros reais), tais que y = ax + b, para todo o x real. No caso particular em que
b=0, a expressdo reduz-se a forma y=ax e traduz uma relacdo de
proporcionalidade direta, visto que o cociente de dois valores correspondentes y e X,
¢ a constante a. Dizemos também que a expressdo da forma y = ax € linear. Esta
expressdo pode ainda ser entendida como a equacao reduzida das retas ndo verticais
que passam pela origem do referencial e tém declive a. No caso em que a =0
obtém-se a funcdo constante, cuja expressdo analitica tem a forma y = b e o grafico
€ uma reta horizontal.

A partir do 9.° ano, aprofunda-se o estudo das relacbes e funcbes e da-se
especial relevo a representacdo gréfica, atraves da introducdo de novas situacdes
como a de proporcionalidade inversa. Nesta fase, os alunos deverdo construir e
interpretar graficos, tabelas e expressdes, alternando uma representacdo com outra e
recorrendo as novas tecnologias.

Relativamente a aprendizagem das fungdes no terceiro ciclo, Ponte et al.
(2009) defendem que “os alunos devem saber o que é uma fun¢do, identificar
correspondéncias que sdo ou ndo fungdes, reconhecer as diversas representacdes de
uma funcéo e identificar objetos e imagens” (p.116). Porém, acrescentam também
“gque a abordagem da nocdo de funcdo neste ciclo ndo privilegia os aspetos
estritamente matematicos do conceito, mas sim o0 seu uso para modelar situacdes da
realidade e para resolver problemas”.

Ao analisar os trés ciclos de ensino, percebe-se que o tema das fungbes €
tratado de forma coerente e progressiva, mas, ainda assim, de forma introdutéria
quando comparada com a abordagem realizada no ensino secundario. Um percurso

realizado desta forma pode promover o gosto dos alunos pela disciplina, leva-los a
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desenvolver um sentido critico, e fazé-los interiorizar gradualmente que a
matematica, mais do que um mero aglomerado de simbolos desprovidos de
significado tem uma utilidade real.

De acordo com o programa de Matematica do Ensino Basico, “a fungdo ¢é
estudada essencialmente como relacdo entre variaveis, embora também seja
apresentada como correspondéncia univoca entre elementos de dois conjuntos. Deve
recorrer-se a varias representacoes (algébrica, grafica e tabular) de uma funcdo na
interpretacéo e resolucéo de problemas e na modelacao de situacdes (2007, p. 56).

O NCTM, nas normas para a algebra desde o pré-escolar até ao 12.° ano,
refere que “os alunos deverdo ser capazes de compreender as relacdes entre tabelas,
graficos e simbolos e de avaliar as vantagens e as desvantagens de cada forma de
representacdo, consoante 0s objetivos em causa. A medida que trabalham com
representagcdes multiplas de fungdes (...) irdo desenvolver um conhecimento mais
compreensivo das fungdes.” (2007, p. 40).

Os beneficios de uma abordagem as fungdes com recurso a tecnologia sao
identificados por diversos autores. A utilizacdo das representacdes graficas das varias
funcoes, facilmente realizdvel com um computador ou com uma calculadora gréfica,
permite aos alunos estudar, por exemplo, a influéncia da variacdo dos parametros
numa familia de funcbes (Kieran, 2006). No NCTM, a tecnologia, e em particular a
utilizacdo computadores, surge como um dos principios para 0 ensino da
Matematica: “A tecnologia ¢ essencial no ensino e na aprendizagem da Matematica”
e “melhora a aprendizagem dos alunos” permitindo a sua concentragao “nas decisoes

a tomar, na reflexao, no raciocinio e na resolu¢ao de problemas” (2007, p. 26).

2.1.2. Dificuldades dos alunos

Séo diversas as dificuldades manifestadas pelos alunos ao trabalharem com
funcbes. Por exemplo, no célculo do objeto de uma imagem dada e vice-versa,
Domingos (1994) refere “que os alunos creem que se a cada valor de x corresponde
apenas um valor de y, entdo o contréario tambeém deve ser verdade” (p. 34).

Outra dificuldade geralmente manifestada pelos alunos esta relacionada com

a identificacdo das variaveis envolvidas e com a prépria compreensao do conceito de



variavel. Na perspetiva de Domingos (1994), além de os alunos terem dificuldade em
compreender o que é uma variavel, também sentem dificuldades na identificagdo das
variaveis envolvidas em determinada situagdo. Segundo Trigueros e Ursini (2008), a
compreensdo das variaveis numa relacao funcional envolve as seguintes capacidades:
(1) reconhecer a correspondéncia entre quantidades, independentemente do tipo de
representacdo utilizada; (ii) determinar o valor da variavel independente dado o valor
da varidvel dependente; (iii) determinar o valor da variavel dependente dado o valor
da variavel independente; (iv) reconhecer a variacdo conjunta das variaveis que
intervém numa relagéo, independentemente da sua representacao; (v) determinar os
intervalos de variacdo de uma das variaveis quando os da outra sdo conhecidos; e (vi)
expressar uma relacdo funcional com base nos dados do problema, nas formas
tabular, gréfica e simbolica.

A simbologia utilizada também pode criar obstaculos a compreensdo do
conceito de fungdo. Muitas vezes os conhecimentos dos alunos para manipular e
operar com simbolos, ndo é suficiente para a compreensédo estrutural de uma fungéo
(Ponte et al., 2009).

Outra dificuldade identificada na aprendizagem do conceito de funcéo esta
relacionada com a tentativa de memorizacgéo por parte dos alunos, sem que haja uma
compreensdo efetiva do conceito. Num estudo desenvolvido por Saraiva & Teixeira
(2009), concluiu-se que, apesar da definicdo de fungéo ter sido memorizada por um
grupo de alunos, muitos acabaram por associar frases como “a um objeto
corresponde uma e s6 uma imagem”, com representaces que nao eram funcoes.

Num estudo realizado por Elia et al. (2007), sobre os conhecimentos e
dificuldades no trabalho com fungbes, por regra os alunos revelaram melhor
desempenho em tarefas cujo trabalho envolvia o grafico da funcdo. O pior
desempenho foi obtido em problemas onde se trabalhava a funcdo a partir da
expressdao algébrica, nomeadamente, problemas em que se pedia aos alunos que
mudassem da representacdo verbal para a representacdo algébrica, que
reconhecessem uma funcdo num conjunto dado de relacBes entre variaveis e que
construissem o grafico a partir da expressdo analitica. Neste estudo, os alunos
também revelaram dificuldades na definicdo correta do conceito de funcdo e na
resolucdo de problemas que envolvessem a transicdo de uma representacdo para
outra. A maioria dos alunos ndo foi bem-sucedida na resolucdo dos problemas

propostos, o que, para 0s autores, sugere que a transicdo entre representacdes,
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processo que requer uma compreensdo global das variaveis, pode estar a ser
trabalhada de forma inadequada no ensino.

Leinhardt et al. (1990) explicam que a construcdo do grafico a partir da
expressao analitica resume-se a uma série de passos diretos, que normalmente
passam por identificar pares ordenados, representa-los no referencial cartesiano e
tracar uma linha que passe pelos pontos assinalados. Por outro lado, a passagem do
grafico para a expressdo analitica constitui uma tarefa mais complexa, devido a
necessidade de detetar padroes.

Num estudo realizado por Matos (2008), foram analisadas duas situacdes
contextualizadas, inspiradas em materiais publicados no ambito do projeto
Mathematics in Context e baseadas nos principios subjacentes a Educacdo
Matematica Realista (Freudenthal, 1991). As situagdes estudadas, relativas a compra
de combustivel, podiam ser modeladas por funcGes afins. Ao resolverem a tarefa, 0s
alunos utilizaram de forma correta a relacdo entre variaveis, mas revelaram
dificuldades na analise e descricdo do modo como se processava essa variagdo. A
construcdo e a interpretacdo de graficos relativos as situacOes descritas também
levantaram dificuldades a varios alunos. Na construcdo eles comecaram por utilizar
escalas incorretas, e na interpretacdao, quando lhes foi pedido que imaginassem uma
situacdo que fosse coerente com a representacdo grafica, revelaram dificuldades no
aproveitamento que fizeram da informacéo contida nos graficos e na formulacéo de
“histdrias” coerentes.

Num estudo desenvolvido por Ponte (1984), o autor identificou algumas
estratégias e dificuldades dos alunos no campo da construcdo e interpretacdo de
gréficos cartesianos e na analise das relacbes funcionais subjacentes a esses
processos. Na construcado e interpretacéo de graficos, a maioria dos alunos conseguiu
determinar as coordenadas de pontos em situacdes que envolvessem variaveis
discretas, no entanto, em graficos que envolvessem fungbes continuas, os alunos
foram pouco precisos, especialmente na estimacdo de valores da variavel
independente. Também foram sentidas dificuldades no trabalho com escalas, ao nivel
da construcdo e interpretacdo grafica. Na construcdo de graficos os alunos
demonstraram: (i) indecisdo no tipo de grafico; (ii) inexisténcia de uma escala
uniforme na representacdo de variaveis uniformes; e (iii) hesitacdo na escolha ou
uma escolha inadequada da unidade. Na interpretacdo de graficos os alunos

demonstraram: (i) pouca atencdo a unidade utilizada na construcdo da escala; (ii)
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confusdo na escolha das unidades; e (iii) escolha inadequada nas subdivisbes da
unidade de escala.

A andlise realizada em torno da representacdo grafica de situacdes em que
existe variacdo revelou que a estratégia mais utilizada pelos alunos passa por marcar
inicialmente alguns pontos no grafico. Posteriormente, para a maioria, 0 passo
seguinte é obter uma reta através da unido desses pontos.

O autor analisou ainda as dificuldades dos alunos na identificacdo e na
classificacdo de variaveis. Em contextos que Ihe eram familiares, a globalidade dos
alunos foi capaz de identificar corretamente as varidveis associadas ao problema.
Relativamente a sua natureza, a maioria soube distinguir corretamente as variaveis
continuas das variaveis discretas. No caso especifico das variaveis continuas, alguns
alunos foram capazes de justificar corretamente a linha que une os pontos do grafico
da fungdo. Em contextos menos familiares, sentiram maiores dificuldades na
identificacdo das variaveis e na compreenséo da sua natureza.

Kaput (1999) considera que o raciocinio algébrico e as representacdes
algébricas estdo entre as ferramentas mais poderosas jamais desenvolvidas. Este
autor acredita que a dificuldade em lidar com simbolos formais algébricos e em
relacionar as varias representacdes constitui um obstaculo ao estudo das funcées e
defende a realizacdo de tarefas que envolvam diversos sistemas de representacoes.
Ponte (1992) considera que o ensino das fungdes deve articular de modo equilibrado
0s varios tipos de representacdo: (i) numeérica; (ii) grafica; e (iii) algébrica. O autor
sugere gque no inicio do estudo das funcdes € importante recorrer a exemplos em que
exista uma expressdo analitica ou uma regra simples em que se estabeleca uma
correspondéncia entre conjuntos numéricos. Defende ainda que o estudo das
propriedades das funcbGes a partir dos seus graficos pode contribuir para uma
aprendizagem mais significativa e o estudo analitico das fungdes deve surgir com
base em atividades sistematicamente realizadas a partir da representacdo numérica e

da representacédo grafica.
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2.2. Aprendizagem das fungbes em situacdes contextualizadas

Trabalhar em contextos diversificados, pode ajudar a conferir um significado
especial a Matematica que processos centrados na exposicao e aplicacdo de conceitos
previamente definidos ndo conseguem. Bardini, Pierce e Stacey (2004), sugerem que
0s alunos devem ser confrontados com problemas relacionados com a sua realidade,
facto que pode facilitar a compreensdo dos conceitos envolvidos. Neste sentido,
Carraher e Schliemann (2007) consideram que o tipo de situacdo apresentada €
crucial para que os alunos aprendam Matematica. Estes autores acreditam que ao
trabalhar com problemas e situagdes contextualizadas, sdo criados ambientes de
ensino e aprendizagem onde os alunos tém a oportunidade de propor ideias,
representarem os problemas e apresentarem solucdes.

No que respeita ao papel do contexto nas tarefas matematicas é possivel
entende-lo como o universo conceptual associado a cada tarefa. Esse contexto pode
remeter para um campo da vida quotidiana, do qual o aluno pode ter maior ou menor
experiéncia pessoal, ou apenas para um universo matematico (Ponte & Quaresma,
2012). A corrente da “Educacdo Matematica Realistica” da uma especial atencéo ao
contexto das tarefas. Nesta perspetiva, as situacOes de realidade devem constituir
pontos de partida no processo de aprendizagem. Para Freudenthal (1991), a realidade
€ 0 que é experienciado como real pelos alunos, ou seja, as situagdes a que atribuem
significado, onde estdo incluidas ndo sO situagGes puramente matematicas mas
também situaces em contexto real.

No programa de Matematica do Ensino Basico (ME, 2007), destacam-se as
conexdes relativamente a aspetos exteriores a Matematica e consequentemente aos
contextos em que se situam as tarefas. Estas conexdes sdo importantes para a
aprendizagem dos diversos conceitos e representacfes, e do ponto de vista da
capacidade de usar a Matematica na resolucao de problemas. O programa apresenta a
resolucdo de problemas como uma capacidade transversal e reforca que muitos
destes problemas devem corresponder a situacBes da realidade. Nas indicacdes
metodoldgicas referentes ao terceiro ciclo, o programa de Matematica refere que
“neste ciclo de ensino, tratam-se problemas que correspondem a situacdes proximas

da vida quotidiana, problemas associados a outras areas disciplinares” (p. 62).
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Os contextos desempenham um papel importante nos varios temas do
programa, por exemplo, os contextos aparecem de forma natural no estudo das
medidas de grandezas e das respetivas unidades de medida. Assim, o trabalho em
situacbes contextualizadas com base na realidade, é fundamental para o
desenvolvimento dos conceitos e das ideias matematicas por parte dos alunos, bem
como para o desenvolvimento da sua capacidade de usar a Matematica na resolucao
de problemas (Ponte & Quaresma, 2012).

2.3. A representacgao e o seu papel na aprendizagem das fungdes

2.3.1. O conceito de representagdo

Em Matematica, uma representacdo pode ser vista como uma configuracao
(de carateres, imagens, objetos concretos...) que representa algo (Goldin, 2008).
Representacdes de varios tipos do mesmo conceito favorecem a compreensdo do
conceito bem como da representacéo, e por isso assumem maior significado se forem
vistas como parte de um sistema mais amplo, com significados e convencdes
estabelecidos e com uma estrutura que permita relacionar de forma significativa
diferentes representacdes pertencentes ao mesmo sistema (Goldin & Shteingold,
2001).

Segundo (Goldin, 2008), é possivel fazer-se uma distingdo entre sistemas de
representacdo externa e sistemas de representacdo interna. Os sistemas de
representacdo externa referem-se a configuracdes observaveis, incluindo, as
linguagens naturais normativas, 0s sistemas matematicos graficos, referentes a
diagramas e de notacdo formal, os ambientes de aprendizagem estruturados, que
podem incluir materiais manipulaveis concretos ou tecnologias, e as estruturas
socioculturais, como as hierarquias politicas ou os sistemas educativos. Os sistemas
de representacdo interna referem-se a configuracdes mentais dos individuos,
incluindo a linguagem natural, a capacidade de construir imagens visuais e espaciais,
as representacdes tacteis e cinestésicas, as heuristicas para a resolucéo de problemas,

as concecoes e o afeto.
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Na perspetiva de Duval (2006), a comunicagdo em Matematica estabelece-se
com base em representagdes. Ao contrario de outras areas do conhecimento, os
objetos matematicos sdo abstratos e por isso ndo sdo imediatamente percetiveis ou
observaveis com o auxilio de instrumentos, tornando-se necessario recorrer a
representacdes semioticas que possibilitem a sua aprendizagem. Na opinido deste
autor, o problema da compreensdo matematica esta relacionado com um conflito
cognitivo que surge do facto dos objetos matematicos apenas serem acessiveis
através de representacGes. Nesse sentido, € fundamental para o progresso da
aprendizagem, que o aluno seja capaz de distinguir o objeto representado, da sua
representacdo. No que respeita a transformacdo de representacdes, 0 mesmo autor
defende que, para se compreenderem as dificuldades de aprendizagem torna-se
necessario distinguir dois tipos de transformacbes: (i) o tratamento; e (ii) a
conversdao. Os tratamentos sdo transformacdes de representacdes dentro do mesmo
registo, por exemplo, simplificacdo de expressfes analiticas. As conversdes Sao
transformacdes entre diferentes registos, por exemplo, a passagem da expressdo
analitica de uma funcdo para a sua representacdo grafica. O autor acrescenta ainda
que a complexidade cognitiva subjacente ao processo de pensamento Matematico
reside no facto de existirem duas formas de transformacéo tao distintas.

Segundo o NCTM (2007), “o termo representacgdo refere-se (...) a aquisicao
de um conceito ou de uma relagdo matematica expressa numa determinada forma e a
forma, em si mesma” (p. 75). O documento refere ainda que “quando os alunos
conseguem aceder as representacbes matematicas e as ideias que elas expressam,
ficam com um conjunto de ferramentas que aumentam significativamente a sua

capacidade de pensar matematicamente” (p.75).

2.3.2. Representac6es no ensino da Matematica

As representacfes tém vindo a assumir destaque nas orientacdes curriculares
para 0 ensino da Matematica. No NCTM, a norma especifica dedicada a
representacdo matematica considera como objetivos de aprendizagem, desde o pré-
escolar até ao 12.° ano: (i) criar e usar representacfes para organizar, registar e

comunicar ideias matematicas; (ii) selecionar, aplicar e traduzir representacfes
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matematicas para resolver problemas; e (iii) usar as representagdes para modelar e
interpretar fendmenos fisicos, sociais e matematicos (2007, p. 75). Segundo este
documento, € preciso que os alunos sejam estimulados para a representacéo das suas
ideias, mesmo que inicialmente o facam recorrendo a formas ndo convencionais, mas
é importante que eles aprendam formas de representagdo convencionais de forma a
facilitar a sua aprendizagem e a comunicagao das suas ideias.

O programa de Mateméatica do Ensino Bésico valoriza igualmente a
representacdo. Neste documento é apresentado como objetivo geral do ensino da
Matematica, os alunos serem capazes de lidar com ideias matematicas em diversas
representacdes, devendo ser capazes de: (i) ler e interpretar representacGes
simbdlicas, pictoricas, tabelas e graficos, e apresentar adequadamente informacéo em
qualquer destas formas de representacéo; (ii) traduzir informacdo apresentada numa
forma de representacdo para outra, em particular traduzir para termos matematicos
informacao apresentada em linguagem natural; (iii) elaborar e usar representacGes
para registar, organizar e comunicar ideias matematicas; e (iv) usar representacoes
para modelar, interpretar e analisar situacbes matematicas e ndo matematicas,
incluindo fendmenos naturais ou sociais (2007, pp. 4-5). O documento refere-se
ainda a importancia das representacbes matematicas na aprendizagem e a
importancia do trabalho com multiplas representacdes.

Diversos autores defendem a utilizagdo de multiplas representacdes para o
desenvolvimento de uma melhor compreensdo dos conceitos matematicos. Por
exemplo, Friedland e Tabach (2001) acreditam que o trabalho com varias
representacdes permite eliminar as limitacbes de cada uma delas, tornando “o
processo de aprendizagem da Algebra mais significativo e efetivo” (p. 173). Estes
autores distinguem quatro modos diferentes de representacdo, que consideram ser
essenciais no ensino da Matematica e mais especificamente no ensino da Algebra: (i)
a representacao verbal; (ii) a representacdo numérica; (iii) a representacdo gréafica; e
(iv) a representacdo algebrica. Apresentam ainda as seguintes vantagens e
desvantagens associadas a cada uma delas: (i) a representacdo verbal esta
normalmente associada a apresentacdo do problema e a interpretacdo final dos
resultados obtidos. D& énfase a conexdo da Matematica com outras &reas do
conhecimento e entre a Matematica e o quotidiano. Tem a desvantagem de nédo ser
uma representacdo universal, o que pode criar obstaculos a nivel da comunicacéo

matematica; (ii) a representacdo numérica € uma representacao natural, utilizada no
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inicio do estudo da Algebra e que geralmente precede qualquer outro tipo de
representacdo. E importante na compreensdo inicial de um problema, mas pode por
vezes constituir uma limitacdo por ndo ser generalizavel; (iii) a representacdo grafica
proporciona uma imagem clara da fungdo. E uma forma de representacdo intuitiva e
apelativa devido ao seu caracter visual. Em contrapartida, € muito influenciada por
fatores externos, como por exemplo escalas; e (iv) a representacdo algébrica é
concisa, geral e efetiva na apresentacdo de padrées e modelos matematicos e muitas
vezes € 0 Unico método de justificar e estabelecer generalizagdes. No entanto, esta
representacdo que utiliza exclusivamente simbolos algébricos pode ocultar o
significado matematico ou a natureza do objeto e dificultar a compreensdo dos
resultados.

Relativamente as tarefas, Friedlander e Tabach (2001) acreditam que a sua
natureza pode influenciar muito a utilizagdo das varias representacdes por parte dos
alunos. Sugerem que para leva-los a utilizar as varias representagdes, as tarefas
devem possuir algumas caracteristicas, tais como: (i) situacfes problematicas devem
ser apresentadas através de diferentes representacbes de forma a encorajar a
flexibilidade na escolha da representacdo; (ii) questbes de natureza reflexiva podem
ajudar os alunos a distanciarem-se do trabalho efetuado e a avaliarem as escolhas
efetuadas; e (iii) questdes de natureza investigativa podem ajudar os alunos a
familiarizarem-se com uma determinada representacéo inicial, a estabelecer relagdes

entre representacdes e finalmente a selecionar uma representacéo final e definitiva.
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3. PROPOSTA PEDAGOGICA

Este capitulo é dedicado ao desenvolvimento das ideias fundamentais que
sustentam a planificacdo da unidade de ensino que esta na base deste estudo. Comego
por realizar uma caracterizacdo da escola e da turma, com destaque para
determinadas caracteristicas dos alunos como o género, a idade, o comportamento e
0 aproveitamento. De seguida € apresentada a planificacdo da unidade de ensino,
comegando pelo seu enquadramento no programa, explicitando depois a abordagem
de ensino, as formas de trabalho, a estrutura das aulas, os materiais e 0s recursos
utilizados e as tarefas que foram propostas. Inclui-se ainda uma descricdo das aulas
lecionadas, onde sdo apresentados 0s niveis de concretizacdo dos objetivos tracados,
e por fim sdo identificados os instrumentos e os procedimentos utilizados na

avaliacdo das aprendizagens.

3.1. Caracterizacdo da escola

A Escola Secundaria com terceiro ciclo Braamcamp Freire esta situada na rua
Dr. Gama Barros, na freguesia da Pontinha, concelho de Odivelas, distrito de Lisboa.
A freguesia da Pontinha localiza-se na fronteira do concelho de Odivelas com os
municipios de Lisboa, Amadora e Sintra. Com uma éarea de 4,78 quilometros
quadrados e cerca de 23.233 habitantes, converteu-se numa localidade de forte
concentracdo urbana. O povoamento de grande parte da freguesia comegou a
desenvolver-se em meados do século XX, com populacdo proveniente do interior do
pais, nomeadamente das regides da Beira Alta, Tras-os-Montes e Alentejo. Este
crescimento urbano acentuou-se na década de 70, com populacdo oriunda de Lisboa
e dos PALOP, e mais recentemente, do Brasil, China e paises do leste europeu.

Relativamente as infraestruturas, nos Ultimos anos a escola renovou e ampliou
as instalac6es, de forma a dar resposta as necessidades que foram surgindo ao longo
do tempo. Esta renovacdo realizou-se ao abrigo do projeto programa de
requalificagdo, promovido pela empresa “Parque Escolar”.

A populacdo escolar situou-se durante muito tempo no terceiro ciclo do

Ensino Basico, contudo, nos Gltimos anos tem vindo a alterar-se progressivamente
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esta tendéncia e regista-se atualmente uma maior incidéncia da populagéo escolar no
Ensino Secundério. Atualmente, a escola conta com cerca de 890 alunos, cujas
idades variam entre 0os 11 e 0s 24 anos de idade, 117 professores, 5 assistentes
técnicos e 21 assistentes operacionais.

Relativamente a distribuicdo dos alunos por ano de escolaridade, verifica-se
um equilibrio entre o nimero de alunos do bésico (46%) e do secundario (54%). O
10.° ano do ensino regular é aquele que apresenta a maior percentagem de estudantes
(20%), comparativamente com o 12.° ano do ensino regular (10,9%). No terceiro
ciclo do ensino basico regular tem-se verificado uma distribuicdo homogénea dos
alunos pelos trés anos de escolaridade.

No que respeita a situacdo socioeconémica das familias, as ultimas
estatisticas indicam que 70% dos alunos vive com os pais. Nos casos em que 0s Pais
estdo separados, sdo0 maioritariamente as mées a assumirem 0 enquadramento
familiar dos filhos. Cerca de 66% dos Pais concluiram pelo menos o terceiro ciclo,

estando os restantes classificados com niveis de habilitacdo académica superiores.

3.2. Caracterizagdo da turma

O estudo envolve uma turma do 8.° ano, constituida inicialmente por 26
alunos, dos quais 11 sdo raparigas e 15 sdo rapazes. Ao longo do primeiro e do
segundo periodo deixaram de fazer parte da turma cinco alunos, tendo a turma ficado
reduzida a 9 raparigas e 12 rapazes no terceiro periodo.

Relativamente & idade dos alunos, no inicio do ano letivo estavam

compreendidas entre 0s 12 e 0s 17 anos (ver figura 3.1).

g ldades dos alunos

5 5
3 3
J I 2
12 13 14 15 16 17

Figura 3.1 — Grafico com as idades dos alunos
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Adorada por uns, detestada por outros, a Matematica é talvez a disciplina que
mais controvérsia gera junto dos alunos. Questionados sobre a disciplina preferida,
cerca de dez alunos escolheram a Matematica, que curiosamente contou com o
mesmo numero de votos da Educacdo Fisica. Neste aspeto, as duas disciplinas
destacaram-se das restantes. Quando questionados sobre as disciplinas onde sentiam
maiores dificuldades, a Matematica foi treze vezes selecionada, voltando a destacar-
se das restantes, desta vez por uma margem maior.

Na sua globalidade, a turma é constituida por alunos com muitas dificuldades
em Matematica. No final do primeiro periodo a turma apresentava um
aproveitamento considerado pouco satisfatorio, tendo-se registando mais de 50% de
niveis negativos. Apesar das dificuldades, a turma mostrou no segundo periodo um
interesse crescente pela disciplina, 0 que permitiu recuperar alguns niveis negativos.

Importa referir que os alunos que deixaram a turma no decorrer do primeiro e
do segundo periodo apresentavam niveis negativos na disciplina, no entanto, 0s
dados relativos a estes alunos ndo se encontram refletidos no grafico seguinte (ver

figura 3.2), por ndo lhes ter sido atribuida nota no final do periodo.

Niveis alcan¢ados no 1.° e no 2.° periodo

m1.° Periodo

Periodo

12
2_0
8
7
6
5
3
2 2
u B :
1 2 3 4

5

Figura 3.2 — Gréafico com as notas dos alunos no 1.° e 2.° periodo

De seguida identificam-se alguns fatores que poderao ter contribuido para o
insucesso da disciplina nos dois primeiros periodos:

e O elevado numero de novos alunos que integraram a turma no inicio

do ano letivo. No total entraram onze alunos, dos quais seis sao

repetentes e cinco vieram de outras escolas;
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e Lacunas graves ao nivel dos conhecimentos prévios e pouco
desenvolvimento das capacidades transversais. Este fato é mais
notério nos alunos novos;

e Falta de métodos de estudo, pouca capacidade de concentracdo e faltas
de material. Muitos alunos ndo tém o habito de fazer os trabalhos de
casa, e necessitam de um acompanhamento constante nas aulas de
forma a cumprirem as tarefas propostas;

e Dificuldades na compreensdo e na expressdo da lingua Portuguesa.
Quatro alunos frequentam a disciplina de Portugués Lingua ndo
Materna e, para além destes, foram identificados outros dois com

dificuldades que justificariam a sua frequéncia nessa disciplina.

O comportamento dos alunos no primeiro periodo foi satisfatorio, a excegéo
de dois ou trés casos em que foi necessario aplicar processos disciplinares. Esta
tendéncia no comportamento manteve-se no segundo periodo, apesar de se ter
registado uma ligeira melhoria pelo facto dos alunos com comportamento mais

irregular terem deixado de fazer parte da turma.

3.3. Planificacéo

3.3.1. Enquadramento no programa

A unidade didatica que serve de base a meu estudo esta inserida no subtopico
Funces Linear e Afim, no topico Funcdes e no tema Algebra. No que respeita aos
objetivos gerais de aprendizagem que constam do programa de Matematica, foram
selecionados 0s seguintes:

e Serem capazes de interpretar e representar situacbes em contextos
diversos, usando linguagem e procedimentos algébricos;
e Serem capazes de resolver problemas, comunicar, raciocinar e

modelar situagdes recorrendo a conceitos e procedimentos algébricos.
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Relativamente aos objetivos especificos, contemplei os seguintes:
e Relacionar a funcdo linear com a proporcionalidade direta;
e Representar graficamente e algebricamente as fungdes linear e afim;
e Relacionar as fungdes linear e afim;
e Estudar o efeito da variacdo dos pardmetros a e b na representacao
grafica de funcbes definidas por y = ax + b, sendo a e b nimeros

reais.
O plano global de lecionagdo para esta unidade com a distribuicdo dos

objetivos propostos e tarefas realizadas ao longo das aulas lecionadas pode ser

consultado na pagina seguinte:
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Plano global da unidade

Topico: Fungdes

Subtdpico: Funcdes linear e afim

Objetivos gerais de aprendizagem

- Ser capaz de interpretar e representar situacGes em contextos diversos, usando linguagem e

procedimentos algébricos;

- Ser capaz de resolver problemas, comunicar, raciocinar e modelar situacdes recorrendo a conceitos

e procedimentos algébricos.

Calendarizacéo

Obijetivos Especificos

Tarefas

22/02 (45 minutos)
e
26/02 (90 minutos)

- Relembrar que situac@es de proporcionalidade direta
podem ser modeladas por funcoes, ditas funcbes de
proporcionalidade direta;

- Estabelecer a relacdo entre a fungéo de
proporcionalidade direta e a funcéo linear do tipo

y = ax,

- Representar algebricamente e graficamente funcoes
lineares;

- Relacionar a representacéo grafica deste tipo de
funcdo e compreender o efeito da variagdo do

pardmetro a.

O preco das gomas.

28/02 (90 minutos)
e
1/03 (45 minutos)

- Introduzir a funcéo afim;

- Estabelecer a relacdo entre a funcéo linear e a fungéo
afim;

- Representar algebricamente e graficamente as

fungdes;

Um embrulho

especial.

5/03 (90 minutos)

- Representar graficamente a funcéo afim;

- Relacionar a representacéo algébrica e grafica de
fungdes afins;

- Compreender o efeito da variacdo dos parametros a e
b na representacéo grafica de funcbes do tipo y =

ax +b.

O fabrico de gomas.

7/03 (90 minutos)

Resolucdo de exercicios praticos, retirados do manual,
com o objetivo de consolidar conceitos adquiridos em
aulas anteriores e aprofundar o contacto com a

terminologia e simbologia associada ao topico.

Exercicios de

consolidacédo

(4 p4g.118; 10
pag.121; 7 pag.131)

8/03 (45 minutos)

Ficha de avaliacéo.

12/03 (90 minutos)

- Compreender o efeito da variagdo dos pardmetros a e
b na representacdo gréafica de fun¢des do tipo y = ax e

y=ax+b.

Fungdes no
GeoGebra.

(Laboratdrio)
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Em conformidade com a planificacdo anual da escola, a lecionagdo do topico
fungdes teve lugar no segundo periodo do ano letivo. Relativamente & minha
intervencdo, o periodo de lecionacdo, que tinha previsto uma duragdo de 13 tempos
de 45 minutos cada, ocorreu entre 22 de Fevereiro e 12 Margo. O plano delineado foi
cumprido em termos de datas e aulas previstas, ndo se tendo registado qualquer
contratempo que o tivesse impedido ou atrasado. A planificacdo teve em conta trés
aspetos principais: (i) as caracteristicas dos alunos; (ii) as orientacdes do programa
de Matematica; e (iii) as questdes e objetivos do estudo.

3.3.2. Abordagem de ensino e formas de trabalho

Os alunos precisam de oportunidades para raciocinar matematicamente sobre
ideias importantes e atribuir sentido ao conhecimento matematico que surge a partir
da discussdo coletiva dessas tarefas (NCTM, 2007). Isso pode exigir do professor
uma abordagem exploratdria do ensino, centrada no trabalho dos alunos quando se
envolvem na exploragdo matematica de tarefas (Ponte, 2005). Uma das
caracteristicas principais deste tipo de ensino, é que “o professor ndo procura
explicar tudo mas deixa uma parte importante do trabalho de descoberta e de
construcdo do conhecimento para os alunos realizarem. A énfase desloca-se da
atividade ensino para a atividade mais complexa ensino-aprendizagem” (Ponte,
2005).

A abordagem de ensino que proponho tem um cunho predominantemente
exploratério, com recurso a tarefas de base intuitiva e contexto real, incluindo
questdes abertas e com caracter problematico. Foi prevista a realizacdo de alguns
exercicios, com o objetivo de levar os alunos a consolidarem conceitos e adquirirem
maior a-vontade com a terminologia e simbologia utilizada.

Os alunos estdo organizados na sala dois a dois e o trabalho a pares tem sido
habitual nesta turma. Pelo tipo de abordagem de ensino, pela natureza das tarefas e
pelas caracteristicas da unidade, acredito que o trabalho em grupo é uma boa forma
de promover a comunicagdo, proporcionar momentos de cooperagdo e partilha de
ideias e estratégias, permitindo assim uma exploracdo mais rica das tarefas propostas.

Assim, na maioria das tarefas, optei pela formagdo de grupos com quatro a cinco
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alunos, que se mantiveram ao longo da minha intervencdo. Os alunos apenas
trabalharam a pares no dia 7 de Marco, na resolucao de exercicios de consolidagdo na
aula, e no dia 12 de Marco, na realizagdo da tarefa no GeoGebra.

3.3.3. Materiais e recursos

Além dos materiais habitualmente utilizados pelos alunos, houve o cuidado
de garantir que todos tivessem acesso a instrumentos de medicdo, de forma a
poderem graduar adequadamente os eixos do referencial cartesiano durante o
processo de representacdo grafica. Além disto, pedi aos alunos que utilizassem cores
diferentes na representacdo de graficos no mesmo referencial, para que estes se
pudessem distinguir e visualizar melhor.

Ao longo da minha intervencdo foram utilizados slides de apoio (ver anexos),
criados com base nas caracteristicas e nas especificidades de cada aula. Estes slides
continham, por exemplo, enunciados e resolucGes de tarefas e defini¢des retiradas do
manual que interessassem ser lidas ou anotadas pelos alunos.

Relativamente a recursos tecnoldgicos e tendo em conta que vivemos numa
sociedade em que a tecnologia assume um papel cada vez mais importante, e isso
tem vindo a refletir-se na escola que “vem incorporando estas tecnologias tanto na
sua atividade geral como nas areas curriculares e, em particular, na disciplina de
Matematica” Ribeiro e Ponte (2000), ndo quis deixar de considerar a sua utilizacao
na lecionacdo desta unidade. O GeoGebra permite trabalhar com maultiplas
representacdes e visualizar em simultaneo a representacdo grafica e a representacéo
algébrica de uma funcéo, e observar o que acontece ao grafico sempre que se altera
um parametro na respetiva expressdo analitica. A utilizacdo deste programa na
realizacdo de atividades de investigacdo e exploracdo, pode criar um ambiente
propicio ao desenvolvimento da capacidade critica e da comunicacdo matematica dos
alunos, sendo por isso uma mais-valia para o processo de aprendizagem. Assim,
decidi utilizar este programa na aula de dia 12 de Marco, na realizacdo da tarefa

“funcdes no GeoGebra”.

23



3.3.4. Estrutura das aulas

De acordo com a préatica usual no ensino com recurso a tarefas de exploracao,
a estrutura das aulas contempla trés ou quatro momentos distintos: (i) apresentagéo
da tarefa; (ii) trabalho autonomo; (iii) discussdo; e (iv) sistematizacdo das
aprendizagens (quando aplicavel).

A apresentacdo da tarefa € o momento para clarificar eventuais ddvidas que
possam surgir e apelar ao desafio, fazendo com que os alunos se apropriem da tarefa
com entusiasmo e curiosidade. E também o momento de organizacdo do trabalho
pela turma, definicdo dos tempos, indicacdo dos recursos e dos modos de trabalho.
Durante o trabalho autonomo, a fungdo do professor passa sobretudo por monitorizar
o trabalho dos alunos, promovendo a sua participacdo e envolvimento através do
questionamento individual ou coletivo, do feedback e do desafio a refinagdo de
argumentos e raciocinios, com o cuidado de ndo reduzir o nivel de exigéncia
cognitiva da tarefa. E também o momento de selegdo e sequenciaco das resoluces a
serem apresentadas e discutidas coletivamente, sendo por isso importante garantir
registos adequados. Na discussdo € importante definir regras que regulem a interacéo
entre alunos de forma a promover um ambiente propicio e facilitador de
aprendizagens, por exemplo, garantindo que todos os alunos se envolvem na
discussdo e que as suas intervencdes se facam de forma equilibrada. A comparacéo e
o confronto de vérias resolugdes através de uma comunicacdo matematica adequada
deverdo propiciar a clarificacdo das estratégias e dos raciocinios seguidos, e
contribuir para a compreensdo de conceitos, processos e procedimentos matematicos.
A sistematizacdo das aprendizagens € uma altura de balanco, consolidacéo,
estabelecimento de conexdes e integracdo com conhecimentos prévios. Nesta fase o
professor devera acolher a diversidade de produc6es dos alunos e refleti-las de forma

transversal e critica.

3.3.5. Tarefas

Nas tarefas que proponho, e atendendo as caracteristicas da turma, optei por

graus de desafio médio e de estrutura relativamente aberta. Assim, as tarefas oscilam
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entre problemas e exploragdes, em contextos reais do quotidiano e puramente
matematicos, tendo havido a necessidade de realizar alguns exercicios (Ponte, 2005).

A maioria das tarefas foram criadas de raiz, permitiram percorrer
gradualmente os objetivos da unidade de ensino e tiveram em comum 0 mesmo
contexto de semi-realidade. Quando comecei a pensar na planificacdo da unidade,
achei boa ideia associar 0 assunto matematico a algo que fizesse parte do quotidiano
dos alunos e que para eles fosse agradavel. Surgiram algumas opc¢des que acabei por
descartar, até que surgiu a ideia de trabalhar com gomas. Ao compramos gomas
numa determinada loja, podemos supor que 0 preco a pagar varia em funcéo do peso,
assim, ficou definido que a variavel independente seria 0 peso e a variavel
dependente o preco a pagar. Importa ainda referir que o peso é uma variavel
continua, o que permite explorar pesos ndo inteiros. Neste cenario, considerei
diferentes gomas, cada uma com um preco diferente. Foi assim que surgiram, pela
primeira vez, as “amoras”, as “misturas de frutos” e as “coca-colas” na tarefa “o
preco das gomas”.

Concluida a primeira tarefa, foi altura de comecar a pensar na ponte entre a
funcéo linear e a funcdo afim, e surgiu a ideia de introduzir um embrulho especial de
oferta. Neste caso, se o cliente quiser fazer uma oferta, para alem do preco a pagar
pelas gomas tera de suportar um custo adicional relativo ao embrulho feito na loja.
Este custo adicional permite introduzir de forma intuitiva o parametro b da funcéo
afim, cujo estudo teve inicio na tarefa “um embrulho especial”.

O ultimo desafio em termos de criacdo de tarefas, surgiu da necessidade de se
estudar os efeitos da variacdo dos parametros a e b da expressdo analitica no grafico
da funcdo. Era importante trabalhar no mesmo contexto, e encontrar variaveis que
assumissem valores negativos, sem perder a coeréncia e a logica em termos de
realidade. Assim, surgiu a ideia de modelar testes laboratoriais utilizados no controlo

do fabrico de gomas, dando origem a tarefa “o fabrico de gomas”.

Tarefa “O precgo das gomas”

Esta foi a primeira tarefa a ser apresentada aos alunos, e por isso era
importante que captasse desde logo o0 seu interesse, por isso, decidi ndo fazer
qualquer introducdo a tarefa de forma a criar alguma espectativa e curiosidade. A

tarefa inclui trés fungdes lineares, que modelam o preco a pagar pelas “amoras”,
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pelas “coca-colas” e pelas “misturas de frutos”, e foi pensada para um conjunto de
trés tempos de 45 minutos cada (anexo 1.1.).

Na aula de dia 22 de Fevereiro (45 minutos), estava planeado explorar a
relacdo entre 0 peso e 0 preco a pagar pelas gomas, bem como a reviséo de alguns
conceitos estudados no ano anterior, como por exemplo, o conceito de fungéo e o de
proporcionalidade direta. Na alinea 1.1 é pedido aos alunos para preencherem uma
tabela, onde se relacionam o preco a pagar e 0 peso. No caso dos pesos 11 e 13
hectogramas, era expectavel que os alunos utilizassem estratégias diferenciadas, por
exemplo: (i) fossem adicionando o custo de um hectograma a cada preco a pagar,
obtendo assim o preco seguinte; (ii) multiplicassem o peso pelo preco a pagar por um
hectograma; ou (iii) calculassem o preco a pagar através de uma regra de trés
simples. Na alinea 1.2 é proposta uma situacdo problematica, na qual os alunos tém
de pensar em possibilidades, relativamente aos diferentes tipos de gomas que podem
comprar com um determinado valor em dinheiro. E uma oportunidade para explorar
a classificacdo de variaveis e mostrar que a variavel peso, sendo continua, pode
assumir valores inteiros e ndo inteiros.

Na aula de dia 26 de Fevereiro (90 minutos), estava planeado rever o
significado de constante de proporcionalidade e estabelecer a ponte entre a funcéo de
proporcionalidade direta e a fungdo linear (alineas 1.3 e 1.4). Na alinea 1.5 séo
pedidas as expressdes analiticas das funcbes, e na alinea 1.6 a sua representacédo
gréfica. Para determinar as coordenadas dos pontos, previu-se que os alunos
pudessem utilizar, ou os valores da tabela construida na alinea 1.1, ou a expressdo
analitica, tendo ficado ao critério deles optar pelo que considerassem ser a melhor
estratégia. Por fim, na alinea 1.7, é pedido aos alunos que expliquem o efeito que a
variacdo do parametro a da expressdo analitica provoca no grafico das funcdes. Nesta
alinea, esperava-se que o0s alunos compreendessem, por exemplo, que a variacdo do
parametro a implica a variacdo no declive das retas.

Relativamente aos objetivos especificos do programa, esta tarefa permitiu
tratar os seguintes:

e Relembrar que situacbes de proporcionalidade direta podem
ser modeladas por fungdes, ditas funcdes de proporcionalidade
direta;

o Estabelecer a relacdo entre a funcdo de proporcionalidade

direta e a funcdo linear do tipo y = ax;
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o Representar algebricamente e graficamente funcdes lineares;
e Relacionar a representacdo gréafica deste tipo de fungdo e
compreender o efeito da variacdo do parametro a.

Tarefa “Um embrulho especial”

Esta tarefa foi proposta na aula de 28 de Fevereiro (90 minutos), e tinha como
objetivo estabelecer a ponte entre a funcdo linear e a funcdo afim, através da
introducdo de um custo fixo ao preco a pagar (anexo 1.2.). Este custo advém da
possibilidade da loja poder fazer um embrulho especial de oferta, permitindo assim,
de uma forma natural e intuitiva, introduzir o parametro b da expressdo. Nesta tarefa,
os alunos tomaram contacto com a representacdo tabular, grafica e analitica da
funcédo afim, e analisaram a relagéo entre as funcdes linear e afim.

Na alinea 1.1 é pedido aos alunos para preencherem os campos da tabela
relativos a funcéo linear (preco a pagar sem embrulho) e a fungdo afim (preco a
pagar com embrulho). Esperava-se que compreendessem que um custo fixo adicional
tem influéncia na expressao analitica, porque uma € do tipo f(x) = ax e a outra é do
tipo f(x) = ax + “qualquer coisa”. A alinea 1.2 tem como objetivo a formalizacao
das expressOes analiticas através da terminologia y = ax + b ou f(x) = ax + b. Na
alinea 1.3 pede-se aos alunos para determinarem uma imagem dado um determinado
objeto e para interpretarem a sua correspondéncia. E uma boa altura para rever o
conceito de funcdo e as nocbes de objeto e imagem. Na alinea 1.4 é pedida a
representacio grafica das funces. A semelhanca da tarefa anterior, previu-se que os
alunos pudessem recorrer a valores da tabela determinada na alinea 1.1 ou a
expressdo analitica, para determinarem as coordenadas de pontos. Na alinea 1.5
esperava-se que os alunos compreendessem que uma funcdo linear é uma reta que
passa na origem do referencial, e que a funcdo afim ndo passa na origem devido a
existéncia do parametro b. Por Gltimo, na alinea 1.6, sdo pedidas as coordenadas dos
pontos de intersecdo das retas com o eixo das ordenadas. Para isso, foi necessario
que os alunos identificassem o ponto onde o grafico da funcéo interseta esse eixo e
compreendessem que o ponto de intersecdo obtém-se quando a abcissa € zero.

Relativamente aos objetivos especificos do programa, esta tarefa permitiu
tratar os seguintes:

e Introduzir a funcdo afim;
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o Estabelecer a relagéo entre as funcgdes linear e afim;
o Representar algebricamente e graficamente as funcdes linear e

afim;

Tarefa “O fabrico de gomas”

Nesta tarefa, proposta na aula de dia 5 de Margo, sdo apresentadas trés
funcbes afins com o objetivo de modelar testes laboratoriais para controlar a
qualidade do processo de fabrico de gomas (anexo 1.3.). Com esta tarefa, esperava-se
que os alunos representassem graficamente funcdes afins e analisassem a alteracéo
provocada pela variacdo dos pardmetros a e b da expressao analitica.

Na alinea 1.1 sdo fornecidos os graficos de duas funcbes, e é pedida a
representacdo grafica de uma terceira funcdo cuja expressdo analitica € dada. Ao
contrario das tarefas anteriores, nesta, os alunos ndo dispéem de uma tabela com os
valores das variaveis, assim, € importante que eles compreendam que a funcéo esta
definida para valores de x entre 0 e 60 (minutos). Na alinea 1.2 esperava-se que 0S
alunos compreendessem, por exemplo, que os graficos das fungdes sdo retas
paralelas e que isso se deve ao fato do declive ser 0 mesmo. Na alinea 1.3 esperava-
se que os alunos identificassem o parametro b em cada uma das fungdes, e
compreendessem que o0 b é a ordenada na origem, ou seja, a ordenada do ponto de
intersecdo da reta com o eixo das ordenadas. Na alinea 1.4 pedia-se aos alunos que
identificassem a variavel independente e a variavel dependente, e na alinea 1.5 que
calculassem e interpretassem o significado da expressao t (1), em que t (X) representa
a funcao que a cada minuto x faz corresponder uma Unica temperatura y.

Relativamente aos objetivos especificos do programa, esta tarefa permitiu
tratar os seguintes:

e Representar graficamente a funcdo afim;

e Relacionar a representacdo algébrica e a representacao grafica
de funcdes afins;

e Compreender o efeito da variacdo dos parametros a e b na

representacdo gréfica de fungdes do tipo y = ax + b.
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Tarefa “Exercicios de consolida¢ao”

Esta tarefa foi proposta na aula de dia 7 de Marco, a aula anterior a ficha de
avaliacdo, dedicada a resolugdo de exercicios do manual com o objetivo de
consolidar conceitos adquiridos em aulas anteriores e aprofundar o contacto com a
terminologia e simbologia utilizadas (anexo 1.4.). A realizacdo deste conjunto de
exercicios, formulados num contexto puramente matematico, revelou-se fundamental

por permitir complementar, a varios niveis, as tarefas até aqui realizadas.

Tarefa “Funcdes no GeoGebra”

Esta tarefa € uma adaptacdo de uma investigacdo realizada no ambito do
projeto “Matematica para todos - Investigagdes na sala de aula”, e foi pensada para
servir como uma extensdo da tarefa “o fabrico de gomas”. O objetivo é que, no
GeoGebra e em contexto puramente matematico, os alunos representassem diversas
funcoes, lineares e afins, e realizassem uma pequena investigacdo sobre as alteracdes
provocadas pela variacdo dos parametros a e b (anexo 1.5.).

Nas questdes 1 e 2 esperava-se que 0s alunos compreendessem que a variacao
do parametro a influencia o declive das retas. Um valor de a igual a zero significa
que o declive € nulo. Esperava-se ainda que os alunos compreendessem a relagéo
entre o sinal de a e a monotonia da funcdo, e para isso podemos considerar trés
situaces distintas: (i) se a> 0 o declive € positivo e a funcédo é crescente; (ii) se a =0
o0 declive é nulo e a funcéo € constante; e (iii) se a <0 o declive é negativo e a funcéo
é decrescente. Na questdo 3 esperava-se que 0s alunos compreendessem que sendo 0
parametro b a ordenada do ponto de intersecdo da reta com o eixo das ordenadas, a
medida que o valor de b aumenta a ordenada na origem aumenta e vice-versa. Assim,
podemos considerar trés situacdes distintas: (i) se b> 0 o grafico da fungdo corta o
eixo das ordenadas acima da origem; (ii) se b =0 o grafico da funcéo corta o eixo das
ordenadas na origem; e (iii) se b <0 o gréafico da funcdo corta o eixo das ordenadas
abaixo da origem. Na questdo 4 esperava-se que 0s alunos compreendessem que a
funcdo constante tem declive nulo.

Relativamente aos objetivos especificos do programa, esta tarefa permitiu
tratar o seguinte:

e Compreender o efeito da variacdo dos parametros a e b na

representacéo grafica de funcBes dotipoy = axey = ax + b.
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3.4. As aulas

Foi com grande expetativa e entusiasmo que iniciei a lecionagdo desta
unidade didatica, tendo sempre a preocupagdo de ndo fugir muito as orientacfes
curriculares e pedagdgicas que a professora titular tinha vindo a imprimir desde o
inicio do ano. Assim, o trabalho desenvolvido na sala de aula ao longo da minha

intervengéo ndo contrastou muito com o que os alunos estavam habituados.

Primeira aula - 22 de Fevereiro (45 minutos)

A aula teve inicio com a instalacdo dos gravadores que permitiram recolher
dados para o estudo, e com a apresentacdo de uma nova planta da sala de aula que
resultou numa reorganizacdo dos grupos. Sendo esta primeira aula dedicada ao
subtopico funcgdes linear e afim, teve como principais objetivos rever grandezas
diretamente proporcionais, o significado de proporcionalidade direta e de constante
de proporcionalidade, e formas de representar situacdes de proporcionalidade com
enfase na representacéo tabelar.

No inicio da aula projetei o sumario no quadro, distribui os enunciados da
tarefa “o preco das gomas” e li-a em voz alta. Mais tarde, durante o processo de
reflexdo pds aula, percebi que talvez tivesse sido melhor pedir a um aluno para
realizar esta leitura. Nesta fase, informei os alunos de que dispunham de
aproximadamente 15 minutos para resolverem as alineas 1.1 e 1.2 e aproveitei para
explicar os seguintes procedimentos a utilizar na realizacdo das tarefas: (i) os
enunciados tém espacos reservados para as resolucbes; (ii) os enunciados sdo
recolhidos no final de cada aula e devolvidos na aula seguinte; (iii) a resolucdo deve
ser feita a caneta e corrigida a lapis para que o professor possa distinguir o que foi
feito pelo aluno e o que foi passado do quadro; e (iv) perante erros na resolucdo fazer
apenas um trago por cima para que o professor compreenda melhor as dificuldades.

Os alunos trabalharam de forma empenhada na tarefa e conseguiram resolver
a alinea 1.1 sem dificuldades, no entanto, muitos ndo conseguiram chegar a alinea
1.2 por falta de tempo. Penso que na segunda alinea, ndo foi boa uma ideia sugerir

aos alunos que utilizassem uma tabela previamente formatada para organizar os
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dados (tabela esta que projetei no quadro), porque alguns perderam demasiado tempo
a tentar reproduzi-la na folha de papel.

Registaram-se algumas dificuldades que importa referir, como o caso de um
aluno que na alinea 1.1 ndo estava a conseguir, por exemplo, determinar o dobro de
0,75€. Por limitagdes de tempo ndo me foi possivel aprofundar a questdo, mas
reconheco que podia ter sido interessante explorar estratégias que permitissem
resolver esta duvida. Na alinea 1.2, e como esperava, alguns alunos sentiram
dificuldades em encontrar um terceiro exemplo porque ndo reconheceram
imediatamente uma variavel continua e limitaram-se a escolher valores inteiros para
0 peso.

Cheguei ao final da aula com a convicgdo de que tinha conseguido impor
ritmo a aula. O discurso foi claro, e o fato de eu ter feito referéncia a coisas que
deixei em suspenso para retomar mais tarde foi positivo. Relativamente ao contexto
utilizado, o fato de se ter recorrido a uma situacéo relacionada com o quotidiano dos

alunos, parece ter contribuido para aumentar o seu interesse na realizacdo da tarefa.

Segunda aula - 26 de Fevereiro (90 minutos)

Enguanto os alunos passavam o sumario questionei-os sobre o trabalho de
casa. Infelizmente, e apesar da preocupacdo dos professores em alterar os habitos de
trabalho nesta turma, s6 dez alunos entregaram o trabalho de casa. De seguida
distribui os enunciados da tarefa “o preco das gomas”, e informei-os que iriamos
resolver em conjunto partes das alineas 1.3 (célculo da constante de
proporcionalidade), 1.5 (determinacdo da expressdo analitica) e 1.6 (representacéo
gréfica das fungoes).

Nas alineas 1.3 e 1.4 comecei por questionar os alunos sobre a expressao

Preco a Pagar
Peso

determinado peso e preco a pagar, ou se seria necessario calcular para todos. Quando

. Previ que eles perguntassem, se bastaria calcular a constante para um

isto aconteceu foram convidados a testar diferentes casos, de forma a confirmar que
o valor da constante se mantém igual. Esperava-se que os alunos compreendessem
que, no contexto do problema, a constante de proporcionalidade representa o preco
de um hectograma de amoras porque ao dividir o preco a pagar por um determinado

nimero de hectogramas obtém-se o preco a pagar por um hectograma. Portanto, a
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relagdo entre 0 preco a pagar e 0 peso é de proporcionalidade direta, se existir uma
constante de proporcionalidade a determinada pelo quociente entre o0 prego a pagar e
0 peso.

Na alinea 1.5 pedia-se a expressdo analitica da funcédo f, que a cada peso de
amoras x (hectogramas) faz corresponder um preco a pagar y (euros). Expliquei que
através da tabela é possivel ir construindo gradualmente a expressao analitica se
compreendermos que 1,5 =15x1; 3 =15%x2; 45 =15%x3;...; y =
1,5 X X. Ao mesmo tempo que o fiz, introduzi a notagdo f(x) = 1,5x, porque
considero importante que os alunos contactem com a terminologia desde o inicio do
estudo das funcdes e que aos poucos comecem a utilizar um raciocinio indutivo. A
minha preocupacdo na representacdo grafica das funcGes foi que os alunos fossem
capazes de determinar coordenadas de pontos, compreendendo que o poderiam fazer
a partir da expressao analitica ou da tabela construida na alinea 1.1. Nesta alinea
procurei que os alunos fizessem a representacdo grafica o mais corretamente
possivel, e para isso fui formulando questdes tais como: “vé la se escolheste bem a
unidade na graduacdo dos eixos”, ou “verifica se as coordenadas dos pontos estdo
bem determinadas”.

Na alinea 1.7 pedia-se aos alunos que retirassem conclusdes sobre o efeito
que a variacdo do parametro a da expressdo analitica provoca no grafico da funcao.
Trata-se de uma pergunta mais aberta, pelo que senti necessidade de fornecer
algumas pistas que ajudassem os alunos a progredir.

Depois de trinta minutos dedicados a realizacdo da tarefa seguiu-se o
momento de discussdo que durou aproximadamente outros trinta minutos, e que ndo
ficou concluido nesta aula. A discussdo serviu para analisar e comparar as solugdes e
sintetizar as ideias mais importantes abordadas neste conjunto de aulas, como por
exemplo: (i) uma funcéo de proporcionalidade é uma funcéo linear; (ii) da-se o nome
de funcdo linear a toda a funcdo cuja expressao analitica é do tipo y = ax; (iii) o
grafico de uma funcdo linear é uma reta que passa na origem do referencial
cartesiano; e (iv) o parametro a € o declive da reta.

Na representacdo grafica das funcbGes deixei ao critério dos alunos a
graduacdo dos eixos. Apesar de terem surgido escalas diferenciadas, alguns
revelaram dificuldades na representagdo da fungdo relativa as “coca-colas”, devido

ao facto de determinados valores da variavel dependente ndo resultarem inteiros.
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Na situagdo de proporcionalidade, no caso das “amoras”, alguns alunos
afirmaram que iam somando sempre 1,5€. Este raciocinio mostra que eles ainda
estdo demasiadamente “colados” ao pensamento aditivo, quando a ideia é que
comecem a utilizar o pensamento multiplicativo.

Na representacdo grafica apercebi-me que alguns alunos estdo convencidos
que as linhas a tracejado, feitas no referencial, fazem parte do gréfico da funcéo.
Assim, reforcei o facto de estas linhas servirem apenas como auxiliar a marcacéo de
pontos no referencial cartesiano.

Na reflexdo pos-aula surgiram aspetos interessantes que importa deixar
referidos. Em determinado momento da aula, relativamente ao conceito de
proporcionalidade, eu afirmei que “quando mais peso se compra mais se paga”. A
afirmacéo esta incorreta, porque € possivel encontrar situagdes deste tipo que nao séo
funcbes de proporcionalidade direta, por exemplo, a funcdo exponencial. Outro dos
aspetos que emergiu na reflexdo pds-aula estd relacionado com a forma como
construi os referenciais cartesianos que inclui nos enunciados das tarefas propostas,
onde optei por “desenhar” apenas o primeiro quadrante. Penso que poderia ter
prolongado mais 0s eixos, permitindo assim que os alunos visualizassem 0s outros

trés quadrantes do referencial.

Terceira aula - 28 de Fevereiro (90 minutos)

A primeira parte da aula foi dedicada a conclusdo da tarefa “o preco das
gomas”, iniciada na aula anterior. Na segunda parte da aula os alunos realizaram a
tarefa “um embrulho especial”, que vem no encadeamento da tarefa anterior e tem
como objetivo introduzir a fungdo afim. Os alunos trabalharam de forma interessada
até final da aula e nos casos em que nao foi possivel concluir a tarefa sugeri que a

terminassem em casa.

Quarta aula - 1 de Marco (45 minutos)

Esta aula comegou com a discussdo da tarefa “um embrulho especial”,
realizada na segunda metade da aula anterior. Na alinea 1.1 pedi a um aluno para ir
ao quadro preencher a tabela no caso em que existe um embrulho de oferta (funcao

afim). Na generalidade, os alunos compreenderam que o custo adicional relativo ao
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embrulho de oferta influencia a expressdo analitica da funcdo, ou seja, f(x) =
ax+ "qualquer coisa”. A tabela foi fundamental para se alcancar esta compreenséo,
por facilitar a visualizagdo dos dois tipos de fungcdo em simultaneo (linear e afim). Na
primeira linha surge o preco a pagar por x hectogramas de amoras e na segunda linha
o0s alunos tém apenas que adicionar ao preco a pagar o preco do embrulho.

A alinea 1.2 foi uma boa oportunidade para rever notacdo, nomeadamente a
utilizagdo do y e do f (x). Uma das alunas com mais dificuldades adotou a
determinada altura a frase “expressdo analitica”, revelando uma evolugdo positiva no
uso da terminologia.

Na alinea 1.3, a compreensdo por parte dos alunos do significado de j (10)
ndo foi imediata. Alguns revelaram dificuldades na identificacdo das variaveis do
problema e na compreensdo do conceito de funcdo como correspondéncia entre o
preco a pagar e o peso. Alguns nao distinguiram imediatamente a diferenca entre as
funcbes i e j, em que i corresponde a situacdo em que ndo e feito o embrulho e j
corresponde a situacdo em que é feito o embrulho. Durante a discussao desta alinea
aproveitei para colocar algumas questdes extra, como por exemplo, pedir aos alunos
para determinarem x tal que f(x) = 16.

Nas alineas 1.4 e 1.5 projetei a representacdo grafica das funcdes feita por
mim, e perguntei aos alunos quem tinha feito de forma diferente. Registei com
curiosidade um comentario feito por um aluno ao afirmar “eu sabia que esta reta ndo
passava na origem”. Quando perguntei qual era a funcao linear, porque é que o
gréfico da funcdo tem inicio no ponto (0,0) e porque estd limitado ao primeiro
quadrante do referencial, um dos alunos respondeu imediatamente “porque ndo tem
numeros negativos”. Foi um momento interessante, porque permitiu reforcar que,
apesar de a funcdo estar definida apenas para valores positivos, existem funcdes
definidas para outros valores cujos graficos ndo se limitam ao primeiro quadrante. A
maioria dos alunos compreendeu a diferenca grafica entre a funcéo linear e a fungéo
afim, ou seja, uma é uma reta que passa na origem (linear) e a outra € uma reta que
ndo passa na origem por causa do parametro b (ordenada na origem). Esta diferenca
também foi interpretada a partir da expressdo analitica da funcdo: (i) uma fungédo
linear do tipo y = ax passa pela origem do referencial; e (ii) uma funcdo afim do
tipo y = ax + b ndo passa pela origem do referencial.

Antes de terminar a aula propus um exemplo aos alunos com o objetivo de

preparé-los para a tarefa de dia 5 de Margo “o fabrico de gomas”. Ao contrério das
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tarefas anteriores, nesta ndo é fornecido aos alunos qualquer tabela, portanto, para
representarem a fungdo graficamente tém de determinar coordenadas de pontos

através da expressao analitica.

Quinta aula - 5 de Mar¢o (90 minutos)

Nesta aula foi proposto aos alunos a resolugéo da tarefa “o fabrico de gomas”.
Por se tratar de uma tarefa exploratoria, eu sabia que a gestdo de determinados
momentos da aula poderia criar-me dificuldades acrescidas. Apesar da minha
preocupacdo na aula anterior em mostrar aos alunos como poderiam obter
coordenadas através da expressdo analitica, eles revelaram dificuldades e gastaram
demasiado tempo na alinea 1.1. Este atraso acabou por condicionar o trabalho porque
a maioria dos grupos ndo conseguiu chegar a ultima questdo da tarefa. Perante a
possibilidade de continuar a fase de trabalho autdbnomo ou iniciar a discussdo da
tarefa no tempo previsto, optei pela segunda op¢do. Acredito que neste caso, seria
mais produtivo sintonizar os alunos na discussdo, do que insistir num apoio
individual e no prolongamento do trabalho auténomo.

A alinea 1.2 é dedicada ao estudo do parametro a, e, nesta alinea, procurei
conhecer o significado que os alunos atribuem ao conceito de inclinagéo.

Outro aspeto que me apercebi durante o decorrer da aula estad relacionado
com o facto de, no enunciado da tarefa, surgir escrito o valor 1 no eixo das abcissas
(ver figura 3.3). Quando questionei os alunos relativamente ao que ha de comum nos
gréficos das funcbes, um deles respondeu que “todos passam por 1”. Apesar de ndo
ser a resposta que estava a espera, ndo posso ignorar que a minha opcéo de incluir o
valor 1 no referencial fornecido no enunciado podera ter influenciado os alunos nas

suas respostas.

Figura 3.3 — Enunciado da alinea 1.1
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Na reflexdo pds-aula surgiram aspetos interessantes que interessa referir. Na
alinea 1.2, ao perguntar o que ha de comum nos graficos das func@es, pretendia-se
que os alunos retirassem conclusdes sobre o declive das retas. Perante a dificuldade
em conseguir que |4 chegassem, lembrei-me de complementar a pergunta com outro
exemplo, em que considerei expressdes analiticas com diferentes valores de a e tracei
um esboco das retas no referencial. N&o o devia ter feito, porque introduziu ruido
desnecessario na discuss&o.

Por se tratar de uma aula com caracteristicas exploratérias, 0s registos
escritos no quadro sdo fundamentais por serem uma sintese do trabalho realizado.
Acredito que a organizacao e a selecdo que fiz desses registos poderiam ter sido mais
assertivas. Por exemplo, na discussdo da alinea 1.2 procurei fazer uma espécie de
brainstorming que resultou bem. Fui escrevendo com letras grandes algumas ideias
que iam surgindo, como por exemplo a ideia de declive e de retas paralelas, mas néo

conclui com um registo no quadro devidamente completo e organizado.

Sexta aula - 7 de Marc¢o (90 minutos)

Ao contrério das aulas anteriores, onde se realizaram tarefas formuladas em
contexto real, nesta foi dado énfase a resolucdo de exercicios em contexto
matematico com o objetivo de consolidar conceitos abordados em aulas anteriores e
aprofundar o contacto e a pratica com a simbologia, terminologia e notacéo. Esta foi
a ultima aula antes da ficha de avaliagdo, e por calhar a uma quinta-feira os alunos
estavam irrequietos devido ao aproximar da hora de almoco. Dos trés exercicios
previstos do manual foram realizados dois.

Penso que ter dedicado uma Unica aula a preparar a ficha de avaliacdo foi
insuficiente, tendo em conta as dificuldades destes alunos. Alguns ficaram
demasiado “presos” as tarefas que realizaram, e isso revelou-se, por exemplo,
quando na construcdo do referencial cartesiano consideravam apenas 0 primeiro
quadrante, ou quando consideravam apenas Vvalores positivos para a variavel
independente, possivelmente influenciados pelas variaveis utilizadas em tarefas

anteriores.
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Sétima aula - 8 de Margo (45 minutos)
Esta aula foi dedicada a resolucdo de uma ficha de avaliagdo sobre a unidade
didatica.

Oitava aula - 12 de Marc¢o (90 minutos)

Nesta aula foi proposto aos alunos a resolucdo da tarefa ‘“funcbes no
GeoGebra”, com o objetivo de estudar graficamente a variagdo dos parametros a e b.
Esta aula serviu como complemento a aula de dia 5 de Margo, onde se iniciou o
estudo da variacdo dos parametros da funcdo com recurso a papel e lapis. Depois de
distribuir os enunciados da tarefa, pedi aos alunos que a medida que fossem
avancando registassem as suas conclusdes, assim, enquanto um dos elementos do
grupo estivesse a trabalhar no computador, o outro ia ajudando e registando por
escrito as respostas na folha do enunciado. Tive a preocupacdo de projetar uma
imagem do programa durante a aula, de forma a ir esclarecendo dividas relacionadas
com a utilizacdo do GeoGebra. Talvez por o programa ser bastante intuitivo nédo
surgiram muitas questdes.

Os alunos exploraram a tarefa durante 60 minutos, num tipo de aula que para
eles é uma novidade. A medida que iam progredindo, as suas descobertas pareciam
motiva-los e desafia-los a continuar. A discussdo comecou vinte minutos antes do
término da aula, e como eu tinha pedido a professora titular para lecionarmos a aula
em conjunto fomos conjugando as intervengdes de forma partilhada. Questionamos
os alunos sobre as conclusdes a que tinham chegado e filtramos as ideias chave que
iam surgindo. As concluses finais foram escritas e projetadas no quadro, para que
todos os alunos tivessem acesso a elas e as registassem.

Do ponto de vista das minhas aprendizagens, considero que esta aula foi
importante por ter sido a primeira que planeei e conduzi em laboratério com recurso
a computadores. Do ponto de vista das aprendizagens dos alunos, penso que a aula
foi igualmente positiva. Ja tinham feito o estudo da variacdo dos parametros com
papel e lapis, mas terem-no feito em computador proporcionou-lhes uma perspetiva

diferente dos conceitos envolvidos.
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3.5. Avaliacao

A avaliacdo dos alunos na disciplina de Matematica respeitou os critérios de
avaliacdo para o terceiro ciclo, definidos no inicio do ano letivo e aprovados pelo
conselho pedagogico da escola. Estes critérios contemplam: (i) o dominio dos
conhecimentos e capacidades com um peso de 80%, onde se incluem as fichas de
avaliacdo (65%) e os trabalhos realizados, quer sejam individuais ou em grupo, e a
participacdo, por exemplo, através de intervencdes orais (15%); e (ii) o dominio das
atitudes e valores, com um peso de 20%, onde se incluem parametros tais como a
realizagdo dos trabalhos de casa, a assiduidade, a pontualidade e o0 comportamento.

Relativamente aos instrumentos utilizados na avaliacdo da unidade de ensino
recorri: (i) as producdes realizadas pelos alunos; (ii) a observacdo de determinados
momentos da aula, como por exemplo o trabalho autbnomo e a discussdo, que
permitem ao professor avaliar o nivel de concretizagéo e o grau de envolvimento dos
alunos nas tarefas; e (iii) a ficha de avaliacdo realizada no dia 8 de Marco.

As questdes da ficha de avaliacdo foram elaboradas com base em questfes de
manuais escolares e com base em ideias minhas. Além de procurar avaliar as
aprendizagens, esta ficha procurou identificar estratégias e dificuldades dos alunos

que serviram de complemento a informacéo recolhida para a elaboracao do estudo.

3.6. Recolha de dados

O objetivo do estudo e as questdes formuladas influenciam fortemente a
escolha da metodologia utilizada. Nesse sentido, e tendo em conta a natureza do
estudo, apresentarei neste capitulo as opcGes metodoldgicas, os critérios de selecdo
dos participantes bem como a sua caracterizacdo, 0s instrumentos utilizados na

recolha de informacdo e os processos adotados na analise de dados.
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3.6.1. Opgdes metodoldgicas gerais

No estudo optei por um paradigma do tipo interpretativo e uma abordagem
qualitativa, onde o investigador ndo interfere sobre a situacdo mas descreve-a tal
como ocorreu, e onde o produto final se pretende sobretudo descritivo e
interpretativo relativamente aos fendmenos construidos pelos intervenientes no
estudo.

Segundo Bogdan e Biklen (1994), este tipo de investigacdo é particularmente
adequado quando as questdes sdo “formuladas com o objetivo de investigar 0S
fendmenos em toda a sua complexidade e em contexto natural” (p. 16). Na perspetiva
destes autores, é possivel caracterizar as investigacdes qualitativas da seguinte forma:
(1) a fonte direta de dados ¢ o ambiente natural, no nosso caso a sala de aula, e 0
investigador é o instrumento principal na recolha de dados; (ii) os dados recolhidos
sdo de natureza qualitativa descritiva, por serem baseados, por exemplo, em
transcricbes de entrevistas, notas de campo e producbes dos alunos; (iii) o
investigador visa sobretudo o modo como 0s fendmenos ocorrem, isto €, sd0 mais
importantes 0s processos e menos 0s produtos; (iv) a analise dos dados é feita de
forma indutiva, ou seja, as hipoteses vao sendo construidas a medida que a analise
vai sendo realizada; e (v) é dada uma especial importancia ao significado que os
participantes atribuem as suas experiéncias.

Fernandes (1991) acredita que a investigacdo qualitativa é a melhor forma de
obter informacdo relativamente a processos de ensino e aprendizagem. A observacéao
detalhada e planeada da interacdo entre os participantes permite estudar processos
cognitivos utilizados na resolucdo de situacdes problematicas e assim identificar
variaveis relevantes durante o estudo.

Segundo Ponte (2002), “é a natureza das questdes formuladas que determina
a natureza do objeto de estudo e dos dados a recolher” (p. 17). As questdes
formuladas neste estudo sugerem a necessidade de se compreender como ocorrem
determinados fendmenos e de se encontrarem razfes que os justifiquem. Assim, e
tendo em conta que a unidade de ensino é concretizada numa turma onde todos os
alunos sdo participantes, optei por selecionar um grupo de menor dimensdo, que

permitiu aprofundar melhor cada uma das questdes do estudo.
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3.6.2. Os participantes

Neste estudo s&o realizados trés estudos de caso, cada um constituido por um
aluno. Nas aulas, o Raul, a Mariana e o Paulo estdo inseridos em grupos de trabalho
distintos e a sua selecdo foi realizada de acordo com os seguintes critérios: (i)
disponibilidade para participar no estudo e reunir com o professor fora das aulas; (ii)
heterogeneidade no aproveitamento na disciplina de Matematica; (iii) bons niveis de
assiduidade e pontualidade; (iv) facilidade em comunicar e justificar os raciocinios; e
(v) heterogeneidade relativamente ao sexo.

3.6.3. Processo de recolha de dados

A recolha de dados numa escola requer diversos preparativos. O primeiro é
informar a Diregdo da escola relativamente a intencédo de realizar o estudo, explicar o
seu objetivo e solicitar autorizacdo para o executar. O segundo € pedir autorizacdo
aos Encarregados de Educacdo dos alunos, explicando também as intencdes e 0s
objetivos do estudo. Numa fase seguinte, solicitei ao responsavel pela informatica
que instalasse 0 GeoGebra, necessario para a aula de dia 12 de Margo, e preparei 0S
materiais e recursos necessarios ao conjunto das aulas que ia lecionar.

No inicio do estudo informei os alunos sobre a nova planta da sala, sobre os
grupos onde iriam ser recolhidos registos audio e sobre os critérios utilizados na
selecdo dos grupos. De forma a ndo melindrar os outros alunos, expliguei-lhes que no
terceiro periodo iria intensificar o trabalho junto deles e por isso acabariam todos por
fazer parte do estudo.

O processo de recolha de dados comecou logo de inicio, no dia 22 de
Fevereiro, e terminou no dia 15 de Marco, Ultimo dia de aulas do segundo periodo.
As tarefas propostas e as fichas de trabalho de casa foram aplicadas entre 22 de
Fevereiro e 12 de Marco, com uma interrup¢do no dia 8 de Marco para a realizacdo
da ficha de avaliacdo. As entrevistas ocorreram na Ultima semana de aulas, entre 12 e
15 de Marco.

Em qualquer investigacdo de caracter qualitativo, torna-se fundamental obter

informacdo a partir de diversas fontes, permitindo assim abordar as questdes de
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varias perspetivas. Além disso, informacGes utilizadas em simultdneo tém a
vantagem de se poderem complementar. Na perspetiva de Lessard, Goyette e Boutin
(1990), existem trés formas de recolha de dados: (i) o inquérito, que pode tomar duas
formas distintas, a saber, a entrevista, se considerarmos a forma oral, e 0
questionério, se considerarmos a forma escrita; (ii) a observacdo das aulas; e (iii) a
analise documental das producbes realizadas pelos alunos. No presente estudo
utilizei a observacdo das aulas, os produtos realizados pelos alunos e a entrevista.

Observacéao

Com o objetivo de organizar a informagao relevante relacionada com o estudo
e proceder a eventuais reajustamentos na planificacdo, elaborei um documento onde
recolhi informacdo sobre a dindmica da aula, o funcionamento dos grupos de
trabalho, as intervengdes dos alunos, o seu envolvimento nas tarefas e ideias ou
preocupacdes que foram sendo suscitadas ao longo das aulas. A elaboracdo destes
registos foi uma tarefa dificil, porque o equilibrio entre a observacao e a participacéo
revelou-se um trabalho complexo. Para colmatar esta dificuldade, procurei completar
0 mais possivel estes registos no final de cada aula.

De forma a permitir o registo de situacdes ndo detetadas pela observacéo, tais
como algumas interacdes e intervengdes dos participantes, procedi a recolha de
registos audio na sala de aula. Sendo fisicamente impossivel registar tudo, centrei-me

apenas na gravacgao de trés grupos de trabalho.

Anélise documental

No final de cada aula procedi a recolha de todas as producgdes que tivessem
resultado da resolucdo de tarefas na sala de aula e de trabalhos de casa. Os
documentos realizados com recurso a papel e lapis eram fotocopiados e entregues na
aula seguinte de modo a ndo prejudicar o estudo dos alunos. Os documentos em
suporte informatico, resultantes da tarefa realizada no GeoGebra, foram transferidos

para um dispositivo de armazenamento.

Entrevistas
Este estudo envolveu a realizacdo de um conjunto de entrevistas realizadas no
final da unidade didatica, com o objetivo de clarificar questbes relacionadas com as

tarefas realizadas nas aulas, e em alguns casos propor tarefas adicionais de forma a
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complementar a informacdo recolhida. Procedi a sele¢éo de dois alunos por grupo, de
entre oS grupos que estavam a ser gravados, o que resultou na realizagdo de seis
entrevistas gravadas com o objetivo de caracterizar com mais clareza e detalhe os
raciocinios, as hesitacdes e as dificuldades dos alunos. Estas entrevistas individuais
revelaram-se fundamentais, sobretudo pelo facto dos alunos terem trabalhado quase
sempre em grupo nas aulas e nem sempre ter sido possivel recolher determinados

raciocinios de forma individual.

3.6.4. Analise de dados

A recolha de dados seguiu-se a fase da organizagio e selecdo de registos,
segundo a perspetiva de que “0 processo de analise de dados é como um funil: as
coisas estdo abertas de inicio e védo-se tornando mais fechadas e especificas no
extremo” (Bogdan e Biklen, 1994, p. 50). Como a investigacdo é de natureza
qualitativa, a analise foi realizada tendo em conta os aspetos tedricos revistos na
literatura, o objetivo e as questbes do estudo. A analise dos dados assume um
caracter descritivo e interpretativo, e as interpretacfes que faco sdo baseadas na
analise de varios documentos. O cruzamento desta informacéo foi um trabalho longo
e complexo, mas permitiu apresentar a realidade por mim vivida de uma forma rica e
objetiva.

Os dados analisados reportam-se a cinco tarefas realizadas na aula, trés fichas
de trabalho realizadas em casa, uma ficha de avaliacdo e seis entrevistas realizadas
no final da unidade didatica. Depois de organizar e filtrar a informacdo, procedi a
categorizacdo e posterior triangulacdo dos dados, de forma a facilitar a analise de
padrdes relevantes, reduzindo e agrupando a quantidade de informacéo disponivel.
Nesse processo considerei trés categorias: (i) processos utilizados na representacédo
grafica das funcdes linear e afim, dadas na forma verbal, analitica e tabular, e
formuladas em contexto matematico e ndo matematico; (ii) dificuldades sentidas
pelos alunos na interpretacdo dos varios tipos de representacdo, com enfase na
representacdo grafica; e (iii) estratégias utilizadas pelos alunos que evidenciem a
dificuldade ou facilidade na transicdo da representacdo grafica para outros tipos de

representacgdo, e reciprocamente.
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4. APRESENTACAO E ANALISE DE DADOS

4.1. O caso do Raul

O Raul é um rapaz de 13 anos e a Matematica esta entre as disciplinas que
mais gosta. Considera-se bom aluno, teve sempre boas notas e nunca sentiu muitas
dificuldades. Atento e empenhado nas aulas, é costume envolver-se ativamente nas
tarefas propostas, tanto individuais como de grupo, e apresenta um raciocinio e uma
comunicacdo acima da média. O Raul é visto pelos colegas como um aluno
responsavel, e é dele que esperam que venha a solucdo quando mais ninguém sabe
responder. Nunca ficou retido, e este ano a Matematica obteve nivel quatro no
primeiro periodo e nivel cinco no segundo periodo, resultado do seu esforco e

empenho. Terminou o terceiro periodo com nivel cinco.

4.1.1. Construcao de gréaficos cartesianos

No inicio da unidade de ensino, selecionei um conjunto de exercicios com o
objetivo de avaliar o nivel de conhecimento dos alunos em aspetos relacionados com
a representacdo grafica. Assim, num dos exercicios propostos para trabalho de casa
(anexo 2.1), os alunos tinham de descrever o modo como se podiam deslocar desde a
origem até aos pontos representados, efetuando o menor nimero de deslocamentos.

Para isso foi fornecido um referencial com alguns pontos assinalados:
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Figura 1

Figura 4.1 — Referencial do enunciado da questdo 1 da tarefa: identificar e assinalar

pares ordenados.
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O Raul descreve corretamente o deslocamento pedido. No caso especifico do
ponto E, o aluno comega por descrever um deslocamento vertical de uma unidade ao
longo do eixo das ordenadas no sentido positivo, e depois um deslocamento
horizontal de uma unidade paralelo ao eixo das abcissas também no sentido positivo,

como se pode observar na sua resposta:
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Figura 4.2 — Resposta & questéo 1.1 da tarefa: identificar e assinalar pares ordenados.

Na sequéncia da questao anterior, pedi ao Raul para escrever as coordenadas
dos pontos assinalados no referencial. Vejo esta questdo como uma oportunidade
para analisar a notacéo e a terminologia utilizada pelos alunos, e perceber se sabem
identificar coordenadas no referencial cartesiano. Na resposta (ver figura 4.3) o Raul
identifica corretamente as coordenadas dos pontos assinalados e utiliza uma notacéao

correta, como mostra a sua resposta:
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Figura 4.3 — Resposta a questdo 1.2 da tarefa: identificar e assinalar pares ordenados.

Na questdo seguinte (anexo 2.2) pedia-se aos alunos para representarem
graficamente uma funcdo com base em relac@es de variaveis dadas no enunciado. O

Raul comecou por identificar as variaveis do problema, como se pode ver na figura:
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Figura 4.4 — Identificacdo de variaveis questdo 3 da tarefa: mais funcdes.

Na entrevista falei com o Raul sobre a identificagdo destas variaveis:
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Professor: Achei curioso, porque a variavel y chamaste-Ihe graus.

Raul: Era temperatura néo era?

Professor: E lembras-te porque é que fizeste esta confusdo?

Raul: Porque na altura foi a primeira coisa que me veio a cabega, quando
pensei em temperatura. Acho que foi uma distragéo.

Segundo a explicacdo do aluno, o erro tera sido provocado por uma falha de
atencdo e ocorre numa altura em que ele tenta interpretar e compreender a situacao
apresentada. Este tipo de erro, cometido com alguma frequéncia pelos alunos, pode
ter implicagbes na identificacdo dos eixos coordenados durante o processo de
construcdo gréfica.

Para além de procurar que os alunos utilizassem régua na construgdo de
gréficos, outra das minhas preocupacgdes relativamente as tarefas que propus nas
aulas foi a de incluir espagos quadriculados na folha de enunciado, com o objetivo de
melhorar o rigor do desenho e poupar tempo. No balango que fiz sobre isto, fiquei
com a convicgdo de que o papel quadriculado facilitou o trabalho dos alunos e teve

um impacto positivo no tempo gasto na construcao gréafica.

No exemplo seguinte, referente a uma tarefa realizada na aula (anexo 1.4),
ndo foi fornecido qualquer espaco quadriculado para representar a funcdo f(x) =
0,75x. A resolucdo do Raul (ver figura 4.5) deixa transparecer que o aluno néo
utilizou régua na construcéo do grafico, porque as linhas dos eixos estdo tortas e as

distancias entre os valores assinalados nos eixos ndo sdo uniformes:

Figura 4.5 — Resoluc¢do do exercicio 4 da tarefa: exercicios consolidacao.
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Ao observar os eixos coordenados do referencial apresentado na figura
anterior, ¢ possivel verificar que os valores 0,5 e 0,75 aparecem “encavalitados” no
eixo das ordenadas. O facto de o Raul ter utilizado uma folha branca e ter
prescindido da régua na construcdo e na representacdo de valores nos eixos, afetou a
qualidade do desenho. Na identificacdo dos eixos, o Raul seguiu o método
convencionado, ou seja, associou a variavel dependente ao eixo vertical e a variavel
independente ao eixo horizontal. Esta forma de identificar os eixos cartesianos foi

feita da mesma forma por todos os alunos.

Com o objetivo de complementar a andlise anterior, considerei interessante
incluir outro exemplo no qual é fornecido um espago quadriculado para a construgdo
do gréafico. Na representacdo grafica da funcdo i(x) = x + 1, pedida na ficha de
avaliagéo (anexo 4), o rigor utilizado na construgéo dos eixos e na distancia entre os

valores revela um maior cuidado na construcao grafica, como se pode ver na figura:

¥

Figura 4.6 — Resolucédo da questdo 3 da ficha de avaliacéo.

Questionado sobre a influéncia do papel quadriculado na construcdo, o Raul

identificou de imediato uma vantagem relacionada com a graduacao dos eixos:

Professor: O papel quadriculado ajudou-te na representacdo grafica?

Raul: Sim, para fazermos a escala, para fazermos os valores de y e de Xx.
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Nos dois exemplos anteriores, e apesar de estar a trabalhar num contexto
puramente matematico, o Raul limita a representacdo gréfica das funcbes ao primeiro
quadrante do referencial e ndo prolonga a reta para valores negativos da variavel
independente. Com o objetivo de tentar compreender porqué, abordei esta situagdo

na entrevista:

Professor: A variavel x pode tomar valores negativos?

Raul: Ainda ndo percebi.

Professor: Tento compreender porque nao atribuiste valores negativos a x.
Raul: Normalmente a gente utiliza sempre valores positivos.

Professor: Isso terd a ver com o facto dos valores das variaveis com que
trabalhamos nas primeiras tarefas terem sido positivos?

Raul: Talvez, mas ndo s6. Porque também da mais trabalho. A prolongar estas
linhas e a fazer os valores negativos. E as vezes baralha um bocado. Quando
fazemos o gréfico associamos [a varidvel] a valores positivos e nunca a

valores negativos. So se for pedido no enunciado.

Ao longo da unidade de ensino notei uma tendéncia por parte dos alunos para
usarem apenas valores positivos para as variaveis que iam surgindo nas tarefas
propostas. E um aspeto que tenho vindo a refletir desde o inicio do estudo e que
podera estar relacionado com varios motivos. O primeiro pode estar relacionado com
o facto de o conjunto dos nimeros naturais (inteiros positivos) ser o mais familiar
aos alunos e de mais facil utilizacdo. O segundo motivo podera ficar a dever-se ao
modo como as tarefas iniciais foram formuladas e com a utilizacdo que fiz das
variaveis. O peso e 0 preco a pagar, por exemplo, sdo variaveis que admitem apenas
valores positivos e que foram bastante utilizadas. Apesar de ter havido da minha
parte uma preocupacdo em explicar aos alunos que existem variaveis que podem
assumir valores negativos, e até dei exemplos de algumas, isso ndo parece ter
alterado a tendéncia ja referida. O terceiro motivo pode estar relacionado com o
quotidiano, porque muitas das situacdes que fazem parte do nosso dia-a-dia sugerem-

nos constantemente valores positivos, por exemplo, a idade, o tempo e o peso.
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4.1.2. Dificuldades na interpretacao gréfica

Reconhecer e interpretar funcdes representadas graficamente

No exemplo seguinte, os gréaficos representados traduzem uma
correspondéncia entre o peso de limdes em quilogramas (variavel x) e o preco a
pagar em euros (variavel y). Se repararmos com atencao, os graficos parecem iguais

mas existem diferengas relativamente a escala utilizada, como se pode ver na figura:

LOJAI LOJA Il
Y ) i |
2 3
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Figura 4.7 — Gréficos do enunciado da questdo 2 da ficha de avaliag&o.

Na alinea 2.1 desta questdo (anexo 4) é pedido aos alunos para identificarem
a loja que vende o limao mais barato. O Raul tem nocdo que a fungéo representada é
de proporcionalide direta, e utiliza uma estratégia de analise pontual na identificacdo
das coordenadas (4;2) e (5;3) a partir do grafico. Determina o quociente entre 0s
valores da variavel dependente e da variavel independente (ver figura 4.8) e obtém o
preco a pagar por um quilo de limdo em cada uma das lojas. Veja-se como o aluno

explica o seu raciocinio:
Professor: Portanto, observaste os graficos e calculaste o valor da constante?
Raul: Sim. Como era linear ndo tinha uma adi¢cdo ou uma subtracdo, por isso

bastava dividir.

Repare-se agora na forma como o Raul determina a constante de

proporcionalidade e justifica a sua resposta em cada um dos casos:
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Figura 4.8 — Resposta a questdo 2 da ficha de avaliac&o.

O aluno sabe que os graficos dados representam funcées lineares e recorre a
um raciocinio proporcional quando divide o custo a pagar pelo respetivo peso.
Revela uma compreensdo da relacdo constante entre duas grandezas (invariancia) e a
nocdo de que estas grandezas variam em conjunto (covariancia). Quando lhe
perguntei o significado do quociente que calculou, respondeu imediatamente “¢ o

preco por cada quilo de limao”.

Com o objetivo de averiguar de que forma obtém valores ndo assinalados no
gréfico, pedi ao Raul para determinar o custo a pagar por 4 quilogramas de limdes na
loja Il. O resultado alcancado foi interessante, na medida em que permitiu chamar a

atencdo para um raciocinio diferente como mostra o dialogo seguinte:

Professor: Qual é o preco de 4 quilos de limdes na loja 11?

Raul: Entdo, ia descobrir outra vez a funcéo linear. Podia fazer a regra de trés
simples, mas eu ndo costumo fazer isso...

Professor: Entdo, qual é o resultado?

Raul: Eu ndo tenho aqui calculadora, mas era 4 a dividir por 0,6.

Professor: E o que € que significa 0 0,6?

Raul: 0,6 vezes o preco vai dar o numero de quilos, que é 4. Entdo se

fizermos a operacao ao contrario, 4 a dividir por 0,6, vai dar o preco.

De acordo com este raciocinio, o Raul determina corretamente a expressao
analitica f(x) = 0,6x que a x quilos de limdes faz corresponder o prego total a

pagar. No entanto, ao substituir o valor 4 na expressao analitica, o aluno engana-se

49



porque associa esse valor a variavel dependente em vez de o associar a variavel

independente, como se pode ver na figura:

0 ,G

Figura 4.9 — Resolucgéo da questdo proposta na entrevista.

A troca da variavel independente pela variavel dependente ndo resultou de
dificuldades na interpretacdo da situacdo, mas de uma distragdo momentéanea por
parte do Raul, como mais tarde o proprio explicou na entrevista. O facto da abcissa 4
ndo estar assinalada no grafico da loja Il (ver figura 4.7), pode ter feito com que,
devido a falta de apoio visual, o aluno tenha trocado a ordem das variaveis.

Numa das tarefas propostas no inicio da unidade de ensino pedia-se aos
alunos que indicassem as coordenadas dos pontos de intersecdo dos graficos com o
eixo das ordenadas (anexo 1.2). Como estas funcfes ja tinham sido representadas
numa alinea anterior, bastava que o Raul efetuasse a leitura do grafico (ver figura

4.10) e determinasse 0s pontos de interseccdo com o eixo das ordenadas.
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Figura 4.10 — Resolucdo da alinea 1.4 da tarefa: um embrulho especial.
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O Raul apresentou a seguinte resposta:
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Figura 4.11 — Resposta a alinea 1.6 da tarefa: um embrulho especial.

Num primeiro momento o Raul ndo compreendeu imediatamente o que lhe
estava a ser pedido e, como explicou na entrevista, pensou que a pergunta se referia
as coordenadas dos pontos utilizados na construcdo dos gréficos, ou seja, 0s pontos
(1;1,5), (2;3) e (3;4,5) relativos ao gréafico de i e os pontos (1;2,5), (2;4) e (3;5,5)
relativos ao gréafico de j, como se pode ver no didlogo seguinte:

Professor: Explica 14 como é que chegaste a esses valores.

Raul: Eu estava a pensar que era aqui na reta, nos valores da linha da fungéo
[refere-se as coordenadas dos pontos pertencentes a reta].

Professor: Estavas a pensar nos pontos onde as linhas auxiliares se
intersetam?

Raul: Sim, mas agora € que vi. Se calhar é aqui, nas ordenadas.

O Raul interpretou corretamente o enunciado e com base no grafico
conseguiu identificar as coordenadas dos pontos de interse¢do das retas com o eixo
das ordenadas. Acredito que o erro na resposta inicial do aluno, tenha sido motivado
pela pouca familiaridade com a terminologia do enunciado. Este tipo de dificuldade

foi sentido pela maioria dos alunos.

Numa outra questdo (anexo 4), formulada num contexto puramente
matematico, pedia-se aos alunos para estabelecerem uma correspondéncia entre 0s
graficos de trés funcbes (uma linear e duas afins ndo lineares) e as respetivas
expressdes analiticas (ver figura 4.12). Pedia-se também uma justificacdo

relativamente a cada uma das correspondéncias que fossem estabelecidas.
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(15) 1.1 Estabelece a correspondéncia entre as representacdes graficas |, Il e lll e as expressdes analiticas das
funcbes f, g e h.

fx)=—x+2 g(x) =-3x hx)=x-1
Flx) —> I g(=) s 1] h(x) > I

Figura 4.12 — Enunciado da questéo 1 da ficha de avaliacéo.

Para justificar a correspondéncia entre o grafico da funcéo linear e a respetiva

expressdo analitica o Raul escreveu o seguinte:
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Figura 4.13 — Resposta a questao 1 da ficha de avaliacéo.

Ao escrever “no grafico dessa fungdo [g] a reta passa pelo ponto de origem”,
0 Raul mostra compreender que o grafico de uma funcdo linear é uma reta que passa
na origem do referencial. Por outro lado, o aluno sabe que a expressdo geral das
“fungdes lineares sdo do tipo j(x) = ax” e é com base neste conhecimento que
relaciona a representacdo grafica e a representacdo algébrica no caso da funcéo

linear.

Para justificar a correspondéncia entre os graficos das funcdes afins nédo

lineares e as respetivas expressoes analiticas 0 Raul escreveu o seguinte:
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Figura 4.14 — Resposta a questdo 1 da ficha de avaliacéo.

O Raul relaciona a representacao grafica e a representacdo algébrica de uma
funcdo afim n&o linear, comparando o valor da ordenada do ponto situado sobre o
eixo vertical, com o valor do pardmetro b na expressdo analitica. Segundo ele, “no
gréfico destas fungdes [afins ndo lineares] o b é a ordenada da abcissa 0”. A isto
acrescentou que “bastou ver em cada uma das [expressOes analiticas das] fungdes
qual era o valor de b e ver qual o gréfico que a abcissa 0, a ordenada correspondia a
esse valor”. Assim, no grafico da funcdo representada na imagem II, o aluno
identificou as coordenadas (0;-1) e relacionou-as com o valor de -1 na expressao
h(x) =x—1, e no grafico da funcdo representada na imagem Ill, o aluno
identificou as coordenadas (0;2) e relacionou-as com o valor de 2 na expressao
flx)=—x+2.

A influéncia da variacéo dos parametros a e b no grafico da funcéo
Ao estudar-se o declive, pode acontecer que mais cedo ou mais tarde surja o
termo inclinacdo. Assim, durante a entrevista que realizei, foi com curiosidade que

procurei compreender a no¢ao que o Raul tem deste conceito:

Professor: Quando é que para ti um objeto esté inclinado?

Raul: Assim...Uma coisa entre a vertical e a horizontal.

Professor: Entdo imagina a torre de Pisa.

Raul: Sim.

Professor: Imagina agora que ela se inclinava um pouco mais. Em gue sentido
é que se movia?

Raul: Para baixo, acho eu.

Professor: Para ti, quanto mais inclinada esta mais perto esta do chdo?
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Raul: Sim.

Professor: Isso € interessante. E em Matematica?

Raul: Est& mais perto do y.

Professor: Sim. O declive vai aumentado a medida que a reta se aproxima do
eixo das ordenadas.

Raul: Em Matematica é assim.

Para o aluno, se a torre de pisa estivesse mais inclinada estaria mais proxima
do chéo, ou seja, se no lugar do chdo imaginarmos um eixo horizontal e no lugar da
torre uma reta, quanto mais proxima a reta estiver desse eixo maior sera a sua
inclinacdo. No entanto, as afirmacdes finais do Raul mostram que ele compreende

gue em Matematica as coisas ndo funcionam da mesma forma.

Os proximos exemplos referem-se a uma tarefa realizada com papel e lapis
sobre o estudo do efeito da variagdo dos parametros a e b da expressao analitica no
gréfico da funcdo. Na tarefa que marcou o arranque desse estudo (anexo 1.3), 0s
alunos sdo confrontados com uma pergunta aberta, na qual se pede para descreverem
0 que observam de comum nos graficos representados (ver figura 4.15). Na sua

resposta, 0 Raul concluiu que as retas tém em comum o declive 2:
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Figura 4.15 — Resposta a alinea 1.2 da tarefa: o fabrico de gomas.

Com base no que escreveu, procurei na entrevista que o Raul acrescentasse

algo mais sobre o que observou nos graficos:
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Professor: S6 escreveste isto?

Raul: Ah, ndo é o0 2 que é o declive. O 2 ¢é a variavel!

Professor: N&o. Tu respondeste bem, o0 2 é o declive. O x e 0 y € que sdo
variaveis.

Raul: Ok.

Professor: Como é que concluiste que o 2 é o declive? Viste pela expressao
analitica ou pelo gréfico?

Raul: Pela expressao analitica.

Professor: O gréafico ndo te ajudou?

Raul: N&o. Eu acho que é mais facil deduzir pela expressao.

A (ltima frase no dialogo anterior revela que o Raul prescinde da observacao
gréfica e centra-se sobretudo na expressdo analitica por considerar ser mais facil
trabalhar com este tipo de representacdo. Do seu conhecimento, sabe que numa
expressao do tipo y = ax + b 0 parametro a representa o declive da reta e com base

nisto conclui que “o que ha de comum ¢ o 2, que € o declive”.

No exemplo seguinte, retirado da mesma tarefa (anexo 1.3), pedia-se aos
alunos para descreverem o efeito provocado pela variagcdo do parametro b no grafico
das fungdes. Esperava que nas suas respostas 0s alunos escrevessem, por exemplo,
que o eixo das ordenadas é intersetado nos pontos (0;1), (0;0) e (0;-2) ou que a
medida que o b varia a posicdo do grafico em relacdo ao eixo das abcissas também

varia. O Raul respondeu o seguinte:
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Figura 4.16 — Resposta a alinea 1.2 da tarefa: o fabrico de gomas.

Na entrevista procurei que o Raul explicasse melhor o seu raciocinio:

Professor: Como é que concluiste isso? Foi pelo grafico?

55



Raul: Sim. A linear era esta, certo? [refere-se a funcdo s(x) = 2x]. Este aqui
estava positivo e o valor de b era maior [refere-se a fun¢éo r(x) = 2x + 1]. E
este estava negativo e o valor de b era menor [refere-se a fungdo t(x) = 2x —
2].

Professor: E entdo?

Raul: Esta estd mais longe do eixo das ordenadas e mais perto do eixo das
abcissas [refere-se a fungdo r(x) = 2x + 1]. Esta estd mais préxima do eixo
das ordenadas e mais longe do eixo das abcissas [refere-se a funcdo t(x) =
2x — 2].

Professor: Entdo agora imagina que tinhas um b igual a 20.

Raul: la estar ainda mais proxima do eixo das ordenadas e mais longe do eixo
das abcissas.

Professor: Longe?

Raul: Em termos matematicos, mais inclinada.

Ao reconhecer que a variacdo do parametro b influencia a posicdo das retas
relativamente ao eixo das ordenadas (figura 4.16), o Raul esta a confundir o
parametro b com o declive. Esta ideia também surge no didlogo anterior, quando
perante a possibilidade de b aumentar, o aluno responde incorretamente que a reta
fica “mais inclinada”. Por outro lado, ao escrever que “a reta estd mais perto do eixo
das abcissas” quando o b é 1, e “mais longe do eixo das abcissas” quando o b € -2, 0
aluno parece compreender o efeito que a variacdo de b provoca na posicdo das retas

relativamente ao eixo das abcissas.

O exemplo seguinte refere-se a uma tarefa (anexo 1.5) realizada em
laboratdério com recurso ao GeoGebra, e que serviu como complemento da tarefa
realizada na aula com recurso a papel e lapis. Na primeira questdo pedia-se a
construcdo e a comparacdo de graficos de funcBes do tipo y = ax, atribuindo
diferentes valores positivos a a (a=0,5, a=1 e a=2). A introducdo da expressdo
analitica no GeoGebra resulta numa representacdo imediata do grafico da funcdo no
ecrd do computador, o que faz com que os alunos disponham em simultaneo da
representacdo grafica e da representacdo algébrica da funcdo. Apos introduzir as
expressdes no GeoGebra, 0 Raul obteve o seguinte resultado no computador e deu a
resposta que se apresenta a seguir (figura 4.17):
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Figura 4.17 — Resposta a questdo 1 da tarefa: fungdes no GeoGebra.

Relativamente aos graficos representados no referencial (ver figura 4.17), o
Raul conclui que “quanto maior ¢ a variavel maior ¢ o declive”, ou seja, esta a
relacionar corretamente a variacdo do parametro a com a variagdo do declive. Ao
escrever que as expressdes “sdo todas lineares do tipo y = ax e passam todas pelo
ponto O”, o aluno parece ter consolidado a ideia de que o grafico de uma funcéo
linear € uma reta que passa na origem. Se repararmos, 0 Raul comete duas
incorrecdes na terminologia utilizada. A primeira ocorre no momento em que escreve
“variavel” em vez de parametro, e a segunda quando escreve “ponto médio”, apesar
de ter tido o cuidado de acrescentar a palavra “(origem)” como se pode ver no final

da resposta anterior.

Na segunda questdo pedia-se aos alunos que atribuissem valores negativos a a
numa funcgéo do tipo y = ax. Mesmo que eles ndo utilizassem 0s termos “crescente”
ou “decrescente”, um dos objetivos desta pergunta era leva-los a compreender a
relacdo entre o sinal de a e a monotonia da fungdo. Apds introduzir as expressdes no
GeoGebra, o Raul obteve o seguinte resultado no computador e deu a resposta que se

apresenta a seguir (figura 4.18):
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Figura 4.18 — Resposta a questao 2 da tarefa: fungdes no GeoGebra.

Ao interpretarmos esta resposta, pode criar-se alguma confusdo porque o Raul
considera que “quanto maior ¢ a variavel [refere-se a0 parametro a da expressdo
analitica] menor o declive, ¢ quanto menor a variavel maior o declive” (ver figura
4.18). Importa referir que neste caso, o Raul ndo esta a considerar o valor absoluto de
a. Por exemplo, ao escrever “quanto menor a variavel maior o declive”, o aluno tenta
explicar que quanto mais negativo for o valor de a, mais o declive aumenta. Portanto,
ele compreende que o aumento do valor absoluto de a na expressdo analitica implica
um aumento do declive das retas, devido a sua aproximacao ao eixo das ordenadas.

A0 escrever que “ambas [as retas] t€ém uma ordenada ou abcissa negativa”, 0
aluno refere-se a posicdo do grafico no referencial cartesiano, e parece compreender
que os pontos situados no segundo quadrante tém ordenada positiva e abcissa
negativa, e 0s pontos situados no quarto quadrante tém ordenada negativa e abcissa
positiva. Na resposta do Raul nada consta relativamente a relacdo entre o sinal de a e
a monotonia da funcdo, mas a ideia de que a reta se situa no primeiro e terceiro
quadrantes, no caso em que o valor de a € positivo, e no segundo e quarto
quadrantes, no caso em que o valor de a é negativo, parece constituir um bom ponto
de partida para o estudo da relacdo entre o valor de a e a monotonia da funcéo.

Assim, este aspeto foi abordado mais tarde durante a entrevista:
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Professor: Lembras-te da relacéo que estabelecemos entre o sinal do parametro a e o
crescimento ou decrescimento da fungéo?
Raul: O a era negativo quando [a fungdo] era decrescente e positivo quando [a

fungdo] era crescente.

Na terceira questdo pedia-se a construcdo e comparacdo de gréaficos de
fungbes do tipo y = 2x + b, atribuindo diferentes valores a b (b=0, b=1 e b=2). Na
introducdo das expressdes analiticas no GeoGebra, o Raul ndo utiliza os valores
indicados no enunciado. Em vez disso, atribui a a um valor de 5 e a b valores de -2,5,
de 2 e de 15. Apos introduzir as expressdes no GeoGebra, 0 aluno obteve o seguinte

resultado no computador e deu a resposta que se apresenta a seguir (figura 4.19):
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Figura 4.19 — Resposta a questdo 3 da tarefa: fun¢des no GeoGebra.

Ao concluir relativamente as expressdes analiticas que “sdo expressoes afins
do tipo y = ax + b” e que “a reta ndo passa no ponto 0” (ver figura 4.19), o Raul
reconhece o tipo de expressdo analitica envolvida e relaciona-a com o facto de os
graficos ndo passarem na origem do referencial, faltando apenas acrescentar que isso
SO acontece porgue existe um parametro b diferente de zero na expressao analitica.
Relativamente a terminologia utilizada, o Raul comete novamente uma incorrecao ao

escrever o “valor de b corresponde ao ponto de origem”, no entanto, importa
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salientar que logo de seguida ele acrescenta que “o ponto b ¢ a ordenada que
corresponde a abcissa 0.

Na resposta que deu, o Raul refere que as retas sdo paralelas mas ndo faz
qualquer referéncia ao declive. Assim, ndo existem evidéncias na resposta do aluno
que permitam concluir que ele compreendeu de facto a relacdo entre o paralelismo
das retas e o declive, 0 que no entanto ficou esclarecido na entrevista quando lhe

perguntei porque € que os gréaficos das funcdes sdo retas paralelas:

Professor: Porque dizes que os graficos das funcbes sdo retas paralelas?

Raul: Porque o declive é o mesmo.

Professor: Mas tu olhaste para o grafico ou para a expressao analitica?

Raul: Para a expressdo. Mas se eu quiser tambem posso olhar para o gréafico.

Sempre que elas séo paralelas o declive € igual.

Na quarta e ultima questdo da tarefa pedia-se a construgdo e comparacao de
gréficos de fungbes do tipo y = ax + 2, atribuindo diferentes valores a a (a=0, a=1 e
a=2). Apos introduzir as expressdes no GeoGebra, o Raul obteve o seguinte resultado

no computador e deu a resposta que se apresenta a seguir (figura 4.20):
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Figura 4.20 — Resposta a questdo 4 da tarefa: funcGes no GeoGebra.
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Ao escrever as duas primeiras frases na resposta anterior (ver figura 4.20), o
Raul procura explicar que um valor de b igual nas expressdes analiticas implica que
as retas se intersectam todas no mesmo ponto, independentemente do valor do
declive. Por outro lado, frases como “a abcissa 0 corresponde sempre a ordenada que
tem o valor do ponto b” ou “as retas passam todas pelas ordenadas com o valor de
b”, mostram que na sua resposta o aluno recorre as ideias de ordenada na origem e de
interse¢do no ponto (0;b).

A funcdo constante surge pela primeira vez nesta questdo, e é por isso uma
boa altura para explorar algumas das suas caracteristicas, nomeadamente a

monotonia e o declive, por isso, aproveitei a entrevista para abordar este assunto:

Professor: No referencial esta uma fungdo constante [ver figura 4.20].
Consegues identifica-1a?

Raul: Sim. E esta aqui [aponta para o gréfico da funcdo y = 2].

Professor: Porque é que dizes que € constante?

Raul: Porque o valor da ordenada independentemente da abcissa € sempre 2.
Professor: E qual é o declive da reta?

Raul: H4, ja sei. E qualquer coisa vezes zero mais dois. E sempre vezes zero

mais dois. O declive é zero.

O aluno consegue identificar o grafico de uma funcéo constante e conclui que
ela ¢ constante “porque o valor da ordenada, independentemente do valor da abcissa
¢ sempre 2”. Questionado sobre o declive, o Raul responde “¢ qualquer coisa vezes
zero mais dois” e conclui corretamente que no caso da fungdo constante “o declive é
zero” porque o valor de a na expressao analitica também ¢ “zero”, como se pode ler

na ultima frase do didlogo anterior.

Ao longo desta tarefa, 0 Raul revelou uma evolugao positiva ha compreensdo
dos conceitos envolvidos e na forma como utilizou a representacdo gréafica para ler e
interpretar informacdo. As suas conclusdes parecem resultar de um raciocinio cada
vez mais elaborado, provavelmente potenciado pela utilizacdo do GeoGebra, 0 que
sugere gue a utilizacdo da tecnologia tera contribuido de forma positiva para o estudo

destas matérias.
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4.1.3. Mudanca de representacao

Da representacdo algébrica a representacéo grafica

O exemplo seguinte é referente a uma questdo (anexo 1.3) onde se pedia aos
alunos para representarem graficamente a funcéo t(x) = 2x — 2, que a cada minuto
x faz corresponder uma Unica temperatura y. Na representacdo gréfica desta funcéo o
Raul utiliza processos numéricos para determinar coordenadas de pontos, ou seja,
escolhe valores para a varidvel x, substitui esses valores na expressdo analitica e

determina os respetivos valores de y, como se pode ver na resolucdo que apresentou:

x =1

() saxo-agsz> -2
L) ang o0
L) ta<a 2274

teo=ax3-aert

Figura 4.21 — Resolucdo da alinea 1.1 da tarefa: O fabrico de gomas.

Depois de atribuir valores a variavel x e determinar os respetivos valores da
variavel y, o Raul obtém os pontos de coordenadas (0;-2), (1;0), (2;2) e (3;4). De
seguida, procede a marcacdo destes pontos no referencial cartesiano, traca as linhas
auxiliares e representa o grafico da funcdo, como se pode ver na resolucao anterior.

Ao determinar os valores das variaveis, 0 Raul comete uma incorre¢do na
forma como utiliza o sinal de equivalente. Quando Ihe perguntei porque é que se
tinha enganado, o aluno explicou-me que ainda ndo tinha compreendido bem como é
que se utiliza este sinal. Assim, o erro ndo resulta de dificuldades que envolvam
conceitos importantes, mas sim de dificuldades relacionadas com a utilizacdo da

notacéo.
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Da representacdo gréafica a representacdo algébrica

Numa das questBes propostas na ficha de avaliacdo (anexo 4) é pedido aos
alunos para determinarem a expressdo analitica de uma funcdo representada
graficamente (ver figura 4.22). Neste exercicio, optei propositadamente por ndo
identificar a funcdo através de uma letra, por exemplo f ou g, tendo ficado ao critério

dos alunos fazer essa identificacao.

LOJA |

Figura 4.22 — Gréfico do enunciado da alinea 2.2 da ficha de avaliagao.

Na mudanga da representacdo grafica para a representacdo algébrica, o Raul
identificou as coordenadas do ponto assinalado no referencial e determinou a
constante de proporcionalidade recorrendo a regra da invariancia do quociente entre
as variaveis dependente e independente, ou seja, determinou o0 quociente entre 2 e 4.
No final, obteve a expressdo analitica da funcdo substituindo o valor da constante

numa expressdo do tipo y = ax, como se pode ver na resposta que apresentou:

Figura 4.23 — Resolucdo da alinea 2.2 da ficha de avaliacéo.

No exemplo seguinte, relativo a uma tarefa realizada na aula (anexo 1.4), é
dado o gréafico de uma funcdo linear e é pedido aos alunos para representarem a
funcdo algebricamente (ver figura 4.24). Curiosamente, neste exemplo o Raul utiliza
uma estratégia diferente da anterior para determinar o parametro a da expressao. Em
vez de utilizar a regra da invariancia do quociente entre as variaveis dependente e

independente, o aluno realiza uma analise pontual do grafico e utiliza processos
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algébricos para determinar a expressdo analitica, como se pode ver na figura

seguinte:

7;0%

ya H:m«é%
g 1= 2e
s
—o
9 0 X Q)\:—

_An eV 997 Ax

Figura 4.24 — Resolucéo da questdo 4 da tarefa: exercicios consolidagéo.

O Raul sabe que a expressdo analitica correspondente ao grafico da funcao
representada é do tipo y = ax, e para determinar o valor do pardmetro a identifica o
ponto de coordenadas (-2;4) no referencial, substitui as variaveis x e y por -2 e 4
respetivamente na expressao analitica e resolve a equacdo em ordem a a.

Curiosamente, ao escrever a expressao analitica de uma funcdo o Raul utiliza
sempre 0s dois tipos de notacdo f(x) e y, como se pode ver na resolugdo anterior
onde ele escreve y = —2x e g(x) = —2x (ver figura 4.24). Esta forma de identificar
uma fungdo pode estar relacionada com o facto de numa das minhas aulas eu ter
exemplificado cada um dos tipos de notacéo e ter explicado aos alunos que poderiam

utilizar qualquer um deles.

Da representacdo verbal a representacéo grafica

O enunciado seguinte, retirado da tarefa “mais fun¢des” (anexo 2.2), descreve
uma situacdo formulada num contexto de semi-realidade relativa a uma experiéncia
laboratorial, realizada com o objetivo de controlar a qualidade da producdo no
fabrico de gomas. E pedido aos alunos para representarem graficamente essa situacao

e para o fazerem é-lhes fornecida a seguinte informacao:

64



Representa graficamente a funcéo z, que relaciona o tempo x em minutos e a temperatura y em graus celsius de

(1) A temperatura registada no inicio da experiéncia (minuto 0) é de 10 graus celsius.
(i) A temperatura registada no final da experiéncia (minuto 60) é de 30 graus celsius.

Figura 4.25 — Enunciado da questdo 3 da tarefa: mais funcées.

Para representar graficamente esta situacdo, eu esperava que 0s alunos
identificassem no enunciado os pontos (0;10) e (60;30) e 0s representassem no
referencial cartesiano. Curiosamente, o Raul optou pela representacdo algébrica
como passo intermédio entre a representacdo verbal e a representacdo grafica. Mais
tarde, durante a entrevista, explicou que prefere trabalhar com a expressao analitica
porque “dé para fazer mais coisas”.

Na sua resposta (ver figura 4.26), o aluno comeca por identificar as variaveis
do problema associando o tempo a variavel independente e a temperatura a variavel
dependente, obtém as coordenadas dos pontos (0;10) e (60;30) a partir do enunciado,
e como a situagcdo pode ser modelada por uma funcdo afim ndo linear comeca por

determinar o valor do pardmetro a da seguinte forma:

) 3
X o wr el

Y~ gtaw

2 T ‘C () - (‘:'/, "_’3)

Figura 4.26 — Resolucdo da questdo 3 da tarefa: mais fungdes.

Na entrevista procurei compreender melhor o raciocinio do Raul, e quando
Ihe pedi para explicar o que tinha feito ele respondeu que “o 10 era o b. O 30 fiz logo
a operacdo inversa 30-10=20. Depois dividi por 60 para achar o a. Basicamente é
como se fosse uma equacdo, mas eu ndo pensei numa equacao, pensei na operagdo
inversa”. Apesar do aluno ndo ter resolvido a equacdo y = ax + b de um modo
convencional, substituindo b, x e y por 10, 30 e 60 respetivamente e determinando o

valor de a, ele conseguiu determinar o parametro a como se pode ver na resolucao
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anterior (ver figura 4.26). Depois, 0 aluno obtém a expressdo analitica da funcéo
substituindo os pardmetros a e b numa expressdo do tipo y = ax + b da seguinte
forma:

2= f3)5¢ + 1 ofsjer{dele

bex 272,
Rot o = Ceo

Figura 4.27 — Resolucdo da questdo 3 da tarefa: mais fungdes.

No calculo de valores das variaveis, ao atribuir o valor 120 (minutos) a x (ver
figura 4.27), ignorando assim que a duracéo do teste & de 60 (minutos), o Raul ter-se-
a abstraido do contexto da situacédo e passado a raciocinar num contexto puramente
matematico. Esta distragdo teve repercussfes na representacdo grafica, porque o

aluno prolongou a reta para valores de x superiores a 60, como se pode ver na figura:

v

Figura 4.28 — Resolucdo da questdo 3 da tarefa: mais fungdes.
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Da representacdo tabular a representacgdo gréafica

No exemplo seguinte retirado da tarefa “o preco das gomas” (anexo 1.1)
pede-se a representacao gréafica de trés fungdes lineares. As coordenadas dos pontos
podem ser obtidas através de uma tabela preenchida na primeira alinea da tarefa, na
qual constam alguns objetos e as respetivas imagens (ver figura 4.29). No calculo das
imagens, o Raul utiliza uma estratégia multiplicativa ao multiplicar cada peso pelo
preco de um hectograma, obtendo dessa forma o novo prego a pagar, como se pode

ver na seguinte tabela:

.. § - ) T P T
,]‘;.V |. 1 ; 1& L{ E N 1 '! =a e | j_g 7- o f‘ |
. 3= g . [t = e
) ‘_' {4 L..l‘ 3 ‘ LT,%} G 5 " 4 16)5"' iljjl:.b‘_"" ;
. T oo 'y 2] ) o § | S I} oy et —_— e
: I cal ekl 15x5 | 1E 19 | 6«13 1,5x70L
ubg1 1,51} Tybxd | Dbuk| LI 3 T35 ¢ ih i P2 EA

Figura 4.29 — Resolucdo da alinea 1.1 da tarefa: o preco das gomas.

Para representar graficamente as funcdes, o Raul teve a iniciativa de procurar
valores de pesos e respetivos precos na tabela e proceder a marcacdo dos pontos
correspondentes no referencial cartesiano. Para representar uma reta sao suficientes
dois pontos, no entanto, o aluno identificou quatro pontos para cada funcéo,
assinalou-os no referencial cartesiano e tracou as respetivas retas, como se pode ver

na resolucéo que apresentou:

7o)

Q{

o (.7,’\,/\5- refa

w\FJ 1.6 Representa graficamente, no mesmo referencial, as funcbes f (a azm- g (a vermelho) e h (a verde).
hs) : / F ! '

4t -
("\‘) 3) Z / TS
o /

(EXD) 7 7 1

(LA . /

(4,6) N / p

/ /

Figura 4.30 — Resolucdo da alinea 1.6 da tarefa: o preco das gomas.
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Da representacdo gréafica a representacao tabular

Durante a entrevista analisei a estratégia utilizada pelos alunos na mudanga da
representacdo gréfica para a representacdo tabular, com base em informacéo obtida a
partir do grafico. No exemplo seguinte, relativo a quarta questdo da tarefa proposta
na entrevista (anexo 5), o gréafico fornecido (ver figura 4.31) traduz uma relagdo entre
a distancia percorrida por um taxi e o custo a pagar por um cliente. O preco da
viagem inclui uma taxa fixa, 0 que sugere uma situagdo modelada por uma funcéo

afim ndo linear.

Custo da viagem de taxi

C
W 4 /”/,.////
= e
“é e
3 2r
0 5 d

Distancia (km)

Figura 4.31 — Gréfico do enunciado da questéo 4 da entrevista.

O objetivo € construir uma tabela onde se possam organizar valores das
variaveis da funcdo representada graficamente. O Raul comegou por me perguntar
quais sdo os valores de x que devem constar na tabela, ao que eu lhe respondi “podes
fazer para zero, um, dois e cinco”. Em relacdo aos pontos de abcissa 0 e 5 ndo houve
duvidas porque eles surgem assinalados no grafico, mas em relacdo aos pontos de
abcissa 1 e 2 o Raul teve de encontrar uma estratégia que lhe permitisse obter as
respetivas ordenadas. Assim, comecou por determinar a expressdo analitica da
funcéo representada e utilizou-a para determinar valores de variaveis, como mostra a

figura seguinte:

Lf_’li?\ X

i O\i‘(
(=8 J = el -
5 Conzotftty  Frayzotdd
-5 R%
- ) (1) = B4r 2 FL'A) Zo, 843,
V) =0y 4xt R = e |
% = Disfdncin F'”) i n i N
Y= o ¥txts ‘ o & > PR

Figura 4.32 — Resolucdo da alinea 4.6 da entrevista.
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Depois, o Raul construiu uma tabela com duas colunas, a primeira relativa ao
custo a pagar (euros) e a segunda relativa a distancia percorrida (quilometros), e

preencheu-a com os valores das variaveis que tinha determinado:

Figura 4.33 — Resposta a alinea 4.6 da entrevista.

O Raul utiliza processos distintos para obter informacdo necessaria a
construcdo da tabela. Relativamente aos pontos assinalados no referencial, o aluno
recorre a analise pontual para obter as coordenadas (0;2) e (5;4) a partir do grafico.
Relativamente aos pontos ndo assinalados no referencial, o aluno recorre a expressao
analitica para obter as coordenadas (1;2,4) e (2;2,8). Resumindo, se 0s pontos estdo
assinalados no grafico, o Raul passa diretamente da representacdo grafica para a
representacdo tabular, sem recorrer a outro tipo de representacéo, e se 0s pontos ndo
estdo assinalados no grafico, o Raul utiliza a representacdo algébrica como passo

intermédio na mudanca da representacédo grafica para a representacdo tabular.

69



4.2. O caso do Paulo

O Paulo é um rapaz de 14 anos, simpatico e bem-disposto. Considera-se um
aluno razoavel a Matematica, apesar das notas nem sempre corresponderem as suas
expectativas. Justifica-se, afirmando que por vezes estd distraido na aula e a sua
forma de estudar nem sempre € a melhor. O Paulo gosta de Matematica, nas aulas é
empenhado e envolve-se ativamente nas tarefas, mas revela dificuldades recorrentes.
Apesar de nunca ter ficado retido, obteve este ano a Matematica nivel trés no
primeiro periodo e nivel dois no segundo periodo. Continuou sempre a demonstrar
interesse pela disciplina e esforgou-se, com sucesso, para superar as dificuldades e

melhorar o aproveitamento. Terminou o terceiro periodo com nivel trés.

4.2.1. Construcao de gréaficos cartesianos

Num dos exercicios propostos para trabalho de casa (anexo 2.1), pedia-se aos
alunos para descreverem, com base no referencial apresentado na figura seguinte, o
deslocamento desde a origem até aos pontos representados, efetuando o menor

namero possivel de deslocamentos.

Y i i
.................. | S S
1 i
i i
C 'E '
________________ LI N S
B A i ¥
3 2 CHRE 2 3
D | 'F
________________ £ A I
i
2 !
Figura 1

Figura 4.34 — Referencial do enunciado da questdo 1 da tarefa: identificar e assinalar

pares ordenados.

A descricéo feita pelo Paulo relativamente ao ponto E foi a seguinte:
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Figura 4.35 — Resposta a questdo 1.1 da tarefa: identificar e assinalar pares
ordenados.

Ao escrever na resposta “E=1 de y e 1 de x” (ver figura 4.35), o Paulo
procura explicar que a primeira deslocagdo é de uma unidade, e ocorre no sentido
positivo ao longo do eixo vertical, e a segunda deslocacéo é de uma unidade, e ocorre
no sentido positivo ao longo do eixo horizontal. O facto de o aluno escrever primeiro
a ordenada, e isto repetiu-se ao longo do estudo, mostra que ao ler coordenadas a
partir do referencial cartesiano, ele tem tendéncia a identificar primeiro a ordenada e

SO depois a abcissa.

Na sequéncia da questdo anterior pedi ao Paulo para escrever as coordenadas
dos pontos assinalados no referencial. Na sua resposta (ver figura 4.36) o aluno
voltou a escrever primeiro a ordenada e s6 depois a abcissa, como se pode ver pela
forma como escreveu as coordenadas do ponto E (ver figura 4.36). O Paulo também
cometeu uma incorrecdo na notacdo, porque ao identificar as coordenadas deste

ponto escreveu “E=ly,1x” em vez de (1;1), como se pode ver na sua resposta:

£- Ay, 1 ez -1y, &

5] o=y B =y &
Figura 4.36 — Resposta a questdo 1.2 da tarefa: identificar e assinalar pares

ordenados.

Na entrevista confrontei o aluno com esta situacao e tentei perceber porque é

que ele ndo utilizou uma notacao correta:

Professor: O que sdo as coordenadas de um ponto?

Paulo: Sdo os pontos onde se vao intercetar.

Professor: A ordenada e a abcissa. Mas Ié la a tua resposta.
Paulo: Eu ainda ndo sei distinguir bem as coordenadas.
Professor: Mas ja tinhas representado pontos no referencial?

Paulo: SO que eu ndo consigo distinguir bem as ordenadas das abcissas.
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A Ultima frase do Paulo no dialogo anterior deixa claro as suas dificuldades
na distingdo entre a abcissa e a ordenada de um ponto, quando realiza a leitura de
coordenadas a partir do referencial cartesiano.

No exemplo seguinte, retirado de uma tarefa realizada na aula (anexo 1.4),
pedia-se a representacao grafica da funcdo f(x) = 0,75x. No processo de construcdo
grafica o Paulo procede a construcdo e graduacdo dos eixos cartesianos, utiliza a
expressao analitica para determinar coordenadas de pontos, assinala esses pontos no

referencial cartesiano e representa o gréafico da fungdo, como mostra a sua resolugao:

Gois YA\

(075)

&V

2 g 4 oa

Figura 4.37 — Resolugdo do exercicio 4 da tarefa: exercicios consolidacao.

Na graduacao dos eixos, o Paulo opta por utilizar apenas valores inteiros e
mostra alguma hesitacdo no momento de assinalar a ordenada 0,75, o que revela uma
compreensdo pouco clara dos nimeros racionais e da sua representacdo na reta.
Importa referir que as incorrecdes relacionadas com a marcacdo de valores nos eixos
resultam geralmente em representagdes incorretas ou pouco rigorosas.

Relativamente ao material de medicao, o Paulo prescindiu da régua durante a
graduacéo dos eixos, o que afetou a uniformidade das distancias entre os valores nos
eixos (ver figura 4.37). Na marcacdo do valor 0,75, apesar de o situar no intervalo
entre 0,5 e 1, o aluno teve davidas quanto a sua localizacdo no eixo, como se pode

Ver Na nossa conversa.

Paulo: Néo sei como é que faco a escala com este valor de 0,75. Ndo sei
como é que marco.

Professor: Para ja faz como achares melhor. Sentes dificuldades na
representacdo de valores decimais?

Paulo: Como ndo tenho quadriculas é mais complicado.
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O Paulo limitou a representacdo do grafico da funcdo ao primeiro quadrante
do referencial e considerou apenas valores de x compreendidos entre 0 e 1 (ver figura
4.37). Quando o questionei sobre isto, explicou-me que como s6 determinou dois
pontos, pensou que esses pontos fossem suficientes para tragar uma reta que oS
unisse. Acrescentou ainda que se tivesse determinado mais pontos, teria prolongado
mais a reta, 0 que mostra que o Paulo parece representar o gréafico da fungdo em
funcdo do nimero de pontos que determina. Na entrevista abordei esta situagao:

Professor: N&o prolongaste o gréafico porqué?
Paulo: Estou habituado a fazer sempre assim.
Professor: Mas isso estara relacionado com as tarefas com que trabalhdmos?

Paulo: Habituei-me s6 a essas partes.

O facto de nas primeiras tarefas se ter trabalho sobretudo com valores de
variaveis positivos e num contexto de semi-realidade, parece ter criado nos alunos a
tendéncia para representarem o grafico da funcdo apenas no primeiro quadrante do
referencial. Acredito que esta tendéncia pode ser ultrapassada através da realizacao
de tarefas formuladas em diversos contextos, matematicos e ndo matematicos, de
forma a desenvolver nos alunos o habito de trabalharem também com valores

negativos para as variaveis.

4.2.2. Dificuldades na interpretacao grafica

Reconhecer e interpretar funcdes representadas graficamente

No exemplo seguinte, retirado da ficha de avaliacdo (anexo 4), é pedido aos
alunos para identificarem a loja que vende o limao mais barato. Os graficos parecem
iguais mas existem diferencas relativamente a escala utilizada em cada um deles. Na
sua resposta, o Paulo comeca por determinar a expressao analitica de cada uma das
funcbes e conclui incorretamente que ambas as situaces podem ser modeladas pela
mesma expressdo analitica (ver figura 4.38). O aluno constata efetivamente que 0s

graficos sdo “retas que passam na origem”, mas ndo consegue relacionar esses
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graficos com expressdes do tipo f(x) = ax. Se observarmos a resposta seguinte,

vemos que o Paulo considera uma espresséo analitica do tipo f(x) = ax + b:

LOJA T LOJA I
Y & Y &
2 "(v,.. ~ 3 =
el ) -}
4 X 5 X

(5) 2.1 Qual ¢ a loja que vende o limdo mais barato? Explica a tua resposta.

E‘ ‘ - famy - n 3 %; _QG-:L‘ Y‘\} 0 '\; LI o . { € ey

Figura 4.38 — Resposta a questéo 2 da ficha de avaliacao.

De forma a compreender alguns aspetos do raciocinio do Paulo, comecei por
questiona-lo durante a entrevista relativamente as variaveis do problema, peso e
preco a pagar. Ele foi capaz de associa-las respetivamente as letras x e y, mas
mostrou-se confuso quando Ihe perguntei qual era a variavel dependente e a variavel
independente. Foi necessario leva-lo a imaginar uma situacdo do quotidiano, para ele

conseguir distinguir as variaveis com compreensdo, como se pode ver no dialogo:

Professor: Qual é a variavel que representa o peso?

Paulo: O peso € o x.

Professor: E a variavel que representa o preco a pagar?

Paulo: Oy.

Professor: Qual é a variavel dependente e a variavel independente?
Paulo: Eo xeoy.

Professor: O x é qual?

Paulo: A independente...dependente.

Professor: E a dependente ou a independente?

Paulo: Eu ndo sei muito bem isso.

Professor: Imagina que vais a uma loja para comprar lim@es. Pesas 0s limdes

antes de pagar, ou primeiro pagas e depois é que pesas?
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Paulo: Primeiro peso.

Professor: E entdo? Neste caso tem mais l6gica que seja 0 peso a depender do
preco ou o preco a depender do peso?

Paulo: O preco a depender do peso.

Na escolha da loja que vende o limdo mais barato, o Paulo comegou por
concluir, incorretamente, que na loja Il o limdo é mais barato porque relativamente a

loja | “mete-se mais 1 euro mas ganha-se mais 1 quilo™:

Professor: O que h& de diferente nos gréficos?

Paulo: Este é o ponto (5;3) [refere-se ao grafico da loja I1] e este é o ponto
(4;2) [refere-se ao grafico da loja I]. Da loja I para a loja Il mete-se mais 1
euro mas ganha-se mais 1 quilo.

Professor: Tens certeza?

Paulo: Isto esta mal, porque cada quilo néo custa 1 euro.

Professor: Entdo ja vimos que ndo pode ser. Mais ideias?

De seguida procurei que o Paulo interpretasse a escala e encontrasse uma
forma de determinar a constante de proporcionalidade. Para determinar o preco a
pagar por 1 quilo de liméo, o aluno utilizou uma estratégia aditiva, ou seja, partindo
do pressuposto que 4 quilos custam 2 euros, foi subtraindo sempre 1 quilo ao peso e
0,5 euros ao preco a pagar. Concluiu dessa forma que 1 quilo de limédo custa 0,5

euros, como se pode ver no dialogo seguinte:

Professor: Porque € que ndo tentas calcular o preco de 1 quilo de limdo em
cada uma das lojas?

Paulo: Aqui custa 50 céntimos por quilo [refere-se a loja I].

Professor: Como é que chegaste a esse valor?

Paulo: De 4 quilos, para chegar a 1 quilo tirei 3 e aqui de 2 fui tirando 0,5 e vi
que 0,5 dava 1 quilo. Depois 1 euro ja dava 2 quilos, depois 3 quilos era 1,5
euro e 4 quilos eram 2 euros.

Professor: E entéo?

Paulo: Entéo eu pus 2 a dividir por 4 e dava 0,50.

Professor: E na outra loja?
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Paulo: 3 a dividir por 5 da 0,6.
Professor: E o valor 0,6 significa o qué?

Paulo: O preco por cada quilo na loja Il.

O resultado 0,5 (euros) obtido por uma estratégia aditiva, ajudou o Paulo a
compreender que, relativamente a loja I, o quociente entre 2 (euros) e 4 (quilos) € 0,5
(euros). Dessa forma, para determinar o preco a pagar por cada quilo de limédo na loja
Il o Paulo determinou o quociente entre 3 (euros) e 5 (quilos) e chegou ao resultado
de 0,6 (euros). Importa no entanto referir que, apesar da estratégia utilizada, o aluno

nunca associou esse quociente a constante de proporcionalidade.

Relativamente a determinacdo de valores ndo assinalados no gréfico, na
entrevista pedi ao Paulo para determinar o custo a pagar por 4 quilos de limdes na
loja Il. Na resolucdo deste problema o aluno recorreu novamente a uma estratégia
aditiva para determinar a imagem da abcissa ndo assinalada no grafico, ou seja,
subtraiu 1 quilo a 5 quilos e 60 céntimos a 3 euros, e concluiu dessa forma que 4

quilos custam 2,4 euros, como se pode ver na resolucédo apresentada:
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Figura 4.39 — Resolucdo da questdo extra proposta na entrevista.

Quando pedi ao Paulo para explicar este raciocinio, ele respondeu: “eu
pensei, 5 quilos é 3 euros. Entdo o preco por cada quilo € 60 céntimos. Tirei um
quilo, ficou 4 quilos e depois de 3 euros tirei 60 céntimos que é o preco por quilo.

Fiquei com 2,40 euros.”
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No exemplo seguinte, retirado da tarefa “um embrulho especial” (anexo 1.2)
pediam-se 0s pontos de intersecdo dos graficos de duas fungbes com o eixo das
ordenadas. Esperava-se que os alunos fizessem a leitura do grafico (ver figura 4.40) e

identificassem as coordenadas dos pontos pedidos.

Figura 4.40 — Resolucdo da alinea 1.4 da tarefa: um embrulho especial.

Este exemplo ilustra bem as dificuldades dos alunos na compreensdo de
alguma da terminologia utilizada em questdes deste tipo. Frases como “ordenada na
origem” e “coordenadas dos pontos de intersegdo com o eixo” sdo exemplos da
terminologia a que me refiro. Na resposta a pergunta “quais sdo os pontos de
intersecdo dos graficos com o eixo das ordenadas”, o Paulo escreveu o seguinte:
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Figura 4.41 — Resposta a alinea 1.6 da tarefa: um embrulho especial.

Esta resposta mostra que o aluno fez uma interpretacdo incorreta do
enunciado porque, segundo explicou mais tarde na entrevista, pensou que na
pergunta se pediam as ordenadas dos pontos que pertencem ao gréfico. E possivel
que as dificuldades de interpretacdo possam estar relacionadas com a pouca
familiaridade do Paulo com a terminologia utilizada no enunciado. Além disso, o
aluno cometeu uma incorrecdo na notacdo porque utilizou apenas uma coordenada

para representar um ponto, ao escrever, por exemplo, “I= (1,5) ” (ver figura 4.41).
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Neste exemplo, retirado da ficha de avaliagdo (anexo 4), pedia-se aos alunos
para estabeleceram uma correspondéncia entre os graficos de trés funcbes, uma
linear e duas afins ndo lineares e as respetivas expressdes analiticas. Para isso

disponibilizou-se o seguinte enunciado:

1. Observa as representacdes graficas 1, Il e lll a seguir apresentadas.

I I m

(15) 1.1 Estabelece a correspondéncia entre as representactes gréficas |, Il e lll e as expressdes analiticas das
funcdes f,g e h.

F) = —x+2 g(x) = —3x h(x) =x -1

>1) } ~ g—> L @) —>T]

Explica as fuas opgdes.

flx)

Figura 4.42 — Enunciado da questéo 1 da ficha de avaliacao.

Para justificar a correspondéncia entre o grafico da funcdo linear e a

expressao analitica o Paulo escreveu o seguinte:

A AP SRS

p——

Figura 4.43 — Justificacdo da questdo 1 da ficha de avaliacéo.

Na relacdo entre o grafico e a expressdo analitica de uma funcdo linear, o
aluno utiliza uma estratégia de analise pontual com base na expressdo analitica.
Determina a ordenada cuja abcissa é zero e obtém o ponto de coordenadas (0;0). Por
outro lado, o aluno sabe que o grafico de uma funcgéo linear € uma reta que passa na
origem e que a sua expressdo analitica é do tipo y = ax. Com base nisto, conclui
facilmente que a expressdo analitica associada ao grafico representado na imagem |

sO pode ser g(x) = —3x.
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Para justificar a correspondéncia entre os graficos das fungdes afins nédo

lineares e as respetivas expressdes analiticas o Paulo escreveu o seguinte:
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Figura 4.44 — Justificacdo da questdo 1 da ficha de avaliagdo.

Na entrevista procurei compreender melhor o raciocinio utilizado pelo Paulo
e perguntei-lhe se ndo lhe tinha ocorrido a ideia de relacionar o grafico e a expressdo
analitica da funcdo com base na relagcdo entre a posicdo das retas no referencial

cartesiano e os valores dos pardmetros a e b numa expressao do tipo y = ax + b:

Professor: N&o te ocorreu olhar para os parametros nas expressoes?

Paulo: N&o.

Professor: Por exemplo, a funcdo f é uma funcdo afim. A expressdo geral de
uma funcédo afim é de que tipo?

Paulo: E do tipo f(x) = ax + b.

Professor: E qual é 0 a? [na funcao f(x) = —x + 2].

Paulo: O aé—x.

Professor: N&o é.

Paulo: E -1.

Professor: E ndo te lembras de ouvir falar nas aulas que o b é a ordenada do
ponto onde o grafico interseta o eixo das ordenadas?

Paulo: Sim.

Professor: Entdo como é que podemos identificar o grafico de uma funcdo em
que o b na expressdo analitica é 2?

Paulo: E aqui [identifica um ponto no gréfico que ndo corresponde & ordenada
na origem 2].
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Na relacdo entre o gréafico e a expressao analitica de uma fungdo afim néo
linear, e & semelhanca do que ja tinha acontecido no caso da funcéo linear, o Paulo
utiliza uma estratégia de analise pontual com base na expressdo analitica. Atribui
valores a X, substitui-os na expressdo analitica, e com base no resultado obtido
procede a identificacdo do gréfico.

O diélogo anterior tambem mostra a dificuldade do Paulo na identificagdo dos
parametros de uma funcdo afim ndo linear. Quando lhe pedi para identificar o
parametro a, ele confundiu pardmetro com variavel e responde que “o a é -x”. O
aluno também revelou dificuldade na compreensdo da relagdo entre o valor do
parametro b da expressdo e a ordenada na origem observada a partir do gréfico.
Quando lhe pedi para identificar o grafico correspondente a uma expressdo analitica
em que 0 b é 2, ele assinalou um ponto no grafico que ndo correspondia ao ponto

(0;2), como se pode ver no final do didlogo anterior.

A influéncia da variacéo dos parametros a e b no gréafico da funcéo
Tal como no estudo de caso anterior, também neste procurei conhecer a nogéo

que o aluno tem de inclinacao:

Professor: O que esta a acontecer a torre? [refiro-me a uma imagem da torre
de pisa].

Paulo: T4 tipo a cair.

Professor: Parece inclinada?

Paulo: Esta.

Professor: Imaginando que ela se inclinava um pouco mais, em que sentido é
gue se movia?

[0 aluno simula com a mdo um movimento da torre em direcdo ao solo].

Na perspetiva do Paulo a inclinacdo da torre aumenta a medida que esta se
aproxima do solo. No entanto, quando lhe perguntei se em matematica a inclinagédo
também ¢ vista desta forma, ele admitiu que ndo e acrescentou que a tarefa no

GeoGebra o ajudou a compreender melhor o conceito matematico de inclinacéo.
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O exemplo seguinte é referente a tarefa realizada no GeoGebra (anexo 1.5).
Nas duas primeiras questfes pedia-se a construcdo e a comparacdo de graficos de
funcbes do tipo y = ax, atribuindo diferentes valores ao pardmetro a. Assim, na
primeira questdo, os alunos tinham de substituir o a por valores positivos e na
segunda questao por valores negativos. O Paulo explorou as duas questdes no mesmo
referencial, e apds introduzir as expressdes no GeoGebra obteve o seguinte resultado

no computador e deu a resposta que se apresenta a seguir (figura 4.45):

P

Cada Vet qic aumemtamos g A o mera YAy Licamdp maig
FNoxima ;{g C\OO

Figura 4.45 — Resposta a questao 1 da tarefa: fungdes no GeoGebra.

Na resposta relativa as retas com declive positivo (ver figura 4.45), o Paulo
concluiu que “cada vez que aumenta o a, a reta vai ficando mais proxima de 90
graus”. Ao fazer referéncia a medida da amplitude de um angulo, o aluno parece
estar a pensar também no semieixo positivo das ordenadas, mostrando assim
compreender o efeito que a variacdo de a provoca na inclinacdo da reta, ou seja, a

medida que o valor de a aumenta, as retas vao-se aproximado do eixo das ordenadas.

@do\f\'\do o A ¢ mg;),w'\»\,uv,g

o Deto  toamlbrem Qi o me%/o\%;uo\
@/V-“‘ng Cﬂ'q 6 Mg mgs

7 Gadrl. ) N = P
. ; ‘\/‘Q\ﬁ/u\‘\\)u Gg Netoy UEo 3e@ OAnoX wmma 'w)";,
s do &xo do X

Figura 4.46 — Resposta a questdo 2 da tarefa: fun¢des no GeoGebra.
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Na resposta relativa as retas com declive negativo (ver figura 4.46), a
concluséo do Paulo é feita com base em duas ideias distintas. Ao escrever “quando o
a € negativo, a reta também fica negativa”, 0 aluno estd a pensar na posicéo da reta
no referencial cartesiano, ou seja, se a reta passa no segundo quadrante ele considera-
a negativa, porque as abcissas sdo negativas (caso em que o0 a é negativo). Apesar
deste raciocinio, o aluno ndo retirou conclusées sobre a relacdo entre o sinal de a e a
monotonia da funcdo. Por outro lado, ao escrever “quando o a € menos negativo as
retas véo-se aproximando mais do eixo do x”, 0 Paulo mostra compreender o efeito
que a variacdo do valor de a provoca no declive da reta, ou seja, a medida que o

valor de a se aproxima de zero o declive diminui.

Na terceira questdo pedia-se a construcdo e comparacdo de graficos de
funcbes do tipo y = 2x + b, atribuindo diferentes valores a b (b=0, b=1 e b=2). Apds
introduzir as expressdes no GeoGebra, o Paulo obteve o seguinte resultado no

computador e deu a resposta que se apresenta a seguir (figura 4.47):

Reta
Jomy=2x

J biy=2x+1 /
) Cy=2x+2 / /

/
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As  ngtes sy toorlglos  tonqgie FeM O meg o a

Figura 4.47 — Resposta a questdo 3 da tarefa: fun¢des no GeoGebra.

Na elaboracdo desta resposta (ver figura 4.47), o Paulo comegou por
identificar os pontos de interseccdo das retas com o0s eixos coordenados,
determinando assim os pontos (0;1) e (0;2) (ordenadas na origem) e os pontos (-
0,5;0) e (-1;0) (abcissas na origem). Com base nestas coordenadas, ao concluir que

“a medida que b aumenta 1 [nas ordenadas] e o x diminui 0,5 [nas abcissas] ”, 0

82



aluno parece estar a descrever um modelo dindmico, em que um incremento no valor
das ordenadas implica uma diminuicdo no valor das abcissas. Este raciocinio mostra
que o aluno compreende o efeito provocado pela variacdo de b na posi¢do das retas
em relacdo ao eixo das ordenadas, mas também em relacdo ao eixo das abcissas.
Relativamente ao paralelismo das retas, o aluno concluiu corretamente que
“as retas sdo paralelas porque tém o mesmo a”, mostrando compreender a relagao

entre o valor de a e o paralelismo das retas no referencial cartesiano.

Na quarta e Ultima questdo da tarefa pedia-se a construcdo e comparacao de
graficos de fungdes do tipo y = ax + 2, atribuindo diferentes valores a a (a=0, a=1 e
a=2). ApOs introduzir as expressdes no GeoGebra, o Paulo obteve o seguinte

resultado no computador e deu a resposta que se apresenta a seguir (figura 4.48):

Reta

J fpy=2
J Ky=x+2
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Figura 4.48 — Resposta a questdo 4 da tarefa: funcdes no GeoGebra.

Durante esta resolucdo o Paulo chamou-me e pediu para eu ajuda-lo a

confirmar o seu raciocinio:

Paulo: Todos os pontos passam pelo 2 [refere-se a ordenada na origem].

Professor: E porqué?

83



Paulo: Porque tém o mesmo b. E ha uma reta que é constante [refere-se a
fungdo y = 2x].

Professor: Nesse caso, qual é o valor de b?

Paulo: E 2.

Professor: Qual é o declive da funcdo constante?

Paulo: E 0.

Professor: As retas sao paralelas?

Paulo: N&o

Professor: Entdo qual é a relagdo com o declive?

Paulo: Para serem paralelas o declive tem de ser o0 mesmo.

Professor: Como é que concluis a partir das expressfes analiticas que o0s
gréficos nédo sdo paralelos?

Paulo: Nao tém o mesmo a, ndo tém o mesmo declive.

O raciocinio do Paulo esta correto. A partir do grafico ele concluiu na sua
resposta que “as retas passam todas pelo ponto (0;2)  (ver figura 4.48), ou seja,
intersetam-se no ponto de coordenadas (0;2). Se repararmos no didlogo anterior,
percebemos que o aluno compreende que o facto das retas se intersetarem neste
ponto esta relacionado com o facto do parametro b ter o mesmo valor nas expressoes
analiticas.

Ao longo da nossa conversa o aluno também identificou a funcéo constante e
estabeleceu a relacdo entre o seu grafico e a expressdao analitica y =2,
compreendendo que neste caso o valor do parametro a é zero. Com base nesta ideia o
Paulo escreveu na resposta que “uma das retas ¢ constante porque ndo tem declive”
(ver figura 4.48).

Por fim, o aluno relacionou o paralelismo das retas com o declive, ao escrever
que “as retas ndo sdo paralelas, porque ndo tém o mesmo declive” (ver figura 4.48) e
acrescentou que “a medida que [0 valor de] a aumenta [a reta] vai ficando mais
proximo do eixo do y”, referindo-se ao efeito que a variagdo de a provoca no gréfico

da funcéo.
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4.2.3. Mudanca de representacao

Da representacdo algébrica a representacéo grafica

No exemplo seguinte, retirado da ficha de avaliacdo (anexo 4), é pedido aos
alunos para representarem graficamente a funcdo i(x) = x + 1. Na construcdo do
grafico (ver figura 4.49), o Paulo comeca por atribuir valores a x na expresséo
analitica, determina os respetivos valores de y e obtém os pontos de coordenadas
(0;1), (1;2), (2;3) e (3;4). Por fim, assinala os pontos no referencial cartesiano e

representa o grafico da fungdo, obtendo o seguinte resultado:
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Figura 4.49 — Resolucdo da questdo 3 da ficha de avaliagéo.

Na entrevista pedi ao Paulo que explicasse a estratégia utilizada na mudanca

de representacdo, e porque é que nao atribuiu valores negativos a variavel x:

Professor: Como é que fizeste para representar graficamente a funcao?

Paulo: Substitui o x por nimeros.

Professor: Houve algum critério na escolha desses valores?

Paulo: Escolhi “ao calhas”. Substitui na fungdo e encontrei os pontos.
Professo: Para tracares uma reta precisas de quantos pontos?

Paulo: Dois.

Professor: Mas determinaste quatro pontos. E porque é que ndo atribuiste
valores negativos a x?

Paulo: N&o estou habituado a fazer para valores negativos.
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Apesar do Paulo reconhecer que dois pontos sdo suficientes para representar
uma reta, determinou quatro pontos e representou-os todos no referencial cartesiano.
Quando Ihe perguntei 0 motivo de ter determinado quatro pontos em vez de dois, néo
foi capaz de explicar a razdo, e quando lhe perguntei porque € que ndo atribuiu
valores negativos a variavel x, o Paulo respondeu: “nao estou habituado a fazer para

valores negativos”, como se pode ver no final do didlogo anterior.

Da representacdo grafica a representacdo algébrica
Numa das questdes propostas na ficha de avaliacdo (anexo 4), pedia-se aos
alunos para determinarem a expressao analitica da funcéo representada no referencial

na figura seguinte:

LOJA |

Figura 4.50 — Grafico do enunciado da alinea 2.2 da ficha de avaliacéo.

Ao resolver esta questdo o Paulo identifica o ponto assinalado no grafico mas
troca a abcissa pela ordenada e escreve incorretamente o ponto de coordenadas (2;4)
(ver figura 4.51). Depois, substitui o X pela abcissa 2 numa expressao do tipo
f(x) = ax + b e conclui, incorretamente, que a expressao analitica relativa ao

grafico da funcéo representada é f(x) = x + 2, como se pode ver na sua resolucéo:

Figura 4.51 — Resolucdo da alinea 2.2 da ficha de avaliacao.
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O Paulo néo se apercebeu que a expressao analitica determinada, f(x) = x +
2, nunca poderia corresponder ao grafico da fungdo representada no referencial (ver
figura 4.50). Neste caso, a funcdo é representada por uma reta que passa na origem, e
por isso, a sua expressdo analitica tera que ser do tipo f(x) = ax e nunca do tipo

f(x) = ax + b, como foi considerado pelo aluno.

Na entrevista procurei que o Paulo corrigisse esta resposta e determinasse

uma expressao correta:

Professor: V& se consegues encontrar a expressao analitica da fungéo.
Paulo: Acho que é f(x) = 2x.

Professor: Porqué?

Paulo: Porque se eu substituir o x por zero...

Professor: Testa um ponto do grafico nessa expressdo para ver se resulta.
Paulo: E substituir o x por 4.

Professor: f (4) corresponde a que valor? Pelo grafico?

Paulo: 2. N&o da.

Professor: Qual é o tipo da expressdo analitica que queres determinar?
Paulo: f(x) = ax.

Professor: O que é que precisas de determinar nessa expressao?
Paulo: O x.

Professor: N&o é o x.

Paulo: O a.

Professor: Como é que determinas o a?

A segunda tentativa do Paulo para determinar a expressao analitica da funcao

representada no referencial (ver figura 4.50) resultou na seguinte resolucéo:

8@;\: vIC %@_— oudC
%\(ﬂ y= L
2= Y

Figura 4.52 — Resolucdo da alinea 2.2 da ficha de avaliacao.
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Durante a resolugdo da ficha de avaliacdo, o Paulo ndo foi capaz de
estabelecer a relacdo entre o grafico da funcdo e uma expressdo analitica do tipo
y = ax (ver figura 4.51). Na segunda tentativa, realizada na entrevista, o aluno
compreendeu que a expressdo analitica relativa ao gréafico da funcéo teria de ser do
tipo y = ax, mas ao determinar a constante de proporcionalidade substituiu
incorretamente a por 2, possivelmente sugestionado pelo facto do valor 2 surgir
assinalado no referencial. Depois, utilizou uma estratégia do tipo tentativa-erro com
0 objetivo de testar se a expressdo analitica determinada estava correta, no entanto,
ao testar a abcissa 4 percebeu que se tinha enganado e desistiu de testar outros
valores (ver figura 4.52).

Na seguinte questdo (anexo 5) pedia-se aos alunos para determinarem a
expressdo analitica de uma funcéo representada graficamente. O grafico traduz uma
relacdo entre a distancia percorrida por um taxi e o custo a pagar pelo cliente, e 0
preco da viagem contempla uma taxa fixa, que sugere uma situacdo modelada por

uma funcgdo afim néo linear.

Custo da viagem de taxi

Custo (€)

Distancia (km)]

Figura 4.53 — Grafico do enunciado da questédo 4 da entrevista.

Este exemplo ilustra bem as dificuldades do Paulo na mudanca da
representacdo grafica para a representacdo algébrica. Ao interpretar a situacao, o
aluno ndo compreende que a ordenada na origem € a taxa fixa e ndo relaciona o seu
valor com o pardmetro b numa expressdo do tipo y = ax + b. Assim, 0 aluno acaba
por relacionar incorretamente a ordenada na origem 2 com o parametro a, huma
expressdo do tipo y = ax, e conclui incorretamente que a expressdo analitica da

funcdo representada pelo grafico € y = 2x, como se pode ver na resolucao:
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Figura 4.54 — Resolucéo da alinea 4.6 da entrevista.

Para testar o ponto de coordenadas (0;2) de forma a verificar se a expressao
analitica determinada esta correta, o Paulo substitui a abcissa 0 na expressao e
apercebe-se que o resultado obtido ndo corresponde ao valor 2 (valor da ordenada), o
que significa que a expressdo analitica determinada esta errada. Por minha sugestéo,
0 aluno ainda chega a testar o ponto de coordenadas (5;4), mas ao substituir os
valores numa expressédo do tipo y = ax + b troca a abcissa pela ordenada e ndo

chega a qualquer concluséo.

Da representacéo verbal a representacao grafica

O enunciado seguinte (anexo 2.2) descreve uma situacdo relativa a uma
experiéncia laboratorial, realizada com o objetivo de controlar a qualidade da
producéo no fabrico de gomas. E pedido aos alunos para representarem graficamente

essa situacdo e para o fazerem é-lhes fornecida a seguinte informacao:

Representa graficamente a fungéo z, que relaciona o tempo x em minutos e a temperatura y em graus celsius de

(1) A temperatura registada no inicio da experiéncia (minuto 0) € de 10 graus celsius.
(i) A temperatura registada no final da experiéncia (minuto 60) € de 30 graus celsius.

Figura 4.55 — Enunciado da questdo 3 da tarefa: mais funcGes.

Durante a entrevista o Paulo teve dificuldades na interpretacdo do enunciado.
Quando Ihe pedi para interpretar o ponto (i) (ver figura 4.55), respondeu que “cada
minuto representa 10 graus celsius” e SO depois de alguma insisténcia é que
compreendeu o contexto da situacdo apresentada.

Na mudanca da representacdo verbal para a representacdo grafica, o aluno
comegou por construir os eixos coordenados, mas ao realizar a sua graduagdo

questionou-se se poderia “ marcar [0s valores nos eixos] de dez em dez”, acabando

89



por optar por esse valor. Depois, ao identificar os eixos, o Paulo associou
corretamente a varidvel tempo ao eixo das abcissas e a varidvel temperatura ao eixo
das ordenadas, determinou os pontos de coordenadas (0;10) e (60;30) a partir do
enunciado e com base neles construiu o gréafico da funcdo, como se pode ver na
resolucéo que apresentou:

TRADRT ITIo

}0-—

(0; 1) =
4 Sp

(5\05 30 3:__
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4 o

O

Figura 4.56 — Resolucdo da questdo 3 da tarefa: mais fungdes.

Apesar da variavel tempo estar definida para valores menores ou iguais a 60
minutos, o Paulo prolongou o grafico da funcdo para valores superiores. N&o
disponho de evidéncias que permitam explicar a op¢do do aluno, mas penso que, ou
0 aluno ndo leu o enunciado com atencdo e ndo reparou na duracdo da experiéncia,
ou apds interpretar a situacdo abstraiu-se do contexto de semi-realidade e esqueceu-

se que a experiéncia tinha uma duracéo limitada de 60 minutos.

Numa das questBes exploradas durante a entrevista (anexo 5), foi pedido aos
alunos para interpretarem e representaram graficamente uma situacdo relacionada
com o custo suportado pelo cliente na deslocacdo de um técnico a casa. Esse custo €
composto por uma taxa de deslocacdo e pelo preco da mao-de-obra, tal como se pode

observar no seguinte quadro:

Taxa fixa de deslocagdo | Pregb por hora de trabatho
15€ 10 €

Seja h a funcdo que a x horas de trabalho na deslocacéo do técnico faz corresponder um preco a pagar y por cliente.
Representa graficamente a funcio h.

Figura 4.57 — Enunciado da questéo 2 da entrevista.
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Apesar de compreender que a situacdo pode ser modelada por uma funcéo
afim ndo linear, o Paulo revela novamente dificuldades na interpretacdo do

enunciado, como mostra o dialogo:

Professor: Compreendeste o enunciado?

Paulo: A taxa de deslocacgdo é 15 euros e o preco por hora é 10 euros.
Professor: E que tipo de fungdo estd aqui em causa?

Paulo: Acho que vai ser afim. Porque daqui para aqui vai 5 [observa o quadro
dado no enunciado e subtrai a taxa de deslocacdo o preco da hora de
trabalho]. Se eu puser aqui O [refere-se ao eixo das abcissas], ali vai ter que
ser 5 [refere-se ao eixo das ordenadas], porque a diferenca € 5.

Relativamente a identificacdo das variaveis do problema e a estratégia para

determinar pontos necessarios a construcao grafica, conversamos o seguinte:

Professor: Qual € a variavel x?

Paulo: Horas de trabalho.

Professor: Onde € gque representas 0 X?

Paulo: Aqui [refere-se ao eixo horizontal].

Professor: E 0 y?

Paulo: E 0 preco a pagar.

Professor: Vamos pensar nos pontos?

Paulo: Entdo, pode ser o ponto (15;10).

Professor: O x representa 0 qué?

Paulo: E a taxa fixa de deslocac&o.

Professor: Néo.

Paulo: Horas de trabalho.

Professor: Entdo qual é o preco de 1 hora de trabalho?
Paulo: 10 Euros. Entdo se for 2 horas é o dobro, fica 20€. E a taxa de
deslocacdo também tem de ser o dobro.

Professor: O técnico cobra duas vezes a taxa de deslocacao?

Paulo: Entdo a taxa de deslocacgdo vai ser sempre a mesma.
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Depois de identificar as variaveis do problema, o Paulo utilizou a
representacdo tabular como passo intermédio na mudanca da representacdo verbal
para a representacdo gréfica. Apesar da nossa conversa (didlogo anterior), na
primeira versdo que apresentou da tabela o aluno ndo incluiu a taxa de deslocacéo.
SO depois de construir o grafico, é que voltou novamente a tabela que tinha
construido e acrescentou uma nova coluna com a taxa de deslocagdo, como se pode

ver na figura seguinte:

X< helay d¢ +habglho

Y> +7¢sp «a R%'q}r Y

Figura 4.58 — Resolucdo da questdo 2 da entrevista.

Para representar graficamente a funcdo o Paulo tragou uma reta que passa na
origem do referencial (ver figura 4.58). Quando o confrontei com esta situacao,
explicou que, como construiu primeiro a tabela sem a coluna relativa a taxa de
deslocacdo, ndo se apercebeu desse facto, e ndo considerou a taxa de deslocacdo na

construcdo do grafico.

Da representacdo tabular a representacdo grafica

No exemplo seguinte retirado da tarefa “o pre¢o das gomas” (anexo 1.1)
pedia-se aos alunos para representarem graficamente trés funcdes lineares. As
coordenadas de pontos podem ser obtidas através de uma tabela preenchida na
primeira alinea da tarefa (ver figura 4.59). Para determinar as imagens, o Paulo
utiliza uma estratégia aditiva que consiste em adicionar a cada preco calculado o
preco de um hectograma, obtendo assim 0 novo preco a pagar, como se pode ver na

tabela:
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Pesc (hg) R W T [ e P R
PregoAmoras © 4 | 3 Mg | 6 | Hs || 1ES] 49,4 |

Preco “Mistura de frutos” (€) 4 | 2 3 4 5 I = |- | 73

| Prego’Cocacoles"(®) |g, s~ |14,5& | 225 | § |3,3¢ |--|Bas” |--|9,%5

Figura 4.59 — Resposta a alinea 1.1 da tarefa: o preco das gomas.

A estratégia utilizada para determinar as imagens é explicada no dialogo
seguinte:

Professor: Como € que chegaste aos precos a pagar para os diferentes pesos?
Paulo: Era sempre mais 1,5.

Professor: Entéo foste adicionando sempre 1,5?

Paulo: Cada hectograma era 1,5. Entdo se nos puséssemos mais 1
hectograma, tinhamos que por mais 1,5. Mas da para fazer de outra maneira.

Punha sempre o0 numero do peso vezes 1,5.

Apesar de utilizar uma estratégia aditiva, o Paulo explicou que também
consegue fazer de outra forma (através de uma estratégia multiplicativa). Este
conhecimento € importante, porque permite determinar o preco a pagar para valores
grandes da variavel peso, por exemplo, para 100 hectogramas ou para 1000
hectogramas. Depois, ao construir o grafico o Paulo relaciona os valores da tabela

com coordenadas de pontos, tal como é explicado no dialogo:

Professor: Como é construiste os graficos?
Paulo: la tirando os pontos da tabela. Depois marquei todos [no referencial].
Professor: E ndo te lembraste de utilizar a expressao analitica?

Paulo: Pela tabela é mais facil

No caso das “amoras” o Paulo identificou na tabela os precos de 1 e de 2
hectogramas, relacionou-0s com coordenadas de pontos, assinalou essas coordenadas
no referencial cartesiano e representou o grafico da funcdo. Depois repetiu 0 mesmo
procedimento para os outros dois tipos de goma (“mistura de frutos” e “coca-colas”),

e obteve a seguinte resolucéo:
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Figura 4.60 — Resolucdo da alinea 1.6 da tarefa: o preco das gomas.

Da representacéo gréafica a representacéo tabular

No exemplo seguinte, referente a uma das questdes propostas na entrevista
(anexo 5), pedia-se aos alunos para construirem uma tabela onde organizassem 0s
valores das variaveis relativas a situacdo representada pelo grafico dado (ver figura
4.61). A funcdo apresentada traduz uma relagé@o entre a distancia percorrida por um
taxi e o custo a pagar por um cliente. O preco da viagem inclui uma taxa fixa, que

sugere a partida uma situacdo modelada por uma funcéo afim néo linear.

Custo da viagem de taxi
o1

Custo (€)

Distancia (km)]

Figura 4.61 — Gréafico do enunciado da questdo 4 da entrevista.

O Paulo ndo utiliza a representacdo algébrica como passo intermédio na
mudanca da representacdo grafica para a representacdo tabular, porque ndo consegue
determinar a expressdo analitica de uma funcgéo, o que Ihe permitiria facilmente obter

coordenadas de pontos ndo assinalados no gréfico. Assim, o aluno comega por
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construir uma tabela onde inclui apenas os pontos assinalados no referencial dado, ou
seja, os pontos de coordenadas (0;2) e (5;4) (ver figura 4.61). Para completar a tabela
com pelo menos um ponto ndo assinalado, pedi ao aluno para determinar o custo a

pagar por uma viagem de 10 quilémetros, como se pode ver no dialogo:

Professor: Consegues calcular o preco a pagar por 10 quilometros?

Paulo: E 8. N&o, € 6.

Professor: Nao pode ser 8 porqué?

Paulo: Porque ja estou a contar com a taxa fixa. Entéo, se fosse sem taxa fixa

era 2, 2 vezes 2 da 4. A taxa fixa mais 4 da 6.

Depois da nossa conversa o Paulo construiu a seguinte tabela:

\ e - 1

A b= . |

Stomghwel| O | &2 il :5/ {

! S Smm tnee- 8 SRS,

| & | U /

‘ Custo € | 2/ | Y C_ “
e A ~L

Figura 4.62 — Resposta a alinea 4.6 da entrevista.

Para obter valores desconhecidos das variaveis, o Paulo comecou por utilizar
uma regra de trés simples para determinar o custo a pagar por 10 quilometros.
Considerou que se 0 preco a pagar por 5 quilometros € 4 euros, entdo o preco a pagar
por 10 quilémetros é 8 euros, no entanto, percebeu que assim estava a duplicar a taxa
cobrada ao cliente. Ao reformular a resposta, o Paulo considerou que sem taxa fixa, 5
quilémetros custam 2 euros e 10 quilometros custam 4 euros. SO depois adicionou a
taxa fixa, e concluiu corretamente que o preco a pagar por uma viagem de 10

quilémetros é 6 euros, como se pode ver na Ultima coluna da tabela (ver figura 4.62).
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4.3. O caso da Mariana

A Mariana é uma rapariga de 13 anos, e a Matematica é uma das disciplinas
em que sente mais dificuldades, a par das Ciéncias Naturais e Fisico-quimica.
Distrai-se com facilidade e revela alguma inseguranga nas intervencdes que faz
durante as aulas. Apesar de nunca ter ficado retida, obteve este ano a Matematica
nivel dois no primeiro periodo e nivel trés no segundo periodo, fruto de algum
empenho da sua parte. No terceiro periodo a Mariana ndo conseguiu manter os
indices de concentracdo e empenho verificados no periodo anterior, e por isso 0 seu

aproveitamento voltou a baixar. Terminou o terceiro periodo com nivel dois.

4.3.1. Construcao de gréaficos cartesianos

Neste primeiro exemplo, retirado de um trabalho de casa (anexo 2.1), é
pedido aos alunos para descreverem, com base no referencial apresentado na figura,
0 deslocamento desde a origem até aos pontos representados, efetuando o menor

namero possivel de deslocamentos.

¥
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i
Figura 1

Figura 4.63 — Referencial do enunciado da questdo 1 da tarefa: identificar e assinalar

pares ordenados.

A resposta apresentada pela aluna relativamente ao ponto F foi a seguinte:
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Figura 4.64 — Resposta a questdo 1.1 da tarefa: identificar e assinalar pares
ordenados.

Na sua resposta, a Mariana descreve um movimento ao longo do eixo das
abcissas, desde a origem até ao ponto de abcissa 2. Ao fazé-lo, utiliza uma notacéo
incorreta, porque designa o valor 2 como sendo um ponto em vez de o designar como
sendo uma abcissa. Por fim, ao descrever o deslocamento desde a origem até ao

ponto F, a aluna ndo indica o nimero de unidades percorridas (ver figura 4.64).

Na sequéncia da questdo anterior, pedi a Mariana para escrever as
coordenadas dos pontos assinalados no referencial cartesiano (ver figura 4.63).

Relativamente as coordenadas do ponto F a aluna escreveu o seguinte:

Gamic - (2 -4Y
Figura 4.65 — Resposta a questao 1.2 da tarefa: identificar e assinalar pares

ordenados.

Observando a resposta anterior (ver figura 4.65), verificamos que a Mariana
trocou a abcissa pela ordenada e comecgou por escrever o ponto (-1;2). Perante esta
incorrecdo, sugeri a aluna que seguisse a ordem das letras do abecedario, ou seja, que
na leitura e na escrita de pontos considerasse primeiro o valor de x e sO depois 0

valor de y, como se pode ver no dialogo seguinte:

Professor: Entdo quais sdo as coordenadas do ponto F?

Mariana: Entdo, € 0 -1 e 0 2 [escreve 0 ponto (-1;2)].

Ou primeiro é 0 2 e depois € que é 0 -1?

Professor: Pensa & melhor.

Mariana: Professor, ndo sei!

Professor: Entdo, podes seguir a ordem das letras do abecedario. Qual é a
letra que aparece primeiro?

Mariana: O x [corrige e escreve 0 ponto (2;-1)].
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A figura seguinte mostra a resolugdo apresentada pela Mariana da alinea 1.6
da tarefa “o preco das gomas” (anexo 1.1), onde se pedia a representacdo grafica de

trés funcdes lineares:

Figura 4.66 — Resolucdo da alinea 1.6 da tarefa: o preco das gomas.

Para representar graficamente as funcbes, a Mariana determinou para cada
uma delas dois pontos, a partir de uma tabela preenchida na primeira alinea da tarefa,
no entanto, ao assinalar as coordenadas dos pontos no referencial cartesiano,
assinalou as abcissas no eixo das ordenadas e as ordenadas no eixo das abcissas (ver
figura 4.66). Trata-se de um erro frequentemente cometido pela aluna, e que pode

estar relacionado com falta de experiencia na resolucéo deste tipo de questdes.

No exemplo seguinte, retirado de uma tarefa realizada durante a aula (anexo
1.4), pedia-se a representacdo grafica da funcdo f(x) = 0,75x. Na construcdo do
grafico a Mariana utiliza meticulosamente a régua para representar valores nos eixos
cartesianos. Como neste caso a constante de proporcionalidade € 0,75, a substitui¢do
de determinados valores de x na expressdo analitica pode resultar em valores de y
mais dificeis de representar por serem nimeros decimais. Assim, sugeri a Mariana
que determinasse primeiro as coordenadas, e depois escolhesse a unidade com base
nos valores encontrados.

Depois de determinar os pontos de coordenadas (2;1,5) e (3;2,25), e perante a
necessidade de escolher a unidade de escala, a Mariana optou por trabalhar com o

milimetro porque, como referiu, “¢ mais facil porque os tracinhos j& estdo marcados
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na régua”. Ao marcar valores nos eixos, a Mariana utilizou primeiro o centimetro e

depois subdividiu-o em milimetros, como se pode ver na resolucéo:

A
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Figura 4.67 — Resolugdo do exercicio 4 da tarefa: exercicios consolidacao.

Ao representar as coordenadas dos pontos no referencial, a Mariana assinalou
corretamente as abcissas, mas hesitou no momento de assinalar as ordenadas cujos

valores eram decimais. Esta dificuldade surge expressa no dialogo seguinte:

Mariana: Como € que eu vou marcar aqui 1,5?

Professor: Estas a trabalhar com o milimetro néo é?
Mariana: 1,5...Nao da professor!

Professor: Porqué?

Mariana: E aqui no meio, entre 1 e 2

Professor: Um ponto ja esta, agora vamos assinalar o outro.

Mariana: E agora como € que vou marcar o 2,25? N&o fica bem!

Se observarmos a figura anterior (ver figura 4.67), verificamos que as
coordenadas dos pontos ndo foram assinaladas de forma rigorosa, porque a unidade
escolhida pela Mariana fez com que a distancia entre os valores nos eixos fosse
reduzida e dificultasse por isso a representacdo de determinados valores. Para aléem
deste problema, também surgiram dificuldades na marcacdo de valores nos eixos,
relacionadas com uma compreensdo pouco clara, por parte da aluna, dos nimeros

racionais e da sua posicdo na reta.
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Apesar de estar a trabalhar num contexto puramente matematico, a aluna
limita a representacdo do grafico ao primeiro quadrante do referencial. Quando lhe
perguntei porque € que tinha considerado apenas valores positivos para a variavel
independente, a Mariana respondeu que “nds utilizamos mais esses [valores
positivos] do que os negativos”. No fundo, esta resposta vem reforcar a ideia que ja
tinha surgido durante a andlise dos dois casos anteriores, relacionada com a
frequéncia com que os professores utilizam valores positivos para as varidveis,

durante o trabalho que realizam com os alunos.

Numa das questbes propostas na entrevista (anexo 5), pedia-se a
representacdo grafica da funcdo f(x) = g— 3. A Mariana representou graficamente

a funcao da seguinte forma:

Figura 4.68 — Resolucao da questdo 5 da entrevista.

As dificuldades na determinacdo de coordenadas atraves da expressdo

analitica levaram a aluna a recorrer a maquina de calcular para determinar, por
1
exemplo, o resultado de 3~ 3. Ao escrever 0 ponto de coordenadas (1;-2,5), a

Mariana enganou-se porgue trocou a abcissa pela ordenada, no entanto, conseguiu
detetar o erro e corrigi-lo atempadamente (ver figura 4.68). E curioso que, ao
assinalar o ponto de coordenadas (1;-2,5), a Mariana assinala a abcissa 1 e a
ordenada -2,5 e une as duas coordenadas por meio de uma reta. Depois segue 0
mesmo procedimento para assinalar o ponto de coordenadas (2;-2). Se repararmos na
resolucdo apresentada (ver figura 4.68), verificamos que existem duas retas
representadas no referencial. Mais tarde, durante a entrevista, a aluna afirmou que

ndo se “estava a lembrar como ¢ que se fazia”.
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4.3.2. Dificuldades na interpretacao gréfica

Reconhecer e interpretar funcdes representadas graficamente

No exemplo seguinte, retirado na ficha de avaliacdo (anexo 4), € pedido aos
alunos para identificarem a loja que vende o limdo mais barato. Na resposta que
apresentou, a Mariana concluiu corretamente que a loja | vende o limdo mais barato,
mas ao explicar a sua escolha limitou-se a descrever o que observou nos gréaficos e

ndo apresentou uma justificacdo valida, como se pode ver na sua resposta:

2. Observa as representacdes graficas seguintes, cujas fungdes fazem corresponder a cada peso x {em quilos) de
limdo, um determinado custo y (erm euros).

LA LOJA I

YT Y &
1

1

!

1

|

5 ]

!
o
i! 4 X

(5) 2.1 Qual é aloja que vende o lim&o mais barato? Explica a tua resposta.

A 1O\ 1 I AN g > A g = el A - 2 e
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Figura 4.69 — Resposta a questao 2 da ficha de avaliacao.

A Mariana podia ter justificado a sua resposta (a loja | vende o limdo mais
barato) se tivesse determinado, por exemplo, o valor da constante de
proporcionalidade relativamente a cada uma das lojas, ou de outra forma, se tivesse
utilizado uma regra de trés simples. No entanto, nenhuma destas estratégias foi

considerada pela aluna.

Relativamente ao célculo de valores ndo assinalados no gréfico, durante a
entrevista pedi a Mariana para calcular o custo a pagar por 4 quilos de lim@es na loja
Il (ver figura 4.69). Quando coloquei a questdo, a Mariana olhou para a imagem Il e
sem efetuar calculos respondeu imediatamente que 4 quilos de limdes “seriam 2
euros, porque se 5 quilos sdo 3 euros, 4 quilos sdo 2 euros”. Na sequencia desta

resposta, pedi a Mariana para justificar o seu raciocinio por escrito:
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Figura 4.70 — Resposta a questdo extra proposta na entrevista.

Seguindo o seu raciocinio, a Mariana considera que um quilo a menos no
peso resulta em menos um euro no preco a pagar. Esta estratégia até poderia resultar,
se a constante de proporcionalidade fosse 1, ou seja, Se 0 preco a pagar por um quilo
de limdo fosse 1 euro. Intuitivamente, a aluna parece reconhecer uma situacéo de
proporcionalidade direta, mas ndo atribui significado a constante de
proporcionalidade e ndo consegue determina-la. Por fim, expliquei a Mariana que
pelos seus célculos, se a cada quilo a menos retirassemos um euro, isso implicaria
que a determinada altura 2 quilos de limdes custassem O euros, 0 que no contexto da

situacdo ndo faz qualquer sentido.

No exemplo retirado da ficha de avaliacdo (anexo 4) pedia-se aos alunos para
estabeleceram uma correspondéncia entre os graficos de trés funcBes, uma linear e
duas afins ndo lineares, e as respetivas expressdes analiticas. O enunciado

disponibilizado aos alunos foi o seguinte:

1. Observa as representacdes graficas |, Il e lll a seguir apresentadas.

I n I

(15) 1.1 Estabelece a comrespondéncia entre as representacdes graficas |, Il e lll e as expressdes analiticas das
fungdes f, g e h.

fx)=-x+2 g(x) =-3x h(x) =x—1

F) —>T1 90— L r—> [

Explica as tuas opcoes.

Figura 4.71 — Enunciado da questdo 1 da ficha de avaliacéo.
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No caso das fungdes afins néo lineares, para justificar a correspondéncia entre
a expressdo analitica f(x) = —x + 2 e o gréfico da imagem I11, a Mariana escreveu
“a linha afim passa pelo ponto 27, e para justificar a correspondéncia entre a
expressdo analitica h(x) = x — 1 e o grafico da imagem II, a Mariana escreveu “a

linha afim passa pelos pontos 1 e -1”, como mostra a sua resposta:

Figura 4.72 — Justificacdo da questdo 1 da ficha de avaliagao.

No caso da funcdo linear, para justificar a correspondéncia entre a expressao

analitica g(x) = —3x e o gréafico da imagem I, a Mariana escreveu o seguinte:

1 =T 2 C
1 - o -

Figura 4.73 — Justificacdo da questdo 1 da ficha de avaliacéo.

Na entrevista pedi a Mariana para explicar como é que estabeleceu a relacao

entre as expressoes analiticas e os graficos das funcdes:

Professor: Explica-me como é que relacionaste a expressdo f(x) = —x + 2 e
o grafico da imagem III.

Mariana: Olhei para a expressdo analitica e vi que [no grafico] na imagem Il
havia dois pontos por onde a linha passava [refere-se aos pontos (2;0) e (0;2)
assinalados no referencial]. Depois na [funcdo] g ndo estava a ver qual era o
gréfico e passei para a [funcéo] h.

Professor: E relativamente a funcéo h?

Mariana: Quando vi o ponto -1 [no grafico da imagem II] reparei que era
negativo, entdo escolhi [a expressdo analitica da funcéo hl].

Professor: O -1 ndo € um ponto. Um ponto tem sempre duas coordenadas.
Mariana: Entdo professor foi mesmo assim. Olhei para o [grafico na imagem

I1] e vi que passa pelo ponto 1 e pelo ponto -1.
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Professor: Pela coordenada 1 e pela coordenada -1. E relativamente a funcéo
linear g, como é que relacionaste a expresséo analitica e o grafico?

Mariana: Foi facil porque foi a Gnico que sobrou.

Pelas justificagdes escritas (ver figuras 4.72 e 4.73) e pelo didlogo anterior,
percebe-se que a Mariana estabelece a relacdo entre a expressdo analitica e o
respetivo grafico de forma intuitiva mas pouco rigorosa. A estratégia passa por
identificar coordenadas assinaladas no gréafico, comparar essas coordenadas com
parametros da expressdo analitica e verificar se os valores das coordenadas e dos
parametros coincidem. No caso da expressao analitica da funcdo f, cujo b é 2, a
Mariana escolhe o grafico da imagem Il porque € a Unica reta que passa no ponto de
ordenada 2. No caso da expressdo analitica da funcdo h, cujo b é -1, a Mariana
escolhe o grafico da imagem Il utilizando a mesma estratégia. No caso da expressdo
analitica da funcdo g, a unica funcdo que é linear, a Mariana escolhe o grafico da
imagem | por exclusdo de partes, como se pode ler no final do dialogo anterior.

A aluna parece ter nogédo que a relacdo entre o grafico de uma funcéo e a sua
expressdo analitica pode ser feita com base em pontos situados sobre o0s eixos do
referencial e parametros da expressdo analitica, mas ndo compreende muito bem
como é que essa relagédo se estabelece. Neste caso, a estratégia utilizada pela aluna
resultou porque as expressdes analiticas tém parametros b diferentes, mas quando
aplicada a casos em que as expressfes tém o mesmo parametro b, esta estratégia

pode revelar-se inadequada e pouco rigorosa.

A influéncia da variacéo dos parametros a e b no gréafico da funcéo

Este exemplo refere-se a tarefa realizada em laboratério no GeoGebra (anexo
1.5). Na primeira questdo pedia-se a construcdo e a comparacao de graficos de
funcbes do tipo y = ax, atribuindo diferentes valores positivos a a (a=0,5, a=1 e
a=2). Apos introduzir as expressdes no GeoGebra, a Mariana obteve o0 seguinte

resultado no computador e deu a resposta que se apresenta a sequir (figura 4.74):
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Figura 4.74 — Resposta a questdo 1 da tarefa: funcGes no GeoGebra.

Na resposta relativa as retas com declive positivo (ver figura 4.74), a Mariana
concluiu que “quanto maior ¢ o valor de a, o declive fica mais perto do eixo de y”.
Apesar da falta de rigor na terminologia, a ideia que a aluna quer transmitir ao
escrever isto é que as retas se aproximam do eixo das ordenadas a medida que o
valor de a aumenta. Este raciocinio mostra que a Mariana compreende o efeito que a
variacdo de a nas expressdes analiticas provoca na posicdo das retas no referencial.

Na entrevista procurei que a Mariana completasse esta resposta:

Professor: O que é que podes concluir mais sobre os graficos?
Mariana: N&o sei.

Professor: O que é que ha de comum entre eles?

Mariana: E que s3o todas lineares.

Professor: Porqué?

Mariana: Porque passam no ponto de origem.

A partir do gréfico, a Mariana € capaz de relacionar retas que passam no
“ponto de origem” com funcdes lineares, mas nos casos em que a representacao
gréafica ndo esta disponivel, a aluna nem sempre consegue identificar o tipo de funcédo
envolvida com base apenas da representacdo algébrica. Isto reforca a ideia de que a
Mariana lida melhor com a representacao grafica de uma funcéo, do que com a sua

representacdo algébrica.
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Na segunda questdo pedia-se aos alunos que atribuissem valores negativos a a
na funcéo do tipo y = ax. Apoés introduzir as expressdes no GeoGebra, a Mariana
obteve 0 seguinte resultado no computador e deu a resposta que se apresenta a seguir
(figura 4.75):

= Reta
J ay=x
J biy=-2x 159
J cy=-5x
2 d:y=-10x
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Figura 4.75 — Resposta a questao 2 da tarefa: fungdes no GeoGebra.

Na resposta sobre as retas com declive negativo (ver figura 4.75), ao escrever
“quanto maior é o nimero” a Mariana estd a pensar no valor absoluto de a. Ela tem
nocéao do efeito que a variacdo do valor de a provoca na posi¢édo da reta, no caso em
que o sinal de a ¢é negativo. Ao escrever “as linhas do declive aproximam-se mais do
eixo do y”, a Mariana tenta explicar que a medida que o declive aumenta, as retas
aproximam-se cada vez mais do eixo das ordenadas, apesar de utilizar

incorretamente a expressao “linhas do declive” em vez de retas.

Na terceira questdo pedia-se a construcdo e comparacdo de graficos de
fungdes do tipo y = 2x + b, atribuindo diferentes valores a b (b=0, b=1 e b=2). A
Mariana teve a iniciativa de testar mais valores para além dos que eram pedidos no
enunciado, e depois de introduzir as expressdes no GeoGebra obteve o seguinte

resultado no computador e deu a resposta que se apresenta a seguir (figura 4.76):
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Figura 4.76 — Resposta a questéo 3 da tarefa: fungdes no GeoGebra.

A medida que foi considerando valores de b cada vez maiores, a Mariana
compreendeu que a ordenada na origem se foi afastando cada vez mais da origem do
referencial cartesiano, como se pode ver na sua resposta (ver figura 4.76). Apesar de
ir conseguindo transmitir as suas ideias por escrito, a aluna continua a utilizar uma
terminologia pouco correta, de que é exemplo a frase “os nimeros mais elevados”.
Importa destacar que ao referir-se aos “ndmeros mais elevados”, a Mariana esta a
pensar nos valores da ordenada na origem.

Na entrevista procurei que a Mariana completasse a resposta anterior, o que

me levou a abordar a questdo do paralelismo das retas:

Professor: Relativamente a posicdo das retas, o que ha de comum entre elas?
Mariana: Sao todas iguais.

Professor: lguais?

Mariana: Paralelas. Porque ndo se tocam, ndo se cruzam.

Professor: Pela expressao analitica, és capaz de descobrir porqué?

Mariana: Entdo...

Professor: O que ha de comum nas expressdes analiticas das funces?
Mariana: O 2x.
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Professor: Que nome damos ao 2, que é 0 a?

Mariana: Entéo, o professor ja disse, € 0 a.

Professor: E o declive. E como os declives sio iguais, as retas...?
[a aluna ndo responde]

Nesta altura a representacdo gréfica parece ser a Unica representacao através
da qual a Mariana consegue retirar conclusbes sobre o efeito da variagdo dos
parametros a e b no grafico da funcdo. Apds alguma insisténcia, a aluna concluiu a
partir do gréafico que as retas sdo paralelas, mas ndo relacionou o paralelismo com o

facto do parametro a ser igual nas expressdes analiticas.

Na quarta e Ultima questdo da tarefa pedia-se a construcdo e comparacao de
gréficos de fungbes do tipo y = ax + 2, atribuindo diferentes valores a a (a=0, a=1 e
a=2). Apos introduzir as expressdes no GeoGebra, a Mariana obteve o seguinte

resultado no computador e deu a resposta que se apresenta a seguir (figura 4.77):

ey

= Reta

ay=2
biy=x+2
cy=3x+2 10
diy=5x+2
ey=7x+2
fy=10x+2
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Figura 4.77 — Resposta a questdo 4 da tarefa: funcdes no GeoGebra.

Com base na observacdo do grafico, a Mariana comegou por concluir que
“nenhuma [das retas] passa no ponto de origem (ver figura 4.77). Quando lhe pedi

para justificar esta frase recorrendo & expressdo analitica, respondeu apenas que “os
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declives ndo sdo iguais” e ndo percebeu que a reta ndo passa na origem porque existe
um parametro b diferente de zero na expressao analitica.

A segunda ideia refletida na conclus&o da aluna esta relacionada com o ponto
de interse¢do das retas. Apesar de ter escrito incorretamente “ponto 2” em vez de
ordenada 2, a Mariana identificou corretamente o ponto de coordenadas (0;2) como
sendo 0 ponto em que as retas se intersetam. Quando lhe perguntei 0 que é que na
expressao analitica explica o facto de as retas se intersetarem nesse ponto, a aluna
respondeu “porque se repete o 2”. No entanto, quando Ihe perguntei a que parametro
corresponde esse valor 2 numa expressdo do tipo y = ax + b, a aluna respondeu,
incorretamente, “acho que ¢ 0 a”.

Na resposta anterior (ver figura 4.77) a Mariana ndo retira conclusdes sobre o
gréfico da fungdo constante, por isso, procurei na entrevista que ela acrescentasse
algo sobre isso. Quando Ihe coloquei a questdo, a aluna ja tinha identificado o gréafico
da funcdo constante mas hesitou no momento de indicar o declive, como se pode ver

no diélogo:

Professor: Que nome se da a esta funcéo [refiro-me a fungdo constante]?
Mariana: N&o me lembro.

Professor: Chama-se fungédo constante. E qual € o seu declive?

Mariana: E sempre 0 mesmo.

Professor: Mas quando se trata de uma reta horizontal, qual € o declive?
Mariana: N&o tem declive.

Professor; E mais correto dizer o declive é nulo.

A realizacdo da tarefa no GeoGebra revelou algumas das fragilidades da
Mariana, por exemplo, no trabalho com a expressdo analitica de uma funcdo. Nesta
fase, o trabalho com a representacdo grafica parece ser fundamental para se
ultrapassarem algumas dificuldades, e deve servir como “ponte” para o estudo de
outras representacGes, como a representacao algébrica, contribuindo assim para uma

melhor compreensdo do conceito de fungéo por parte da aluna.
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4.3.3. Mudanca de representacao

Da representacdo algébrica a representacéo grafica
No exemplo retirado da ficha de avaliacdo (anexo 4), é pedido aos alunos
para representarem graficamente a funcdo i(x) = x + 1. A Mariana apresentou a

seguinte resolugéo:

Figura 4.78 — Resolucdo da questdo 3 da ficha de avaliagéo.

Durante a entrevista pedi a Mariana para explicar como é que construiu o

gréfico da funcao

Professor: Como é que fizeste para representar graficamente a fungcdo?
Mariana: Entéo, escolhi o 1 e substitui na expressao.

Professor: E depois?

Mariana: Entdo, marquei o ponto.

Professor: N&o assinalaste um ponto mas sim dois. Além disso trocaste a

abcissa pela ordenada.

Na construcdo do grafico, a Mariana comecou por atribuir um unico valor a x
na expressdo analitica, determinou o respetivo valor de y e obteve dessa forma um
Gnico ponto de coordenadas (1;2). Depois, ao assinalar este ponto no referencial, a
aluna assinalou incorretamente a abcissa 1 no eixo das ordenadas e a ordenada 2 no
eixo das abcissas, ficando assim com dois pontos assinalados em vez de um (ver
figura 4.78).
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Da representacdo gréafica a representacao algébrica
Numa das questdes propostas na ficha de avaliacdo (anexo 4) pedia-se aos

alunos para determinarem a express@o analitica da funcéo representada na figura:

LOJA |

Figura 4.79 — Gréfico do enunciado da alinea 2.2 da ficha de avaliacéo.

Para determinar a expressao analitica desta funcdo, a Mariana comegou por
relacionar o seu grafico com uma expressdo do tipo y = ax, mas acrescentou
posteriormente a sua resposta a expressao y = 2 + ax, como se pode ver na

resolucao:

Figura 4.80 — Resolucdo da alinea 2.2 da ficha de avaliagéo.

Durante a entrevista, a Mariana confirmou as suas dificuldades na obtencao
da expressdo analitica e explicou que numa primeira tentativa para resolver a questao
pensou na expressdo geral de uma funcao linear. Depois, como ndo tinha a certeza se
estava a fazer bem, decidiu acrescentar um parametro b a expressdo que tinha
considerado inicialmente, ficando dessa forma com a expressdo y = 2 + ax. As
dificuldades da Mariana na passagem da representacao grafica para a representacdo
algébrica parecem dever-se, em primeiro lugar, ao facto de ela ndo conseguir
associar uma expressdo analitica adequada a situacdo apresentada, e em segundo

lugar, ao facto de ela ndo conseguir determinar os parametros da expressdo analitica.
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Da representacdo verbal a representacao gréafica

No exemplo seguinte, retirado da tarefa “mais fun¢des” (anexo 2.2), ¢ pedido
aos alunos para representarem graficamente uma experiéncia laboratorial realizada
com o objetivo de controlar a qualidade da producéo no fabrico de gomas. Para isso
foi-lhes fornecida a seguinte informagéo:

Representa graficamente a fungéo z, que relaciona o tempo X em minutos e a temperatura y em graus celsius de

(i) A temperatura registada no inicio da experiéncia (minuto 0) é de 10 graus celsius.
(i) A temperatura registada no final da experiéncia (minuto 60) é de 30 graus celsius.

Figura 4.81 — Enunciado da questdo 3 da tarefa: mais funcées.

A Mariana foi capaz de interpretar corretamente o enunciado, como se pode

ver no didlogo seguinte:

Professor: Entdo, o que é que percebeste do enunciado?

Mariana: Que a temperatura registada no inicio da experiéncia é de 10 graus
celsius e no final, que é de 60 minutos, € de 30 graus celsius. Tenho de
representar o tempo no X e a temperatura no y.

Professor: E quais sdo as coordenadas que vais utilizar?

Mariana: Zero, ponto e virgula, dez [refere-se ao ponto de coordenadas
(0;10)] e sessenta, ponto e virgula, trinta [refere-se ao ponto de coordenadas
(60;30)].

Professor: E relativamente a escala?

Mariana: Se eu trabalhar com 5 ndo da. VVou trabalhar com 10.

Posteriormente surgiram ddvidas no momento de assinalar as coordenadas

dos pontos no referencial cartesiano:

Mariana: Professor, como é que eu vou representar o ponto (0;10)?
Professor: A primeira coordenada € zero. Vais representa-la em que eixo?
Mariana: Do X.

Professor: E a segunda coordenada é...

Mariana: O 10...E aqui o ponto. E uma linha afim.
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Na mudanga da representacdo verbal para a representacdo grafica, a Mariana
comegou por interpretar o enunciado da questdo, identificou as variaveis tempo e
temperatura associando-as aos respetivos eixos, determinou as coordenadas dos
pontos (0;10) e (60;30) a partir da informagéo fornecida do enunciado, assinalou-os
no referencial cartesiano e por fim construiu o gréafico da funcdo, como se pode ver

na resolugé@o que apresentou:
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Figura 4.82 — Resolucdo da questéo 3 da tarefa: mais fungdes.

Ao observarmos esta resolucdo (figura 4.82), verificamos que a Mariana
representou corretamente o inicio da experiencia (minuto 0), mas prolongou o
gréfico da funcdo para valores superiores a 60 (minutos). Nao disponho de
evidéncias que permitam encontrar uma explicacdo para isto, mas admito que depois
de assinalar os pontos no referencial cartesiano, a aluna se tenha esquecido do
intervalo de valores admitidos pela variavel tempo e tenha procedido como se

estivesse a trabalhar num contexto puramente matematico.

Numa das questbes exploradas na entrevista (anexo 5), foi pedido aos alunos
para interpretarem e representarem graficamente uma situacdo relacionada com o
custo suportado pelo cliente na deslocacdo de um técnico a casa. O enunciado

fornecido aos alunos foi o seguinte:

Taxa fixa de deslocacio [ Prego por hora de trabalho
15€ ] 10€

Seja h a funcdo que a x horas de trabalho na deslocacgéo do técnico faz corresponder um preco a pagar y por cliente.
Representa graficamente a funcio h.

Figura 4.83 — Enunciado da questéo 2 da entrevista.
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Numa primeira fase, a Mariana ndo conseguiu interpretar corretamente o
enunciado dado, porque identificou os valores 15€ e 10€ fornecidos no quadro (ver
figura 4.83) como sendo coordenadas de pontos. Repare-se no dialogo seguinte:

Mariana: Mas professor, eu s6 tenho aqui dois pontos [refere-se aos valores
15€ e 10€ dados no enunciado].

Professor: Néo te ddo pontos, tens tu de determina-los.

Imagina que chamas um técnico a casa. Quanto € que ele cobra de taxa fixa?
Mariana: 15 Euros.

Professor: E mais o preco por hora, que é quanto?

Mariana: 10 Euros.

Professor: Entéo quais s&o as variaveis do problema?

Mariana: O X, que sdo as horas e 0y, que € 0 preco a pagar por cliente.
Professor: Pensa numa estratégia para determinares valores das variaveis.
Imagina que o técnico vai a tua casa e fica la 1 hora. Quanto tens de pagar?
Mariana: 10 Euros.

Professor: S6?

Mariana: Entdo, uma hora 10€, duas horas 20€, e assim sucessivamente.
Professor: E quanto é que o técnico cobra de deslocacdo?

Mariana: 15 Euros.

Professor: Entdo quanto é que custa uma hora de trabalho?

Mariana: 10 Euros mais a taxa de deslocacdo que da 25 euros.

Depois da nossa conversa, a Mariana compreendeu o0 contexto da situacdo e
percebeu como poderia determinar coordenadas de pontos a partir do enunciado, no
entanto, se observarmos a sua resolucao (ver figura 4.84), vemos que houve uma
troca da abcissa pela ordenada na escrita do ponto (1;25). Depois de identificar o
erro, a Mariana corrigiu-o e escreveu corretamente as restantes coordenadas. O passo
seguinte foi construir uma tabela, onde incluiu os valores da variavel dependente y
(preco a pagar) na primeira coluna, e os valores da variavel independente x (horas de

trabalho) na segunda coluna, como se pode ver na resolucdo apresentada pela aluna:
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Figura 4.84 — Resolucdo da questdo 2 da entrevista.

Depois de construir a tabela, a Mariana representou graficamente a funcéo da

seguinte forma:
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Figura 4.85 — Continuacéo da resolucdo da questéo 2 da entrevista.

Apesar do objetivo nesta fase do estudo ndo ser analisar a construcdo gréfica,
a resolucao apresentada pela aluna (ver figura 4.85) merece que se facam alguns
comentarios. Em primeiro lugar, as distancias entre os valores no eixo das abcissas
ndo sdo uniformes, porque se cada quadricula corresponde a 1 hora de trabalho, 10
horas de trabalho deveriam corresponder a 10 quadriculas. Em segundo lugar, o
gréfico da funcdo deveria passar no ponto de coordenadas (0;15), que corresponde a
situacdo em que o técnico se desloca a casa do cliente e cobra apenas uma taxa de
deslocacdo. O facto de ndo ter prolongado o grafico mostra que a Mariana nédo

considerou esta hipotese.

Resumindo, no primeiro exemplo, relativo a experiencia laboratorial (ver
figura 4.81), a Mariana faz a passagem da representacao verbal para a representacao

grafica de uma forma direta, ou seja, identifica no enunciado valores para as
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variaveis, relaciona-os com coordenadas de pontos e assinala-os no referencial
cartesiano. No segundo exemplo, relativo a deslocacéo do técnico (ver figura 4.83), a
aluna utiliza a representacdo tabular como passo intermédio na mudanca da
representacdo verbal para a representacdo grafica. Esta diversidade de estratégias
sugere que, a necessidade de utilizar uma representacdo auxiliar na mudanga da
representacdo verbal para a representacdo grafica, pode estar relacionada com o nivel
de complexidade do problema, ou com a capacidade que o aluno tem para interpretar

e organizar a informagéo dada no enunciado da questé&o.

Da representacdo tabular a representacdo grafica

O exemplo seguinte diz respeito a uma tarefa realizada na aula (anexo 1.1),
onde se pedia a representacdo grafica de trés funcdes lineares. As coordenadas dos
pontos podem ser obtidas através de uma tabela preenchida na primeira alinea da
tarefa (ver figura 4.86). No calculo das imagens, a Mariana privilegia uma estratégia
aditiva que consiste em adicionar a cada preco calculado o preco de um hectograma,

obtendo dessa forma 0 novo preco a pagar, como se pode ver na tabela:

Peso (hg) 1 1 | 2 i 3 4 ?.-._...E 117_'“ B JL { .Q
Preco "Amoras” (€) ! | 3 { e 5| Ji_ ; on¢s
Prego “Mistura de frutos” (€) | | | : | 4 ] - IR} -1} o 0
T PreoCoacoles © |0 35 450 | 225 |5 [has [-F RS b

Figura 4.86 — Resposta a alinea 1.1 da tarefa: o preco das gomas.

Quando perguntei a Mariana qual a estratégia que tinha utilizado no calculo
de valores no caso das “amoras”, respondeu que “como o prego das amoras ¢ 1,5€
por cada hectograma, ¢ s6 dobrar. O preco de 2 hg ¢ 3€, depois 3€ ¢ mais 1,5€, e
assim sucessivamente”.

Os valores na dltima coluna da tabela (ver figura 4.86) dizem respeito ao
preco a pagar por 20 hectogramas de gomas e foram determinados na sequéncia de
um pedido meu durante a entrevista. No caso das “amoras”, a estratégia utilizada
pela Mariana no célculo do preco a pagar por 20 hectogramas (ver figura 4.87),
parece indicar que a estratégia aditiva € a Unica estratégia utilizada pela aluna para

resolver este tipo de questdo. Curiosamente, quando Ihe pedi para calcular o preco a
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pagar por 1000 hectogramas, a aluna respondeu que “ndo podia” porque “sdo muitos

raciocinios”, referindo-se ao nimero de célculos que teria de efetuar.
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Figura 4.87 — Resolucdo da alinea 1.1 da tarefa: o preco das gomas.

O passo seguinte foi ajudar a Mariana a relacionar os valores da tabela com
coordenadas de pontos:

Professor: Como é que obténs coordenadas de pontos no caso das amoras?
Mariana: Tenho de tirar daqui pontos [refere-se aos valores da tabela].
Professor: E no caso das amoras?

Mariana: O 3 e 0 6 [refere-se as imagens 3 e 6].

Professor: N&o te esquecas que um ponto tem duas coordenadas.

Mariana: Entdo quais sdo 0s pontos que eu tiro?

Expliquei @ Mariana ser possivel relacionar valores de pesos com abcissas de
pontos, e valores de precos a pagar com ordenadas de pontos. Depois da minha
explicacdo, a aluna identificou na tabela dois pontos para cada uma das fungdes
(amoras, mistura de frutos e coca-colas), assinalou-os no referencial cartesiano e

tracou as retas correspondentes, como se pode ver na resolugdo que apresentou:
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Figura 4.88 — Resolucdo da alinea 1.6 da tarefa: o prego das gomas.
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Da representacdo gréafica a representacao tabular

No exemplo seguinte, proposto na entrevista (anexo 5), pedia-se aos alunos
para construirem uma tabela onde organizassem os valores das varidveis relativas a
situacdo representada pelo gréafico dado (ver figura 4.89). A funcdo em causa traduz
uma relagdo entre a distancia percorrida por um taxi e o custo a pagar por cliente. O
preco da viagem inclui ainda uma taxa fixa, sugerindo que se utilize uma fungédo afim
ndo linear para modelar a situacdo apresentada. O gréfico da funcdo fornecido no
enunciado foi o seguinte:

Custo da viagem de taxi

4 > il

Custo (€)

0 5 d
Distancia (km)

Figura 4.89 — Gréafico do enunciado da questéo 4 da entrevista.

Na identificacdo de valores das variaveis a incluir na tabela pedida, a Mariana
conseguiu determinar apenas 0s pontos assinalados no referencial dado no enunciado
(ver figura 4.89). De forma a completar a tabela com valores de pontos ndo
assinalados, pedi-lhe para determinar o custo a pagar por uma viagem de 10
quilémetros. Como a aluna ndo conseguiu determinar a expressao analitica da funcéo
representada, ndo utilizou a representacdo algébrica como passo intermédio na
mudanca de representacdo. Assim, a estratégia para obter pontos ndo assinalados
consistiu em construir um novo gréafico, onde foram assinaladas as coordenadas que
ja estavam assinaladas no referencial dado no enunciado (ver figura 4.89) e novas
coordenadas obtidas através de uma espécie de estratégia aditiva, como se pode ver

na resolucdo apresentada:
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Figura 4.90 — Resolucéo da alinea 4.6 da entrevista.

Na construcdo do novo grafico (ver figura 4.90) a Mariana comecgou por
assinalar as coordenadas que surgiam assinaladas no referencial dado no enunciado.
Posteriormente calculou a diferenca entre os valores das ordenadas 2 e 4, que é 2, e
com base neste resultado concluiu incorretamente que os valores das ordenadas séo
sempre multiplos de dois. A partir daqui, a aluna determinou as ordenadas, 6, 8 e 10,
assinalou-as no referencial e, sem qualquer justificacdo, assinalou as abcissas 5, 6, 7,
8, 9 e 10. Depois tragou as linhas auxiliares, assinalou os pontos, e estabeleceu a
correspondéncia entre as abcissas e as ordenadas, concluindo incorretamente que
uma viagem com 10 quilémetros custa 14 euros. Por fim, a aluna relacionou as
coordenadas dos pontos assinalados no novo grafico com valores de variaveis, e

construiu a tabela pedida com base nesses valores (ver figura 4.90).
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5. CONCLUSAO

Neste capitulo comeco com uma breve sintese do estudo realizado, procuro a
seguir responder as questfes de investigacdo com base nos resultados obtidos e

termino com uma reflex&o pessoal sobre a experiéncia que realizei.

5.1. Sintese do estudo

Recordo que o presente estudo tem como principal objetivo compreender o
modo como lidam os alunos com a representacdo grafica das funcdes linear e afim.
Procurei compreender como procedem na construcdo de graficos em diferentes
contextos e as dificuldades que sentem na interpretacdo da representacéo grafica e na
passagem do tipo de representacdo grafica para outro tipo de representacdo, e
reciprocamente. De forma a obter respostas que me permitissem retirar conclusdes
relativamente ao objetivo tracado, formulei o seguinte conjunto de questdes:

e Como procedem os alunos na construcdo de graficos de funcdes
lineares e afins em diferentes contextos?

e Quais as principais dificuldades com que os alunos se confrontam na
interpretacdo da representacao gréafica das fungdes?

e Quais as principais dificuldades com que os alunos se confrontam na
passagem da representacdo grafica para outro tipo de representacdo, e

reciprocamente?

O estudo foi desenvolvido com base na unidade de ensino “Fung¢des linear e
afim” enquadrada no topico Funcdes, no tema Algebra. A intervencdo teve a duragio
de treze tempos letivos de 45 minutos cada e foi realizada numa turma do 8.° ano,
num ambiente de ensino predominantemente exploratério onde propus um conjunto
de tarefas formuladas em contextos de semi-realidade e puramente matematicos.

O tipo de analise realizada engquadra-se no paradigma interpretativo, seguiu
uma abordagem qualitativa e conduziu a elaboracéo de trés estudos de caso, em que
todos os alunos tinham desempenhos académicos distintos. Os principais

instrumentos utilizados na recolha de dados foram a observacdo das aulas, as
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producgdes escritas dos alunos e entrevistas realizadas no final da unidade com o
objetivo de clarificar aspetos inerentes as tarefas realizadas nas aulas e recolher

informacgéo complementar.

5.2. Conclusoes

Neste ponto apresento as principais conclusdes organizadas de acordo com as
questBes de estudo, comecando primeiro por sintetizar algumas estratégias e
dificuldades dos alunos na construcdo de graficos de funcGes. Numa segunda fase
foco-me nas estratégias e dificuldades dos alunos na interpretacdo grafica, e por
altimo analiso a mudanca da representagdo grafica para outros tipos de

representacdes, e reciprocamente.

5.2.1. Construcao de graficos cartesianos

No inicio da unidade, e devido ao nimero de construcdes graficas que 0s
alunos iriam realizar, decidi avaliar os seus conhecimentos neste assunto e decidir
com base nisso se dedicava ou ndo tempo a fazer revisdes sobre esta matéria. Na
primeira aula pedi um trabalho de casa que me permitiu, entre outras coisas, obter
informacao sobre a forma como os alunos utilizam a terminologia e a notacdo. No
caso do Raul, ndo surgiram dificuldades relacionadas especificamente com a
construcdo de gréaficos, no entanto, o estudo revelou da sua parte peguenas
incorrecdes relacionados com a terminologia, como por exemplo na tarefa realizada
no GeoGebra em que o aluno chamou variavel a um parametro, e algum abuso de
linguagem quando na mesma tarefa se referiu a origem do referencial como sendo o
ponto médio. No caso deste aluno, os erros ndo parecem estar relacionados com falta
de bases matematicas e resultam geralmente de falhas de atencdo momentaneas. Na
utilizacdo da terminologia e da notacdo, o Paulo e a Mariana revelaram dificuldades
de outra natureza, que podem estar relacionadas com bases matematicas menos

solidas. Por exemplo, ao escrever as coordenadas de um ponto, o Paulo escreve
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B = —1x em vez de escrever (-1;0) e, no caso da Mariana, uma abcissa ou uma
ordenada sdo frequentemente designadas por pontos.

Relativamente a aspetos ligados com a construgdo grafica, geralmente os
alunos representam os eixos coordenados por duas linhas ortogonais e uma seta a
indicar o sentido positivo dos valores do eixo, e seguem 0 método convencionado na
identificacdo dos eixos coordenados e na representagdo das varidveis, ou seja,
representam a variavel x no eixo horizontal e a varidvel y no eixo vertical. Quando
pedi aos alunos para identificarem a variavel independente e a variavel dependente e
explicarem a relagdo entre ambas, apenas o Raul conseguiu fazé-lo com
compreensdo. Apesar do Paulo e da Mariana ndo revelarem dificuldades na
associacdo das variaveis aos respetivos eixos, o facto de terem de explicar a relacdo
entre a variavel independente e a variavel dependente, cria-lhes alguma hesitacéo e
confusdo, corroborando a ideia defendida por Ponte (1984) de que em determinados
casos, apesar dos alunos apresentarem uma representacdo grafica correta, o professor
pedir-lhes para explicarem o significado e a relacdo entre variavel independente e
variavel dependente pode confundir mais do que clarifica.

Os espacos quadriculados fornecidos no enunciado para a construcdo gréafica
facilitaram o trabalho de graduacdo dos eixos e em alguns casos a quadricula serviu
mesmo como uma referéncia da unidade. No caso do Raul, o Unico problema
detetado na graduacdo dos eixos ocorreu num exemplo em que ele prescinde da
régua na representacao de valores decimais nos eixos. Assim, importa frisar que a
ndo utilizacdo de régua por parte dos alunos, teve como consequéncia uma
degradacdo global da qualidade da representacdo grafica. Nos casos do Paulo e da
Mariana, as incorrecdes detetadas na representacdo de valores decimais nos eixos
sugerem dificuldades de outra natureza, nomeadamente, uma compreensao pouco
clara dos nimeros racionais e da sua representacdo na reta real. Num dos exemplos
resolvidos pela Mariana, a unidade escolhida (milimetro) criou-lhe dificuldades na
graduacdo dos eixos e na representacdo de pontos, porque reduziu muito a distancia
entre os valores nos eixos e dificultou a representacdo de numeros decimais ou
centesimais. Estes resultados vao ao encontro dos registados por Ponte (1984), em
que os alunos sentiram dificuldades no trabalho com escalas e revelaram: (i)
inexisténcia de uma escala uniforme na representacdo de variaveis uniformes; (ii)
hesitacdo na escolha ou uma escolha inadequada da unidade; e (iii) pouca atencédo na

escolha da unidade utilizada na construcdo da escala.
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De um modo geral, os alunos compreenderam a relagdo entre os valores de
uma varidvel e as coordenadas de um ponto, mas nem todos revelaram o mesmo
conhecimento ao assinalar coordenadas no referencial cartesiano. O caso do Paulo é
curioso, porque apesar de ele identificar e assinalar corretamente coordenadas de
pontos, ao fazé-lo revela a tendéncia para considerar primeiro a ordenada e depois a
abcissa, 0 que mostra que 0s seus conhecimentos nesta area ainda ndo estdo
devidamente consolidados. No entanto, também importa referir que a frequéncia com
que o Paulo comete este tipo de incorrecdo foi diminuindo ao longo do estudo. O
caso da Mariana é mais complicado, porque mesmo depois de lhe ser indicado e
explicado o erro, a aluna continuou a trocar a ordem das coordenadas e a representar
as abcissas no eixo do y e as ordenadas no eixo do x. No seu caso, O erro parece
resultar de falhas de atencdo momentaneas, mas também de falta de bases
relativamente a matérias relacionadas com a interpretacdo e representacdo gréafica.
Outro erro cometido pela Mariana, e que curiosamente ocorre com mais frequéncia
em contextos puramente matematicos, tem a ver com o facto de ela considerar uma
abcissa ou uma ordenada como sendo um ponto. Esta incorrecdo acaba por ter
reflexos na representacdo gréafica, porque ao assinalar as coordenadas de um ponto no
referencial cartesiano, a Mariana assinala a abcissa sobre o eixo das abcissas e a
ordenada sobre o eixo das ordenadas, ficando dessa forma com dois pontos
assinalados em vez de um, 0 que esta incorreto.

Relativamente ao trabalho com variaveis, notei ao longo do estudo uma certa
tendéncia dos alunos para considerarem apenas valores positivos para as variaveis.
No referencial cartesiano ndo prolongaram os semieixos negativos e limitaram o
gréfico da funcdo ao primeiro quadrante. Um das razbes que pode explicar isto € o
facto de o conjunto dos nimeros naturais (inteiros positivos) ser o mais familiar aos
alunos e de mais facil utilizacdo, o que pode ter influéncia na escolha dos valores
para a variavel. A segunda razdo pode estar relacionada com a forma como as tarefas
inicialmente propostas foram formuladas e com a utilizacdo que fiz das variaveis. O
peso e 0 preco a pagar, por exemplo, sdo varidveis que admitem apenas valores
positivos e que foram bastante utilizadas. Apesar de ter havido da minha parte uma
preocupacdo em explicar aos alunos que existem varidveis que podem assumir
valores negativos, e até dei exemplos de algumas, isso ndo parece ter alterado a

tendéncia ja referida. A terceira razdo pode estar relacionada com o quotidiano,
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porque muitas das situagdes que fazem parte do nosso dia-a-dia envolvem apenas

nameros positivos, por exemplo, a idade, o tempo, a altura e o peso.

5.2.2. Dificuldades na interpretacao gréfica

O caso da funcéo linear

Num dos exemplos em que surge representada graficamente uma funcéo de
proporcionalidade direta e é necessario determinar a constante de proporcionalidade
a partir de pontos assinalados, o Raul identifica as coordenadas de um ponto no
referencial e determina o quociente entre o valor da ordenada e o valor da abcissa, ou
seja, 0 aluno reconhece graficamente uma situacdo de proporcionalidade direta e
consegue determinar a constante de proporcionalidade e atribuir-lhe significado no
contexto da situagdo. Assim, o aluno revela compreender a relagdo constante entre
duas grandezas (invariancia) e a nogdo de que estas grandezas podem variar em
conjunto (covariancia). O Paulo também consegue identificar pontos assinalados no
referencial, mas em vez de determinar a constante de proporcionalidade através do
quociente entre o valor da ordenada e o valor da abcissa, opta por determinar a
expressdo analitica da funcdo representada graficamente. Ao fazé-lo, o aluno
considera uma expressdo do tipo y = ax + b, ou seja, ndo relaciona o grafico de
uma funcéo de proporcionalidade direta com uma expressdo do tipo y = ax. Além
disso, também ndo consegue determinar 0 parametro a da expressdo analitica. A
Mariana também identifica pontos assinalados no referencial, intuitivamente parece
reconhecer uma situacdo de proporcionalidade direta, mas ndo atribui significado a
constante de proporcionalidade e ndo consegue determina-la a partir de pontos
assinalados no referencial cartesiano.

Nos casos em que se torna necessario determinar uma ordenada nao
assinalada no referencial conhecida a abcissa, o Raul opta por passar da
representacdo grafica para a representacao algébrica e substituir o valor da abcissa na
expressao analitica da funcdo. Este é um dos varios exemplos em que o aluno recorre
a expressdo analitica e parece encard-la como uma “ferramenta” imprescindivel,
mesmo nos casos em que dispde da representacdo grafica. Contrariamente ao que

acontece com o Raul, o Paulo e a Mariana sentem mais dificuldades no trabalho com
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a representacdo algébrica. No caso destes dois alunos, o desafio para determinar uma
ordenada ndo assinalada no referencial conhecida a abcissa, foi superado através de
uma estratégia aditiva que ndo obedeceu a qualquer rigor matematico. Neste caso, 0s
alunos foram subtraindo sucessivamente valores a x (abcissa conhecida) e a y
respetivamente, até obter o valor de y pretendido.

Ao estabelecer a relacdo entre as caracteristicas graficas da fungdo linear e a
respetiva expressao analitica, 0 Raul sabe que o grafico é uma reta que passa na
origem do referencial cartesiano e que a sua expressdo geral é do tipo y = ax. No
caso do Paulo, a relagdo entre o grafico de uma funcdo linear e a respetiva expressao
analitica é estabelecida com base numa estratégia de analise pontual, ou seja, 0 aluno
substitui valores na expressdo analitica, relaciona o resultado com coordenadas de
pontos e seleciona o grafico que contém esses pontos. No caso da Mariana, parece
existir alguma nog&o, ainda que pouco clara, de que a relagao entre o grafico de uma
funcdo linear e a sua expressao analitica pode ser feita com base na relagdo entre
coordenadas de pontos situados sobre os eixos do referencial e o pardmetro a da
expressdo analitica. O problema € que a aluna ndo compreende bem esta relacdo, e
por isso utiliza uma estratégia do tipo tentativa erro, na qual identifica coordenadas
assinaladas no referencial e verifica se alguma coincide com o parametro a na
expressdo. Na perspetiva de Monk (2003), a forma como os alunos olham para um
gréfico e influenciada pelo conjunto de experiéncias e conhecimentos que tém
quando o observam. Nesse sentido, o ndo reconhecimento por parte da Mariana, e as
vezes por parte do Paulo, de algumas caracteristicas graficas essenciais, sugere ser
necessario no futuro um estudo mais prolongado e uma maior experiéncia no

trabalho com gréficos.

O caso da funcéo afim nao linear

Na relacdo entre o grafico de uma funcdo afim ndo linear e a respetiva
expressdo analitica, o Raul considera como referéncia o ponto onde o grafico
intersecta o eixo das ordenadas e relaciona a sua ordenada com o valor do parametro
b na expressdo analitica. No caso em que as expressdes analiticas tém o mesmo
parametro b, o aluno estabelece a relacdo com base no parametro a, ou seja: (i)
relaciona o sinal de a com a monotonia da funcédo analisada a partir do grafico; ou

(i) relaciona o valor absoluto de a com a inclinagéo da reta em relacdo ao eixo do x.
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No caso do Paulo, a relagdo entre o grafico de uma funcdo afim ndo linear e a
respetiva expressdo analitica é feita com base numa estratégia de analise pontual, ou
seja, 0 aluno atribui valores a variavel x na expressdo analitica, determina os
respetivos valores de y, relaciona o resultado obtido com coordenadas de pontos e
compara-0s com pontos assinalados no grafico. No caso da Mariana, esta relagdo e
estabelecida com base numa estratégia do tipo tentativa erro, na qual a aluna
identifica coordenadas assinaladas no referencial cartesiano e verifica se alguma
delas coincide com algum dos pardmetros a, b na expressdo analitica. O problema
coloca-se quando sdo dados dois graficos em que a ordenada na origem é a mesma, e
portanto as respetivas expressoes analiticas tém o mesmo parametro b. Neste caso, a
estratégia da Mariana revela-se ainda mais falivel e menos rigorosa em termos

matematicos.

A influéncia da variacéo dos parametros a e b no grafico da funcéo

O estudo do efeito da variacdo dos parametros a e b da expressédo analitica no
gréfico da funcdo teve inicio com uma tarefa exploratoria realizada na aula com
recurso a papel e lapis. As conclusdes dos alunos foram escassas, possivelmente pelo
facto de realizarem o estudo em ambiente estatico, no entanto, acredito que o
investimento valeu a pena, porque proporcionou uma experiéncia de construcao de
graficos a méo antes de fazer em computador. Esta tarefa foi complementada por
uma segunda tarefa, realizada no GeoGebra, que permitiu aos alunos visualizarem
em simulténeo a representacdo grafica e a representacdo algebrica e testarem varias
possibilidades em menos tempo e de forma mais intuitiva. Esta minha constatacdo
vai ao encontro da perspetiva de Bardini, Pierce e Stacey (2004), segundo a qual o
trabalho realizado com recurso a tecnologia permite resolver problemas
graficamente, possibilitando ao aluno estudar um maior nimero de hipoteses usando
diferentes representacdes.

No caso da funcdo linear, o Raul identifica o valor do parametro a com o
declive da reta e relaciona-o corretamente com a monotonia da fun¢do. De um ponto
de vista estritamente grafico, quando o aluno analisa o declive de uma reta e
considera, por exemplo, que um aumento do seu valor implica uma aproximacao da
reta em direcdo ao eixo das ordenadas, esta a utilizar como referéncia os eixos

coordenados. No que respeita @ monotonia da funcdo, o Raul reconhece através do
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grafico quando é que a reta é crescente ou decrescente e relaciona esse
comportamento com o sinal do pardmetro a na expressao analitica. O Paulo e a
Mariana também compreendem que o aumento no valor do pardmetro a na expressao
analitica tem como consequéncia uma aproximacao da reta ao eixo das ordenadas, e
que a medida que o valor de a diminui, a inclinacdo da reta em relacdo ao eixo das
abcissas também diminui. Relativamente & monotonia, o Paulo e a Mariana ndo
estabeleceram qualquer relacéo entre o sinal do parametro a na expressdo analitica, e
a monotonia da funcdo observada a partir do gréfico.

No caso da funcdo afim ndo linear importa distinguir dois casos. No primeiro
caso, em que o valor do parametro a é fixo e o valor do parametro b varia, 0 Raul e 0
Paulo reconhecem o paralelismo das retas a partir do grafico e relacionam essa
caracteristica com o facto do pardmetro a ser igual nas diferentes expressoes
analiticas. Os dois alunos identificam o pardmetro b como sendo a ordenada na
origem, mas o Paulo foi um pouco mais longe e compreendeu, num dos exemplos
dados, que um incremento no valor das ordenadas corresponde a uma diminui¢do no
valor das abcissas. Este raciocinio ndo deixa de ser interessante, porque revela a
compreensdo de que a variacdo no valor do parametro b provoca um efeito na
posicao das retas em relacdo ao eixo das ordenadas, mas também em relagcdo ao eixo
das abcissas. A Mariana ndo reconhece o paralelismo das retas a partir do gréafico,
mas identifica o parametro b como sendo a ordenada na origem e compreende que
um aumento do seu valor implica o distanciamento da ordenada na origem em
relacdo a origem do referencial cartesiano. No segundo caso, em que o valor do
parametro a varia e o valor do parametro b € fixo, os trés alunos relacionam o facto
das retas se intersetarem no ponto (0;b) com o facto do parametro b ser igual nas
expressdes analiticas, mas s6 o Raul e o Paulo conseguem relacionar o paralelismo
das retas com o valor do parametro a nas expressdes analiticas. No caso da fungédo
constante, os trés alunos identificam corretamente o grafico da funcdo, mas mais uma
vez, sO o Raul e o Paulo conseguem relacionar, a partir do gréfico, a ordenada na

origem e o declive da reta, com 0s parametros na expressdo analitica.
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5.2.3. Mudancga de representagao

Segundo Duval (2006), cada representagdo de um conceito matematico
transmite informacdes especificas, mas por si s6, apenas proporciona uma
“perspetiva” sobre o conceito de fungdo. Assim, a compreensdo do conceito, podera
ser tanto mais completa quanto mais se alcancar a coordenacdo entre varias
representacdes. Na mesma linha de raciocinio, Ponte (1990) acrescenta que 0 ensino
das funcbes deve atender a necessidade de articular as varias formas de
representacdo. A escolha das tarefas que propus aos alunos teve em conta esta
perspetiva, e 0 resultado da sua realizacdo permitiu-me retirar as conclusdes que a
seguir apresento.

Na mudanga da representacédo algébrica para a representacdo grafica, o facto
de os alunos utilizarem sobretudo processos numéricos para determinarem as
coordenadas de pontos, demonstra a importancia destes processos na compreensdo
inicial de um problema tal como é defendido por Friedlander e Tabach (2001). Neste
caso, o Raul, o Paulo e a Mariana comecam por atribuir valores a x na expressdo
analitica, determinam os respetivos valores de y, obtém coordenadas de pontos, e
com base nesses pontos constroem o grafico da funcdo. Este conjunto de
procedimentos vai ao encontro dos resultados observados por Leinhardt et al. (1990),
que indicam que a construcdo do grafico a partir da expressdo analitica resume-se a
uma série de passos diretos, que normalmente passam por identificar pares
ordenados, representa-los no referencial cartesiano e tragcar uma linha que passe pelos
pontos assinalados. Os resultados nesta fase do estudo coincidem também com o0s
verificados no estudo de Guerreiro (2009), no qual nenhum aluno associou
diretamente as expressdes analiticas das funcbes aos respetivos graficos, sem utilizar
primeiro processos NUMEricos.

Na mudanca da representacdo grafica para a representacdo algébrica, no caso
da funcdo linear, o Raul utiliza duas estratégias diferentes. Na primeira, o aluno
comeca por identificar as coordenadas de um ponto assinalado no gréafico e
determina a constante de proporcionalidade recorrendo a regra da invariancia do
quociente entre as ordenadas e as abcissas de pontos. Depois, obtém a expressdo
analitica da funcdo substituindo o valor da constante calculada numa expressao do
tipo y = ax. Na segunda estratégia, o aluno relaciona o grafico de uma funcéo linear

com uma expressao analitica do tipo y = ax. Para determinar o valor do pardmetro
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a, identifica no grafico um ponto assinalado, substitui as variaveis X e y na expressao
analitica pelos valores das coordenadas desse ponto e resolve a equacédo em ordem a
a, obtendo dessa forma o parametro. Por fim, obtém a expressdo analitica da funcéo
substituindo o valor de a na expressdo y = ax. No caso da fungdo afim néo linear, o
Raul recorre a mesma estratégia utilizada no caso da funcéo linear, mas para além de
substituir as variaveis X e y na expressdo analitica por valores de coordenadas,
substitui o parametro b pela ordenada na origem, determinada a partir do gréfico.
Depois, resolve a equacdo em ordem a a, obtém o valor do parametro e determina a
expressao analitica da funcdo. No caso do Paulo existe a nocéo, ainda que pouco
clara, que a expressao analitica de uma fungdo linear pode ser obtida substituindo as
variaveis x e y por valores das coordenadas de um ponto assinalado no grafico. Num
dos exemplos analisados, o aluno utiliza este método mas troca a abcissa pela
ordenada ao fazer a substituicdo. Além disso, na resolucdo considera a expressdo
analitica de uma funcdo afim nédo linear, quando deveria considerar a expressdo de
uma funcéo linear. No caso da Mariana, a aluna ndo consegue determinar a expressao
analitica de uma funcdo a partir do grafico, porque ndo relaciona caracteristicas
gréficas com os parametros da expressao analitica.

Na mudanca da representacdo verbal para a representacdo gréafica, o Raul
utiliza a representacdo algébrica como passo intermédio porque, segundo afirma, a
representacdo algébrica é uma “ferramenta que permite fazer quase tudo”. Numa
situacdo modelada por uma funcdo afim ndo linear, o aluno comeca por identificar as
variaveis do problema e por determinar as coordenadas de pontos de referéncia a
partir do enunciado. Depois, relaciona as coordenadas com valores de variaveis,
substitui-os numa expressdo do tipo y = ax + b, determina o valor do parametro b a
partir do grafico e resolve a equacdo em ordem a a, determinando dessa forma o
parametro a. Por fim, obtém a expressdo analitica da fun¢do com vista a sua
representacdo grafica. E interessante constatar que, neste caso, a op¢do do Raul
utilizar a representacao algébrica como passo intermédio entre a representacéo verbal
e a representacdo grafica contraria o estudo de Elia et al. (2007), no qual se verificou
que os piores resultados foram obtidos em problemas que requeriam a passagem da
representacdo verbal para a representacdo algébrica. Na mesma situacdo, o Paulo e a
Mariana mudam da representacao verbal para a representacdo grafica de uma forma
direta, sem recorrer a outro tipo de representacdo. Estes alunos identificam valores de

varidveis a partir do enunciado, relacionam esses valores com coordenadas de
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pontos, e com base nesses pontos constroem o grafico da funcdo. Num outro
exemplo, relativo a uma situagdo também modelada por uma funcdo afim néo linear,
0 Paulo e a Mariana recorrem a representacdo tabular como passo intermédio na
mudanca da representacdo verbal para a representacao gréfica. O facto de os alunos
recorrerem a uma tabela e ndo utilizarem a representacdo algébrica como passo
intermédio, como fez o Raul num outro exemplo, deve-se sobretudo as suas
dificuldades no trabalho com este tipo de representacdo. Este resultado encontra
paralelo num dos resultados observados num estudo de Brown e Mehilos (2010), no
qual alguns alunos continuaram a revelar preferéncia pela utilizagéo de tabelas como
suporte, enquanto ndo desenvolviam um melhor dominio no trabalho com a
expressao analitica.

Na mudanca da representacdo tabular para a representacdo grafica, e depois
de utilizar uma estratégia multiplicativa no célculo de valores de f (x), o Raul tem a
iniciativa de procurar valores das variaveis na tabela e proceder a marcacdo dos
pontos correspondentes no referencial cartesiano. O aluno sabe que para representar
uma reta sdo suficientes dois pontos, mas acaba por assinalar varios pontos no
referencial e € com base neles que constrdi o grafico da fungdo. O Paulo e a Mariana
utilizam uma estratégia aditiva no célculo de valores de f (x), no entanto, o Paulo
reconhece um método alternativo para calcular estes valores, baseado numa
estratégia multiplicativa. Depois, na construcdo do grafico, o Paulo e a Mariana
utilizam uma estratégia semelhante a do Raul, ou seja, identificam valores das
varidveis na tabela e procedem a marcacdo das coordenadas correspondentes no
referencial cartesiano. Neste processo, a Mariana revelou algumas dificuldades na
determinacdo de pontos a partir da tabela, e assinalou incorretamente as coordenadas
no referencial cartesiano.

Na mudanca da representacdo grafica para a representacdo tabular de uma
funcdo afim ndo linear, o Raul utiliza processos distintos na construcdo da tabela,
consoante 0s pontos estejam ou ndo assinalados no grafico. Se os pontos estdo
assinalados no grafico, o aluno identifica as coordenadas desses pontos e passa
diretamente da representacdo grafica para a representacao tabular. Se os pontos nédo
estdo assinalados no grafico, o aluno utiliza mais uma vez a representacdo algébrica
como passo intermédio na mudanca de uma representacdo para outra. Nos casos do
Paulo e da Mariana, se 0s pontos estdo assinalados no gréafico, os alunos mudam

diretamente da representacéo gréfica para a representacdo tabular. Se os pontos ndo
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estdo assinalados no grafico, o Paulo e a Mariana utilizam estratégias diferentes na
sua determinacdo. Neste caso, o Paulo utiliza uma regra de trés simples para
determinar valores para as variaveis, mas a estratégia revela-se ineficaz pelo facto de
estar em causa uma funcao afim ndo linear. No caso da Mariana, a estratégia passa
por obter valores de variaveis com base numa estratégia aditiva, mas além de nédo
obedecer a qualquer rigor matematico, esta estratégia conduziu a resultados errados.
Importa ainda referir que o Paulo e a Mariana ndo utilizam a representacdo algébrica
como passo intermédio na mudanca da representacdo grafica para a representacao
tabular, a qual permitiria determinar facilmente coordenadas de pontos, porque nao
conseguem determinar a expressdo analitica de uma fungdo a partir do seu grafico.
Na perspetiva de Kaput (1999), os alunos sentem dificuldades no trabalho com
simbolos algébricos e na coordenacdo entre varias representacdes, como acontece
com o Paulo e a Mariana relativamente a mudanca da representacdo grafica para a
representacdo algébrica, e reciprocamente. Uma forma de ultrapassar esta dificuldade

passa, segundo o autor, por realizar tarefas que envolvam as varias representagdes.

5.3. Consideracdes finais

A par do enorme desafio que foi esta experiéncia, destaco as aprendizagens
que fui alcancando em todo o percurso e que sdo de inestimavel importancia, tanto
em termos do meu futuro profissional como da minha realizacdo pessoal. O trabalho
desenvolvido na elaboracdo deste relatério permitiu-me ndo sé aprofundar os
conhecimentos relativos a assuntos matematicos do meu interesse, mas também
refletir sobre o seu ensino e sobre as dificuldades de aprendizagem mais frequentes.
A revisdo aprofundada da literatura sobre diversos temas relacionados com as
funcbes, veio trazer uma nova visdo sobre aspetos ligados, por exemplo, as
estratégias de ensino e as dificuldades dos alunos.

Durante a minha intervencdo, um dos maiores desafios com que me deparei
foi conseguir conciliar o esforco de organizacdo que a concecdo e concretizacdo de
um trabalho desta natureza requer, com o papel do professor que é lecionar. Garantir
a recolha e a organizacdo de dados enquanto se ultimavam pormenores relativos a

planificacdo letiva e a concretizacdo das aulas, ndo foi tarefa facil e requereu da
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minha parte um esforco adicional, que valeu a pena. Por outro lado, as reflexfes apds
as aulas foram extremamente importantes e decisivas no ajustamento das
planificacGes das aulas seguintes. O plano delineado foi cumprido em termos de
datas e aulas previstas, ndo se tendo registado qualquer contratempo que o tivesse
impedido ou atrasado.

Durante a minha intervengédo letiva senti o apoio dos professores que me
acompanharam, mas também dos alunos que se mostraram sempre participativos e
empenhados e que contribuiram com o seu entusiasmo para 0 sucesso do meu
projeto. Da minha parte, procurei sempre manter a linha orientadora definida pela
professora titular, e nunca atuei de forma a perturbar o habitual funcionamento das
aulas ou a mudar o tipo de relacionamento entre aluno e professor a que os alunos
estavam habituados. Assim, destaco o respeito com que os alunos sempre me
trataram.

Comecei a pensar muito cedo na planificagdo das aulas, 0 que me permitiu
reunir ideias interessantes e que mais tarde coloquei em pratica. Um dos resultados
dessa preparagdo foram as tarefas que propus, nas quais, e atendendo as
caracteristicas da turma, optei por graus de desafio médio e de estrutura
relativamente aberta. A maioria dessas tarefas foram criadas de raiz, permitiram
percorrer gradualmente os objetivos da unidade de ensino, e tiveram em comum o
mesmo contexto de semi-realidade. Acredito que o cunho exploratorio que
caracterizou algumas delas tera ajudado os alunos, aos poucos, a construirem o seu
proprio conhecimento.

A reflexd@o realizada ao longo deste estudo, permitiu identificar aspetos que
influenciaram positivamente o meu desempenho enquanto professor e aspetos que
procurarei melhorar no futuro. No decorrer das aulas fui registando algumas das
minhas principais dificuldades, por exemplo, a gestdo do tempo e do ritmo de aula, a
organizacdo do quadro e a tomada de decisbes em momentos importantes, mas, de
um modo geral, as reflexdes pos aula ajudaram-me a evoluir na maioria dos aspetos
identificados. Por outro lado, penso que o meu discurso foi em geral claro e
articulado e, relativamente a linguagem que utilizei, procurei ndo ser demasiado
formal, mas também ndo prescindi do rigor na comunicacdo. Sobre o meu papel nas
aulas, procurei o mais possivel através das minhas orientac6es, mediacdes e outras
intervencdes, que os alunos tivessem um papel importante na construcdo do seu

proprio conhecimento. De um modo geral, os alunos mostraram-se interessados,
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intervindo de forma natural sempre que eram convidados a validar ou responder a
questdes por mim colocadas. Sinto que a relacdo estabelecida com a turma foi boa, e
que esta caracteristica podera trazer-me beneficios enquanto professor.

Apesar de ter exigido um enorme esforco da minha parte, o investimento
neste projeto foi ganhando significado & medida que o fui realizando, e para isso,
contribuiu um gosto e uma motivacdo pessoal sempre crescentes. As aprendizagens
resultantes do trabalho de planificacdo e lecionagdo sdo indiscutiveis, mas foi a
reflexdo aquela que me permitiu evoluir mais. Assim, motivado pela necessidade de
formacdo constante e por ter aprendido melhores formas de ensinar e aprender, faco
um balango final muito positivo do trabalho desenvolvido e encaro-0 como mais um

passo rumo a um exercicio profissional consistente.
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Anexo 1 - Tarefas realizadas nas aulas

1.1. Tarefa: O precgo das gomas (1.2 e 2.2 parte)
Data: 22/02 e 26/02

1. Um grupo de amigos decidiu passar numa loja de doces para comprar gomas de
varios sabores. Ao consultarem os precos, verificaram que cada hectograma
(1hg=100 gramas) de gomas custa:

. 1,5 € no caso das “Amoras’;
. 1€ no caso da “Mistura de frutos”;
. 0.75€ no caso das “Coca-colas”.

1.1 Ajuda-os a fazer as contas completando a seguinte tabela:

Peso (hg) 112 3 (45| .. |11 .. 113
Preco a pagar “Amoras” (€) 3
Preco a pagar “Mistura de frutos” (€) 4
Preco a pagar “Coca-colas” (€) 2.25

1.2 Um dos amigos tinha 6€ para gastar. Sabendo que gastou metade desse dinheiro
em “Coca-colas”, da 3 exemplos de pesos de outros tipos de gomas que poderiam ter
sido comprados, de forma a ndo sobrar dinheiro.

1.3 Sabendo que a constante de proporcionalidade é o quociente entre o preco a
pagar e 0 peso das gomas, determina o seu valor nos seguintes casos:

1.3.1 Amoras;

1.3.2 Mistura de frutos;

1.3.3 Coca-colas.

1.4 Qual € o significado da constante de proporcionalidade no contexto do problema?

1.5 Uma situacdo de proporcionalidade direta pode ser representada por uma funcao.
Encontra expressdes analiticas para f, g e h sabendo:

1.5.1f é afungdo que a cada peso de amoras x (hg) faz corresponder um preco a
pagar y (€);

1.5.2 g é a funcdo que a cada peso de mistura de frutos x (hg) faz corresponder um
preco a pagar y (€);

1.5.3 h é a funcéo que a cada peso de coca-colas x (hg) faz corresponder um preco a

pagar y (€).

1.6 Representa graficamente, no mesmo referencial, as fungdes f (a azul), g (a
vermelho) e h (a verde).

1.7 Explica o efeito de a (constante de proporcionalidade) no gréafico da funcao.
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1.2. Tarefa: Um embrulho especial
Data: 28/02

1. Como o aniversario do amigo estava proximo, o Raul pensou em comprar
“Amoras” para oferecer. Nestes casos, a loja cobra um valor adicional de /€ por cada

embrulho especial de oferta.

1.1 Ajuda o Raul a fazer as contas completando a seguinte tabela:

Peso (hg) 1123 (4] 5 |.. x

Prego a pagar (€) (Sem Embrulho de Oferta) {15 3 |45 |6 | 75| .. | 1,5%xx

Prego a pagar (€) (Com Embrulho de Oferta)

1.2 Escreve as expressdes analiticas das funcdes i e j, sabendo que:

i € a funcdo que a cada peso de amoras x (hg) faz corresponder um preco a pagar y
(€), quando ndo é feito um embrulho de oferta;

j € a funcdo que a cada peso de amoras x (hg) faz corresponder um preco a pagar y
(€), quando é feito um embrulho de oferta.

1.3 Calcula j (10) e explica o seu significado no contexto da situagao.

1.4 Representa graficamente, no mesmo referencial, as funcbes i (aazul) e j (a
vermelho).

1.5 A funcéo i € linear? E a funcdo j? Explica a tua resposta.

1.6 Indica as coordenadas dos pontos de intersecdo de cada uma das retas com o eixo
das ordenadas.

1.3. Tarefa: O fabrico de gomas
Data: 5/03

1. Devido a enorme procura, a fabrica decidiu produzir um novo tipo de gomas
chamado “Rodelas de mag¢a”. Nos testes de controlo de qualidade ao produto, cada
um dos ingredientes foi submetido a diferentes temperaturas (graus celsius) durante
60 minutos. Considera:

r(x) =2x+1 a funcdo que a cada minuto x faz corresponder uma uUnica
temperatura y (no teste ao aromatizante);
s(x) = 2x a funcdo que a cada minuto x faz corresponder uma Gnica temperatura y

(no teste a goma);
t(x) = 2x — 2 a funcdo que a cada minuto x faz corresponder uma Unica temperatura

y (no teste ao acgucar).
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1.1 No referencial encontram-se representadas as funcdes r e s. Representa no
mesmo referencial a funcdo t (azul).

1=
A
¥ »
>

2

1

,(V

1.2 O que ha de comum nos graficos das funcdes r, s e t?

1.3 Identifica o parametro b nas fungdes r, s e t e descreve o efeito da sua variacéo
nos graficos dessas funcoes.

1.4 Indica a variavel independente e a variavel dependente.

1.5 Calcula t (1) e explica o seu significado no contexto da situacao.

1.4. Tarefa: Exercicios de consolidacdo na aula*

Data: 7/03

4. Sejam f e g duas funcoes 10. Na figura estao representa-
lineares, f(x) =0,75x e das duas funcoes afins, f e
estando a funcdo g repre- g.

sentada graficamente na

figura.
¥,
,,,,,,,,,,,, 4
g
X
: 10.1 Determina uma expressao
-2 0 X analitica da funcao f.
10.2 Calcula:
10.2.1g(5
4.1 Representa a funcao g 90)
através de uma expressao 10.2.2g(-3)
algébrica. 10.3 Determina x de modo que
4.2 Determina as coordenadas f)=-2.

do ponto:

4.2.1 do gréfico de f que tem
abcissa 4 ;

4.2.2 do grafico de g que tem
ordenada 2.

4.3 Verifica se o ponto (-8, —6)
pertence ao gréafico de f.
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Proposta 7

Na figura encontram-se as representacées graficas das funcoes corres- Y1y
pondentes as expressoes: A : /” i
fx)=25x-3 ; g(x)=25x ; h(x)=0,4x+1; i(X)=25x+4
Das quatro retas representadas, trés sao paralelas. /V
1. Estabelece a correspondéncia entre as expressoes das funcdes e as 7/
respetivas representagoes graficas. D G
0 X
2. Determina as coordenadas dos pontos A, B, C e D assinalados na
figura
/ / B

*Esta tarefa é adaptada do manual Novo Espaco 8.%ano, volume 1, Porto Editora.

1.5. Tarefa: Fungdes no GeoGebra*
Data: 12/03

Hoje vamos utilizar o GeoGebra para analisar o comportamento dos graficos das
funcdes linear e afim.

1. Visualiza os gréaficos das fungdes definidas por expressodes do tipo f(x) = ax,
comegando por atribuir a a diferentes valores positivos. Por exemplo, a=0,5; a=1;
a=2...

Compara os graficos obtidos e regista as tuas conclusoes.

2. Faz agora um estudo semelhante, atribuindo a a valores negativos.
O que podes concluir?

3. Nas alineas anteriores estiveste a estudar funcdes definidas por expressdes do tipo
fx) = ax.

Faz agora um estudo semelhante para funcbes definidas por expressbes do tipo
f(x) = 2x + b, tomando para b varios valores por ti escolhidos. Por exemplo, b=0;
b=1; b=2...

O que acontece?

4. Analisa o que acontece aos graficos de funcdes definidas por expressdes do
tipo f(x) = ax + 2, se atribuires diferentes valores a a. Por exemplo, a=0; a=1;
a=2...

Regista as tuas conclusdes.

*Esta tarefa € uma adaptacdo de uma investigacdo realizada no ambito do projeto
“Matematica para todos - Investigagdes na sala de aula”.
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Anexo 2 - Tarefas para trabalho de casa

2.1. Tarefa: Identificar e assinalar pares ordenados no plano*
Data: 22/02

1. O seguinte referencial é constituido por dois eixos, perpendiculares entre si, que se
cruzam num ponto - origem do referencial. Cada um desses eixos tem uma
orientag&o indicada por uma seta e uma graduacéo, como podes observar na figura
seguinte:

Figura 1

1.1 Imagina que te encontras na origem do referencial. Descreve como te deslocas
para os pontos E e F, efetuando o nUmero minimo de deslocamentos na horizontal
e/ou na vertical.

1.2 Escreve as coordenadas dos pontos B, C, D, Ee F.
1.3 Observa as coordenadas dos pontos assinalados no referencial da figura e indica:
1.3.1. Todos os pontos que tém a mesma ordenada;

1.3.2. Todos os pontos que tém a mesma abcissa.

*Esta tarefa € uma adaptacdo dos materiais de apoio: Ministério de
Educacdo/DGIDC - Sequencias e Funcbes NPMEB.

2.2. Tarefa: Mais fungdes*
Data: 1/03

1. Na tabela seguinte estdo os precos praticados por dois técnicos de
eletrodomésticos quando se deslocam a casa dos clientes.

Técnico | Taxa Fixa | Preco por hora de trabalho
A 15€ 10€
B 20€ 25€

Sejam h e i as fungbes que a x horas de trabalho, numa deslocacéo, respetivamente
dos técnicos A e B, fazem corresponder um preco a pagar y pelo cliente.

a) Representa analiticamente as funcgdes h e i.
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b) Representa graficamente as fun¢des h e i no mesmo referencial.
Nota: O eixo das abcissas pode ter uma graduacgéo diferente do eixo das ordenadas.
Por exemplo, podes considerar que num dos eixos um quadrado representa 1 hora e
que no outro 1 quadrado representa S€.

c) Calculai (1,5). Qual é o significado do valor encontrado?

d) Por uma reparagdo o técnico recebeu 35€. Quanto tempo foi gasto na reparagédo?

2. Representa analiticamente as funges f e g representadas em baixo.
AY {. %

'3

i

3. Representa graficamente a funcéo z, que relaciona o tempo X em minutos e a
temperatura y em graus celsius de um novo ingrediente de gomas testado durante 60
minutos. Relativamente ao teste sabe-se:

e A temperatura registada no inicio da experiéncia (minuto 0) é de 10
graus celsius.

o A temperatura registada no final da experiéncia (minuto 60) é de 30
graus celsius.

*A questdo 1 desta tarefa € uma adaptacdo do manual Novo Espaco 8.° ano, volume
1, Porto Editora.
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2.3. Tarefa: Exercicios de consolidacdo em casa*
Data: 5/03

1. Considera a funcéo f(x) = % - 3.

No referencial encontram-se representadas trés retas, r, s e t, sendo uma delas uma
representacdo gréfica da funcéo f.

1.1 Caleula f(-2) e f3) L

-~

1.2 Indica, justificando, qual a reta que representa o grafico de f.

1.3 Define, através de uma expressao analitica, a funcdo que admite a reta s como
grafico.

1.4 Determina as coordenadas dos pontos A e B assinalados na figura.
2. Os gréficos de trés fungdes f, g e h séo as retas representadas no referencial em

baixo, sendo duas delas paralelas. y
As fungbes sdo do tipo y = ax + b. g

e

2.2 O que podes concluir quanto aos valores de a nas funcdes f e g?

2.1 Em qual das trés funcGes o valor de b é maior?

2.3 Qual é o sinal de a na funcéo h?

*A tarefa é adaptada do manual Novo Espago 8.%ano, volume 1, Porto Editora.
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Anexo 3 - Planos de aula

3.1. Primeira aula - 22/02
Aula N.° 86 - 45 minutos

Sumario
Inicio do estudo das funcGes: resolucdo de uma ficha de trabalho.

Tema/ Tdpico/ Subtopico
Algebra/ Funcbes/ Funcdes linear e afim.

Obijetivos da aula
Analisar situagdes de proporcionalidade direta;
Rever o conceito de fun¢do como relacdo entre duas variaveis.

Recursos e materiais
Ficha de trabalho;
Maquina de calcular.

Metodologia de trabalho
Trabalho em grupo/ turma.
Grupos de 3 a 5 alunos previamente selecionados pelo professor.

Contextualizacéo

Esta sera a primeira aula dedicada ao subtopico fungdes linear e afim. Sera proposto
aos alunos as alineas 1.1 e 1.2 da tarefa 1 - O preco das gomas.

Pretende-se com esta tarefa retomar o conceito de fungdo como relagdo entre
variaveis ja trabalhado no 7.° ano. A analise de uma situacdo de proporcionalidade
direta, em que 0 preco varia consoante 0 peso, servira para “abrir caminho” ao estudo
da funcéo linear.

Desenvolvimento da aula
1. Inicio da aula/ Apresentacdo da tarefa (10 minutos)

- Projetar o sumario no quadro.

- Questionar os alunos sobre duvidas com o trabalho de casa. Se necessario realizar a
correcao.

- Distribuir os enunciados da tarefa:

- Informar os alunos que dispdem de 15 minutos para resolver as alineas 1.1 e 1.2.

- Explicar que os enunciados tém espacos reservados para as resolucdes e que esses
enunciados serdo recolhidos no final de cada aula e devolvidos na aula seguinte.

- Pedir aos alunos para resolverem a caneta e corrigirem a lapis e informar que
dispdem de espaco no verso da folha para corrigir a representacdo grafica.

- Projetar as alineas 1.1 e 1.2 (slides 2 e 3) e clarificar o que se pretende com a tarefa.

2. Trabalho auténomo (15 minutos)

- O trabalho é realizado em grupo.
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- O professor circula pela sala, monitorizando e garantindo a participacdo e o
envolvimento dos alunos através do questionamento individual ou coletivo, do
feedback e do desafio a refinagdo de argumentos e raciocinios, sem reduzir o nivel de
exigéncia cognitiva da tarefa. O professor faz a selecdo e sequenciacdo das
producdes que ache conveniente apresentar e discutir.

Relativamente aos objetivos da tarefa, estratégias e dificuldades previstas:

- Na alinea 1.1 os alunos deverdo preencher uma tabela onde a cada peso
corresponde um prego. Nos “pesos” “11” e “13” é expectavel que os alunos possam
utilizar estratégias diferenciadas. Por exemplo: (i) irem adicionando o custo de um
hectograma ao preco a pagar, obtendo assim o preco seguinte; (ii) multiplicarem o
peso dado pelo preco do hectograma; (iii) calcularem o preco relativo ao peso atraves
da regra de trés simples.

- Na alinea 1.2 sdo pedidas varias possibilidades para os pesos de amoras e mistura
de frutos que podem ser compradas com 3€. Como sdo pedidos 3 exemplos e nédo
pode sobrar dinheiro, os alunos terdo de considerar pelo menos um valor ndo inteiro.

3. Discusséao (15 minutos)

- O quadro da alinea 1.1 é projetado (slide 4) ja preenchido, exceto as duas ultimas
colunas relativas aos pesos 11 e 13 hectogramas. A resposta tera de ser dada e
validada pela turma, mas escrita pelo professor no quadro.

- Na alinea 1.2 as respostas dos alunos vao sendo filtradas e escritas pelo professor.
Utilizar as tabelas do slide 5 para escrever os exemplos pedidos. A solucdo é
validada pela turma.

- O slide 6 tem como objetivo fazer uma breve sintese de algumas ideias que devem
ser reforcadas. Surge a explicacdo de variavel dependente e independente com o
intuito de ajudar os alunos a identificarem na tabela qual € uma e qual é outra
(geralmente a variavel independente é a que aparece na primeira linha), mas deve
reforcar-se que nem sempre € assim.

- Os slides 7 e 8 ajudam a relacionar a representacao tabelar e a representagéo grafica
e sao apresentados com dois objetivos. Fazer um diagndstico sobre os conhecimentos
e preparar o trabalho para casa.

4. Final da aula (5 minutos)

- Projetar o slide 9 (trabalho para casa) e entregar a tarefa para trabalho de casa:
Identificar e assinalar pares ordenados no plano cartesiano. Tarefa adaptada do
Ministério de Educacdo/DGIDC: DGIDC Sequencias e Fungdes NPMEB. Informar
os alunos que deverdo entregar a ficha na aula seguinte.

O trabalho de casa pretende desafiar os alunos a reverem procedimentos relativos a
representacdo grafica de coordenadas no referencial, preparando assim o caminho
para a proxima aula.

Avaliacdo dos alunos

- Observacdo direta (atitudes reveladas, por exemplo, participacdo e formas de
relacionamento);
- Producdes que decorram da realizacdo das tarefas realizadas na aula e em casa.

149



Proposta de resolucdo da tarefa - Funcoes lineares (alineas 1.1 e 1.2)

1.1
Peso (hg) 1 2 3 4 5 11 13
Preco “Amoras” (€) 15 3 45 |6 | 7,5 16,5 19,5
Preco “Mistura de frutos” (€) 1 2 3 4 5 11 13
Preco “Coca-colas” (€) 0,75115|225| 3| 3,75 8,25 9,75
1.2
Exemplo 1 Exemplo 2 Exemplo 3
Peso (hg) | Prego (€) | Peso (hg) | Preco (€) | Peso (hg) | Preco (€)
"Amoras" 2 3 0 0 1 1,5
"Mistura frutos" 0 0 3 3 15 1,5

3.2. Segunda aula - 26/02

Aula N.° 87/88 - 90 minutos

Sumario
Func&o linear;

Representacao analitica e grafica da funcgéo linear.

Tema/ Tépico/ Subtbdpico

Algebra/ Funcdes/ Funcdes linear e afim.

Obijetivos da aula

Rever a funcéo de proporcionalidade direta;
Representar grafica e algebricamente a funcdo linear;
Relacionar analitica e graficamente a funcéo linear;

Compreender o efeito da variacdo de a na representacdo grafica de funcdes do tipo

y=ax,a+ 0.

Recursos e materiais

Ficha de trabalho;
Esferogréaficas de cor azul, verde e vermelha (para a representacdo grafica).

Metodologia de trabalho

Trabalho em grupo/ turma.

Grupos de 3 a 5 alunos previamente selecionados pelo professor.

Contextualizacdo

Nesta aula serd proposto aos alunos as alineas 1.3 a 1.6 da tarefa 1 - O preco das
gomas. Esta tarefa é a continuacdo da tarefa iniciada na aula anterior e tem como
objetivo introduzir a funcdo afim. Numa primeira fase o professor ira resolver no
quadro, juntamente com os alunos, a constante de proporcionalidade, a expressao
analitica e parte da representacdo gréafica no caso especifico das amoras. Os alunos
deverdo depois prosseguir com a resolucéo da tarefa. No final da aula dar-se-a inicio
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a discussdo em grande grupo/ turma. Conforme decorram os trabalhos, é possivel que
a discussdo da tarefa tenha que ser terminada na proxima aula por limitacGes de
tempo.

Desenvolvimento da aula
1. Inicio da aula (5 minutos)

- Projetar o sumério no quadro.

- Recolher as fichas do trabalho de casa pedido na aula anterior e distribuir a 2.2 parte
dos enunciados da tarefa - O preco das gomas.

- Informar os alunos que o professor ira resolver com eles, em conjunto, as alineas
1.3 (constante de proporcionalidade), 1.5 (expressao analitica) e uma parte da 1.6.
Isto serd feito apenas para um tipo de gomas, as amoras. O restante sera feito pelos
alunos durante a fase de trabalho auténomo.

2. Explicacdo das alienas 1.3, 1.5 e 1.6 pelo professor (20 minutos)

- De forma a garantir que os alunos prossigam a resolucdo da tarefa o mais
autonomamente possivel ira “construir-se” com eles o calculo da constante de
proporcionalidade, pedido na alinea 1.3, a expressdo analitica da funcdo, pedida na
alinea 1.5 e apenas uma parte da representacdo grafica, pedida na alinea 1.6, apenas
no caso das amoras.

- Na alinea 1.3, projetar o slide 2 e questionar a turma relativamente ao

. ~ Preco aPagar r . . .
desenvolvimento da expressdo o E previsivel que os alunos questionem

se basta calcular a constante para um determinado peso/ preco a pagar ou se €
necessario calcular para todos. Serdo convidados a testar outros casos, de forma a
confirmar que o valor da constante se mantém. Os alunos deverdo ainda compreender
que, no contexto do problema, a constante de proporcionalidade representa o preco
de um hectograma de amoras, pois ao dividirmos o0 preco a pagar por um
determinado nimero de hectogramas obtemos o preco a pagar por um hectograma. O
slide 3 reforca que a relacdo entre preco a pagar e peso das gomas é de
proporcionalidade direta, se existir uma constante de proporcionalidade a
determinada pelo quociente entre preco a pagar e peso. Refere-se pela primeira vez a
letra a, utilizada para designar a constante de proporcionalidade e fala-se pela
primeira vez em funcdo, como forma de traduzir uma situacdo de proporcionalidade
direta.

- Na alinea 1.5 pede-se uma expresséo analitica para a funcédo f, que a cada peso de
amoras x (hg) faz corresponder um preco a pagar y (€). O slide 4 permite, através da
tabela, levar os alunos a construir gradualmente a expressdo analitica,
compreendendo que 15 =15x%x1; 3 =15%x2; 45 =15%3;..,; y =
1,5 X X. No slide 5 é introduzida a notacdo f(x) = 1,5x e é explicado que f € a
regra que associa a cada peso X um Uinico peso a pagar y. E importante que os alunos
trabalhem com ambas as notacgdes de inicio.

- Na alinea 1.6 é pedida a representacdo grafica das funcGes. Esta representacdo nédo
sera feita até ao fim, importando apenas garantir que os alunos saibam como
determinar coordenadas de pontos, seja através da expressdo analitica, seja através da
tabela. No slide 6 é apresentada a expressdo y = 1,5x e no slide 7 é apresentada a
expressdo f(x) = 1,5x. Os alunos deverdo compreender que podem utilizar ambas
as expressoes para determinarem as coordenadas dos pontos e que essas coordenadas
coincidem com as determinadas por meio da tabela.
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3. Trabalho auténomo (30 minutos)

- O trabalho é realizado em grupo.

- O professor circula pela sala, monitorizando e garantindo a participacdo e o
envolvimento dos alunos através do questionamento individual ou coletivo, do
feedback e do desafio a refinacdo de argumentos e raciocinios, sem reduzir o nivel de
exigéncia cognitiva da tarefa. O professor faz a selecdo e sequenciacdo das
producdes que ache conveniente apresentar e discutir.

Relativamente aos objetivos da tarefa, estratégias e dificuldades previstas:
- Na alinea 1.3 os alunos deverdo calcular a constante de proporcionalidade no caso
da mistura de frutos e das coca-colas. Podera sugerir-se que utilizem as letras a; no

caso das amoras, a2 no caso das misturas de frutos e ag no caso das coca-colas, de

forma a distinguir os trés casos.

- Na alinea 1.5 os alunos deverdo chegar as expressdes analiticas das fungdes
relativas a mistura de frutos e as coca-colas. Poderdo seguir uma estratégia mais
direta, escrevendo logo a expressdo, ou poderdo seguir os passos feitos pelo
professor no caso das amoras.

- Na alinea 1.6, para determinar as coordenadas dos pontos, os alunos poderdo
utilizar os valores da tabela ou utilizar a expressé@o analitica, ficando ao critério deles
optar pelo que considerem ser a melhor estratégia. Nesta alinea € importante reforcar
0 apoio aos alunos de forma a garantir que estdo a conseguir fazer uma representacao
gréfica, mesmo que ndo esteja completamente correta. Poderdo ser formuladas
questdes do tipo, escolheste bem a unidade na graduacdo dos eixos ou, verifica se as
coordenadas estdo bem determinadas. E importante garantir também que os alunos
estdo a utilizar a diferentes cores sugeridas no enunciado para representar as
diferentes funcdes.

- Na alinea 1.7 os alunos deverao retirar conclusdes, sobre o efeito do parametro a,
no grafico das funcbes. Trata-se de uma pergunta mais aberta e podera haver a
necessidade do professor fornecer algumas pistas que ajudem os alunos a progredir.
Por exemplo, como é que explicas a distancia das retas em relacdo ao eixo das
abcissas, ou das ordenadas.

4. Discussao (30 minutos)

- Conforme decorram os trabalhos, é possivel que a discussao da tarefa tenha que ser
terminada na préxima aula por limitacGes de tempo.

- Nas alineas 1.3 e 1.4 o professor questiona a turma relativamente as constantes de
proporcionalidade relativas a mistura de frutos e as coca-colas e relativamente ao seu
significado no contexto do problema. Utilizar o slide 9 para escrever as respostas.
Validar a solugdo com a turma.

- Na alinea 1.5 pedir a dois alunos que vdo ao quadro escrever as expressoes
analiticas relativas as funcdes relacionadas com a mistura de frutos e as coca-colas.
Utilizar o slide 10. Validar a solu¢do com a turma. E possivel que surjam duvidas
nesta fase ou que os alunos s6 utilizem uma das notagdes, y = ax ou f(x) = ax.
Nestes casos questionar 0s alunos e complementar com a informacéo em falta.

- Na alinea 1.6 projetar um referencial cartesiano (slide 11) e pedir a um ou a trés
alunos diferentes que representem graficamente cada uma das funcdes no quadro
(respeitando as cores sugeridas no enunciado da tarefa). Validar a solugdo com a
turma. No final pode projetar-se o slide 12, com a representacdo gréafica feita pelo
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professor, e comparar com a realizada pelo aluno retirando conclusées que se
revelem importantes.

- Na alinea 1.7 € tratado pela primeira vez o declive da reta. Os alunos deverao
compreender que & medida que o pardmetro a aumenta, o declive aumenta. Ou de
forma mais informal, quanto maior for o valor de a mais a reta se aproxima do eixo
das ordenadas. As respostas dos alunos véo sendo filtradas e escritas pelo professor
no quadro. Utilizar o slide 13.

- No final da discusséo projetar o slide 14 e sublinhar que:

Uma funcdo de proporcionalidade é uma funcéo linear;

Déa-se 0 nome de funcdo linear a toda a fungdo em que a expressao analitica é do tipo
y = ax. O gréfico de uma funcdo linear € uma reta que passa na origem do
referencial cartesiano;

Ao valor de a chama-se declive da reta.

5. Fim da aula (5 minutos)

- Projetar o slide 15 e informar os alunos sobre o trabalho para casa. Tarefa 2 do
manual, pagina 116.

O trabalho de casa tem o objetivo de consolidar conhecimentos adquiridos nesta aula.

Avaliacdo dos alunos

- Observacdo direta (atitudes reveladas, por exemplo, participacdo e formas de
relacionamento);
- Producdes que decorram da realizacéo das tarefas realizadas na aula e em casa.

Proposta de resolucdo da tarefa 1 - Funcdes lineares (restantes alineas)

1.3

Amoras
Prego a pagar 15 _ 3_ 45 _ 16,5 _ 195 _
T=al —=15 5—1,5 3—1,5 7—1,5 13—1,5

Mistura de frutos

Prego a pagar 1_ 2 _ 3_ 11 _ 13 _
ey~ @2 I_l 5—1 5—1 E_l E_l
Coca-colas
Preco a pagar 0,75 _ 15 _ 2,25 _ 8,25 _ 975 _
T poy "W | T T 0,75 - = 0,75 == 0,75 ST 0,75 oo 0,75

14
Amora: A constante aj representa o preco a pagar por 1hg de amoras.

Mistura de frutos: A constante ap representa o pre¢o a pagar por 1hg de mistura.
Coca-colas: A constante ag representa o preco a pagar por 1hg de coca-colas.
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1.5

f € a funcdo que a cada peso de amoras x (hg) faz corresponder um prego a pagar
Y. f(x) =15 X% x;

g é a funcdo que a cada peso de mistura de frutos x (hg) faz corresponder um prego a
pagar y(€). g(x) =1 X x;

h é a funcdo que a cada peso de coca-colas x (hg) faz corresponder um preco a pagar
y(€). h(x) = 0,75 X x.

1.6

Fats

1.7

Quanto maior for o0 a maior é o declive do grafico;

Quanto maior for o a mais proximo o gréafico esta do eixo das ordenadas;
Declives diferentes implicam retas ndo paralelas;

Todas passam na origem.

3.3. Terceira aula - 28/02
Aula N.° 89/90 - 90 minutos

Sumario
Funcéo afim;
Representacao analitica e grafica da funcdo afim.

Tema/ Topico/ Subtopico
Algebra/ Funcbes/ Funcdes linear e afim.

Objetivos da aula

Fazer o estudo da funcéo afim;

Relacionar as funges linear e afim e compreender as suas diferencas;
Representar grafica e algebricamente a funcéo afim.

Recursos e materiais
Ficha de trabalho;
Esferogréaficas de cor verde e vermelha.

Metodologia de trabalho
Trabalho em grupo/ turma.
Grupos de 3 a 5 alunos previamente selecionados pelo professor.
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Contextualizacéo

Nesta aula sera proposta a tarefa 2 - “Um embrulho especial”, que vem no
encadeamento da tarefa anterior - “O preco das gomas” e que tem como objetivo
introduzir a funcdo afim. Partindo da funcéo relativa as amoras, serd adicionado ao
preco a pagar um custo adicional relativo a um embrulho para oferta, permitindo
assim introduzir o parametro b de forma natural e intuitiva. Na primeira parte da aula
sera feita a discussdo da tarefa - “O preco das gomas” e na segunda parte os alunos
comecgardo a resolver a tarefa - “Um embrulho especial”’, onde sera feita a
representacdo analitica e grafica das fungdes linear e afim, estudada a relacdo entre
as representacdes gréfica e analitica das funcdes e estudado o pardmetro b.

Desenvolvimento da aula
1. Inicio da aula (5 minutos)

- Projetar o sumério no quadro.

- Questionar os alunos sobre diavidas com o trabalho de casa. Caso se revele
necessario, efetuar a correcéo.

- Distribuir os enunciados da tarefa - “O prego das gomas”, resolvida na tltima aula e
informar os alunos que dispdem de 15 minutos para completar as alineas 1.6 e 1.7 da
tarefa. E importante dar mais alguns minutos aos alunos para acabarem esta tarefa.

2. Trabalho autonomo - Tarefa “O prego das gomas” (15 minutos)

- Os alunos irdo finalizar as alineas 1.6 e 1.7 da tarefa iniciada na aula anterior - “O
preco das gomas”.

3. Discusséo - Tarefa “O preco das gomas” (20 minutos)

- Nas alineas 1.3 e 1.4 questionar a turma relativamente as constantes de
proporcionalidade relativas a mistura de frutos e as coca-colas e relativamente ao seu
significado no contexto do problema. Utilizar os slides 4 e 5 para escrever as
respostas. Validar a solugcdo com a turma.

No slide 5 reforcar que a relacdo entre variaveis s6 é de proporcionalidade direta
quando existir uma constante a, diferente de zero, em que 0 quociente entre a
variavel independente e dependente é a.

- Na alinea 1.5 questionar a turma sobre as expressdes analiticas relativas as funcGes
relacionadas com a mistura de frutos e com as coca-colas. Utilizar os slides 6,7 e 8.
Validar a solucdo com a turma. E possivel que surjam duvidas nesta fase ou que 0s
alunos sO utilizem uma das notagBes, y =ax ou f(x) = ax. Nestes casos
questionar os alunos e complementar com a informacao em falta.

No slide 6 reforcar o conceito de funcdo como relagdo entre dois conjuntos e
aproveitar para relembrar os alunos do significado de dominio, contradominio, objeto
e imagem.

- Na alinea 1.6 projetar a representacdo grafica feita pelo professor (slide 10) e
validar a solucdo com a turma. Os alunos que tiverem representacdes diferentes
devem ser motivados a detetar e comentar o erro.

- Na alinea 1.7 surge pela primeira vez a ideia de declive. Os alunos deverdo
compreender que a medida que o parametro a aumenta o declive aumenta. Ou de
forma mais informal, quanto maior for o valor de a mais a reta se aproxima do eixo
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das ordenadas. As respostas dos alunos véo sendo filtradas e escritas pelo professor
no quadro. Utilizar o slide 11.

4. Sintese - Funcdo linear (5 minutos)

- Projetar o slide 12 e pedir a um aluno para ler em voz alta e para todos registarem
no caderno.

Da-se o nome de funcao linear a toda a funcao em que a expressao anali-
tica é do tipo y=ax e a sua representacao grafica é uma reta que passa
pela origem do referencial.

5. Trabalho autbnomo - Tarefa “Um embrulho especial” (40 minutos)

- O trabalho é realizado em grupo.

- Distribuir os enunciados da tarefa - “Um embrulho especial”.

- O professor circula pela sala, monitorizando e garantindo a participacdo e o
envolvimento dos alunos atraves do questionamento individual ou coletivo, do
feedback e do desafio a refinacdo de argumentos e raciocinios, sem reduzir o nivel de
exigéncia cognitiva da tarefa. O professor faz a selecdo e sequenciacdo das
producdes que ache conveniente apresentar e discutir.

Relativamente aos objetivos da tarefa, estratégias e dificuldades previstas:

- Na alinea 1.1 os alunos deverdo preencher parte da tabela com os precos relativos a
cada peso, mais /€ relativo ao custo do embrulho de oferta. Espera-se que
compreendam que este custo adicional influéncia a expressao analitica das funcdes,
onde uma é do tipo f(x) = ax e aoutra étipo f(x) = ax + "qualquer coisa”.

- Na alinea 1.2 séo pedidas as expressdes analiticas das funcdes. Apesar de ja terem
sido escritas na tabela, espera-se que os alunos as reescrevam utilizando uma
simbologia mais formal: i(x) = 1,5x e j(x) = 1,5x + 1.

- Na alinea 1.3 é importante que os alunos compreendam que neste caso a variavel x
(peso) tem o valor 10 e que a variavel y (preco a pagar) tem o valor 16. A expressdo
dada pode ser interpretada como sendo o preco de 10 hectogramas de amoras
comprados para oferta.

- Na alinea 1.4 é pedida a representacdo grafica das fungdes. Para determinar as
coordenadas dos pontos os alunos poderdo recorrer aos valores da tabela ou entdo
utilizar a expressdo analitica, ficando ao critério deles optar pela estratégia que
considerem mais adequada.

- Na alinea 1.5 os alunos deverdo reconhecer que uma funcéo linear (do tipo y = ax)
passa na origem e que uma funcgéo afim (do tipo y = ax + b) ndo passa na origem.

- Na alinea 1.6 pedem-se as coordenadas dos pontos de interse¢do de cada uma das
retas com o eixo das ordenadas. Torna-se necessario identificar o eixo das ordenadas
e perceber em que ponto o grafico da funcdo interseta o eixo. E importante
compreender que o ponto de intersecdo com 0 eixo dos y obtém-se quando x = 0.
Isto pode ser determinado analiticamente ou graficamente.

6. Final da aula (5 minutos)

- Projetar o slide 14 e informar os alunos sobre o trabalho para casa: Terminar a
tarefa “Um embrulho especial” iniciada na aula.
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Avaliacdo dos alunos

- Observacdo direta (atitudes reveladas, por exemplo, participacdo e formas de
relacionamento);
- Producdes que decorram da realizagéo das tarefas realizadas na aula e em casa.

Proposta de resolucdo da tarefa 2 - Um embrulho especial

1.1
Peso (hg) 1 2 3 4 5 X
Preco a pagar sem embrulho de oferta (€) 15 3 45 6 7,5 1,5x
Preco a pagar com embrulho de oferta (€) | 1,5+1 | 3+1 | 45+1 | 6+1 | 7,5+1 | ... | 1,5x+1
1.2
i(x) =1,5x
jix)=15x+1
1.3

j(10) = 16 Significa o prego a pagar por 10 hectogramas de amoras para oferta
(com embrulho especial).

1.4
[N .
/¥
x/
y AmY.2 5
4 7
25 | / .
2
sz ./
i
1 E S
1.5

A funcéo i € linear (do tipo y = ax), porque é representada graficamente por uma
reta que passa na origem do referencial cartesiano. A funcdo j ndo € linear mas sim
afim (do tipo y = ax + b) e ndo passa na origem.

1.6
O grafico de i interseta o eixo das ordenadas no ponto (0,0).
O grafico de j interseta o eixo das ordenadas no ponto (0,1).
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3.4. Quarta aula - 1/03
Aula N.° 91 - 45 minutos

Sumério
Discusséo da tarefa - “Um embrulho especial”

Tema/ T6pico/ Subtopico
Algebra/ Func¢bes/ Funcdes linear e afim.

Objetivos da aula

Fazer o estudo da fungéo afim;

Relacionar as funges linear e afim e compreender as suas diferencas;
Representar grafica e algebricamente a funcéo afim.

Recursos e materiais
Ficha de trabalho;
Esferograficas de cor verde e vermelha.

Metodologia de trabalho
Trabalho em grupo/ turma.
Grupos de 3 a 5 alunos previamente selecionados pelo professor.

Contextualizacdo
Nesta aula ira realizar-se a discussdo da tarefa - “Um embrulho especial” resolvida
na aula anterior.

Desenvolvimento da aula
1. Inicio da aula (5 minutos)

- Projetar 0 sumario no quadro.
- Distribuir os enunciados da tarefa - “Um embrulho especial”.

2. Discussdo - Tarefa “Um embrulho especial” (30 minutos)

- Na alinea 1.1 projetar a tabela que esta no slide 2 e pedir a um aluno que va ao
quadro preenché-la, explicando o seu raciocinio. A solucédo é validada pela turma.

- Na alinea 1.2 o professor questiona a turma e escreve as expressdes analiticas das
funcbes no slide 3. A solucdo ¢ validada pela turma.

- Na alinea 1.3 questionar os alunos sobre o significado de j (10) e pedir para calcular
0 seu valor. Utilizar o slide 4.

- Na alinea 1.4 projetar a representacdo grafica feita pelo professor (slide 5) e validar
a solucdo com a turma. Os alunos que tiverem representacdes diferentes devem ser
motivados a detetar e comentar o erro.

Aproveitar para reforcar que os pontos podem ser obtidos através da tabela mas frisar
que também podem ser obtidos através da expressdo analitica. Utilizar o slide 6 para
representar as mesmas funcées no quadro, mas através da expressao analitica.

- Na alinea 1.5 questionar a turma. Filtrar e organizar as respostas no slide 7.
Interessa escrever que:

Uma funcéo linear (do tipo y = ax) passa na origem;

Uma funcdo afim (do tipo y = ax + b) ndo passa na origem.
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- Na alinea 1.6 pedir a um aluno para ir ao quadro identificar os pontos de
intersec¢do com o eixo das ordenadas (slide 8). Se o aluno néo for capaz de escrever
as coordenadas pode tentar sinalizar os pontos de intersecdo no grafico. Questionar o
aluno se é capaz de determinar os pontos de intersecdo analiticamente. Caso ndo o
consiga, o professor questiona a turma, valida e escreve a solucao.

3. Sintese — Funcao afim (5 minutos)

- Projetar o slide 9 e pedir a um ou dois alunos para lerem em voz alta e para todos
registarem no caderno.

Da-se o nome de funcao afim a toda a funcao representada por uma

expressao analitica do tipo y=ax+ b, sendo a sua representacao grafica

uma reta.

Nota: Repara que, se b=0, tem-se uma fungao linear.

0 grafico de uma fungdo afim f do tipo f(x)=ax+b interseta o eixo das

ordenadas no ponto de coordenadas (0, b).

Nota: A b da-se o nome de ordenada na origem

4. Fim da aula (5 minutos)

- Projetar o slidel0 (trabalho para casa) e entregar a tarefa — “Mais fungdes” para
trabalho de casa.

- Caso a discussdo da tarefa - “Um embrulho especial” prevista para esta aula
termine antes do tempo previsto, os alunos podem comecar a fazer o trabalho de
casa.

Avaliacdo dos alunos

- Observacdo direta (atitudes reveladas, por exemplo, participacdo e formas de
relacionamento);
- Producdes que decorram da realizacdo das tarefas realizadas na aula e em casa.

3.5. Quinta aula - 5/03
Aula N.° 92/93 - 90 minutos

Sumario
Estudo dos parametros a e b em funcdes do tipo y = ax + b.

Tema/ Tdpico/ Subtopico
Algebra/ Funcbes/ Funcdes linear e afim.

Obijetivos da aula
Relacionar fungdes do tipo y = ax + b e compreender o efeito da variacdo dos
pardmetros a e b na sua representacao grafica.
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Recursos e materiais
Ficha de trabalho individual;
Esferogréaficas de cor verde e vermelha.

Metodologia de trabalho
Trabalho em grupo/ turma.
Grupos de 3 a 5 alunos previamente selecionados pelo professor.

Contextualizacéo

Nesta aula ser& proposto aos alunos a resolucao da tarefa 3 - “O fabrico de gomas”.
Serd feita a exploracdo grafica de trés fungdes afins com o mesmo pardmetro a e
diferentes parametros b.

Desenvolvimento da aula
1. Inicio da aula (15 minutos)

- Projetar o sumério no quadro.

- Questionar os alunos sobre ddvidas com o trabalho de casa. Caso se revele
necessario, efetuar a correcao.

- Utilizar os slides 2 a 6 para reforcar a sintese feita na aula anterior.

2. Trabalho autonomo - Tarefa “O fabrico de gomas” (40 minutos)

- O trabalho é realizado em grupo.

- Distribuir os enunciados da tarefa - “O fabrico das gomas”.

- O professor circula pela sala, monitorizando e garantindo a participacdo e o
envolvimento dos alunos atraveés do questionamento individual ou coletivo, do
feedback e do desafio a refinacdo de argumentos e raciocinios, sem reduzir o nivel de
exigéncia cognitiva da tarefa. O professor faz a selecdo e sequenciacdo das
producdes que ache conveniente apresentar e discutir.

Relativamente aos objetivos da tarefa, estratégias e dificuldades previstas:

- Na alinea 1.1 sdo dados os graficos de duas funcdes e pede-se a representacdo
grafica de uma terceira funcdo cuja expressdo analitica € dada. Ao contrario das
tarefas anteriores, nesta os alunos ndo dispdem de qualquer tabela e terdo de
determinar as coordenadas dos pontos através da expressdo analitica. E também
importante que os alunos compreendam que a funcéo faz sentido apenas para valores
de x entre 0 e 60 (minutos) e que por essa razdo os graficos das fun¢bes admitem
apenas valores de x positivos.

- Na alinea 1.2 espera-se que os alunos compreendam, por exemplo, que os graficos
das funcdes sdo retas paralelas. Isto deve-se ao fato das retas terem todas o mesmo
declive, ou seja, terem todas 0 mesmo a.

- Na alinea 1.3 espera-se que os alunos identifiguem o parametro b em cada uma das
funcbes e que compreendam que se trata da ordenada na origem, ou seja, da
ordenada do ponto de intersecdo da reta com o eixo das ordenadas.

- Na alinea 1.4 os alunos terdo de identificar a variavel independente x e a
dependente y.

- Na alinea 1.5 espera-se que os alunos calculem e interpretem o significado de t (1).

3. Discusséo - Tarefa “O fabrico de gomas” (30 minutos)
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- Na alinea 1.1 projetar o referencial cartesiano, slide 8, e pedir a um aluno para ir ao
quadro representar a funcao t explicando como € que determinou as coordenadas dos
pontos. Os alunos que tiverem representacdes diferentes devem ser motivados a
detetar e comentar o erro.

- Na alinea 1.2 projetar o slide 9 e questionar a turma. As respostas dos alunos vao
sendo filtradas e escritas pelo professor no quadro. Podem ser escritas coisas do tipo:
(i) as retas sdo paralelas; (ii) os declives das retas sdo iguais; (iii) o valor de a é igual
nas trés funcdes. Pode questionar-se o0 que aconteceria se considerassemos valores de
a, menores ou maiores.

- Na alinea 1.3 projetar o slide 10 e questionar a turma. As respostas dos alunos véao
sendo filtradas e escritas pelo professor no quadro. Podem ser escritas coisas do tipo:
(i) o b é a ordenada na origem; (ii) O ponto (0;b) é determinado fazendo x=0; (iii) o
eixo das ordenadas ¢ intersetado pelos gréaficos das fungdes nos pontos (0;1), (0;0) e
(0;-2). Perante o sinal de b podemos considerar as seguintes situacoes:

Se b> 0, o gréfico da funcdo corta o eixo das ordenadas acima da origem;

Se b=0, o grafico da funcdo corta o eixo das ordenadas na origem;

Se b <0, o grafico da funcdo corta o eixo das ordenadas abaixo da origem.

- Na alinea 1.4 ndo se preveem dificuldades tendo em conta que nas aulas anteriores
foi-se reforcando sempre que a variavel independente é 0 x e representa-se sempre no
eixo das abcissas, e que a variavel dependente € 0 y, e representa-se sempre no eixo
das ordenadas. Utilizar o slide 11.

- Na alinea 1.5 os alunos deverdo compreender que t (1) significa a temperatura y do
acucar no minuto x = 1. Como t(x) = 2x — 2 a temperatura no minuto 1 é de 0
graus celsius. Utilizar o slide 11. Esta alinea pode servir para reforcar o conceito de
funcdo, perguntando por exemplo se é possivel termos t(1) = 0e t(1) = 1.

4. Final da aula (5 minutos)

- Projetar o slide 12 e informar os alunos sobre o trabalho para casa: Tarefa -
“Funcodes: exercicios de consolidagdo”.

Avaliacdo dos alunos

- Observacdo direta (atitudes reveladas, por exemplo, participacdo e formas de
relacionamento).
- Producdes que decorram da realizacdo das tarefas realizadas na aula e em casa.

3.6. Sexta aula - 7/03
Aula N.° 94/95 - 90 minutos

Sumario

Exercicios de consolidacao e revisao para o teste;
Entrega dos testes de avaliacao.
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Tema/ Tdpico/ Subtopico
Algebra/ Funcbes/ Funcdes linear e afim.

Conhecimentos prévios dos alunos

Compreender o conceito de fungdo como relacdo entre variaveis e como
correspondéncia entre dois conjuntos e utilizar as suas varias notacoes;
Analisar uma funcéo a partir das suas representacoes.

Objetivos da aula

Consolidar conceitos adquiridos em aulas anteriores, atravées de resolucao de
exercicios em contexto puramente matematico.

Aprofundar o contacto e a pratica com terminologia e simbologia associada ao
topico.

Recursos e materiais
Folhas A4 brancas.

Metodologia de trabalho
Trabalho individual.

Contextualizacéo

Nas aulas anteriores foram realizadas tarefas, formuladas em contexto real, que
permitiram introduzir de forma mais natural e intuitiva as fungdes linear e afim.
Nesta aula serd dado enfase a resolucéo de exercicios praticos, retirados do manual,
com o objetivo de consolidar conceitos adquiridos em aulas anteriores e aprofundar o
contato e a pratica com terminologia e simbologia utilizada nas funcdes.

Desenvolvimento da aula
1. Inicio da aula (5 minutos)

- Projetar o sumario no quadro (slide 1).
2. Trabalho autonomo (80 minutos)

- O trabalho é realizado individualmente.

- Ndo estdo previstos momentos formais de discuss@o. Durante o trabalho autonomo
0 professor apoiard os alunos nas resolucdes. A resolucdo no quadro ird sendo
realizada a medida que os alunos forem progredindo na resolucédo dos exercicios.

- Projetar o slide 2 com os exercicios propostos para a aula:

Exercicio 4 da pagina 118;

Exercicio 10 da paginal21;

Proposta 7 da pagina 131.

Estratéqgias a adotar na resolucdo dos exercicios propostos (slides 3 a 8)

Exercicio 4 pagina 118

No exercicio 4 sdo dadas duas funcBes lineares, uma representada graficamente e
outra representada analiticamente. Na alinea 4.1, relativamente a uma das funcdes, é
pedida a expressdo analitica a partir da representacdo grafica. Na alinea 4.2,
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relativamente as funcbes dadas, pede-se a coordenada de um ponto que tem por
abcissa um determinado x e a coordenada de um ponto que tem por ordenada um
determinado y. Na alinea 4.3 os alunos terdo de verificar se um dado ponto pertence
ou ndo ao gréafico de uma das funcdes.

4.1

A funcdo g representada graficamente é do tipo y = ax.

Por observagdo do grafico é possivel determinarmos o ponto (-2,4).

Para encontrar 0 nosso a podemos substituir na expressdo x por -2 e y por 4.
Resolvendo a equacdo 4 = —2a, temos a = —2. A expressdo analitica de g é
y = —2x. Pedir a representacdo gréafica da funcdo f.

421

Para determinar a ordenada do ponto cuja abcissa é 4 fazemos f(4) = 0,75 X 4.
Neste caso estamos a utilizar a expressdo analitica de f para determinar as
coordenadas do ponto, que é (4;3). Por observacdo do grafico de f também sera
possivel determinar as coordenadas deste ponto.

4.2.2

Para determinar a abcissa do ponto cuja ordenada é 2 fazemos 2 = —2x. Neste caso
estamos a utilizar a expressdo analitica de g para determinar as coordenadas do
ponto, que é (-1;2). Por observacgéo do grafico de g também sera possivel determinar
as coordenadas deste ponto.

4.3

Para verificar se 0 ponto de coordenadas (-8;-6) pertence ao grafico de f podemos
substituir na expressdo analitica o x por -8 e verificar se y = —6. Se se verificar, 0
ponto pertence ao gréafico.

Como f{-8)=0,75x(-8)=-6, o ponto (-8,-6) pertence ao grafico de f.

Exercicio 10 pagina 121

Neste exercicio sdo dadas duas funcdes afins representadas graficamente. Na alinea
10.1 pede-se as expressbes analiticas das fungbes. Na alinea 10.2 pede-se para
calcular a imagem de um dado objeto através da expressao analitica. Na alinea 10.3
pede-se para calcular o objeto de uma dada imagem através da expressao analitica.

10.1

A funcéo f representada graficamente é do tipo y = ax + b.

Sabemos que b é a ordenada na origem. Por observacdo do grafico é possivel
determinarmos o ponto (0,b), ou seja, o ponto (0;2), ou seja, 0 ponto onde o grafico
interseta o eixo das ordenadas. Logo b = 2.

Para encontrar 0 nosso a podemos substituir na expressdo x por 2 e y por 1.

~ 1 ~ s ,
Resolvendo a equacdo 1 = 2a + 2, temos a = —a X > A expressdo analitica de f €

y=—%x+2.

10.2.1
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N&o é possivel determinar g (5) graficamente portanto € necessario determinar a
expressdo analitica de g. Utilizando o raciocinio da alinea anterior, ficamos a saber
que g(x) = 2x + 2. Para determinar g (5) fazemos g(5) =2 x5+ 2 = 12.

10.2.2
g(=3)=-3x2+2=—4

10.3
Para determinar x de modo que f(x) — 2, fazemos %x + 2 = —2, onde x=8.

Estabelecer a relagéo entre:
a<0, declive negativo, funcdo decrescente (caso da fungéo f) ;
a>0, declive positivo, fungéo crescente (caso da fungéo g).

Proposta 7 pagina 131

Na proposta 7 sdo dadas quatro fungdes representadas graficamente e quatro
expressdes analiticas. No ponto 1 pede-se para fazer a correspondéncia entre 0s
gréficos e as respetivas expressdes analiticas. No ponto 2 pede-se o célculo das
coordenadas de quatro pontos, sendo necessario neste caso recorrer ao grafico e as
expressdes para os determinar completamente.

1

Trés das quatro retas sdo paralelas o que quer dizer que tém de ter todas 0 mesmo a.
Para distinguir o b basta observar a ordenada na origem de cada uma delas. A reta |
corresponde a funcdo i, a reta Il corresponde a funcdo g, a reta Il corresponde a
funcéo f e por exclusdo de partes a reta 1V corresponde a funcdo h(x).

2
A (0;4), B (0;-3), C (1,2;0) e D (-2,5;0).

3. Final da aula (5 minutos)
- Para trabalho de casa pedir aos alunos para reverem 0s exercicios onde tiveram
maiores dificuldades e terminarem 0s exercicios propostos nesta aula e que nao

tenham sido terminados. Projetar o slide 9.

Avaliacdo dos alunos

- Observacdo direta (atitudes reveladas, por exemplo, participacdo e formas de
relacionamento).
- Producdes que decorram da realizacdo das tarefas realizadas na aula e em casa.
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3.7. Oitava aula - 12/03
Aula N.° 97/98 - 90 minutos

Sumario
Estudo das funcdes linear e afim no GeoGebra.

Tema/ T6pico/ Subtopico
Algebra/ Func¢bes/ Funcdes linear e afim.

Conhecimentos prévios dos alunos

Analisar uma funcdo a partir da sua representacao grafica.

Objetivos da aula
Compreender o efeito da variacdo dos parametros a e b na representacdo gréafica de
fungbes do tipo y = ax e do tipo y = ax + b.

Recursos e materiais
Ficha de trabalho individual,
Computadores com a aplicacdo GeoGebra instalada.

Metodologia de trabalho

Trabalho em grupo.

Os grupos serdo distribuidos pelo numero de computadores disponiveis (dois a trés
alunos por computador).

Contextualizacéo

Nesta aula dar-se-a continuidade ao trabalho realizado no dia 5 de Marc¢o, onde se
iniciou o estudo da variacdo dos parametros a e b na funcdo afim, com a tarefa - “O
fabrico de gomas”. Esta nova tarefa, “Fungdes no GeoGebra”, tem por objetivo o
estudo do grafico da funcdo afim através da utilizacdo de novas tecnologias,
nomeadamente da manipulacdo do software de geometria dindmica GeoGebra.

Desenvolvimento da aula
1. Inicio da aula (10 minutos)

- Conduzir os alunos até ao laboratério e distribuir os grupos (de dois alunos cada)
pelos varios computadores.

- Distribuir os enunciados da tarefa - “Fungdes no GeoGebra” e informar os alunos
que a medida que forem avancando na tarefa terdo de ir registando as suas
conclusdes nos espacos reservados para o efeito.

- Para facilitar eventuais esclarecimentos, havera uma projecdo da tarefa e/ou do
GeoGebra.

2. Trabalho autonomo/ Discusséao - Tarefa “Fun¢des no GeoGebra” (50 minutos)
Relativamente aos objetivos da tarefa, estratégias e dificuldades previstas:

- Nas questbes 1 e 2 espera-se que 0s alunos compreendam que a variacdo do
parametro a tem influéncia nos declives das retas relativas as funcdes representadas.
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Quanto maior for o valor de a maior sera o declive da reta. Quanto menor for o valor
de a menor sera o declive da reta. Um a igual a zero significa que o declive é nulo.
Os alunos deverao obter gréaficos de fungdes semelhantes aos da figura seguinte:

80
404

204

o

-804

Espera-se ainda que os alunos compreendam que o sinal de a esté relacionado com o
crescimento e decrescimento da funcgdo. Perante o sinal de a podemos considerar trés
situacOes distintas:

Se a> 0, o declive é positivo e a funcdo é crescente;

Se a=0, o declive € nulo e a funcédo é constante;

Se a <0, o declive é negativo e a funcéo é decrescente.

Na questdo 2 os alunos deverdo obter graficos de fun¢des semelhantes aos da figura
seguinte:

- Na questdo 3 espera-se que os alunos compreendam que o parametro b é a ordenada
do ponto de intersecdo da reta com o eixo das ordenadas. A medida que b aumenta, o
valor da ordenada na origem aumenta e vice-versa.

Os alunos deverdo obter graficos de fungdes semelhantes aos da figura seguinte:

- Na questdo 4 os alunos deverdo compreender que quando o declive é nulo, ou seja,
o valor de a é zero, a funcdo é constante. E o caso da funcdo y = 2, obtida pela
substituicdo de x por zero na expressdo y = 2x + 2.

Os alunos deverdo obter graficos de funcbes semelhantes aos da figura seguinte:
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3. Discusséo da tarefa e conclusdes finais (20 minutos)

- Em conjunto com os alunos o professor deve ir selecionando as sugestdes e
escrevendo no quadro as conclusdes em cada alinea (ver ponto anterior).

4. Final da aula (10 minutos)
- Os alunos serdo reconduzidos a sala de aula.

Avaliacdo dos alunos

- Observacdo direta (atitudes reveladas, por exemplo, participacdo e formas de
relacionamento).
- Producdes que decorram da realizacéo das tarefas realizadas na aula e em casa.
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Anexo 4 - Ficha de avaliacao

1. Observa as representagdes graficas I, 1l e 111 a sequir apresentadas.

3y 34y . 31y

fx)=—x+2 g(x) = —3x h(x)=x—-1
flx) — glx) —> h(x) —>
Explica as tuas opcoes.

1.2 O ponto (-4 ; 12) pertence a um dos graficos das funcdes f, g ou h. A qual
pertence? Explica a tua resposta. (5)

1.3 Calcula f (3). (5)

2. Observa as representacoes graficas seguintes, cujas fungdes fazem corresponder a
cada peso x (em quilos) de lim&o, um determinado custo y (em euros).

LOJAI LOJATI
Y 4 Y 4
2 / 3 /
s
a L x 5 X

2.1 Qual é a loja que vende o limdo mais barato? Explica a tua resposta. (5)
2.2 Determina a expressdo analitica da funcédo que correspondente a LOJA 1. (10)

3. Representa graficamente a fungdo i(x) = x + 1. (10)
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Anexo 5 - Entrevista

1. Representa graficamente a funcéo afim z, que relaciona o tempo x em minutos e a
temperatura y em graus celsius de um novo ingrediente de gomas testado durante 60
minutos. Relativamente ao teste sabe-se:

A temperatura registada no inicio da experiéncia (minuto 0) é de 10 graus celsius.
A temperatura registada no final da experiéncia (minuto 60) é de 30 graus celsius.

2. Na tabela seguinte esta o preco praticado por um técnico de eletrodomésticos na
deslocacéo a casa dos seus clientes.

Taxa fixa de deslocagdo | Preco por hora de trabalho

I5€ 10€

Seja h a funcéo que a x horas de trabalho na deslocacéo do técnico faz corresponder
um preco a pagar y por cliente. Representa graficamente a funcéo h.

3. O André o Nuno e o Miguel trabalham em diferentes lojas de gomas, na
distribuicdo de publicidade ao domicilio. No referencial em baixo encontram-se

registadas as horas de trabalho e o respetivo pagamento. ... v
3.1 Qual dos trés rapazes recebeu mais dinheiro? ] /,
Explica porqué. 7
// ¥ 7
//
// / d //
3.2 Quanto ganha cada um deles numa hora de trabalho? ,/ / /’
//,/, //
oA
y
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3.3 Determina o0 nimero de horas que é preciso o Miguel trabalhar para ganhar 75€.

3.4 Determina a expressdo analitica da funcéo que relaciona o tempo de trabalho
(horas) e o valor a receber (euros), no caso do Miguel.

3.5 Organiza numa tabela, o valor a receber pelo Miguel por cada hora de trabalho.

4. O Sr. Raul é taxista. Por cada servigo prestado, o cliente paga uma taxa fixa,
acrescida de um valor por cada quilémetro percorrido. O grafico da funcéo que
relaciona o custo a pagar pelo cliente e a distancia percorrida faz parte da semirreta
representada na figura ao lado.

Custo da viagem de taxi

Custo (£)

0 5
Distancia (km)
4.1 Indica o valor da taxa fixa.
4.2 Determina o preco de cada quilémetro percorrido (sem considerar a taxa fixa).

4.3 Um cliente fez uma viagem de 12 quilometros. Qual foi o valor a pagar ao
taxista?

4.4 Um cliente pagou /4€ por uma viagem. Qual foi a distancia percorrida?

4.5 Determina a expressdo analitica da funcdo que relaciona o custo da viagem com a
distancia percorrida.

4.6 Organiza numa tabela os valores da distancia percorrida e do respetivo custo
representados pelo grafico da funcao.

5. Representa graficamente a funcéo f(x) = g— 3.
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Anexo 6 - Pedido de autorizacdo a Dire¢do de Escola

Exmao.(a) Senhor(a) Diretora

Pontinha, 17 de Janeiro de 2013

Nuno Miguel da Silva Loureiro, aluno do Curso de Mestrado em Ensino de
Matematica, da Universidade de Lisboa, vem por este meio solicitar autorizagéo para
proceder a recolha de registos audio de alguns momentos relativos ao trabalho
realizado na turma do 8.° ano, realizada no &mbito de uma investigagdo individual
baseada na lecionacdo da unidade didatica sobre Funcdes, e que culminard com o
relatorio de Mestrado intitulado “Representagdo grafica das funcdes Linear e Afim:
Um estudo com alunos do 8.° ano”. Este estudo visa investigar de que forma lidam os
alunos com a representacao gréafica das fungdes Linear e Afim.

Informo ainda que a informac&o obtida sera apenas para uso académico e que
em nenhum momento deste estudo serdo reveladas as identidades dos alunos.

Fico a inteira disposicdo de V. Exa. para complementar toda a informacéo
que julgue oportuna.

Agradecendo desde ja a sua colaboracdo, subscrevo-me com os melhores

cumprimentos,

Atenciosamente

O professor estagiario,

(Nuno Loureiro)
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Anexo 7 - Pedido de autorizacdo aos Encarregados de Educacao

Exmo.(a) Senhor(a) Encarregado (a) de Educagéo

Pontinha, 24 de Janeiro de 2013

No ambito do curso de Mestrado em Ensino da Matematica, da Universidade
de Lisboa, encontro-me a desenvolver um estudo sobre o desenvolvimento do
pensamento Algébrico com alunos do 8.° ano e que ird servir de base a realizacdo do
meu relatério final de estagio.

Com essa finalidade, necessito proceder a recolha de registos audio de alguns
momentos relativos ao trabalho realizado nas aulas, durante a lecionacdo da unidade
didatica sobre Funcgdes. Para tal, solicito autorizacdo para a participacdo do seu
educando no trabalho, sendo que em nenhum momento deste estudo serdo reveladas
as identidades dos alunos. A informacéo obtida sera apenas para uso académico.

Agradeco desde ja a colaboracdo prestada por V.Ex? solicitando o
preenchimento do seguinte destacavel que devera ser entregue a professora de

Matematica.

Atenciosamente

O professor estagiario,

(Nuno Loureiro)
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Anexo 8 - Slides de apoio as aulas

8.1. Primeira aula - 22/02

[REp— 30U MU (1 Gl BRAMMCAMS FREINE

Aula n® 86 22 de Fevereiro de 2013

Sumario

+ Inicio do estudo das funcdes: resolucdo de uma ficha de trabalho.

= Resolve a tarefa a caneta. Se te enganares fazumtrago por cima, ndo risques!

» Explica como pensaste

» Faz acorrecdo sempre aldpis.

P

[REp— 300 MU (1 Gl DRAMCAMS FREINE

Tarefa 1 — O preco das gomas

1 Um grupo de amiges decidiu passarnuma loja de doces para comprar gomas de varios

sabores. Ao consultarem os precos, verificaramque cada hg (1 hectograma=100gramas) de
gomas custa:

1.1 Ajuda-os a fazer as contas completando a seguinte tabela

Peso (ho) 1 z 3 4 3 n hd
Prego "Amoras” (£) 2
Prego Misturafrutos” €] 4

Frego "Cocacolas (€]

ra
ka
i3

s

DE | mesicos muescic:
? PORTUGAL | "=t

KA UGN 1T O RAAAMCAME PR

Tarefa 1 — O preco das gomas

1.2 Um dos amigos tinha 6€ para gastar. Sabendo que gastou metade desse dinheiro em
“Coca-colas®, da 3 exemplos de pesos de outros tipos de gomas gue poderiam ter sido
comprados, de forma a ndo sobrar dinheire.

Exsmpio 1

R

TSOOLA ML £ Ol BRAMCAMS FREIRE

Tarefa 1 — O preco das gomas

1.1 Ajuda-os a fazer as contas completande a seguinte tabela:

* 15€ nocasodas“Amoras”;
- 1€ no caso da “Mistura de frutos™

Exsmpio 2 Exsmpic 3 * 0.75€ no casodas “Coca-colas™
Peso [hg) Prego () Peso (hg) Prego [£) Peso (hg) Prego ()
~Amorss” Peso (hg) 1 2 3 ] 5 1 13
Frego "Amoras” (€] 5 3 45 5 75
“Misturs frutos”
Frego "Mistura frutos” () z 3 4 5
Prego " Cocacolas' [€) | 0.7% 15 | 225 3 175

i s mescke

DE
AL

0L MELRAA 1 CX WAMMCAMP FREIRE

Tarefa 1 — O preco das gomas

1.2 Um dos amigos tinha 6€ para gastar. Sabendo gue gastou metade desse dinheiro em

“Coca-colas®, da 3 exemplos de pesos de outros tipos de gomas que poderiam ter sido
comprados, de forma a néo sobrar dinheiro.

S TR EUNELN €11 e BUARMCAME FRORS

Tarefa 1 — O preco das gomas

Existe uma relacio entre as varidveis PESO e PRECO:
O preco das gomas varia em funcéo do peso

Exsmplc 1 Exempio 2 Exsmplc 3 Exsmpio 4 Exemple §
Peso (| Frego (€) Pesc (hgifPrego (£} [Peso (hgifPrego (£) [Pese (hgiPrege () [Paso (ng)lPrego () Peso (hg) Varidvelindependente
-amoras™ 2ing) | 3¢ [ [ Prego “Amoras” (€) Variavel dependente
~Mistura de frutos” ] ] ing) [ 3€ i
Total gasto [=<] [se] [ (| 1 Estamos perante uma situacéo de proporcionalidade direta
Peso (hg) 1 2 4 3 "
Prego "Amoras” (£) 15 3 45 8 75 8.5 5
Prego "Mistura frutos™ €] 1 z 3 4 5
Prego "Coca-colas” (€) 0,75 15 225 3 175 825 .| 875
AN
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Tarefa 1 — O preco das gomas

Prego (Var dependents)

I

Peso (Var independents)

———— 56 R 7 O BRANCAND PR V&

GOVERNO DE o o ks
P PORTUGAL | "o

X-Peso
Y - Prego

(x3y)
;1
-2;2)
(-2,5;-25)
(3;-3)

500 ORI /) O BRAAMCAN FRDRE

Tarefa 1 — O preco das gomas

SN
g GOVERNODE | mewonsncsts 0UA NG 1) s PRANMGARE PRI il
SO | == ] if]
TPC
« Tarefa: |dentificar e assinalar pares ordenados no plano cartesiano.
Fonte: Tarefa adaptada do Ministério de Educacio/DGIDC:
DGIDC 023 Sequencia Sequencias e Fungdes NPMEB 3c7 (1)
S
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8.2. Segunda aula - 26/02

[HELAMEUREID €11 Cis BAARMCASS FRENE
v

GOVERNODE | mvtmccmuascis TH0UA MEUSGAia 1) Ol IMAMMCAMP FREIRT
PORTUGAL | (o i

Tarefa 1 - O preco das gomas

Aula n® 87/88 26 de Fevereiro de 2013 o )
1.3 Sabendoque a de propor € 0 quociente entre o preco a pagare o

pesodas gomas, determina o seu valor no caso das:

Sumario
» Funcdo linear; 1.3.4 Amoras: | Feso thal T3 2 [ 5 41 |
5

C|
« Representacdo analitica e grafica da funcdo linear. | Pregoapagarie | 15 [ 3 [ as | |75 1.1

" — Prego a pagar _
+ Resolve atarefa a caneta. Se te enganares fazumtrago por cima, ndo risques! T Peso

= Explica como pensaste.
no contexto do problema?

- - 1.4 Qual é o =igni da de proporci
+ Faz a correcdo sempre alapis

e ou COVERMODE | mmmsieccn muc TS VSR LAa 1) s BAASMC AP PR [ f
A A s AR PR g SOENODE | et e |_3

Tarefa 1— O preco das gomas Tarefa 1— O preco das gomas
1.5 Encontra uma expressdo analtica para fsabendo que:
1.5.1 1é a funcio que a cada peso de amoras X (hg) faz corresponderum prece a pagary (€)

Amoras
Pesa gl 1 2 B 4 = ) = «
Prega s pagar ) 5 s 4z s = sz 1953 v
. . . . 1,541 [1.5%2
O pregoa pagar é diretamente proporcional ao peso, se existir uma constants ( )
Preco a pagar .
—E2IPNN . constante No caso das amoras: 8 = 1,5

Peso

Teste: Preco a pagar por 13 hg?

Nestecaso a relagio entre as varidveis € dz proporcionalidade direta.
Preco a pagar por 13 hg?

Uma situagio de proporcionalidade direta poda ser representada poruma fungo

50 OIS /Y i BRAMCANS TRDBE

50 HEOIA /Y i BRAMCAMS TRDSE

Tarefa 1 — O preco das gomas TPC

1.6 Representa graficamente, no mesmo referencial, a funcéo f (a azul)..

[ Amoras
[ : : : P : " =
|_Preeo s peosr i) 15 3 a5 B 75 155 135
¢ N (G 1 ¢ )¢ )1 O (sl } I ) . - -
v! ' *“
y=15xx -
| f()=15%x
; | W
{ a v ¢
| el !
H
e A AN
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8.3. Terceira aula - 28/02

GOVERNO DE
9 POKTUGAL

HOAA CURAA L s IARMCASS FRERE

Aula n.° 89/ 90 28 de Fevereiro de 2013

Sumario
+ Funcéo afim;
+ Representacdo analitica e grafica da funcéo afim.

= Resolve atarefa a caneta. Se te enganares fazumftrago por cima, nde risques!

= Explica como pensaste.

» Faz a correcdo sempre alapis.

- [HEK MEURAA 1 G BARMCAS PRI

Tarefa 1— O preco das gomas

Acabar as alineas 1.6 e 1.7
“0 preco das gomas”

15 minutos

.

HOAA CURAA L s IARMCASS FRERE

Tarefa 1 — O preco das gomas

Discussao da tarefa
“Q preco das gomas”

h.

Ve
G ODE | st cn el
? PORTUGAL |

RO MEURELNA /T G BAABCAMS FRORE

Tarefa 1— O preco das gomas

1.3 Constante de propercionalidade.

Amoras:

Mistura de frutos

Coca-Colas:

p
o

.

[HELA MEUNGAIA 71 (11 PAAAMCAMP FRORE

Tarefa 1— O preco das gomas
1.4 Qual é o significado da constant=d fidad

do problema?

Amoras a= 1.5

Mistura de frutos a=1

Coca—colas a=0,75

O preco a pagar édiretamente proporcional ao peso se existirumaconstante 3
diferente de zero tal que:

Precoapagar _ o

Peso

Ao mimero 3 ch: de prop

[oETrI—.

e AR PR

Tarefa 1 — O preco das gomas

Amorss
154 Paso (hg) 1 2 B il e x
Prego a pagat [€) i 3 3 5 7E |- ¥
1531 1532 153 15x 4 15x%5 L8xx
flx)=15xx

¢ afuncio que a cada pesox (ha)faz cormesponderum inico preco a pagary (€)

Peso Preco a pagar

h. . . /
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LA 17 i PN PRI p COVERMODE | memion msmiis O M 17 s DA 88 PRERE
" PORTUGAL | o .
Tarefa 1— O preco das gomas Tarefa 1 — O preco das gomas
1.5.2 g é a funcio que a cada peso de mistura de frutosx (hg) faz corresponder umpreco a 1.5.3 h é a funcio gue a cada peso de coca-colas x (hg) faz corresponder um preco a pagar
pagary (€) y (€}
Wisturs gs frufos Coca-cols
Peso () 1 2 3 4 5 3 Paso [hg) i 2 3 [ 5 [
Prego a pager <) 1 2 3 4 B ] Prego @ pager [£) | 073 15 235 3 375 ¥
N AN

8
9 GOVERNODE | metecin cccts
PORTUGAL | "

50O HENOMIA /Y Gl BRAMCANS FADRE

GOVERNODE | metucon cacis (4000 UM €1 o BRANMCAND PRDBE |§
GOCHNOTE | e it

Tarefa 1 — O preco das gomas

Tarefa 1 — O preco das gomas
1.6 Representa graficamente, no mesmo referencial, as funcdes f(a azul), g (a vermelho) e h
(a verde).

1.7 Explica o efeito do valor de a (constante de proporcionalidade) nos gréficos das fungdes.
f(x) =15 xx
g(x) =1 xx

h(x) = 075 xx

AB s

ot

. VN,

GOVERNO DE ——— ks H00UR SEOUROMIA (/) Ot BRAAMCANS FRDSE
RTUGAL | "o e

GOVERNODE | mmiecamucicis 2L MO €11 O BAMMC AP PR
PORTUGAL | ‘ot ey

Tarefa 1 — O preco das gomas TPC

Pagina 117 do manual « Terminar em casa a tarefa: “Um embrulho especial”.
Da-se o nome de funcao linear a toda a fungao em que a expressao anali-

tica é do tipo y =ax e a sua representacao grafica é uma reta que passa
pela origem do referencial.

Ao valor de a chama-se declive dareta.
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8.4. Quarta aula - 1/03

-
VERMO DE

P PORTUIGAL

R

T2 M EUSEANA £/ O BAAMMC AP PRI

Aula n® 91 1 de Marco de 2013

Sumario
» Discussdo da tarefa - "Um embrulho especial™.

+ Resolve atarefa a caneta. Se te enganares fazumtraco per cima, ndo risques!

+ Explica como pensasie.

+ Faz a correcdo sempre alpis.

THO0LA CUSE.in L s IMARMCASD FREIE

Tarefa 2 — Um embrulho especial

1. Como o aniversario do amige estava proximo, o Raul pensou em comprar “Amoras” para

oferecer. Nestes casos, a loja cobra um valor adicional de 1€ por cada embrulho especialde
oferta.

1.1 Ajuda o Raul a fazer as contas completando a seguinte tabela:

amorss
Peso (hg) 1 z 3 4 5 H
PIGD 3 pagar (€] . - -
$sm Embruino ds Oferta 15 45 & 5 LExx
Prego a pagar (€} s . - - -
Com Embruiho ds Oferis <= * ss a5 15041

RS

e M s AR P
Tarefa 2 — Um embrulho especial
1.2 Escreve as expressiesanalticas das funciies e, sabendo que:

= iéa funcdo que a cada peso de amoras x (hg) faz corresponder um preco a pagar y (€),
guando néo é feito um embrulho de oferta

= jéa funcéio que a cada peso de amoras x (hg) faz corresponder um preco a pagar y (€),
quando & feito um embrulho de oferta

h

[— [HEELKMEVRGAAA /) (3 ERARMCAMP FREINE

Tarefa 2 — Um embrulho especial

1.3 Calcula j(10) & explica o seu significado no contexto da stuacie.

T [Pr—
?mm’ucu o

400 HEUROIA /) O BRAAMCAN FRDRE

Tarefa 2 — Um embrulho especial

1.4 Representa gra

, N0 mesmo r

, as fungSes i(aazul)e j (avermelho).

TR
S S )

~
5

50O HONOIA LY Ol BRAAMCANS TRDRE

Tarefa 2 — Um embrulho especial

i(x)=1,5x j(x)=1,5x+1
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pw\’ERNODI ‘ — AL o BRAMMCANS PRERE
PORTUGAL | *omn -

Tarefa 2 — Um embrulho especial

1.5 Afuncdoié linear? E a funcdo j? Explica a tua resposta.
¥

-

N

GOVERNODE | mamstucon sceacie 0O SACUOMIA C/) (ko BRAAMCANS FRDRE
PORTUGAL | *o=~* -

Tarefa 2 — Um embrulho especial

1.6 Indica as c dos pontos de i ¢éo de cada uma das retas com o eixo das
ordenadas.
i(x)=1,5x
(4
L
? j(x)=1,5x+1
Sras

F GOVERNODE ‘ — 5000 4 7 i BRAAMCAND PRRE
PORTUGAL | "o -

Tarefa 2 — Um embrulho especial

Dé-se 0 nome de fungdo afim 3 toda a funcdo representada por uma
express3o analitica do tipo y=ax+ b, sendo a sua representacdo grifica
uma reta.

Nota: Repara que, se b=, tem-se uma fungdo Uomir.

0 grifico de uma fung30 afim £ 60 tipo /(x) =ax +b interseta o eixo das
ordenadas no ponto de coordenadas (0, b)

Nota: & & dd-5¢ 0 ncme de ordenad a3 origem

TPC

Tarefa — “Mais Funcées”.
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8.5. Quinta aula - 5/03

GOVERNODE | metos s mtache. THELKHCURAHA 1V O BLALMCAMS FIEIRE
PORTUGAL | = i

Aula n® 92/93 5 de Marco de 2013

Sumario

» Estudodos parimetrosa e b emfunctes dotipo y=ax+b;
+ Entrega dostestes de avaliagio

o

0L HEUROIA /) O BRAAMCAN FRDRE

‘GOVERNO DE -~ ks
O sz | =

Tarefa 2 — Um embrulho especial

¥ i(x)=1,5x

i(x)=1,5x +1

Tarefa 2 — Um embrulho especial

¥ i(x)=1,5x

jx)=15x+1

X

Da-se o nome de funcao afim a toda a funcao representada por uma
expressao analitica do tipo y=ax + b, sendo a sua representagao grafica
uma reta.

Nota: Repara que, s b=0, tem-se uma fung3o linear.

e

1.6 Indica as ct
ordenadas.

* Resolve a tarefa a caneta. Se te enganares fazum traco por cima, ndo risgues! 5 L X
* Explica como pensaste.
* Faz a correcio sempre & lapis.
Ep
GOVERNO DE ———— ks 300U SOUOMIA (/) Oclo BRAAMCANS FRONE GOVERNO DE o o ks 0L MCUOMIA (/) o BRAAMCAMS FRDIE.
PORTUGAL | "o - PORTUGAL | "= e

Tarefa 2 — Um embrulho especial

dos pontos de i

40 de cada uma das retas com o eixo das

y=ax+b
Serab a ordenada na origem?

i(x)=1,5x

x)=15x+1

GOVERNODE | mmmstsconimcscie: 500 SCUROMNA 1) o BRANMCAMS PRDIRE
PORTUGAL | *o= -

Tarefa 2 — Um embrulho especial

i(x)=1,5x+ 1

X

0 grafico de uma fungao afim f do tipo f(x)=ax + b interseta o eixo das
ordenadas no ponto de coordenadas (0, b).

Nota: A b da-se o nome de ordenada na origem.

‘GOVERNO DE st o ks
PORTUGAL ‘ k

5C0UA UMM €/ o BRAAMCANS PRDIE

o -

Diferentes representacdes da mesma funcéo

o\d
L Emores
Peso (ng) 1 2 3 ¢ 5 X
Frego & pagar (€]
ol 15 3 45 6 75 150
Prago 2 pagar (€)
Com Embruiho g8 1541 3+1 4541 641 7541 1.5+
i(x)=1,5x
jx)=15x+ 1 “a\\(‘c'a
55¢
Eﬁ(e
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7

g gomore . I TRELA G i BRAMCARP PLERE P GAENODE | e AR Y 0 B PR
Tarefa 3 — O fabrico de gomas Tarefa 3 — O fabrico de gomas
1.1 Representa no mesmo referenciala fungéo t(a azul).
r(x)=2x+1
Tarefa
111 H 1] s(x)=2x
O fabricode gomas
t(x)=2x-2
) *=
AN S
("
g GOVERNODE | mmmitecsnccrcie 0L SCUROMAC1 (e DRAAMCAMS RS g [oeiay o] B [— 0L SEUMOMIAC1 O DRAAMCAM PRERE
PORTUGAL | ‘o o PORTUGAL | ‘o o
Tarefa 3 — O fabrico de gomas Tarefa 3 — O fabrico de gomas
1.2 0 que ha de comum nos graficos das fungdesr, s e t? 1.3 identifica o pardmetro b em cada uma das funcbesr, s e t e descreve o seu efeito nos
graficos dessas funcdes.
r(x)=2x+1 Y
s(x)=2x r(x)=2x+1
(x)=2x-2 's((x))=22x 2
X)=2X-
— — — .
x *x
P e J
=
P CHTNODE | e AR Y o BRANCAR PR ‘53 p s KOS HEURALCIY e IAMMSARS FRDEL
Tarefa 3 — O fabrico de gomas TPC
b R Tarefa - “Fungbes: Exercicios de consolidagéo”
1.5 Calcula t(1) e explica o seu significado no contexto da situacéo.
t(x)=2x-2
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8.6. Sexta aula - 7/03

GOVERNODE | mesmcosmenis TH0LA MCUSGIa 1) Ol TRAAMCAMP FREIRT
PORTUGAL | 'oms i

Aula n® 94/ 95 7 de Marco de 2013

Sumario

« Exercicios de consolidagdo e revisdo para o teste.
« Entrega dos testes de avaliagdo.

-

GOVERNO DE -
9 PORTUGAL | "~

TS0 ICUSEANA (/1 Ol BRARMC AP TREIRE

Para resolver

» Exercicio 4 dapagina 118
+ Exercicio 10 da paginai21

» Proposta7da pdgina131.

5C0A HEOMIA C1Y io BRANMCAMS TRTSE

Exercicio 4 da pagina 118 .

500 HENOIA Y G BRAMCAN FADRE

Exercicio 4 da pagina 118 &

«22 22
v v
NG,
— e i o a1 e ot e s g
Exercicio 10 da pagina 121 Exercicio 10 da pagina 121
10,1 g .
| 1 4
04 01
102 Calcun 102
w1 10215
w22 0z
103 eter 103 Deter
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7
GOVERNO DE ——— ks
? PORTUGAL | "o

5C0A HEOIA C/Y i BRANMCAMS TADBE

TPC

= Rever os exercicios onde tiveram mais dificuldades.
= Terminar os exercicios propostos na aula de hoje.

183

'
p GOVERMODE | smetocon sncic A MR €1 Ol BRAAMCAMP PRERE
PORTUGAL | "o -
Exercicio 10 da pagina 121 Proposta 7 da pagina 131
a<0 =g Declive negativo e Fungao decrescente  f(x) = — §x+2
a>0 wep Declive positivo s Fungao crescente glx) = 2x+2 o o
- ]
r
GOVERNODE | msesstec snmmucscie: 008 MCUmidin (1 Ol BRLAAMC AP FRERE
P PORTUGAL | == e




