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Resumo

Esta investigagdo visa analisar o modo como a resolucdo de tarefas de natureza
exploratdria e investigativa, envolvendo o uso da calculadora da gréfica, contribui para
a compreensdo e aprendizagem das fungdes quadraticas dos alunos. A metodologia
insere-se no paradigma interpretativo e segue uma abordagem qualitativa, baseada em
estudos de caso. Foram seleccionados, de uma escola secundaria, uma turma do 10.° ano
de escolaridade (cientifico-humanistico) e dois alunos desta turma. A recolha de dados
recorreu a duas entrevistas clinicas realizadas individualmente a dois alunos, uma antes
e outra depois da unidade de ensino “Funcdes quadraticas”, complementada por
observagao de aulas, registos audio, resolucdes de tarefas de investigagao e relatdrios
escritos produzidos pelos alunos.

Os resultados obtidos mostram que os alunos revelam diversas dificuldades na
compreensdo do conceito de funcdo em diferentes representacdes e essas dificuldades
nao foram superadas apds a realizagdo da unidade de ensino. Também permitem
concluir que os alunos sabem identificar as propriedades da funcdo nas representagdes
grafica e algébrica revelando, portanto, que reificaram algumas propriedades da fungdo
afim e da fun¢do quadratica. A realizagdo de tarefas de investigagdo, por parte dos
alunos, possibilitou a utilizagdo de varios processos caracteristicos da actividade
matematica. No entanto, na resolu¢do de problemas, alguns utilizaram principalmente
processos algébricos e usaram processos graficos apenas quando a natureza da tarefa
proporciona. Outros usaram também processos graficos com a ajuda da calculadora. Os
processos matematicos utilizados durante o trabalho investigativo foram influenciados
pela natureza da tarefa, conhecimento adquirido, experiéncia prévia e competéncia em

usar a calculadora gréfica.

Palavras-chave: Aprendizagem das fungdes, resolugdo de problemas, tarefas de

exploracdo e investigagdo e calculadora gréfica.



Abstract

This study aims at analyzing how the resolution of exploratory and research
tasks using the graphic calculator contributes to the understanding and learning of
quadratic functions by students. The methodology is based on the interpretative
paradigm and follows a qualitative approach on case studies. A grade-ten class (science
and humanities course) from a secondary school and two students from this class were
selected. The collecting of data involved two clinical interviews to two students
separately: one before the teaching unit “Quadratic functions”, the other afterwards.
Class observation, audio recordings, resolution of research tasks and written reports by
the students also contributed to the data collection.

The results show that the students revealed several difficulties in what regards
understanding the concept of function in different representations. Those difficulties
were not overcome after the study unit was taught. They also indicate that students were
able to identify the properties of the function in the graphic and algebraic
representations and thus understood some of the properties of the linear and quadratic
functions. When students carried out research tasks, they used several distinctive
mathematical processes. However, when solving problems, some used mainly algebraic
processes and only when the nature of the task allowed it, did they use graphic
processes. Others also used graphic processes with the help of the graphic calculator.
The mathematical processes used during research were influenced by the nature of the

task, the previous practice and ability to use the graphic calculator.

Key words: Function learning, problem solving, exploratory and research tasks, and

graphic calculator.
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Capitulo 1

Introducao

Este primeiro capitulo apresenta as razdes que motivaram a realizacdo desta
investigacao centrada no ensino das Fungdes, e descreve o problema, os objectivos ¢ as
questdes a que pretendo responder. Refere, também, as orientagdes curriculares actuais

para o ensino deste topico e apresenta, no final, a organiza¢do do presente trabalho.
1.1. Motivacio e pertinéncia da investigacio

O tema das fungdes ¢ um dos mais importantes da Matematica do ensino
secundario. Os conhecimentos sobre fungdes sdo, como refere o programa de
Matematica A, “indispensaveis para a compreensdo do mundo em que vivemos”
(Ministério da Educacdo, 2001, p. 26). O programa apela ao estudo deste tema numa
perspectiva de trabalho intuitivo com “fung¢des que relacionam variaveis da vida corrente,
da Geometria, da Fisica, da Economia e de outras disciplinas” (Idem, p. 26). Segundo
este mesmo programa, o desenvolvimento do topico das fungdes tem de ser suportado
em tarefas, propostas individualmente ou em grupo, “que contemplem a modelacdo
matematica, o trabalho experimental e o estudo de situagdes realistas sobre as quais se
coloquem questdes significativas e se fomente a resolu¢do de problemas ndo rotineiros”
(Idem, p. 2).

Os diversos tipos de representagdo, incluindo as representagdes graficas, tém
vindo a ocupar uma importancia crescente nas actividades matematicas na sala de aula.
Como refere o NCTM (2007), “O termo representacdo refere-se tanto ao processo
como ao resultado — por outras palavras, a aquisicao de um conceito ou de uma relagao

matematica expressa numa determinada forma e a forma, em si mesma” (p. 75). Uma
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funcdo admite varias representagdes, pois pode ser representada por uma frase escrita,
por uma foérmula algébrica, por uma tabela com valores de entrada e de saida ou por um
grafico. Cada uma destas representacdes dd informacdes especificas sem, no entanto,
conseguir descrever completamente o conceito de fungdo. E indispensavel que os alunos
trabalhem com cada uma das representacdes € que também traduzam informagdo de
umas para outras, uma vez que se complementam. Para coordenar as varias
representacoes € necessario que os alunos desenvolvam um trabalho intenso com
funcdes no qual irdo enfrentar muitos obstaculos (Duval, 2002). E, igualmente, a
medida que trabalham com representagdes multiplas de fungdes que os alunos poderao
desenvolver uma melhor compreensao sobre fungdes (Leinhardt, Zaslavsky & Stein,
1990).

As fungdes encontram-se com frequéncia ao longo do curriculo, designadamente
em Aritmética, Algebra, Geometria ¢ Probabilidades. Apesar da sua importancia, os
alunos, de um modo geral, apresentam muitas dificuldades ao trabalharem com elas. Em
parte, essas dificuldades relacionam-se com a necessidade de utilizar multiplas
representagdes. Para maior esclarecimento sobre a origem destes problemas e para a
realizacdo de uma pratica profissional mais informada, ¢ fundamental reflectir sobre o
porqué das dificuldades que os alunos evidenciam ao trabalhar com fung¢des e verificar a
forma como eles lidam com as diferentes representacdes de fungdes e com a tradugdo
entre elas, bem como identificar algumas dificuldades na interpretacdo dos dados
fornecidos pela calculadora grafica. Surgiu-me, entdo, interesse, enquanto professor,
desenvolver uma investigagao sobre a aprendizagem das fun¢des quadraticas do 10.°
ano de escolaridade. Com esta investigacdo espero contribuir para o meu proprio
desenvolvimento pessoal e profissional e também suscitar reflexdes e interrogagdes por

parte de outros investigadores e professores.

1.2. Problema, objectivos e questdes da investigacio

Tenho vindo a constatar ao longo da minha actividade profissional que, depois
do estudo de algumas fungdes e as suas representagdes graficas, os alunos tém alguma
tendéncia em considerar funcdo qualquer representacdo num referencial (por exemplo
rectas verticais e circunferéncias). Tenho, também, verificado que, de um modo geral,
os alunos que se envolvem em manipulagdes repetitivas de simbolos antes de

desenvolverem uma base solida, sdo muitas vezes incapazes de evoluir e compreender
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os novos conceitos. Constato, ainda, que muitos alunos sentem dificuldades em
compreender o significado dos simbolos, a linguagem formal prépria das fungdes e
todas as regras e procedimentos que lhe estdo associados. Igualmente, varios alunos,
revelam dificuldades na traducdo da representagdo de uma fungdo noutra representagao
e, com alguma frequéncia, ndo sdo capazes interpretar correctamente os resultados
f+1)
/(@)

obtidos num contexto especifico, como por exemplo o valor da funcao f, num

contexto de semi-realidade. Ao mesmo tempo reconheco que os resultados dos alunos
ndo tém sido bons, como ¢ do conhecimento publico, e que esta situacdo parece ser para
todos nés uma fatalidade. Estou em crer que € possivel, com professores mais bem
preparados, proporcionar aos alunos uma aprendizagem com compreensao dos
conceitos e procedimentos matematicos. Para lidar com as dificuldades apresentadas,
aliadas a dimensdo e a heterogeneidade das turmas, ¢ preciso elaborar estratégias que
conduzam a uma maior motivacao e interesse, por parte dos alunos, para a Matematica.
De modo a compreender melhor as dificuldades de aprendizagem das fungdes
dos alunos decidi considerar, para o estudo da investigagdo, o tdpico Funcdes
quadraticas, nos contextos de “Matematica pura” e de ‘“semi-realidade”, usando a
calculadora grafica. Decidi, assim, formular o seguinte problema e nele identificar trés
questodes de investigagao:
Problema. Analisar o modo como a resolucao de tarefas de natureza exploratoria
e investigativa, envolvendo o uso da calculadora grafica, contribui para a compreensao e
aprendizagem das func¢des quadraticas de alunos do 10.° ano de escolaridade.
Questoes de investigacdo:
1. Que compreensdo mostram os alunos do conceito de funcdo, em diferentes
representacdes (algébrica, grafica e numérica)?
2. Como interpretam os alunos, antes e depois de uma unidade de ensino sobre
funcgdes quadraticas, propriedades das fungdes em diferentes representagdes?
Em particular como traduzem informag¢ao de uma representagdo para outra?
3. No fim da unidade de ensino, que representagcdes e processos utilizam os
alunos na resolu¢do de problemas com fungdes quadraticas, no contexto de

(a) “Matematica pura”? e (b) “semi-realidade”?

Esta investigacdo centra-se na realizacdo de uma unidade de ensino e

compreende um conjunto de experiéncias de aprendizagem diversas. E usada uma
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sequéncia de tarefas de cardcter investigativo e exploratério, de modo que o aluno
aplique e reveja processos ja aprendidos, desenvolva desembarago nos processos e
compreenda os conceitos, conseguindo assim uma aprendizagem mais sélida.

Pretendo utilizar como actividade matematica o processo de resolu¢ao de
problemas e investigacdes matematicas no contexto de semi-realidade e “Matematica
pura”. As tarefas a propor de resolu¢do de problemas, com fungdes quadraticas, no
contexto de semi-realidade envolvem problemas concretos ligados a varias Ciéncias e a
situagdes reais. As tarefas de “Matematica pura” relacionam-se com o estudo de fungdes,
de condigdes e de transformagdes, por processos algébricos, graficos ou numéricos.
Cada tarefa ¢ proposta numa aula e no final os alunos, individualmente ou em grupo,
elaboram um relatério com os resultados obtidos e as conclusdes a que chegaram.
Segue-se depois a apresentagdo e a discussdo dos resultados a todos os alunos da turma
e ao professor. Salienta-se que o programa de Matematica A faz referéncia explicita a
realizagao de actividades de investigacdo matematica pelos alunos (Ministério da
Educacdo, 2001). Nestas actividades o aluno ¢ chamado a agir, ndo s6 na formulacio de
questdes e conjecturas e na realizacdo de provas e respostas, mas também na
apresentacdo de resultados e na discussdo e argumentagdo com o0s seus colegas e

professor (Ponte, Brocardo & Oliveira, 2006).

1.3. Organizacao da investigacao

Esta investigacdo estd organizada em sete capitulos. Neste primeiro capitulo ¢
referida a pertinéncia do estudo, tendo por base uma reflexdo sobre as minhas
motivagdes enquanto professor e a importancia da realizagdo de investigacao nesta area
da Matematica e ¢ indicado o objectivo do estudo. O segundo capitulo aborda varias
teorias cognitivas relativas a aprendizagem dos conceitos matematicos, com especial relevo
para a aprendizagem das fungdes. No terceiro capitulo apresento a planificagdo da
unidade de ensino e descrevo os objectivos principais de cada tarefa. O capitulo quatro
explicita as opcdes metodoldgicas, as principais caracteristicas dos participantes do
estudo e as razdes para a sua escolha. Sdo referidos, também, os procedimentos
adoptados relativamente a recolha e andlise dos dados. Os capitulos cinco e seis
descrevem os resultados obtidos de cada um dos alunos estudados, antes ¢ depois da
unidade de ensino, e a evolucdo das suas aprendizagens. Por fim, no capitulo sete, sdo

apresentados os principais resultados do estudo e algumas recomendacdes que resultam
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do trabalho realizado. Este capitulo termina com uma reflexdo pessoal sobre a
concretizacdo do estudo e os seus contributos para o meu desenvolvimento pessoal e

profissional.



Capitulo 2

Aprendizagem dos conceitos matematicos

Este capitulo ¢ dedicado a explicitagdo de algumas teorias cognitivas relativas a
aprendizagem dos conceitos matematicos, com especial relevo para a aprendizagem das
fungdes. Comeca por debrugar-se sobre a dupla natureza dos conceitos matematicos e a
teoria da reificacdo de Sfard. Em seguida, aborda a importancia do simbolismo e uma
concepgdo proceptual da Matematica, proposta por Gray e Tall, e, uma perspectiva
alternativa para a aprendizagem das fungdes, desenvolvida por Slavit. Por ultimo,
apresenta a andlise cognitiva das dificuldades de compreensdao da Matematica, segundo
Duval. Este capitulo pretende responder parcialmente ao problema do estudo, uma vez

que integra o contributo de vérias teorias sobre a aprendizagem das fungdes.
2.1. A natureza dual de concep¢des matematicas e a teoria da reificaciao

Ideias gerais. Sfard (1991) apresenta um quadro teérico que considera ser
possivel conceber a maioria dos conceitos matematicos de duas formas
fundamentalmente diferentes: estruturalmente, como objectos, e operacionalmente,
como processos. Defende que estas duas abordagens, embora aparentemente
incompativeis, sdo na realidade complementares. E possivel mostrar que os processos
de aprendizagem e ou resolu¢do de problemas consistem numa complexa inter-relagao
entre as concepcdes operacional e estrutural das nocdes matemadticas. Através de
exemplos histdricos e a luz de teorias cognitivas, sugere que a concepg¢ao operacional ¢
0 primeiro passo na aquisi¢a@o de no¢des matematicas. Com base na analise dos estadios
de formacao dos conceitos, conclui que a transicdo de operagdes computacionais para

objectos abstractos ¢ um processo longo e dificil, realizdvel em trés passos:

-6 -



interiorizac¢ao, condensagao e reificacao.

As preocupagdes de natureza educacional que se prendem com a tomada de
consciéncia das dificuldades dos estudantes na construcao dos conceitos matematicos,
conduziram ao desenvolvimento desta perspectiva. Segundo Sfard, durante as tltimas
décadas foram investidos muitos recursos para a melhoria do ensino da Matematica,
mas os resultados estdo, ainda, longe do satisfatorio devido as dificuldades por vezes
insuperaveis dos estudantes e a constante falta de sucesso no ensino. Refere também que
a Matematica, pela sua inacessibilidade, parece ultrapassar todas as outras disciplinas
cientificas, pelo que tem que haver algo realmente especial e Unico no tipo de
pensamento envolvido na construcao do universo matematico. De modo a compreender
esta situagdo, a autora considera que ha uma questdo que deve ser colocada: “Como ¢
que a abstrac¢cdo matematica difere de outros tipos de abstrac¢des na sua natureza, do
modo de desenvolvimento e nas suas fungdes e aplicagdes?” (Sfard, 1991, p. 2). Para
responder a esta questdo, aponta a necessidade de uma teoria unificada que envolva
simultaneamente a Filosofia e Psicologia da Matematica, e que dé a mesma atengdo a
mathematical thinking, como processo, € ao mathematical thought, como produto. Para
isso, procura “um insight filoséfico sobre a natureza dos conceitos matematicos, para
compreender o0s processos psicologicos no seio dos quais tais conceitos
emergem”(Sfard, 1991, p. 2).

Sfard menciona que sdo usadas palavras diferentes para designar os constructos
matematicos, conforme a perpectiva assumida num determinado momento. Assim, usa a
palavra conceito (por vezes substituida por no¢do) sempre que uma ideia matematica
expresse a sua forma “oficial” — como um constructo tedrico dentro do universo formal
de conhecimento ideal. Peloseu lado, a palavra concepgdo representa o grupo completo
de representacdes internas e associagdes evocadas pelo conceito — duplicado do
conceito no universo interno e subjectivo do conhecimento humano.

Na sua perspectiva, o mundo da Matematica expressa-se por descrigdes formais
e representagdes, e estd provido de certos objectos com determinadas caracteristicas que,
por sua vez, estdo sujeitos a certos processos orientados por leis bem definidas. O
matematico descreve propriedades de conjuntos e numeros do mesmo modo que o
cientista apresenta a estrutura das moléculas ou dos cristais, por isso se pode dizer que
sdo mais as semelhancas do que as diferengas entre a Matematica e as outras ciéncias.
Porém, os constructos matematicos avangados sdo totalmente inacessiveis aos nossos

sentidos — s6 podem ser vistos com o olhos da nossa mente. Efectivamente, quando
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desenhamos uma fungdo ou escrevemos um nimero, estamos a enfatizar que o signo no
papel ndo ¢ mais do que uma das muitas representacdes possiveis de uma entidade
abstracta que por si s6 nem pode ser vista nem pode ser tocada. Sfard refere que “o ser
capaz de ver estes objectos invisiveis parece ser uma componente essencial da
capacidade matematica e a falta desta capacidade pode ser uma das principais razoes
para que a Matematica surja praticamente impermeavel a tantas mentes bem-formadas”
(1991, p. 3). O tipo de concep¢dao que a autora designa de estrutural prevalece na
Matematica moderna, onde sdo aceites definicdes matematicas que revelam uma
abordagem bastante diferente. Por exemplo, simetria pode ser concebida como uma
propriedade estatica de uma figura geométrica (concepgao estrutural), mas também
como um tipo de transformacgdo que se refere a processos, algoritmos e ac¢cdes em vez
de objectos (e reflecte uma concepcao operacional da nogao).

Para Sfard, a capacidade de ver uma entidade matematica como um objecto
significa ser capaz de o referir como se ele fosse uma coisa real — uma estrutura estatica
que existe algures no espaco e no tempo; também significa ser capaz de reconhecer a
ideia “a primeira vista” e de a manipular como um todo, sem entrar em detalhes.
Comparativamente, interpretar uma no¢do como um processo implica considera-la
como uma entidade potencial que se manifesta através de uma sequéncia de acgdes.
Assim, a concep¢do estrutural € estatica, instantdnea e integrativa e a operacional ¢
dinamica, sequencial e detalhada. Estas concepgdes, apesar de terem caracteristicas
diferente sdo, na realidade, complementares e indispensaveis para compreender a
Matematica.

A figura 2.1 apresenta alguns exemplos de nog¢des matematicas, onde se
evidencia a dualidade de concepgdes (processo-objecto). Por exemplo, a fungdo y = 3x°,
da figura 2.2, pode ter trés representacdes distintas com diferentes abordagens. O
programa de computador, por um lado, parece corresponder a uma concepcao
operacional, pois apresenta a fungdo como um processo computational e ndo como uma
entidade unificada. Por outro lado, na representacdo grafica, as infinitas componentes da
funcdo sdo combinadas numa linha continua, podendo ser interpretadas como um todo
integrado; entdo, o grafico interpreta uma concepgdo estrutural. Por sua vez, a
representacdo algébrica pode ser interpretada facilmente de ambos os modos: pode ser
explicada operacionalmente, como uma descri¢do concisa de alguma computagdo, ou

estruturalmente, como uma relagao estatica entre duas grandezas.



Concepcao estrutural

Concepgao operacional

Funcao

Conjunto de pares
ordenados (Bourbaki,
1934)

Processo computacional ou
um método bem definido

de obter um sistema a partir
de um outro (Skemp, 1971)

Simetria

Propriedades de uma figura
geométrica

Transformacao de uma
figura geométrica

Numero natural

Propriedade de um
conjunto ou a classe de
todos os conjuntos com a
mesma cardinalidade finita

0 ou qualquer niimero que
resulte da adi¢cdo de um
com um numero natural
(contar)

Numero racional

Par de inteiros (um
elemento de um conjunto
de pares especialmente
definido)

Divisdo de inteiros

Circunferéncia

O conjunto de todos os
pontos equidistantes de um
dado ponto

Rotagdo de um compasso
em torno de um ponto fixo

Figura 2.1 - No¢des matematicas do tipo estrutural e operacional (Sfard, 1991, p. 5)

Grafico

Expressdo algébrica

Programa de computador

10 INPUT X

20 Y=1

30 FORI=1TO4
40 Y=Y*X

50 NEXTI

60 Y =3*Y

Figura 2.2 - Diferentes representacdes de uma fun¢ao (Sfard, 1991, p. 6)

Segundo Sfard (1991), na literatura matematica, psicologica e filosoéfica ha

uma vasta referéncia a diversas dicotomias do universo matematico. Por exemplo, para

alguns investigadores, a Matematica pode ser dividida em abstrata e algoritmica

(Halmos) ou em declarativa e processual (Anderson), ou ainda em dialética e

algoritmica (Henrici). Esta Gltima categorizacdo tem, talvez, mais em comum com a
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dualidade processo-objecto do que as outras. Assim, enquanto a Matematica algoritmica
trata principalmente de todo o tipo de processos computationais, a Matematica
dialéctica ¢ uma ciéncia logica rigorosa onde as afirmagdes ou sdo verdadeiras ou falsas,
e ou se contesta as propriedades especificadas ou nao. Duas concepgoes diferentes do
pensamento matematico foram evidenciadas por Piaget (1970): o figurativo, que se
refere a visualizar “estados momentaneo e estatico”, correspondendo assim a concepgao
estrutural; e o operativo que “negocia... com transformagdes...”, 0 que tem muito a ver
com a abordagem operacional. A autora refere que a dualidade de concepgdes
operacional e estrutural parece ndo ser muito diferente das dicotomias acima referidas.
Contudo, esta dualidade tem duas caracteristicas fundamentais, que a distingue dessas
dicotomias, designadamente: a sua natureza ontoldgica-psicoldgica combinada; e a sua
complementaridade. Assim considera que estamos a lidar com uma dualidade, e ndo
com uma dicotomia, uma vez que estas abordagens, operacional e estrutural, s3o muito
diferentes mas inseparaveis, como facetas da mesma coisa.

Perspectiva historica. As concepgdes operacionais precedem as estruturais no
seu processo de formacdo e a concepgdo estrutural parece ser mais abstracta, pelo que
deve ser considerada como o estadio mais avan¢ado do desenvolvimento do conceito.
Sfard (1991), ao fazer uma analise historica, constata que a maioria das ideias da
Matematica computational originou processos € ndo objectos. Por exemplo, as nogdes
de nimero ou de fun¢do foram operacionalmente concebidas antes das defini¢cdes
estruturais e representagdes.

Durante muito tempo, o significado de numero, que origina um processo de
contar, restingiu-se ao de “numero natural” e surgiu principalmente no contexto da
medi¢do de processos. Foi assinalado pelos investigadores, designadamente Piaget, que
uma crianga aprende quando conta. Por exemplo, para responder a pergunta “Quantos
objectos existem?”, ela constroi algo, um-a-um, com as palavras “um”, “dois”, “trés”,...
e com os objectos de um determinado conjunto como resposta a essa pergunta, mas sem
referir o ultimo nimero, usado neste processo, como sendo o resultado. Sempre que se
faz esta pergunta, a crianca repete o mesmo procedimento de contar, pois o que tem
significado ¢ o processo de contar e ndo o resultado abstracto, o que evidencia
claramente as raizes operacionais dos numeros naturais. O significado do termo
“numero” foi generalizado varias vezes no decurso dos ultimos trés mil anos, pois
periodos longos permitiram aos matematicos realizar algumas manipulagdes especiais

com tipos de nimeros ja reconhecidos, antes de serem capazes de separar um resultado
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abstracto de novos processos € reconhecer as entidades resultantes como um novo
género de objectos matematicos. Por exemplo, a razdo de dois inteiros foi inicialmente
considerada como uma descri¢do para medir um processo em vez de um nimero. A
proposito, alguns indicios de abordagem puramente operacional de numeros racionais
foram assinalados pelos investigadores, nomeadamente Carpenter (1980).

A descoberta pitagorica da impossibilidade de representar o comprimento da
diagonal de certos quadrados em termos de nlimeros inteiros e suas razdes foi celebrada
com surpresa e confusdo. Muito tempo decorreu até os matematicos conseguirem
separar a no¢ao de numero como processo de medir e reconhecer que o comprimento de
qualquer segmento representa um numero, mesmo que esse numero nao possa ser
determinado de forma ‘“habitual”. Eventualmente, o conjunto dos numeros foi
novamente alargado, incluindo os niimeros irracionais positivos, inteiros e fraccionarios,

surgindo novos tipos de processos computacionais para novos numeros. O termo

“nimero negativo” e o simbolo V=1 foram inicialmente considerados abreviaturas e
operagdes numéricas “sem sentido”, s6 depois € que os matematicos se foram
acostumando a estes elementos estranhos mas tteis no célculo.

A evolugdo histérica da nogcdo de nimero ¢ um processo ciclico, em que a
mesma sucessao de eventos pode ser observada repetidas vezes e sempre que um novo
tipo de nimero surja. Estas repeti¢des estdo representadas esquematicamente na figura
2.3, e cada segmento periddico representa um prolongado processo, que se desenvolve
em trés fases (Sfard, 1991): (i) um estadio pré-conceptual onde os matematicos estdo a
usar certas operagdes sobre os nimeros ja conhecidos e onde as manipulagdes rotineiras
sdo apenas tratadas como processos; (ii) um longo periodo com uma abordagem
predominantemente operacional, durante a qual um novo tipo de nimero comega a
emergir fora dos processos familiares (neste estadio ¢ introduzido um nome para o novo
nimero, que ndo passa de um nome ficticio para realizar certas operacdes em vez de ter
o significado de um objecto “real”); e (iii) a fase estrutural, quando o nimero em

questdo ¢ eventualmente aceite como um objecto matematico legitimo.
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Figura 2.3 - Desenvolvimento do conceito de numero (Sfard, 1991, p. 13)

A histéria dos numeros ¢ uma longa cadeia de transi¢des de concepgodes
operacionais para estruturais, em que os processos foram repetidas vezes elaborados e
aceites como objectos abstractos, que posteriormente foram convertidos — compactados
ou reificados, tornando-se novos construtos estaticos auto-suficientes.

Para Sfard, este modelo pode ser generalizado e adequado a outras ideias
matematicas, como, por exemplo, a de fungdo. Quando o termo “fungdo” apareceu pela
primeira vez de uma forma explicita (num trabalho de Leibniz, em 1692), o simbolismo
algébrico inventado ganhou popularidade e foi gradualmente aceite na comunidade
matematica. A no¢do de funcdo foi relacionada inicialmente a processos algébricos e o
novo termo foi usado para denotar “uma quantidade composta de [uma] varidvel e
constantes” (por Jean Bernoulli em 1718), ou “expressao analitica” (por Euler em 1747).
Assim, de certo modo, o conceito de fun¢do resumia-se as manipulagdes algébricas de
varidveis, portanto, algo entre o resultado e o proprio processo. O problema principal da
nao reificagdo das definicoes de funcdo residiu, exactamente, no facto de estas se

basearem na nog¢ao de variavel, que era bastante vaga. Mais tarde, em 1755, Euler
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sugeriu outra definicdo, de modo a evitar a nog¢do de variavel: “uma quantidade so6
devera ser chamada fun¢do se depender de outra quantidade de tal modo que se o
posterior € alterado o anterior sofre modificagdo” (Sfard, 1991, p. 15).

O conceito de variavel foi atravessando diversas interpretagdes sem que
nenhuma lhe tenha permitido atingir a posi¢ao de objecto matematico legitimo. Usando
a terminologia da autora, o conceito acabaria por ser rejeitado por ser inerentemente
dependente do tempo e, por isso, ndo reificavel, como se verifica, por exemplo, na
seguinte observacdo de Frege:

J4

Recentemente a palavra 'variavel' ¢ predominante nas definicdes [de
funcdo]. Por conseguinte, a Analise teria que lidar com um processo no
tempo, desde que tome em conta as variaveis. Mas de facto ndo tem nada
a ver com o tempo; a sua aplicabilidade para ocorréncias no tempo ¢
irrelevante... Assim, quando tentamos fazer men¢do a uma variavel,
descobrimos alguma coisa que varia no tempo e, deste modo, ndo
pertence a Analise pura. E ainda deve ser possivel apontar a uma variavel
que ndo envolve algo estranho a Aritmética, se as varidveis sdo todas
objecto de Analise. (Frege, 1970, pag. 107, citado em Sfard, 1991, p. 15)

Falhadas as numerosas tentativas a traduzir a intui¢do operacional na defini¢ao
estrutural, procurava-se ainda uma solu¢do. Esta solu¢dao foi iniciada pela ideia de
correspondéncia arbitraria de Dirichlet. Finalmente, o conceito de fun¢do chega a sua
fase puramente estrutural, pelo grupo Bourbaki, com a defini¢do de conjunto de pares
ordenados.

Resumindo, o conceito de funcdo foi evoluindo gradualmente ao longo dos
ultimos trés séculos, de uma concepg¢do operacional para outra estrutural. Sfard refere
que esta evolucdo ¢ uma longa luta pela reificacdo: os varios processos sdo convertidos
em entidades estaticas compactas para se tornarem unidades basicas de uma nova teoria,
num nivel mais elevado. A abordagem estrutural serd a fase mais avancada do
desenvolvimento conceptual.

Perspectiva psicologica. Nas palavras de Sfard, a forma¢do de uma concepgao
estrutural € um processo, prolongado e bastante dificil, pelo que devem ser analisadas as
fontes destas dificuldades, tendo em conta o ponto de vista psicologico Para descrever
os processos de aprendizagem, defende um modelo de formacao conceptual semelhante
ao que foi possivel construir com base em exemplos historicos.

Esta abordagem pode levantar algumas objecgdes. A primeira prende-se com o

facto de, com base na perpectiva historica, parece haver um curso natural de
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acontecimentos nos processos que dificilmente sdo considerados espontaneos.
Certamente, a aprendizagem matematica, especialmente a um nivel mais avangado, ndo
terd lugar sem a intervencao externa (do professor, do livro), e pode ser dependente de
um estimulo (método pedagdgico) que tenha sido usado. A precedéncia das concepgdes
operacionais sobre as estruturais ¢ apresentada como uma caracteristica invariante do
processo de aprendizagem individual, que parece ser bastante imune a mudanga externa
de estimulos. A segunda objeccdo estd relacionada com o modelo de aquisi¢do de
conceitos poder ser visto como resultado de uma projeccao automatica da historia sobre
a psicologia. Mas, varios autores, como Piaget (1970), defendem as origens
operacionais das no¢des matematicas sem qualquer referéncia da historia. Porém,
recentes estudos ajustaram as ideias originais de Piaget e introduziram novos conteudos.
Considerando que a aproximagdo estrutural ¢ mais abstracta que a operacional e, se do
ponto de vista filosofico os nimeros e fungdes sdo basicamente processos ou se fazer
coisas ¢ o unico modo para “contactar” (get in touch) com construtos abstractos, entao
devemos esperar que para chegar a uma concepg¢do estrutural é necessario previamente
haver uma compreensao operacional.

Segundo Sfard, a aprendizagem nao se processa de igual modo em todos os
individuos, mas parece ser possivel identificar nos diferentes processos de
aprendizagem algo que lhes ¢ comum. Assim, o processo de formacdo de conceitos, e
de acordo com a perspectiva de desenvolvimento historico, surge com trés estadios que
correspondem a trés fases de estruturagdo: interiorizagdo, condensagao e reificacao.

Na fase de interiorizagdo, um estudante familiariza-se com os processos que
eventualmente originam um novo conceito. Por exemplo, o processo de contar conduz
aos numeros naturais, a subtraccdo leva aos numeros negativos, ou as manipulagdes
algébricas transformam-se em fungdes. Estes processos e operacdes sdo realizados em
objectos matematicos de nivel inferior e, gradualmente, o estudante vai aprendendo a
executd-los. No caso de niimeros negativos, a interiorizacdo ¢ a fase em que um
estudante fica apto ao executar subtragdes e, no caso de fungdes, ¢ quando a nogdo de
variavel ¢ aprendida e se adquire a capacidade de usar uma férmula para encontrar
valores da variavel dependente.

Na fase de condensacdo, os processos anteriores sdo compactados, dando origem
a entidades auténomas e facilmente manipulaveis. Nesta fase, um estudante fica mais
capaz de pensar como um todo sobre um determinado processo, sem sentir necessidade

de entrar em detalhes. O estudante desenvolve a capacidade de pensar sobre um dado
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processo, em termos de entradas e saidas, sem necessidade de atender ao que medeia
estes dois estados. Este ¢ o ponto em que se d4 o nascimento ‘oficial’ de um novo
conceito. Nesta fase, considera-se que hé evolucido quando se verifica que o estudante é
capaz de combinar facilmente um processo com outros ja conhecidos, estabelecer
comparagoes, generalizar e alternar entre diferentes representacoes de um conceito. No
caso dos nimeros negativos, a condensa¢do pode ser manifestada pela capacidade do
estudante executar manipulagdes de aritmética, como por exemplo adicionar ou
multiplicar nimeros negativos e positivos. No caso das fungdes, quanto mais o
estudante for capaz de trabalhar com uma fung¢@o como um todo, mais avangado esta no
processo de condensacdo, sendo capaz de “investigar fungdes, desenhar os seus graficos,
combinar pares de funcdes (por exemplo, por composi¢cdo), até encontrar a fungdo
inversa de uma dada funcao.

A fase de condensagdo dura enquanto a nova entidade permanecer firmemente
ligada a um certo processo. SO quando um estudante for capaz de conceber a nogao
como um objecto acabado ¢ que podemos dizer que o conceito foi reificado. Entdo, a
reificagdo ¢ definida como uma subita capacidade para ver algo familiar de uma forma
totalmente nova. Assim, enquanto que a interiorizagdo ¢ a condensacdo sdo mudancas
graduais e quantitativas, em vez de qualitativas, a reificacdo ¢ um salto instantaneo: o
processo solidifica num objecto, numa estrutura estatica. A nova entidade ¢ logo
destacada do processo que a produziu e comeca a adquirir o seu significado pelo facto
de pertencer a uma nova categoria. A fase da reificagdo ¢ o ponto onde comeca a
interiorizacdo de conceitos de nivel superior. No caso de numeros negativos, a
reificacdo da-se quando o estudante for capaz de os tratar como um subconjunto do anel
dos inteiros (sem necessariamente estar atento a defini¢do formal de anel). No caso das
fungdes, o conceito ¢ reificado pelo estudante quando este consegue compreender as
diversas representacdes que uma funcdo pode assumir (passando facilmente de uma
representacdo a outra), quando é capaz de resolver equacdes funcionais (onde as
‘incognitas’ sdo funcdes), quando revela “capacidade de falar acerca de propriedades
gerais de diferentes processos realizados com fungdes (tais como composicdo ou
inversao) e finalmente pelo reconhecimento que os calculos algébricos nao sao uma
caracteristica necessaria dos conjuntos de pares ordenados que definem fungdes.

O esquema, da figura 2.4, apresenta de uma forma resumida o modelo de
desenvolvimento conceptual — teoria da reificacdo de Sfard. Como evidencia o esquema,

cada um dos patamares nao pode ser alcancado sem que o anterior tenha sido
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ultrapassado. Quando o estudante evolui nas fases de interiorizagdo, condensagdo e
reificagdo, aprende a ver um objecto matematico como tal e ndo apenas como processo,

deixando de confundir um objecto matematico com a sua representagao.

Conceito C
ObjectoC |1
reificacdo
condensagdo
interiorizacao
Conceito B ?
Processos
Objecto B > em
4 B
reificacdo
condensagao
interiorizacao
Conceito A f
- Processos
Objecto A > em
t A
reificacdo
condensacdo
interioriza¢do
Objectos| | PFO?SSOS
concretos em objectos
concretos

Figura 2.4 - Modelo geral da formagdo do conceito (Sfard, 1991, p. 22)

O papel das concepgoes operacional e estrutural no processo cognitivo. O
modelo de formagdo de conceitos aponta que certas nogdes matemadticas devem ser
consideradas como completamente desenvolvidas se forem apenas concebidas
operacional e estruturalmente. Contudo, Sfard coloca a questdo se o que ¢ entendido
com recurso quer operacional quer estruturalmente, pode ser obtido apenas através de
uma das abordagens.

Teoricamente seria possivel fazer quase toda a Matematica de uma forma
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puramente operacional, isto €, poderiamos seguir de processos elementares para
processos ao mais alto nivel e, até mesmo, para processos mais complexos sem se
referir a qualquer género de objectos abstractos. Ao analisar a historia verifica-se que
durante muito tempo a Matematica era trabalhada quase deste modo, mas os processos
computacionais ao serem apresentados de modo puramente operacional nao eram
susceptiveis de serem tratados como objectos. Como referem Davis e Hersh “a
Matematica do Egipto, da Babilonia e do antigo Oriente era do tipo algoritmico... S6
nos tempos modernos ¢ que encontramos a Matemdatica com pouco ou nenhum
conteudo algoritmico e que podemos chamar puramente dialéctica ou existencial”
(Davis e Hersh,1983, p. 182, citado em Sfard, 1991, p. 23).

A Matematica do século XX parece entdo ser, verdadeiramente, atravessada pela
perspectiva estrutural. Para uma melhor compreensdo do modelo de formagdo de
conceitos, Sfard aborda a teoria dos esquemas cognitivos. Para a autora, a representagao
estatica do objecto estreita a informagdo operacional num todo compacto e torna o
esquema cognitivo numa estrutura mais favoravel. A formacdo de uma concepg¢do
estrutural significa a reorganiza¢do dos esquemas cognitivos através da acumulagdo de
novas camadas — transformando agregados sequenciais em estruturas hierdrquicas.
Considerando os esquemas da figura 2.5, o A ¢ sequencial, nivelado e ndo pode ser
acrescentado novos itens, contrariamente o B pode ser reorganizado numa estrutura
mais prolongada e estreita. Assim, os objectos matematicos, representados pelos “nos”
superiores do esquema hierarquico sdo o resultado da reificacdo. Cada um deles serve
como um unico item no catalogo da nossa mente, e funciona como simples imagem ou
simbolo, que pode ser tomado a primeira vista e, talvez, usado em certas fases da
resolucdo de problemas. No esquema B hd mais espago disponivel para inserir nova
informagdo e como resultado, a aprendizagem € mais efectiva e mais significante e,

também, os processos de recuperacao sao mais rapidos.

N I EY I EY (5]

Esquema A Esquema B

Figura 2.5 - Diferente organizac¢do do esquema hierarquico (Sfard, 1991, p. 27)
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Nas palavras de Sfard, parece que toda a actividade mental seria mais dificil sem
os objectos abstractos. Como ndo somos super-computadores, temos limitagcdes de
funcionamento da nossa memdria. Por isso, os processos mais complexos sao facilitados
se os partirmos em partes pequenas ¢ comprimirmos cada parte num todo mais
manejavel. Estas entidades cognitivas compactas protegem efectivamente o
funcionamento da memoria contra o transbordo e servem como um tipo de caminho-
estagdo nas nossas viagens intelectuais. Por seu lado, em certas fases da formagdo do
conhecimento, a auséncia de uma concepgao estrutural pode impedir o desenvolvimento
adicional, isto €, se a informagao aumenta, o esquema hierarquico pode ficar saturado e,
praticamente, impedido de qualquer enriquecimento. A figura 2.6 resume as

caracteristicas principais das duas abordagens.

Concepcao operacional

Concepcao estrutural

Caracteristicas gerais

A entidade matematica ¢
concebida como um produto
de certo processo ou ¢é
identificada com o proprio
processo

A entidade matematica é
concebida como uma
estrutura estatica — como se
fosse um objecto real

Representagoes
internas

E apoiada por representagdes
verbais

E apoiada por imagem visual

O seu lugar no
desenvolvimento de
conceitos

Desenvolve-se na primeira
fase da formacao do conceito

Desenvolve-se a partir da
concepgdo operacional

O seu papel nos
processos cognitivos

E necessaria mas nao
suficiente para uma eficaz
aprendizagem e resolucao de
problemas

Facilita todos os processos
cognitivos (aprendizagem,
resolugdo de problemas, etc.)

Figura 2.6 - As concepgdes operacional e estrutural — resumo (Sfard, 1991, p. 33)

A dificuldade inerente da reificagdo. De acordo com o modelo apresentado, a
reificacdo de um determinado processo acontece simultaneamente com a interiorizagao
dos processos de nivel superior. Por exemplo, no caso de nimeros negativos, a
reificagdo torna-se provavel quando as operagdes algébricas neste tipo de nimeros sao,

pelo menos parcialmente, interiorizadas. Analogamente para ver uma fun¢do como um

-18 -



objecto ¢ necessario tentar manipula-la como um todo: nao ha razdo para transformar
um processo em objecto a ndo ser que tenhamos alguns processos de nivel superior
realizados sobre este processo mais simples. Mas hd aqui um circulo vicioso: por um
lado, sem uma tentativa de interiorizagdo de nivel superior, ndo havera reificacdo; por
outro lado, a existéncia de objectos sobre os quais sdo realizados processos de nivel
superior, parece indispensavel para a interiorizacdo - sem tais objectos 0s processos
deixam de ter sentido. Por outras palavras: “a reificacdo de nivel inferior e a
interiorizacdo de nivel superior sdo pré-requisitados uma da outra” (Sfard, 1991, p. 31).
A reificag@o, que traz uma compreensao relacional, ¢ dificil atingir e requer
muito esfor¢o, e pode surgir quando menos se espera, as vezes num subito flash. Na
procura de uma melhoria na educagdo da Matematica, a reificacdo deve ser estimulada
junto dos estudantes. Para Sfard (1991), tendo em conta o modelo de formagdo
conceptual apresentado, os novos conceitos ndo devem ser introduzidos aos estudantes
em termos estruturais € a concepg¢ao estrutural ndo deve ser exigida enquanto nao se

tornar indispensavel para os estudantes.

2.2. A importancia do simbolismo e uma concepc¢ao proceptual da Matematica

Gray e Tall (1994) analisam as estratégias usadas pelos alunos e a sua forma de
pensar na resolu¢do de problemas de aritmética elementar. Neste estudo, uma das
preocupagdes principais €, também, examinar a importancia do simbolismo na
Matematica.

Para explicar o desempenho dos alunos nos processos matematicos, os autores
assumem uma concep¢do da natureza das actividades matematicas relacionando
estreitamente as ideias de procedimento e processo. Assim, usam o termo processo num
sentido geral para designar a representagdo cognitiva de uma operacdo matematica,
como ¢ o caso num processo de adi¢do. Pelo seu lado, usam procedimento para
exprimir uma sequéncia de passos que conduzem a outro passo, ou seja, um algoritmo
especifico para implementar um processo. Por exemplo contar todos (refere-se a
contagem de dois conjuntos de objectos) pode ser visto como um procedimento para
executar o processo de adigdo.

Gray e Tall (1994) recordam que as Normas do NCTM (1991) reflectem a

necessidade de compreender melhor o desempenho dos alunos. Recordam, também, que
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os curriculos nacionais de varios paises passaram a fazer a distincdo entre
procedimentos que os alunos precisam de adquirir para fazerem determinadas coisas e
os conceitos que devem conhecer para operarem com os procedimentos. Parece haver
uma dicotomia entre as coisas “para fazer” e as coisas “para saber”, mas Gray e Tall
advogam que esta dicotomia deve ser vista de uma perspectiva diferente, uma vez que
os procedimentos matematicos centram-se na manipulacdo rotineira de objectos, que
sdo representados por materiais concretos, simbolos escritos ou imagens mentais. Isto ¢
relativamente facil de avaliar se estes procedimentos estdo a ser executados de forma
adequada e o desempenho em tarefas semelhantes serve como medida do conhecimento
destas habilidades.

Para Gray e Tall (1994), os simbolos tém um papel fundamental no
desenvolvimento conceptual, pois permitem lidar com quantidades para calcular,
resolver problemas e fazer prognosticos. O simbolo é percepcionado pelos sentidos e
pode ser escrito, falado, visto ou ouvido. Mas, do ponto de vista teorico, o que ¢
importante na representacdo fisica ¢ a forma como ele ¢ interpretado pelos diferentes
individuos ou pelo mesmo individuo em momentos diferentes. Para os autores, o
mesmo simbolo pode ser concebido como representando um processo ou um objecto.

Entdo os simbolos sdao usados de uma forma ambigua, como por exemplo:

1. O simbolo 5 + 4 pode representar o processo de adi¢do, por exemplo
contar todos, e o conceito de soma (5 + 4 sdo 9);

2. A representacdo f{x) = x* - 3 serve ao mesmo tempo para calcular o
valor da fung¢do para valores especificos, evocando o processo, e a funcao

como um todo, apresentando assim o objecto.

Apesar dos matematicos raramente falarem sobre esta questdo, Gray e Tall
consideram que “a ambiguidade na interpretacdo do simbolismo de um modo flexivel
estd na raiz do pensamento matematico com sucesso” (1994, p. 120). Colocam a
hipotese de a falta de reconhecimento desta ambiguidade conduzir a utilizagdo, de
forma absurda, de procedimentos que precisam ser recordados com mnemonicas
separadas do seu proprio contexto, como por exemplo fazer a multiplicagdo antes da
adicao ou o produto de dois negativos ¢ um positivo ou ainda trocar de membros e
mudar de sinal. Admitem como conjectura que a utilizacdo dual da notagdo como

processo e conceito habilita o mais capaz “a dominar os processos de Matematica numa

-20 -



relagdo de sujeicdo aos conceitos” (1994, p. 121). Mencionam, ainda, que os
matematicos, em vez de lidarem conscientemente com a dualidade de conceito e
processo, usam esta forma ambigua do simbolismo para os processos € os produtos.

Gray e Tall (1994) consideram que a ambiguidade do simbolismo expressa na
dualidade flexivel entre processo e conceito nao ¢ completamente utilizada se a
distin¢do entre ambos se mantiver sempre presente e por isso entendem que € necessario
que haja uma combinagdo cognitiva de processo e conceito. Para tal, usam o termo
procept para se referirem ao conjunto de processo e conceito representados pelo mesmo
simbolo. E “um procept elementar ¢ uma amalgama de trés componentes: um processo
que produz um objecto matematico e um simbolo que ¢ utilizado para representar
simultaneamente o processo € o objecto” (p. 121).

Para mostrar esta crescente flexibilidade de uma dada nocao e a versatilidade
dos processos de pensamento, Gray e Tall apresentam uma extensdo da defini¢do: um
procept consiste numa colec¢do de procepts elementares que t€ém o mesmo objecto.
Referem, por exemplo, que o procept 6 inclui o processo de contar 6 e uma coleccao de
outras representacdes tais como 3 + 3,4 + 2, 2 + 4,2 x 3, 8 - 2, etc. Todos estes
simbolos sdo usados para representar o mesmo objecto e indicam também a forma
flexivel de como o 6 pode ser decomposto e reorganizado usando diferentes processos.
E consideram os procepts como a raiz da capacidade humana para manipular ideias
matematicas em aritmética, algebra e outras teorias que envolvam a manipulagdo de
simbolos (Tall et al, 2001).

Os investigadores sublinham que se pensarmos num simbolo, por exemplo “3”,
verificamos que ele enriquece o seu significado através da ligacdo a aspectos relativos a
procedimentos (contar) e a aspectos conceptuais onde o mesmo objecto ¢ representado
por diferentes simbolos (1 + 1+ 1,2 + 1 ou 4 - 1) e que fazem parte do procept 3. E os
autores designam estas diferentes formas de combinar e dar riqueza a estrutura
conceptual do simbolo 3, através da combinacdo dos pensamentos conceptual e
processual, por pensamento proceptual. Assim, o pensamento proceptual ¢é
caracterizado pela capacidade de comprimir fases na manipula¢do de simbolos de modo
a que estes sejam vistos como objectos que podem ser decompostos e reorganizados de
forma flexivel (Gray & Tall, 1994).

O estudo empirico realizado seguiu uma abordagem quantitativa e nele
participaram 72 alunos com idades compreendidas entre os 7 e os 12 anos, de duas

escolas inglesas. Como instrumento de recolha de dados foram usadas entrevistas, seis
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meses apds o inicio do ano lectivo e durante um periodo de 2 meses. No seu decurso
foram propostas varias tarefas com trés categorias de problemas de adicdo e de
subtraccdo, para estudar as estratégias usadas e observar a forma de pensar dos alunos
na resolucdo desses problemas de aritmética elementar.

Nos seus resultados, Gray e Tall (1994) observaram que ha diferencas nas
estratégias usadas pelos alunos na resolu¢do de problemas de aritmética. Verificaram
que os alunos com melhor desempenho usavam estratégias flexiveis para produzir
novos factos a partir de factos ja conhecidos (pensamento conceptual), os menos
capazes tinham apenas um procedimento de contagem que crescia, cada vez mais
lentamente, & medida que os problemas se tornavam mais complexos (pensamento
processual) e entre estes extremos 0os menos capaz, que tentavam produzir novos factos
a partir de um conjunto de factos conhecidos, podem acabar por seguir um caminho
inventivo, mas sinuoso que so tem sucesso com um grande esfor¢o. O alto de risco que
os alunos correm neste processo pode conduzi-los de novo aos procedimentos de
contagem. Consideram que “aquilo que podia ser um espectro continuo de realizagdo
tende a ser uma dicotomia em que os que comecam por falhar acabam por permanecer
no pensamento processual” (p. 132). E referem que “esta bifurcagdo de estratégia - entre
o uso flexivel do nimero como objecto ou processo ¢ a fixacao na contagem processual
- ¢ considerada um dos factores mais significantes na diferenca entre sucesso e
fracasso” (p. 132), a qual designaram por divisdo proceptual.

Segundo Gray e Tall (1994), esta divisdo proceptual tem um efeito cumulativo e
o encapsular proceptual, que corresponde a transformagcdo de um processo num
conceito, ocorre em varias fases construindo assim uma complexa hierarquia de relagdes.
Esta situagdo ¢ reflectida no exemplo da figura 2.7, onde o processo de contar torna-se
no conceito de nimero, o processo de contar sobre (refere-se a contagem de dois
conjuntos em que se considera o primeiro um procept € depois a contagem do segundo
como um procedimento) torna-se no conceito de soma, o processo de adi¢do repetida
torna-se no conceito produto, e assim sucessivamente. Os autores observam que 0s
alunos com menor desempenho, que utilizam os processos, podem apenas resolver
problemas no nivel superior através da coordenagdo sequencial de processos, o que
constitui para eles um processo extremamente dificil, enquanto que os alunos com

melhor desempenho, que usam o pensamento proceptual, t€m a tarefa mais facilitada.
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conceito
de
produto

processo de
adi¢ao
repetida

processo de
contar sobre

conceito
de soma

processo de
contar

conceito
de
niimero

Figura 2.7 - Encapsular de ordem superior (Gray & Tall, 1994, p. 136)

Os simbolos para soma e produto representam novamente numeros. Assim
contar, adicionar e multiplicar operam no mesmo procept, que pode ser decomposto em
processos de calculo quando necessario. Por isso, na opinido dos investigadores, uma
concepgao proceptual, que ¢ uma amalgama de processo e de conceito através do uso da
mesma notacdo, suscita o colapso da hierarquia para um unico nivel, no qual as

operacdes aritméticas (processos) operam com os numeros (procepts) (fig. 2.8).

processo de
multiplica-
¢cao

processo de
contar

processo de
contar sobre

conceito
de

nimero

conceito
de
produto

conceito
de soma

Procept de nimero

Figura 2.8 - Colapso da hierarquia nas operagdes com numeros (Gray & Tall, 1994, p.
136).
Gray e Tall (1994) consideram que esta ¢ a forma como os alunos com melhor
desempenho desenvolvem uma compreensao relacional flexivel da Matematica, isto &,

estabelecem uma relacao significante entre no¢des no mesmo nivel, enquanto que os

-23 -



alunos com pior desempenho enfrentam uma hierarquia de niveis que ¢ mais dificil
ultrapassar.

Em sintese, a teoria da dualidade entre processo e conceito, a que Gray e Tall
(1994) chamam de procept, apoia-se em trés componentes: processo, objecto matematico
(ou conceito) e simbolo. Estes investigadores realgam o facto de que a representagdo de
uma funcgdo, por exemplo f{x) = 2x + 3 (simbolo), diz-nos duas coisas a0 mesmo tempo,
nomeadamente: como calcular o valor da func¢do para valores especificos, evocando o
processo; e a fungdo como um todo, apresentando assim o objecto. E concluem que os
alunos com melhor desempenho usam o pensamento proceptual por mostrarem mais
flexibilidade nos métodos e processos, incluindo a seleccdo mais apropriada de
procedimentos, e os alunos com pior desempenho usam o pensamento processual por

confiarem em métodos processuais de contagem, que sdo menos flexiveis.

2.3. Uma perspectiva alternativa para a reificacio de fungio

Slavit (1997) apresenta e justifica uma teoria para a aprendizagem das funcdes
que se apoia na perspectiva accao/processo/objecto de Sfard. O autor descreve uma
perspectiva das fungdes orientada para as propriedades baseada em aspectos visuais de
crescimento funcional, incluindo a visdo de covariancia e a visdo de correspondéncia.
Esta abordagem incide sobre funcdes e suas representacdes graficas, com utilizagdo ou
nao das calculadoras graficas.

Slavit (1997) apoia-se na perspectiva de Sfard, segundo a qual os estudantes
adquirem inicialmente uma visdo orientada para a acg¢do ou seja, centram-se nos
aspectos computacionais das fun¢des, que vém como um processo de calculo de uma
quantidade para um valor numérico atribuido através da associacdo de uma determinada
regra ou algoritmo. Mais tarde, a reificacdo desta visdo conduz o aluno a uma visao
orientada para um objecto.

Nas palavras de Slavit, as propriedades do conceito de fungdo sdo todas as
caracteristicas associadas a definicdo de funcdo e classificam-se em propriedades
funcionais comuns que, por sua vez, se dividem em propriedades globais — envolvendo
uma andlise de toda a funcdo — e propriedades locais — relacionadas com pares
ordenados individuais. As propriedades funcionais globais incluem, por exemplo, a
simetria e a periodicidade, e as propriedades locais compreendem as intersec¢des (zeros)

e os pontos de inflexdo. Contudo, segundo Slavit, ha propriedades que ultrapassam esta
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classificagdo, como por exemplo a continuidade de uma fungdo. Esta classificacao
sugere que as propriedades funcionais lidam mais com os aspectos de crescimento e de
covariancia do que com os aspectos relacionais de fungao.

A perspectiva das fungdes orientada para as propriedades trabalha com a
progressiva consciencializa¢dao das propriedades especificas funcionais de crescimento,
de natureza local e global, e com a capacidade de reconhecer e analisar fun¢des. Para
Slavit, esta perspectiva desenvolve-se segundo duas vertentes. Em primeiro lugar,
envolve uma habilidade para perceber a equivaléncia de procedimentos que se realizam
nos diferentes sistemas notacionais (representagdes grafica, numérica e algébrica). Em
segundo lugar, os estudantes desenvolvem a capacidade de generalizar procedimentos
analogos nas diferentes classes e tipos de funcdes. Por isso, uma perspectiva das
funcdes orientada para as propriedades evolui através da percepcdo das propriedades
especificas funcionais de crescimento, bem como da compreensao de tipos especificos
de funcdes que possuem essas propriedades.

As diferentes perspectivas tedricas sobre as concepgdes de fungdo dos estudantes,
na opinido de Slavit, ndo devem ser interpretadas como compartimentadas. Para o
investigador, cada uma dessas perspectivas tem vertentes que se interrelacionam e a
perspectiva orientada para as propriedades € apresentada neste estudo para enriquecer e

ampliar essas perspectivas teoricas e nao para as substituir (fig. 2.9).

VISAO ACCAO
DE FUNCAO

1l

PERSPECTIVA DAS FUNCOES
ORIENTADA PARA OS OBJECTOS

CORRESPONDENCIA CRESCIMENTO ORIENTADO
CAUSUALIDADE ~ DEPENDENCIA COVARIANCIA PROPRIEDADES
FUNCIONAIS

Figura 2.9 - Componentes de uma perspectiva das fungdes orientada para os objectos
(Slavit, 1997, p. 269)

A perspectiva das fungdes orientada para as propriedades usa a nogdo de

covariancia para identificar as propriedades funcionais de crescimento (periodicidade,
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simetria, etc.) e permite definir a natureza da fungdo em estudo. Usando essa
perspectiva, o desenvolvimento de fun¢do, como um objecto abstracto, da-se através do
reconhecimento das propriedades da funcdo ou através de uma situacdo familiarizada
(experiéncia vivida anteriormente) pelo estudante. A visdo de correspondéncia de
funcdo também pode ser discutida sob o ponto de vista de propriedades funcionais, no
entanto, essas propriedades t€ém mais a ver com as relacdes entre as entradas e saidas de
pares ordenados do que com crescimento funcional e covaridncia. Nesse caso, as
propriedades de fungdes como inversibilidade e dominio sdo classificadas como
relacdes de correspondéncia e as propriedades de simetria, intersecgdes e extremos sao
consideradas de comportamento de crescimento de fungdo. Entdo, a covariancia e a
visdo correspondéncia de funcdo, na perspectiva orientada para as propriedades, ndo
devem ser consideradas contrastantes ou como sendo pontos de vista distintos, mas sim
como formas complementares de pensar sobre o conceito de fun¢do, como objecto
matematico que possui diversas propriedades.

Este estudo seguiu uma abordagem qualitativa e assumiu uma modalidade de
estudo de caso, a trés participantes de uma disciplina de Algebra II para alunos de muito
bom desempenho de uma escola secundaria. A recolha de dados decorreu ao longo de
um ano, € recorreu a entrevistas, questionarios, notas de campo e tarefas investigativas.
Aos trés participantes foram dadas tarefas, que consistiram em 44 conjuntos de quatro
ou cinco cartdes com representacdes de graficos, equacdes e tabelas de funcdes (figs.

2.10 e 2.11, como exemplos).

Card 1 [Card 2!

y=-2x+8

G s

y =X+ 8

%;::
AN

Figura 2.10 - Tarefa tradugdo (Slavit, 1997, p. 272)

|II||“'|°|||A

Nuns cartdes consta a mesma funcdo, mas com representacdes diferentes,

noutros sdo representadas a mesma classe de fungdes, noutros ainda figuram

-26 -



representacoes de fungdes que compartilham propriedades funcionais (como a mesma

intersec¢do com eixo dos yy ou simetria), e alguns t€ém correspondéncias que ndo sao

fungoes.
X | Y [card 2] —/
-2 -5 T
Card 1]-1 |-2 /"2
o|-1 3 g
-1 0 +
-2 |1 -
0| 2 :
-1110
Card 3 L,L
-5 | -4
Y=X+3 -2 | -1
-1 0
Card 5 0 1
1 2
X-Y=-1 2 3
10 |11

Figura 2.11. Tarefa tradugao (Slavit, 1997, p. 273)

Slavit recorreu também da analise das notas de campo e do video-gravador para
obter dados acrescidos acerca do tipo de fungdes estudadas e sobre a reificacdo ou nao
do conceito de fungdo. Durante o estudo os estudantes usaram calculadoras graficas
como ferramenta de apoio.

Na resolugdo das tarefas os participantes foram desafiados a discutir as eventuais
semelhancas ou diferencas observadas nos cartdes, com base nas estratégias de
comparag¢do local, global ou ambas. De um modo geral, os participantes utilizaram mais
a estratégia local quando relacionavam o par notacional equagdo-numérico, e as
propriedades globais quando comparavam o par grafico-equagdo. Verificou-se também
que ocorreram poucas mudangas de estratégia na resolucao das tarefas, antes e depois
das unidades de ensino das fungdes lineares, polinomiais e exponenciais e, segundo
Slavit, parece que os sistemas notacionais serviram mais para determinar a estratégia a
utilizar do que para definir a que classe de fungdes pertence a fungdo em estudo.

As entrevistas permitiram ilustrar como ¢ que os participantes reificaram o
conceito de linearidade, em termos de propriedades funcionais. Por exemplo, durante
uma entrevista realizada antes da unidade de ensino fungdes lineares, um participante
foi confrontado com uma tarefa (fig. 2.10) que envolve as representagdes grafica e
algébrica das fung¢des y = x + 8 e y = - 2x + 8, e constatou-se que a sua analise assentou
basicamente em estratégias de verificagdo. Apos a conclusdo da unidade de ensino

funcdes lineares, 0 mesmo participante foi confrontado com a tarefa da figura 2.11 (os
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cartdes 2 e 3 sdo as representacdo grafica e algébrica da fungdo da fungdo y=x + 3, e os
cartdes 4 e 5 as representacdes numérica e a algébrica da fungdo x - y = - 1) e constatou-
se que utilizou a propriedade declive, fazendo conexdes entre as duas representacoes,
para verificar o ponto de coordenadas (-3 ; 0), € ndo como uma propriedade da fungdo.
Nesta tarefa, as propriedades funcionais foram utilizadas nos pares de cartdes que
incluem um grafico, enquanto que para pontos de propriedades locais foram utilizadas
estratégias relacionando o par numérico-equacao. Mais tarde, antes de iniciar a unidade
de ensino fung¢des polinomiais, foi atribuida uma nova tarefa com os cartdes 3 e 4, que
incluem a representagdo grafica e a equacao da funcdo y = -2x + 4. O mesmo estudante,
na sua resolu¢do, evidenciou que reificou as propriedades funcionais da fun¢do linear,
pois identificou o declive e a interseccdo com o eixo dos yy. Consequentemente,
constatou-se que alcancou uma perspectiva das fungdes orientada para as propriedades e
construiu a nog¢do de linearidade como combinacdo especifica de propriedades
funcionais. Relativamente aos outros participantes estudados, obtiveram resultados
semelhantes em relacdo as funcdes lineares e quadraticas.

Segundo Slavit, a analise das notas de campo e do video-gravador revelaram que
as fungoes utilizadas pelos estudantes nas tarefas sdo elementares e com um nimero de
propriedades limitado, restringindo assim a sua capacidade para reificacdo de fungdo.
Por seu lado, os dados da entrevista, obtidos depois da realizacdo da unidade de ensino
dos polinémios, revelaram também o efeito limitador das tarefas propostas e do
processo de ensino ministrado. Nesta entrevista foram dadas tarefas, aos alunos
estudados que consistem em 12 cartdes que descrevem exemplos de funcdes e
correspondéncias que nao sdo funcdes, em cada uma das representagdes numeérica,
grafica e algébrica (fig. 2.12). Foi solicitado a identificagdo dos exemplos de funcdes e
de correspondéncias que nao sdo fungdes. O autor constatou que os participantes nao
tiveram dificuldade na identificacdo das funcdes dadas nas representacdes numérica e
algébrica. Contudo a compreensdo dos exemplos de fungdes na representagao grafica foi
menos clara, dado que estes exemplos tém comportamentos e propriedades que as
fungdes elementares estudadas nao tém.

Esses resultados mostram que alguns estudantes reificaram determinado tipo de
funcdes usando a perspectiva orientada para as propriedades, mas ndo foi encontrada
nenhuma evidéncia indicando que os estudantes reificaram o conceito geral de funcdo
como um objecto capaz de possuir uma grande variedade de propriedades, além das

exibidas pelos fungdes polinomiais.
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Card 1 Card 2 Card 3}
‘I’
X=y2 -2y +5 Yy=x2-2x+ §
oy
o Jo—g—o*
e
Card 5 Card 6 Card 7 Card 8§
Y X 1Y X 1Y
, _ X2 +y2 = 186
a— -10 [-700 3 l-10
-5 -25 3 -5
-2 -4 3 -2
X [o] 4] 3 8]
. -2 4 3 2
—_— -5 25 3 5
-10 100 3 10
Card 9 Card 10 Card 11 Card 12
\ X 1Y
Y = x2 4+ 3ex - A S
4log(x + 2) — -10|3
-513
213
v
213
5|3
10 ;3

Figura 2.12 - Exemplos de correspondéncias que sdo ou nao fungdes (Slavit, 1997, p.

276)

Segundo Slavit, noutros estudos os estudantes que utilizam as calculadoras
graficas revelaram-se mais aptos para descrever uma representacdo grafica e a sua
concretizacdo depende muito do conhecimento que tém das propriedades funcionais.
Por sua vez, esta investigagdo revela que os estudantes obtém uma perspectiva das
funcdes orientada para as propriedades, especialmente quando se expdem a situagdes
que fazem uso de graficos e tecnologias graficas.

Os resultados deste estudo permitem concluir que o desenvolvimento de uma
perspectiva das fungdes orientada para as propriedades ¢ lento, uma vez que estd
dependente do conhecimento de diversas propriedades funcionais, dos sistemas
notacionais (representagdes grafica, algébrica e numérica) e das classes de fungdes.
Conclui-se também, desta investigacdo, que os estudantes que estudam apenas as
funcdes lineares e quadraticas obtém reduzidos conhecimentos das propriedades
funcionais e para eles, as fun¢des sdo certamente consideradas sempre continuas ou com

comportamentos de crescimento simples (monotonia e variagao de sinal) ou ainda com
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um ou dois zeros. Se estudam fungdes polinomiais, de quarto ou quinto grau,
exponenciais, logaritmicas, trigonométricas, entre outras, entdo os seus conhecimentos
sobre as propriedades funcionais aumentam e fortalecem uma perspectiva das func¢des
orientada para as propriedades.

A perspectiva das fungdes orientada para as propriedades, descrita nesta
investigacdo, e as outras também evidenciadas neste estudo devem, na opinido de Slavit,
ser consideradas um suporte tedrico para o desenvolvimento do curriculo. Esta situagao
sugere que os tipos de funcdes, estudados actualmente na Matematica, sejam
reexaminados de modo a permitir aos estudantes o acesso a uma ampla variedade de
propriedades funcionais. Consequentemente, parece que oS professores € 0s
fomentadores de curriculo devem ter em atencdo a forma como os estudantes devem
investigar e resolver problemas usando as propriedades funcionais especificas. Segundo
Slavit, o curriculo da a énfase as propriedades funcionais no processo de ensino ¢ de
aprendizagem e desenvolve os conhecimentos que levam os estudantes a resolver

tarefas algébricas abstractas com sucesso.

2.4. A analise cognitiva das dificuldades de compreensio na aprendizagem da

Matematica

Duval (2002) considera que ¢ necessario fazer uma analise cognitiva, dando
atencdo a diversidade de processos matematicos, para se compreender as dificuldades
dos estudantes (muitas vezes insuperaveis), na aprendizagem dos conceitos matematicos.
Na perspectiva do autor, o ensino da Matematica ndo tem por finalidade treinar os
futuros matematicos nem proporcionar aos estudantes ferramentas que sé serdo uteis
anos mais tarde, mas sim contribuir para o desenvolvimento das suas capacidades de
argumentar, conjecturar, analisar e visualizar. Duval, apresenta neste artigo dados que
permitem discutir a natureza dos sistemas cognitivos especificos dos processos
matematicos ¢ analisar as causas das dificuldades que os estudantes tém na
aprendizagem da Matematica.

Este estudo seguiu uma abordagem quantitativa e nele participaram varios
estudantes franceses de diversos niveis de ensino. Como instrumento de recolha de

dados foram utilizadas varias tarefas, designadamente de tradugdo, reconhecimento de
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expressoes de representacoes graficas de fungdes e figuras geométricas, para a resolugao
de problemas ou demonstragdes.

Duval comeca por referir que a diferenga entre a actividade cognitiva requerida
em Matematica e noutros dominios do conhecimento ndo se encontra nos conceitos,
mas na importancia e na diversidade das representagdes semioticas. Sublinha ainda, que
basta olhar para a histéria do desenvolvimento da Matematica para se constatar que a
evolucdo das representagdes semidticas € uma condicdo essencial para o
desenvolvimento do pensamento matematico.

Além dos sistemas de ntimeros, o autor considera também como representagdes
semioticas as figuras geométricas, as notacdes algébricas e formais, as representacoes
gréaficas e a linguagem corrente e designa por “registos” os processos diferentes destas

representagdes. Contudo, o aspecto mais relevante consiste na classificagdo dos registos

em quatro tipos diferentes (fig. 2.13).

REPRESENTACAO
DISCURSIVA

REPRESENTACAO
NAO DISCURSIVA

REGISTOS

Nao podem ser usados
processos algoritmicos

MULTIFUNCIONAIS:

Linguagem natural
Associac¢do verbal
(conceptual)

Argumentagdo:

- argumentos de
observacado, convicgoes...

- deducoes validas de
defini¢oes ou teoremas

Plano ou perspectiva
geométrica de figuras
(configuragdes de 0, 1, 2, e
3 dimensoes)

Operativo e ndo apenas
apreensdo perceptiva
Construgoes com régua e
compasso

REGISTOS
MONOFUNCIONAIS:
Os processos, na sua
maioria, sao
algoritmicos

Sistemas de notagao

- numérico (binario,
decimal, fracciondrio...)

- algébrico

- simbolico (linguagens

formais)

QGraficos cartesianos

Mudanca de sistemas de
coordenadas interpolagdo e
extrapolagdo

Figura 2.13 - Classificacdo de diferentes registos que sdo mobilizados nos processos
matematicos (Duval, 2002, p. 3)

Duval refere que, por exemplo, na resolucdo de problemas um registo pode

dominar explicitamente o processo de resolucdo, porém deve haver sempre a

possibilidade de passar de um registo para outro. Como caracteristica relevante na
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actividade matematica, destaca a mobilizagao simultanea de pelo menos dois registos de
representacdo ou a possibilidade de mudar de um registo para outro, em qualquer
momento.

O autor considera dois tipos de transformagdes de representacdes semidticas
diferentes: (i) tratamentos - transformagdes de representacdes que ocorrem dentro do
mesmo registo, como por exemplo, resolver uma equacdo ou um sistema de equagdes; €
(i1) conversodes - transformagdes de representacdes que consistem na mudanga de um
registo sem alterar o objecto designado, por exemplo, passar da representacao algébrica
de uma fungao para a sua representagdo grafica.

Os tratamentos dependem do sistema de representacdo semidtica usado. Por
exemplo, os procedimentos para realizar uma opera¢cdo numérica dependem do sistema
de representagdo dos numeros, ou seja, os algoritmos sdo diferentes quando se usa uma
notagdo decimal ou uma notacdo fraccionaria, para os mesmos nimeros (por exemplo:
0,20+025=...¢ 1/5 + 1/4 =...). E, as conversdes de representagdes nao se
reduzem apenas a tratamentos. Encontra-se muitos exemplos onde a mudanga de registo
¢ uma actividade de traducdo simples (fig. 2.14) ou uma actividade mais complexa
como o reconhecimento de expressdes algébricas relativamente a representagao grafica

correspondente de uma funcao (fig. 2.15).

Conjunto de pontos em que a or(*ienada a sua*abcissa

Yy > X

Figura 2.14 - Tradugdo termo a termo (Duval, 2002, p. 5)
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Sucesso dos estudantes de 15 e
yT! 16 anos, depois de uma aula de
funcdes lineares

I 8\ >
1 x  Reconhecimento y=x 60%
vl
2 .
= = y=2x 25%
X

Figura 2.15 - A tarefa proposta ¢ de reconhecimento simples, e ndo era solicitado
escolher, entre muitas possiveis, as expressoes que corresponde ao grafico
(por exemplo y =x, y=-x,y=x+ 1) (Duval, 2002, p. 6)

A reduzida capacidade do aluno para distinguir o objecto da sua representacao
leva-o muitas vezes a pensar que duas representacdes do mesmo objecto sdo dois
objectos matematicos distintos. Isto conduz, na sua perspectiva, ao fendémeno da
“compartimentalizagdo™: as representagdes permanecem compartimentadas e o
pensamento matematico ¢ fragmentario e monoregistal. Por seu lado, os objectos
matematicos nunca sdo acessiveis através da percepgao ou através de instrumentos (por
exemplo microscopios, telescopios, aparelhos de medida,...) e o0 acesso a esses objectos
passa pela via das representacdes semioticas, o que explica que o desenvolvimento do
conhecimento matematico conduz ao desenvolvimento e a diversificacdo de
representacdes de registos.

Duval observa que o insucesso e as dificuldades dos estudantes aumentam
quando a resolucdo das tarefas ou das actividades matemadticas requerem que o
tratamento seja efectuado num registo multifuncional — argumentar com recurso a
linguagem corrente, utilizar figuras geométricas, para a resolucdo de problemas ou
demonstragdes — ou quando as representagdes sdo convertidas noutros registos e surge o
fendbmeno da nao congruéncia. Na sua perspectiva, todavia, o ensino tende a
marginalizar o recurso a registos multifuncionais, ficando apenas pelos monofuncionais

(fig. 2.13), onde os processos, na sua maioria, sdo algoritmicos. Além disso, as
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dificuldades de conversdao ndo sdo encaradas como um sinal de reduzida compreensao
conceptual.

Para o autor, a complexidade e especificidade dos tratamentos num registo
multifuncional levam muitas vezes os estudantes a incompreensdo dos conceitos
matematicos. Por exemplo, as figuras geométricas que surgem num registo de
representacdo multifuncional e o seu cardcter ndo natural para a maioria dos estudantes
mostram a dificuldade de utilizacdo dessas figuras na resolu¢do de problemas (figs. 2.16

¢ 2.17).

Na figura esbogada (a unidade de medida ¢ o
cm) esta representado um rectangulo [ABCD]
e um circulo com centro em A, passando por
D.

Determine o comprimento de segmento [EB]

Figura 2.16 - Problema apresentado a alunos com 12 e 13 anos (Duval, 2002, p. 9)

Um exemplo 2590
Setembro de 1997 de 2604 Setembro de 1998 estudantes
estudantes
Respostas matematicas 9% Respostas matematicas 22,2%
([AE] € o raio com 4 cm) ([AE] ¢ o raio com 4 cm)
Respostas dadas através da 16% Respostas dadas atravésda | 39,6%
medida do segmento de medida do segmento de
recta (cerca de 2 cm, no recta (cerca de 2 cm, no
segmento de recta dado) segmento de recta dado)
Respostas dadas através da 26%
estimacao visual (E estd ao
meio de [AB], cerca de 3,5
cm)
Outras respostas 30% Outras respostas 24,4%
Nao responderam 16%

Figura 2.17 - Respostas dadas pelos alunos da resolug¢do do problema da figura 2.16
(Duval, 2002, p. 9)
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Duval (2002) refere que, para os estudantes encontrarem a resposta matematica
correcta, tiveram que ver na figura dada duas subfiguras de B (fig. 2.18) e ndo as duas
subfiguras de A, porque s6 nas subfiguras de B ¢ que se vé os dois raios como um lado
e uma parte do outro lado do rectdngulo. Contudo, as subfiguras de A sobressaem mais,

mas tendem a esconder as subfiguras de B.

(A) / Figura original \ (B)

Ou?

Figura 2.18 - O que v€ na figura original na explicacao do problema (fig. 2.16)? (Duval,
2002, p. 10)

Na mudanga de registo, as dificuldades de compreensdao dependem de dois
factores. Por um lado, da variabilidade do caracter congruente (fig. 2.14) ou nao
congruente da conversdo entre duas representacdes do mesmo objecto e por outro lado,
do sentido da conversao (fig. 2.15).

Para Duval (2002), uma das -caracteristicas fundamentais da actividade
matematica ¢ a diversidade de registos semidticos de representagdes. Para coordenar as
varias representagdes, como por exemplo, equacdes, graficos e tabelas, ¢ necessario que
os alunos desenvolvam um trabalho intenso com fung¢des no qual irdo enfrentar muitos
obstaculos ao tentar entendé-las. Refere que o funcionamento cognitivo da mente
humana ¢ inseparavel de uma variedade de registos semidticos de representacdes. Por
isso, considera ser impossivel aprender as noc¢des matemdticas sem recorrer as
representacdes. Considera, ainda, que uma das maiores dificuldades da aprendizagem da
Matematica ¢ a passagem de informag@o de uma forma de representacdo para outra, e
esta ¢ provocada pela heterogeneidade semidtica.

O autor considera ainda que o processo de ensino-aprendizagem deve dar énfase
ao estudo das conversdes entre representacdes, permitindo assim a

descompartimentagdo de registos, que constitui uma das condigdes para acesso a
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compreensdo dos conceitos matematicos. Assim, a conversao entre as diferentes
representacdes tem um papel determinante na compreensdo e interpretacdo de um
conceito.

A pluralidade dos registos semioticos de representagdes do mesmo objecto
matematico ¢ essencial. Para que os estudantes compreendam um conceito matematico,
ele deve ser trabalhado através das suas diferentes representagdes e deve ser dada énfase
ao estudo das conversdes entre representagdes, evitando assim o fendmeno da
compartimenta¢do que constitui um dos grandes obstaculos a compreensdo global de
um conceito. Para além disso, a qualidade das tarefas, o ensino e o ambiente de
aprendizagem em geral sdo factores que também contribuem para a superacao das

dificuldades dos estudantes.
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Capitulo 3

Unidade de Ensino

\

Este capitulo apresenta os principios gerais que presidiram a elabora¢ao da
unidade de ensino que serve de base a este estudo, bem como a planificagdo realizada,
as tarefas propostas, as formas de avaliacdo e o acompanhamento e a organizagdo dos

alunos na sala de aula.
3.1. Principios gerais

Esta investigagdo centra-se na realizagdo da unidade de ensino “Fungdes
quadraticas” do 10.° ano de escolaridade, visando estudar como os alunos pensam e
aprendem sobre as funcdes quadraticas, nas suas diferentes representagdes, quando
utilizam a calculadora gréafica. Esta tem um papel importante na realizacdo das tarefas a
propor, ndo sendo entendida apenas como simples instrumento de célculo mas sim,
principalmente, como meio de pesquisa. Deste modo, a calculadora grafica ¢ integrada
numa abordagem das func¢des em que se da €nfase as multiplas representacdes deste
conceito (tabelas, grafico e expressdo algébrica) e a sua interpretacdo em problemas e se
valorizam as estratégias de exploracdo e pesquisa por parte dos alunos.

Representagoes. Os principios e normas para Matemadtica escolar (NCTM,
2007), incluem normas que remetem para as representacdoes € acentuam a importancia
da utilizagdo de multiplas representagdes na aprendizagem da Matematica. E referido
que “a representacio é predominante na Algebra. Os graficos transmitem certos tipos de
informagdo visual, enquanto que as expressdes simbolicas poderdo ser mais facilmente

manipuladas, analisadas e transformadas” (NCTM, 2007, p. 422).
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A compreensdao de um objecto matematico como uma funcdo requer uma
diversidade de representagdes semidticas. E a diversidade das representagdes que da
significado a um objecto matematico, desde que cada representacdo diferente represente
e descreva diferentes aspectos do objecto (Duval, 2002). De modo a poderem
ultrapassar as varias dificuldades, ¢ fundamental que os alunos trabalhem com diversas
representacdes de fungdes, pois estas complementam-se e, no seu conjunto, contribuem
para uma plena compreensao — reificacdo — do conceito de funcgao.

Uma representacdo grafica tanto pode ser um esboco no papel ou no quadro,
como uma figura mais rigorosa em papel milimétrico, no ecra de uma calculadora
grafica ou computador ou numa impressao. O método de tracar um grafico de forma
precisa envolve a determina¢do de um certo niimero de pontos do grafico e a sua unido
por linhas. Este método ndo assegura, sé por si, que o grafico obtido reproduza todos os
principais comportamentos da fung@o, uma vez que apenas se utiliza um niimero finito
de pontos. Uma forma de conhecer o comportamento global da fungdo ¢ obter
representacdes graficas adequadas, utilizando as potencialidades da calculadora gréfica
ou fazer o seu estudo analitico, determinando dominio, zeros, intervalos de monotonia,
extremos relativos, pontos de inflexdo, assimptotas, etc.

Recursos. Ao contrario do que acontecia no passado, em que 0s recursos
didécticos utilizados no processo do ensino-aprendizagem da Matematica eram
essencialmente o quadro, o lapis, a borracha e o papel, actualmente ha outros recursos
que se tornaram frequentes e até, em situagdes especificas, imprescindiveis na sala de
aula — designadamente as calculadoras e os computadores. Deste modo, a Matematica
passou a ser mais experimental e visual, na medida em que se tornou mais acessivel o
trabalho com representacdes graficas.

As calculadoras graficas e os computadores, usados de uma forma adequada e
eficaz, podem modificar aquilo que os alunos aprendem, a forma como aprendem e
como sdo ensinados. Além disso, nos actuais programas de Matematica do ensino
secundario, o uso das calculadoras graficas ¢ obrigatorio. O programa de Matematica A
indica que as calculadoras graficas permitem a “conducdo de experiéncias matematicas,
elaboragdo e analise de conjecturas; investigacao e exploracdo de varias ligacdes entre
diferentes representacdes para uma situacdo problemdtica” (Ministério da Educacao,
2001, p. 16). Estudos realizados demonstram que quando a tecnologia ¢ bem utilizada, o
aluno aprende Matematica de forma mais significativa. E claro que isto s6 ¢ possivel se

o professor tiver consciéncia das limitagdes da tecnologia e um conhecimento solido das
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razoes que estdo por detras de determinados resultados “enganadores”. E, pelo seu lado,
os alunos devem ter oportunidade de compreenderem que aquilo que a calculadora
apresenta no ecrd pode ser uma visao distorcida da realidade (Ministério da Educagao,
2001).

Tarefas. Nesta unidade de ensino sao usados diversos tipos de tarefa. Um papel
importante ¢ atribuido a resolu¢do de problemas e as tarefas de investigagdo. A
resolu¢do de problemas deve ser um processo que envolva activamente os alunos na
formulagdo de conjecturas, na investigacao e exploragdo de ideias que os leve a discutir
e por em questdo a sua propria maneira de pensar e também a dos outros, a validar
resultados e a construir argumentos convincentes (NCTM, 1991).

Polya (1977) acredita que a capacidade de descobrir e a capacidade de inventar
podem ser desenvolvidas através de um ensino habilidoso que desperte os alunos para
os principios da descoberta ¢ que lhes dé uma oportunidade de praticarem este
principios. Assim, considera que o ensino da resolu¢ao de problemas deve proporcionar
uma larga experiéncia com a sua resolucdo e uma andlise dos processos que conduzem a
sua solucdo. Para este autor, os alunos deviam adquirir habitos de pensamento
elaborado e por isso descreveu um plano global de como resolver problemas (how to
solve it) com quatro fases: 1.* Compreensdo do problema; 2* Estabelecimento de um
plano; 3* Realizacdo do plano; 4* Examinar a solu¢do obtida. Na sua perspectiva, ¢ util
ensinar aos alunos estratégias gerais (heuristicas) de resolucdo de problemas, ou seja,
um conjunto de perguntas que o aluno deve colocar a si proprio em cada fase de
resolucdo de um problema e que se destinam a organizar o seu pensamento de uma
forma sistematica e eficaz.

Schoenfeld (1985), que retomou as ideias de Pdlya, considera que a resolucao de
problemas em Matematica envolve quatro aspectos diferentes: conhecimentos de factos,
de algoritmos e de Matematica em geral que um individuo possui; conhecimento de
estratégias de resolucdo de problemas (identificadas como estratégias heuristicas);
conhecimento de estratégias de verificacdo (ou de controlo); concepgdes que se
relacionam com a visdo que cada um tem de si proprio, da Matematica, dos problemas e
do mundo em geral. Ainda segundo Schoenfeld (1996), os problemas devem ter quatro
propriedades: serem relativamente acessiveis; permitirem diferentes caminhos de
resolugdo; servirem como introducdes para importantes ideias; constituirem “boas”

exploragdes matematicas.
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No programa de Matematica A, a resolugdo de problemas constitui um método
fundamental. E considerada ndo s6 como indicagio metodoldgica mas também como
tema, e surge ainda como motivagdo, como sistema de recuperagdo e como forma
privilegiada para suscitar a comunicacdo oral e escrita. No ponto das sugestdes
metodologicas gerais, pode ler-se: “destaca-se a importdncia das actividades a
seleccionar, as quais deverdo contribuir para o desenvolvimento do pensamento
cientifico, levando o aluno a intuir, conjecturar, experimentar, provar, avaliar e ainda
para o refor¢o das atitudes de autonomia e de cooperacdo” (Ministério da Educacao,
2001, p. 10). Deste modo, o programa actual do ensino secundario faz referéncias
significativas a resolucdo de problemas e a realizagdo de actividades de investigagdo
pelos alunos.

A unidade de ensino compreende um conjunto de experiéncias de aprendizagem
diversas. E usada uma sequéncia de cinco tarefas de caracter investigativo e
exploratorio, que se encontram em anexo, na expectativa que o aluno mobilize os seus
recursos cognitivos e afectivos, conseguindo assim uma aprendizagem mais sélida. Sdo
também realizadas aulas com tarefas do manual (exercicios e problemas) com o
objectivo de diversificar o processo de ensino-aprendizagem, assumindo que cada tipo
de tarefa contribui para certos aspectos da aprendizagem do aluno e para o
desenvolvimento do seu raciocinio. Assim, assume-se que as tarefas de natureza mais
fechada ajudam o aluno a esclarecer as suas duvidas, possibilitam a aplicacdo dos
conhecimentos adquiridos e podem ajudar a desenvolver a sua auto-estima, permitindo-
lhe mostrar as suas habilidades e saberes. Da unidade de ensino consta, ainda, um
momento de avaliagdo, realizado individualmente no seu final, cuja tarefa se encontra
também em anexo.

A resolugdo de problemas e investigagdes matematicas decorrem nos contextos
de semi-realidade e “Matematica pura”. As tarefas propostas de resolugdo de problemas,
com fungdes quadraticas, no contexto de semi-realidade envolvem problemas concretos
ligados a situacdes do mundo real, como por exemplo, tarifarios, colonias de bactérias,
custos, temperatura, areas... As tarefas de “Matematica pura” relacionam-se com o
estudo de fungdes, resolugao de condigdes e transformagdes de fungdes, quer através do
uso de métodos algébricos quer de métodos graficos. Como exemplo de tarefa, solicita-

se aos alunos que investiguem e explicitem os efeitos dos parametros a e h

relativamente a representacdo grafica da fun¢do f(x)=a(x+h)>.
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Segundo Skovsmose (2000) uma boa parte da educagdo matemadtica situa-se
entre a resolucdo de exercicios com referéncias a “Matematica pura” e a resolucdo de
exercicios com referéncias a semi-realidade. Este autor acrescenta, ainda, que muitos
estudos em educacdo matematica tém revelado um quadro preocupante sobre o que
acontece na sala de aula tradicional (baseada em exercicios), € por isso sustenta que a
educacdo matematica deve mover-se entre os diferentes ambientes, que resultem da
combinagdo entre trés tipos de referéncias — “Matemadtica pura”, semi-realidade e
realidade — e entre dois paradigmas de praticas de sala de aula — exercicio e cendrio para
a investigacao.

Para esta investigagdo ¢ proposto um trabalho alternativo as praticas de sala de
aula baseadas em exercicios, pelo que foram escolhidos, para os problemas e
actividades investigativas a desenvolver na unidade de ensino, os contextos de
“Matematica pura” e de semi-realidade. Pretende-se, desta forma, que uma parte
significativa do trabalho de descoberta e de constru¢ao do conhecimento seja realizada
pelos alunos.

Momentos de discussdo. Cada tarefa é proposta numa aula de 90 minutos (um
bloco) e no final os alunos, individualmente, em pares ou pequenos grupos, produzem
um relatério em que explicam o trabalho realizado e justificam as conclusdes. A
apresentacdo e discussdo das conclusdes dos resultados sdo efectuadas na aula, em
grupo alargado. O balango do trabalho realizado, apds a resolug¢do da tarefa, constitui
uma importante oportunidade de partilha de conhecimentos, pois os alunos podem por
em confronto as suas estratégias, os processos de resolugdo, as conjecturas e as
justificacdes. Na apresentacdo desses resultados a turma, cabe ao professor estabelecer
as condi¢des que propiciem a discuss@o. Por um lado, o professor deve estimular os
alunos a falar e contribuir com suas ideias e resultados obtidos e, por outro lado, os
alunos necessitam de desenvolver confianga na sua participagdo de modo a contribuirem
neste processo de aprendizagem. Através das trocas de ideias, “cada um fica a conhecer
melhor os referentes do outro e as suas ligagdes com o conhecimento matematico”
(Ponte, Boavida, Graga & Abrantes , 1997, p. 88). A fase de discussao e reflexdo, sobre
tarefas anteriormente realizadas tem um papel importante para que os alunos
desenvolvam a capacidade de comunicar matematicamente e de reflectir sobre o seu
trabalho e o seu poder de argumentagao (Ponte et al., 2006). Ponte (2005) refere, ainda,
que “os momentos de discussdo constituem, assim, oportunidades fundamentais para

negociagao de significados matematicos e constru¢ao de novo conhecimento” (p. 16).
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3.2. Planificacao

A unidade de ensino decorreu durante onze blocos, de 90 minutos cada. Teve

inicio a 11 de Fevereiro de 2009 e prolongou-se por quatro semanas, até¢ ao dia 12 de

Marco. A figura 3.1. apresenta uma planificagdo da distribui¢do das tarefas que

integram a unidade de ensino e o modo de trabalho em cada aula.

Modo de Conteudos
Aula Tarefas
trabalho programaticos
1.2 Em grupo - 4 | Fungdes
Tarefa 1; relatorio e discussao geral )
(11/02/2009) alunos cada | quadraticas.
Graficos de
22 Em grupo - 4 ~
Tarefa 2; relatorio fungdes
(12/02/2009) alunos cada i
quadréticas.
_ Em grupo - 4 | Propriedades.
Discussao geral da tarefa 2
3a alunos cada; ~
. Reall q s d | | As fungdes
ealizagdo de tarefas do manual escolar
(17/02/2009) ] Individual e | quadraticas na
(exercicios e problemas).
em pares modelacao.
Equagdo y = ax” + bx + ¢, com a # 0; zeros A pardbola.
de uma fun¢do quadratica; o efeito do Transformagoes
4 coeficiente do termo do 2.° grau. Individual e de fungdes.
(18/02/2009) em pares
Realizagdo de tarefas do manual escolar Simetrias.
(exercicios e problemas). Fungao moédulo.
58 . .
Tarefa 3; relatorio e discussdo geral Em pares
(19/02/2009)
Inequagdes do 2.° grau.
6.? Individual e
(03/03/2009) Realizagdo de tarefas do manual escolar em pares
(exercicios e problemas)
7.8 _ .
Tarefa 4; relatério e discussdo geral Em pares
(04/03/2009)
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Transformagdes de fungdes e interpretacio

grafica: translagdes; simetrias; graficos de

8. aflx) e flax), com a0, Individual e

(05/03/2009 em pares
Realizagao de tarefas do manual escolar

(exercicios e problemas)

Fung¢do modulo. Fungdo modulo definida

9a por trocos. Propriedades. Individual e

(10/03/2009) Realizacao de tarefas do manual escolar cm pares

(exercicios e problemas)

10.2
Tarefa 5; relatorio e discussdo geral Em pares
(11/03/2009)
1.2 ) ) _
Tarefa de avaliacdo Individual | Avaliacdo
(12/03/2009)

Figura 3.1 - Planificacdo da unidade de ensino

3.3. Tarefas

O estudo das fungdes quadraticas pode seguir diferentes abordagens, pois
existem diversos caminhos para a sua concretizagdo. Nesta investigacdo, a abordagem
ao estudo das fungdes quadraticas tem por base a resolugdo de tarefas de natureza
exploratoria e investigativa e a resolu¢ao de problemas no contexto de “Matematica
pura” e de semi-realidade, com o uso da calculadora gréfica. Estas tarefas tém o
objectivo de contribuir para a compreensdo e aprendizagem dos alunos, do conceito de
funcdo quadratica. Cada tarefa foi aplicada numa aula de 90 minutos (um bloco),
excepto a tarefa 2. que teve mais 45 minutos (bloco e meio), para os alunos terminarem
os seus resultados. Foi reservado na parte final da aula, um periodo de tempo de cerca
de vinte minutos para a discussao, conforme tinha sido planeado.

A tarefa 1 (Anexo 1), que se intitula “Quadrados inscritos num quadrado”, ¢
constituida por um problema base de Geometria € por cinco questoes, relativas a esse
problema. Os objectivos desta tarefa sdo: esbogar o grafico da fungdo que relaciona a
area do quadrado com o deslocamento; identificar uma representacdo algébrica da

funcdo que relaciona a area do quadrado com o deslocamento, usando a regressao
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quadratica com a calculadora grafica; determinar a expressao algébrica da funcao que
relaciona a area do quadrado com o deslocamento por processos analiticos. Os alunos,
em grupos de quatro elementos cada, resolvem a tarefa, registam e justificam os
resultados e no final da aula apresentam esses resultados para discussd@o com a turma.
As questdes 1. e 2. apelam a observacdo dos alunos, quanto a relagdo entre o
deslocamento de um ponto, varidvel independente, e a 4rea do quadrado, variavel
dependente. Nas questdes 3. e 4., podem utilizar a calculadora no modo STAT
colocando numa lista varios valores para x e noutra as areas dos quadrados
correspondentes. A utilizacdo da calculadora permite obter, usando a regressdo
quadratica, a expressao algébrica da area. Por fim, a determinacdo das areas, pelos
alunos, em varios casos particulares, sugere, para a questao 5., a representacdo algébrica
da fungdo érea, que ¢ equivalente a obtida através da calculadora grafica.

A tarefa 2 (Anexo 2), denominada “Fung¢des quadraticas”, ¢ constituida por oito
questdes. O seu objectivo ¢ estudar e sistematizar o comportamento da fungao
quadratica quando apresentada na forma y = a(x - h)* + k ¢ identificar o significado dos
parametros a, i e k. Os alunos resolvem a tarefa, em grupos de quatro elementos cada, e
no final, os resultados de cada grupo sdo divulgados a turma para discussdo alargada.
As questdes 1. e 2., com a utilizagdo da calculadora grafica, possibilitam o estudo das
propriedades de fungdes quadraticas. Na questdo 3., para a funcdo quadratica cuja
representacio algébrica é do tipo y = ax’, os alunos devem explicitar o efeito do
pardmetro a no grafico da funcdo, identificar as suas propriedades e efectuar
generalizagdes. Nas questdes 4., 5. e 6., os alunos voltam a recorrer a calculadora
gréafica para esbogar os graficos de fungdes quadraticas definidas, por exemplo por y =
X+ 1, y=2x-3¢ey=(x - 2)% Nestas questdes identificam as propriedades das
funcdes e explicam como podem obter cada um deles a custa do grafico das fungdes y =
x> e y = 2x". Na questdio 7. e para as funcdes do tipo y = a(x - 4)* + k os alunos devem
explicitar os efeitos dos parametros a, / e k, relativamente aos graficos das fungdes, e
identificar as coordenadas do vértice da pardbola, bem como a equacdo do eixo de
simetria. Apos este estudo devem reconhecer, na questdo 8., que podem obter, por
exemplo, o grafico de y = 2(x - 5)* + 0,6 a partir do grafico de y = 2x* efectuando sobre
este uma translagao associada ao vector (5 ; 0,6).

A tarefa 3 (Anexo 3), designada por “Mais fungdes quadraticas”, tem por
objectivos: estudar os efeitos dos pardmetros a, @ ¢ fna equacdo y =a(x - @) (x - p) e

analisar as informagdes imediatas que cada um fornece; traduzir uma funcdo quadratica
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da representagao grafica para a representacdo algébrica. Nesta tarefa, o modo de
trabalho ¢ em grupos de dois alunos cada. Na parte final da aula é promovida a
discussdo geral, a qual deve envolver todos os alunos, procurando analisar as
conclusdes a que cada grupo chegou. A tarefa é constituida por seis questdes. Para as
quatro primeiras questdes, e recorrendo a calculadora grafica quando necessario, os
alunos devem estudar os efeitos dos parametros a, @ ¢ f, quando a funcdo ¢ dada na
forma y = a(x - @) (x - p), e discutir as informagdes que cada um deles fornece. A
questdo 5. ¢ relativa a tradugdo da representagdo grafica de uma funcdo para a
representacdo algébrica. Nesta questdo os alunos podem apresentar vdrias solugdes
possiveis se existirem duvidas sobre a ordenada do ponto onde a fungdo intersecta o
eixo dos yy. Na questdo 6., que corresponde ao caso da fungdo quadratica que ndo tem
zeros, os alunos devem concluir que esta ndo pode ser definida como produto de
polinébmios do 1.° grau (estes admitem sempre um zero). Uma resposta possivel pode
ser y=x" + 1 ou qualquer outro polinémio do 2.° grau com A< 0.

A tarefa 4 (Anexo 4) ¢ constituida por dois problemas em contexto de semi-
realidade. No problema n.° 1. os alunos podem comegar por representar a fungao
graficamente, através da calculadora grafica, e devem procurar uma janela de
visualizagdo que se adequie a sua representacdo grafica. O manuseamento da calculadora
grafica permite encontrar resultados, cujo significado deve ser interpretado pelos alunos.
Mas estes também podem usar outras representagdes (numérica ou algébrica) para
chegarem aos mesmos resultados. O problema n.° 2. relaciona variaveis do dominio da
Geometria e corresponde a traducdo da area, em mz, de um canteiro de relva numa
representacdo algébrica. Para obter a maior drea pode recorrer-se, por exemplo, ao
maximo da funcdo através da calculadora grafica ou as coordenadas do vértice da
parabola por processos algébricos. Esta tarefa ¢ realizada em grupos de dois alunos cada,
e no final da aula os varios grupos partilham e discutem os resultados obtidos com toda
a turma.

A tarefa 5 (Anexo 5) ¢é constituida por trés questdes que envolvem
transformagdes de funcdes. Pretende-se que os alunos esbocem o grafico de funcdes do
tipo y =-f(x),y=fx) +a,y =fix +a),y=fix + a), af(x) e flax) e y = |fix)|, coma=0 e
identifiquem as suas propriedades, dada a fun¢do f. Os alunos podem comecar por fazer
experiéncias com a sua calculadora grafica e com fungdes que lhes sdo mais familiares,
e sO depois representar numa folha de papel os graficos das fungdes apresentadas, para

descobrirem as suas propriedades. Este trabalho ¢ realizado em pequenos grupos, em
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pares, e ¢ muito importante elaborarem pequenos relatorios sobre a forma como foram
abordando as varias questdes. Assim, devem resolver, justificar e registar os graficos
elaborados e os pontos relevantes obtidos (com ou sem a calculadora grafica), bem
como todas os calculos efectuados. No final da aula, as conclusdes sdo apresentadas a
turma e discutidas em grupo mais alargado. O mais importante que a apresentagdao dos
calculos, sdo os processos pelos quais os alunos optam na resolugdo de uma questdo e a
respectiva justificacao.

Para além das tarefas apresentadas, os alunos realizaram, em quatro blocos e
meio, exercicios e problemas do manual escolar relacionados com os assuntos
abordados nas tarefas ou com os conteudos programaticos trabalhados nestas aulas.
Deste modo, os alunos ndo perdem o contacto com o seu manual e este constituiu,
também, um instrumento no qual podem apoiar a sua aprendizagem. Algumas tarefas do
manual foram realizadas individualmente, e outras, por ser mais enriquecedor, os alunos
trabalharam em pares. Foi, ainda, proposta a realizagdo de alguns exercicios e

problemas do manual como trabalho de casa.

3.4. Avaliacao

E consensual que avaliagdo deve fazer parte integrante do processo de ensino-
aprendizagem. No programa de Matematica A ¢ indicado que avaliacdo ndo deve
apenas avaliar o produto final, mas também o processo de aprendizagem do aluno,
levando-o a ser um elemento activo, reflexivo e responsavel da sua aprendizagem
(Ministério da Educacao, 2001). Assim, a avaliacdo “deve ser uma interac¢ao entre
professor e os alunos, com o professor continuamente a procurar compreender o que um
aluno pode fazer e como ¢ capaz de fazé-lo e a usar esta informago para orientar o seu
ensino” (Matos & Serrazina, 1996, p. 219). Mais recentemente, nos principios e normas
para Matematica escolar, o NCTM propde, como grande principio da avaliagdo, que
esta “deve apoiar a aprendizagem de uma Matematica relevante e fornecer informagdes
uteis quer para os professores quer para os alunos” (2007, p. 23). Salienta, entre outros,
aspectos que a avaliacdo ndo deve ser meramente feita aos alunos, mas pelo contrario,
ela deve ser feita para os alunos, para os orientar e melhorar a sua aprendizagem. Neste
sentido, o professor deve diversificar as formas de avaliacdo, propondo ao aluno um
conjunto variado de tarefas, sendo algumas realizadas individualmente e outras em

grupo, de modo que reflictam as finalidades do curriculo.
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Na avaliagdo dos alunos nesta unidade de ensino, ¢ tida em conta a sua
participagdo na resolucdo das tarefas, individual e em grupo, e na respectiva discussao.
No decorrer de cada aula ¢ possivel observar o empenho de cada aluno na realizacdo do
trabalho proposto ¢ a sua participagdo nas discussdes dentro do grupo. Também se
observa e avalia as suas conclusdes ou as do grupo de trabalho quando sao apresentadas
a turma. Neste momento de aula, em que se pretende promover a participagdo da turma,
os alunos devem procurar compreender as resolu¢des dos seus colegas e confronta-las
com as suas.

Para a avaliagdo contribuem também os resultados da tarefa de avaliacdo (Anexo
6) que se realizou no final da unidade de ensino, de modo individual, sem consulta e
durante uma aula de 90 minutos. Nesta tarefa ¢ avaliado o desempenho dos alunos em
relacdo a: (i) identificar as propriedades de uma fun¢do quadratica; (ii) resolver
condi¢des do 2.° grau, algébrica e graficamente; (iii) identificar uma representacdo de
uma fungdo e as suas propriedades conhecida outra funcao, através das transformagdes
de func¢des; (iv) traduzir a representacdo de uma funcdo quadratica ou afim noutra
representacdo; e (v) aplicar os conhecimentos sobre as fungdes quadraticas na resolugdo
de problemas, em contexto de semi-realidade ou que relacionam variaveis da Geometria,
com uso da calculadora grafica.

Esta tarefa ¢ constituida por seis questdes. Na questdo 1. aparece a representacao
algébrica de uma restrigdo de uma fun¢do quadratica e ¢ solicitado ao aluno que
identifique o seu contradominio e apresente a sua justificacdo. Na questdo 2. surge a
representacao grafica de uma funcao quadratica e com base nesta representagao e nas
propriedades das transformagdes de funcgdes ¢ solicitado ao aluno que determine o
conjunto solu¢do de condigdes. A questdo 3. corresponde a um problema em contexto
de semi-realidade — coldnia de bactérias — que envolve a fungdo quadratica. Pretende-se
com esta questao identificar os processos de resolu¢ao que o aluno usa e verificar se
interpreta correctamente os resultados no contexto do problema. A calculadora gréfica ¢
um recurso que facilita a sua resolucdo, contudo deixa-se ao critério do aluno o seu uso.
A questao 4. compreende a tradugdo da representacao grafica de uma fungdo quadratica
ou afim, na sua representacao algébrica. Esta questdo tem o intuito de verificar a
compreensdo que o aluno tem na identificagdo de dados relevantes no grafico de uma
funcdo para usar na traducdo de representacdes dessa fungdo. Na questdo 5. surge um
problema que relaciona varidveis do dominio da Geometria e pretende-se verificar se o

aluno usa a linguagem algébrica correcta e se manifesta compreensdo na tradugao da
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fungdo numa representacdo algébrica, relativa a area do rectangulo. Pretende-se,
também, averiguar a proficiéncia do aluno na resolu¢do de uma condi¢do por processos
algébricos, portanto, sem recurso a calculadora grafica. A questdo 6. envolve a
identificacdo e esbogo do grafico de uma funcdo mddulo com recurso a calculadora
grafica. O aluno deve ser capaz de encontrar uma janela de visualizagdo adequada a sua
representacdo grafica e, em seguida, transcrever para a folha de respostas o grafico
obtido, tendo em conta os elementos relevantes, como por exemplo o dominio, o
contradominio, os pontos de intersec¢do com os eixos coordenados e os extremos
relativos. E também solicitado ao aluno a defini¢do da fungdo médulo apresentada por
trocos. Esta questdo ¢ uma boa oportunidade para o aluno relacionar a representacao

grafica com a representacao algébrica da funcdo que estd a estudar.

3.5. A sala de aula

Ao longo da unidade de ensino a constituicdo da turma ndo sofreu grande
alteracdo, apenas um ou outro aluno faltou pontualmente por razdes pessoais ou por
doenga, e, por isso, a turma manteve-se estavel durante a concretizacdo da unidade de
ensino. Frequentaram estas aulas, com regularidade os 27 alunos da turma. Para a
realizacdo das tarefas 1. e 2. foram formados sete grupos de trabalho, seis com quatro
elementos cada e um com trés, para as restantes tarefas (3., 4. e 5.) foram constituidos
doze grupos, com dois alunos cada e um outro grupo com trés. E para a realizacdo das
tarefas do manual escolar os alunos trabalharem em pares ou individualmente.

Aos alunos foram apresentadas as tarefas em suporte papel e estes fizeram as
suas resolucdes numa folha de respostas, também foram dadas tarefas do manual escolar,
na sua maioria exercicios e problemas, cujas resolugdes foram registadas no caderno
diario de cada aluno. Durante a resolugdo das tarefas, o meu trabalho consistiu em
acompanhar e orientar os alunos, esclarecendo as suas duvidas e ajudando a ultrapassar
as suas dificuldades. Em cada tarefa fui chamando a atengdo de cada grupo que era
importante que estes explicassem as suas estratégias e processos de resolugdo e
justificassem as suas conclusdes. Também coloquei questdes no sentido de estes
clarificarem as suas respostas e argumentarem em favor das suas posi¢cdes. Quando
manifestaram dificuldades procurei colocar novas questdes que conduzissem a uma
nova reflexdo e que os ajudasse a esclarecer os seus raciocinios. Algumas vezes, varios

grupos colocaram duvidas e revelaram dificuldades idénticas e, quando tal aconteceu,
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estas foram alargadas a toda a turma para que todos os alunos pudessem reflectir sobre
elas. Apds a resolucdo da tarefa e na parte final da aula foi feita uma discussdo
envolvendo toda a turma.

Estes momentos propiciaram aos alunos a partilha das suas estratégias com os
seus colegas e, ainda, o confronto de varios pontos de vista. Foram, também, colocadas
davidas e questionados alguns processos de resolucdo apresentados. As principais

conclusdes surgiram a partir da discussao e do contributo de todos.
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Capitulo 4

Metodologia de investigacao

Este capitulo descreve a metodologia de investigagcdo adoptada neste estudo, que
se insere no paradigma interpretativo, numa abordagem qualitativa e na modalidade de
estudo de caso. E feita uma caracterizagio dos participantes que foram seleccionados
para esta investigacdo, indica-se as fases do estudo, e, por ultimo, os instrumentos de

recolha de dados e os processos de analise de dados.

4.1. Op¢odes metodologicas

O principal objectivo deste estudo ¢ analisar o modo como a resolugdo de
problemas e a realizagdo de tarefas de natureza exploratoria e investigativa, envolvendo
o uso da calculadora gréafica, contribuem para a compreensdo e aprendizagem das
fungdes quadraticas de alunos do 10.° ano de escolaridade. Diversos autores (como
Patton, 1980; Reichardt & Cook, 1979) defendem que as caracteristicas do objecto de
estudo determinam a escolha do paradigma de investigacao e, por isso, deve haver
coeréncia entre o paradigma e o problema do estudo. O paradigma interpretativo da
valor aos comportamentos observaveis, embora relacionados com as interpretacdes que
os actores realizam e com os significados que elaboram. Tem uma perspectiva
relativista da realidade, isto é, vé o mundo real vivido como uma construcao de actores
sociais que, em cada momento e lugar, constroem o significado social dos
acontecimentos ¢ fendémenos do presente e reinterpretam o passado. Opondo-se a uma

perspectiva positivista, que reconhece que s6 o mundo dos factos é cientificamente

aceitavel, através da explicacdo e a predicdo, o paradigma interpretativo valoriza a
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compreensdo ¢ a explicagdo para desenvolver e aprofundar o conhecimento de uma
dada situacdo num dado contexto (Lessard-Hébert, Goyette & Boutin, 1994).

De acordo com Bodgan e Biklen (1994) na investigacdo qualitativa as questdes a
serem investigadas sdo estabelecidas com o intuito de estudar o fendmeno em toda a sua
complexidade e no contexto natural, nao sendo, portanto, construidas por
operacionalizacdo de varidveis. Nao sdo formuladas hipdteses que se pretendam testar
mas antes questdes que orientam o estudo. Estes autores indicam cinco caracteristicas
neste tipo de investigagdo: (i) os dados sdo recolhidos no ambiente natural e o
investigador ¢ o principal instrumento na sua recolha; (ii) os dados recolhidos sdo de
natureza descritiva; (iil) 0s processos sao mais importantes que os resultados ou
produtos; (iv) a andlise dos dados ¢ feita de forma indutiva; e (v) e o significado que os
participantes ddo as situagdes tem importancia crucial. Estas caracteristicas mostram-se
adequadas ao objectivo do presente estudo:

1. A fonte directa dos dados ¢ uma turma em contexto escolar, sendo o
investigador o instrumento principal. Com efeito, os dados recolhidos em ambiente
natural sdo importantes para este estudo uma vez que ¢ perante a actividade de
investigagdo que o aluno desenvolve um mecanismo de interac¢do critica consigo
proprio, com os seus colegas e com o professor, que o leva a construir ou reconstruir o
seu percurso de aprendizagem. O investigador ¢ o principal instrumento de recolha de
dados sobre o objecto de estudo, e analisa 0 modo como a resolugdo de tarefas de
natureza exploratoria e investigativa contribui para a compreensdo e aprendizagem dos
alunos sobre funcgdes quadraticas. Apesar de também se recorrer a instrumentos de
audio ndo ¢ dispensavel o ambiente natural como fonte de dados, pois a recolha directa
de informacdo em aula contribuiu para que as acgdes sejam melhor compreendidas
quando confrontadas com as visdes e perspectivas dos seus intervenientes.

2. Os dados recolhidos neste estudo dizem respeito aos processos de
aprendizagem dos alunos, observados em situacdes diferentes. Para a compreensdo do
significado dos dados obtidos, estes sdo recolhidos na forma de palavras e ndo de
nimeros dando origem a uma investigagdo com resultados escritos, contendo citagdes
com base nos dados para ilustrar a constru¢do de uma visdo sobre a problematica
investigada. Deste modo, emerge uma apresentacdo dos resultados com pormenores
descritivos.

3. Os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que

simplesmente pelos resultados ou produtos. Neste estudo, ¢ mais importante conhecer o
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tipo de processos que o aluno desenvolve nas tarefas matemadticas, os recursos que
utiliza no processo de aprendizagem e como os usa, ¢ a reflexdo sobre o processo
desenvolvido, do que conhecer os erros, os obstaculos surgidos e os resultados finais de
aprendizagem dos alunos. Privilegia-se desta forma o processo em detrimento dos
produtos ou resultados.

4. Os investigadores qualitativos tendem a analisar os seus dados de forma
indutiva. Nao se recolhe dados com o objectivo de confirmar hipdteses construidas
previamente, mas sao construidas abstrac¢des a medida que os dados, que sdo
recolhidos, se vao agrupando. Assim, nesta investigagdo ndo se pretende estudar uma
hipétese previamente estabelecida, mas sim o processo de constru¢do de novo
conhecimento e analisar a forma como a resolu¢do de tarefas de natureza exploratdria e
investigativa desenvolve a competéncia dos alunos, com uso da calculadora grafica.

5. O significado ¢ de importancia vital na abordagem qualitativa. E dada especial
importancia ao ponto de vista dos participantes, pois o investigador procura que os
dados recolhidos déem conta do que cada aluno diz e faz, fornecendo os elementos que
permitem ilustrar e estruturar a apresentagdo dos resultados.

Esta investigagdo contempla as caracteristicas referidas anteriormente, uma vez
que os participantes sao alunos, os dados sao recolhidos pelo investigador no contexto
escolar, os registos documentais (produzidos pelos alunos ou através da observacgao) e
audiogravados (depois de transcritos) sdo, também, analisados pelo investigador e a sua
interpretacdo constitui o instrumento primordial de andlise. Neste sentido, a
metodologia adoptada, no desenvolvimento deste estudo e tendo em conta o problema
enunciado, insere-se no paradigma interpretativo, numa abordagem qualitativa e na
modalidade de estudo de caso.

Ponte (2006) refere que “um estudo de caso visa conhecer uma entidade bem
definida como uma pessoa, uma institui¢do, um curso, uma disciplina, um sistema
educativo, uma politica ou qualquer outra unidade social” (p. 2). Por um lado, como
indica Yin (2005), o estudo de caso, como modalidade de investigacdo, ¢ sobretudo
adequado “quando se colocam questdes do tipo como e porqué, quando o pesquisador
tem pouco controle sobre os acontecimentos € quando o foco se encontra em fenomenos
contemporaneos inseridos em algum contexto da vida real” (p. 19). Por outro lado,
como refere Merriam (1988), o estudo de caso foca-se numa situa¢ao ou acontecimento
particular, pelo que produz sempre um conhecimento do tipo particularistico, em que se

estuda o caso, enquanto caso unico e singular. Igualmente, um estudo de caso toma a
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entidade ou fendémeno em analise como uma totalidade complexa e procura estuda-la
como tal, o que apresenta, deste modo, uma visao holistica da situacdo (globalidade do
caso). E uma modalidade de investigagdo apropriada quando se quer compreender, em
profundidade, uma situacdo num propdsito exploratério, mas também descritivo e
analitico, e se pretende evidenciar os aspectos singulares mais relevantes, que a
caracterizam.

Nesta investigacdo pretende-se analisar o modo como a resolucdo de tarefas de
natureza exploratdria e investigativa contribui para a compreensdo e aprendizagem das
fungdes quadréticas por parte dos alunos. E uma investigagdo de natureza empirica que
se baseia fortemente no trabalho de campo e em analise documental e, ainda, que se
pretende que assuma um cunho descritivo e interpretativo. Tratando-se de uma
experiéncia de ensino, ¢ relativamente escasso o controlo que se tem sobre os
acontecimentos. Por isso, o estudo de caso constitui uma modalidade adequada a esta
investigacdo e dai o recurso ao estudo de caso de dois alunos, com caracteristicas
diversas.

Esta investigacdo incide sobre a propria pratica do investigador. Na perspectiva
de Alarcdo (2001), uma investigacao tem de produzir conhecimentos novos, ser rigorosa
na sua metodologia e tornar-se publica. Como refere Ponte (2002), a investigagcdo sobre
a pratica pode ter como objectivos: (i) alterar algum aspecto da pratica profissional do
professor, uma vez estabelecida a necessidade dessa mudancga; e (ii) compreender a
natureza dos problemas que afectam essa mesma pratica com vista a sua resolucao,
numa fase posterior. Ao investigar sobre a propria pratica € necessario criar condigdes
que permitam um distanciamento entre o investigador e o objecto de investigacao, visto
que este lhe ¢ a partida proximo pelo facto da mesma pessoa ser a0 mesmo tempo o
professor e o investigador da turma. Neste estudo procura-se, por um lado, focar a
atencdo no processo de ensino-aprendizagem e, por outro lado, estudar, reflectir e
compreender como ¢ que os alunos pensam e aprendem sobre as fungdes. Por isso,
considera-se possivel ser, simultaneamente, o professor da turma e o investigador do

estudo.

4.2. Participantes

Esta investigagdo desenvolve-se numa escola secundaria com 3.° ciclo, do

distrito de Lisboa, onde sou professor desde 1 de Setembro de 1986. E uma escola que
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se situa numa cidade de um concelho da regido Oeste, onde a actividade econdmica ¢
muito diversificada nos sectores da agricultura, da indudstria e do comércio e o tecido
empresarial ¢ constituido essencialmente por micro e pequenas empresas e, ainda,
algumas médias empresas. A escola tem 54 turmas do ensino diurno, desde o 7.° ao 12.°
anos de escolaridade (incluindo cursos profissionais), € 8 turmas do ensino nocturno,
totalizando cerca de 1500 alunos matriculados. A grande maioria dos alunos reside na
cidade e no concelho onde se situa a escola. Ao nivel socioecondémico, as familias
caracterizam-se, principalmente, por pertencerem a classe média. Frequentam, também,
esta escola diversos alunos estrangeiros provenientes da Europa de Leste ¢ do Brasil.

Como pretendo analisar o0 modo como a resolugdo de problemas e de tarefas de
natureza exploratoria e investigativa contribui para a compreensao e aprendizagem das
fungdes quadraticas, escolhi como participantes alunos de uma turma do 10.° ano de
escolaridade de um curso Cientifico-Humanistico. A turma ¢ constituida por 28 alunos e
no inicio do ano lectivo todos estavam matriculados a todas as disciplinas do curso. Mas,
no inicio do més de Fevereiro (2.° periodo), um aluno anulou a matricula as disciplinas
de Matematica, Biologia/Geologia e Fisica e Quimica, com o conhecimento e permissao
do encarregado de educagdo, e informou o director de turma que no préoximo ano lectivo
pretende mudar de curso. A turma passou, deste modo, a ter, na disciplina de
Matematica, 27 alunos matriculados, 17 raparigas e 10 rapazes.

No inicio do ano lectivo, os alunos preencheram a ficha informativa adoptada na
escola, que solicita dados biograficos, dados do encarregado de educagdo e informagdes
sobre composi¢cdo do agregado familiar, e formula questdes gerais relativamente as
disciplinas, as profissdes pretendidas, a ocupacdo de tempos livres e ao percurso escolar.
Cinco alunos referiram a disciplina de Matematica como disciplina preferida e oito
indicaram-na como a disciplina que menos gostam. Os alunos referem que pensam
estudar até ao ensino superior, a excep¢ao de dois que indicam que ndo pretendem ir
para além do 12.° ano de escolaridade, o que justifica a escolha num curso de
prosseguimento de estudos. Quanto a vida profissional futura, indicam como profissoes
desejadas: enfermeiro(a), farmacéutico(a), médico(a), informatico(a), professor(a) de
educacao fisica, psicologo(a) e técnico(a) de saude.

As habilitagdes dos pais dos alunos da turma situam-se entre o 4.° ano (antiga 4.
classe) e o ensino superior. A maioria dos pais possuem pelo menos o 9.° ano de
escolaridade e metade das maes tém o 12.° ano ou mais como se pode observar nos

graficos da figura 4.1.
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Figura 4.1 - Habilitagdes literarias dos pais dos alunos da turma do estudo.

Uma elevada percentagem de encarregados de educacdo costuma participar nas
reunides convocadas pelo director de turma e, normalmente, os que sdo convocados na
hora de atendimento também comparecem. Outros porém, por iniciativa pessoal,
contactam o director de turma. Sdo, portanto, encarregados de educagdo preocupados e
costumam acompanhar os seus educandos no processo educativo.

No inicio do ano lectivo as idades dos alunos estavam compreendidas entre os
14 e os 15 anos, como indica a figura 4.2. Relativamente ao seu passado escolar, apenas
dois alunos tém retencdes e sdo referentes ao 10.° ano de escolaridade, pelo que a idade

dos alunos corresponde a idade habitual de frequéncia deste ano de escolaridade.

Idades N.° de alunos
14 6
15 22
Total 28

Figura 4.2 - Idade dos alunos no inicio do ano lectivo

Os alunos tém um aproveitamento razoavel na generalidade das disciplinas, pois
a turma ¢ muito grande e dificulta a gestdo curricular na aula. Alguns alunos sdo pouco
trabalhadores e tém uma postura inadequada na sala prejudicando o seu aproveitamento
e o dos seus colegas. Na figura 4.3. apresenta-se as classificacdes dos alunos relativas

ao primeiro e segundo periodos, na disciplina de Matematica.
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Aproveitamento na disciplina de Matematica
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Figura 4.3 - Aproveitamento no 1.° e 2.° periodos, na disciplina de Matematica

No inicio do 2.° periodo dei a conhecer ao conselho executivo, com mais
pormenor, 0s objectivos da investigagdo e solicitei autorizagdo para a sua concretizagao,
designadamente a realiza¢do de entrevistas e a recolha de dados dos alunos da turma
(Anexo 11). Apos a autorizacdo concedida apresentei a turma os objectivos da
investigacdo, solicitando a aprovacdo e a colaboracdo dos alunos. Estes foram
receptivos e manifestaram disponibilidade para colaborar. Pelo facto de serem menores
de idade também dei a conhecer o projecto aos seus encarregados de educacao e estes
autorizaram a participag¢do dos seus educandos (Anexos 9 e 10).

Dois alunos desta turma sdo objecto de estudos de caso. Para a sua seleccao
considerei o interesse em relagdo a participagdo nas entrevistas e, depois, defini trés
critérios: (1) a assiduidade; (ii) o desempenho nas aulas; e (iii) o aproveitamento no final
do 1.° periodo. Vérios alunos mostraram vontade participar nas entrevistas, mas tendo
em conta todos os factores seleccionei dois com desempenhos distintos. Esses alunos
sdo Nuno e Teresa. A atitude destes dois alunos na sala de aula ¢é diferente, bem como
os seus desempenhos. Nuno ¢ introvertido € ndo assume protagonismo no seio da turma,
mas quando é questionado intervém. E um aluno atento, interessado e trabalhador, bem
comportado e, para além das tarefas da aula, resolve os trabalhos de casa propostos. No
final do 1.° periodo obteve 14 valores. Teresa participa com empenho na sala de aula,

intervém e assume o papel de lider quando trabalha em grupo. E interessada e tem um
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desempenho razoavel, mas ndo resolve sempre os trabalhos de casa nem estuda com

regularidade. Esta aluna teve 12 valores no final do 1.° periodo.

4.3. Fases do estudo

Este estudo decorre entre Setembro de 2008 e Julho de 2009 e passa por trés
fases. Na primeira fase ¢ realizada uma revisdo de literatura dos temas a aprofundar de
natureza tedrica e empirica e da metodologia de investigagdo a adoptar. Neste periodo
foram elaboradas as tarefas da unidade didactica e preparados os instrumentos para a
recolha de dados. A segunda fase, relativa a recolha de dados (realizagao das tarefas,
primeira andlise de dados, diario de bordo e entrevista) decorre no periodo
compreendido entre Fevereiro e Marco de 2009. A terceira e ultima fase, de Margo a
Julho de 2009, ¢ destinada a analise detalhada de todos os dados, a realizacao de leituras
de modo a complementar as anteriormente feitas e a produgao por escrito dos resultados

e conclusdes da investigacao.

4.4. Instrumentos de recolha de dados

As técnicas de recolha de dados a utilizar sdo, principalmente, as resolucdes de
tarefas investigativas, os relatdrios escritos produzidos pelos alunos, a observagdo

(diario de bordo) e duas entrevistas clinicas individuais aos dois alunos.

4.4.1. Instrumentos e seus objectivos

A recolha de dados ¢ realizada em trés momentos: antes, durante ¢ apds a
realizagdo da unidade de ensino “Funcgdes quadraticas”. Num primeiro momento
realiza-se a primeira entrevista clinica, com uma duragdo aproximada de 45 minutos. O
seu objectivo é conhecer, antes da unidade de ensino, a forma como os alunos usam as
diferentes representagdes, identificam as propriedades das fungdes e resolvem
problemas utilizando as fung¢des afim, linear e constante. Num segundo momento
decorre a experiéncia de ensino, durante onze blocos de aulas consecutivos. Nesta fase,
a recolha de dados tem em conta o diario de bordo (a construir antes e depois de cada
aula) e os documentos (as resolucdes de tarefas de investigagdo e os relatorios escritos

produzidos pelos alunos). Pretende-se que estes documentos fornecam elementos
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relativos aos processos utilizados pelos alunos que ndo se encontrem evidenciados nas
entrevistas nem nas resolucdes das tarefas efectuadas durante as entrevistas. Apos a
conclusdo da unidade de ensino surge o terceiro momento de recolha de dados, com a
realizacdo da segunda entrevista, mais longa que a primeira, com uma dura¢ao de 90
minutos, € cujo objectivo € recolher dados que possam contribuir para responder as

questdes de investigacao.

4.4.2. Diario de bordo

O diario de bordo ¢ fundamental na observagdo participante e € um suplemento
importante a outros métodos de recolha de dados de natureza qualitativa (observacao,
entrevista e analise de documentos). O didrio de bordo é o instrumento “onde o
investigador regista os acontecimentos relevantes que vao surgindo no decurso do
trabalho, bem como as ideias e preocupacoes que lhe vao surgindo” (Ponte, 2002, p. 18).
Segundo Bogdan e Biklen (1994) este instrumento consiste em dois tipos de materiais —
descritivos e reflexivos. Na parte descritiva sdo registados de uma forma objectiva os
detalhes do que ocorreu no campo e englobam as seguintes areas: (i) retratos dos alunos;
(i1) reconstrucdes de dialogos; (iii) descricdo do espaco fisico; (iv) relatos de
acontecimentos particulares; (v) descricdo de actividade; e (vi) o comportamento do
observador. A parte reflexiva contém registos de caracter pessoal, designadamente: (i)
reflexdes sobre a analise; (ii) reflexdes sobre o método; (iii) reflexdes sobre conflitos e
dilemas éticos; e (iv) reflexdes sobre o ponto de vista do observador.

O diario de bordo ¢ usado no decurso da unidade de ensino. Por isso, elaborei
um guido (Anexo 12) que ¢ utilizado durante as aulas e que me orienta na recolha dos
dados, com a seguinte estrutura: (i) identificagdo da aula, com o numero da aula, o
numero da tarefa, tempo e data; (ii) antes da aula, as expectativas do professor em
relacdo a tarefa; (ii1) durante a aula, salientar a forma como ¢ apresentada a tarefa aos
alunos, o desenvolvimento da tarefa (tipo de questdes colocadas, comentarios dos
alunos, tipo de dificuldades) e discussdo geral (objectivos, gestao feita pelo professor,
intervengdes dos alunos, o que surgiu de novo); (iv) apds a aula, reconstrugao de
dialogos entre os alunos ou entre o professor e os alunos (que ndo € possivel registar no
instante por ser simultaneamente professor e investigador) e reflexdo sobre os
momentos da aula; e (v) observagoes. O diario de bordo fornece dados, mostrando o

trabalho desenvolvido por cada grupo de alunos e por toda a turma no momento da
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discussao geral. Para ficar com um registo mais preciso dos dialogos existentes, sao
gravadas em dudio algumas interacgdes, particularmente as que ocorrem durante a

discussdo geral de cada tarefa.

4.4.3. Entrevistas

A entrevista ¢ uma fonte de informagao acerca de aspectos ndo observaveis, que
permite obter um conhecimento mais profundo de uma dada situagdo. As entrevistas
qualitativas podem variar quanto aos graus de estruturagdo, considerando-se como
situagdes extremas as entrevistas estruturada e a ndo estruturada. O problema em estudo
e o objectivo da entrevista definem o tipo de entrevista. Pode-se utilizar uma entrevista
mais livre e exploratoria no inicio do projecto e pode ser necessario recorrer a uma
entrevista mais estruturada quando se pretende obter dados sobre aspectos mais
particulares (Bodgan & Biklen, 1994). O maior ou menor sucesso das entrevistas
depende da sua preparacdo, da qualidade do entrevistador e do caracter do entrevistado.
A entrevista constituiu uma fonte de dados que permite compreender melhor os
processos e raciocinios efectuados pelos alunos. Segundo Bogdan e Biklen (1994) este
instrumento ¢ utilizado “para recolher dados descritivos na linguagem do proprio sujeito,
permitindo ao investigador desenvolver intuitivamente uma ideia sobre a maneira como
0s sujeitos interpretam aspectos do mundo” (p. 134).

A entrevista clinica ¢ um tipo de entrevista que contribui para entender e
melhorar o processo de ensino e aprendizagem. E um método usado para conhecer
melhor as aprendizagens dos alunos, e dai o professor adaptar as estratégias
inicialmente definidas, ou para dar elementos complementares para a avaliacdo dos
alunos ou, ainda, como referem Zazkis e Hazzan (1998), para proporcionar
conhecimentos relevantes sobre a aprendizagem e compreensdo de conceitos
matematicos pelos alunos. Segundo Long e Ben-Hur (1991), a entrevista clinica
“permite que o professor entenda os significados que os alunos encontram em
problemas matematicos; e fornece ao professor informacdes sobre os pré-requisitos dos
alunos e estilos de aprendizagem” (p. 1). Neste estudo ¢ usada a entrevista clinica, uma
vez que possibilita ao investigador obter informagdes dos alunos sobre o modo como
eles pensam e aprendem.

Para além das tarefas que integram a unidade de ensino sdo também aplicadas

tarefas nas entrevistas individuais e que se encontram em anexo. A primeira entrevista
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realiza-se a dois alunos e pretende dar a conhecer, antes da unidade de ensino, aspectos
do raciocinio dos alunos. No momento desta entrevista a turma ja trabalhou a
generalidade de fungdes e graficos e as fungdes afins. Apos a conclusdo da unidade de
ensino ¢ aplicada na segunda entrevista outra tarefa aos dois alunos que participaram na
primeira. Tem como proposito recolher dados que possam contribuir para analisar como
os alunos trabalham com as diferentes representacdes e que representacdes € processos
utilizam na resolucdo de problemas com fungdes quadraticas. Salienta-se que a
realizacdo de cada entrevista tem por base um guido e no seu decurso sao propostas
tarefas ao aluno (problemas), que as deve resolver por escrito. As entrevistas sdo
audiogravadas e, posteriormente, transcritas na integra.

A tarefa da primeira entrevista (Anexo 7) contém cinco questdes. A questdo 1.
apresenta um conjunto de cinco representagdes e solicita ao aluno que reconheca as que
sdo fungdes, pedindo, em simultidneo, que justifique as respostas dadas. Procura saber-se
se 0 aluno ¢ capaz de identificar uma funcao qualquer que seja a sua representagao
(tabela, grafico ou expressdo algébrica). A questdo 2. refere-se a um problema em
contexto de semi-realidade, sobre o tarifario de um parque de estacionamento. E dada a
representacdo grafica da fungdo, definida por trogos, e através da sua analise o aluno
pode relacionar o preco/tempo do estacionamento de uma viatura nesse parque. Nesta
questdo, ¢ possivel verificar que had precos constantes em intervalos de tempo de 15
minutos (func¢des constantes) e que, a partir dos 45 minutos de estacionamento, o prego
cresce a medida que o tempo decorre (fungdo afim). Por fim, o prego do estacionamento
durante duas horas pode ser obtido através da leitura do grafico e com a ajuda de
processos numéricos ou de processos algébricos. A questdo 3. é referente, também, a
um problema em contexto de semi-realidade, relativo a producdo de camisas, cuja
traducdo ¢ uma fungdo afim. A resolugdo pode passar, em primeiro lugar, pela
representacdo de uma tabela onde figuram, para o nimero de camisas produzidas, os
custos médios didrios. Depois, através dos dados obtidos o aluno pode efectuar um
esboco grafico e, ainda, traduzir o problema por uma expressao algébrica. A questio 4.
¢ relativa a traducdo da representacdo grafica de uma fungao afim numa representagao
algébrica. A questdo 5. ¢ relativa a um problema matemdatico com fungdes afins e ¢
solicitado ao aluno que resolva a equagao do 1.° grau. O aluno pode optar por processos
algébricos ou por processos graficos, com utilizagdo da calculadora gréafica, na

determinagao da solugao.

-60 -



A tarefa da segunda entrevista (Anexo 8) possui cinco questdes. A questao 1. é
constituida por um conjunto de cinco representacdes e pede-se ao aluno que reconheca e
justifique as que sdo fungdes. Procura-se saber se o aluno, no final da unidade de ensino,
identifica uma fun¢do qualquer que seja a sua representagdo (tabela, grafico ou
expressao algébrica). Na questdo 2. ¢ considerada uma representacdo algébrica de uma
fungdo definida por trogos. E solicitado ao aluno que traduza esta representagdo numa
representacdo grafica com o recurso a calculadora grafica e que identifique as
propriedades relevantes da fun¢do. O aluno deve escolher, na calculadora grafica, um
janela de visualizagdo que se adeque a representacdo grafica da fungdo. Na questdo 3.
surge a representacdo grafica de uma funcao quadratica e, com base nesta representacao
e nas propriedades das transformacgdes de fungdes, deve identificar o grafico e algumas
propriedades de uma nova fun¢do para determinar o conjunto solu¢do de uma condigao.
E, ainda, solicitado a traducdo da representacio grafica para a representacio algébrica
de uma fung¢do. A questdo 4. corresponde a um problema em contexto de semi-realidade
— festival rock. Os alunos podem comecar por fazer a representagdo grafica da fungao,
através da calculadora grafica, e devem procurar uma janela de visualizagcdo que se
adeqiie. O manuseamento da calculadora grafica permite encontrar resultados cujo
significado deve ser interpretado pelos alunos. Mas estes também podem usar outras
representacdes (numérica ou algébrica) para chegarem aos mesmos resultados. Este
problema permite identificar os processos de resolu¢do dos alunos. A questdo 5.
compreende um problema que relaciona varidveis do dominio da Geometria e
corresponde a tradug¢do da funcdo area do quadrilatero numa representacao algébrica.
Ainda nesta questdo ¢ solicitada a resolucdo de uma inequagdo do segundo grau, com

recurso ou ndo a calculadora grafica.

4.4.4. Documentos

Foram analisadas as fichas com os dados biograficos dos alunos (preenchidas no
inicio do ano lectivo), bem como, a assiduidade, a avaliagdo do final de cada periodo e
as actas do conselho de turma, com o designio de obter informacdo que permite
caracterizar o objecto de estudo. Para além da resolug¢do das tarefas apresentada pelos
dois alunos entrevistados foram, também, recolhidas e analisadas as resolucdes das
tarefas da unidade de ensino, realizadas pelos alunos da turma. Os dados obtidos destes

documentos complementaram os dados recolhidos pelo didrio de bordo. Aquando da
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resolucdo das tarefas os alunos registaram na sua folha de respostas a estratégia seguida,
evidenciando a sua compreensao, as suas duvidas e dificuldades da tarefa. Este tipo de
documentos permite analisar os diferentes processos de resolugdo usados pelos alunos,

reconhecendo o tipo de estratégias que seguem e os conhecimentos que dominam.

4.5. Analise de Dados

A analise incidiu sobre as respostas dadas pelos alunos nas tarefas propostas, nas
discussdes proporcionadas no final de cada tarefa, no teste escrito e sobre o conteudo
das transcri¢oes das entrevistas realizadas. Com vista a efectuar uma sistematizacao dos
dados, comecei por organizar as respostas dadas por todos os alunos a cada uma das
questdes das tarefas, bem como a cada uma das questdes do teste, para ficar com uma
visdo global do material obtido. Relativamente as entrevistas, efectuei a sua transcricao.
Depois, teve inicio um processo de identificagdo e classificagdo dos diferentes tipos de
dados tendo em conta os objectivos do estudo e, portanto, as questdes de investigagdo a
que pretendo responder.

Segundo Vala (1986), a constru¢do de um sistema de categorias pode ser feita a
priori (tendo em conta as questdes de investigagdo), ou a posteriori (tendo em conta os
dados recolhidos durante a investigagdo), ou ainda através da combinacdo destes dois
processos. A andlise dos dados foi, entdo, estruturada segundo as categorias de andlise
que emergiram do problema de investigagdo: dificuldades na tradu¢do de uma
representacdo noutra representagdo e processos usados na resolugcdo de problemas antes e
depois da unidade de ensino. A revisdo de literatura, os estudos empiricos que realizei e
os dados recolhidos permitiram a ramificacdo destas categorias nas seguintes
subcategorias: reconhecimento do conceito de funcdo; desenho do grafico visualizado
no ecrd da calculadora; traducdo de uma representagao grafica numa representacao
algébrica; traducdo de uma representagdo numérica numa representacdo algébrica;
opcao por processos algébricos na resolucdo de problemas. Tendo por base as categorias
e subcategorias definidas e as questdes do estudo procede-se a analise dos dados, que

assume um caracter descritivo e interpretativo.
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Capitulo 5

Nuno

Nuno tem 15 anos e vive com os pais ¢ os dois irmaos mais novos. Para além
das actividades que desenvolve na escola (curriculares e extracurriculares), pratica ténis
de mesa na associagdao da sua aldeia. Concluiu o 9.° ano com nivel cinco a cinco
disciplinas e nivel quatro a seis disciplinas. Refere que a Matematica e o Inglés sdo as
suas disciplinas preferidas e que ndo tem nenhuma de que goste menos. Neste ano
lectivo, revela um bom desempenho as todas as disciplinas e, em particular, a
Matematica obteve, no 1.° e 2.° periodos, a classificagdo de 14 valores. Pretende
continuar a estudar no ensino superior, uma vez que quer ser farmacéutico. Na sala de
aula, participa de um modo muito empenhado em todas as tarefas e, quando ¢ solicitado,
participa na discussdo dos resultados e expde, com facilidade, as suas opinides. E um
aluno introvertido e ndo assume protagonismo no seio da turma, mas quando ¢
questionado intervém. E um aluno atento, interessado e trabalhador, bem comportado e,
para além das tarefas da aula, resolve os trabalhos de casa propostos. Nas aulas, prefere
realizar tarefas de pesquisa e considera que o professor deve ser simpatico,

compreensivo e bom explicador.

5.1. Representacdes e processos antes da unidade de ensino

5.1.1. Reconhecimento do conceito de funcio

Questdo 1. Na 1.* entrevista, Nuno define correctamente o conceito de fungao,

mas ndo reconhece em todas as situacdes apresentadas as representagdes que sdo
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funcgdes. O aluno refere que a representacdo na tabela ndo ¢ uma funcao, uma vez que

constata que ao objecto 8 correspondem duas imagens, -50 e 50. Na representagdo
s 2 2 A s ~ . A s

algébrica, reconhece que x° + ) = 9 ¢ a equagdo de uma circunferéncia, escreve que

“um objecto dessa circunferéncia tem duas imagens” e conclui que ndo ¢ funcdo. No

entanto, quando surge uma representacao grafica nem sempre identifica se ¢ ou ndo uma

funcdo. Por exemplo, na alinea 1.3., d4 a seguinte resposta (fig. 5.1):

o ¢ - - ,
“f, 1_ :" Oﬂ a_GJR B&' r- 13 s | e =1 e T

Figura 5.1 - Resolugdo da alinea 1.3. (tarefa da 1.* entrevista).

Quando questionado, na entrevista, sobre esta afirma¢do, Nuno reconhece que a

resposta dada esté incorrecta:

Professor: Qual ¢ o objecto que ndo tem imagem?
Nuno: E onde esta a “bola” aberta.
Professor: Escreveste: “Verifica-se uma imagem a ter varios

objectos, ...” Serd que corresponde a defini¢dao de fun¢io?
Nuno: Nao.

Professor: A tua resposta esta correcta?

Nuno: Nao.

Professor: Entao, ¢ ou ndo fun¢ao?

Nuno: E.

Professor: Justifica.

Nuno: Porque a cada objecto corresponde uma e uma s6 imagem.
Professor: Entdo, porque respondeste que ndo é fungao?

Nuno: Por causa da “bola” aberta.

A “bola” aberta parece ter induzido o aluno a tirar conclusdes erradas, mas
quando confrontado com a defini¢do de func¢ao, conclui que, afinal, o grafico representa
uma fungao.

Deste modo, Nuno revela que reconhece uma fungdo quando é dada na sua
representacao algébrica ou em tabela, mas nem sempre identifica correctamente as
fungdes quando sdo apresentadas graficamente.

Questdo 2.2. Nesta questdo, que envolve trés alineas, o aluno comenta
correctamente as afirmagdes correspondentes as 2.2.1. e 2.2.3., mas responde de forma

errada a afirmacdo da alinea 2.2.2. (fig. 5.2).

-64 -



2. 2 . e/i n-%)wafw,ﬂ_ Mﬂ. Upn M .M-Zd.&h_ 2 a
a{ﬁ;w fror s e B mimadss , Zi:’z:?m; /j;: s s 1 F .
?‘“5“”'2 W : "‘e*”;‘"“ fur inffiiter o

b g S e e e

-Lf-.}ne,&a.ﬂ),,..afwa frbgul 3 o cundor rmvesd g 20 €
£ O, 4o ¥, VW&M&MMW 5

Figura 5.2 - Resolucdo da questao 2.2. (tarefa da 1. entrevista).

Parece que Nuno ndo associa a afirmagao da alinea 2.2.2. a defini¢do de funcao.
Na questao 1. ja tinha evidenciado que conhece a definicdo do conceito de funcao, mas
na resolucdo deste problema em contexto da semi-realidade ndo foi capaz de a usar. O
aluno revela nesta questdo um razoavel desempenho, contudo ndo ¢ capaz de associar a

variavel independente tempo ao objecto e a variavel dependente custo a imagem.
5.1.2. Traducio da representacio grafica para a representacio algébrica

Questdo 4. Ainda na 1.% entrevista, Nuno escreve a equag¢do (fig. 5.3) como
representacao algébrica da fun¢do 4, mas nao apresenta qualquer justificagdo. Verifica-
se que esta equacdo ndo representa a fungdo 4 e que a resposta dada pelo aluno ¢

reveladora de um fraco desempenho.

Figura 5.3 - Resolucdo da questdo 4. (tarefa da 1.* entrevista).

Para perceber melhor os processos que utiliza e que ndo evidencia na folha de
respostas, o aluno foi questionado, na entrevista, a fim de explicar como ¢ que chegou a

representacdo algébrica da funcao:

Professor: O que representa o valor % ?

Nuno: E o declive da recta.
Professor: Como ¢ que o determinaste?
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Nuno: Primeiro fui ver o vector [director] (2, 1) e para calcular o declive
da recta dividi 1 [segunda coordenada do vector] por 2 [primeira
coordenada do vector].

Professor: Sim. E os valores 2 ¢ 1?

Nuno: O 2 representa duas unidades para a esquerda e 1 uma unidade
para cima.

Professor: Consideraste uma fung¢ao inicial e aplicaste uma transla¢ao?
Nuno: Sim, foi y = x.

Constata-se que Nuno identifica e determina correctamente o declive da recta,
através das coordenadas do vector director, mas evidencia algumas dificuldades, por um
lado, quando refere que o grafico da funcdo 4 sofre uma translagdo associada ao vector
(2, 1) a partir da fungdo y = x e, por outro lado, por ndo associar o parametro b da
equagao y = mx + b a ordenada do ponto onde a fun¢do afim intersecta o eixo dos yy.
Estas dificuldades mostram que o aluno ndo reificou ainda algumas das propriedades da

funcdo afim e, consequentemente, também nao reificou o conceito de funcao afim.

5.1.3. Traducio da representacio numérica para outra representacio

Questdo 3.1. Na 1.* entrevista ¢ solicitada, ao aluno, a traducdo do problema
numa representacdo algébrica, numa representacdo grafica e, também, numa tabela.
Constata-se que Nuno ndo resolve correctamente a questao (fig. 5.4) uma vez que nao
considera o custo fixo diario afecto a producdo de camisas. O aluno foi questionado, no
decurso da entrevista, para se compreender a motivo que o levou a ndo considerar os

custos fixos na resolugdo do problema:

Professor: Escreveste que o custo médio de uma camisa ¢ 10 €. Achas
correcto?

Nuno: Nao... Quanto mais camisas fabricarem mais caro fica cada uma
porque se gasta mais luz.

Professor: O que aconteceu aos 300 € dos custo fixos?

Nuno: Achoqueé ...
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Figura 5.4 - Resolucdo da questao 3.1. (tarefa da 1.7 entrevista).

Neste problema Nuno considera que os custos fixos vao aumentando com o
crescimento da produ¢do de camisas e parece que nao sabe o significado do valor de
300 € nem ¢ capaz de o contemplar nas representagdes da fungao que evidencia. Nesta
fase o aluno ndo reificou ainda o conceito de func¢do afim porque nio ¢ capaz associar o

custo fixo ao coeficiente linear da funcgao.
5.1.4. Opcao por processos algébricos na resolucao de problemas

Questdo 2.3. Ainda na 1.* entrevista, Nuno usa a regra de trés simples para
calcular o pre¢o a pagar por um estacionamento durante duas horas. Nao compreende
que o trogo da fungdo para ¢ > 45 corresponde a uma fungdo afim e ndo a uma fungdo

linear. Revela fraco desempenho na resolugao deste problema (fig. 5.5).
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Figura 5.5 - Resolucdo da questdo 2.3. (tarefa da 1.* entrevista).

Questdo 3.2. Nuno, apesar de ndo equacionar o problema correctamente, escreve

uma equagdo do 1.° grau coerente com a representacdo algébrica identificada na questao
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anterior. Opta por processos algébricos na resolugdo da equacao de 1.° grau que

considera (fig. 5.6).
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Figura 5.6 - Resolucdo da questdo 3.2. (tarefa da 1.* entrevista)
Questdo 5. Na 1. entrevista Nuno substitui f{x) e g(x) pelas expressdes

equivalentes, iguala as duas expressoes, resolve a equagdo por processos algébricos e

determina correctamente a solucao do problema matematico (fig. 5.7).
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Figura 5.7 - Resolucdo da questdo 5. (tarefa da 1.* entrevista)

5.1.5. Sintese

1. Compreensdo do conceito de fun¢do em diversas representagoes. Na 1.2
entrevista, questdo 1., constata-se que Nuno sabe a definicdo do conceito de fungdo e
reconhece as fun¢des quando sdo definidas na representacdo algébrica ou em tabela,
mas nem sempre as identifica quando surgem na representacao grafica. Por exemplo, na
questdo 1.3. a “bola” aberta no desenho do grafico parece ter induzido o aluno a uma

analise errada.
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2. Estudo de propriedades de funcoes em diversas representagoes. Na 1.2
entrevista, o aluno evidencia dificuldades na conversdo da representacdo grafica de uma
fun¢do afim para a representacdo algébrica. Por exemplo, na questdo 4. Nuno identifica
e determina correctamente o declive da recta, através das coordenadas do vector director,
mas revela que ndo sabe associar o parametro b da equagdo y = mx + b a ordenada do
ponto onde a funcdo afim intersecta o eixo dos yy. Esta dificuldade mostra que o aluno
ndo reificou ainda algumas das propriedades da funcao afim.

3. (a) Representagcoes e processos usados em problemas matematicos. Nuno
utiliza processos algébricos na resolugdo de problemas matematicos e usa
representacoes algébricas. Por exemplo, o problema da questao 5. da 1.? entrevista pode
ser resolvido por processos algébricos ou por processos graficos com a utilizagdo da
calculadora, mas Nuno opta por processos algébricos na determinag¢do da solucdo da
equacao f(x) = g(x).

3. (b) Representacgoes e processos usados em problemas da semi-realidade. No
contexto do problema da semi-realidade Nuno traduz com dificuldade a representagdo
numérica da func¢do afim para outra representacao (algébrica, grafica e em tabela). Por
exemplo, na questdo 3.1. da 1.* entrevista ndo converte correctamente a fun¢do noutra
representacdo porque ndo compreende o significado do custo fixo e, por isso, ndo o
associa ao coeficiente linear b da equacdo y = mx + b. Quanto aos processos usados em
problemas da semi-realidade Nuno opta pelos algébricos, apesar de manifestar algumas
dificuldades na compreensdo dos problemas. Por exemplo, na questdo 2.3. da 1.2
entrevista usa a regra de trés simples, mas ndo compreende que o trogo da fungao para
t > 45 corresponde a uma fun¢do afim e ndo a uma fungdo linear. Na questao 3.2.
escreve uma equagdo do 1.° grau coerente com a representacao algébrica identificada na
questdo anterior e resolve-a por processos algébricos. Constata-se que nesta fase o aluno

ndo reificou o conceito de funcao afim.

5.2. Representacoes e processos depois da unidade de ensino

5.2.1. Reconhecimento do conceito de funcio

Questdo 1. Na 2.* entrevista, Nuno define o conceito de fun¢do, mas ndo

identifica correctamente algumas representagdes que sdo fungdes nem outras que nao o
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sdo. Das representacdes graficas apresentadas reconhece com sucesso que uma € fungdo
e que outra ndo ¢, e indica uma justificagdo correcta. Também reconhece que a equagdo
3x +y =15, da questdo 1.5. ¢ uma funcdo, por representar uma recta. No caso da equagao

x> - 2x +* = 8, responde o seguinte (fig. 5.8):

1. 5. 5 4. .- 7. . 7 .
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Figura 5.8 - Resolucdo da questdo 1.5. (tarefa da 2.? entrevista).

Para perceber o raciocinio do aluno e a razdo que o levou a responder desta

forma, foi-lhe solicitada uma explicacao:

Professor: E uma fungio, porqué?

Nuno: Porque ¢ uma parabola.

Professor: Tens a certeza?

Nuno: Tenho.

Professor: A equacao x*-2x+ y2 = 8 representa uma parabola?
Nuno: [Pausa] Acho que sim.

Professor: Nao. Representa... Uma circunferéncia.

Nuno: Ah, entdo nao é uma fungao.

Professor: Porqué?

Nuno: Porque na circunferéncia ha objectos com duas imagens.

Nuno nio reconhece que a condigiio x” - 2x + y* = 8 ¢ uma equagdo cartesiana da
circunferéncia no plano. Por isso, esta equagdo, do 2.° grau, induz o aluno a considerar
que ¢ a equacao de uma funcdo quadratica e cuja representagdo grafica é uma parabola.
Quando se apercebe, na entrevista, que a condi¢ao corresponde a equacao de uma
circunferéncia, responde claramente que essa representacao algébrica ndo ¢ uma fungao,
uma vez que ha objectos com duas imagens.

Em relacdo a representacdo tabela, questdo 1.1., o aluno ndo responde

correctamente (fig. 5.9):

Figura 5.9 - Resolucdo da questdo 1.1. (tarefa da 2. entrevista).
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Na entrevista, Nuno foi questionado sobre a sua resposta em relacdo a

representacdo tabela e reconhece que afinal estd errada:

Professor: O que escreveste esta correcto?

Nuno: Sim, porque a cada objecto corresponde uma e uma s6 imagem.
Professor: Observa com mais atengdo a tabela.

Nuno: [Pausa] H4 aqui o objecto -6 que tem a imagem -15 e a imagem
15.

Professor: Entdo, ¢ funcao?

Nuno: Nao €, porque ha um objecto com duas imagens.

Professor: Nao respondeste correctamente, porqué?

Nuno: Porque ndo vi.

O seu desempenho nesta questdo ¢ satisfatorio porque identifica as fungdes na
sua representacdo grafica. No entanto, revela dificuldades na identificacdo de funcdes
representadas na forma algébrica (por ndo distinguir a equagdo geral de uma
circunferéncia) e também na forma de tabela (por ndo identificar um objecto com duas
imagens).

Deste modo, Nuno escreve correctamente a definicdo de funcdo, mas por vezes
ndo distingue as representagdes, algébrica, grafica ou tabela, que sdo fungdes. Estas
dificuldades foram detectadas na 1.* entrevista, antes da unidade de ensino, e continuam

a verificar-se depois da realizacdo desta unidade.

5.2.2. Desenho do grafico visualizado no ecra da calculadora

Questdo 2. Na 2. entrevista, Nuno apresenta uma representagdo grafica da
funcdo g definida por trocos, sendo um dos trocos uma restricdo da funcdo afim e o
outro uma restricdo da funcdo quadratica. Considera algumas propriedades importantes,
como o dominio, o contradominio e os zeros da fungdo, mas nao representa no grafico a
“bola” aberta, para x <0, e a bola “fechada”, para x > 0 (fig. 5.10) e, por consequéncia,
ndo identifica correctamente os extremos relativos, nem a intersec¢cdo com o eixo dos yy.
Igualmente, ndo ¢ muito rigoroso na representagdo grafica da semi-recta por ndo

respeitar o seu declive.
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Figura 5.10 - Resolu¢do da questdo 2. (tarefa da 2.? entrevista).

Quando questionado sobre ndo ter desenhado as “bolas” abertas ou fechadas na

representacao grafica da fungdo, o aluno responde:

Professor: Achas que o grafico esta bem representado?

Nuno: [Pausa] Ah! Falta por a bola aberta.

Professor: Onde?

Nuno: Aqui ¢ bola aberta [no trogo para x < 0] e aqui é bola fechada por
causa do x>0.

A entrevista permite perceber que Nuno conhece as propriedades da fungao
definida por trogos, sendo um dos trogos uma restricdo de uma funcdo afim e o outro
troco uma restricdlo de uma funcdo quadratica. Constata-se, entdo, que o aluno
transcreve a representacdo grafica do ecrd da calculadora para a folha de respostas, mas
ndo tem em conta algumas propriedades da func¢ao, como ¢ o caso dos pontos com
“bola” aberta e “bola” fechada que a calculadora ndo evidencia e o declive da semi-recta.
Todavia, revela que conhece e que é capaz identificar as propriedades de uma fungao

através do desenho do grafico visualizado no ecra da calculadora.

5.2.3. Tradugao de uma representacio grafica numa representacio algébrica

Questdo 3.2. Nesta questdo da 2.* entrevista, o aluno responde correctamente,

mas ndo apresenta calculos para justificar a sua resposta, como ¢ solicitado na tarefa.

Escreve apenas a seguinte equagdo (fig. 5.11):
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Figura 5.11 - Resolucdo da questdo 3.2. (tarefa da 2.* entrevista).

Aquando da entrevista, foi-lhe pedido que explicasse como ¢ que obteve a

expressao algébrica da fungado f:

Professor: Como ¢ que chegaste a este resultado?
Nuno: Sei que esta funcdo ¢ a transformagdo da fung¢do x*. Ela anda uma

casa para a direita, porque /4 € 1, entdo fica (x - 1)2 .

Nuno usa, nesta questdo, transformagdes de fungdes. Na equagdo da parabola,
somar uma constante a x ou a expressao y origina uma transla¢do horizontal ou vertical,
multiplicar por -1 origina uma simetria em rela¢do ao eixo dos xx ou em relacdo ao eixo
dos yy; e multiplicar por uma constante diferente de 1 ou de zero causa um alongamento
ou uma compressao ao grafico no sentido vertical ou horizontal. Neste caso, o aluno
identifica que a fungdo f'¢ o resultado da translagdo horizontal, de comprimento 1, para
a direita da funcdo de equagdo y = x.

Questdo 4. (fungdo g). Na tarefa de avaliagdo, Nuno resolve a questdo relativa a
funcdo g, atribuindo aos pardmetros % e k, da equacdo y = a(x - h)* + k, o valor das
coordenadas do vértice da parabola. Nao determina o parametro a, que poderia ser
suportada pela consideragdo de um ponto possivel do grafico. Apenas considera o valor
-1, talvez por ter em conta que a funcdo tem a concavidade voltada para baixo
(fig. 5.12).

LT

Figura 5.12 - Resolu¢do da questdo 4., fun¢do g (tarefa de avaliacdo).

Deste modo, Nuno atribui correctamente os parametros /4 e k, mas ndo ¢ capaz
determinar o pardmetro a sustentado pela consideracdo de um ponto possivel do grafico
g. Mostra, portanto, dificuldades em usar informagdo acessivel através do grafico da

fungao.
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Questdo 4. (fungdo p). Nuno identifica e determina correctamente o declive da
recta, através das coordenadas do vector director. A determinagdao do parametro b, da
equacdo y = mx + b, foi suportada pela consideragdo de um ponto possivel do grafico da

funcao (fig. 5.13):
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Figura 5.13 - Resolugdo da questdo 4., funcao p (tarefa de avaliacao).

A sua resposta revela uma boa compreensdo dos processos de resolucdo desta
questdo. Na 1.* entrevista evidencia dificuldades, principalmente em associar o
parametro b, da equacdo y = mx + b, a ordenada do ponto onde a funcao intersecta o
eixo dos yy. Ap6s a unidade de ensino mostra um excelente desempenho na traducao de
uma representagdo grafica numa algébrica, pelo que parece ter reificado algumas das
propriedades da funcdo afim.

Constata-se que Nuno apresenta uma equagao algébrica da funcdo quadratica
correcta, ao recorrer a transformacdo de fungdes, mas revela dificuldades na
determinagdo do pardmetro a quando tem que considerar as coordenadas do vértice e as

coordenadas de um outro ponto devidamente identificado na resolug¢ao da equagao.
5.2.4. Traducgao de uma representacio numérica numa representacio algébrica

Questdo 5.1. Na 2.* entrevista, Nuno determina correctamente a medida do
comprimento da hipotenusa de cada um dos tridngulos rectingulos da figura, EH ¢

EF , mas mostra dificuldades no calculo da 4rea do quadrilatero inscrito [EFGH|

(fig. 5.14).
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Figura 5.14 - Resolugdo da questao 5.1. (tarefa da 2.? entrevista).

No decorrer da entrevista, ao ser questionado, o aluno vai tomando consciéncia
do erro que cometeu e percebe que o processo que usou ndo o conduz a expressao da

area do quadrilatero [EFGH |:

Professor: Que figura vés dentro do rectangulo?

Nuno: [Pausa] Um paralelogramo.

Professor: Como se determina a area de um paralelogramo?

Nuno: Eu achava que era igual a do rectangulo.

Professor: Sabes como se determina?

Nuno: Nao me lembro.

Professor: E igual ao comprimento de um lado vezes a altura. Mas, neste
caso devemos usar outro processo. A area deste paralelogramo ¢ igual a
area do rectangulo menos ...?

Nuno: Menos a area destes 4 tridangulos [rectangulos].

Professor: Exacto.

O aluno nao compreende que a area do quadrilatero [EF GH ] ¢ igual a diferenca
das areas do quadrado [ABCD]e dos triangulos rectangulos. Evidencia dificuldades na

compreensdo deste problema e, consequentemente na traducdo de uma representagdo

numérica numa representacao algébrica.
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5.2.5. Opcao por processos algébricos na resolucio de problemas

Questdo 4.1. Nesta questdo da 2.* entrevista, Nuno adopta uma resolugdo
algébrica. Interpreta correctamente o valor a atribuir a variavel tempo ¢, ao considerar
que as 17 horas esse valor € igual a -1. Calcula correctamente o valor de N(-1) e ndo se

esquece de apresentar a resposta em milhares (fig. 5.15).

118 = £--4
G 2) o 2 () s al(-1)42 8] = 44 omillanan o fessoan

Figura 5.15 - Resolu¢do da questdo 4.1. (tarefa da 2. entrevista).

Questdo 4.2. Também nesta questdo, o aluno calcula por processos algébricos os
valores de N(1) e N(2), efectua a diferenca entre estes dois valores e interpreta

correctamente o resultado obtido no contexto do problema (fig. 5.16).

() ek gkt 2w k3o millanes du feswan
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Figura 5.16 - Resolugdo da questao 4.2. (tarefa da 2.? entrevista).
Questdo 4.3. Nesta questdo Nuno usa a resolucdo algébrica, mas ndo apresenta

todos os processos, designadamente a identificagdo da variagdo do sinal da fun¢do

quadratica (fig. 5.17).
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Figura 5.17 - Resolugdo da questao 4.3. (tarefa da 2. entrevista).

Na entrevista, o aluno explica os processos que utiliza e o modo como
considerou o grafico em relacdo ao eixo horizontal e como identificou o sinal da fungdo

quadratica, na resolu¢do da inequagao:

Nuno: Na maquina de calcular determinei os zeros [0,13 e 3,87]. Depois
0,13 corresponde a 0 horas e 7,8 minutos ¢ 3,87 corresponde a 3 horas
52,2 minutos.

Professor: Como ¢ que obtiveste 7,8 minutos?

Nuno: Multipliquei 0,13 por 60.

Professor: E os 52,2 minutos?

Nuno: Fiz 0,87 vezes 60.

Professor: Entdo, entre que horas o numero de pessoas ultrapassou as
250007

Nuno: Foi entre as 18 horas e 7,8 minutos e as 21 horas e 52,2 minutos.
Professor: Porqué?

Nuno: A parabola esta voltada para baixo.

Professor: E.

Nuno: E, os valores que interessam sao os que ficam acima do eixo dos
xx, que sdo aqueles, 0,13 e 3,87.

Professor: Mas ndo explicaste nem escreveste esse resultado?

Nuno: Nao.

Questdo 5.2. Nuno determina correctamente as raizes da equagdo
2x* - 16x + 14 = 0, situa o grafico em relacio ao eixo dos xx e identifica correctamente a
variagdo do sinal da fun¢do. Do ponto de vista formal utiliza incorrectamente o simbolo

de equivaléncia entre as expressdes da inequagdo e da equacdo (fig. 5.18).
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Figura 5.18 - Resolugdo da questao 5.2. (tarefa da 2.? entrevista).

Nuno revela um bom desempenho nos processos algébricos utilizados na
resolugdo de inequagdes do 2.° grau. Todavia, na questdo 4.3., ndo identifica a variagdo
do sinal da funcao e, na questdo 5.2., utiliza simbologia incorrecta do ponto de vista
formal, quando escreve o sinal de equivaléncia entre a inequagdo e a equacao do 2.°
grau.

Quando questionado sobre a opcao pela resolugdo algébrica, assume a seguinte

posicao:

Nuno: Eu prefiro resolver algebricamente, mas se ndo conseguir tento
recorrer a calculadora, até mesmo para confirmar resultados.

Deste modo, mostra ter preferéncia pela resolucdo algébrica e recorre a
calculadora para confirmar resultados ou quando ndo consegue resolver uma questio
algebricamente. O aluno revela um bom desempenho ao nivel do calculo de expressdes

e de resolugdo de inequagdes do 2.° grau.
5.2.6. Uso de processos graficos na resolucio de condigoes

Questdo 3.1. Na 2.* entrevista, Nuno opta pela resolugdo grafica do conjunto

solugdo da inequagdo, que implica a representacdo grafica da fungdo g e a interpretagdo
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correcta da variagdo do sinal dessa func¢do (fig. 5.19). Obtém a representacdo grafica da
funcdo g através da transformacdo de fungdes. A fungdo -f(x) tem o grafico simétrico do
de f(x), em relagdo ao eixo dos xx, e passa-se do grafico de y = -f{x) ao grafico

g(x) = fix) + 1, por meio de uma translagdo vertical de uma unidade para cima.

Fa

S ﬁ 1'/;")* o z&lo, al

Figura 5.19 - Resolu¢ao da questdo 3.1. (tarefa da 2. entrevista).

A entrevista permite perceber como ¢ que Nuno encontra a representacao grafica

da func¢do g e o conjunto solucao da inequagao g(x) > 0:

Nuno: A funcao frodou em relagdo ao eixo do xx e andou uma casa para
cima.

Professor: Qual ¢ o conjunto solu¢do da inequagao?

Nuno: Como g(x) > 0, entdo... [os valores de x] sdo os nimeros de zero
a dois.

Professor: Porqué?

Nuno: Porque entre zero e dois os valores [de y] estdo acima do eixo dos
xx €, também, estdo sobre esse €ixo.

Observa-se um bom desempenho de Nuno na determinagdo do conjunto solugao

da inequacdo ao recorrer a transformagao de fungdes.

5.2.7. Sintese

1. Compreensdo do conceito de funcdo em diversas representagoes. Na 1.°
entrevista, questdo 1., constata-se que Nuno sabe a definicdo do conceito de fun¢do e
reconhece as fung¢des quando sdo definidas na representacdo algébrica ou em tabela,
mas nem sempre as identifica quando surgem na representacao grafica. Por exemplo, na
questdo 1.3. a “bola” aberta no desenho do grafico parece ter induzido o aluno a uma

analise errada. Na 2.* entrevista identifica as fun¢des na sua representacao grafica, mas
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revela algumas dificuldades na identificacio de funcdes representadas na forma
algébrica e também na forma de tabela. Por exemplo, na questdo 1.5. ndo reconhece que
a condi¢do x* - 2x + »* = 8 é uma equacio cartesiana da circunferéncia e por isso
considera que ¢ uma representacdo algébrica de uma fungdo; e associa a tabela da
questdo 1.1. a representacdo de uma fungdo porque nao identifica que ha um objecto
com duas imagens. Assim, Nuno escreve correctamente a defini¢do de fun¢io, mas por
vezes nao distingue as representagdes algébrica, grafica ou tabela, que sdo fungdes.
Estas dificuldades na compreensdo do conceito de fungdo em diversas representacoes
foram detectadas na 1.* entrevista, antes da unidade de ensino, e continuam a verificar-
se depois da realizagdo desta unidade.

2. Estudo de propriedades de fungoes em diversas representacoes. Na 1.*
entrevista, o aluno evidencia dificuldades na conversao da representagdo grafica de uma
funcdo afim para a representagdo algébrica. Por exemplo, na questdo 4. Nuno identifica
e determina correctamente o declive da recta, através das coordenadas do vector director,
mas revela que ndo sabe associar o parametro b da equagdo y = mx + b a ordenada do
ponto onde a fun¢do afim intersecta o eixo dos yy. Esta dificuldade mostra que o aluno
ndo reificou ainda algumas das propriedades da funcdo afim e, consequentemente,
também nao reificou o conceito de funcao afim.

No final da unidade de ensino constata-se que Nuno ¢ capaz de converter
correctamente uma representacdo grafica de uma fungdo afim numa representagdo
algébrica. Por exemplo, na questdo 4. (fungdo p) da tarefa de avaliacdo identifica e
determina correctamente o declive da recta através das coordenadas do vector director e
calcula o valor do parametro b da equagdo y = mx + b, com base nas coordenadas de um
ponto possivel do grafico da fun¢do. Assim, apos a unidade de ensino Nuno revela que
reificou algumas propriedades da funcdo afim. Na traducdo da representagdo grafica de
uma fun¢do quadratica para a representagdo algébrica apresenta uma equacao correcta,
do tipo y = a(x - h)* + k, quando recorre a transformagio de fungdes, mas revela
dificuldades quando considera as coordenadas do vértice e as coordenadas de um outro
ponto da fun¢do na determina¢do do pardmetro a. Por exemplo, na questdo 3.2. da 2.?
entrevista escreve correctamente a equacdo da funcdo f porque identifica que esta
funcao ¢ o resultado da translag@o horizontal, de comprimento 1 para a direita da fun¢do
de equagdo y =x". Na questio 4. (fun¢io g) da tarefa de avaliagio Nuno atribui as
coordenadas do vértice da parabola aos pardmetros /4 ¢ k da equacdo y = a(x - h)* + k,

mas revela que nao ¢ capaz determinar o valor do parametro a.
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No que diz respeito a interpretacao dos dados do desenho do grafico visualizado
no ecrd da calculadora Nuno identifica a generalidade das propriedades da fun¢do
definida por trogos (restricao de uma fungao afim e restricdo de uma fungao quadréatica).
Por exemplo, na questdo 2. da 2.* entrevista considera uma janela de visualizacdo
adequada para o desenha do grafico na calculadora e reconhece as propriedades da
funcdo, como o dominio, o contradominio e os zeros. E, ndo ¢ muito rigoroso na
representagao do esbogo grafico uma vez que ndo desenha as “bolas” aberta e fechada e
ndo traca correctamente a semi-recta para x < 0. Todavia, revela que conhece e que ¢
capaz identificar as propriedades de uma funcdo através do desenho do grafico
visualizado no ecra da calculadora.

Em suma, Nuno identifica as propriedades da funcao nas representacdes grafica
e algébrica. Revela, portanto, que reificou algumas propriedades da fun¢do afim e da
fun¢do quadratica quando recorre especialmente a transformagao de fungdes.

3. (a) Representagoes e processos usados em problemas matemadaticos. Antes da
realizagdo da unidade de ensino Nuno utiliza processos algébricos na resolucao de
problemas matemadticos. Por exemplo, a solu¢cdo do problema da questdo 5. da 1.°
entrevista pode ser encontrada por diferentes processos, sendo o suporte grafico
fornecido pela calculadora um 6ptimo auxiliar para a interpretagao global da situacao,
no entanto Nuno opta por processos algébricos.

Ap0s a concretizagdo da unidade de ensino Nuno continua a optar sobretudo por
processos algébricos em problemas matematicos. Por exemplo, na questdo 5.2. da 2.2
entrevista resolve a inequagdo do 2.° grau através de processos algébricos e faz um
esboco grafico em relagdo ao eixo dos xx para identificar a variacao do sinal da fun¢do e
determinar o conjunto solu¢do do problema. Quando a fung¢do ¢ representada através do
seu grafico o aluno recorre a transformacao de fungdes e usa, entdo, processos graficos
na resolugcdo de inequacdes. Na questdo 3.1. da 2.* entrevista faz um esboco da
representacao grafica da funcdo g através da translagdo e simetria de fungdes e faz a
interpreta da correctamente variagdo do sinal da fun¢do obtida para determinar o
conjunto solucdo da inequagdo. Na tradu¢do de uma representagdo numérica numa
representacao algébrica Nuno usa processos algébricos. Por exemplo, na questdo 5.1. da
2.* entrevista identifica correctamente as variaveis e resolve as equacdes, mas nao usa

uma estratégia adequada para obter o resultado pretendido.
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Antes e depois da unidade de ensino Nuno parece eleger os processos algébricos
em problemas matematicos e recorre, apenas, aos processos graficos quando os dados
do problema conduzem a transformacao de fungdes.

3. (b) Representacoes e processos usados em problemas da semi-realidade.
Antes da unidade de ensino e no contexto do problema da semi-realidade Nuno traduz
com dificuldades a representacdo numérica da fun¢do afim para outra representagdo
(algébrica, grafica e em tabela). Por exemplo, na questdo 3.1. da 1.* entrevista ndo
converte correctamente a fungdo noutra representacdo porque ndo compreende o
significado do custo fixo e, por isso, ndo o associa ao coeficiente linear b da equagdo
y=mx + b. Quanto aos processos usados em problemas da semi-realidade Nuno opta
pelos algébricos, apesar de manifestar algumas dificuldades na compreensdao dos
problemas. Por exemplo, na questdo 2.3. da 1.? entrevista usa a regra de trés simples,
mas ndo compreende que o troco da funcdo para ¢ > 45 corresponde a uma fun¢do afim
e nao a uma funcao linear. Na questdo 3.2. escreve uma equacgdo do 1.° grau coerente
com a representacdo algébrica identificada na questdo anterior e resolve-a por processos
algébricos. Constata-se que nesta fase o aluno ndo reificou o conceito de fungdo afim.

Ap6s a realiza¢dao da unidade de ensino Nuno continua a escolher os processos
algébricos na resolu¢dao de problemas da semi-realidade e revela um bom desempenho
no célculo de expressdes e na resolucdo de inequacdes do 2.° grau. Por exemplo, nas
questdes 4.1. e 4.2. da 2.* entrevista Nuno adopta uma resolugdo algébrica, calcula e
interpreta correctamente o valor das expressodes. Na resolucdo da inequagao do 2.° grau,
questdo 4.3., usa também processos algébricos, mas ndao conclui o problema nem
determina a solugdo pretendida. A semelhanca dos problemas matematicos, Nuno revela
também preferéncia por processos analiticos na resolucdo de problemas da semi-
realidade e refere que recorre a calculadora para confirmar resultados ou quando nao

consegue resolver uma questdo algebricamente.
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Capitulo 6

Teresa

Teresa tem 15 anos e vive com os pais € a irma mais velha. Concluiu o 9.° ano
com nivel cinco a oito disciplinas e nivel quatro a trés disciplinas. Refere que a
Educagdo Fisica e a Filosofia sdo as disciplinas de que gosta menos e que ndo tem
nenhuma preferida. No 10.° ano, revela um bom desempenho nas disciplinas da
componente geral ¢ um desempenho razodvel nas disciplinas especificas e,
especialmente, a Matematica obteve, no 1.° e 2.° periodos, a classificagdo de 12 e 13
valores, respectivamente. Uma das razdes que parece ter contribuido para um menor
desempenho escolar neste ano lectivo prende-se com algumas dificuldades de adaptagao
a nova escola, tendo em conta que a escola anterior tem uma dimensao menor ¢ situa-se
na localidade onde reside, e que a sua integragdo na turma, ao nivel do relacionamento
com os colegas, ndo tem sido facil. Deseja continuar a estudar no ensino superior,
querendo ser psicologa clinica. Na sala de aula, participa com empenho, intervém com
autonomia ¢ assume o papel de lider quando trabalha em grupo. E interessada e
colabora no trabalho da aula, com desempenho razoavel, mas nao resolve sempre os
trabalhos de casa nem estuda com regularidade. O seu comportamento ¢ bom. Considera
o trabalho de grupo importante na evolugdo da sua aprendizagem, mas prefere aulas
expositivas e considera, ainda, que o professor deve ser exigente, mas acessivel aos

alunos.
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6.1. Representacoes e processos antes da unidade de ensino

6.1.1. Reconhecimento do conceito de funcio

Questdo 1. Na 1.* entrevista, Teresa define correctamente o conceito de fungao,

contudo ndo reconhece sempre as representacdes que sao funcdes. Refere correctamente

que a representagdo na tabela “ndo ¢ uma fun¢do porque ao objecto 8 corresponde a

mais do que uma imagem, -50 e 50, e deste modo ndo ¢ uma correspondéncia univoca”.

Reconhece que a representacdo algébrica y = 2x - 3 € a equagdo cartesiana reduzida de

uma recta e conclui que é fungdo, mas no caso da equacio x> + * = 9 da alinea 1.5.

responde incorrectamente e da seguinte forma (fig. 6.1):

LS. GsTu dxpressoll nepnesenta urna ' pesowwr Ao equoqed  wectoaial da
neLIG  logd  send uma (uoaged

Figura 6.1 - Resolucdo da alinea 1.5. (tarefa da 1.* entrevista).

Quando questionada, na entrevista, sobre esta afirmagdo, Teresa admite que a

resposta dada ndo esta correcta:

Professor: Escreveste na resposta da [questdao] 1.5. que ¢ uma funcao.
Porqué?

Teresa: Nao sei, eu acho que sim. [Ri-se]

Professor: x° +y2 =9 ¢aequacdo ...

Teresa: [Pausa] Equagdo vectorial da recta.

Professor: Tens a certeza?

Teresa: Nao.

Professor: Entdo, o que €7

Teresa: Nao ¢ [a equacdo de] uma circunferéncia?
Professor: Sim.

Teresa: J4 me lembro. Este numero [9] € o raio ao quadrado.
Professor: Achas, entdo, que ¢ funcao?

Teresa: Nao, nao é.

Professor: Porqué?

Teresa: Porque nao hé objectos com duas imagens.

.. . 2 2 r ~ :
Inicialmente Teresa considera que x” + y” =9 ¢ uma equacdo vectorial da recta e,

por isso, identifica-a como fun¢do. A sua dificuldade tem origem numa interpretacao

errada da equacdo. Quando percebe que ¢ a equagdo de uma circunferéncia, reconhece

de imediato que ndo representa uma funcgao.
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Relativamente a representacdo grafica, nem sempre identifica correctamente se €

ou ndo uma fungdo. Por exemplo, na alinea 1.3., responde que ndo se trata de uma

funcao (fig. 6.2):
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Figura 6.2 — Resolucdo da alinea 1.3. (tarefa da 1.* entrevista).

A aluna foi questionada, na entrevista, para se compreender a sua resposta:

Professor: Referes que ndo ¢ fungdo, porqué?

Teresa: So6 seria [funcdo] se este intervalo aqui estivesse um sobre o
outro, pois nao estdo na mesma direc¢ao.

Professor: Achas que, para ser fungdo, as bolas aberta e fechada devem
estar alinhadas na horizontal?

Teresa: Sim, € isso.

Professor: Qual ¢ a defini¢ao de funcao?

Teresa: E uma correspondéncia univoca.

Professor: O que entendes por “correspondéncia univoca™?

Teresa: A cada objecto corresponde uma e uma s6 imagem.

Professor: Por exemplo, este objecto aqui tem quantas imagens?

Teresa: Uma [imagem].

Professor: E este [objecto] antes da “bola” aberta?

Teresa: Tem uma [imagem)].

Professor: E qualquer outro [objecto]?

Teresa: Tem uma [imagem)].

Professor: E funcio?

Teresa: Sim.

Professor: Porqué?

Teresa: Porque a cada objecto corresponde uma e uma s6 imagem.

Parece que as “bolas” aberta e fechada e o intervalo de descontinuidade da
fun¢do conduziram a aluna a apresentar uma justificagdo pouco coerente com a
definicao de fungdo. Na entrevista, quando ¢ confrontada com um determinado objecto,
Teresa responde, correctamente, que esse objecto tem uma e uma s6 imagem e conclui
que esta propriedade se verifica para os restantes objectos e, por isso, representa uma
fungdo por se tratar de uma correspondéncia univoca. Deste modo, a aluna revela que
reconhece uma fun¢do quando ¢ dada na representacdo em tabela, mas nao identifica

sempre as funcdes quando sdo apresentadas na forma algébrica ou na forma gréfica.
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Questdo 2.2. Nesta questao a aluna comenta correctamente as trés afirmagdes,

apesar de haver uma incorrec¢do na alinea 2.2.1. (fig. 6.3):

da. |
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O WSO QuUMENTG . ONSEaNTE O [emMpo. -
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10, 19 win

Figura 6.3 - Resolugdo da questdo 2.2. (tarefa da 1.* entrevista).

Teresa refere, na alinea 2.2.1., que “a partir dos 60 min. o custo aumenta
consoante o tempo” e, na verdade, esse aumento verifica-se algum tempo antes, a partir
dos 45 minutos. Apesar desta incorrec¢do, provavelmente por falta de atengdo e por
estar relacionada com o valor de 1 € referido no enunciado, a sua resposta estd correcta.
Na resolugdo deste problema em contexto da semi-realidade, é capaz de usar a defini¢ao
de funcdo, de uma forma implicita, nos seus comentarios em relagao as afirmacdes do

enunciado, o revela nesta questao um bom desempenho.
6.1.2. Traducio da representacio grafica para a representacio algébrica

Questdo 4. Na 1. entrevista, Teresa escreve a equagdo (fig. 6.4) como
representacdo algébrica da fungdo 4 e constata-se que esta equacdo ndo representa a

fungao &:

4. hin) = A +a

Figura 6.4 - Resolucdo da questdo 4. (tarefa da 1. entrevista).

Para compreender os processos que utiliza e que ndo indica na folha de respostas,
a aluna foi questionada, na entrevista, de modo a explicitar como ¢ que obteve a

representacao algébrica da funcio:

Professor: Como ¢ que chegaste a este resultado?
Teresa: O [valor] 2 ¢ onde intersecta o eixo dos xx.
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Professor: Tens a certeza?

Teresa: Nao. [Pausa] Pois, ¢ onde intersecta o eixo do yy. Entdo ¢ 1 e

nao 2.

Professor: E o valor 1, que estd a multiplicar por x?

Teresa: E onde intersecta o eixo dos yy.

Professor: Achas que esté correcto?

Teresa: Julgo que ndo. [Pausa] Deve ser o declive. Pois troquei tudo.

Professor: Sim, ¢ verdade. E como ¢ que determinas o declive?

Teresa: Nao sei.

Verifica-se que Teresa associa o pardmetro b da equagdo y = mx + b ao zero da
fun¢do, em lugar de o associar a ordenada do ponto onde intersecta o eixo dos yy. Em
relacdo ao pardmetro m a aluna considera que ¢ igual a 1 porque o faz corresponder a
ordenada do ponto onde a recta intersecta o eixo dos yy. Assim, Teresa mostra que ndo
sabe associar o parametro b ao grafico da funcdo e afirma, também, que ndo sabe
determinar o declive da recta. Por isso, revela fraco desempenho na traducao da
representacdo grafica de uma fungdo afim para a representacdo algébrica. Estas

dificuldades evidenciam que a aluna ndo reificou ainda algumas das propriedades da

funcdo afim e, por conseguinte, também nao reificou o conceito de fungdo afim.

6.1.3. Tradugao da representacio numérica para outra representacio

Questdo 3.1. Na 1. entrevista € solicitada a aluna a tradugdo do problema numa
representacao algébrica, numa representacao grafica e numa representagdo em tabela.
Verifica-se que Teresa resolve correctamente a questdo (fig. 6.5), pois considera para o
coeficiente linear da restrigdo da fungdo afim o custo diario fixo de 300 € e para o
declive o valor de 10 €, que corresponde ao custo dos materiais na produ¢do de cada
camisa. Na representacdo grafica desenha os pontos e traca a recta correspondente a
fung@o afim que passa por esses pontos. No entanto, é excessivo, neste caso, unir por
uma linha recta continua os pontos cujas coordenadas sdo obtidas pela tabela, uma vez

que a variavel x pode tomar apenas valores naturais.
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Figura 6.5 - Resolucao da questao 3.1. (tarefa da 1.* entrevista).

Teresa mostra um bom desempenho na interpretacdo de um problema da semi-
realidade e na traducgdo da representacdo numérica de uma restricao da fungdo afim para

outra representagdo — algébrica, grafica e em tabela.
6.1.4. Opcao por processos algébricos na resolucio de problemas

Questdo 2.3. Ainda na 1.* entrevista, Teresa resolve este problema por processos
algébricos e compreende que o troco da fungdo para ¢ > 45 corresponde a uma restri¢ao
da funcao afim (fig. 6.6).
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Figura 6.6 - Resolucao da questao 2.3. (tarefa da 1. entrevista).

A aluna verifica que a partir dos primeiros 45 minutos o pre¢o a pagar por cada
quarto de hora ¢ 40 céntimos. Também constata que o valor a pagar na segunda hora é
1,60 € e que este valor ¢ o resultado do produto de 4 por 40 céntimos. Depois, através
do grafico observa que o preco, de estacionamento, na primeira hora ¢ 1 €. E por fim
conclui, correctamente, que o pre¢o a pagar por um estacionamento de uma viatura
durante 2 horas ¢ 2,60 €. Teresa revela assim uma boa compreensao na interpretacdo e

resolugdo deste problema.
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Questdo 3.2. Nesta questdo, Teresa escolhe, também, uma resolugdo algébrica.
Nao equaciona o problema através de uma equagdo de 1.° grau, mas adopta uma
estratégia de cunho aritmético. Assim, determina, em primeiro lugar, o custo dos
materiais utilizados na produgdo das camisas, que corresponde ao valor de 770 € e
calcula, depois, o numero de camisas através do quociente entre o custo dos materiais
utilizados nas camisas produzidas e o custo dos materiais utilizados numa camisa. A

aluna revela, também, um bom desempenho na resolucdo deste problema (fig. 6.7).
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Figura 6.7 - Resolucdo da questdo 3.2. (tarefa da 1.* entrevista)

Questdo 5. Nesta questdo, Teresa trabalha com as representagdes algébricas de
duas fungdes afins. Na resolucdo da equagdo f(x) = g(x), do 1.° grau, usa os principios de
equivaléncia de equacdes, mas ndo utiliza correctamente a propriedade distributiva da
multiplicagdo em relagdo a subtracgdo e, por isso, ndo obtém a solucdo correcta. A aluna
escolhe processos algébricos para a resolucao desta questdo e, apesar do erro cometido,

revela um bom desempenho (fig. 6.8).
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Figura 6.8 - Resolugdo da questdo 5. (tarefa da 1. entrevista)
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6.1.5. Sintese

1. Compreensdo do conceito de fun¢do em diversas representagoes. Na 1.%
entrevista, questdo 1., Teresa define correctamente o conceito de fun¢do e reconhece
varias representacdes que sio funcdo. No entanto, no caso da representacdo x> + > =9
considera que ¢ uma equagdo vectorial da recta e, por isso, identifica-a como fun¢do. A
sua dificuldade tem origem numa interpretagdo errada da equacdo. Na representacdo
grafica demonstra, também, alguma dificuldade quando ha “bolas” abertas ou fechadas.
Na questdo 2.2., é capaz de usar a defini¢do de funcdo, de uma forma implicita, nos
comentarios que faz em relacdo as afirmacdes do problema em contexto da semi-
realidade. A aluna revela que reconhece uma fung¢do quando ¢ dada na representagdo em
tabela, mas ndo identifica sempre as fung¢des quando sdo apresentadas na forma
algébrica ou na forma grafica. No entanto, ¢ capaz de usar a defini¢do de fungdo em
problemas.

2. Estudo de propriedades de fun¢oes em diversas representagoes. Teresa nao
reconhece as propriedades da equagdo y = mx + b na traducdo da representagdo grafica
para a representagdo algébrica de uma fungdo afim. Constata-se, por exemplo na
questdao 4. da 1.* entrevista, que a aluna ndao sabe associar os parametros m e b aos
pontos relevantes do grafico da fungdo e por isso escreve uma expressao algébrica que
ndo representa analiticamente a funcdo afim. Estas dificuldades mostram que a aluna
nao reificou ainda algumas propriedades da fungado afim.

3. (a) Representagoes e processos usados em problemas matematicos. Teresa
opta por processos algébricos na resolu¢do de problemas matematicos. Por exemplo, na
questdo 5. da 1.* entrevista utiliza as representacdes algébricas das fungdes afins e
resolve a equagdo do 1.° grau, fix) = g(x), por processos algébricos. Usa os principios de
equivaléncia de equacdes na resolugdo da equagdo, mas nao aplica correctamente a
propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo a soma algébrica e, por isso, ndo
determina a solugdo correcta.

3. (b) Representagoes e processos usados em problemas da semi-realidade.
Teresa traduz a representacdo numérica de um problema da semi-realidade numa
representacdo algébrica, grafica e em tabela. Mostra que € capaz trabalhar com varias
representacdes em problemas da semi-realidade que envolvem a fungdo afim. Por
exemplo, na questdo 3.1. da 1.* entrevista identifica o coeficiente linear da fun¢do afim

(o custo diario fixo de 300 €) e o declive dessa funcao (o valor de 10 €), determina os
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custos diarios fixos na producdo de x camisas e apresenta a tabela e uma expressao
algébrica da funcdo. Na representagdo grafica desenha os pontos e traca a recta
correspondente a fungdo afim que passa por esses pontos.

Na resolugdo de problemas da semi-realidade Teresa utiliza processos algébricos.
Por exemplo, na questdo 3.2. da 1.* entrevista ndo equaciona o problema através de uma
equacdo de 1.° grau, mas determina o numero de camisas solicitado por processos
algébricos. Na questdo 2.3. da 1.* entrevista usa também processos algébricos com a
informagdo que obtém da leitura do grafico, depois de compreender que o troco da
funcdo, na representacdo grafica dada para ¢ > 45, corresponde a uma restrigdo da
funcdo afim. Constata-se, portanto, que Teresa faz uma interpretagdo correcta dos
problemas da semi-realidade, trabalha com vérias representacdes da fung¢do e usa

principalmente processos algébricos e com bom desempenho.

6.2. Representacoes e processos depois da unidade de ensino

6.2.1. Reconhecimento do conceito de funcio

Questdo 1. Na 2.* entrevista, Teresa identifica correctamente as representacoes
que sdo fungdes, mas as justificagdes que apresenta nao sdo muito explicitas, a excepgao
das alineas 1.1. e 1.4.. A aluna refere de modo correcto que a representacdao na tabela
“ndo ¢ uma funcdo porque o objecto -6 tem as imagens -15 e 15 e, por isso, nao
representa uma correspondéncia univoca”. Das representagdes graficas apresentadas
reconhece correctamente que uma ¢ fungdo e que outra ndo ¢, mas ndo fundamenta a
resposta da alinea 1.3. e apresenta uma justificagdo pouco clara na resposta da alinea 1.2.

(fig. 6.9):
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Figura 6.9 - Resolugdo das alineas 1.2. e 1.3. (tarefa da 2.* entrevista).
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Teresa foi questionada sobre as suas afirmacdes em relacdo as representagdes
gréaficas. A aluna explica correctamente que a representacdo grafica da alinea 1.2. ¢ uma
funcdo, revela inicialmente dificuldades em justificar a resposta da questdo 1.3., mas

acaba por compreender a razdo de nao ser fungao:

Professor: Achas que este troco [0 da esquerda], da alinea 1.2., ¢ uma
recta?

Teresa: Nio. E uma semi-recta.

Professor: E o outro trogo?

Teresa: Também ¢ uma semi-recta.

Professor: O que te leva a concluir que esta representacao ¢ uma fungao?
Teresa: As rectas e semi-rectas sao fungoes.

Professor: Explica melhor. D4 exemplos.

Teresa: Por exemplo, o objecto -1 tem uma imagem aqui [Aponta para o
semieixo positivo dos yy]. E outro objecto [qualquer] tem s6 uma
imagem. E sempre assim.

Professor: Sim, e o que concluis?

Teresa: [Pausa] Cada objecto tem uma e uma s6 imagem.

(...)

Professor: E a representacao da alinea 1.3., ¢ ou nao fungao?

Teresa: [Pausa] Este exercicio ¢ diferente do anterior, acho que hé, aqui,
objectos com duas imagens.

Professor: Explica como estas a pensar.

Teresa: Para ver se ¢ funcao temos que ... [Pausa] Nao me lembro.
Professor: Considera um objecto e verifica se corresponde a mais do que
uma imagem.

Teresa: Ah! Ja estou a ver. Este objecto tem duas imagens.

Professor: Sim. Se representares varias rectas verticais, verificas que
algumas cortam o grafico em mais do que um ponto.

Teresa: Entdo, ndo ¢ uma funcao porque nao € correspondéncia univoca.

Quanto a representacdo algébrica, a aluna reconhece que a equacao 3x +y =75,
da questdo 1.4., ¢ equivalente a equagdo 3x - 5 = y, representa uma funcao afim e, por

isso, ¢ uma fungdo. No caso da equagdo x* - 2x + y* = 8, responde o seguinte (fig. 6.10):

LS NOU gooenn & e Ao, wr\qc?.- , R ois seen dois & e QD)
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Figura 6.10 - Resolucdo da alinea 1.5. (tarefa da 2.? entrevista).

Teresa foi questionada a fim de explicitar a razdo que a leva a considerar que a

representacdo algébrica x° - 2x + y* = 8 ndo & fungdo:
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Teresa: Acho que nao ¢ funcdao porque tem duas letras [varidveis] ao
quadrado.

Professor: O que representa graficamente a equagdo x” — 2x + y* = 82
Teresa: Supostamente... Podia ser uma fungdo quadratica, mas... Tem
dois quadrados.

Professor: Porqué que dizes que ¢ supostamente uma fun¢ao quadratica?
Teresa: Normalmente quando aparece um quadrado ¢ uma funcao
quadratica, mas [aqui] aparece dois quadrados.

Professor: Nao te recordas de ter estudado uma equacao como esta?
Teresa: E a formula resolvente?

Professor: Nao sera a equagdo cartesiana da circunferéncia?

Teresa: Sim, ja me lembro.

Professor: E uma funcio?

Teresa: Nao, nao ¢é.

Professor: Porqué?

Teresa: Porque os objectos t€ém duas imagens e, assim, ndo ¢ uma
correspondéncia univoca.

A aluna tem a nogdo que a equacao x*-2x + y2 = 8 ndo representa uma fungao,
por verificar que dois termos sdo do 2.° grau. Confunde esta representacdo com a
equacao de uma funcdo quadratica e quando percebe que, afinal, representa uma
circunferéncia ndo tem duvidas em afirmar que ndo ¢ fungao.

O desempenho nesta questdo ¢ razoavel uma vez que Teresa mostra que sabe a
definicdo de fungdo e que distingue as representagdes que sdo fungdes na forma de
tabela e algumas representacdes algébrica e grafica. No entanto, revela dificuldades em
caracterizar a equagdo geral de uma circunferéncia. Neste ponto, as dificuldades
verificadas na 1.* entrevista continuam a manifestar-se apds a realizacdo da unidade de

ensino.

6.2.2. Desenho do grafico visualizado no ecra da calculadora

Questdo 2. Na 2.* entrevista, Teresa esboca uma representagdo grafica da fungao
g definida por dois trogos — uma restricdo da fungdo afim e uma restricdo da fungdo
quadratica. A aluna reconhece e escreve correctamente o dominio da fun¢do, mas ndo
representa no grafico a “bola” aberta, para excluir o ponto (0, 1) no gréafico (fig. 6.11).
Identifica 0 minimo, o zero da funcdo e a ordenada onde intersecta o eixo dos yy. Nao

escreve o contradominio da funcao:
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Figura 6.11 - Resolucdo da questdo 2. (tarefa da 2.? entrevista).

Quando questionada, na entrevista, sobre o grafico representado, a aluna

responde:

Professor: O grafico da fungdo g esta correcto?

Teresa: Acho que sim.

Professor: Observa com mais atengao.

Teresa: [A aluna usa a calculadora grafica] O grafico que esta aqui [na
calculadora] ¢ igual ao que desenhei na folha.

Professor: Sim, mas a calculadora nao distingue alguns pormenores,
como por exemplo as “bolas” abertas ou as “bolas” fechadas. Neste troco

J4

[para x < 0] deve figurar a “bola” ¢ aberta porque o 0 ndo faz parte do seu
dominio.

Teresa define uma janela de visualizagdo adequada, transcreve do ecrd da
calculadora para a folha de respostas a representacao grafica e demonstra que conhece
algumas propriedades desta func¢do definida por trogos. Todavia, o grafico ndo ¢ uma
representacao correcta pois apresenta, para x = 0, duas imagens e o esbo¢o da semi-recta
parece ter um declive diferente por esta passar pelo ponto de coordenadas (-2 , 3) e ndo
pelo ponto (-2 , 7). Apesar destas incoeréncias, revela um desempenho bastante razoavel

na resolucao desta questao.

-94 -



6.2.3. Traducio de uma representacio grafica numa representacio algébrica

Questdo 3.2. Nesta questdo da 2. entrevista, a aluna escreve a equagao na forma
y=a(x — h)* + k e substitui os pardmetros % ¢ k pelas coordenadas do vértice da parabola.
Nao determina o parametro a, que pode ser calculado através da resolucao da equacao
y = a(x — 1)?, apés a substituigio de um ponto do grafico, diferente do vértice da

parédbola (fig. 6.12):
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Figura 6.12 - Resolucdo da questdo 3.2. (tarefa da 2.* entrevista).

Aquando da entrevista, foi-lhe solicitado que explicasse o motivo de ndo ter

concluido a resolucao do exercicio:

Professor: Nao calculaste o [valor] de a, porqué?
Teresa: Stor, ndo me lembro.

Professor: Entdo nao ficou bem aprendido?
Teresa: Se me der uma ajuda, consigo.

Teresa substitui correctamente os pardmetros /2 € k, mas ndo se mostra capaz
determinar o valor de a por ndo se recordar dos processos de resolugdo que permitem
encontrar a equacio do tipo y = a(x - h)* + k, a # 0. Evidencia, portanto, dificuldades em
utilizar informagao acessivel através do grafico da funcdao, mas sente que se for
orientada consegue resolver a questao.

Questdo 4. (fungdo g). Na tarefa de avaliacdo, Teresa tenta resolver a questdo
relativa a funcdo g e atribui aos parametros « e f, da equacdo y = a(x - @) (x - f), os
zeros da funcdo quadratica. Também, neste exercicio, a aluna ndo determina o
parametro a, que pode ser sustentada pela contemplagdo de um ponto do grafico com

abcissa diferente de zero (fig. 6.13).
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Figura 6.13 - Resolugdo da questdo 4., fungdo g (tarefa de avaliagao).

Deste modo, Teresa atribui correctamente os pardmetros @ € £, na equacao do
tipo y = a(x - ) (x - f), mas revela, mais uma vez, dificuldades na determinacdo do
parametro a baseada na escolha de um ponto possivel do grafico g.

Questdo 4. (fungdo p). Na tarefa de avaliacdo, Teresa determina as coordenadas
do vector director da recta (representacdo grafica da funcdo afim p) e escreve
correctamente o seu declive (m = 3), que resulta do quociente entre a segunda ¢ a
primeira coordenadas desse vector. Mas, associa indevidamente o pardmetro b da

equacdo y = mx + b ao zero da fun¢do (fig. 6.14):
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Figura 6.14 - Resolu¢do da questdo 4., fun¢do p (tarefa de avaliacdo).

A resposta dada revela que nao compreende todos os processos de resolugdo
desta questdo. Note-se que na entrevista realizada antes da unidade de ensino, a aluna
mostra que ndo ¢ capaz identificar o pardmetro b nem calcular o declive da recta. No
final da unidade verifica-se que sabe determinar o declive da recta, mas ainda ndo ¢
capaz calcular a ordenada na origem. H4 uma evolucdo positiva, no entanto Teresa
evidencia que ndo esta apta a traduzir a representagdo grafica de uma fun¢ao afim numa
representacdo algébrica. Parece, entdo, que ndo reificou algumas propriedades desta
fungao.

A situagdo afigura-se semelhante na traducdo da representagdo grafica numa

representacdo algébrica de uma fungdo quadratica. Teresa revela fraco desempenho,
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particularmente no calculo do pardmetro a, quando quer converter para as equagdes na

forma y = a(x — h)* + k ou na forma y = a(x - h)* + k, a #0.
6.2.4. Traducio de uma representacio numérica numa representacio algébrica

Questdo 5.1. Na 2.* entrevista, Teresa calcula correctamente a area do rectangulo
[ABCD]e a 4rea dos triangulos rectingulos [4HE |e [BEF]. Depois compreende que a
area do quadrilatero [EF GH ] ¢ igual a diferenga das 4reas do quadrado e dos tridngulos

rectangulos (fig.6.15).
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Figura 6.15 - Resolugdo da questao 5.1. (tarefa da 2.? entrevista).

A aluna foi questionada no sentido de explicar a sua interpretagdo do enunciado

e da figura e a estratégia que adopta na realizagdo do problema geométrico:
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Professor: Quando analiso a tua resposta fico com a sensacdo que foi
facil resolveres o problema. E verdade?

Teresa: [Pausa] Nao, nao foi facil.

Professor: Explica como tentaste fazer, inicialmente.

Teresa: Quando olhei para a figura pareceu-me que o quadrilatero do
meio [inscrito] era um rectangulo.

Professor: E, entdo?

Teresa: Determinei o [comprimento do]| lado através do teorema de
Pitagoras.

Professor: Mas, ndo seguiste este processo, porqué?

Teresa: Porque obtive expressdes complicadas com raizes.

Professor: E?

Teresa: Depois ... voltei ao principio e tentei resolver de outra maneira.
Demorei, ainda, algum tempo, mas fui capaz fazer.

Professor: Correcto.

Constata-se que Teresa compreende que a area do quadrilatero [EF GH ] ¢ igual
a diferenga das areas do quadrado [ABCD] e dos triangulos rectangulos. Faz uma

interpretacao correcta do problema e converte-o numa representacao algébrica.
6.2.5. Opcao por processos algébricos na resolucio de problemas
Questdo 4.1. Na resolucdo desta questdo da 2.* entrevista, Teresa opta por

processos algébricos. Concretiza correctamente a variavel tempo ¢ com valor -1, calcula

com éxito o valor de N(-1) e apresenta a resposta em milhares (fig. 6.16).

&, 1. N (1) = "J}'\‘fi)?—f&’(l'i)*'-i% =

-2 % (-8) +ay =

i

= =0 224 -
= 1%—
2% 14 milnaeen.

Figura 6.16 - Resolugao da questdo 4.1. (tarefa da 2. entrevista).

Questdo 4.2. Nesta questdo, a aluna também utiliza processos algébricos, mas
com incorrecgdes do ponto de vista formal e erros que revela algum desconhecimento
de regras ou de propriedades. Transpde para a folha de respostas os dados do enunciado

e iguala incorrectamente as expressoes equivalentes a N(1) e a N(2) e simplifica-as. No
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final, interpreta o resultado obtido sem especificar o periodo do dia que teve o aumento

de 2000 pessoas no recinto (fig. 6.17).
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Figura 6.17 - Resolugdo da questao 4.2. (tarefa da 2.* entrevista).

Questdo 5.2. Teresa traduz de forma explicita o problema por meio de uma
inequacdo do 2.° grau. Para resolver esta condi¢do calcula os zeros da fungdo 4(x) - 46 ¢
o conhecimento dos zeros e o sentido da concavidade permite, entdo, esbocar o grafico
em relacdo ao eixo dos xx. Através deste esboco identifica a variagdao do sinal da func¢ao
e representa o conjunto solucdo que compreende o conjunto das abcissas dos pontos de

ordenada menor ou igual a zero (fig. 6.18).
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Figura 6.18 - Resolugdo da questao 5.2. (tarefa da 2.? entrevista).

A aluna faz uma interpretacdo correcta dos problemas e mostra um bom

desempenho na resolucdo de inequagdes do 2.° grau e no célculo de expressdes
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algébricas. Apesar de apresentar alguns erros na questdo 4.2., quando passa de uma
diferenca para a igualdade de duas expressdes, compreende o problema e faz uma

interpretacdo razoavel da solucdo que determina.
6.2.6. Uso de processos graficos na resoluciao de condicoes

Questdo 3.1. Na 2.* entrevista, Teresa resolve a inequacgdo pelo método gréfico e
este método exige conhecer uma representagdo grafica da funcdo g e interpretar
correctamente a variagdo do sinal da fungdo (fig.6.19). O grafico da fungdo g ¢ obtido
pelo simétrico do grafico de f relativamente ao eixo dos xx e seguido de um

deslocamento na vertical, de uma unidade para cima.

3. by {.) kl"-) 2.0
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Figura 6.19 - Resolu¢ao da questdo 3.1. (tarefa da 2. entrevista).

Para perceber melhor como ¢ que representa o grafico da funcdo g e como

determina o conjunto solu¢do da inequacdo g(x) > 0, Teresa ¢ questionada na entrevista:

Professor: Escreveste na folha de respostas “/ T e inverso”. Qual o seu
significado?

Teresa: Quer dizer que fiz o grafico inverso da funcdo f em relagdo ao
eixo do xx e depois desloquei-o uma unidade para cima.

Professor: Disseste inverso. Nao sera simétrico?

Teresa: Sim, talvez.

Professor: Explica como ¢ que obténs o conjunto solugao?
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Teresa: E o intervalo fechado de 0 a 2 porque ¢ [a funcio g]> 0 e, assim,
¢ a parte da funcdo que fica acima do eixo dos xx, a que estd a sombreado.

A aluna utiliza uma expressdo incorrecta do ponto de vista formal quando

escreve g(x)=>0—>[0,2] no lugar de escrever g(x)>0<> x [0,2] . Apesar desta

incorrec¢do revela um bom desempenho na determinacdo do conjunto solucdo da
inequagao ao recorrer a transformacdes de fungdes com apoio grafico.

Questdo 4.3. Nao traduz de forma explicita esta situacdo por meio de uma
inequacdo, mas Teresa recorre as capacidades graficas da sua calculadora. Reproduz, na
folha de respostas, o grafico da funcdo N, a recta de equacdo y = 25 e o referencial
visualizados na calculadora. Assinala os pontos de intersec¢do da recta com a fungao, o
ponto de intersec¢ao da fungao com o eixo dos yy e escreve as suas coordenadas. Nao
conclui a resposta e considera erradamente 0,13 horas equivalente a 13 minutos (fig.

6.20).
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Figura 6.20 - Resolucdo da questdo 4.3. (tarefa da 2.* entrevista).

Na entrevista, a aluna explica os processos que utiliza na calculadora grafica e o

modo como obteve os pontos de interseccao da fungdo com a recta:

Professor: Explica como resolves.

Teresa: Na calculadora obtenho os graficos da fun¢do N e da recta y = 25.
Professor: Representas a recta y = 25, porqué?

Teresa: Tenho que ver quando ¢ que ultrapassa as 25000 [pessoas].
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Professor: Falas em 25000 e depois trabalhas com a recta y = 25.
Explica melhor.

Teresa: E 25 porque o niimero [de pessoas] ¢ em milhares.

Professor: Correcto. Continua.

Teresa: Agora vou a procura dos pontos onde a recta ¢ a fungdo se
intersectam.

Professor: Entdo, que valores ¢ que obtiveste?

Teresa: Zero.

Professor: Tens zero [na calculadora]?

Teresa: Nao, [tenho] 0,129... Entdo ¢ as... 18 [horas] virgula 13 minutos.
Professor: 13 minutos?

Teresa: Eu acho que sim.

(...)

Professor: Vai até que horas?

Teresa: Até ...[Usa a calculadora para determinar o outro ponto de
intersecgdo]. E... 3,87. Entdo é 21 horas ¢ 87 minutos. (Pausa) Nao pode
ser.

Professor: Nao pode ser, o qué?

Teresa: Nao pode ser 87 minutos.

Professor: Pois ndo, 0,13 e 0,87 sdo centésimas da hora, por isso tens
que converter em minutos.

Teresa: Ja sei, vou pela regra de trés simples.

Faz uma interpretagao correcta do problema e adopta uma estratégia adequada e
que envolve processos graficos na resolugdo da inequagdo. E, ndo apresenta uma
solugdo completa porque evidencia dificuldades na interpretagao dos valores 0,13 e 0,87

e na traducdo em minutos.

6.2.7. Sintese

1. Compreensdo do conceito de fun¢do em diversas representagoes. Na 1.2
entrevista, questdo 1., Teresa define correctamente o conceito de fun¢do e reconhece
varias correspondéncias que sdo fungdes. No entanto, nem sempre identifica as
representacdes graficas e as algébricas. Na questdo 2.2. usa a defini¢do de funcdo, de
uma forma implicita, nos comentarios que faz em relagao as afirmagdes do problema em
contexto da semi-realidade.

Na 2.? entrevista distingue correctamente as representacdes que sao fungdes. Das
representacdes graficas, apesar de reconhecer que uma ¢ fungdo e que outra nio,
apresenta uma justificagdo pouco clara na resposta da 1.2. e ndo justifica a questao 1.3..
Na representacio algébrica, a aluna tem a nogdo que a equagdo x” - 2x + »* = 8 nio

representa uma fungdo, no entanto, confunde esta representacdo com a equagao de uma
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funcdo quadratica e quando percebe que, afinal, representa uma circunferéncia nao tem
davidas em afirmar que ndo ¢ fungdo. O seu desempenho nesta questdo ¢ razoavel uma
vez que identifica algumas fungdes na sua representacdo grafica, algébrica e na forma
de tabela, mas algumas vezes ndo justifica correctamente. Neste ponto, as dificuldades
verificadas na 1.* entrevista continuam a manifestar-se apds a realizagdo da unidade de
ensino.

2. Estudo de propriedades de funcoes em diversas representagoes. Antes da
realizacdo da unidade de ensino Teresa ndo reconhece as propriedades da equagdo
y=mx + b na traducdo da representagdo grafica para a representagdo algébrica de uma
funcdo afim. Constata-se, por exemplo na questdao 4. da 1.* entrevista, que a aluna nao
sabe associar os parametros m e b aos pontos relevantes do grafico da funcdo e por isso
escreve uma expressao algébrica que ndo representa analiticamente a fungdo afim.

No final da unidade de ensino verifica-se uma evolucdo na aprendizagem de
algumas propriedades, mas constata-se que continua a ndo estar apta a traduzir a
representacdo grafica de uma funcdo afim numa representacdo algébrica, uma vez que
ndo reconhece a relagdo entre alguns parametros da expressao algébrica e a informacao
relevante do grafico. Teresa mostra que sabe calcular o declive da recta, mas ndo ¢
capaz determinar a ordenada na origem, como se reconhece na questdo 4. (funcao p) da
tarefa de avaliacdo. Apesar de se verificar uma evolugdo positiva parece, porém, nao ter
reificado ainda algumas propriedades da funcdo afim.

Relativamente a tradugdo de uma representacdo grafica de uma funcdo
quadratica numa representacao algébrica Teresa mostra dificuldades em utilizar
informagdo acessivel através do grafico da funcdo. Na representacdo grafica de uma
fun¢do quadratica a aluna por um lado, por exemplo na questdo 3.2. da 2.* entrevista,
identifica o valor das coordenadas do vértice da parabola e associa-o correctamente aos
parametros / e k da equagdo do tipo y = a(x - h)* + k, a # 0. Por outro lado, na questio 4.
(funcdo g) da tarefa de avaliagdo, considera para os parametros « e £ da equagdo do tipo
y=a(x - a) (x - p), a*0 os zeros da fun¢do quadratica e manifesta identificar a relagdo
entre fun¢do quadritica e funcdes afins, ou seja, reconhece que uma representagdo
algébrica de uma fun¢do quadratica se obtém pela multiplicagdo de duas fungdes afins
(ndo constantes). No entanto, ndo é capaz reconhecer o valor do parametro ¢ nem a sua
influéncia no grafico das func¢des quadraticas apresentadas, ou seja, ndo associa o

sentido da concavidade da pardbola ao pardmetro a nem determina o seu valor baseado
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na escolha de um ponto possivel do grafico. Teresa nao reificou, portanto, as
propriedades da fun¢do quadratica que lhe permitem traduzir uma representacao grafica
numa representagao algébrica.

Quanto ao desenho do grafico visualizado no ecrd da calculadora, Teresa
demonstra que identifica algumas propriedades da funcdo definida por trogos,
constituida por uma restrigdo da fungdo afim e uma restrigdo da funcdo quadratica.
Também mostra que sabe definir uma janela de visualiza¢cdo adequada e que ¢ capaz de
transcrever do ecra da calculadora para a folha de respostas a representacdo grafica da
funcdo definida por trocos, embora com algumas incorrecgdes. Por exemplo, o grafico
da questdo 2. da 2.* entrevista ndo ¢ uma representagdo correcta, pois apresenta para
x =0 duas imagens e o esboco da semi-recta ndo estd bem representado, contudo
escreve correctamente o minimo, o zero, a ordenada onde intersecta o eixo dos yy e, na
forma de intervalos, o dominio da fun¢do. Também ndo indica o contradominio da
fungdo embora do grafico obtido respeita esta propriedade. A aluna revela que, apesar
de manifestar algumas incoeréncias, conhece vérias propriedades da fun¢do definida por
trocos na representacdo algébrica e na representagdo grafica com a utilizacdo da
calculadora.

3. (a) Representagoes e processos usados em problemas matematicos. Antes da
realizacdo da unidade de ensino Teresa opta por processos algébricos na resolucdo de
problemas matematicos. Por exemplo, na questdo 5. da 1.* entrevista trabalha com
representacoes algébricas e resolve a equagdo fx) = g(x), do 1.° grau, por processos
algébricos. Neste exemplo usa os principios de equivaléncia de equagdes na resolugcao
da equagdo, mas ndo aplica correctamente a propriedade distributiva da multiplicagao
em relacdo a subtraccdo e, sO por isso, ndo obtém a solugdo correcta.

Depois da concretizagdo da unidade de ensino verifica-se que Teresa usa
processos graficos ou processos algébricos na resolucdo de condigdes e parece que a
escolha dos processos ndo ¢ indiscriminada. A aluna recorre a processos graficos e a
transformagdo de fungdes quando, no problema, sdo apresentadas uma condi¢do e uma
representacdo grafica de uma fungdo. Por exemplo, na questdo 3.1. da 2.* entrevista usa
processos graficos na resolucao da inequagao do 2.° grau. Esboga o grafico da fun¢ao g,
que resulta da transformag¢do da representacdo grafica da funcdo f, e interpreta
correctamente a variacdo do sinal dessa fun¢do; e escreve correctamente o conjunto
solugdo da condigdo, apesar de usar simbologia incorrecta do ponto de vista formal.

Mas, Teresa também usa processos algébricos na resolugao de condigdes quando ¢
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considerada a representacdo analitica da condi¢cdo. Por exemplo, na resolugdao da
inequacdo do 2.° grau da questdo 5.2. utiliza processos algébricos seguido de um
processo grafico. Escreve, portanto, a inequagdo na forma canodnica e determina os zeros
da fungdo A(x) — 46. Considera os zeros da fungio e o sinal do coeficiente de x* e
esboca o grafico. Através deste esbogo identifica a variagdo do sinal da funcgao e escreve
a solu¢ao na forma de intervalos.

Relativamente a tradu¢do da representacdo numérica de um problema
matematico numa representacao algébrica a aluna usa processos algébricos e revela que
¢ capaz interpretar os dados e converter o problema numa representagdo algébrica. Por
exemplo, na questao 5.1. traduz a representagdo numérica numa representacao algébrica
por processos algébricos. Determina as expressdes analiticas que representam a area do
rectangulo [ABCD] e a area dos triangulos rectangulos [AHE] e [BEF]. Obtém a
expressao analitica da area do quadrilatero [EFGH] através da diferenga entre a area do
rectangulo e as areas dos triangulos rectangulos da figura.

Na resolucdo de inequacdes do 2.° grau parece verificar-se que usa 0s processos
em fun¢do dos dados do problema. Opta pelos processos algébricos e graficos quando a
condicdo ¢ dada na forma analitica e opta por processos graficos quando lhe ¢ dada uma
condi¢do e um grafico de uma funcao e recorre a transformagdo de fungdes. Quanto a
traducdo de um problema matematico numa representacdo algébrica verifica-se que
utiliza processos algébricos.

3. (b) Representagoes e processos usados em problemas da semi-realidade.
Antes da unidade de ensino Teresa traduz a representagdo numérica de um problema da
semi-realidade numa representacdo algébrica, grafica e em tabela. Mostra, portanto, que
¢ capaz trabalhar com vaérias representagdes em problemas da semi-realidade que
envolvem a fungdo afim. Por exemplo, na questdo 3.1. da 1.* entrevista identifica o
coeficiente linear (custo didrio fixo) e o declive da funcdao (custo dos materiais na
producao da cada camisa), determina o custos médios diarios na produgao de x camisas
e representa a tabela e a expressdo algébrica que define a fungdo. Na representagdo
grafica desenha os pontos e traca a recta correspondente a fungdo afim que passa por
esses pontos. Quanto aos processos de resolugdo de problemas da semi-realidade Teresa
opta pelos algébricos. Por exemplo, na questdo 3.2. da 1.* entrevista ndo equaciona o
problema através de uma equacdo de 1.° grau, mas determina o niimero de camisas
solicitado por processos algébricos. Na questdo 2.3. da 1.* entrevista usa também

processos algébricos com a informacdo que obtém da leitura do grafico, depois de
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compreender que o troco da fungdo, na representacdo grafica dada para ¢ > 45,
corresponde a uma restri¢do da funcdo afim. Constata-se, portanto, que na 1.* entrevista
Teresa faz uma interpretagdo correcta dos problemas da semi-realidade, trabalha com
varias representagdes da funcdo e usa principalmente processos algébricos e com bom
desempenho.

Depois da realizacdo da unidade de ensino verifica-se que Teresa usa processos
algébricos na resolugdo de problemas e processos graficos na resolucdo de condigdes.
Na resolucdo de problemas da semi-realidade, por exemplo na questio 4. da 2.?
entrevista (alineas 4.1 e 4.2.), utiliza a representagdo analitica dada e opta por processos
algébricos. Assim, na alinea 4.1. concretiza a variavel tempo ¢, efectua os calculos e
obtém uma solugdo correcta. Na alinea 4.2. transpde para a folha de respostas a
expressao N(2) - N(1) e iguala incorrectamente as expressdes equivalentes a N(1) e N(2)
e simplifica-as. Nesta alinea a aluna apresenta erros que revela algum desconhecimento
de propriedades, no entanto faz uma interpretagao razoavel da solugdo que determina.
Na resolug¢do de condic¢des usa processos graficos com a ajuda da calculadora grafica.
Por exemplo, na questdo 4.3. recorre as capacidades graficas da calculadora para
resolver a inequagdo, que nao traduz de forma explicita. Reproduz, na folha de respostas,
o grafico da fungdo N, a recta de equacdo y = 25 e o referencial visualizados na
calculadora. Assinala os pontos relevantes, mas ndo apresenta uma solu¢ao completa
uma vez que ndo € capaz converter horas em minutos. Apesar destas dificuldades faz
uma interpretagdo correcta do problema e adopta processos graficos, com a calculadora
grafica, na resolugdo da condigdo.

No final da wunidade de ensino constata-se que Teresa trabalha com
representacdes algébrica e grafica, que usa processos algébricos na resolugdo de
problemas da semi-realidade e que recorre, também, a processos graficos com a ajuda
da calculadora. A aluna evidencia uma boa compreensao na interpretacao dos problemas
da semi-realidade e parece fazer uma boa opg¢ao na escolha dos processos de resolugao

de problemas.
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Capitulo 7

Conclusao

Neste capitulo procuro apresentar os resultados e conclusdes mais relevantes
para responder as questdoes da investigacdo. Comego por fazer uma breve sintese do
estudo e, em seguida, apresento as principais conclusdes decorrentes da unidade de
ensino. Debruco-me, depois, sobre as implicacdes e recomendagdes para o ensino e
aprendizagem das funcdes. No final, faco uma reflexdo de caracter pessoal como

professor e como investigador.
7.1. Sintese do estudo

O objectivo deste estudo ¢ analisar o modo como a resolucdo de tarefas de
natureza exploratoria e investigativa, envolvendo o uso da calculadora da grafica,
contribui para a compreensao e aprendizagem das fun¢des quadraticas de alunos do 10.°
ano de escolaridade. Este estudo centra-se na realizagdo de uma unidade de ensino e
compreende um conjunto de experiéncias de aprendizagem diversas. E usada uma
sequéncia de tarefas de caracter investigativo e exploratorio de modo que o aluno
aplique e reveja processos ja aprendidos, desenvolva destreza nos processos e
compreenda os conceitos, conseguindo uma aprendizagem mais sélida. Cada tarefa foi
realizada em pequenos grupos e, normalmente, em aulas de 90 minutos. Foi reservado
um periodo de tempo no final de cada aula para apresentacao e discussao dos resultados
de cada grupo a turma.

A investigacdo tem uma natureza empirica ¢ assume um cunho descritivo e
interpretativo. Incide sobre a propria pratica do investigador, de uma turma do 10.° ano,

e envolve o estudo de caso de dois alunos, Nuno e Teresa. Para a recolha de dados deste
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estudo foram usadas duas entrevistas clinicas a estes alunos, uma antes e outra depois da
unidade de ensino “Fung¢des quadraticas”. Também foram utilizados os dados
decorrentes da observacdo das aulas registados no didrio de bordo, das resolugdes de

tarefas de investigacao e dos relatorios escritos produzidos pelos alunos.

7.2. Principais conclusdes

As conclusdes obtidas resultam, sobretudo, dos estudos de caso relativos aos
alunos Nuno e Teresa. As entrevistas que lhes foram realizadas tinham por base tarefas
individuais que envolvem problemas matematicos e problemas da semi-realidade.

Compreensdo do conceito de funcdo em diversas representagoes. Antes da
unidade de ensino verifica-se que Nuno sabe a definicdo do conceito de funcdo e
reconhece as fung¢des quando sdo definidas na representacdo algébrica ou em tabela,
mas nem sempre as identifica quando surgem na representacdo grafica. Verifica-se,
também, que Teresa define correctamente o conceito de fungdo e reconhece varias
correspondéncias que sdo fungdes, no entanto ndo ¢ capaz identificar todas as
representacdes graficas e algébricas apresentadas.

Depois da conclusdao da unidade de ensino constata-se que Nuno identifica as
funcdes na sua representacdo grafica, mas revela algumas dificuldades na identifica¢do
de funcdes representadas na forma algébrica e também na forma de tabela. J4 Teresa
parece saber distinguir correctamente as representacdes que sdao fungdes, mas
normalmente ndo da uma justificagdo correcta ou de forma clara.

Assim, de acordo com os resultados obtidos, conclui-se que Nuno e Teresa
revelam diversas dificuldades na compreensdo do conceito de funcdo em diferentes
representacdes e essas dificuldades ndo foram superadas apos a realizacao da unidade de
ensino “Func¢des quadraticas”. Os alunos conhecem a defini¢do formal de fun¢do, dado
que descrevem fun¢do como correspondéncia univoca entre dois conjuntos, mas quando
lhes ¢ pedido para identificarem as representagdes que sdo fungdes nem sempre sdao
capazes, ou porque desconhecem o modo de representacdo da funcdo ou ndo fazem uso
da definicdo previamente dada, mostrando possuirem um conhecimento
compartimentado relativamente ao conceito de fungao.

Estudo de propriedades de funcoes em diversas representacoes. Antes da
unidade de ensino nota-se que Nuno tem algumas dificuldades na conversdo da

representacdo grafica de uma fungdo afim para a representagdo algébrica. O aluno
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identifica a ordenada na origem, mas ndo reconhece nem sabe determinar o declive da
recta. As dificuldades sdo mais acentuadas em Teresa, pois ndo identifica as
propriedades da equacdo y=mx + b e, portanto, ndo € capaz converter uma
representacao noutra.

ApoOs a conclusdo da unidade de ensino, constata-se que Nuno desenvolveu a
compreensdo de algumas propriedades da fungdo afim e mostra que sabe converter uma
representacdo grafica numa representagdo algébrica. Também mostra que ¢ capaz
converter a representacdo grafica de uma fungdo quadritica numa representagdo
algébrica quando recorre, sobretudo, a transformagdo de fungdes, e revela algumas
dificuldades quando considera as coordenadas do vértice e as coordenadas de um outro
ponto da fun¢do na determinacdo do parametro a. Teresa, pelo contrario, continua a
evidenciar que ainda ndo estd apta a converter a representacdo grafica de uma fungao
afim numa representagdo algébrica, uma vez que nio reconhece a relacdo entre alguns
parametros da expressao algébrica e a informagao relevante do grafico. Relativamente a
traducao de uma fungdo quadratica mostra, também, dificuldades em utilizar informacao
acessivel através do grafico da fungdo pois, ndo ¢ capaz identificar o valor do pardmetro
a nem a sua influéncia no grafico das fungdes quadraticas apresentadas, ou seja, ndo
associa o sentido da concavidade da parabola ao parametro a nem determina o seu valor
baseado na escolha de um ponto possivel do grafico.

Relativamente a interpretacdo dos dados do desenho do grafico visualizado no
ecra da calculadora, Nuno e Teresa identificam a generalidade das propriedades da
funcdo definida por trocos (restricdo de uma funcdo afim e restrigdo de uma fungao
quadratica). Ndo apresentam com muito rigor o respectivo esboco grafico, todavia
revelam que conhecem e que sdo capazes identificar as propriedades de uma fun¢do
(dominio, zeros, contradominio, extremos relativos, ...) através do desenho do grafico
visualizado no ecra da calculadora. Igualmente mostram que sabem definir uma janela
de visualizacdo adequada para a visualizacdo do grafico.

Conclui-se que Nuno sabe identificar as propriedades da fung¢do nas
representacdes grafica e algébrica e que, geralmente, ¢ capaz converter uma
representacao grafica numa representacao algébrica. Nuno revela, portanto, que reificou
algumas propriedades da fung¢do afim e da fungdo quadritica quando recorre
especialmente a transformacdo de fungdes. Teresa revela que, também, conhece
algumas propriedades quando a fun¢do ¢ definida pela sua representagdo grafica. No

4

entanto, quando ¢ confrontada com a conversdo de uma representagdo grafica numa
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representacao algébrica ndo consegue avangar na sua resolucao, porque ndo reconhece
diversas propriedades.

Representagoes e processos usados em problemas matematicos e problemas da
semi-realidade. Antes da realizacdo da unidade de ensino, Nuno e Teresa usam
representacoes algébricas e processos analiticos na resolugdo do problema matematico
proposto, que compreende a fun¢do afim. Relativamente ao problema em contexto da
semi-realidade apresentado, Nuno manifesta algumas dificuldades na sua interpretagdo e
compreensdo e ndo traduz correctamente a representacdo numérica da fungdo afim
numa outra representagdo (algébrica, grafica e em tabela). Teresa, contrariamente,
mostra uma boa compreensao do problema e ndo tem dificuldades na sua tradugao.
Verifica-se que, na resolucdo deste problema, ambos os alunos optam pelos processos
algébricos, processos também adoptados no problema matematico.

Apbs a concretizacdo da unidade de ensino nota-se que Nuno continua a optar,
sobretudo, por processos algébricos em problemas matematicos € em problemas da
semi-realidade. Usa, entdo, processos algébricos na tradu¢do de uma representagao
numérica numa representacio algébrica e, s6 escolhe processos graficos, por exemplo
na resolucdo de inequagdes, quando a funcdo ¢é representada através do seu grafico e
recorre a transformacao de fungdes. Por seu lado, o proprio aluno declara, na entrevista,
que recorre a calculadora grafica para confirmar resultados ou quando ndo consegue
resolver uma questdo algebricamente. Conclui-se que tem preferéncia usar processos
analiticos na resolu¢do de problemas, no célculo de expressdes e na resolugdo de
inequagoes do 2.° grau.

Teresa trabalha com representagdes algébrica e grafica, usa processos algébricos
na resolucdo de problemas matematicos e da semi-realidade e recorre, também, a
processos graficos com a ajuda da calculadora. Por exemplo, em relagdo a tradugao da
representacao numérica de um problema matemdatico numa representacao algébrica usa
processos algébricos. Na resolu¢do de condicdes, e quando ¢ considerada a
representacdo analitica da condicdo, usa processos algébricos ou processos graficos com
a ajuda da calculadora grafica. Recorre, igualmente, a processos graficos ¢ a
transformagdo de fung¢des quando os dados do problema sdo o grafico e a equacgao.
Parece, entdo, que a natureza da tarefa tem influéncia nos processos que a aluna elege.

Em suma, a realizacdo de tarefas de investigacdo, por parte dos alunos,
possibilita a utilizagdo de varios processos caracteristicos da actividade matematica. No

entanto, de entre os processos matematicos, constata-se que a sua presen¢a nao ¢ igual
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em todas as tarefas propostas, nem a sua utilizagdo ¢ feita de igual modo pelos alunos.
Na resolucdo de problemas, Nuno utiliza principalmente processos algébricos e usa
processos graficos apenas quando a natureza da tarefa proporciona. Teresa usa
igualmente estes processos e utiliza, também, processos graficos com a ajuda da
calculadora. Os processos matematicos utilizados durante o trabalho investigativo pelo
Nuno e pela Teresa foram influenciados por varios factores. De entre estes factores
destacam-se a natureza da tarefa, o conhecimento adquirido, a experiéncia prévia e a
competéncia em usar a calculadora grafica. A influéncia destes factores ndo foi
uniforme ao longo do trabalho, no entanto, todos eles contribuiram de algum modo para

a utilizagdo ou nao de determinados processos pelos alunos.

7.3. Principais aspectos decorrentes da unidade de ensino

No didrio de bordo registei, particularmente, os aspectos mais relevantes
referentes ao desenvolvimento de cada tarefa durante a realiza¢do da unidade de ensino
€ que passo a enumerar.

A aprendizagem dos conceitos matematicos sobre fungdes, processou-se através
da participacao dos alunos, na resolucao de tarefas, em praticas sociais, ou seja, a partir
das interacg¢des entre os alunos de cada grupo, entre grupos e entre os alunos e o
professor. Estas interac¢des influenciaram positivamente o trabalho dos alunos. Por seu
lado, o professor teve uma influéncia importante, mas discreta, pois o seu papel foi de
procurar orientar os alunos no trabalho sem lhes reduzir a atitude investigativa.

A entrega dos enunciados das tarefas, no inicio de cada aula, foi acompanhada
por breves indicagdes respeitantes ao modo de organizacdo do trabalho, tempo previsto
para a sua realizagdo, material a utilizar e elaboragdo de relatorios com as resolugdes e
conclusoes.

Na fase de desenvolvimento da tarefa comegou por se notar a falta de habito dos
alunos em realizar trabalho de natureza investigativa na sala de aula, pois algumas das
suas reac¢oes iam no sentido de solicitar ao professor que se assumisse como agente
centralizador do discurso. Numa primeira fase, as primeiras dificuldades, solicitavam o
professor para que este lhes dissesse o que era para realizar, ndo fazendo muito esforco
em tentar compreender a tarefa. Aqui, a influéncia do professor traduziu-se no apoio
que deu na primeira tarefa, incentivando uma segunda leitura e dando algumas

orientagdes através de questdes, explicagdes e chamadas de atencdo. Numa segunda fase,
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os alunos encaravam as tarefas de uma forma mais natural e no inicio de cada aula
perguntavam se iam continuar a trabalhar em grupo com as “fichas” fornecidas pelo
professor. Contudo, constatou-se que a dependéncia dos alunos em relacdo ao professor
foi sempre notada ao longo da unidade de ensino, pois foi solicitado, com frequéncia,
para esclarecer duvidas, responder a questdes ou confirmar conjecturas. No entanto, a
autonomia foi aumentando pois o discurso do professor ia no sentido de procurar
desenvolver nos alunos uma atitude investigativa, em que, eles proprios, fossem os
agentes da sua aprendizagem e condutores do seu discurso. Assim, o professor foi
circulando pela sala e, sempre atento ao desenrolar dos trabalhos, adoptou uma postura
interrogativa que os levava a reflectir sobre as suas proprias duvidas e questdes. Esta
postura contribuiu para a evolucao dos alunos, acabando estes por se envolverem mais
nas tarefas, tornando-se mais auténomos, passando a valorizar tanto as respostas como
os processos utilizados e a considerar, em alguns problemas, varias hipoteses de
resposta para uma questao.

No final de cada aula, os grupos apresentaram e explicaram os resultados obtidos
e sobretudo, procuraram justificacdes e partilharam as conclusdes de cada grupo a turma.
No entanto, as opinides relativamente a estes momentos de discussao ndo sdo idénticas.
Por exemplo, Nuno declara que foram momentos importantes pois permitiram-lhe a
realizacdo de descobertas, a procura de justificagdes e o confronto de opinides com os
colegas, enquanto que Teresa considera que estas aulas sdo muito confusas e que s@o
pouco propicias ao registo de apontamentos da matéria. Para cada tarefa os alunos
produziram relatorios. Inicialmente, os relatorios, valorizavam, sobretudo, os produtos
relativamente aos processos, mas depois da intervencdo do professor passaram a
apresentar outros aspectos, tais como a descricdo do procedimento utilizado,

justificagcdes e uma apreciagdo da proposta.

7.4. Implicacoes e recomendagodes

Nota-se neste estudo que os alunos possuem conhecimentos sobre fungdes,
conhecem algumas das suas representagdes, mas revelam um conhecimento
compartimentado ndo conseguindo estabelecer a conexao entre as varias representacoes
que consideram objectos matematicos distintos.

De acordo com a revisdo de literatura considero que os alunos entrevistados

ainda ndo possuem o conceito de fungao totalmente desenvolvido, porque este ndo foi
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trabalhado por eles como um objecto matemdtico autonomo e com caracteristicas
proprias. Em particular, os alunos deveriam ter mostrado, na resolucdo das tarefas
propostas, flexibilidade na passagem de um sistema de representagdo para outro. Este
facto ndo ¢ de estranhar pois, tal como se viu no capitulo 2, o conceito de fungdo ¢ um
conceito complicado, quer devido a sua propria natureza dual (operacional e estrutural),
quer devido a variedade de representacdes que admite e simbologia associada. Os
alunos vao desenvolvendo este conceito a medida que vao estudando novas classes de
funcdes e que vao resolvendo varios tipos de problemas.

E, pois, importante que o ensino seja pensado de modo a proporcionar aos
alunos uma variedade de situagdes problematicas baseado em tarefas de exploragdo e
investigacdo e problemas, que incluam o recurso a uma diversidade de estratégias,
nomeadamente o uso das potencialidades da calculadora grafica ou de programas de
computador de modo a ir desenvolvendo este conceito, com vista a sua reificagao.

A traducao da representacdo de uma funcao para outra ¢ fundamental para que
os alunos tomem consciéncia de que existem varias representagdes que podem ser
utilizadas na resolu¢do de problemas. Ela ¢ muitas vezes a estratégia “chave” para se
alcancar a solucdo. Ha representacdes que, por vezes, sdo mais eficazes do que outras,
cabendo aos alunos a decisdo da estratégia a seguir e, caso seja necessario, a

flexibilidade em mudar de estratégia com vista a conseguir resolver o problema.

7.5. Reflexao

Os alunos aderiram muito bem as tarefas propostas na unidade de ensino. Todos
participaram com interesse, tendo existindo, por vezes, um certo entusiasmo para ver
quem era o primeiro grupo a concluir correctamente a tarefa. Também gostaram de ter
trabalhado em grupo, pois, de acordo com as suas opinides expressas por escrito, iSso
facilitou a sua propria aprendizagem. O interesse em entregar trabalhos que reflectissem
o seu empenhamento em resolver as tarefas também contribuiu para o desenvolvimento
das aulas. Constata-se, a semelhanca de outros estudos, que o trabalho de grupo e as
interacgoes sociais se revelam potenciadores de um bom desempenho dos alunos (César,
1998), em que a aquisicdo de conhecimentos se torna mais compreensiva € menos
mecanizada.

A forma como os encarregados de educag¢do aprovaram a minha investigagao foi

muito interessante. Isso foi perceptivel nas autorizacdes que concederam por escrito €
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nas reunides em que participei ¢ onde divulguei a proposta e alguns resultados da
experiéncia. De referir também a disponibilidade que o conselho executivo da escola
evidenciou na aprovacdo da realizacdo da investigacio e a determinacdo do
subdepartamento de Matematica na reorganizacdo da planificagdo do 10.° ano de
escolaridade. Para se proceder a recolha de dados nos meses de Fevereiro e Margo foi
necessario antecipar a planificagdo da unidade de ensino.

Esta investigacdo seguiu uma metodologia qualitativa e foi, na minha opinido,
uma escolha adequada, pois todos os momentos das aulas, durante a unidade de ensino,
envolveram muitas varidveis. Apesar dos resultados nao serem generalizaveis, julgo que
nao deixa de ser uma descri¢do cientifica de uma experiéncia que ocorreu com alunos
numa escola.

A investigagdo realizada mostra, também, a importdncia de uma cuidadosa
preparacdo de tarefas. Na verdade, uma das principais preocupacdes foi preparar bem a
unidade de ensino, “Fung¢des quadraticas” do 10.° ano, de uma forma consistente e
baseada em problemas e tarefas de exploracdo e investigagdo. Uma dificuldade que
surgiu no decorrer do estudo foi gerir o tempo para resolver cada uma das tarefas. O
tempo previsto foi insuficiente para a concretizagdo de algumas tarefas, e os alunos
sentiram necessidade de mais tempo para elaborar os relatorios. Apesar disso, enquanto
professor, foi muito gratificante ter colocado em pratica esta experiéncia, uma vez que
fiz uma gestdo diferente das aulas com utilizacdo de tarefas realizadas em grupo. O
facto de ser simultaneamente professor e investigador traduziu-se num momento
importante de reflexdo e de aprendizagem, pois planifiquei e ensinei, mas também

analisei e reflecti sobre as minhas aulas.
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Anexo 1

Tarefa 1 — Quadrados inscritos num quadrado

Objectivos

» Esbogar o grafico da funcdo que relaciona a 4area do quadrado com o
deslocamento;

* Identificar uma representacdo algébrica da funcdo que relaciona a éarea do
quadrado com o deslocamento, usando a regressao quadratica com a calculadora
grafica;

» Determinar a expressdo algébrica da funcdo que relaciona a area do quadrado

com o deslocamento por processos analiticos.

Organizacao
* Duracao de 90 minutos.
* Trabalho em grupo — 4 alunos cada.
» Os alunos devem, em grupo, resolver a tarefa, registar e justificar os resultados e

no final da aula apresentar esses resultados para discussdo com a turma.

Concretizacao

Os alunos devem ser capazes de concluir que a area do quadrado é 36 cm?,
quando o deslocamento (x) é 0, vai diminuindo até x = 3, obtendo-se ai a 4rea 18 cm?,
voltando depois a aumentar até atingir novamente a area 36 cm’, quando x = 6 cm. A
questdo que se coloca é saber se a variacdo ¢ ou ndo linear, devendo a resposta ser
obtida na fase seguinte. Os alunos podem utilizar a calculadora no modo STAT
colocando numa lista varios valores para x e noutra as areas dos quadrados
correspondentes. A representagdo grafica torna claro que a variacao ¢ feita segundo uma
parabola. A utilizagdo da calculadora permite obter, usando a regressdo quadratica, a
expressio algébrica da area A(x) = 2x* -12x + 36. Por fim, a determinacio das areas que
os alunos fazem, em varios casos particulares, sugere que a area é A(x) = x* + (6 — x)%,

que ¢ equivalente a anterior.
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Tarefa 1 — Quadrados inscritos num quadrado

Considera um quadrado de lado 6 cm e um ponto 4 que se desloca ao longo de
um dos lados e que vai gerando quadrados inscritos no quadrado dado, como sugere a

figura.

1. Entre que valores varia o deslocamento 4?

2. Sem fazeres célculos, apenas observando as figuras, faz um esbogo grafico da

funcdo que relaciona a area do quadrado com o deslocamento 4.

3. Calcula a area de cada quadrado em funcdo do deslocamento de 4. Regista numa
tabela os varios valores para o deslocamento e as é4reas dos quadrados

correspondentes.

4. Utiliza a calculadora para obteres uma representacao grafica da fung¢do e um

modelo analitico que se ajuste a situag¢do apresentada.
5. Por processos exclusivamente analiticos, determina a representagdo algébrica da

funcdo que relaciona a area do quadrado obtido com o deslocamento do ponto 4

€ compara-a com a representacao obtida pela calculadora.
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Anexo 2

Tarefa 2 — Func¢oes quadraticas

Objectivos
= Estudar e sistematizar o comportamento da funcdo quadratica quando

apresentada na forma y = a(x - h)> + k e identificar o significado dos pardmetros

a, hek.

Organizacao
= Durag¢ao de 135 minutos.
= Trabalho em grupo — 4 alunos cada.
= Os alunos devem, em grupo, estudar e sistematizar o comportamento das
fungdes quadraticas. No final da tarefa os resultados de cada grupo sao

divulgados a turma para discussao alargada.

Concretizac¢ao

Com recurso a calculadora grafica os alunos obtém e reproduzem numa folha de
papel os graficos das fungdes definidas pelas suas representagdes algébricas. Depois
identificam, em cada caso, o eixo de simetria, as coordenadas do vértice da parabola, a
existéncia ¢ o nimero de zeros, o sentido da concavidade e o contradominio da funcgao.
Para as fungdes do tipo y = a(x - h)* + k os alunos devem explicitar os efeitos dos
parametros a, h e k relativamente aos graficos das funcdes e identificar as coordenadas
do vértice da parabola e a equagdo do eixo de simetria. Por fim, os alunos devem
reconhecer que podem obter, por exemplo, o grafico de y = 2(x + 3)* + 1 a partir do

grafico de y = 2x” efectuando sobre este uma translagdo associada ao vector (-3 , 1).
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Tarefa 2 — Func¢oes quadraticas

1. Considera as fungdes quadraticas seguintes:

y=x% y=2x", y=25x" ¢ y=0,5x"
Com auxilio de uma calculadora grafica esboca os respectivos graficos. Identifica,
em cada caso, o eixo de simetria, as coordenadas do vértice da parabola, a existéncia

¢ o numero de zeros, o sentido da concavidade ¢ o contradominio da funcao.

2. Esboga agora os graficos das fungdes:
y= -xz, y= -2x2, y=-2,5 ¥ e y= -O,Sx2

Relaciona-os com os anteriores.

: , ~ 2 2 ;
3. No caso geral como se relaciona o grafico da fun¢do y = ax” com o de y =x"? Como ¢

que o parametro a influencia o gréafico da fungao?

4. Esboga também os graficos das fungdes definidas por:
y=x2+ I, y=x2+2 e y=x2-3
Identifica, em cada caso, o eixo de simetria e as coordenadas do vértice da parabola e

explica como podes obter um deles & custa do grafico da fungdo y = x*.

5. Repete os procedimentos do ponto 4 relativamente as fungdes:
y=2x2+ 1, y=2x2+2 e y=2x2-3

. , . 2
Relaciona os graficos com o grafico de y = 2x".

6. Esboga o grafico das fungdes:
y=G+17% y=x-20 e y=2x+3) " +1.

Identifica, em cada caso, o eixo de simetria e as coordenadas do vértice da pardbola.

7. Para as fungdes do tipo y =ax” + k, y=a(x-h)* e y=a(x - h)*+ k explicita os
efeitos dos parametros a, & e k relativamente aos graficos das funcdes e identifica as

coordenadas do vértice da parabola e a equacao do eixo de simetria.

8. Tendo em conta o que aprendeste, descreve como podes obter o grafico de cada uma
das fungdes a partir do grafico de y = x*:

y=-5x2, y=@x+77 e y=2(x-57+0,6
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Anexo 3

Tarefa 3 — Mais funcdes quadraticas

Objectivos
= Estudar os efeitos dos parametros a, @ ¢ ff na equacdo y = a(x - @) (x - p) ¢
analisar as informac¢des imediatas que cada um fornece;
» Traduzir uma func¢do quadratica da representa¢do grafica para a representagdo

algébrica.

Organizacao
= Duracdo de 90 minutos.
= Trabalho em pares.
= No final da aula os alunos devem entregar por escrito as respostas obtidas e as
conclusdes a que chegaram. A discussdo geral deve envolver todos os alunos e

deve procurar analisar as conclusdes a que cada grupo chegou.

Concretizac¢ao

Recorrendo a calculadora grafica, os alunos devem estudar os efeitos dos
parametros a, e f, quando a fungdo ¢ dada na forma y = a(x - «) (x - ), e discutir as
informagdes que cada um deles fornece. Na tradugdo da representagdo grafica para a
representacdo algébrica os alunos podem apresentar varias solugdes possiveis se existir
davidas sobre a ordenada do ponto onde a fun¢ao intersecta o eixo dos yy. No caso da
fun¢do quadratica que nao tem zeros, os alunos devem concluir que esta ndo pode ser
definida como produto de polindmios do 1.° grau (estes admitem sempre um zero). Uma

resposta possivel pode ser y = x* + 1 ou qualquer outro polinémio do 2.° grau com A< 0,

- 123 -



Tarefa 3 — Mais funcdes quadraticas

1. Representa graficamente a fung¢ao y = (x - 2) (x + 5).

2. Observa o grafico. Qual o significado de 2 e -5 relativamente ao grafico?

3. Investiga os graficos das fung¢des da familia y = (x - @) (x - f). Atribui varios valores,
positivos, negativos e zero a « e f; experimenta também o caso em que o = f.

4. Qual ¢ o significado de « e S relativamente ao grafico?

5. Define, através das suas expressoes algébricas, fungdes que correspondem aos

seguintes graficos. Verifica as expressdes que encontraste com a calculadora grafica.

(A) (B)

©)

6. Define a representacao algébrica de uma funcdo quadratica que ndo tem zeros.

Esboga o gréafico recorrendo a calculadora grafica e confirma que ndo tem zeros.
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Anexo 4

Tarefa 4 — Problemas em contexto de semi-realidade

Objectivos
= Aplicar os conhecimentos sobre as funcdes quadraticas na resolucdo de

problemas, em contexto de semi-realidade com a calculadora grafica.

Organizacao
= Durag¢ao de 90 minutos.
= Trabalho em pares.
= Qs alunos devem, em pares, resolver, justificar e registar num relatorio todas os
calculos efectuados, graficos, pontos relevantes obtidos na calculadora grafica e
as conclusodes. No final da aula as conclusdes sdo partilhadas e discutidas com

toda a turma.

Concretizac¢ao

No problema 1., os alunos podem usar ou processos exclusivamente algébricos
ou a calculadora grafica. Para uma representacdo grafica da funcdo devem procurar na
calculadora grafica uma janela de visualizacdo adequada. O manuseamento das
potencialidades da calculadora grafica permite encontrar resultados, cujo significado
deve ser interpretado pelos alunos.

No problema 2. e questdo 2.1. pretende-se que os alunos traduzam a area do
canteiro de relva e que corresponde a expressdo algébrica A(x) = -2x* + 28x + 90. Na
questdo 2.2., recorrendo a calculadora ou a processos algébricos, os alunos determinam
as coordenadas do vértice da parabola, que corresponde ao par ordenado (7, 188). A
area maxima do canteiro ¢ entdo 188 m’® (ordenada do vértice) e o valor de x, para o

qual ¢ maxima a area, ¢ 7 m.
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Tarefa 4 — Problemas em contexto de semi-realidade

1. O Anténio esté a faltar as aulas. Acordou as 5 horas e suspeitou que estava com febre,
o que foi confirmado pela temperatura registada no termémetro.
A temperatura evoluiu nas quatro horas seguintes de acordo com o modelo
matematico 7(h) = -0,5 h* + 2h + 38 e s6 comecou a baixar 20 minutos apos a
administracao de um medicamento.

T representa a temperatura observada apos / horas: 0 < h < 4.

1.1. Qual a temperatura observada as 5 horas? Justifica a tua resposta.

1.2. Qual a temperatura méxima atingida, no periodo de observagao? Justifica a tua
resposta.

1.3. A que horas foi administrado o medicamento? Justifica a tua resposta.

1.4. Mostra que a temperatura, entre as 6 e as 8 horas, se manteve superior a 39,5 °C.

1.5. A Soénia, irmda do Antonio, também se encontra doente. A sua temperatura
evoluiu de acordo com o modelo 7(k) = T(h+2). Em que intervalo de tempo a

temperatura da Sonia foi superior a 39,5 °C? Justifica.

2. Para vedar um canteiro de relva encostado a uma

casa, como mostra a figura, sdo necessarios 40

metros de rede.
, 2 . X
2.1. Mostra que a area 4, em m”, do canteiro de 4 CANTEIRO
relva ¢ dada por A(x) = -2x* + 28x + 90, 3

sendo x a medida, de um lado do canteiro.
2.2. Determina o valor de x para o qual ¢ maxima a area do canteiro e determina essa

area maxima. Justifica a tua resposta.
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Anexo 5

Tarefa 5 — Transformacoes de funcoes

Objectivos
= Esbocar o grafico das fungdes definidas por y = -fix), y =f(x) +a,y =fx + a), y
= fix + a), af(x) e flax) e y = |fix)|, com a# 0 e identificar as suas propriedades,

dada a fungao f;

Organizacao
= Durag¢ao de 90 minutos.
= Trabalho em pares.
= Os alunos devem, em pares, resolver, justificar e registar num relatoério os
graficos elaborados e os pontos relevantes obtidos (com ou sem a calculadora
grafica), bem como todas os célculos efectuados. No final da aula sdo

apresentadas as conclusdes a turma e discutidas em conjunto.

Concretizac¢ao
Os alunos devem representar os graficos das fun¢des numa folha de papel e se
tiverem dificuldades podem comecar por fazer experiéncias com a calculadora gréfica e

com fun¢des conhecidas.
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Tarefa 5 - Transformacoées de funcoes

1. Considera a fungao f de dominio IR, representada

~

graficamente por:

e as funcdes definidas por:

g(x) = fi=0); N
h(x)=fix+2)+1; 21

i(x) = -2/x);
1x) = | f(x)

1.1. Esboga os graficos das fungdes g, 4, i e ¢.
Compara-os com a representacao grafica de f.

Indica:

1.2. Os zeros de g.

1.3. O conjunto solugdo de A(x) <O.

1.4. O extremo de i.

1.5. Os intervalos de monotonia de ¢.

2. Encontra fungdes em que o grafico de m seja igual ao da fungdo definida por m(-x).

Justifica a tua resposta.

3. Considera a fung¢ao p de dominio IR e de contradominio [a, b[, com a, b € IR.

Indica, justificando, o contradominio das seguintes fungdes

3.1. p(x)-3 32. |p(x)

,sabendo que a<0equeb<0
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Anexo 6

Tarefa de avaliacao

Objectivos

= Identificar o contradominio de uma funcdo quadratica definida pela sua
representacdo algébrica;

= Resolver algébrica e graficamente inequacdes do 2.° grau;

= Identificar o grafico e as propriedades de uma fung¢do, conhecido o grafico de
outra fungao, através das transformacdes de fungdes;

= Determinar a expressdo algébrica de uma funcdo definida pela sua representagao
grafica;

= Aplicar os conhecimentos sobre as funcdes quadraticas na resolucdo de
problemas, em contexto de semi-realidade ou que relacionam varidveis da

Geometria, com uso da calculadora grafica.

Organizacao
= Durag¢ao de 90 minutos.

= Trabalho individual.
Concretizac¢ao

Os alunos devem resolver esta tarefa individualmente numa folha de papel e no

final da aula entregam para o professor/investigador corrigir e avaliar.
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Tarefa de avaliacao

1. Seja h a fungdo de dominio [-2 , 3], definida por A(x) = x* + 2. Qual é o

contradominio de /? Justifica.

2. Considera f a fun¢do quadratica representada y
graficamente.
2.1. Seja g a fungdo definida por g(x) = fix - 2).

Determina o conjunto solugdo da condi¢ao g(x) < 0.

Justifica a tua resposta. -3 0 / 1
2.2. Para que valores de £€IR, a fungdo y = f(x + &) tem

zeros exclusivamente positivos? Justifica a tua

resposta.

3. Num laboratério, foi estudada uma colénia de bactérias. As oito horas, foi feita a
primeira contagem e as seguintes de hora a hora. Verificou-se que o nimero de N
bactérias, em milhares, decorridas / horas, ¢ dada por N(h) = -+ 4R+ 9.

3.1. Quantas bactérias havia as 8 horas?

3.2. Calcula N(2) — N(1) e interpreta o resultado no contexto do problema.

3.3. Em que periodo do dia o nimero de bactérias foi superior a 9000? Justifica a tua
resposta.

3.4. Descreve a evolucao da coldénia desde as 8 até as 13 horas.

4. Escreve uma expressao algébrica que possa representar analiticamente cada uma das

funcdes quadraticas g e p, representadas graficamente por:

Apresenta todos os calculos que efectuares.
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5. Nas traseiras de um prédio hd um patio rectangular com 6 m de largura e num dos
topos vao ser marcados 5 espagos quadrados para a constru¢cdo de lavandarias, como

sugere a figura.

Area livre

A area livre do patio depende da medida x do lado do quadrado reservado a cada

lavandaria.

5.1. Mostra que a area livre do patio ¢ dada pela expressao:
A(x) = —5x* +30x
5.2. Por processos exclusivamente analiticos, determina as medidas do lado de cada

quadrado para que a 4rea livre do patio seja superior a 40 m’.

6. Seja a fungdo A(x) = |2x - 1| -4
6.1. Com recurso a calculadora grafica, procura uma janela de visualizagdo que se
adeque a sua representacdo grafica e, em seguida, transcreve para a folha de
resposta o grafico obtido, tendo em conta os elementos mais relevantes (como
por exemplo o dominio, contradominio, os pontos de interseccdo com 0s €ixos
coordenados, os extremos relativos, ...).

6.2. Define por trocos a funcao 4.
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Anexo 7

Guiao da primeira entrevista

Identificacio
Data da realizacao da entrevista.

1. Como te chamas?

Questoes orientadoras
2. Ja reprovaste alguma vez? (Se sim, em que ano(s)?)
3. Consideras a Matematica uma disciplina dificil?
4. Qual o tema da Matematica que mais gostas? E que menos gostas? Porqué?
5. Gostas de trabalhar com a calculadora grafica? Porqué?
6. Achas que a calculadora gréfica te tem ajudado a compreender a Matematica?
Justifica.
7. Das questdes a que respondeste, qual € para ti a mais interessante? Porqué?

8- Em qual das questdes sentiste mais dificuldade?

Nota: Outras questdes serdo formuladas aquando da observagdo dos alunos na resolucao

da tarefa e da analise das suas resolugoes.

Aplicagio

A primeira entrevista decorre num momento a combinar com os alunos
seleccionados, ¢ audiogravada para posterior transcricdo dos elementos mais relevantes
e tem uma duracao de, aproximadamente, 45 minutos. Pretende-se com esta entrevista
conhecer, antes da unidade de ensino, aspectos do raciocinio dos alunos.

Nesta entrevista € aplicada uma tarefa a dois alunos de uma turma do 10.° ano de
escolaridade. Esta turma ja trabalhou a generalidade de fungdes e graficos e as funcgdes
afins e vai iniciar a unidade de ensino “Fun¢des quadraticas” depois desta entrevista. Os
alunos sao seleccionados, para as entrevistas, entre os que evidenciem alguma
compreensdo e também algumas dificuldades. Estes dados sdo diagnosticados a partir
do conhecimento que o professor/investigador tem da turma e do trabalho que os alunos

desenvolveram desde o inicio do ano lectivo.
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Objectivos

Identificar uma fun¢do numa dada representacdo (tabela, grafico ou expressao
algébrica);

Resolver condi¢des de forma grafica ou algébrica;

Converter uma representacao de uma funcao afim numa outra representacao;
Resolver problemas em contexto de semi-realidade envolvendo a fungdo afim,
através da representacdo numérica, grafica ou algébrica e com a utilizagdo da

calculadora gréafica.
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Tarefa da primeira entrevista

1. Qual das seguintes representacdes ¢ funcao? Justifica a tua resposta.

1.1. 1.2. 1.3.

A
y
N -8 | -50

\L 5|20 —
210

0 \x 0 | 10

-1 | 15

-5 1 20

v
)

—1
=y

14, y=2x-3 15. x*+)y*=9

2. O tarifario de um parque de estacionamento ¢ apresentado através do grafico da
figura.
C A
2.1. Qual ¢ o prego a pagar por (em euros)
um condutor que estacione
a viatura no parque durante:

2.1.1. 10 minutos?

2.1.2. 25 minutos? 0,60
2.1.3. 30 minutos? 0,40
0,20 |
10} 15 30 45 60 t
(em minutos)

2.2. Comenta as afirmagdes:
2.2.1. “O custo maximo do estacionamento ¢ 1 €.
2.2.2. “A cada tempo de estacionamento corresponde um unico custo”.

2.2.3. “A cada custo corresponde um unico tempo de estacionamento”.

2.3. Qual deve ser o preco a pagar por um condutor que teve a viatura estacionada no

parque durante 2 horas? Explica o teu raciocinio.

-134 -



3. O pai do Jodo tem uma pequena empresa que produz camisas. Por dia, os custos fixos

(salarios, luz, agua,...) sdo 300 euros. Os materiais utilizados na produ¢do de uma

camisa, custam, em média, 10 euros.

3.1. Quais sao os custos médios didrios se, por dia, produzir:

3.1.1.
3.1.2.
3.1.3.
3.1.4.

1 camisa?
30 camisas?
50 camisas?

x camisas?

D4 a resposta através de uma tabela e de um grafico.

3.2. Quantas camisas produz a empresa por dia se o custo médio diario ¢ de 1070

euros? Justifica a tua resposta.

4. Escreve uma expressao algébrica que possa representar analiticamente a funcao afim

h, representada graficamente por.

Apresenta todos os calculos que efectuares.

5. Considera as fung¢des afins f'e g definidas por: f(x) = éx +2 e g(x)= —%(x - 5).

Determina o valor de x, em IR, de modo que f(x) = g(x).
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Anexo 8

Guiao da segunda entrevista

Identificacio
Data da realizacao da entrevista.

Relembra-me o teu nome.

Questoes orientadoras
1. Das questdes que acabaste de realizar de qual gostaste mais? Porqué?
2. Das questdes a que respondeste, qual € para ti a mais interessante? Porqué?
3. Em qual das questdes sentiste mais dificuldade?
4. Achas que a calculadora grafica te ajudou a compreender a Matematica?

Justifica.

Recorda as tarefas realizadas nas aulas:
5. De que gostaste mais? Porqué?
6. De que gostaste menos? Porqué?
7. Quais te pareceram mais faceis? Porqué?

8. Quais te pareceram mais dificeis? Porqué?

Nota: Podem ser formuladas outras questdes aquando da observagdo dos alunos na

resolucao da tarefa e da analise das suas resolugdes.

Aplicacao

Esta tarefa ¢ aplicada, durante a segunda entrevista, aos dois alunos que
participaram na primeira entrevista. A entrevista ¢ realizada apos a conclusdo da
unidade de ensino “Fungdes quadriticas” e com uma duracdo que se prevé de,
aproximadamente, 90 minutos. Tem como proposito recolher dados que possam
contribuir para analisar como os alunos trabalham com as diferentes representacoes e

que representagdes e processos utilizam na resolugdo de problemas com fungdes

quadraticas.
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Objectivos

Identificar uma fun¢do numa dada representacdo (tabela, grafico ou expressao
algébrica);

Identificar as propriedades relevantes das fungdes e dos seus graficos (dominio,
contradominio, intersec¢do com os eixos coordenados, extremos relativos, ...);
Identificar o grafico e as propriedades de uma funcao, conhecido o grafico de
outra fungao, através das transformacoes de fungoes;

Resolver condi¢des de forma grafica ou algébrica;

Converter uma representacio de uma fung¢do quadratica numa outra
representacao;

Resolver problemas em contexto de semi-realidade envolvendo a funcao

quadratica e com a utiliza¢do da calculadora grafica.
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Tarefa da segunda entrevista

1. Qual das seguintes representacdes ¢ funcao? Justifica a tua resposta.

1.1.
Xy oo
-6 | -15
51 -10
-1 0
2 7
-6 15
4 11
-8 | 45
1.4, 3x+y=5

2. Considera a fung¢ao g, definida em IR por g(x) = {

1.2.

/

yA

/

0 X

x> —4

se

1.3.

ALY
N

v

/ 0

1.5. x*-2x+)*=8

—3x+1 se x<O0

x>0

Com recurso a calculadora grafica, procura uma janela de visualizagdo que se adeque

a sua representagdo grafica e, em seguida, transcreve para a folha de resposta:

* o grafico obtido, tendo em conta os elementos mais relevantes (como por

exemplo o dominio, contradominio, os pontos de interseccdo com o0s eixos

coordenados, os extremos relativos, ...);

* ajanela de visualiza¢do que corresponde ao grafico apresentado.

3. Seja f a funcdo quadratica representada graficamente na

figura ao lado.

3.1. Determina o conjunto solu¢do da condi¢dao g(x) > 0,

sabendo que g(x) = -f(x) + 1. Justifica a tua resposta.

\

3.2. Escreve uma expressdo algébrica que represente a

fun¢do quadratica f. Apresenta todos os calculos que efectuares.
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4. O niamero de pessoas no recinto de um festival rock em Lisboa, entre as 16 e as 24 h,
varia em fungio de ¢ e pode ser dado aproximadamente por N(r) = -2 £ + 8 ¢ + 24,
sendo N o niimero de pessoas em milhares e  dado em horas, correspondendo ¢ =0
as 18 h.

4.1. Qual o numero de pessoas as 17 h? Justifica a tua resposta.
4.2. Calcula N(2) - N(1) e interpreta o resultado no contexto do problema.
4.3. Entre que horas o nimero de pessoas ultrapassou as 25000 pessoas? Explica o

teu raciocinio. D4 o resultado aproximado ao minuto.

5. Na figura estd representado um rectangulo

[ABCD], tal que: D C

AB =10 cme AD =6 cm. H
Sabe-se que: AE=BF =CG=DH =x.

5.1. Mostra que a area A do quadrilatero [EFGH] ¢ dada em fungdo de x pela
expressao: A(x) = 2x* = 16x + 60.

5.2. Para que valores de x a 4rea 4 ¢ inferior ou igual a 46 cm”? Justifica.
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Anexo 9

Autorizacio do Encarregado de Educacio - 1

Exmo. Encarregado de Educagao

o

do(a) aluno(a): ,n° do 10.°ano, turma:

Vai ser desenvolvido com os alunos desta turma, nas aulas de Matematica, uma
investigagdo para analisar o modo como a resolucao de tarefas de natureza exploratdria
e investigativa, envolvendo o uso da calculadora grafica, contribui para a compreensao e
aprendizagem das fun¢des quadraticas de alunos do 10.° ano de escolaridade.

Para tal, solicito a sua autorizag¢do para recolher alguns dados do seu educando,
no ambito da resolucdo de tarefas matematicas, que permitem perceber a forma como
ele viveu as aulas e 0 modo como pensa e aprende sobre as fungdes quadraticas, nas
suas diferentes representacdes. Informa-se que os dados recolhidos para a investigagao
ndo servirdo para avaliar o seu educando, mas sim para tentar compreender a percepgao
que tive das aulas leccionadas e sera preservado o anonimato do aluno.

Note-se que analisar o que os alunos tém a dizer sobre este tipo de aulas ¢
fundamental para divulgar esta experiéncia e, assim, contribuir para uma melhoria do
ensino da Matematica.

Com os melhores cumprimentos,

, 02 de Fevereiro de 2009

(Carlos Silva, o professor de Matematica)

Q
o<

Declaro que autorizo a recolha de dados, referente as tarefas realizadas pelo meu

educando , nas aulas de Matematica,

com o professor Carlos Silva, no ambito de uma investigagdo sobre Func¢des quadraticas

no contexto de “Matematica pura” e semi-realidade, usando a calculadora gréfica.
_/02/2009

(Encarregado de Educacao)
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Anexo 10

Autorizacio do Encarregado de Educacgao - 2

Exmo. Encarregado de Educagao

o

do(a) aluno(a): ,n° do 10.°ano, turma:

Vai ser desenvolvido com os alunos desta turma, nas aulas de Matematica, uma
investigagdo para analisar o modo como a resolucao de tarefas de natureza exploratdria
e investigativa, envolvendo o uso da calculadora grafica, contribui para a compreensao e
aprendizagem das fun¢des quadraticas de alunos do 10.° ano de escolaridade.

Para tal, solicito a sua autorizagdo para entrevistar o seu educando, de modo a
poder perceber a forma como ele viveu as aulas € 0 modo como pensa e aprende sobre
as fungdes quadraticas, nas suas diferentes representagdes. Informa-se que essa
entrevista sera gravada em 4udio e, certamente, serd preservado o anonimato do aluno.
A entrevista ndo servira para avaliar o seu educando, mas sim para tentar compreender a
percepcao que tive das aulas leccionadas.

Note-se que analisar o que os alunos tém a dizer sobre este tipo de aulas ¢
fundamental para divulgar esta experiéncia e, assim, contribuir para uma melhoria do
ensino da Matematica.

Com os melhores cumprimentos,

, 02 de Fevereiro de 2009

(Carlos Silva, o professor de Matematica)

Q
o<

Declaro que autorizo o meu educando a realizar uma

entrevista com o professor Carlos Silva no ambito de uma investigacdo sobre Fungdes
quadraticas no contexto de “Matematica pura” e semi-realidade, usando a calculadora
grafica nas aulas de Matematica.

_/02/2009
(Encarregado de Educacao)
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Anexo 11

Autorizacao do Conselho Executivo

Exma. Sra. Presidente do Conselho Executivo da Escola
Secundéria ¢/ 3° Ciclo de (...)
Prof*. (...)

Informo que pretendo desenvolver com os alunos do 10.° ano, turma --, nas aulas
de Matematica, uma investigacdo para analisar o modo como a resolugdo de tarefas de
natureza exploratéria e investigativa, envolvendo o uso da calculadora gréafica, contribui
para a compreensao ¢ aprendizagem das fungdes quadraticas.

Neste sentido, solicito autorizacao a V. Exa. para entrevistar trés alunos desta
turma e recolher alguns dados dos alunos da turma, no ambito da resolucdo de tarefas
matematicas, de modo a poder perceber a forma como eles viveram as aulas e o0 modo
como pensam e aprendem sobre as func¢des quadraticas, nas suas diferentes
representacoes.

Informo que esta investigagdo ndo interfere no normal funcionamento das
actividades lectivas e os dados recolhidos ndo servirdo para avaliar os alunos. Informo
também que ja obtive autoriza¢do dos encarregados de educagdo para a recolha dos
dados.

Note-se que, para divulgar esta experiéncia e, assim, contribuir para uma
melhoria do ensino da Matematica ¢ fundamental analisar a forma como os alunos
pensam e aprendem.

Com os melhores cumprimentos.

, 02 de Fevereiro de 2009

(Carlos Silva, o professor de Matematica)
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Anexo 12

Guiao do diario de bordo

Aula n.°

Tarefa n.°

Tempo:

Data:

1. Antes da aula
Expectativas do professor

2. Durante a aula
2.1. Introdugdo da tarefa

2.2. Desenvolvimento da tarefa

2.3. Discussdo geral

3. Apos a aula
3.1. Reconstrugdo de didlogos

3.2. Reflexdo

4. Observacoes
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