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Resumo

Nesta dissertacdo, analisa-se detalhadamente a Matematica que estd na base do método de ordenagdo
de paginas da Web por relevancia utilizado inicialmente pela Google, designado por PageRank e apre-
sentado em [1] por S. Brin e L. Page. O método PageRank baseia-se fortemente em resultados da Teoria
dos Grafos e da Teoria das Matrizes Nao-Negativas, especialmente no Teorema de Perron-Frobenius,
que inspira a solucdo ao problema inicial da falta de conexao forte da rede. Outros problemas sdo iden-
tificados e tratados também de forma minuciosa.

A apresentacdo do problema do cédlculo do vetor de PageRank envolve a exposi¢do do teorema da
convergéncia do método da poténcia e de duas provas de como este método pode ser aplicado para a
obtencdo do vetor de ranking, sendo a primeira a que encontramos em [12] e a segunda em [14]. E ainda
exposto o algoritmo construido a partir do método da poténcia e apresentado o ponto de vista alternativo
de D. F. Gleich [14], que depende da apresenta¢do de um teorema fundamental da Teoria das Matrizes-M.

A apresentacdo do problema da presenca dos nodos pendentes na rede € feita com a exposi¢do do con-
ceito de problema de pseudo-PageRank, da adaptacdo do algoritmo anterior a este contexto e de varias
formas possiveis de transformacao deste problema num de PageRank, com base no artigo [14] e noutros
artigos, tais como [21] e [25]. E ainda feita uma interpretacdo da solugdo apresentada por Brin e Page
em [1].

Palavras-chave: Teoria dos Grafos, Teoria das Matrizes Nao-Negativas, Teorema de Perron-Frobenius,
Meétodo da Poténcia, Teoria das Matrizes-M.
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Abstract

In this dissertation, we analyze in detail the Mathemathics underlying the method of ordering webpa-
ges by relevance initially used by Google, called PageRank and presented in [1] by S. Brin and L. Page.
The PageRank method relies heavily on results from the Graph Theory and the Theory of Nonnegative
Matrices, especially the Perron-Frobenius Theorem, which inspires the solution to the initial problem of
the lack of a strongly connected web graph. Other problems are identified and also thoroughly treated.

The presentation of the problem of calculating the PageRank vector involves the exposition of the
power method convergence theorem and two proofs of how this method can be applied to obtain the
ranking vector, the first being found in [12] and the second in [14]. It is also exposed the algorithm built
from the power method and presented the alternative point of view by D. F. Gleich [14], which depends
on the presentation of a fundamental theorem of the Theory of M-Matrices.

The presentation of the problem caused by the presence of dangling nodes in the web is done by ex-
posing the concept of the pseudo-PageRank problem, the adaptation of the previous algorithm to this
context and several possible ways of transforming this problem into a PageRank problem, based on arti-
cle [14] as well as others, such as [21] and [25]. An interpretation of the solution presented by Brin and

Page in [1] is also made.

Keywords: Graph Theory, Theory of Nonnegative Matrices, Perron-Frobenius Theorem, Power Method,
Theory of M-Matrices.
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Introducao

A criacdo da World Wide Web e a consequente generalizacdo do acesso a Internet na década de 1990
expandiu de forma grandiosa o nimero de documentos da rede e permitiu o crescimento continuo do
mesmo, ficando assim o sucesso do uso em massa deste sistema dependente da resposta a seguinte
pergunta: como encontrar na Web a informacao que se pretende?

O fim dos anos 90 ficou marcado pela ansiedade em solucionar este problema e varios motores de
busca foram criados a fim de facilitar o processo de procura de informacdo na Internet. O objectivo
em comum dos motores seria a catalogacdo das paginas da Web por palavras-chave e a apresentacdo
ordenada de cada um destes catdlogos (isto &, resultados de pesquisa) da forma mais rdpida, organizada
e eficaz possivel.

Apesar do objectivo em comum, os motores de busca apresentaram métodos de ordenacdo bastante
distintos, sendo que um em particular ganhou destaque e continua a distinguir-se da concorréncia desde
entdo. O conhecido método PageRank, correspondente ao ainda mais conhecido motor de busca Google,
tem sido frequentemente analisado e discutido desde a sua apresentacdo por S. Brin e L. Page em [1]. A
sua clara eficacia e o acesso a formulagdo do método inspiraram em grande escala o estudo detalhado do
mesmo e da Matematica presente, bem como permitiram o desenvolvimento e adaptagdo do método para
varios contextos, existindo hoje em dia inimeras exposicdes sobre o PageRank.

Posto isto, esta dissertacdo foi escrita a fim de satisfazer dois propdsitos.

O primeiro € o de explicar detalhadamente a Matematica presente na fundacio do PageRank, que, para
além de nos dar a conhecer este método em maior profundidade, permite-nos ver a Matemética como
resposta a um problema concreto e critico no contexto em que se insere.

O segundo € o de partilhar todos os casos do PageRank com o rigor que a Matematica nos exige, o que
ndo foi um exercicio fécil, dada a falta de exposicdes detalhadas sobre alguns casos particulares deste
método. Creio que o facto da Matemdtica necessdria para os apresentar ser mais desafiante seja uma
razdo para isto acontecer.

O elevado sentido de espirito critico que ganhei nestes anos a estudar Matematica € algo que valorizo
bastante. Espero té-lo aplicado da melhor forma na escrita desta disserta¢do, assim como o tenho feito
profissionalmente no meu dia-a-dia enquanto software tester.

Sendo assim, a dissertacdo encontra-se estruturada da forma seguinte.

No primeiro capitulo, € apresentado o PageRank como um problema de centralidade do grafo cons-
truido a partir da Web. E construido o ranking dos nodos do grafo a partir do vetor préprio estocdstico
associado ao valor préprio 1, o qual é designado por vetor de PageRank. E identificado o problema tra-
zido pela falta de conexdo forte e a solucio construida com base no Teorema de Perron-Frobenius, sendo
apresentado o conceito de teletransporte e feita a defini¢do da matriz Google. Dois outros problemas sdo



identificados e sdo os temas dos dois capitulos seguintes: o problema do célculo do vetor de PageRank e
o problema trazido pela presenga de nodos pendentes na rede.

No segundo capitulo, é tomada como hipétese a inexisténcia de nodos pendentes na rede. E feita uma
andlise mais profunda ao método da poténcia e sdo apresentadas duas provas de como este método pode
ser aplicado na matriz Google. A segunda prova é feita apds uma apresentagcdo do ponto de vista alterna-
tivo de D. F. Gleich que depende da Teoria das Matrizes-M. E apresentado o algoritmo de aproximagcio
ao vetor de PageRank construido a partir da iteragdo de von Mises em conjunto com a hipdtese tomada.

No terceiro capitulo, é tratado o caso da rede com nodos pendentes. E apresentado o conceito de pro-
blema de pseudo-PageRank, bem como o respectivo vetor de pseudo-PageRank. E feita uma adaptacio
do algoritmo apresentado no capitulo anterior e provado como esta se aproxima eficazmente ao vetor
de pseudo-PageRank. Sdo apresentadas formas de transformagdo de um problema de pseudo-PageRank
num problema de PageRank e ¢ feita uma interpretacao da solug@o inicial dada por Brin e Page.



1 PageRank e Teorema de Perron-Frobenius

Quando utilizamos um motor de busca para procurar informagdo na Web, seria bastante incomodo
se os resultados apresentados estivessem ordenados de forma aleatéria. Como poderiamos distinguir
que paginas sdo as mais relevantes para a nossa pesquisa numa rede crescente de milhares de milhdes
delas? E essa distincdo que os motores de busca calculam: depois de escrevermos as palavras-chave que
queremos pesquisar, os ficheiros da rede que contiverem essas palavras sdo apresentados por ordem de
relevancia. Cada motor de busca apresenta um método préprio para fazer essa ordenacdo, sendo que
alguns destes métodos sobressaem pela sua eficicia. Um utilizador do Google poderd notar que em raras
vezes necessitou de visitar a segunda pagina de resultados apresentados para a sua pesquisa e que em
muitas vezes encontrou o que pretendia logo no primeiro resultado apresentado. O eficaz método de
ordenacdo de péginas por relevancia do Google designa-se de PageRank e € sobre ele que este capitulo é
escrito.

1.1 PageRank

Em 1998, S. Brin e L. Page, estudantes do Doutoramento em Ciéncias da Computagdo na Univer-
sidade de Stanford, constroem o motor de busca Google, ap6s colaborarem no novo e eficiente modelo
PageRank, apresentado em mais detalhe no artigo [1] e mencionado no artigo de apresentacdo do Google
[2]. De notar que, curiosamente, o nome atribuido foi inspirado no termo googol, que era utilizado como
referéncia ao nimero 10'°°, lembrando a enorme quantidade de pdginas com que um motor de busca
tem de lidar.

A eficiéncia do modelo de Brin e Page na ordenacdo desta enorme quantidade de paginas tornou-se
muito clara rapidamente e deste entdo foram feitas inimeras exposi¢des sobre a histéria do PageRank,
a Matematica presente na sua constitui¢do e as suas possiveis aplicagdes alternativas. O conceito base
deste método € simples e encontra-se bem explicado nas exposicoes feitas por R. Tanase e R. Radu em
[3] e por P. F. Gallardo em [4], que serviram como base na escrita deste capitulo. Podemos até obter uma
boa ideia geral de como o método funciona dando uso ao préprio e utilizando o motor de busca Google
para pesquisar pela palavra-chave "PageRank". Penso que é facil adivinhar qual o primeiro resultado que
surge.

Quando pensamos no conjunto de todas as paginas da Internet, normalmente utilizamos o termo rede
(ou Web), pois temos consciéncia que as paginas estao ligadas entre si: a pagina x pode fazer referéncia
a pagina y, através de hiperligagdes. A novidade trazida pelo PageRank € a ideia de que a relevancia de
uma pagina € o reflexo da relevancia das paginas que se referem a ela.

Pensando, assim, na rede, podemos naturalmente representé-la através de um grafo orientado e com
pesos, cujos nodos sdo as vdrias paginas na Internet e cujas arestas sdo as hiperligacdes entre si, sendo
que, se a pagina z fizer referéncia a pigina y, a aresta existente estard direcionada do nodo da pdgina x



para o nodo da pégina y. Os pesos das arestas reflectirdo a maneira como a relevancia de uma pégina se
distribui pelas suas referéncias.

Sendo o PageRank um método para encontrar o nodo mais relevante num grafo, este é considerado
uma medida de centralidade. Centralidade é um termo usado na Teoria dos Grafos e, em particular, na
andlise de redes, e € 0 que estima a importancia relativa de cada nodo numa rede. Existem vérias medidas
de centralidade diferentes que podem ser usadas para esta estimativa, como a de grau, a de proximidade
e a de vetor préprio, sendo esta dltima a mais similar ao PageRank. Mais informacdes sobre o conceito
de centralidade e sobre as suas varias medidas podem ser encontradas em [5].

Consideremos o seguinte exemplo. Suponhamos que estamos na presenca de uma rede de seis paginas
apenas e que estas se ligam entre si da seguinte maneira:

(a) A pégina 1 faz referéncia as paginas, 2,4 e 5;
(b) A pagina 2 faz referéncia as paginas 3 e 5;
(¢) A pagina 3 faz referéncia as paginas 1, 5 e 6;
(d) A pégina 4 faz referéncia as paginas 1 e 5;
(e) A pégina 5 faz referéncia somente a pagina 2;
(f) A pégina 6 faz referéncia somente a pagina 5.

Analisando esta rede, podemos comecgar por construir o seguinte grafo:

!

Como podemos verificar, o nodo 5 é o que tem mais arestas a apontar para si, ¢ o mais popular. Serd

que é o mais relevante? Se o nodo 5 for o mais relevante, em que posi¢do ficard o nodo 2, a sua Unica
referéncia? Pensemos no assunto desta forma: cada pagina distribui em por¢des iguais a sua relevancia
pelas pdginas a que se refere. Logo, o nodo 1 distribuird a sua relevancia pelos nodos 2, 4 e 5 (dando % a
cada um); o nodo 2 distribuiré a sua relevancia pelos nodos 3 e 5 (dando % a cada um); assim por diante.
Desta forma, podemos juntar pesos as arestas do grafo acima da seguinte forma:



Tenhamos em conta a defini¢do seguinte.

Definicao 1.1.1. Numa rede de n pdginas, definimos a matriz de distribuicdo por hiperligacoes, H, de
dimensdo n x n, que representa a distribuicdo de relevdncia por hiperligacoes entre pdginas e cujas

entradas sdo dadas por

P 0, se a pdgina j ndo apresentar nenhuma hiperligacdo para a pdgina i

ij = .

%, caso contrdrio
J

ondei,j € {1,...,n} e para cada j, nj é a quantidade de pdginas da rede a que a pdgina j se refere
através de hiperligacaoes.

E fécil ver, pela defini¢do, que uma matriz de distribui¢io por hiperligacdes &, essencialmente, a
matriz transposta da matriz de adjacéncia de um grafo orientado e com pesos, representativo do contexto
especifico da Web (em que os nodos s@o pdginas e as arestas sdo hiperligacoes).

Sendo assim, a matriz de distribui¢do por hiperliga¢des do grafo acima é a matriz

O N O O O
o O O O N
o R O O O O

O wWrRw~ O w~ O
WrRw= O O O wkH
o O O O = O

Podemos dizer que, neste caso, a matriz H € estocdstica, tendo em conta a proxima defini¢éo.

Definicdo 1.1.2. Uma matriz quadrada diz-se estocdstica se for ndo-negativa e as entradas de cada
uma das suas colunas somarem 1. Um vetor diz-se estocdstico se for ndo negativo e as suas entradas

somarem 1.

Denotemos agora por 71, 12, '3, T4, I's € T a relevancia das 6 paginas, respectivamente.



Analisando a rede exemplificada, pretendemos obter as solugdes do sistema:

(
1 1

ro= r3 r
1

ro = r r

1
ry = §T2

r 1,}_

1
Te = 373

O que € o mesmo que procurar as solucdes de

T T
H|:7“1 o T3 T4 Th 7“6} = |:7“1 g T3 T4 Ts5 Te

Ou seja, as solugdes que procuramos sdo os vetores proprios de H associados ao valor préprio 1.
Tenhamos em conta os seguintes resultados.

Teorema 1.1.1. Seja M uma matriz ndo-negativa. Suponhamos que existe um vetor positivo x e um
niimero real ndo-negativo X tal que Mx = \x ou x M = \x™. Entdo, o raio espectral de M, p(M), é
igual a \.

Demonstracdo. Cf. [6], Capitulo 8, Teorema 8.3.4. ]

Proposicao 1.1.1. Seja M uma matriz estocdstica. Entdo 1 é valor proprio de M. Para além disso,
p(M) = 1.

Demonstracdo. Para provar a primeira parte, como qualquer matriz tem os mesmos valores proprios que
a sua transposta, basta provar que 1 é valor préprio de M. Dado que M & estocéstica, M T e = e, onde e
é o vetor coluna cujas entradas s@o todas iguais a 1. A segunda parte sai por aplicacdo do Teorema 1.1.1,

dado que, como M é estocdstica, M é ndo-negativa e satisfaz e’ M = e”. O

A apresentacdo e demonstracao destes resultados tem por base o segundo paragrafo do subcapitulo 8.7
do livro [6], em que, numa tnica frase, R. A. Horn e C. R. Johnson provam por completo a Proposi¢do
1.1.1, "The defining identity Ae = e and (8.3.4) tell us that +1 is not only an eigenvalue of a stochastic
matrix, but also its spectral radius", notando que o resultado (8.3.4) mencionado corresponde ao Teorema
1.1.1.

De momento, apenas nos interessa saber que 1 é valor préoprio de uma matriz estocéstica. A informa-
¢ao relativa ao raio espectral serd importante mais tarde, como veremos na sec¢io 1.2.



Pela proposicdo anterior, dado que H € estocdstica, 1 € valor proprio de H e as solugdes procuradas
existem. Neste caso, calculando os vetores préprios de H associados ao valor préprio 1, verificamos que

[6 30 15 2 28 5]T

€ uma solucdo e obtemos a ordem de relevancia das seis pdginas: ro > r5 > r3 > 11 > Tg > T4.
Nao afirmamos que ;1 = 6,79 = 30,..., pois a relevancia de cada pagina é relativa e ndo a podemos
quantificar de forma tinica. De facto, e verificando facilmente que a multiplicidade geométrica do valor
préprio 1 € 1, poderiamos escolher qualquer um dos vetores préprios de H associados a 1 para sabermos
a ordem de relevancia das péaginas, visto que estes diferem apenas pela multiplicacdo por um escalar.
Sabendo que existe um tnico destes vetores que é estocdstico, escolhamos esse vetor v e designemo-lo
por vetor de PageRank. Neste caso, o nosso vetor de PageRank é

1

=56

T T
6 30 15 2 28 5] m[o,()?o 0,349 0,174 0,023 0,326 0,058} .

Esclarecemos, assim, as didvidas apresentadas anteriormente, pois verificamos que a pagina mais rele-
vante € a pagina 2, que € a tnica referéncia da pagina mais popular, a pagina 5, ficando esta em segundo
lugar neste ranking.

Esta solugdo foi obtida pensando no problema do ponto de vista da Algebra Linear, mas podemos
pensa-lo de outras formas.

Do ponto de vista dos Sistemas Dinamicos, podemos comecar por considerar que cada nodo tem a
mesma relevancia, representando por vg 0 nosso vetor de rank inicial,

1 1 1

— (1 1 1 1
YVU=15 6 6 6 6 6

A partir deste momento, a relevancia de cada pagina ird depender das distribui¢des de relevancia
contabilizadas pela matriz H. Sabemos que a nova relevancia relativa da pagina 1 € resultado da soma
entre um terco da relevancia da pagina 3 e metade da relevancia da pagina 4, o que se traduz, no passo 1,
em % . % + % . % = % ~ 0, 139. Para as outras pdginas, o raciocinio é o mesmo e verifica-se que o vetor

de rank do passo 1 é

T T
5 1 1 4 1 ~
52 L & 4 L] ~ 0139 0,222 0,08 0,056 0,444 0,056]

[

’U1:H’UQ:

©

Para calcular o vetor de rank do passo 2 utilizamos 0 mesmo raciocinio, obtendo

T
vy = Hoy = H(Hvg) = Hug ~ 0,056 0,491 0,111 0,046 0,269 0,028 .

Iterando o processo, construimos a sequéncia de vetores de rank vg, v1, v, ..., vy, igual a vy, Huvyg,
H?uvy,. .. ,H*vy, e verificamos que, para k > 23, cada vetor de rank v, tem a mesma aproximacio (a 3
casas decimais), esta € estocdstica e é escolhida como o nosso vetor de PageRank,

T
v:[o,om 0,349 0,174 0,023 0,326 0,058] .



Do ponto de vista probabilistico, podemos pensar que estamos a navegar pela nossa rede seguindo
sempre alguma das hiperligacdes que cada pagina tem de referéncia a outra pagina, o que d4 um signifi-
cado probabilistico aos pesos do nosso grafo e a relevancia de cada pégina.

Num momento inicial, cada pagina tem igual probabilidade de ser visitada: %. No momento seguinte,
a pagina 1, por exemplo, terd 0 probabilidade de ser visitada, caso comecassemos por visitar a pagina 1,
a pagina 2, a pagina 5 ou a pagina 6 (pois nenhuma das paginas tem uma hiperligacdo para a pagina 1);
terd % de probabilidade de ser visitada, caso comegdssemos por visitar a pagina 3 (temos hiperligacdes
para trés paginas na pagina 3, sendo uma delas para a pagina 1 e todas com igual probabilidade de serem
visitadas); e terd % de probabilidade de ser visitada, caso comecdssemos por visitar a pagina 4 (pela
mesma razao, mas neste caso existem somente duas hiperligacoes).

Representando de outra forma, a probabilidade de visitarmos a pdgina 1 no momento seguinte é
0- % +0- % + % . % + % . % +0- % +0- % = % ~ 0, 139. Continuando o mesmo raciocinio e representando
as probabilidades das paginas serem visitadas apds k passos num vetor de probabilidades vy, obtemos a
mesma sequéncia analisada no ponto de vista anterior,

1

T
— |1 1 1 1 1 _ _ g2 _ g7k
U0—|:€ g é g 6 €i| ,Ul—HUO,UQ—HUO,...,Uk—H 'UO,

que sabemos convergir (numa aproximacdo a 3 casas decimais) para o vetor

T
v:[o,om 0,349 0,174 0,023 0,326 0,058] :

Esta distin¢do entre os trés pontos de vista pode ser encontrada em [3].

Tenhamos agora em conta as seguintes defini¢des.

Definicao 1.1.3. Seja & um grafo. Designa-se por cadeia uma sucessao (a1, ..., ay) de arestas de 94 tal
que, para cada i = 2,3, ...,k — 1, a aresta a; tenha em comum com a;,1 uma extremidade e com a;_1 a

outra extremidade.

Definicao 1.1.4. Seja & um grafo orientado. Designa-se por caminho uma sucessdo (a1, ...,ay) de
arestas de 9 tal que, para cada i = 1,....k — 1, a extremidade final da aresta a; seja a extremidade

inicial da aresta a;4.

Defini¢ao 1.1.5. Seja 4 um grafo. Dizemos que G é conexo se existir uma cadeia entre cada par de

nodos do grafo. Caso contrdrio, dizemos que 4 é desconexo.



No caso dos grafos orientados, podemos ignorar a orientacdo das arestas e analisar os grafos resul-
tantes para verificar as propriedades de conexdo ou desconexdo, segundo a defini¢do anterior. Os grafos
orientados que s@o conexos sdo frequentemente designados na literatura por fracamente conexos. Em
paralelo, define-se o conceito de grafo orientado fortemente conexo da forma seguinte:

Definicao 1.1.6. Seja & um grafo orientado. Dizemos que &4 é fortemente conexo se existir um caminho

entre cada par de nodos do grafo.

A forma de calcular o rank das paginas poderd ndo ser bem sucedida em alguns casos e até apresentar
resultados ambiguos. Na verdade, a Web tem um comportamento bastante heterogéneo e, apesar do
exemplo apresentado anteriormente dar origem a um grafo conexo, essa nao é, como podemos esperar, a
realidade do grafo formado pelas pdginas da Internet. Podemos encontrar uma representacio grafica da
topologia do grafo representativo da Web no artigo [4].

Vejamos o que acontece quando estamos na presenca de um grafo desconexo tomando o exemplo

1

2
ot 1l S s

2

1()

As péaginas 1 e 4 ndo t€m qualquer referéncia as pdginas 2, 4, 5 e 6; e vice-versa. Ou seja, se es-

seguinte:

colhermos uma pégina de forma aleatdria para iniciar a nossa navegacdo pela Internet e continuarmos
seguindo apenas as hiperligacdes que encontramos, comecando numa componente nunca chegaremos a
outra. Neste caso, a matriz de distribui¢do por hiperligacoes é

S O = O O O
O = O N O O
o =R O O O O

S O O O O
o O O O = O

== O O O O

E, analisando a matriz H, verificamos que esta é estocdstica, apresentando assim 1 como valor préprio,
tendo este agora, no entanto, multiplicidade geométrica igual a 2.

T T
[100100},[042041]

s@o vetores proprios de H associados ao valor préprio 1, ndo sdo multiplos um do outro e indicam-nos
ordenagdes de relevancia distintas. Logo, ndo é possivel escolher um vetor Unico para ser 0 nosso vetor
de PageRank, sendo necessdrio, portanto, refinar o método que nos leva a encontrar este vetor.



A falta de unicidade da solucdo ndo € o tnico problema relacionado com a topologia do grafo. Se
adicionarmos uma aresta que ligue as duas partes conexas do grafo, por exemplo, o grafo torna-se conexo,
mas outro problema surge.

Adicionando uma aresta do nodo 1 para o nodo 5, transformamos o grafo do exemplo anterior no grafo

1
2
1 1 1
otz YAl |2 7, |2
3 3

e obtemos a matriz de distribui¢do por hiperligacdes

conexo

O NENI= O O O
O = O Ne O O
SO = O O O O

o O O O O
o O O O = O

== O O O O

Esta matriz também ¢ estocdstica e, portanto, apresenta 1 como valor préprio. Mas, apesar de agora
este ser um valor préprio simples, o vetor préprio associado € o vetor

T
[042041,

que apresenta entradas nulas. Estas atribuem relevincia nula para as paginas 1 e 4 da rede. Isto acontece
devido ao facto do grafo ser conexo, mas nao fortemente conexo: partindo de um dos nodos 2, 3, 5 ou
6, nao € possivel chegar ao nodo 1 nem ao 4, ficando a relevincia das paginas distribuida apenas pelos
outros quatro nodos. No entanto, todas as paginas devem ter relevancia e isso deve traduzir-se num vetor
de PageRank com todas as entradas positivas.

Para percebermos melhor a relagdo entre a topologia dos grafos e as propriedades das matrizes de
distribui¢@o por hiperligagcdes, tenhamos em conta a seguinte defini¢ado.
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Definicao 1.1.7. Seja M uma matriz quadrada de dimensdo n. Dizemos que M é uma matriz redutivel
se existir uma matriz de permutagdo P de dimensdo n, tal que

X 7
0 Y

PTMP =

onde X é uma matriz quadrada de dimensdo s, Y é uma matriz quadrada de dimensdo n — s e Z é uma
matriz de dimensdo s x (n — s) para algum s € N. Caso contrdrio, dizemos que M é uma matriz
irredutivel.

Analisando a defini¢@o anterior, percebemos que a presenga de uma matriz de distribuicao por hiper-
ligacdes redutivel indica-nos a falta de conexdo forte no grafo, dado que, a menos de ordenagdo, os s
primeiros nodos ndo t€m arestas direcionadas para os restantes n — s, ndo sendo possivel, assim, a for-
macao de caminhos entre um nodo dos primeiros s e outro nodo dos restantes n — s. Poderd indicar-nos
até mesmo a desconexdo do grafo, caso o bloco superior Z seja nulo. Poderemos, a partir daqui, tam-
bém pensar na relacio entre a matriz de distribuicdo por hiperligacdes irredutivel e a conexdo forte do
grafo. Quem diz matriz de distribuicao por hiperligacdes, diz, tal como referido anteriormente, matriz
transposta da matriz de adjacéncia do grafo ou, até mesmo, matriz de adjacéncia do grafo (se uma for
irredutivel, a outra também serd, e vice-versa). Esta ideia traduz-se no resultado seguinte.

Teorema 1.1.2. Seja & um grafo orientado e seja G a sua matriz de adjacéncia. Entdo, G € irredutivel
se e sO se Y for fortemente conexo.

Demonstracdo. Cf. [6], Capitulo 6, Teorema 6.2.24. O

Podemos encontrar de forma bastante detalhada as ideias que rodeiam esta relag@o entre a topologia
do grafo e a propriedade de irredutibilidade da matriz de adjacéncia, bem como mais sobre a teoria das
matrizes nao-negativas irredutiveis, nos Capitulos 6 e 8, respectivamente, do livro [6]. E interessante
perceber que a relacdo apresentada pelo teorema é t3o intrinseca que se confunde por vezes com uma
definicao, tal como acontece no subcapitulo 5.3 do livro de A. Bonato [7].

Os problemas da solug@o nio ser Unica ou positiva gerados pelos grafos desconexos ou ndo fortemente
conexos estdo presentes na exposicao sobre o PageRank feita por D. Austin em [8]. Esta € uma exposicao
que também podera ser considerada um bom ponto de partida para entender a base de funcionamento do
PageRank. A exposi¢do [3] de Tanasu e Radu apresenta o problema da multiplicidade trazido pela des-
conexdo, mas nao apresenta o problema da relevancia nula trazido pela falta de conexao forte. No artigo
[4] de Gallardo, € apresentada a questdao da unicidade da solucdo, no entanto ndo existe a exigéncia desta
ser positiva, sendo apresentada desde inicio como um vetor ndo-negativo (ao longo da sua exposi¢do hd
um maior foco na propriedade da matriz ser ndo-negativa do que na de ser estocdstica).
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Podemos agora questionar se, para ultrapassar estes problemas, precisamos que o grafo seja fortemente
conexo, ou seja, que a matriz de distribui¢@o por hiperligagdes H seja irredutivel. Obteremos a resposta
na proxima sec¢ao.

1.2 Teorema de Perron-Frobenius

Oskar Perron (7 Maio 1880 — 22 Fevereiro 1975) foi um matemaético alemao cujo trabalho contribuiu
para diversas dreas da Matemadtica, como as Equacdes Diferenciais, as Equagdes Diferenciais Parciais,
entre outras, sendo mais conhecido pelo seu paradoxo, o Paradoxo de Perron, que ilustra o perigo de se
assumir que existe sempre solu¢do para um problema:

Seja N o maior niimero natural. Se N > 1, entdio N? > N e N nio é o maior niimero natural. Logo,
N =1, o que é absurdo.

Perron foi também presidente da Sociedade Alema de Matematica na década de 1940 e teve um papel
importante no combate aos efeitos nefastos da politica nazi da época, que tiveram repercussoes claras ao
nivel académico e cientifico no seu pais. Mais informacdes sobre a histéria de Oskar Perron e as suas
contribui¢des para a Matemadtica podem ser encontradas em [9].

Em 1907, Perron formulou o teorema que da o mote a Teoria de Perron-Frobenius e que é apresentado
de seguida.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Perron). Seja M uma matriz quadrada positiva. Sdo verdadeiras as afir-
magoes seguintes:

(a) o raio espectral de M, p(M ), é um valor prdprio de M algebricamente simples
(b) p(M) >0
(c) se X # p(M) for valor proprio de M, entdo |\| < p(M)

(d) existe um vinico vetor v tal que Mv = p(M )v e v é um vetor estocdstico; o vetor v é positivo

Demonstracdo. Cf. [6], Capitulo 8, Teorema 8.2.8. O

A exposicdo e demonstracio de toda a Teoria de Perron-Frobenius pode ser encontrada no capitulo 8
do livro [6]. Neste capitulo, também é provado que o raio espectral de uma matriz estocdstica é 1 (ver
subcapitulo 8.7 de [6]), tal como ja foi mencionado anteriormente na apresentagdo do Teorema 1.1.1
e da Proposicdo 1.1.1, sendo que € a Proposicdo 1.1.1 que contem este resultado. Assim, aplicando o
Teorema de Perron, se M for uma matriz estocdstica positiva, temos que 1 é valor préprio de M com um
unico vetor préprio estocastico associado, v, e v € positivo.

A aplicacdo do Teorema de Perron nao pode ser feita nas matrizes de distribuicdo por hiperligacdes
de forma geral, dado ndo existir a garantia destas matrizes se apresentarem nas condi¢des do teorema,
pois poderdo ter entradas iguais a 0. Uma generalizacio ao teorema surge, para matrizes nao-negativas,
alguns anos mais tarde.
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Georg Frobenius (26 Outubro 1849 - 3 Agosto 1917) foi um matemético alemdo com contribuigcdes
importantes em diversas dreas da Matemadtica, tais como a Teoria dos Nimeros, a Teoria dos Grupos,
entre outras. Foi aluno, na Universidade de Berlim, de Kronecker e de Kummer e, em 1870, concluiu o
seu doutoramento sob a supervisdo de Weierstrass. Em 1891, com forte indicagdo de Weierstrass, que
considerava Frobenius como um dos seus discipulos mais brilhantes, tornou-se professor na Universi-
dade de Berlim, onde tinha como principal objectivo continuar o legado da investigagdo e ensino que
experienciou enquanto estudante e contribuir para o conhecimento da Matemadtica Pura. Uma das suas
contribui¢des mais conhecidas foi a criacdo do conceito de caracter de um grupo e as suas ideias a volta
deste conceito, que geraram a Teoria dos Caracteres de Grupos e que contribuiram imenso para a Teoria
da Representacdo de Grupos. Mais dados sobre a vida de Georg Frobenius e as suas contribuicdes para
a Matemdtica podem ser encontrados em [10].

Entre 1908 e 1912, Frobenius formulou a generalizacao para o Teorema de Perron.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Perron-Frobenius). Seja M uma matriz quadrada ndo-negativa e irredutivel.
Sdo verdadeiras as afirmacoes seguintes:

(a) p(M) é um valor proprio de M algebricamente simples
(b) p(M) >0

(c) existe um tinico vetor v tal que Mv = p(M)v e v é um vetor estocdstico; o vetor v € positivo

Demonstracdo. Cf. [6], Capitulo 8, Teorema 8.4.4. ]

Se M > 0, entdo trivialmente M > 0 e M ¢ irredutivel, portanto verifica-se que o Teorema de
Frobenius é, de facto, uma generalizacdo do Teorema de Perron e € a este teorema que se d4 o nome de
Teorema de Perron-Frobenius. O valor préprio p(M) e o vetor proprio v, caracterizados no teorema, sdo
frequentemente designados por raiz de Perron de M e vetor de Perron de M, respectivamente.

Tendo em conta os resultados de Perron e Frobenius, na presenga de uma matriz de distribui¢do por
hiperligacdes estocdstica que seja irredutivel ou até mesmo positiva, podemos identificar o vetor de Pa-
geRank com o tdnico, positivo e estocastico vetor de Perron da matriz. Assim, respondendo a pergunta
deixada no final da seccdo anterior, um grafo fortemente conexo nao apresentara os problemas exempli-
ficados anteriormente.

O Teorema de Perron-Frobenius é apresentado, de formas distintas, em [3] e em [4], sendo que neste
ultimo encontramos ambos os teoremas, o de Perron e o de Perron-Frobenius.

Na sec¢do que se segue, veremos a solucdo apresentada por Brin e Page para que nos encontremos nas
condicdes de aplicar o Teorema de Perron-Frobenius.

1.3 A solucao de Brin e Page

Brin e Page encontram a solugéo para a eficicia do seu método em redes que apresentam componentes
desconexas ou falta de conexao forte interpretando a experiéncia de um utilizador da Web como algo que
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ndo se limita a existéncia de ligacdes entre as paginas.

Ao navegarmos na Internet, podemos escolher a préxima pédgina a visitar seguindo uma hiperligacdo
existente na pigina em que estamos ou simplesmente voltando a considerar todas as paginas da rede e
escolhendo uma delas. Esta segunda maneira de escolher a préxima pédgina da Internet a visitar é o que
distingue o PageRank dos outros métodos de busca até entdo formulados. Esta alternativa, geralmente
designada como opg¢do de teletransporte, € a solugdo para o problema que surge quando procuramos o
vetor de Pagerank considerando simplesmente a matriz de distribui¢do por hiperligacdes H.

A opcdo de teletransporte traduz-se numa nova matriz 7' e a consideracio desta matriz em conjunto
com a matriz H faz da nossa rede uma rede fortemente conexa, pois partindo de qualquer pagina ha
sempre possibilidade de visitar no momento seguinte qualquer pagina da rede. A matriz 1" geralmente
¢ construida considerando uma distribui¢ao uniforme, sobre as paginas, da probabilidade de uma pégina
ser escolhida na opcdo de teletransporte. Ou seja, numa rede de n péginas,

1 1 1
n n n
T = : ,
1 1 1
n n n

¢é geralmente a matriz escolhida para representar a possibilidade de teletransporte na rede. No entanto,
a constru¢do da matriz T' poderd ser feita considerando uma distribui¢do mais personalizada, dadas a
impossibilidade de calcular com precisdo a probabilidade de o utilizador se teletransportar de uma pagina
para outra e a vantagem que se ganha em adaptar o método de célculo de rank a casos mais particulares.

A personalizag@o da matriz T' recaird na escolha do vetor estocdstico mencionado na defini¢do assim
construida:

Definicao 1.3.1. Numa rede de n pdginas, onde H é a sua matriz de distribuicdo por hiperligacaes,

definimos a matriz de distribuicdo por teletransporte,
T = teT,

onde e é o vetor coluna de dimensdo n cujas entradas sdo todas iguais a 1 e t é um vetor estocdstico
ndo-negativo de dimensdo n tal que H + te™ > 0.

Se considerarmos que a primeira op¢ao de seguir somente hiperligacdes tem uma certa probabilidade
0 < a < 1 de ser tomada, a op¢ao de teletransporte terd probabilidade 1 — . Mais uma vez, da-
das a impossibilidade do cdlculo de « e a vantagem da personalizacdo, este torna-se no segundo fator
personalizdvel, sendo que inicialmente, para o Google, a = 0, 85 [2].

As escolhas do vetor ¢ e do valor a, que designaremos por vetor e parametro de teletransporte, respec-
tivamente, tém bastante importancia no resultado final do cdlculo do vetor de rank, sendo que contextos
diferentes levardo a escolhas diferentes. Estes dois fatores sdo as pecas necessdrias para a construgdo da
matriz que representa a solucdo procurada por Brin e Page, cuja defini¢cdo € a seguinte.
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Definiciio 1.3.2. Numa rede de n pdginas, com H e T = te! as matrizes de distribuicdo por hiperliga-
coes e por teletransporte, respectivamente, onde t é o vetor de teletransporte e 0 < o < 1 o pardmetro

de teletransporte, definimos a matriz Google,

G=aH+(1-a)T=aH+ (1 - a)te’.

G é uma matriz positiva, pois H + tel > 0, e, sendo que T é sempre estocdstica, G é estocastica
quando H o é. Isto significa que, mesmo que existam componentes desconexas ou a conexao da rede
seja fraca, GG estd nas condi¢cdes do Teorema de Perron-Frobenius (e até mesmo no de Perron). Temos
p(G) = 1, quando G € estocdstica. Logo, neste caso, pela alinea c) do Teorema 1.2.2, o vetor estocéstico
v que soluciona Gv = v existe, é tinico e é um vetor positivo.

Retomando o exemplo da rede desconexa apresentado anteriormente, escolhendo oo = 0,85 e ¢ igual
ao vetor coluna com todas as entradas iguais a %, obtemos

G =0,85 +0,15

O O = O O O
O N O N O O
O O O O O =
O O O O = O
O = O O O O

O = O = O] = O] = O] = O =
O O = O = O = D= D=

|
S S e e S e
N
o
N
o

S o

NN O O O O
O = O = O O = S| = O =
O = O = O = O = S| = O =
O= D= O = O = S| = O =
O = OO = O = OO = O] = OO =
—
—
N N NN
Bl= Bl &= & Bl 0ol
NN NN NN N
Bl— 8|~ B~ &~ w~B|-

uma matriz positiva e estocdstica com vetor de Perron igual a

T
v%[0,17 0,22 0,12 0,17 0,24 0,08] ,

que tomamos como o vetor de PageRank deste caso e que nos da a ordenagdo das 6 paginas por relevan-
cia, sendo que as paginas 1 e 4 estdo empatadas, tal como seria esperado.

1.4 Outras preocupacoes

Na secc¢do anterior, afirmo que a matriz Google GG € estocdstica quando a matriz de distribui¢do por
hiperligacdes H o é, precisamente por /I nem sempre ter esta propriedade.

Nos exemplos apresentados anteriormente, as respectivas matrizes H sdo estocasticas, visto cada pa-
gina ter referéncia a pelo menos uma outra pagina. Porém isso nem sempre acontece, dado existirem
paginas na Internet que ndo t€m nenhuma hiperligacio (paginas que nao estdo completamente descarre-
gadas, por exemplo [1]). Estas paginas nao distribuem a sua importancia para nenhuma outra, formam
nodos na rede que se designam por nodos pendentes (do inglés dangling [1]) e fazem com que o cdlculo
do vetor de PageRank precise de especial atencao.
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Definicao 1.4.1. Num grafo orientado, designamos por nodo pendente qualquer nodo do grafo que ndo
tenha arestas dirigidas a nenhum nodo.

Se considerarmos a rede do primeiro exemplo excluindo a tnica hiperligacdo da pagina 5, esta nova
rede € representada pelo grafo seguinte:

W=

O nodo 5, pela defini¢do anterior, ¢ um nodo pendente e a matriz de distribuicdo por hiperligacdes H
para este exemplo é

O N O O O
o O O O N
o O O O O O

= o O O O

O wWrRw~ O w~ O
WrRw= O O O wk-

0

A matriz H n@o € estocdstica, pois todas as entradas da quinta coluna sdo nulas, e dado que qualquer
matriz Google G construida a partir de H é da forma G = aH + (1 — «)T com T estocdstica e
0 < a < 1, temos que as entradas da quinta coluna de G somam apenas 1 — o < 1. Logo, G também
ndo serd estocdstica.

Tomando valores concretos, escolhendo @ = 0,85 e ¢ igual ao vetor coluna com todas as entradas
iguais a %, obtemos

r1 1 37 9 1 1
40 40 120 20 40 40
3 1 1 1 1 1
120 40 40 40 40 40
1 9 1 1 1 1
G = 40 20 40 40 40 40
3 1 1 1 1 1|
120 40 40 40 40 40
3 9 37 9 1 1
120 20 120 20 40 8
1 1 37 1 1 1
L 40 40 120 40 40 40

e p(G) = 0,643 < 1, portanto, a equagdo Gv = v ndo apresenta solugdo para além da solucéo nula, o
que torna impossivel a obtencdo do vetor de PageRank.

Como vimos anteriormente, como G é sempre positiva, pelo Teorema de Perron-Frobenius, Gv =
p(G)v tem sempre solugdo, esta é tinica e positiva. Se G for estocéstica, p(G) = 1 e a solugdo estocéstica
de Gv = p(G)v é o vetor que procuramos. No caso contrério, em que G ndo é estocdstica, ndo podemos
afirmar o mesmo.

16



Este caso problemdtico, originado pelos nodos pendentes, ¢ mencionado por Brin e Page em [1], sendo
apresentada também (em poucas palavras) uma forma de tratar a sua presenca na rede. Uma interpretagao
desta forma de lidar com os nodos pendentes serd exposta no Capitulo 3.

Assim, a solucdo de Brin e Page para a desconexdo ou a falta de conexdo forte da rede através da apre-
sentacdo do conceito de teletransporte e da constru¢io da matriz Google apenas resulta como pretendido
na auséncia de nodos pendentes.

Este facto podera ser dificil de compreender na leitura do artigo [3], que, apesar de apresentar um caso
com nodos pendentes, afirma que a matriz Google de uma rede é sempre estocdstica, nao relacionando
a presenga destes nodos problemadticos na rede com uma matriz Google resultante ndo-estocéstica e
apresentando, consequentemente, a solu¢do de Brin e Page como uma solugdo universal.

Na exposicdo feita em [4] € mencionado que a presenca de nodos pendentes resulta numa matriz de
distribuic@o por hiperligacdes ndo-estocdstica. No entanto, a constru¢do da matriz Google é também
apresentada como solug@o universal, dado que o artigo se centra na propriedade da nio-negatividade,
ndo exigindo que a matriz Google nem o vetor de PageRank sejam estocésticos.

Em contraste, na exposi¢@o [8], a mencdo feita aos nodos pendentes e ao problema por eles gerado é
acompanhada por uma forma alternativa de lidar com estes nodos.

Uma boa prética na leitura de exposi¢des que ndo mencionam os nodos pendentes ou o problema ge-
rado pela sua presenga na rede poderd ser assumir que a rede nao tem nodos pendentes. No entanto, é
importante tratar com rigor o caso contrario. Em paralelo, existem exposi¢des que mencionam e procu-
ram tratar a rede com nodos pendentes. A andlise de algumas dessas solucdes sera feita no Capitulo 3.

Agora, assumindo que estamos a trabalhar com uma rede sem nodos pendentes, resta-nos uma pre-
ocupacdo: o tempo de cédlculo do vetor de PageRank. Calcular a solug¢do de Gx = z, resolvendo o
sistema de equacdes ou através do polinémio caracteristico, por exemplo, serd um processo praticamente
intermindvel dada a dimensdo da matriz positiva G (no momento de escrita desta dissertacdo, estima-se
existirem 5,38 milhares de milhdes de paginas indexadas na Web [11]).

Os pontos de vista dos Sistemas Dindmicos e Probabilistico, que analisamos na primeira sec¢do, apre-
sentam uma alternativa de cdlculo que se designa por método da poténcia. Veremos como este método se
distingue no célculo do vetor de PageRank por se traduzir num algoritmo passivel de ser lido e compu-
tado eficazmente por um computador e cuja velocidade de aproximacdo da solucdo desejada estd dentro
do praticdvel.

Uma exposicdo mais detalhada sobre este método e algoritmo gerado, a sua consequente aplicacdo a
matriz Google e a demonstracio da eficdcia do mesmo sera feita ao longo do préximo capitulo.
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2 Calculo do vetor de PageRank

Um bom método de ordenagio de paginas por relevancia tem de ter em conta dois fatores: tem de ser
constituido por uma férmula eficaz de atribuicdo de relevancia que garanta a existéncia e unicidade do
ranking das paginas e por uma forma que garanta que o cdlculo deste seja feito em tempo util.

No capitulo anterior, verificdimos que o primeiro fator é satisfeito, assumindo que a rede ndo tem
nodos pendentes. Neste capitulo, verificaremos o segundo fator, explorando o método da poténcia, que
serd analisado de seguida.

A prova de que o método da poténcia pode ser aplicado para o cdlculo do vetor de PageRank serd
apresentada de duas formas: primeiramente fazendo uma exposi¢do baseada nos trabalhos feitos por K.
Bryan e T. Leise em [12] e por A. S. Camargo e A. P. Galves em [13], e depois expondo o ponto de
vista alternativo apresentado por D. F. Gleich em [14]. Ambas as formas t€m como requisito a matriz
Google ser estocéstica, portanto assumiremos, ao longo de todo este capitulo, a ndo existéncia de nodos

pendentes.

2.1 Método da Poténcia

Richard von Mises (19 Abril 1883 - 14 Julho 1953), ndo confundir com o seu conhecido irmao eco-
nomista Ludwig von Mises, foi um matemaético austriaco cujo trabalho contribuiu para o enriquecimento
de diversas dreas da Matematica e da Matemdtica Aplicada, como a Teoria da Probabilidade, a Mecanica
dos Fluidos, a Aerodindmica, entre outras. Para além de matemadtico, também era piloto qualificado,
acabando por leccionar em 1913 o primeiro curso universitdrio sobre Voos Motorizados. Esta qualifi-
cacgdo fez também com que participasse na Primeira Guerra Mundial junto do exército Austro-Huingaro
enquanto piloto e projetista de aeronaves. Foi professor de Collatz em Berlim, antes das politicas nazis
dominarem a Alemanha. Apds isso, decidiu retirar-se do pais e prosseguir como professor em Istambul,
primeiramente, ¢ em Harvard, mais tarde. Mais informacdes sobre a histéria e trabalho de von Mises
podem ser encontradas em [15].

Uma das suas contribui¢cdes mais conhecidas € o método da poténcia, conhecido também como itera-
¢do de von Mises. A apresentacdo do teorema da convergéncia do método requer a definicio seguinte.
Mais sobre o método da poténcia pode ser encontrado no livro [16].

Definicao 2.1.1. Sejam A1, ..., A, os valores proprios de uma matriz quadrada M de dimensdo n. Dize-
mos que \1 é o valor prdprio dominante de M se |\1| > |\;|,i = 2,...,n. Aos vetores proprios de M

associados ao seu valor proprio dominante designamos de vetores proprios dominantes de M.
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Teorema 2.1.1. Seja M uma matriz diagonalizdvel sobre R e com valor préprio dominante. Entdo existe
um vetor w ndo nulo tal que a sequéncia de vetores seguinte, onde ||.|| representa uma norma, converge

para um vetor préprio dominante de M de norma igual a 1:

Muw Mkrw P . . .
(a) w, TAMw]]* " TMFw]]” caso o valor proprio dominante seja positivo

(b) w, (—1)Mw (—1)k MFw

TN Twl] 0 adea]] -+ €450 contrdrio

Demonstragdo. Como M ¢é diagonalizdvel, M tem n vetores proprios linearmente independentes 1, ...,
xy, associados aos valores proprios Ap, ..., A,. Como M possui valor préprio dominante, suponhamos
que os valores proprios estdo ordenados de forma a que A; seja o valor proprio dominante de M. Como
x1, ..., Tn, s80 linearmente independentes, estes vetores formam uma base de R™ e qualquer w pode ser
escrito da forma w = c1z; + cax2 + ... + cpy,. Escolhamos w de forma a que o seu coeficiente c; seja
diferente de 0. Assim,

Mw =c; (Mx1) + co (M) + ... + ¢ (Mxy,)
=C ()\1331) + c2 ()\23?2) + ...+cp ()\nwn)

Por sua vez,
k k
ca (A Cn (A
HMka = cl)\lf Il—l-j 22 o+ — ) z,
C1 )\1 C1 )\1
k k
c2 [ A2 cn [ An
=l ‘ ]+ — | — 2. + — x
‘ 1 C1 /\1 C1 )\1 "
Como A por definicdo é maior em valor absoluto que qualquer outro valor préprio, temos que cada
k k
uma das fragdes 3\\—?, ey % é menor que 1 em valor absoluto. Portanto, cada fragdo i—f) s ey (i—?)

converge para 0 quando k tende para infinito. Posto isto e tomando qualquer um dos casos A; > 0 ou
A1 < 0, temos que a sequéncia correspondente tende para SH;—iH, um multiplo do vetor préprio dominante
x1,0onde s = 1 no caso de c; > 0 ou s = —1 no caso contrério. L]

Notemos que o enunciado do teorema apresenta duas alternativas de sequéncias de vetores e que ambas
utilizam a divisao pela norma. Isto € feito de modo a que a convergéncia esteja garantida no caso do valor
préprio dominante ser um valor negativo e no caso do seu valor em absoluto ser maior que 1.

No caso particular em que o valor proprio dominante € positivo e igual a 1, basta trabalhar com a
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sequéncia w, Mw, ..., MFw, ... e a convergéncia é garantida. Esta sequéncia é a que mais frequentemente
é chamada de método da poténcia ou iteragdo de von Mises na literatura.

A matriz Google, apesar de apresentar um valor préprio dominante, sendo que este € igual a 1, ndo é
necessariamente uma matriz diagonalizdvel. Logo, ndo satisfaz as condicdes do teorema.

Este facto é importante de notar, mas nem sempre o encontramos explicitado na literatura do Page-
Rank. Em particular, a exposi¢do [3] referenciada no capitulo anterior ndo menciona a necessidade da
matriz ser diagonalizavel e com valor proprio dominante para que o método da poténcia funcione, nem
demonstra como este método pode ser aplicado a matriz Google, apesar de apresentar esta aplicacdo
como forma mais eficaz de cdlculo do vetor de PageRank. Ja [4] e [8] mencionam as condi¢cdes ne-
cessdrias para a aplicacdo do método da poténcia, mas ndo indicam que a matriz Google poderd néo as
satisfazer. Estas duas udltimas referéncias apresentam, no entanto, boas exposi¢des de como o método da
poténcia funciona e mostram que a velocidade de convergéncia da iteracdo depende do segundo maior
valor proprio em médulo da matriz (|A2|): quanto mais préximo este estiver de 0, mais rapidamente a
iteracdo convergira.

Em [13], sdo explicitadas de forma clara as condi¢cdes necessdrias para o funcionamento do método
da poténcia e também o facto da matriz Google ndo ser necessariamente diagonalizavel. E também
apresentada uma demonstracio da possibilidade de aplicacdo da iteragdo de von Mises no cédlculo do
vetor de PageRank que ndo possui a necessidade da matriz Google satisfazer as condi¢des usuais do
método. Esta apresentacdo € uma reformulacdo do trabalho originalmente feito em [12].

O artigo [12] € uma das referéncias mais encontradas nas bibliografias dos trabalhos que compdem a
literatura do PageRank. Ao 1é-lo ficamos, ndo sé com uma boa ideia geral do que é o PageRank, mas
também com bastante no¢do dos problemas trazidos pela falta de conexao forte da rede ou pela presenca
de nodos pendentes. Na abordagem que faz ao cdlculo do vetor de PageRank, apesar de nao fazer mengao
a condicdo de matriz diagonalizavel na apresentacdo do que é o método da poténcia, apresenta uma prova
essencial de como € possivel de facto aplicar esta iteracdo a matriz Google.

Apresentaremos, entdo, de seguida, esta prova de que € possivel utilizar a iteracdo de von Mises para
obter o vetor de PageRank, ou seja, de que é possivel encontrar a solu¢io procurada em limy,_,. G*vy,
para um certo vetor inicial vg.

No teorema do método da poténcia qualquer norma pode ser utilizada, daf a sua apresenta¢cdo com uma
norma genérica. A partir daqui iremos restringir o nosso foco a norma-1, que é a norma mais adequada

para utilizar neste contexto, dado estarmos a trabalhar com matrizes e vetores estocasticos. Podemos
relembrar a defini¢do da norma-1 pelo seguinte.

Definicao 2.1.2. Seja v um vetor de dimensdo n. Designamos por norma-1 de v, representado por ||v|

ol =) [0®@)].
1=1

1)
o valor

Utilizando a norma-1, ter limy,_,oo G*vg = v é 0 mesmo que ter limy_, ||[v — G*vp||1 = 0. Sendo v
o vetor de PageRank, precisamos de encontrar um vetor inicial vg a partir do qual consigamos, aplicando
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a iteracdo de von Mises, vy, v1 = Gy, v = Guy, ..., Vp+1 = Gug, ..., uma aproximagdo progressiva a
.

Tenhamos em conta os seguintes resultados.

Proposicao 2.1.1. Seja M uma matriz estocdstica de dimensdo n X n e seja v um vetor de dimensdo n
tal que a soma das suas entradas é nula. Entdo o vetor Mv é tal que a soma das suas entradas é nula.

Demonstracdo. Denotemos as entradas do vetor M v por w® paracadai € {1,...,n}. Queremos provar
que

i w® = 0.
i=1

Dado que

paracadai € {1,...,n} e que
Zm(ij) -1
i=1

paracada j € {1,...,n}, temos

zn: w® = zn: Zn: (m(z’j)v<j>)
=1

i=1 j=1
_ zn: Z": (mii9009)

j=1i=1
m() | = ZU(J’) =0.
1

_ i L)
j=1 b2 j=1

n

Proposicao 2.1.2. Seja M uma matriz estocdstica de dimensdo n X n e seja v um vetor de dimen-
sd@o n tal que a soma das suas entradas é nula. Entdo ||[Mv||; < c||v]

1, com ¢ = maxi<j<n |l —
2min1§i§n m(”)] < L

Demonstra¢do. Continuando com a notagado introduzida na proposi¢ao anterior, temos

2ol =Y w®
i=1

21



Se v for o vetor nulo, entdo ||[Mwvl||; = c||v||; = 0, para qualquer constante c¢. Suponhamos agora que
v ndo é o vetor nulo. Sem perda de generalidade, consideremos que as s primeiras entradas de Mwv sdo
positivas ou nulas e que as restantes n — s sdo negativas. Como, pela proposi¢do anterior, a soma das
entradas de Mv € nula, existem entradas com sinais opostos, pelo que s # n. Assim,

zn:‘wm :iw(iL zn: w®
=1 i=1

i=s+1

DR ILIED 3p T

i=1 j=1 1=s+1 j=1

S S @ ) S (0@ S )
2\ P
j: :

j=1 i=s+1

Eo - 2)

1=s+1

Definamos a grandeza
S n
¢V = Zm(ij) _ Z mlid)
i=1 i=s+1

E facil perceber que —1 < ¢\9) < 1 para cada j € {1,...,n}. Estudando os valores extremos de g,
temos que o maior valor de ¢\ é encontrado quando s = n — 1 e o menor valor é encontrado quando

s = 1. No primeiro caso,

q(j) = (1 — min m(ij)> — min m™ =1 -2 min m®.
1<i<n 1<i<n 1<i<n
No segundo caso,
q(j) = min m®) — (1 — min m(ij)> = —1+42 min m®.
1<i<n 1<i<n 1<i<n

Assim,

—1< =142 min m® < q(J) <1-2 min m®™ <1 @‘q(j)‘ < '1 — 2 min m¥)|.
1<i<n 1<i<n 1<i<n

Temos, portanto,

Z’w v gl) < 3 ‘Umq(j)’:Zn:’v<j>Hq(j>’_
_1 j=1

Considerando

1 —2 min m(”)

¢ = max q(J) = max min

1<j<n 1<j<n
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temos

J=1

S [0][a] < 3o e = e 3 p] = ol
J=1 j=1

Proposicao 2.1.3. Seja M uma matriz estocdstica de dimensdo n X n e seja v um vetor de dimensdo
n tal que a soma das suas entradas é nula. Entdo ||M*v||; < c*||v||1, para todo o k € N, com

C = Maxj<;j<n |1 -2 minlgign m(”)\ < 1.

Demonstracdo. Primeiramente, precisamos de mostrar que M*~1v é um vetor tal que a soma das suas
entradas € nula. Tomemos d = k — 1. Por indugéo em d, para d = 1 é verdade pela Proposicédo 2.1.1.
Suponhamos que € verdade para d — 1. Como

My = M <Md’1v> ,

pela Proposicio 2.1.1 e pela hipétese de indugio, M%v é um vetor tal que a soma das suas entradas é
nula. Provemos agora, por indugdo em k, que

[[arko]| < e poll, -
Para k = 1 € verdade pela Proposicédo 2.1.2. Suponhamos que € verdade para k — 1. Assim,
[t = o () o] <) <
O

Relembremos que ao longo deste capitulo assumimos a nfo existéncia dos nodos pendentes na rede,
isto é, que a matriz Google € estocdstica. Assim, a matriz Google encontra-se nas condicdes das propo-
si¢des anteriores.

Na secg@o 1.1 do capitulo anterior, na abordagem aos pontos de vista dos Sistemas Dindmicos e
Probabilistico, considerou-se para vetor inicial da iteracio, vy, o vetor que reflete a igual relevancia das
paginas da rede no estado inicial ou, por outras palavras, que reflete a igual probabilidade das pdginas
serem visitadas no momento inicial. Isto €, sendo n o nimero de nodos da rede, o vy considerado foi o
vetor de dimensdo n cujas entradas sdo todas iguais a % Este vetor € estocdstico e positivo.

O teorema seguinte mostra que qualquer vetor estocastico e positivo podera ser escolhido como vetor
inicial da iteracdo de forma a obtermos como limite o vetor de PageRank pretendido.
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Teorema 2.1.2. Seja G uma matriz Google de dimensdo n e seja v o seu vetor de PageRank. Seja vy um

vetor de dimensdo n, estocdstico e positivo. Entdo:

v = lim GFuy.
k—o00

Demonstracdo. Sendo que v e vy sdo dois vetores estocdsticos e positivos, temos que

[olly = llvoll, = 1.

Sendo u = v — vy, temos que o vetor u satisfaz

3w o,
=1

Pela Proposicdo 2.1.3,
0< HG%H < jull; .
1

Tomando o limite em k, temos limy_,~, ¢ = 0, pois 0 < ¢ < 1, e limy_,»c 0 = 0. Portanto, pelo
Teorema das Sucessdes Enquadradas,

lim HG%H —0.
k—oo 1
No entanto,

lim HGkuH1:O<:> lim HGk(v—vo)leO

k—o0 k—o00

& lim G* (v —vg) =0

k—o00

& lim GFv — GFoy =0
k—o0

& lim v — GFoy =0
k—o0

& lim v — lim GFup=0
k—o00 k—o00

< v — lim Gkvo =0« v= lim Gkvo.
k—o00 k—o00
]

Concluimos assim que a iteracdo de von Mises pode ser usada na matriz Google GG para encontrar o
vetor de PageRank.

No entanto, é importante notar que a matriz G € uma matriz positiva com dimenséo n igual ao nimero
de péginas indexadas na Web. O que implica que cada iteragio com G envolva O(n?) multiplicacdes
e somas, sendo que n se estima ser superior a 5,38 milhares de milhdes [11]. Felizmente, € possivel
reduzir muito substancialmente o nimero de cdlculos em cada iteracao.

Tendo por hipétese a matriz Google G = aH +(1—a)T,com H e T = te’ as matrizes de distribui¢io
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por hiperligacdes e por teletransporte, respectivamente, ¢ o vetor de teletransporte e o 0 pardmetro, e v
um vetor estocéstico de dimensdo n, a iteragdo Gv equivale a aHv + (1 — «)t, dado que, por v ser
estocdstico e pelo facto do produto entre uma matriz estocdstica e um vetor estocdstico resultar num
vetor estocdstico, T'v = t. Esta equivaléncia simplifica significativamente os cdlculos em cada iteracéo,
visto que as matrizes de distribuicao por hiperliga¢des sdo matrizes esparsas, tendo em conta que cada
pagina possui em média menos de 15 hiperliga¢des [17]. Um algoritmo mais facil de computar pode,
assim, ser feito com base na iteragdo centrada na matriz H.

Outro fator importante num algoritmo € a apresentacdo de uma condi¢cdo de paragem. Na condi¢cdo
classica, devera escolher-se uma tolerancia ao erro, €, € comparar-se a distancia entre o vetor resultante
de cada iteracdo e o da sua anterior. Quando a distancia for menor do que ¢, a iteracdo acaba. Esta
condicdo permite que o rank das paginas da rede seja calculado por um computador num niimero finito
de iteragdes.

Posto isto, é construido o algoritmo esperado para a obtengdo de uma aproximagdo suficientemente
satisfatoria do vetor de PageRank da rede, que indicard o desejado ranking de todas as piginas.

Definicao 2.1.3. Seja H uma matriz de distribuicdo por hiperligacdes de uma rede de n pdginas. Sejam
t estocdstico de dimensdo n o vetor de teletransporte e 0 < a < 1 o pardmetro de teletransporte. Seja
€>0 a tolerdncia ao erro. Seja vy de dimensdo n o vetor inicial. Definimos um método de iteracdo para

o cdlculo do ranking das pdginas da rede pelo seguinte algoritmo:

Algoritmo 1: Algoritmo de aproximagdo ao PageRank
v ¢~ aHvg+ (1 —a)t
6 + [lvr = voll;
k<1
while 6 > ¢ do
Vg1 ¢ aHuog + (1 — )t
6 [vk+1 — villy
k+—k+1
end while

O teorema anterior demonstra que o algoritmo converge para o vetor de PageRank sempre que o vetor
inicial vy escolhido for estocdstico e positivo. Na proxima seccao, demonstraremos 0 mesmo para dois
vetores iniciais especificos.

Medindo a distancia entre vetores através de uma norma, dizemos que dois vetores estdo préximos
quando existe uma diferenca pequena entre eles entrada a entrada. Isto significa que o uso da condi¢do
de paragem presente no algoritmo, para além de limitar o nimero de iteracdes feitas pelo computador e,
por sua vez, o tempo necessdrio para o calculo do ranking, ndo desvirtuard gravemente o resultado obtido
em comparacdo com o do vetor de PageRank, sempre que é escolhido um valor de € apropriado.

Em 1998, na apresentacdo do método feita em [1], Brin e Page estimaram que a rede seria constituida
por 75 milhdes de paginas (sendo 24 milhdes ndo pendentes) ligadas por 322 milhdes de hiperliga¢des,
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que o célculo de cada iteragdo demoraria 6 minutos, determinando o PageRank em 5 horas, e que apenas
precisariam de 52 iteracdes no total. O controlo da quantidade de iteracdes e do tempo necessario para
as fazer é importante também para que o cdlculo do ranking seja feito com frequéncia de modo a que se
mantenha o mais atualizado possivel, dada a constante mutacdo da Web.

2.2 A alternativa de Gleich

No artigo [14], Gleich comeca por transformar o problema de célculo de vetores préprios associado a
descoberta do vetor de PageRank num sistema linear.

Consideremos G = oH + (1 — a)te’ uma matriz Google de uma rede de n paginas, em que H é a
matriz de distribui¢do por hiperligagdes, ¢t é o vetor de teletransporte e o o pardmetro de teletransporte.

Podemos transformar o problema habitual Gz = x da seguinte forma, tendo em conta que z > 0 e

ele=1:

Gm:az{:}(aH%—(l—a)teT):c:x
saHr+(1—a)telz =2
s(l-a)tefs=2—-aHr o (1-a)t=I - aH)x,

onde I € a matriz identidade de ordem n. Ou seja, o nosso foco agora serd resolver o sistema linear
(I — aH)z = (1 — a)t, ao qual chamaremos de sistema PageRank.
Tenhamos agora em conta a seguinte defini¢do.

Definicao 2.2.1. Seja M uma matriz quadrada de dimensdo n da forma M = sI — N, onde N > 0 e
s > p(N). Entdo M diz-se ser uma matriz-M.

E ficil perceber que I — oH é uma matrizMem que s = 1, N = aH > 0el > o = p(aH).
A transformagdo do problema no sistema linear (I — aH)x = (1 — «)t, sabendo que I — o H é uma

matriz-M, indica-nos que a solug@o z existe, € tinica e z > 0, se tivermos em conta o teorema seguinte.

Teorema 2.2.1. Seja M uma matriz quadrada de dimensdo n cujas entradas ndo pertencentes a diagonal

principal sao ndo-positivas, isto é, m;; < 0 sempre que i # j, para i,j € {1,...,n}. Sdo equivalentes:
(a) M é uma matriz-M

(b) M é invertivel e M~ > 0

Demonstracdo. Cf. [18], Teorema 5’. ]

Em 1958, K. Fan mostrou pela primeira vez a equivaléncia anterior [ 18], dando o mote a caracterizacio
da classe das matrizes-M. Na verdade, o teorema 2.2.1 é um coroldrio do teorema 5’ de Fan, que engloba
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apenas a equivaléncia que necessitamos. O teorema original tem 8 alineas e a sua demonstragdo recorre
a apresentacio e demonstragao de seis outros resultados. Por esta razao, ndo se incluiu nesta exposicao.

Duas abordagens diferentes na determinacdo da classe das matrizes-M sd@o sugeridas por este teorema:
por um lado, podemos pensar na classe das matrizes ndo-negativas invertiveis e determinar que inversas
dessas matrizes sdo matrizes-M; por outro lado, podemos pensar na classe das matrizes com diagonal
principal positiva e restantes entradas nao-positivas e determinar quais destas matrizes t&€m inversa nao-
negativa.

E importante mencionar que o trabalho realizado por Perron e Frobenius no 4mbito da teoria das
matrizes ndo-negativas teve um papel essencial nos desenvolvimentos de outros matemadticos que for-
maram a teoria das matrizes-M. Assim, mesmo que vejamos o PageRank desta nova perspectiva trazida
pelas matrizes-M, Perron-Frobenius acaba sempre por ocupar o seu lugar. Isto é mencionado por R. J.
Plemmons [19], que também apresenta um conjunto de caracterizacdes das matrizes-M invertiveis num
teorema com 40 condi¢des. Anos mais tarde, Plemmons junta-se a A. Berman e juntos escrevem o livro
[20], reunindo desta vez 50 condi¢Oes equivalentes a uma matriz ser uma matriz-M invertivel, sendo que

a propriedade da nao-singularidade com inversa ndo-negativa corresponde a 38°

Ap6s apresentar o PageRank desta nova perspectiva, Gleich demonstra, de uma forma alternativa a
apresentada na seccdo anterior, que o método da poténcia pode ser aplicado neste contexto, caracteri-
zando no teorema seguinte os erros apds k iteragdes do Algoritmo 1 e tomando dois vetores iniciais
diferentes.

Para a demonstracio do teorema, precisamos trabalhar com a norma-1 matricial. Tenhamos em conta
a seguinte definicao.

Definicao 2.2.2. Seja M uma matriz quadrada de dimensdo n. Designamos por norma-1 de M, deno-
tando por || M |

1» 0 valor

n
||M]], = s 1 |mj) -
1=

Esta defini¢do € apresentada no Exemplo 5.6.4 do subcapitulo 5.6 do livro [6]. Neste exemplo, Horn e
Johnson demonstram que a norma-1 assim definida corresponde a norma induzida pela norma-1 vetorial.
Também demonstram, no Teorema 5.6.2 presente no mesmo subcapitulo, que qualquer norma induzida
por uma norma vetorial satisfaz as condi¢des de norma matricial. Logo, a defini¢do anterior corresponde
a uma norma matricial.

Pela defini¢do, a norma-1 de uma matriz corresponde ao valor mdximo entre as normas-1 dos vetores

que compdem as colunas da matriz.
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Teorema 2.2.2. Seja H uma matriz de distribuicdo por hiperligacées de uma rede de n pdginas. Sejam
t estocdstico de dimensdo n o vetor de teletransporte e 0 < o < 1 o pardmetro de teletransporte. Seja

v o vetor de PageRank. Apos k iteragcdes do Algoritmo 1, sdo verdadeiras as afirmacdes:

(a) sevg =t, entdo
o —vell, < [lv— |, @* < 20

(b) se vg = 0, entdo o vetor de erro v — vy, > 0, para qualquer k, e

lo = vklly = e (v =) = o

Demonstracdo. (a) Dado que v € solugdo do sistema (I — aH)x = (1 — «) t, temos que

v=aHv+(1-a)t.

Pelo Algoritmo 1, temos
vp = aHvp_1 + (1 — a)t.

Assim,

[lv —vi||1 = ||aHv+ (1 — a)t — (aHvgp—1 + (1 — a)t)|1
= |laHv — aHvk_1||1
= [laH (v —vp1)[[a

< ol[H[llv = vp—al]1-
Como ||H||; = 1, obtemos a desigualdade
v = vrl] < o — vl -
Da mesma forma obtemos as sucessivas desigualdades
o = ve—1lly < aflv —ve-ally, - [[v = v1]ly < aflv —voll; -

E, portanto,
k
v = villy < o [[v—woll; .

Supondo que vy = t, dado que v e ¢ sdo dois vetores estocdsticos positivos, ||v — t||; é no maximo

igual a 2. Logo, provamos as desigualdades

o = well, < IJo — tl], o* < 20*.
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(b) Dado que v = aHv + (1 — «) t, temos que v é um ponto fixo da fungéo
f(z) =aHz+ (1 —a)t.

Pelo processo iterativo correspondente ao Teorema do Ponto Fixo, temos que, para cada k, f*(v) =

v, 1sto €,
oFHM Y + P THM Y (1 — o)t + P 2H 2 (1 — o)t + .+ (1 — )t =w.
Por outro lado, supondo que vy = 0, pelo Algoritmo 1, obtemos
vp=c" TH Y1 —a)t+ P 2H 2 (1 —a)t+ ..+ (1 — a)t.
Assim, v — v, = o HFv > 0, paracada k, e
-l = ], ] o

dado que H*v é sempre um vetor estocdstico e é ndo-negativo.
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3 Formas de lidar com os nhodos pendentes

Relembrando o exemplo da rede com um nodo pendente apresentado na secc¢io 1.4 do Capitulo 1,

1 1 37 9 1
40 40 120 20 40
37 1 1 1 1
120 40 40 40 40
1 9 1 1 1
G- |% 20 20 20

3 1 1 1 1
120 40 40 40 40
37 9 37 9 1
120 20 120 20 40
1 1 37 1 1
L 40 40 120 40 40

S S e S e

aplicar a iteracdo de von Mises usual & matriz ndo estocdstica G, isto &, calcular vy, Gvg, G?vy, ... a partir
de qualquer vetor inicial vg, resulta numa aproximacgao ao vetor nulo, o que é coerente com o facto de
p(G) < 1, tal como mencionado anteriormente.

Se, por outro lado, utilizarmos a iteragdo correspondente a alinea (a) do Teorema 2.1.1, obtemos uma
aproximag@o ao vetor estocéstico que soluciona Gz = p(G)x, que serd o vetor

T
gm[o,ml 0,110 0,111 0,110 0,420 0,088} .

No primeiro caso, ndo obtemos qualquer tipo de ranking das paginas da rede. No segundo, obtemos
um vetor estocastico e positivo, tal como queremos que o nosso vetor de ranking seja, mas que ndo é
solucdo da equagdo Gx = .

Em todo o caso, podemos novamente afirmar a impraticabilidade do cdlculo de cada iteracdo com a
matriz Google originada pela Web, por esta ser positiva e ter uma dimensao extraordinariamente grande,
tal como foi observado no caso sem nodos pendentes.

E importante, entfio, questionar o que deve ser feito quando existem nodos pendentes na rede e avaliar
as solugdes que encontramos nas exposicdes sobre o PageRank que tratam este caso com mais rigor, tais
como as de D. F. Gleich [14] e de M. Bianchini, M. Gori e F. Scarselli [21], ndo esquecendo a solucdo

trazida pelos proprios criadores do método, Brin e Page, apresentada desde logo em [1].

3.1 Pseudo-PageRank

Na literatura sobre o PageRank em que existe distingdo entre o tratamento das redes com e sem no-
dos pendentes, ¢ comum a utilizagdo do termo pseudo-PageRank para designar o caso em que estes
nodos estdo presentes, ficando assim o uso do termo PageRank apenas para o caso em que ndo estao.
Esta distin¢do facilita a leitura das exposi¢cdes que apresentam o cdlculo do PageRank nas redes sem
nodos pendentes como uma solugdo global, podendo estas manter o uso do termo PageRank e ficando
subentendido que o caso exposto € o mais simples.
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A distincdo entre termos surge com defini¢des proprias do problema de pseudo-PageRank segundo
vdrias perspectivas, tal como acontece nas vdrias apresentacdoes do PageRank. Em paralelo com a pers-
pectiva apresentada no capitulo anterior do problema de PageRank, Gleich também apresenta em [14]
o problema do pseudo-PageRank com a constru¢cdo de um sistema linear. Antes de o apresentarmos,

tenhamos em conta a seguinte defini¢éo.

Definicao 3.1.1. Uma matriz quadrada diz-se sub-estocdstica se for ndo-negativa e as entradas de cada
uma das suas colunas somarem no mdximo 1. Um vetor diz-se sub-estocdstico se for ndo-negativo e as

suas entradas somarem no mdximo 1.

De referir novamente que, no caso da presenca de nodos pendentes na rede, a matriz de distribui¢do
por hiperligacdes ndo serd estocdstica, pois possuird (uma ou mais) colunas que somam 0. Esta matriz
serd, no entanto, sub-estocéstica e serd denotada por H.

Tendo, entio, uma matriz de distribui¢io por hiperligacdes sub-estocdstica H, Gleich apresenta o
sistema linear (I — aH)z = f,em que 0 < a < 1 é o pardmetro de teletransporte e f é um vetor
ndo-negativo. Chamaremos a este novo sistema linear de sistema pseudo-PageRank.

Nas primeiras defini¢cdes de pseudo-PageRank, como a que encontramos em [22], € comum encontrar
(I — aH)Z = (1 — ) f. Na minha exposi¢io, manterei a igualdade a f de Gleich, mas veremos como
estas defini¢cdes sdo equivalentes.

Aqui a solugfio continua a ser existente e tinica, pois I — oH é ainda uma matriz-M nas condi¢des do
Teorema 2.2.1, e a esta solucdo Z d4-se o nome de vetor de pseudo-PageRank.

N3ao podendo aplicar a teoria das matrizes estocdsticas, apesar do vetor de pseudo-PageRank existir
e ser Unico, ndo podemos garantir ser um vetor probabilistico. No entanto, a ordenacio das suas entra-
das podera sempre servir como um ranking das paginas da rede, mesmo nfo existindo a interpretacdo
probabilistica garantida no caso do PageRank.

A forma mais eficiente de encontrar este vetor € através da aplicacdo de um algoritmo baseado no
método da poténcia. Neste caso, a adaptacdo do Algoritmo 1, apresentado no capitulo anterior como
método de aproximacgdo ao vetor de PageRank, serve eficazmente para nos aproximarmos do vetor de
pseudo-PageRank.
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Definicdo 3.1.2. Seja H uma matriz de distribuicdo por hiperligacées de uma rede de n pdginas
(com nodos pendentes). Sejam f um vetor ndo-negativo e ndo-nulo de dimension e ) < a < 1 o0
pardametro de teletransporte. Seja €>0 a tolerdncia ao erro. Seja vy de dimensdo n o vetor inicial.

Definimos um método de iteracdo para o cdlculo do ranking das pdginas da rede pelo seguinte algoritmo:

Algoritmo 2: Algoritmo de aproximagao ao pseudo-PageRank
01— aHug + f
6 [|v1 — o1
k1
while 6 > ¢ do
V1 — aHop + f
6 [[Ok+1 — |1
k+—k+1
end while

Ap6s a adaptacdo do Algoritmo 1 ao sistema pseudo-PageRank, basta adaptar também o Teorema
2.2.2 para provar que o Algoritmo 2 é de facto um algoritmo eficaz na aproximagao da solucio pretendida

tomando dois vetores iniciais diferentes.

Teorema 3.1.1. Seja H uma matriz de distribuicdo por hiperligacoes de uma rede de n pdginas (com
nodos pendentes). Seja f um vetor ndo-negativo e ndo-nulo de dimensdon e 0 < o < 1 o pardmetro de
teletransporte. Seja v o vetor de pseudo-Pagerank. Apos k iteragcées do Algoritmo 2, sdo verdadeiras as

afirmagoes:

(a) se vy = ﬁf, entdo

o _ 1 k 2 k
— < J <
18—l < 17— —=— flha* < ] |flha

(b) se vy = 0, entdo o vetor de erro v — vy, > 0 para qualquer k e
(

17— Bl = " (8 — k) < |[o]]10"
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Demonstragdo. (a) Similar & demonstragio da alinea (a) do Teorema 2.2.2, tendo em conta que || H||; =

1eque ||t — = f|1 é no mdximo 2|1

(b) Similar 2 demonstracio da alinea (b) do Teorema 2.2.2, tendo em conta mais uma vez que || H||; = 1
e que ||[H"ol[y < |[H*||1[|o|ly = [|H]If]|0][x = ||9]]1.
OJ

Este teorema prova a eficicia do Algoritmo 2 na aproximacdo ao pseudo-PageRank, dado que nos
dois casos do teorema a distancia entre a solucdo e o vetor resultante da k-ésima iteracdo fica limitada
superiormente por um valor que tende para 0 a medida que k tende para infinito.

Tomando novamente o exemplo apresentado da rede com um nodo pendente e tomando o« = 0,85 e

I

=i § b

o=
o=

o vetor de pseudo-PageRank neste caso é

T
v~ 0,054 0,040 0,042 0,040 0,118 0,037] ;

que pode ser encontrado resolvendo diretamente o sistema linear de 6 equagdes ou apds 10 iteragdes do
Algoritmo 2 tomando como vetor inicial vg = ﬁ fee=10"*, por exemplo.

Ignorando o facto deste vetor ndo ser estocastico, podemos observar como ficaria o ranking das paginas
da rede se tomdssemos a ordem decrescente dos valores das entradas deste vetor. As paginas 2 e 4
ficariam empatadas, como seria de prever, e o ranking das paginas em geral nio € descabido. O pseudo-
PageRank ja nos dd uma ordenagdo por relevancia aparentemente justa, apenas fica a faltar a interpretacdo
probabilistica por este ndo ser estocdstico.

A maior parte das solugdes para o tratamento dos nodos pendentes passam por transformar o problema
de modo a obtermos matrizes estocdsticas e, como consequéncia, um vetor final estocastico. Uma solu¢do
deste género também é apresentada por Gleich.

Teorema 3.1.2. Seja H uma matriz de distribuicdo por hiperligacées de uma rede de n pdginas (com

nodos pendentes). Seja f um vetor ndo-negativo e ndo-nulo de dimensdon e 0 < o < 1 o pardmetro de

f

teletransporte. Seja v o vetor de pseudo-PageRank. Seja t = T € sejav = 2

o]l

Entdo v é o vetor de

PageRank do problema de PageRank que gera o sistema
(I —aH)z=(1-a)t
com H = H + tc”, onde c = eI’ — e H > 0 é um vetor de correcdo que garante que H é estocdstica.

Demonstracdo. Notemos, primeiramente, que ¢ € um vetor estocatico, dado que f € ndo-negativo e ndo-

nulo. H também € estocdstica, dado que

eTH=e"(H+tc")=e",
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pela definicdo de H, por t ser estocdtico e pela definicdo de ¢ > 0. Para além disso, 0 < a < 1 por

defini¢do, logo podemos afirmar que estamos na presenca de um problema de PageRank e que o sistema
(I —aH)z=(1—-a)t
é um sistema PageRank vélido. Seja, entdo, v a solug@o deste sistema. Pela defini¢do de H e denotando

aclv+ (1 —a)

T

obtemos

(I—aHw=0-a)te (I-aH—atchv=(1-a)t
s v—aHv—atchv=(1-a)t
s v=aHv+atcv+ (1 —a)t
s v=aHv+~f
sSv—aHv=~f
& (I —aH)v=~f.

Dado que (I — aH)v = f, por v ser o vetor de pseudo-PageRank, obtemos
(I —aHyv=vf (I—-aH)v=~I-aH)v < v="b.
Como v é vetor de PageRank, ||v||; = 1. Assim,

Iholly =14 [k =lollT"

v
12

Logo, v = e concluimos a demonstracao. O

[1

Este teorema prova que € possivel transformar qualquer problema de pseudo-PageRank inicial num
problema de PageRank cuja solucdo, isto é, o vetor de PageRank, seja a transformacgdo do vetor de
pseudo-PageRank num vetor estocdstico pela forma habitual da divisdo pela norma. Isto indica-nos que
a ordenacdo obtida pelo vetor de pseudo-PageRank pode ser, de facto, tomada como ranking das paginas,
bastando normaliza-lo para o transformar num vetor probabilistico solu¢do do problema de PageRank
associado.

Fazendo as contas para o caso do nosso exemplo, continuando com os valores de « ¢ f considerados
anteriormente, o vetor ¢ e o vetor de correcio serdo

T

T
t=[t L3ttt e=fo0o 0010,

<[
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e a matriz H sera

O wWFWw— O w~ O
O N O O O
O O O O N
O = O O O O

W=w= O O O wi-
O = O = = O = S| = O =

Neste caso, a 5% coluna de H sugere que interpretemos os nodos pendentes como nodos com hiper-
ligacdes para todos os nodos da rede (em oposicdo a ndo apresentarem nenhuma hiperligacdo). Esta
interpretacdo € apresentada como solugdo por A. Ng et al em [23], por S. Kamvar et al em [24], por
N. Eiron et al em [25] e também por D. Austin em [8] e pode ser justificada pensando que, quando um
navegador se encontra numa pagina sem hiperligacdes, a sua tinica op¢do para continuar a navegacao
serd escolher de forma aleatdria uma das pédginas da rede, teletransportando-se para essa escolha.

E, assim, o vetor que soluciona o problema de PageRank gerado é

T
v~ ]0,163 0,122 0,127 0,122 0,355 0,111] :

v
> ol
ranking das 6 paginas em que a 5% corresponde a um nodo pendente: 5, 1, 3,2 e 4, 6. A 5" pagina € a

que corresponde exatamente a normaliza¢do do vetor de pseudo-PageRank . Concluimos com o

mais relevante.

3.2 Outras formas

Na sec¢do anterior, vimos uma maneira de transformar um problema de pseudo-PageRank num de
PageRank, que estd associada a uma reinterpretagdo dos nodos pendentes. Outras formas de lidar com
estes nodos também passam por repensar a rede e a construg¢ao da matriz de distribuicao por hiperligagcdes
de forma a que esta seja sempre estocdstica. Alguns exemplos serdo discutidos nesta seccao.

O primeiro exemplo € a solucao apresentada por Bianchini, Gori e Scarselli [21], que sugerem a adi¢ao
a rede com nodos pendentes de um nodo falso que se auto-referencie e arestas falsas que se dirijam dos
nodos pendentes existentes na rede para este novo nodo, de forma a que a rede se transforme numa sem
nodos pendentes. Chamemos a esta nova rede a rede estendida da rede com nodos pendentes. A matriz de
distribui¢@o por hiperliga¢des desta nova rede é uma extensio da matriz de distribuicao por hiperligacdes
da rede original e pode ser definida da forma seguinte.
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Definicdo 3.2.1. Seja H uma matriz de distribuicdo por hiperligacées de uma rede de n pdginas (com
nodos pendentes). Definimos a matriz de distribuicdo por hiperligacoes da rede estendida, H, 1, de
dimensdo (n + 1) x (n + 1), dada por

H 0

H:
TR 1

Y

onde R é uma matriz de dimensdo 1 x (n + 1) cujas entradas das colunas correspondentes a nodos

pendentes sdo iguais a 1 e as restantes sdo nulas.

A matriz de distribui¢do por hiperligacdes da rede estendida é sempre estocdstica e podemos entao,
a partir dela, obter o ranking das paginas da rede estendida tratando o caso como um problema de
PageRank normal. O ranking das pdginas da rede original (com nodos pendentes) corresponderd a este
ranking ignorando apenas a posi¢do do nodo falso adicionado.

Aplicando esta solug@o ao nosso exemplo de rede com um nodo pendente, obtemos a matriz

[0 0 2 3 0 0[0]
£ 00000/0
02 0000|0
Hya=|3 00 00 0]0
5354010
00 % 000/0
L0 0 0 01 0[1

Escolhendo oo = 0, 85, ¢ igual ao vetor coluna com todas as entradas iguais a %, e=10"%ewvy =1,
por exemplo, aplicando o Algoritmo 1, apés 10 iteracdes obtemos

T
v~ 10,046 0,035 0,036 0,035 0,101 0,031 0,715| .

Esta aproximacao ao vetor de PageRank sugere a seguinte ordenacdo dos nodos da rede estendida: 7,
5,1,3,2e4, 6. Ignorando o nodo extra, obtemos o ranking das paginas da rede: 5, 1, 3, 2 e 4, 6, igual
ao ranking obtido na seccdo anterior com a solucdo de Gleich.

O segundo exemplo de como podemos lidar com os nodos pendentes passa também por transformar
a matriz de distribui¢do por hiperligagcdes fazendo a seguinte reinterpretacao da experiéncia de um utili-
zador da Web: ao navegarmos na Internet, podemos escolher a préxima pédgina a visitar seguindo uma
hiperligacdo existente na pdgina, sendo que no caso de ndo existir nenhuma hiperliga¢do voltamos a pé-
gina que visitdimos anteriormente, ou simplesmente considerando novamente todas as paginas da rede e
escolhendo uma delas. Isto significa que o utilizador, ao deparar-se com uma pagina "nodo pendente",
tem a opc¢do de clicar no botdo *Voltar’ e regressar a pagina anterior. E assim, é como se essa pagina
tivesse hiperligacdes para todas as paginas que t€m hiperligacdes para ela.
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Transcrever isto numa nova matriz de distribui¢do por hiperligacdes é considerar a seguinte defini¢éo.

Definicdo 3.2.2. Seja H uma matriz de distribuicdo por hiperligacdes de uma rede de n pdginas (com
nodos pendentes). Definimos a matriz de distribuicdo por hiperligacdes com opcdo ’Voltar’, Hy, de
dimensdo n X n, dada por

Hy=H+YV,

onde V é uma matriz n X n cujas entradas sdo definidas por
1

m;
Vi=1 " -
0, caso contrdrio

se j for nodo pendente e a pdgina i apresentar uma hiperligacdo para a pdgina j

ondei,j € {1,...,n} e, para cada j, m; é a quantidade de pdginas da rede que se referem a pdgina j
através de hiperligacades.

Tal como no exemplo anterior, a matriz de distribui¢do por hiperligacdes com opcao *Voltar’ € sempre
estocdstica e, através dela, ficamos na presenca de um problema de PageRank.
Aplicando esta solu¢@o ao nosso exemplo de rede com um nodo pendente, obtemos a matriz

003 3 %0
1 1
g(1)00§0
0o 00 1L o0
HV:l2 ?
3 )9 050
3 2 3 3 01
0 0 5 0 5 0

1

Escolhendo o = 0, 85, ¢ igual ao vetor coluna com todas as entradas iguais a ¢, € = 107%evg =t,

por exemplo, aplicando o Algoritmo 1, apés 11 iteracdes obtemos

T
v~ |0,171 0,128 0,134 0,128 0,321 0,117] :

do qual deduzimos o ranking das paginas da rede: 5, 1, 3, 2 e 4, 6, exatamente igual ao ranking obtido
pelas duas solucdes apresentadas anteriormente.

N. Eiron, K. S. McCurley e J. A. Tomlin discutem em [25] vérios exemplos de solu¢des de como lidar
com os nodos pendentes, incluindo os dois exemplos anteriores, ¢ o da sec¢do 3.1, que ja foi referido.
A par do primeiro exemplo desta seccdo, Eiron et al apresentam também a alternativa de se considerar a
auto-referenciacdo em todos os nodos da rede.

Outras solucdes mais extremas presentes na literatura sdo a adicdo de hiperligacdes aos nodos pen-
dentes de forma totalmente personalizdvel [26] [27] e a remocdo completa destes nodos da rede [27].
Discutiremos esta dltima abordagem na préxima secgao.
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3.3 Uma interpretacao da solucao de Brin e Page

Brin e Page apontam desde logo, de uma forma explicita, mas muito breve, os nodos pendentes como
um problema do PageRank [1]. No pardgrafo dedicado aos nodos pendentes, explicam o que estes nodos
s@0 e uma razao da sua existéncia em grande escala na rede. Também explicam, em pouco detalhe, como
estes nodos poderdo ser tratados: "(...) we simply remove them from the system until all the PageRanks
are calculated. After all the PageRanks are calculated, they can be added back in (...)", mencionando
posteriormente também o facto do vetor final obtido ndo estar normalizado.

A falta de detalhes do procedimento apresentado faz com que esta solucdo seja pouco mencionada
nas exposicdes que encontramos sobre o PageRank. De todas as que menciono ao longo deste capitulo,
apenas 3 fazem referéncia as palavras de Brin e Page sobre os nodos pendentes.

Farei a minha interpretacao da solucio e mostrarei a mesma através do exemplo de rede com um nodo
pendente que tem sido usado neste capitulo.

Recordemos a matriz de distribui¢do por hiperligacdes do exemplo:

1 1

00 3% 200
$ 00000
1

F_10 20000
£ 00000
5 2 3 201
00 £ 0 0 0]

Notemos que remover simplesmente o 5° nodo da rede, o nodo pendente, ndo nos devolve uma matriz
de distribui¢do por hiperligacdes estocastica, pois o 6° nodo torna-se um nodo pendente. A remog¢do
de nodos pendentes terd de ser feita de forma sucessiva até que nenhum nodo se torne pendente. Neste
exemplo, isto implica a remog¢ao sucessiva dos nodos 5, 6 e 4, o que resulta nas seguintes matrizes de
distribuicd@o por hiperligacdes:

00 3 10
. 0010
0000 L0 0 o 0 0 1
H=010 0 0|,H=1[2 JHy= 11 0 0
. 0100
5 0000 X 010
. $ 000
003 00

A matriz Hs, sendo finalmente uma matriz estocdstica, pode ser usada para calcular o ranking dos 3

nodos que sobraram. E, escolhendo ¢ igual ao vetor coluna com todas as entradas iguais a %, é facil ver
que o vetor de PageRank neste caso é o vetor

w=[4 4 4],

Todos estes passos para calcular o ranking dos 3 nodos finais da rede sdo suportados por G. M. Del

Wl

1
3

Wl

donde obtemos o ranking dos 3 nodos.

38



Corso, A. Gulli e F. Romani [26], que interpretam as palavras de Brin e Page precisamente como a
remogdo sucessiva de nodos pendentes da rede. No entanto, para Del Corso et al, o cdlculo do ranking
terminaria aqui, pois, apresentando uma interpretagdo mais dréstica, indicam que os nodos removidos
sdo ignorados completamente do ranking final das pdginas. Ficando a faltar a interpretagdo ao passo apos
a remocao: "they can be added back in". Este passo ¢ mencionado em [25], onde Eiron et al sublinham
a falta de detalhes do procedimento, ndo apresentando nenhuma tentativa de interpretacdo do mesmo.

A meu ver, adicionar os nodos pendentes a rede ap6s o calculo do PageRank dos outros 3 significa
regressar A matriz nfio estocdstica que contemplava a presenca desses nodos, a matriz H, e aplicar o
Algoritmo 1 (ou o equivalente Algoritmo 2), tendo como vetor inicial o vetor com o ranking obtido dos
nodos nao pendentes, isto é, o vetor

1 1 1 T
1

Escolhendo o = 0, 85, ¢ igual ao vetor coluna com todas as entradas iguais a g e € = 10~4, por exemplo,
apos 12 iteracdes obtemos

T
v~ (0,054 0,040 0,042 0,040 0,124 0,037] :

do qual podemos deduzir o ranking das péginas da rede: 5, 1, 3, 2 e 4, 6, mais uma vez, igual ao ranking
obtido usando as solucdes apresentadas anteriormente. Notemos que este vetor é exatamente igual ao
vetor de pseudo-PageRank calculado na seccao 3.1.

Segundo a minha interpretacdo, a solug¢do apresentada por Brin e Page sugere, de forma muito super-
ficial, o que se concluiu da andlise a teoria paralelamente construida sobre as redes com nodos pendentes
apresentada na seccdo 3.1. No fundo, usando agora o conceito de pseudo-PageRank apresentado nesta
teoria, percebemos que o vetor de pseudo-PageRank, mesmo ndo sendo probabilistico, pode ser desde
logo usado para a obtencdo do ranking de todas as paginas da rede e que qualquer problema de pseudo-
PageRank ¢ fundamentalmente um problema de PageRank.

Esta conclusao é, em certa medida, apoiada pela interpretacao feita por Bianchini, Gori e Scarselli em
[21], que, apesar de apresentada de forma diferente, sugere o mesmo. Segundo Bianchini et al, a solu¢io
apresentada por Brin e Page € a de assumir que cada nodo pendente tem hiperligagdes para todos os
nodos da rede. E, tal como vimos na sec¢@o 3.1, essa transformacio é a mesma que se obtém através do
Teorema 3.1.2 e o ranking do problema de PageRank é simplesmente a normaliza¢do do vetor de ranking
do problema de pseudo-PageRank.

Por tdltimo, e tal como foi mencionado no Capitulo 2, a importincia de se maximizar a efici€ncia na
efetuacdo dos calculos lado a lado com a reducéo do tempo dos mesmos é outro fator que apoia a minha
interpretacdo da solucdo de Brin e Page. Na sec¢@o que segue o pardgrafo sobre os nodos pendentes [1],
Brin e Page estimam que a remogao sucessiva dos nodos pendentes da rede a reduza de um total de 75
milhdes de nodos para 24 milhdes. Por outro lado, Brin e Page relembram que partir de um bom vetor
inicial € essencial para a velocidade de convergéncia do algoritmo. Trabalhar inicialmente com os 24
milhdes de nodos ndo-pendentes nio s6 consegue reduzir a complexidade dos cdlculos como nos pode
fornecer um bom ponto de partida para a obten¢@o do ranking da rede completa.
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Conclusao

Terminamos esta dissertacdo com as seguintes conclusoes.

A construgio da matriz positiva Google, G = oH + (1 — «)te”, a partir da matriz de distribuicio
por hiperligacdes, H, e dos vetor e parametro de teletransporte, ¢ e « respectivamente, garante-nos, por
aplicagdo do Teorema de Perron-Frobenius, que Gx = p(G)x tem solugdo estocdstica Unica e que esta
¢ positiva. Dado que pretendemos obter uma solugo estocdstica tnica e positiva do sistema Gz = =,
esta construc¢do devolve-nos o pretendido quando a rede ndo tem nodos pendentes, pois, neste caso, G
é sempre estocdstica e, consequentemente, p(G) = 1. Sendo, assim, no caso de néo existirem nodos
pendentes na rede, a construcio da matriz Google resolve o problema da falta de conexdo forte na rede
e garante a existéncia e unicidade do procurado vetor de PageRank (restando como tinica preocupagdo o
calculo deste vetor).

Apesar da matriz Google ndo se encontrar nas condi¢des do teorema que perfaz o método da poténcia,
é provado, no caso da rede nio ter nodos pendentes, que este método pode ser aplicado. E a partir dele
e da hipdtese de G ser estocdstica que se constréi um algoritmo de aproximagao ao vetor de PageRank,
o Algoritmo 1, cujos célculos de cada iteragdo envolvem quase exclusivamente a matriz esparsa H,
tornando-o extremamente eficiente.

A apresentacdo do ponto de vista alternativo de D. F. Gleich, que transforma Gx = x no sistema
linear (I — aH)z = (1 — «a)t, traz-nos uma garantia alternativa de que o sistema tem solugdo tnica e
nao-negativa, por aplicacdo do teorema que caracteriza a classe das matrizes-M, e mais uma prova de
que o Algoritmo 1 se aproxima desta solugdo, partindo de dois vetores iniciais diferentes. Para além
disso, é a partir deste ponto de vista que construimos o sistema pseudo-PageRank, (I — aH)Z = f,
e toda a teoria paralela a do PageRank que trata a presenca de nodos pendentes na rede. Percebemos
que qualquer problema de pseudo-PageRank é fundamentalmente um problema de PageRank, dado que
a normalizacdo da solu¢@o de um sistema pseudo-PageRank é solugdo do sistema PageRank associado.
No entanto, podemos sempre transformar qualquer problema de pseudo-PageRank num de PageRank,
através de diversas interpretacdes alternativas.

Em termos préticos, a constru¢do da matriz Google a partir de qualquer rede e a aplicacdo do Algo-
ritmo 1, comecando num vetor inicial apropriado, da-nos, de forma eficaz, uma aproximagao ao vetor
de ranking das péaginas da rede, sendo que, no caso da rede ter nodos pendentes, este vetor ndo serd
estocastico. Neste caso, um bom vetor inicial para a aplicagdo do algoritmo podera ser o que se obtém
através da técnica da remocao dos nodos pendentes da rede, apresentada na dltima seccao.
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