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Resumo

O conceito de fator invariante de uma matriz foi introduzido no séc. XIX por Smith. Segundo
o seu teorema, qualquer matriz de niimeros inteiros é equivalente a uma matriz diagonal, cujas
entradas principais formam uma cadeia de divisibilidade, chamada forma normal de Smith. Foi
depois generalizado para dominios de ideais principais comutativos. Notou-se também que o
conceito se aplica a classes de anéis mais gerais.

Dados os fatores invariantes de duas matrizes, procurou-se determinar os possiveis fatores
invariantes da sua soma e do seu produto. Introduzimos os resultados principais do tema, pri-
meiro apenas em dominios de ideais principais comutativos, depois estendendo para todos os
dominios de integridade comutativos onde uma forma normal de Smith existe sempre (denomi-
nados dominios de divisores elementares). Posteriormente, observamos que alguns resultados
sao validos no caso nao comutativo. No caso do produto, observamos o recurso a localizacao nos
primos, assim como o papel das sequéncias de Littlewood-Richardson. Notamos a semelhanca
com outros problemas, nomeadamente, os valores proprios da soma de matrizes hermiticas, e os
valores singulares da soma e do produto de matrizes.

Mostramos como certas propriedades de divisibilidade em anéis comutativos também sao
véalidas em anéis em que todos os ideais esquerdos e ideais direitos sao bilaterais (anéis duo),
tendo como consequéncia que alguns teoremas relativos a fatores invariantes sao aplicaveis nestes
anéis.

Palavras-chave: fatores invariantes, forma normal de Smith, anéis de divisores elementares,

dominios de divisores elementares, anéis duo
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Abstract

The concept of invariant factor of a matrix was introduced in the 19th century by Smith.
According to his theorem, any matrix of integers is equivalent to a diagonal matrix, whose entries
form a divisibility chain, called Smith normal form. It was then generalised to commutative
Principal Ideal Domains. It was also noted the concept applies to more general classes of rings.

Given the invariant factors of two matrices, attempts were made to determine the possible
invariant factors of their sum and product. We introduce the main results of this topic, first re-
ferring only to commutative principal ideal domains, then extending to all commutative integral
domains where a Smith normal form always exists (denominated elementary divisor domains).
Later on, we note that some results are valid in the non-commutative case. In the case of the
product, we observe the use of localisation at primes, as well as the role of Littlewood-Richardson
sequences. We note the similarity with other problems, namely, the eigenvalues of the sum of
Hermitian matrices, and the singular values of the sum and the product of matrices.

We show how certain properties of divisibility in commutative rings are also valid for rings
where all left ideals and right ideals are bilateral (duo rings), and consequently, some theorems
regarding invariant factors can be extended to such rings.

Keywords: invariant factors, Smith normal form, elementary divisor rings, elementary

divisor domains, duo rings
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Introducao

No séc. XIX, ao investigar equagoes diofantinas, Smith chegou a conclusao que qualquer ma-
triz de nimeros inteiros é equivalente a uma matriz diagonal cujas entradas principais formam
uma cadeia de divisibilidade, chamada forma normal de Smith [26} [18]. As entradas ndo nulas
na diagonal chamamos fatores invariantes da matriz. O teorema de Smith foi aplicado a anéis de
polinémios sobre corpos, sendo depois generalizado para quaisquer dominios de ideais principais
comutativos. Posteriormente considerou-se estender para classes de anéis mais gerais, nomea-
damente os anéis comutativos onde uma forma normal de Smith existe sempre, denominados
anéis de divisores elementares, assim como anéis nao comutativos, sendo estes investigados por
Jacobson [10] e Kaplansky [12].

Foi natural entao tentar determinar os possiveis fatores invariantes da soma e do produto de
duas matrizes. No que respeita a multiplicacdo, o problema estd completamente resolvido no
caso de dominios de ideais principais comutativos. Foi primeiro resolvido por Green e Klein [13],
em 1968, um problema equivalente relativo a fatores invariantes de médulos finitamente gerados,
tendo descrito a solucao usando sequéncias de Littlewood-Richardson. A equivaléncia entre esses
dois problemas foi mostrada por Thompson [28]. Posteriormente, Azenhas e S& demonstraram o
resultado de Klein com recurso a teoria de matrizes [2]. O problema da adi¢ao recebeu atengao
nos anos 80, em particular por Thompson [29]. Thompson [28] considerou determinar as relagoes
de divisibilidade entre os fatores invariantes de A, B e AB. Foi nesta formulacio alternativa
que Carlson e S& [5] notaram um paralelismo entre este problema e o problema de determinar
os valores préprios da soma de duas matrizes hermiticas, assim como o problema de determinar
os valores singulares da soma e do produto de duas matrizes complexas. Estes problemas foram
todos resolvidos no fim do século. Posteriormente, a generalizacao destes resultados sobre o
problema do produto para dominios de divisores elementares foi contributo de Caldeira e Queird
[3], assim como uma conjetura [4] para a solu¢ao do problema da soma, que permanece em
aberto.

Esta dissertacao estd organizada em dois capitulos e tem como tema central os fatores inva-
riantes do produto e da soma de matrizes.

No primeiro capitulo, abordamos os resultados principais conhecidos sobre o tema. Apés
introdugao da nocao de fator invariante, focamos no caso do produto. Inicialmente iremos
analisar o método de localizacao nos primos, mostrando que o problema se reduz ao caso local.

Seguidamente, introduzimos as sequéncias de Littlewood-Richardson. Introduzimos entao o



problema dos valores proprios da soma de matrizes hermiticas e mostramos a semelhanca da
sua solugdo com uma solucao do problema dos fatores invariantes do produto, assim como as
dos problemas dos valores singulares. Sao apresentados alguns resultados focando em fatores
invariantes individuais, dando énfase ao paralelismo referido. Introduzimos o conceito de fator
invariante de um modulo finitamente gerado sobre um DIP comutativo e mostramos como os
problemas de fatores invariantes de matrizes e de médulos sao equivalentes.

Seguidamente, introduzimos os dominios de divisores elementares, e discutimos que teoremas
anteriores sao validos neste contexto.

Na ultima seccao, apresentamos o caso da soma. Naturalmente refletimos sobre as questoes
ainda em aberto, em relagao as condicoes necessdrias e suficientes.

Iniciamos o segundo capitulo introduzindo os fatores invariantes no caso nao comutativo e
com existéncia de divisores de zero, em geral.

Na segunda e ultima seccao do capitulo, é apresentado o nosso contributo para o tema.
Refletimos sobre teoremas de Kaplansky, Queiré e Silva entretanto apresentados, analisamos
as suas demonstracoes e mostramos como se aplicam em anéis mais gerais, nomeadamente
anéis de divisores elementares duo, sendo um anel duo quando todos os seus ideais esquerdos e
ideais direitos sao bilaterais. Com esse objetivo, consideramos proposigoes gerais em relacao a
divisibilidade conhecidos no caso comutativo e mostramos a sua validade no caso duo.

Consideramos uma condi¢do suficiente para anéis de Hermite, uma condicao suficiente e
necesséaria para ADEs demonstradas por Kaplansky para anéis comutativos, veremos como sao
validas ainda em anéis duo.

Revisitamos um teorema de Queird ja apresentado, constituindo numa caracterizacao es-
pecifica dos fatores invariantes, tendo sido usada para generalizar proposicoes para DDEs co-
mutativos. Mostramos como generalizd-lo para o caso duo e com existéncia de divisores de
zZero.

Adicionalmente, consideramos quais os anéis duo em que todas as matrizes diagonais tém
a redugao diagonal canénica, resultando numa observagao que demonstra um teorema de Silva
em DDEs comutativos.

Fazemos algumas observagoes sobre os possiveis valores de cada fator invariante individual
da soma de matrizes em DDEs comutativos.



Capitulo 1

Fatores invariantes de produtos e

somas de matrizes

Importa iniciar a dissertagao introduzindo a nocao de fatores invariantes.

Seja R um anel (com identidade). Denotamos o conjunto das matrizes m x n sobre R por
M, n(R), 0 conjunto das matrizes n x n sobre R por @, o conjunto das matrizes n X n
invertiveis sobre R por

Duas matrizes A, B € My, ,(R) dizem-se equivalentes se B = PAQ para certas P €
GL(R),Q € GL,(R).

Trocar duas linhas de uma matriz, ou adicionar um miltiplo de uma linha a outra linha,
resulta numa matriz equivalente, pois corresponde a multiplicar a esquerda por uma matriz
elementar invertivel. Multiplicar uma linha por uma unidade u resulta numa matriz equivalente.
O mesmo se aplica a colunas.

Seja A € My, n(R). A caracteristica de linha de A é o nimero méximo de linhas linearmente
independentes de A no R-mdédulo esquerdo das linhas com n coordenadas. Se A néo tiver linhas
linearmente independentes, a caracteristica de linha de A é zero. Analogamente, a caracteristica
de coluna de A é o ntimero maximo de colunas linearmente independentes de A no R-médulo
direito das colunas com m coordenadas. Se A nao tiver colunas linearmente independentes, A
caracteristica de coluna de A é zero.

Se A # 0, a caracteristica interna de A é o menor inteiro positivo k tal que existem matrizes
S e Mpyi(R)eT e My,(R) tais que A = ST. Se A =0, a caracteristica interna de A é zero.

Se R for comutativo e A #£ 0, a caracteristica determinantal de A é o maior inteiro positivo
k tal que A tem uma submatriz £ X k com determinante nao nulo. Se A = 0, a caracteristica
determinantal de A é zero.

Se o anel R for dominio de integridade comutativo, entao as quatro caracteristicas anterior-
mente definidas sao iguais quer consideremos A como matriz sobre R ou sobre o seu corpo das
fragoes. Denotamo-las por @.

Para matrizes sobre outros anéis, as quatro caracteristicas podem ser diferentes. Eis alguns

exemplos:



Em Z4:

»

tem carateristica determinantal 1 e carateristica interna 2.

Em Zgo:
1 1 -1
[0 2 3 ]

tem carateristica de linha 2 e carateristica de coluna 1.
Para um anel comutativo R e a,b € R, significa a divide b.
Agora seja R um dominio de ideais principais comutativo (DIP). Pode ser mostrado que

qualquer matriz A € My, ,(R) é equivalente a uma matriz diagonal

ap 0 ... 0 O ... 0

oy e P
0 0

0 0O 0 0 0

0 ... 0 0 0 ... 0]

onde a; # 0, a; | a1 para 1 <i <k — 1. Os a; denominam-se entao fatores invariantes de A.
Diz-se que D é uma forma normal de Smith de A, ou simplesmente reducdo diagonal de A.

Dado o i-ésimo fator invariante «;, um elemento é também i-ésimo fator invariante se e s6
se for associado a «a; (for obtido de «; por multiplicagao por unidades).

Temos entao que duas matrizes sao equivalentes se e so se tiverem uma forma normal de
Smith em comum.

Por conveniéncia de notagao, se uma matriz A tiver k fatores invariantes (equivalentemente,
car(A) = k), denotados por ai,...,ax, consideramos, para qualquer ¢ > k, a; = 0. Dizemos
que (e)ien € uma cadeia de fatores invariantes de A.

No caso de matrizes sobre corpos, como todo o elemento nao nulo é unidade, podemos sempre
tomar os fatores invariantes como sendo 1s. Logo, no caso n X n, existem exatamente n + 1
classes de equivaléncia de matrizes.

Escolhemos um representante de cada classe de associados de R. Em particular, escolhemos 1
como representante da classe das unidades. Se X for um subconjunto de R, os simbolos [mdc(X))|
e mmc(X)|indicam, respetivamente, os representantes da classes dos méaximos divisores comuns
e dos minimos multiplos comuns de X. Por exemplo, no caso de Z, podemos escolher os inteiros
nao negativos.

Os fatores invariantes podem ser determinados da seguinte forma: definimos

d;(A) := mdc{det(B)|: B submatriz i x i de A} (1.1)



Temos que d;(A) | di+1(A) devido ao teorema de Laplace. Entao tomamos «; = ¢ tal que
di(A) =c-d;i—1(A), com dy(A) =1 (caso d;(A) = di+1(A) = 0, tomamos «; = 0).

Exemplo. Consideremos estas duas matrizes em Z:

R

Ambas tém determinante 2 e tém como entradas numeros primos entre si, pelo que, por

(1.1), os fatores invariantes de ambas s@o 1 e 2, isto é, multiplicando cada matriz por certas

¥

Thompson e S (independentemente) chegaram ao seguinte resultado sobre os fatores inva-

matrizes em GLy(Z), obtemos:

riantes de submatrizes:

Teorema 1.1 (Desigualdades de Entrelacamento). [27, 122] Sejam R um DIP, A € My, »(R)
com fatores invariantes (o;)ien € B € My 4(R) comp < m,q < n e cujos fatores invariantes sao
(Bi)ien. Fxiste A’ equivalente a A tal que contém B como submatriz se e s6 se, para qualquer i:

a; | Bi | Yitm+n—p—q (1.2)

1.1 Fatores invariantes do produto

Seja R um DIP. Nesta sec¢ao, consideramos apenas matrizes quadradas nao-singulares (isto
é, de carateristica maxima). Consideremos entao os n fatores invariantes presentes na redugao

diagonal da matriz.

O problema principal desta sec¢ao consiste em, dados aq,...,an, 51,...,0, € R com «; |
aij+1 e Bi | Bit1, determinar as sequéncias (v1,...,7,) € R™ que sao fatores invariantes de
uma matriz C = AB néo-singular em que A e B sdo ndo-singulares e tém fatores invariantes
Qi,...,0n € B1,..., 0, respetivamente. Isto é, desejamos determinar os triplos de sequéncias
(a1, am), (Biy--oyBn)s (M1y--.y7n) € R™ tais que existem A, B,C € M,(R) com fatores
invariantes (aq,...,an), (B1,---,0n), (71, -.,7n) respetivamente, com C = AB.

Em particular, procuramos relacoes de divisibilidade entre os a;, 5; € ;.

Os resultados deste problema generalizam-se ao caso geral [23], isto é, ao problema de de-
terminar os possiveis fatores invariantes de C = AB, mesmo quando A, B e C forem matrizes
retangulares de carateristica arbitraria.

Definicao 1.2. Seja R um DIP. Consideremos um elemento irredutivel p de R. A localizagdo
de R em p, @, ¢é o subanel do corpo de quocientes de R gerado por R e os inversos de qualquer

elemento irredutivel exceto os associados a p. Também pode ser caraterizada por:

R, := {%:a,bER,p fb} (1.3)

5



Segue-se facilmente:

e ; ¢ uma unidade se e sé se p fa

e Qualquer elemento nao nulo pode ser expresso como up’, onde u é uma unidade e i € Ny
e Qualquer ideal ndo nulo é gerado por p’ para certo i € Ny

Uma forma normal de Smith de A € M,,(R,,) é diag(p®*,...,p",0,...,0) onde a; € Ny, a; <
ai+1 e r = car(A) [8].

Teorema 1.3. [8] Sejam R um DIP, p € R irredutivel, A € My(R) com fatores invariantes
sobre R ai,...,ay,, em que oy = p%al com p fof. Entao p* € um i-ésimo fator invariante de

A sobre R,,.

As poténcias de p em cada fator invariante de A para cada irredutivel p dizem-se divisores

elementares de A.

Exemplo. Seja R = Z. Consideremos uma matriz com os fatores invariantes 2, 10, 30, 120. Tem

como divisores elementares:
e Parap=2: 2,2,2,8
e Parap=3:1,1,3,3
e Parap=>5:1,5,5,5
e Parap="7:1,1,1,1

Observacgao 1.4. [8] Para cada classe de associados com elementos irredutiveis em R, seleciona-
mos um representante, e denotamos o conjunto dos representantes por P. Entao «; é associado

ao produto dos fatores invariantes sobre R, de A para cada p € P.

Teorema 1.5. [17] Sejam R um DIP, A,B € M,(R) ndo-singulares com fatores invariantes

A1y, Qn; B1,...,0n respetivamente. Sejam i, ...,7v, fatores invariantes de AB. Entdo,

o | v eBil v

Teorema 1.6. [17] Sejam R um DIP, A, B € M,(R) nao-singulares com fatores invariantes
a1y s By, By respetivamente tais que mdce(det(A),det(B)) = 1, ou, equivalentemente,
mdc(oy, B5) = 1 V1 < i,j < n. Sejam v1,...,7v, fatores invariantes de AB. Entdo, v; e a;f;

sao associados.

Teorema 1.7. [2, Teorema 2.1] [28, Pdg. 407-408] Seja R um DIP. Sejam o, . .., Qpy By -+ Bn,

YseosYn € R com i | cig1,Bi | Bis1,%i | Yiv1; e a; = p¥icl comp A o, B = p’B. com
p [ Bl =piv comp [~ As sequintes sio equivalentes:

(a) Existem A, B,C € M,(R) com fatores invariantes sobre R a1, ..., 03 81y« Bri Vi -« n
respetivamente, tais que C = AB



(b) Para cada p irredutivel, existem A,, By, C, € M,(R,) com fatores invariantes sobre R,
pU, L ptr bt pPe pt L pr respetivamente, tais que C,=A,B,

(c) Para cada p irredutivel, existem A,, Bp,C, € My(R) com fatores invariantes sobre R

n . mb bn . n ; ; _
P, ptr Pt pP D, L D respetivamente, tais que Cp = AyB,

Observagao 1.8. De acordo com o teorema anterior, resolvendo o problema dos fatores in-
variantes em localizacoes R, de DIPs, obtemos uma solucao no caso geral. As relagoes de
divisibilidade entao tornam-se em desigualdades entre os expoentes de um dado irredutivel p,

tendo somas em vez de produtos.

1.1.1 Sequéncias de Littlewood-Richardson

Introduzimos agora alguns conceitos da combinatoria, necessarios para a descricao de uma

solugao do problema. Veja, por exemplo, [1].

Definicao 1.9. Uma particao consiste numa sequéncia finita de inteiros positivos em ordem
decrescente. Por conveniéncia, podemos adicionar zeros a seguir a sequéncia (por ex., (2,1) e
(2,1,0,0) s@o consideradas a mesma partigao).

Dada uma partigdo a = (a1, ..., a,), |a| := a1+...+an, e I(a) denota o nimero de elementos
nao nulos na parti¢do. Diz-se que a é uma particao de |a| em [(a) partes.

Usamos a notagao a = (aj',...,a}") para representar a particao em que cada a; aparece x;
vezes. Por exemplo, (32,23,1) = (3,3,2,2,2,1).
Dada A € M,(R,) nao singular com fatores invariantes p*,...,p*"; (an,...,a1) é uma

particao que se chama particdo invariante de A.
Uma partigao a = (ay,...,a,) pode ser representada pelo seu diagrama de Young, que é o
subconjunto de N? definido por

{(i,/) eEN?:1<i<l(a),1 <j<a;} (1.4)

Usualmente é representado por caixas, com ¢ aumentando de cima para baixo, 7 aumentando

da esquerda para a direita.

[ 1]

Figura 1.1: Diagrama de Young de (5,2,1)

Definicao 1.10. Dada uma particdo a = (ai,...,a,), diz-se que a* = (af,...,a}), onde
a; = #{i:a; > j}, é o conjugado de a. Isto é, contam-se as caixas em cada coluna do diagrama
de a.



Figura 1.2: Diagrama de Young de (5,2,1)* = (3,2,13)

Evidentemente, o diagrama de a* é o transposto do diagrama de a.

Definicao 1.11. |28 Pdg. 409-410] [13] Uma sequéncia de partigdes (a,b,c) com I(c) = n é
uma sequéncia de Littlewood-Richardson (LR) se existirem particdes o, ..., 0! com I(c’) < n
(denotamos o' = (ot,...,0%)) tais que:

(a) 0¥ =a, ot =c

(d) Tomando m; := |o?| — |¢*~1|, temos b* = (my,...,my)

Exemplo. Consideremos as partigoes:

o= (3,1)

ol = (4,1,1)
o?:=(4,2,1,1)
o= (4,2,2,1)

Verificamos que estas partigoes satisfazem (b) e (¢) e que temos m; = 2, my = 2, mg = 1. Logo,
tomando a = 0¥ = (3,1), c = 0% = (4,2,2,1) e b = (2,2,1)* = (3,2), concluimos que (a,b,c) é
uma sequéncia LR.

Dadas duas parti¢oes a = (ai,...,a,) e ¢ = (c1,...,¢,), escrevemos a C ¢ se a; < ¢;. Isto
quer dizer que o diagrama de a esta contido no diagrama de c.

Definicao 1.12. [1] Se a C ¢, define-se o diagrama enviesado de Young:

c/a:={(i,j) €c: (i,j) ¢ a} (1.5)

Definicao 1.13. [1] Um tableau de Young consiste no diagrama enviesado de Young c¢/a em
que a cada caixa (i,j) se associa um ntumero 7;; € {1,...,t} (¢t € N), com as propriedades
Tij < Tij+1l, Tij < Titl,j (ordem crescente de cima para baixo e estritamente crescente da

esquerda para a direita).



[ ]

Figura 1.3: Diagrama enviesado de Young ¢/a com ¢ = (5,3,3,1),a = (2,1,0,0)

Dado um tableau de Young T, seja my, := #{(4,7) : 7:; = k},1 < k < t. Podemos ordenar
os my, por ordem decrescente, isto é, existe uma particao b = (b1, ..., b;) tal que by = My (k) onde
o € S; (permutacao de ¢ simbolos). Dizemos entao que T' é de tipo (a,b*,c), ou que tem forma
c/a e peso b*. Para por o énfase na permutacao, dizemos que é um o-tableau.

2] 3]

1
3

Figura 1.4: o-Tableau de Young to tipo (a,b*,c), com a = (2,1,0,0), ¢ = (5,3,3,1), b* =
(3,3,2,1), 0 =(13)

Defini¢ao 1.14. [1] Definimos para 1 < k < ¢,[J;, := {i : 3j : 735 = k} (indices das linhas que

contém uma caixa com k).

Temos, para o exemplo na figura[1.4] J; = {1,3}, Jo = {1,2,3}, J3 = {1,2,4}, J» = {3}

Pela definigao de tableau de Young, existe no maximo uma caixa com k em cada linha, logo
my, = #Jp e b= (F#Jo1)s - > o)

Dado um tableau T' com forma c/a, consideramos T; o diagrama de Young de a unido com
o conjunto das caixas com numeros < ¢ em 1. T; é um diagrama de Young e representa uma
particao a;. T' é completamente definido pelos a; e podemos escrever T' = (ag,...,a;) (note-se
que ag = a e a; = ¢).

Na figura ap = a = (2,1,0,0). Temos a; = (3,1,1,0), notando que existem 1s nas
linhas 1 e 3. Com observagoes semelhantes, obtemos az = (4,2,2,0), a3 = (5,3,2,1), ay = ¢ =
(5,3,3,1).

Consideremos agora a seguinte ordem parcial sobre subconjuntos finitos de N: dados A =
{a1,...,;an}, B={b1,...,bp}, com a; > a;4+1 e b; > b;j;1; definimos:

A>Bsen>mea; >b;paral<i<m (1.6)

Note-se que A > B se e s06 se existir C' C A tal que #C = #B e C > B.



Definicao 1.15. [1] Um tableau de Young diz-se um tableau de Littlewood-Richardson (tableaw
LR) se:
Ji1>Jy > >y (1.7)

H
Figura 1.5: Exemplo de tableau LR. Temos J; = {1,2,3,4,5},Jo = {1,2,3,4},J3 =
{1,2,3}, Js = {1,2}, J5 = {2}. Facilmente se vé que J; > Jo > ... > J5.

Teorema 1.16. [1, Pdg. 67] (a,b,c) € uma sequéncia LR se e sd se existir um tableau LR de
tipo (a,b,c).

As sequéncias LR mostraram-se relevantes na obtengao de resultados do problema dos fatores
invariantes do produto de matrizes. Apresentamos entao um dos resultados principais da seccao:

Teorema 1.17. [13] [28, Pdg. 410] Sejam R um DIP, p € R irredutivel. Existem A,B,C €
My (R,) ndo-singulares com parti¢oes invariantes a,b e ¢ respetivamente tais que AB = C se e

sd se (a,b,c) for uma sequéncia LR.
Mais especificamente, prova-se que:

Teorema 1.18. [13] [2, Pdg. 234-235] Sejam R wm DIP, p € R irredutivel. Dado um tableau LR
T = (ag,...,as) de tipo (a,b,c) com l(c) <n eb* = (bi,...,b) existem A, By,... By € My(R))
nao-singulares tais que:

(a) A tem parti¢ao invariante a

(b) A; :== ABy--- B; tem parti¢ao invariante a;
(¢) B; tem partigio invariante (1%)

(d) B:= B;--- By tem particao invariante b

Também se prova que qualquer fatorizacdo de B com as propriedades acima corresponde ao
mesmo tableau.

A sequéncia de matrizes A, By, ... B; diz-se uma realizacdo matricial do tableau T.
Tomando C = A; = ABy---B;y = AB e notando que a; = ¢, vemos que este teorema
especifica a existéncia das matrizes procuradas quando (a, b, ¢) for uma sequéncia LR.
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1.1.2 Valores proéprios de somas de matrizes hermiticas

Iremos analisar um problema que tem muito em comum com o problema dos fatores invari-
antes do produto e contribuiu para a sua resolucao.

Recorde-se que uma matriz A € M, (C) diz-se hermitica se A = A (A denota a conjugada
da transposta de A). Matrizes hermiticas tém valores préprios reais e sdo semelhantes a matrizes
diagonais reais. Ordenamos os valores préoprios por ordem decrescente.

Denotamos Ay, := {(z1,...,2p) ER" 11 > ... >z},

Consideremos entao o problema de encontrar as sequéncias (a1, ..., an),(b1,...,bn),(c1,...,¢n)
€ A, tais que s@o valores préprios de matrizes hermiticas A, B,C € M, (C) respetivamente, com
C=A+B.

Com o objetivo de obter uma descricao da solucdo do problema, identificaram-se subcon-
juntos I, J, K de {1,...,n} com #I = #J = #K para os quais, para quaisquer A, B € M, (C)

com valores préprios ai,...,a, € by, ..., b, respetivamente, sendo cy, ..., ¢, os valores préprios
de A+ B:
ZCkSZai+ij (1.8)
keK icl jed
Note-se que temos a igualdade no caso I = J = K = {1,...,n}, pois o trago de uma matriz

é igual a soma dos seus valores préprios.

Dada uma desigualdade (1.8) e a igualdade referida, podemos obter outra desigualdade:

Zaz‘—i-ijﬁ Z Ck (1.9)
i€l jeJc keKC
(onde, para L C {1,...,n}, L¢ denota {1,...,n}\L).

Procurava-se obter um conjunto independente de desigualdades, isto é, em que nenhuma
das desigualdades é consequéncia das restantes. E possivel obter uma descricao da solucao do
problema usando apenas desigualdades do tipo mais a igualdade do trago referida acima.

A solugao deste problema foi conjeturada por Horn nos anos 50.

Definimos:

Ur={I,J,K):I,J,K C{l,...,n},#I = #J = #K =,

it i=S e Yy 1)

iel jeJ keK

Definimos agora T;" recursivamente. Pomos 17" := U7, e:

n n . . , , plp+1)
0 ={(I,JK)€U!: ¥p<r¥(F.GH) €Ty > i+ jg< ZkthT} (1.11)

feF geG heH

Horn conjeturou que a solugao no caso n x n é definida pelas desigualdades (1.8]) dadas pelos
e

r:11 T assim como a igualdade dos tragos [7, Pdg. 212]. Note-se no entanto

conjuntos em | J
que este conjunto de desigualdades e igualdade nao é independente em geral. De facto, sé é

independente para n <5 [7, Pag. 214].
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A sua conjetura foi demonstrada em 1998 por Klyachko [14]. Mais, revelou-se possivel
também exprimir a solucao a partir das sequéncias LR.

Dado um conjunto I = {i1,...,4,} C N, com i; < i;41 definimos a partigao:

:: (Z.T_ryirfl _(T_1)7--'ai1 _1) (112)
Denotamos o conjunto das partigoes c¢ tal que (a, b, c) é uma sequéncia LR por [LR(a, b)|

Teorema 1.19. [7, Teorema 12] Para qualquer r < n, os subconjuntos I, J, K de {1,...,n}
com #1 = #J = #K =r tais que \(K) € LR(A(I),\(J)) sdo exatamente os subconjuntos tais
que (I,J,K) e 1.

Teorema 1.20. [7, Pdg. 212-213] As desigualdades @ para todos I, J, K subconjuntos de
{1,...,n} com #I = #J = #K tais que \(K) € LR(A(I),\(J)), mais a igualdade no caso
I =J =K = {1,...,n}, definem exatamente a solugio do problema. Isto é, (ai,...,ay),
(b1,...,bn),(c1,...,cn) € Ay sao valores proprios de A, B,C € M, (C) hermiticas com C = A+B
se e so se tiwermos para todos I,J, K subconjuntos de {1,...,n} com #I = #J = #K
tais que A\(K) € LR(A(I),A(J)), assim como a igualdade no caso I = J =K ={1,...,n}.

Por exemplo, no caso n = 2, as seguintes condicoes definem completamente os possiveis

valores préprios da soma de duas matrizes hermiticas:
e ci+cy=ai;+as+by+ by
e ci<a;+b
o ¢y <ag+b

o co < ay+bo

1.1.3 Outra solucao do problema

Voltemos ao problema principal desta seccao, o problema dos fatores invariantes do produto.

Com o objetivo de apresentarmos uma solucao alternativa do problema, focamos novamente
na localizacao R,. Denominamos agora os a;, b; e ¢; como sendo os elementos das parti¢oes
invariantes de A, B e AB respetivamente, isto é, os expoentes (de p) dos fatores invariantes,
mas na ordem oposta.

Thompson [28] procurou encontrar desigualdades do tipo . Acontece que o problema
tem a mesma solugao que o problema dos valores proprios:

Teorema 1.21. [7, Teorema 7] [3] Sejam R um DIP, p € R irredutivel. As desigualdades
@ para todos I,J, K subconjuntos de {1,...,n} com #I = #J = #K tais que \(K) €
LR(A\(I),A(J)), mais a igualdade no caso I = J = K = {1,...,n}, definem exatamente a
solugdo do problema. Isto é, (a1,...,ay), (b1,...,by),(c1,...,¢cn) sao parti¢oes invariantes de
A, B,C € My(R,) com C = AB se e s se tivermos @ para todos I,J, K subconjuntos de
{1,...,n} com #I = #J = #K tais que \(K) € LR(A(I),A(J)), assim como a igualdade no
caso I =J =K ={1,...,n}.
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Observagao 1.22. Posto de outra forma, dadas a = (a1,...,a,),b = (b1,...,b,) particoes
denotamos IF'(a,b) o subconjunto de Njj cujos elementos correspondem a particoes invariantes
de C € M,(R,) tais que A,B € M,(R,) tém particoes invariantes a e b respetivamente, e
C = AB. Denotamos E(a,b) o subconjunto de A,, cujos elementos correspondem a valores
préprios de C' € M,(C) hermitica tais que A, B € M,(C) hermiticas tém valores préprios
(a1,...,ay) € (b1,...,by,) respetivamente, e C' = A + B. Entao, temos:

IF(a,b) = E(a,b) NN (1.13)

1.1.4 Fatores invariantes individuais
Agora focamos num tnico fator invariante de AB.

Teorema 1.23. [20] Seja R um DIP, sejam aq,...,0n,B1,...,0n,7 € R com oy | ait1, i |
Bit1. Existem A, B € M, (R) ndo-singulares com fatores invariantes ai,...,a, € B1,..., By tais

que v € um k-ésimo fator invariante de AB se e s¢ se:
mmc(og—ifBiy1 :0<i<k—1)|v|mde(an—it18k+i—1: 1 <i<n—k+1) (1.14)

Entao, podemos exprimir o conjunto de elementos possiveis de ser fatores invariantes de AB
como uma uniao de intervalos em R, como se define a seguir.

Para a,b € R definimos[[a,b] := {z € R:a |z | b}

Temos:

Corolério 1.24. [20] Seja R um DIP, sejam aq,...,0n,B1,..., 00,y € R com oy | aiv1,B; |
Bit1. Existem A, B € M, (R) nao-singulares com fatores invariantes ay, ...,y € B1,..., By tais
que v € um fator invariante de AB se e s6 se:
n
v E U [mme(ag—;Bitr1 : 0 <i<k—1),mdc(ap—it+10kt+i-1:1<i<n—k+1)] (1.15)
k=1
Considerando agora uma localizagdo R,, denominamos a; e b; como sendo os expoentes (de
p) dos fatores invariantes de A e B respetivamente, por ordem crescente. As condigoes e
m implicam as seguintes que envolvem estes expoentes e também o expoente ¢ de p em .

max(ag_; +bi11:0<i<k—1)<c<min(ap—j+1 +bgri—1: 1 <i<n—k+1) (1.16)

n
cEc U [max(ak,i +biy1:0<i<k— 1),min(an_i+1 +bpric1:1<i<n—k+ 1)] (117)
k=1
Esta ultima expressao pode ser simplificada:

Teorema 1.25. [20] Sejam R um DIP, p € R irredutivel. Sejam ay,...,an,b1,...,by,c € N com
a; < ajp1,b; < biyr. Existem A, B € M, (R)y) ndo-singulares com fatores invariantes p*, ..., p™
e pPt, ..., pb tais que p¢ é wm fator invariante de AB se e s6 se:

c € ({Jlak + b1, ar +bs]) N (

1 r

[a1 + by, an + br]) (1.18)

=
=

k 1
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Observagao 1.26. [11] [7, Pdg. 215] Podemos fazer uma observacao semelhante em relacao
aos valores préprios da soma de matrizes hermiticas, ordenados por ordem decrescente. Dadas
A, B € M,,(C) hermiticas, os possiveis valores para o k-ésimo valor préprio ¢ de A+ B sao dados
por:

max(ags; +bp—i: 0<i<n—k)<c<min(a; +bg_;11:1<1i<k) (1.19)

1.1.5 Valores singulares

Recorde-se que, dada A € M, ,(C), A=UDV, onde U € M,,(C), V € M,(C) sao matrizes
unitdrias, D € My, ,(C) é diagonal com elementos diagonais o1,...,04 (¢ = min(m,n)), os
quais denominamos os wvalores singulares de A. Ordenamos os valores singulares por ordem
decrescente.

Teorema 1.27. [7, Teorema 16] Sejam ay, ..., ay, bi,..., by, c1,...,¢, € R nao negativos com
a; > ai+1,b; > bit1,¢ > civ1. FExzistem A, B € M,(C) com valores singulares aj,...,a, e

bi,...,b, respetivamente tais que cq,...,c, sdo valores singulares de AB se e s¢ se

IESSIE I (1.20)

keK el  jed
para todos I, J, K subconjuntos de {1,...,n} com #I = #J = #K tais que \(K) € LR(A(I), A(J)).

Podemos deduzir, como para fatores invariantes, resultados pertinentes a cada valor singular

individual:
Teorema 1.28. [20] Sejam aq,...,ap,b1,...,by,c € R ndo negativos com a; > a;11,b; > bit1.
Ezistem A, B € M, (C) com wvalores singulares ai,...,a, € by,..., b, respetivamente tais que c

€ 0 k-ésimo valor singular de AB se e s se:
max{ag_ibp—; : 0 <i<n—k} <c<min{a;bg_;11:1<i <k} (1.21)

Os possiveis valores singulares de AB sédo, entdo:

c€ | J[max{ag_ibp—i:0<i<n—k}min{a;bg_;+1:1<i<k}] (1.22)

=

k=1

Tal como no caso dos fatores invariantes, pode ser expresso alternativamente: [20]

n

U arbn, ardi]) N (| [andr, a1by]) (1.23)

r=1

1.1.6 Valores singulares da soma de matrizes

Dada A € My, ,(C) com valores singulares o1, ...,04 (¢ := min(m,n)), temos que os valores

proprios da matriz (m + n) x (m + n) hermitica

0 A

1.24
e (1.24)
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a0 01,...,04,0,...,0,—0g,...,—01, com |m — n| zeros |7, Pag. 225].

Esta proposigao permite-nos deduzir desigualdades para os valores singulares de A + B a
partir das desigualdades para os valores préprios. Observe-se que, tal como para os valores
préprios, estas desigualdades determinam completamente os possiveis valores singulares.

Para I,J,K C {1,....m+n},seja I’ :={i € {1,....m+n} :m+n+1—1i¢€ I} (os
indices dos valores singulares de A correspondendo a valores préprios negativos). Definimos J’
e K’ analogamente. Sejam ay, ..., aq; b1,...,by; c1,. .., cq 0s valores singulares de A, Be A+ B
respetivamente. Se tivermos para certos I, J, K, entao obtemos:

Zai—Zai—i—ij—ijchk—ch (1.25)

A A )
Teorema 1.29. [7, Teorema 15] Sejam aq,...,aq, b1,...,by, c1,...,¢q € R ndo negativos com
a; > ait1,b; > biy1,¢ > cip1. Existem A,B € My, o(C) com wvalores singulares ay,...,aq €
b1,...,by respetivamente tais que ci,...,cq sao valores singulares de A+ B se e s0 se @)
para todos I,J, K subconjuntos de {1,...,m + n} com #I = #J = #K tais que A\(K) €
LR(\(I),A(J)).

Analisando cada valor singular individual:

Teorema 1.30. [20] Sejam aq,...,an,b1,...,by,c € R ndo negativos com a; > a;11,b; > bitq.
Ezxistem A, B € M,(C) com valores singulares aj,...,a, € by,...,b, respetivamente tais que c

€ 0 k-ésimo valor singular de A+ B se e s se:
max{axt; — bi+1,0kri — ai+1,0: 0 < i <n—k} <c<minfa; + by_;41 : 1 <i <k} (1.26)

Temos entdo que os valores singulares de A + B possiveis sdo dados por:

ceRiN (U [max{ag+i — bit1,0k+i — @ix1 : 0 <i <n—k}, min{a; + bp_i11: 1 <i <k}|)
k=1
(1.27)

Tal como no caso do produto, pode ser expresso alternativamente:

[br — a1, b+ al]) (128)

=

r=1

CGRgﬁ(U[ak—bl,akﬁ-leﬁ(
k=1

Podemos assumir sem perda de generalidade que a; > by, segue-se que o ultimo termo da

intersecao contém [0, a; + b1] o que por sua vez contém a interse¢ao dos outros dois. Portanto:

ce R N (| Jlar — b1, ax + b1)) (1.29)
k=1
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1.1.7 Mobdulos

Introduzimos o conceito de fatores invariantes de um mdédulo finitamente gerado sobre um
DIP, de modo a mostrar a equivaléncia entre os problemas dos fatores invariantes nas matrizes

e nos modulos.

Definicao 1.31. Sejam R um DIP, M um R-médulo, x € M. Definimos o anulador de x como
Anng(z)|:={a € R: ax = 0}.
Facilmente se mostra que Anng(z) é um ideal de R.

Defini¢ao 1.32. Chamamos ordem de z, o(x), a qualquer gerador de Anng(x).

Definicao 1.33. Diz-se que = é um elemento de tor¢do se Anng(x) # {0} ou, equivalentemente,
o(x) # 0. Define-se M; o conjunto dos elementos de torgao de M.

Facilmente se mostra que M; é um submodulo de M.

Teorema 1.34. Sejam R um DIP, M um R-mddulo finitamente gerado. Fxistem x1,...,T, €
M\{0} tais que:
M=L®Rx1®...® Rz, (1.30)

onde o(x;) | o(zit1), com L submddulo livre de M.

Se temos y1, ..., ym € Mi\{0} tais que:
M=L®Ry®...D Ryn (1.31)

onde o(y;) | o(yi+1), com L' submddulo livre de M ; entdo n = m, L = L' e Rx; = Ry;. Isto é,

a decomposi¢do € unica a menos de isomorfismo das componentes.

Esta decomposigao chama-se entao a decomposicio de M em fatores invariantes, e os o(x;)

denominam-se os fatores invariantes de M.

Definicao 1.35. [28, Pag. 403] Sejam R um DIP, M um R-médulo finitamente gerado. Sejam

T
Z1,...,Tn geradores de M. Denotamos = := [a:l a;n} . Entao r := [rl rn} €

M »(R) diz-se uma relag¢io se rx =y ;- rix; =0

Definicao 1.36. |28, Pag. 403] A € M,,n(R),A = [a;;] diz-se uma matriz de relagoes se
Ax =0, isto é Z?Zl a; jx; = 0 Vi (as suas linhas forem relacoes). Se, para qualquer relagao 7,
r = yA para y € M, (R) (isto é, qualquer relagdo for combinacao linear das linhas de A), A

diz-se uma matriz de relagées completa.

Dado um médulo finitamente gerado, existe sempre uma matriz de relacées completa. Também
temos o reciproco, isto é, dada uma matriz A, existe um mdédulo finitamente gerado para o qual
A é uma matriz de relagoes completa [28, Pag. 403].

Podemos desenvolver o conceito:
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Teorema 1.37. [28, Pdg. 406] Seja R wm DIP. Dadas matrizes A, B, C sobre R com C = AB,
existe um R-mddulo finitamente gerado M e N submddulo de M tais que A, B e C' sdo matrizes

de relagao completa de N, M/N e M respetivamente.

Teorema 1.38. [28, Pdg. 406] Sejam R um DIP, M um R-mddulo finitamente gerado, N um
submodulo de M. Existem matrizes (sobre R) A, B e C sendo matrizes de relagdo completa de
N, M/N e M respetivamente, tais que C = AB.

Teorema 1.39. [28, Pdg. 405] Seja R um DIP. Os fatores invariantes de um R-mdédulo finita-
mente gerado sao os fatores invariantes excluindo unidades de qualquer sua matriz de relacées

completa.

Observacao 1.40. [28, Pag. 405] Se tomarmos os geradores 1, ..., x, que formam a decom-
posigao ([1.30)), entao existe uma matriz de relagdes completa diagonal na forma normal de Smith,
cujos elementos diagonais nao nulos sao o(x;), ou seja, os fatores invariantes de M. Os zeros no

fim da diagonal correspondem a elementos que formam uma base de L.
Combinando os resultados anteriores, obtemos:

Teorema 1.41. [28, Pag. 407 Seja R um DIP. Sejam ai,...,0n, 01, BnyY1s---sTn €
R. Existem A,B,C € M,(R) nao-singulares com fatores invariantes aq,...,0pn; B1,-..,0n €
Y1, - - -5 Yn TESPEtivamente, tais que C' = AB se e so se existir um R-mddulo finitamente gerado
N com fatores invariantes Vi, ..., n, no qual existe um submddulo P com fatores invariantes

al,...,ap tal que N/P tem fatores invariantes B, ..., fn.

Definicao 1.42. Um R-médulo M diz-se um p-mddulo para p € R irredutivel se pM = {0}
para algum e € N. O menor e tal que p°M = {0} chama-se o expoente de M.

Teorema 1.43. [28, Pdg. 407] Seja R um DIP, M um R-mddulo. Entdo:

M= M, (1.32)

em que cada M, é um p-mddulo.

Se N for um submodulo de M, temos

N=N, (1.33)

p

em que cada Ny, € um p-mddulo e um submddulo de M,. Também temos:
M/N = P M,/N, (1.34)
P

Isto corresponde & fatorizacao por irredutiveis das matrizes e seus fatores invariantes vista
no teorema Green e Klein [13] resolveram o problema de fatores invariantes de médulos

lidando com p-mddulos.
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1.2 Dominios de divisores elementares

Consideremos agora uma classe de anéis maior:

Definicao 1.44 (Dominio de divisores elementares). [12] Um anel comutativo R diz-se um
dominio de divisores elementares (DDE) se for um dominio de integridade e se toda a matriz A

sobre R tiver forma normal de Smith, isto é, for equivalente a uma matriz diagonal

D diag(aq,...,ar) 0O
0 0

onde a; #0, o | 41 para 1 <i <k —1.

Observacgao 1.45. Como no caso dos DIPs, os fatores invariantes «; sao Unicos a menos de

associados, e podem ser obtidos pelos divisores determinantais d;(A) da mesma maneira.

Um exemplo de um DDE que nao é um DIP é H(f2), o anel de fungoes complexas holomorfas

num conjunto 2 C C aberto e conexo [3].

Definicao 1.46. Um anel R diz-se um anel de MDC' se para todo a,b € R, existir mdc de
{a,b}.
Definigao 1.47. Um anel comutativo R diz-se um anel de Bézout se todo o ideal finitamente

gerado for principal.

Um anel de Bézout comutativo é um anel de MDC, sendo o mdc sempre uma combinagao
linear de a e b. Em geral, um mdc de {a,b} nao é necessariamente uma combinagao linear de a
e b.

O seguinte é uma proposicao relativa a anéis de Bézout, relevante para o tema:

Teorema 1.48. [16, Teorema 3.1] Seja R um anel comutativo. Todas as matrizes quadradas

diagonais sobre R tém forma normal de Smith se e s6 se R for um anel de Bézout.
Apresentamos entao a seguinte condicao suficiente e necessaria para DDEs:

Teorema 1.49. [12, Teorema 5.2] Seja R um dominio de integridade comutativo. R é um DDE

se e so se:
(a) For um anel de Bézout.
(b) Para a,b,c € R tais que mdc(a, b, c) = 1, existirem p,q € R tais que mdc(pa, pb+ gc) = 1.

Queir6 pretendeu estender alguns teoremas conhecidos para DDEs. A seguir, expomos um
teorema que foi usado com esse objetivo.

Definimos uma “norma” para vetores e matrizes sobre R [19].

T
Para x € R™",z = {xl e xn} , definimos jv(z)| := mdc(z1, ..., Ty).

Nas seguintes proposicoes, para a,b € R, [a ~ b[ denota igualdade a menos de multiplicagao
por unidades. Prova-se facilmente em DDEs:
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(a) 2 #£0= v(z) #0

(b) v(az) ~ av(z) Ya € R

(c) mde(v(z),v(y)) [v(z +y)
(d) v(z) | v(Az) YA € My, (R)
(e) v(z) = v(Uz) YU € GLn(R)

Agora para A € M, n(R), A = [a;;], definimos m :=mdc{a;;:1<i<m,1<j<n}

Provam-se facilmente as seguintes proposicoes:
(a) A#£0= u(A)#0

(b) u(aA) ~ au(A) Ya € R

(¢) mde(u(A4),u(B)) | u(A+ B)

(d) u(A)u(B) | u(AB)

(€) u(A) = w(UAV) VU € GLy(R) YV € GLn(R)

Em [19], Queiré de facto definiu u(A) como no lema seguinte, que mostra a equivaléncia das
definigoes. Optamos pela primeira definigdo para clarificar a validade em DDEs das proposigoes

acima.

Lema 1.50. Seja R um DDE. Para A € My, ,(R), temos:

u(A) = mdce{v(Azx) : x € R"} (1.35)

Demonstragao. Seja x € R", x = [:cl cee Ty ! e definimos e; € R™ o vetor com i-ésima
componente 1 e 0 nas restantes. Entao Az = ) ", x;Ae;. Note-se que Ae; é a i-ésima coluna
de A, portanto: u(A) = mde{v(Ae;) : 1 <i <n}|mde{v(z;Ae;) : 1 <i<n}|v(dl, zAe) =
v(Ax)

Seja a € R tal que a | v(Az) Vo € R". Entao a | v(Ae;) V1 < i < n, logo a | mdc{v(Ae;) :
1 <i<n}=u(4). O

Denotamos |M,, n(R), := {A € My, n(R) : car(A) < k}.

Teorema 1.51. [19] Seja R um DDE. Seja A € My, n(R) com fatores invariantes (o )ien-
Entao:
ar ~mmc{u(A —X) : X € My, ,(R)i} (1.36)
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1.2.1 Fatores invariantes do produto em DDEs

Agora, referindo aos fatores invariantes de um produto de matrizes, tentou-se encontrar

H Vi | HO% Hﬂj (1.37)

keK icl  jeJ
onde I, J, K sao subconjuntos de {1,...,n} com #I = #J = #K.
Note-se que temos a igualdade a menos de multiplicagao por unidades, nocaso I = J = K =

desigualdades do tipo:

{1,...,n}, tomando os determinantes. Se R for uma localizacdo R,, entdo as desigualdades
acima reduzem-se a desigualdades do tipo (1.8) (recordamos no entanto que o i-ésimo fator
invariante tem como expoente de p o n — i + 1-ésimo elemento da parti¢gao invariante). Se R
for um DIP, combinando a mesma desigualdade tipo @) em R, para todos os elementos
irredutiveis p obtemos a mesma desigualdade em R. Portanto, tendo em conta o teorema [1.7]
o teorema @ de facto diz que, para R DIP, as desigualdades (assim como igualdade a
menos de multiplicagdo por unidades, no caso I = J = K = {1,...,n}) definem a solucao do
problema dos fatores invariantes do produto de matrizes.

Usando uma estratégia inspirada na demonstracao do teorema sobre os valores préprios das
somas de matrizes hermiticas, Caldeira e Queir6 obtiveram o seguinte resultado:

Teorema 1.52. [3] Dados I, J, K subconjuntos de {1,...,n} com #I = #J = #K tais que a
desigualdade (11.37) € verdadeira em DIPs. Entao € verdadeira em DDEs.

Observacgao 1.53. Ao contrario do caso dos DIPs, ndo estd confirmado se estas desigualdades

consistem na solucao completa do problema.

Notamos que para qualquer R dominio de integridade comutativo de MDC (mesmo nao sendo
DDE), para uma matriz A sobre R, definimos d;(A) como em (1.1)). Temos que d;(A) | d;+1(A).
Entao definimos o i-ésimo fator invariante como a; = c tal que d;(A) = ¢-d;—1(A), com dy(A) = 1.

Voltando ao problema de encontrar as desigualdades tipo vélidas, temos um resultado

positivo importante:

Teorema 1.54. [3] Sejam I,J, K subconjuntos de {1,...,n} com #I = #J = #K tais que
a desigualdade (11.37) € verdadeira em DDEs comutativos. Entdo é verdadeira em dominios de
integridade comutativos de MDC.

1.3 Fatores invariantes da soma

Consideremos agora o problema da seccao mas com C' = A+ B. Ao contréario do caso
do produto, este problema nao foi resolvido completamente. Conhecem-se alguns resultados
relacionados. Nesta seccao consideramos os elementos na diagonal da forma normal de Smith,

incluindo os zeros, como sendo os fatores invariantes.
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Teorema 1.55. [19, 129] Seja R um DDE. Sejam A,B € My, ,(R) com fatores invariantes
(i)ien e (Bi)ien respetivamente; sejam (;)ien 0$ fatores invariantes de C := A + B. Entao:

mdc(ay, 85) | Yigj-1
mdc(a, ;) | Bivji-1 (1.38)
mdc(v;, B5) | i1

As ultimas duas igualdades obtém-se a partir da primeira com B=C —Ae A=C — B.
Para A € M, ,(R) com fatores invariantes (o;)ieny € 0 € R, denotamos = #{i €
{1,2,...,n} ra; | 6}, efrs(A) := #{i € {1,2,...,n} : 6 | i}

Teorema 1.56. [2/] Seja R um DIP. Sejam A, B € My, ,(R) com fatores invariantes (o;)ien
e (Bi)ien respetivamente. Sejam 0 € R, k € {1,...,min{m,n}}. Se k # m ou k # n, sao

equivalentes:

(a) mdc(aq, Bk), ..., mdc(ay, f1) dividem &

(b) Ezistem A, B' € My, ,(R) equivalentes a A e B respetivamente tais que us(A' + B') > k

Teorema 1.57. [24] Seja R wm DIP. Sejam A, B € M,(R) com fatores invariantes aq, ..., an
e B1,..., 0, respetivamente. Sao equivalentes:

(a) mdc(ay, Bn),...,mdc(ay, 51) sao unidades e existem a,b,u,v € R em que u e v sdo uni-
dades tais que:
acy +uby - Bn = 1,081 +vaq - an =1 (1.39)

(b) Existem A', B' € M, (R) equivalentes a A e B respetivamente tais que A'+ B' =1

Teorema 1.58. [2/] Seja R um DIP. Sejam A, B € My, ,(R) com fatores invariantes (o;)ien
e (Bi)ien respetivamente; sejam § € R, k € {1,...,min{m,n}}. Sek #m ouk #n ou § =0,
sao equivalentes:

(a) mde(ai,d) | Biyn—k e mde(B,0) [ iyn—rk
(b) Ezistem A, B' € My, ,(R) equivalentes a A e B respetivamente tais que rs(A' + B') > k
Note-se que, tomando § = 0, temos r9(A) = n — car(A), obtendo o seguinte:

Corolario 1.59. [25] Seja R um DIP. Sejam A, B € My, ,(R) com fatores invariantes (o )ien
e (Bi)ien, 1 <k <min{m,n}. Sao equivalentes:

() a;| Bivk € Bi | cit
(b) Ezistem A', B' € My, ,(R) equivalentes a A e B respetivamente tais que car(A’ + B') < k
Teorema 1.60. [25] Seja R um DIP. Sejam A, B € My, n(R) com m +n > 2 e fatores invari-

antes (;)ien € (Bi)ien respetivamente, 1 < k < min{m,n}. Sao equivalentes:
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(a) i | Bivk, Bi | aivr e k < car(diag(au, ..., ay)) + car(diag(f1, ..., On))
(b) Ezistem A', B' € My, ,(R) equivalentes a A e B respetivamente tais que car(A' + B') =k

Observagao 1.61. Em qualquer dos 4 teoremas (e o coroldrio) anteriores, A’ + B’ = X AY +
ZBW para X,Y,Z, W € GL,(R) e é equivalente a Z~' X AYW ! 4 B. Pelo que (b) no teorema
[1.56] é equivalente a:

(b’) Existe A" € My, »,(R) equivalente a A tal que us(A’+ B) > r

Andlogamente para os outros teoremas.

Note-se que det(A) = way---ay,, onde u é uma unidade. E, entdo, natural analisar o
determinante. Escolhemos os fatores invariantes de modo que v = 1.

Aqui, la = b (mod m)|significa m | a — b.

Teorema 1.62. [/ Seja R um DDE. Sejam A, B € M, (R) com fatores invariantes aq, ..., o
e B1,...,0n, € sejam vy, -Yn 0S8 fatores invariantes de C':= A+ B. Sejam

(5::mdc{a1---akﬂ1---ﬁn_k:lgkgn—l}
0 :=mdc{ag--axm- Y-k 1<k<n-—1} (1.40)
n:=mde{B1 By Y-tk :1<k<n-—1}

Temos:
[T v=1lt i+ 112, B (mod 6)
[l 8= ()" ai + T, v (mod 6) (1.41)
[[os = (=D LS B+ 1T v (mod n)

Teorema 1.63. [/] Seja R um DDE. Sejam «i,...,0n,B1,...,0n € R tais que a; | a;t1,
Bi | Bi+1- Definimos § como no teorema|1.62. Ezistem A, B € M,(R) com fatores invariantes

Ay ..., 0p € P1,..., 0, respetivamente e tais que det(A + B) = x se e s se:
n n
x = Hai + Hﬂi (mod 9) (1.42)
i=1 i=1

Teorema 1.64. [/ Seja R um DDE. Sejam aq,...,0n, 01, By Y1,y € R com «; |
@it1, Bi | Biv1,vi | Vi+1 tais que satisfazem as igualdades 41.41). Entao:

[[Ly 0= (D)"[L2, B (mod )
[[i=18i =1Ly v (mod a) (1.43)
H:‘L:1 Vi = H?:1 (67} (mod 5)

onde a = oy [} mde(eu, 8;), B = B1 [1}=) mde(Br, %), v = v [[1=) mde(y1, ;)

Estas igualdades foram primeiro dadas por S& |21] como condigoes necesséarias. O teorema
anterior diz que sao, de facto, consequéncias 16gicas de (|1.41).

O reciproco, isto é, se (1.43) implicam (1.41), é um problema em aberto [4].
Thompson tentara dar a solucao completa, chegando a seguinte condicao necesséria:
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Teorema 1.65. [30,|4] Seja R um DIP. Sejam A, B € M, (R) com fatores invariantes oy, . . . , i,

e B1,...,0n, € sejam y1,- - Yo 08 fatores invariantes de C := A+ B. Entdo temos:
[T i = ()" B (mod yiw™™)
[T, 8 =11 ;v (modajw™?) (1.44)

T,y =1, 0 (mod B
onde w := mdc(ay, f1,7)-

Thompson conjeturou que , em conjunto com , definem a solucao do problema.
S4 [21] provou esta conjetura falsa no caso de DDEs, ao dar as condigoes e mostrando
que nao sao consequéncia das dadas por Thompson e de (|1.38). De facto, também mostrou que
sao consequéncia de e

Todas as condigoes necessarias apresentadas sao consequéncia de e , pelo que
estas condigoes sao candidatas razoaveis a condicoes suficientes. De facto, Caldeira e Queird
contribuiram para esta investigacao conjeturando que sao condigoes suficientes. Eliminando a
hipétese que det(A) = ay - - - oy, Obtemos:

Conjetura. [4] Seja R um DDE. Sejam ai,... 0, By Bny Y1y Y0 € R com a; | aiy1,
Bi | Bix1, Vi | Yix1- Sejam §,0,n como no teoremal|1.62. Existem A, B,C € M,(R) com fatores
mwvariantes sobre R aq,...,Qn; B1,. -+, Bn; Y1, - .-, Vn respetivamente, tais que C = A+ B se e

S0 se 41.38) forem satisfeitas e existirem unidades u e v tais que:

[lmvi=ullis i+ o2 B (mod d)
[Ty vi=ulli ci + (=1)" W ][[L, B (mod 6) (1.45)
H?:l vi = (—1)"u H?:l Qj + v H?:1 Bi  (mod n)
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Capitulo 2

Algumas generalizacoes

Neste capitulo, iremos generalizar alguns teoremas apresentados no capitulo anterior para
anéis nao comutativos e com existéncia de divisores de zero. Importa, portanto, introduzir a
nocao de fator invariante e suas propriedades em anéis ndo comutativos, assim como conceitos

relacionados.

2.1 Introducao aos anéis nao comutativos

Consideremos entao um anel R qualquer.

De acordo com a terminologia de, por exemplo, [15]:

Definicao 2.1. Um anel R diz-se um dominio se R # 0 e ab = 0 implicar ¢« = 0 ou b = 0, isto

é, nao existirem divisores de zero esquerdos nem direitos.

Necessitamos de uma relagao de divisao alternativa que implica as divisoes esquerda e direita
usuais (dadas pela ordem nos ideais esquerdos e direitos respetivamente), e equivalente a estas
no caso comutativo.

Assim, definimos a divisdo total como:

Definicao 2.2 (Divisao Total). |10, Pdg. 40] Sejam a,b € R. a divide totalmente b se
RbR C aRN Ra (2.1)

Teorema 2.3. [10, Pdg. 40] Sejam a,b € R. a divide totalmente b se e sé se existir um ideal
bilateral I de R, tal que bR C I C aR (ou, equivalentemente, Rb C I C Ra).

Satisfaz todas as propriedades usuais da divisibilidade, com excec¢ao de que um elemento nao
necessariamente se divide a si préprio. Temos a | a se e s6 se aR = Ra (neste caso aR é um
ideal bilateral).

Assim definimos os fatores invariantes e forma normal de Smith de maneira semelhante, com

a condicao que «; divide totalmente ;4.
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Definicao 2.4 (Anel de divisores elementares). [12] Um anel R diz-se um anel de divisores ele-
mentares (ADFE) se toda a matriz A sobre R tiver forma normal de Smith, isto é, for equivalente

a uma matriz diagonal

D diag(aq,...,a,) 0
0 0

onde a; # 0, a; | i1 para 1 <i <k — 1.

Se R é adicionalmente um dominio, podemos referir R como dominio de divisores elementares
(DDE), como ja se definiu atrés.

Definigao 2.5. Dado um anel qualquer R, o radical de Jacobson |Rad(R)|é a interse¢ao de todos

os ideais esquerdos maximais (ou equivalentemente, ideais direitos maximais) de R.

Teorema 2.6. [15] Seja R um anel qualquer. x € Rad(R) se e sd se para todor € R, 1 —rz
for invertivel a esquerda.

Teorema 2.7. [12, Lema 2.1] Seja R um anel tal que todos os divisores direitos de zero estdo

em Rad(R). Entao, dados x,y € R, se tR = yR entdo existe unidade u tal que T = yu.

O teorema que dd uma condicdo necessédria e suficiente para ser um ADE no caso
comutativo também se aplica quando todos os divisores de zero estdo em Rad(R).

Dois elementos a,b € R dizem-se associados (denotamos sea|beb]|a,ouequivalen-
temente, se aR = bR = Ra = Rb = RaR = RbR. Coincide com a definicao dada anteriormente
(a = bu para u unidade) em dominios de integridade comutativos, como mostra o teorema

No caso nao comutativo, nao temos unicidade dos fatores invariantes a menos de associados.

Definigao 2.8. Um anel R diz-se um anel de Bézout se todo o ideal esquerdo ou direito finita-
mente gerado for principal.

Definicao 2.9. Um anel R é um anel de Hermite direito se todas as matrizes 1 x 2 tiverem
redugao diagonal, isto é, para todos a,b € R existe U € GLy(R) tal que [a b} U= [d 0}.

Definigao 2.10. Um anel R é um anel de Hermite esquerdo se todas as matrizes 2 x 1 tiverem

T T
redugao diagonal, isto é, para todos a,b € R existe U € GLy(R) tal que U [a b} = [d O} .
Definigao 2.11. Um anel R é um anel de Hermite se for Hermite esquerdo e Hermite direito.

Teorema 2.12. [12, Teorema 3.5] Sejam R um anel de Hermite direito, A € My, n(R). Entdo
existe U € GLp(R) tal que AU tem entradas nulas acima da diagonal que inicia no canto

superior esquerdo.

Também podemos escolher U € GL,(R) tal que AU tem entradas nulas debaixo da diagonal
que inicia no canto inferior direito. No caso de anéis de Hermite esquerdos, UA (com U €
GL,,(R)) pode ter entradas nulas debaixo da diagonal que inicia no canto superior esquerdo ou

entradas nulas acima da diagonal que inicia no canto inferior direito.
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Teorema 2.13. [12, Pdg. 465] Seja R um anel de Hermite. Entao é um anel de Bézout.
Teorema 2.14. [12, Teorema 3.1] Seja R um anel tal que:
(a) todos os seus divisores de zero (esquerdos e direitos) estao em Rad(R)
(b
(c

(d) para qualquer A € My(R) com inversa esquerda ou direita, A € GLy(R).

) € um anel de Bézout
)

a interseccao de quaisquer dois ideais principais direitos for principal

Entao R é um anel de Hermite direito.

Corolario 2.15. [12, Teorema 3.2/ Seja R um anel comutativo de Bézout cujos divisores de
zero estao em Rad(R). Entao R é um anel de Hermite.

Teorema 2.16. [12, Teorema 3.4] Seja R um dominio. Entdo R é um anel de Hermite se e
so se for um anel de Bézout e a interseccdo de quaisquer dois ideais principais esquerdos ou

direitos for principal.
Kaplansky deu uma observacao simples e til em relagdo aos ADE:

Teorema 2.17. [12, Teorema 5.1] Um anel R é um ADE se e so se todas as matrizes 1 x 2,

2 x 1 e2x2 tiverem forma normal de Smith.

Teorema 2.18. [12] Um dominio R é um DDE se e so se todas as matrizes 2 x 2 tiverem forma
normal de Smith.

Definicao 2.19. Um anel R diz-se duo se todos os seus ideais esquerdos e ideais direitos forem
bilaterais.

Teorema 2.20. Um anel R € duo se e s0 se
aR = RaVa € R (2.2)

Ou seja, um anel é duo exatamente quando todos os seus elementos se dividem a si préprios.
Isto implica que a associatividade é uma relagcdo de equivaléncia. Neste caso, escolhemos um
representante em cada classe de equivaléncia, sendo a classe das unidades representada por 1.
Se X for um subconjunto de R e existir um maximo divisor comum d de X, entao os maximos
divisores comuns de X sao todos os elementos associados a d e denotamos o representante desta
classe por Analogamente, denota o representante dos minimos multiplos
comuns de X se existirem.

Note-se que num anel duo, a divisao total é equivalente as divisoes esquerda e direita.

A préxima definicao leva-nos a outra condicdo suficiente para um anel ser ADE:

Definicao 2.21. [9, [12] Um anel duo R diz-se um anel adequado se for um anel de Bézout e
se, dados a,c € R com a # 0, existirem r, s tais que a = rs, mde(r,¢) = 1 e mde(s’, ¢) # 1 para
qualquer s’ divisor de s exceto unidades.
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Teorema 2.22. [12, Teorema 5.3] [9] Seja R um anel comutativo cujos divisores de zero estao
em Rad(R). Se R for adequado, R é um ADE.

O teorema das desigualdades de entrelacamento pode ser estendido para ADEs duo:

Teorema 2.23 (Desigualdades de Entrelacamento). [6] Sejam R um ADE duo, A € My, »(R)
com fatores invariantes (o;)ien € B € My 4(R) comp < m,qg <n,m+n—(p+q) >1 e cujos
fatores invariantes sio (53;)ien. Existe A’ equivalente a A tal que contém B como submatriz se

e SO se tivermos , isto €, para qualquer i:
(67} ’ Bi ‘ Yitm+n—p—q

Observagao 2.24. No caso p + ¢ = m + n a hipdtese reduz-se a B ser equivalente a A e a
desigualdade ([1.2)) reduz-se a «; | 5; | ay (isto é, a; ~ f3;), que é uma condi¢do necessaria [6],
mas nao foi mostrada ser suficiente. E suficiente no caso em que todos os divisores de zero estao

em Rad(R), por consequéncia do teorema
A seguir, mostramos uma propriedade notéria dos DDEs duo.

Lema 2.25. [6] Sejam R qualquer anel, A € M, ,(R), B € My, ,(R). Se d € R dividir todas as
entradas de A entao divide todas as entradas de AB.

Corolario 2.26. [6] Seja R qualquer anel. Sejam A, A" € My, ,(R). Se A e A forem equi-
valentes, entdo d € R divide todas as entradas de A se e s¢ se dividir todas as entradas de
A

Corolario 2.27. [6] Seja R um anel duo. Para A € My, ,(R) com forma normal de Smith, um

seu primeiro fator invariante € mdc das suas entradas.

Demonstracao. A é equivalente a

A=
0 0

diag(aq, ..., ax) O]

com «; | ajt1. Sendo R duo, temos que «; divide-se a si préprio, logo é mdc das entradas de
A’. Pelo corolério a1 é mdc das entradas de A. O

Corolario 2.28. Seja R wm DDE duo. Entao R é um anel de MDC.

Demonstragdao. Para a,b € R, seja A = diag(a,b). Sendo R um DDE, A tem forma normal de
Smith. A conclusao segue do corolario O

2.2 Algumas generalizacoes

Nesta seccao, estendemos alguns dos teoremas apresentados para classes de anéis maiores,
nomeadamente, ADEs duo.
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2.2.1 Condicgoes suficientes para anéis de Hermite e ADEs em anéis duo

Esta subsec¢ao tem como objetivo generalizar dois teoremas de Kaplansky [12], apresentando
as seguintes demonstracoes, de acordo com o estudo realizado em colaboragao com o Prof.
Fernando Silva.

Lema 2.29. Sejam R um anel duo, m,a,b € R. Se m | ab e Ra+ Rm = R, entao m | b.

Demonstragao. Suponhamos que 1 = ra + sm e ab = xm. Entdo ra =1 — sm, (1 — sm)b =

rab = rem, b = rem + smb € Rm, isto é m | b. ]
Lema 2.30. Sejam R um anel duo, a,b € R com Ra+ Rb = R. Entdo ab é mmc de {a,b}.

Demonstragdo. ab é certamente multiplo de a e de b. Seja x = ac = b’ para alguns ¢, ¢’ € R.

Entao b | ac. Pelo lema anterior, b | c. Logo ab | ac = z. O

Lema 2.31. Seja R um anel duo tal que os divisores de 0 estao em Rad(R). Sejam a,b € R.
Entdo temos a e b associados se e so se existir u € R unidade tal que b = au se e so se existir

u' € R unidade tal que b = va.

Demonstracao. E consequéncia do teorema tendo em conta que, sendo R duo, a e b sao
associados se e 86 se Ra = Rb (se e s6 se aR = bR). Os reciprocos sao triviais. O

Lema 2.32. Seja R um anel de Bézout duo. Sejam d,a,b € R. Entao dR = aR + bR se e s¢
se d for mdc de {a,b}. Logo existe mdc de qualquer par de elementos de R (R é um anel de
MDC).

Demonstragdo. (=) Assumimos que dR = aR + bR. Temos d | a e d | b. Assumimos que d’ | a
ed |b. Entdo dR=aR+bR CdRed |d. Logo d é mdc de {a,b}.

(<) Por hipétese, existe ¢ € R tal que cR = aR + bR. Pelo paragrafo anterior, ¢ é mdc de
{a,b}. Assumimos que d é mdc de {a,b}. Entdo d | ¢, ¢|d e dR =cR = aR + bR. O

Lema 2.33. Seja R um anel de Bézout duo tal que os divisores de 0 estao em Rad(R). Sejam
a,b€e R coma+#0 oub#0. Suponhamos dR = aR+ bR e d = ap—+bq onde d,p,q € R. Entdo
mdc(p, q) = 1.

Demonstragdo. Seja ¢ um mdc de {p,q}. Entao p = p'c e ¢ = ¢/c para certos p/, ¢ € R. Entao
d = dconde d = ap’ +bg € aR + bR = dR. Entao d e d’ sao associados. Entao d' = du
para u € R unidade. Entao d(1 — uc) = 0. Note-se que d # 0. Entao, 1 — uc € Rad(R). Pelo
teorema [2.6] uc é uma unidade, pelo que R = Ruc = Rc = cR, isto é, ¢ é uma unidade. Logo
mdc(p, q) = 1. O

Lema 2.34. Seja R um anel de Bézout duo cujos divisores de 0 estao em Rad(R). Semdc(p, q) =

T
1, entdo existe uma matriz 2 X 2 invertivel cuja primeira coluna € [p q} (e também existe

uma matriz 2 X 2 invertivel cuja primeira linha € {p q])
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Demonstragdo. Se 1 = 0, o lema é trivial. Supomos 1 # 0. Supomos que mdc(p,q) = 1.
Entdao p # 0 ou ¢ # 0. Supomos que ¢ # 0. O outro caso é andlogo. Pelo lema [2.32]
R =pR+ qR = Rp+ Rq. Logo 1 = rp + sq para certos r,s € R. Temos gp = p'q para certo
p € R.

Mostramos que mde(p’,q) = 1 . Seja a um mde de {p/,q}. Como R = pR + ¢qR e aR =
PR+ qR, qR = qpR + ¢*R = ('R + qR)q = aRq = Raq. Entdo ¢ = zaq para certos v € R.
Como g # 0, 1 — za € Rad(R). Pelo teorema za ¢ uma unidade. Como za € Ra = aR,
existe y € R tal que za = ay. Como ((za) 'z)a = 1 = a(y(za)™'), a é uma unidade. Logo
mdc(p/, q) = 1.

Entdao R =p'R+qR e 1 = p'r' + ¢qs' para certos r', s’ € R. Seja

! 1
b3 /] . Entao [T S/] U= [O i] , onde z = rs’ — sr'.
q —-T q —p

Multiplicando & esquerda ambos os lados da tultima igualdade por: Ll) _1Z

tem inversa esquerda. A seguir mostramos que U tem também inversa direita. Existe r” € R

] , deduzimos que U

tal que r'q = qr”. Entao p'r'q = p'qr” = qpr”. Entao q = (p'r’ + qs')q = q(pr” + s'q). Como
q#0,1—(pr" +5'q) € Rad(R). Pelo teorema [2.6) u := pr” + s'q é uma unidade. Existe p” € R
tal que p'r’ = r'p”. Entao

'yt s 1 w
U el = , onde w = ps’ — s'p.

Multiplicando a direita ambos os lados da ultima igualdade por: [é fv} , deduzimos que U

tem inversa direita. Logo U ¢ invertivel. O
O seguinte teorema generaliza o teorema [2.14

Teorema 2.35. Seja R um anel de Bézout duo cujos divisores de 0 estao em Rad(R). Entao
R € um anel de Hermite.

T
Demonstragao. Sejam a,b € R. Mostramos que ambas as matrizes {a b} e {a b} tém

reducoes diagonais. E trivial se @ = b = 0. Supde-se que a # 0oub # 0. Seja ¢c um mdc
de {a,b}. Entdo ¢ = ap + bg onde mdc(p,q) = 1. Pelo lema anterior, existe uma matriz

T
invertivel U cuja primeira coluna é [p q] . Entao {a b} U = [c cx] para algum z € R.

Entao
1 —z , o .
[a b] U 0 1 ] = [c O] é a reducao diagonal de [a b} .
T
Analogamente provamos que [a b} tem reducgao diagonal. O

Os resultados anteriores, assim como o lema que apresentaremos a seguir, contribuem para

generalizacao do teorema |1.49:
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Lema 2.36. Sejam R um dominio duo, d € R\{0}, X € GL,(R). Seja X' € M,(R) tal que
Xd=dX' (existe pois R € duo). Entao X' € GL,(R).

Demonstracdo. Sejam Y := X! e Y’ tal que Yd = dY’. Temos dI = XYd = XdY' = dX'Y’,
logo I = X'Y’. Analogamente, I = Y'X’. Portanto, X’ é invertivel. O

Teorema 2.37. Seja R um dominio duo. R é um DDE se e so se:
(a) For um anel de Bézout.
(b) Para a,b,c € R tais que mdc(a,b,c) = 1, existirem p,q € R tais que mdc(pa, pb+ qc) = 1.

Demonstragdo. Assumimos que R é um DDE. Pelo teorema[2.13] como R é um anel de Hermite,
temos (a). Agora seja

A=

g i] (2.3)

tal que mdc(a, b, c) = 1, e assumimos que P, Q) € GLy(R) sao tais que PAQ é uma forma normal
de Smith de A. Pelo corolério a entrada do canto superior esquerdo de PA(Q é uma unidade

u. Suponhamos que a primeira linha de P é [p q} e que a primeira coluna de @ é [;1: y]T.
Entao u = (pa)z + (pb + qc)y, logo mdc(pa, pb + gc) = 1 e temos (b).

Agora assumimos que R satisfaz (a) e (b). Pelo teorema basta provar que qualquer
matriz 2 X 2 tem forma normal de Smith. Pelo teorema R é um anel de Hermite. Portanto,
dada uma tal matriz, temos que é equivalente a uma matriz como A acima. Seja d := mdc(a, b, ¢).
Sed =0, A=0. Parad # 0, seja A’ tal que A = A'd. Sejam X,Y € GLy(R) tais que
A’ = XDY, onde D é uma forma normal de Smith de A’. Pelo lema Y’ tal que Yd = dY”’
é invertivel. Entao, A = A'"d = XDYd = XDdY’, sendo Dd uma forma normal de Smith de
A. Basta entao provar que A’ tem reducao diagonal. Sejam d’,’,c as entradas nao nulas de
A" e d :=mde(d,V, ). Temos que d'd divide a, b e ¢, pelo que d = 1. Tomamos entao p, q
tais que mdc(pd’, pb’ + g¢’) = 1 dados por (b). Observe-se que mdc(p,q) = 1. Pelo lema
existe P € GLa(R) com primeira linha |p ¢|. A primeira linha de PA’ é entao |pa’ pb’ + #

Sendo R Hermite, esta é equivalente a uma matriz com primeira linha |1 0|. Multiplicando a
esquerda por uma matriz elementar para eliminar a entrada inferior esquerda, obtemos a forma
desejada. O

De acordo com o teorema anterior, podemos generalizar o teorema para dominios duo.

2.2.2 Caraterizacgao alternativa de fatores invariantes em ADEs duo

Iremos generalizar para ADEs duo os teoremas de Queiré em [19] apresentados na seccao
nomeadamente a caraterizacao dos fatores invariantes, assim como a sua demonstracao de
(1.38)).

Sendo envolvida a nogao de carateristica de matriz, por diante, car significa carateristica
interna e denotamos a carateristica interna de uma matriz A por .
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Mostramos que a nocao de carateristica interna é simplificada no caso de existéncia de
reducao diagonal.

Teorema 2.38. Seja R um ADE duo. A carateristica interna de A € My, ,(R) € igual ao

niumero r de fatores invariantes ndo nulos em qualquer reducdo diagonal de A.
Demonstracdo. Seja A = UCV, onde U,V sao invertiveis.

D 0
0 0

C= , D =diag(dy,...,d;), di|diy1 e d;i #0.

Seja W a submatriz m x r de U correspondendo as primeiras r colunas. Seja X a submatriz
r X n de V correspondendo as primeiras r linhas. Entao

D 0 D oV

0

A=U V=U =U =WDX

DX]

isto 6, A=W (DX), o que mostra que car(A4) < r.

Seja s = car(A) e assumimos que A = LK onde L € M, s(R) e K € M ,(R). Como R é
um anel de Hermite, pelo teorema existem matrizes Y € GL,,(R) e Z € GL,(R) tais que
YL tem as ultimas m — s linhas nulas e KZ tem as ultimas n — s colunas nulas. Entao A é
equivalente a

YAZ =

S 0] onde S € M(R).
0 0

Segue-se que A tem reducao diagonal com no méaximo s fatores invariantes nao nulos. Logo
s=r. O

Primeiro, generalizamos o corolario [1.59}

Teorema 2.39. Seja R um ADE duo. Sejam A, B € My, n(R) e seja r € N. Supomos que A
e B tém redugoes diagonais com fatores invariantes (a;)ien € (bi)ien, respetivamente. Ezistem
A" B" € My, n(R) equivalentes a A, B, respetivamente, tais que car(A'— B') < r se e sd se, para
cada i, a; | biyr € b; | @iyr.

Demonstragao. (=) Seja C := A" — B’. Sejam U e V matrizes invertiveis tais que D = UCV
é redugao diagonal de C. Entao UCV = A” — B” onde A" = UA'V = [E G} , B"=UAV =

F G] ,e G € My ,r(R). Seja (gi)icy uma cadeia de fatores invariantes de G. Pelo teorema
a; | gi | @itr € bi | gi | bitr. Entdo a; | biyy € b | ajpr.

(<) Paracadai € Ny, seja g; = mdc(a;qr, bitr). Notamos que g; = 0 parai > min{m,n}—r.
Seja G € My, n—r(R) uma matriz com fatores invariantes (g;)ien. Entao a; | ¢i | aitr € b; | gi |

biir. Pelo teorema [2.23] A é equivalente a uma matriz A" = [E G} e B é equivalente a uma

matriz B’ = [F G|. Entao A’ — B’ = [E —F O}, logo A’ — B’ tem redugao diagonal com no

méximo r fatores invariantes nao nulos, isto é, car(A’ — B’) < r. O
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Segue-se que o teorema generaliza-se a DDEs comutativos, pois a sua demonstracao
original usa o coroldrio [1.59 e é valida neste contexto.

Para um anel de MDC R, A € My n(R), A = [a;], definimos [u(A)| := mde{a;; : 1 < i <
m,1 < j<n}. Se R for um ADE duo, pelo corolario u(A) é associado a um primeiro fator
invariante de A. Mostramos entao como estender as proposicoes dadas por Queird para ADEs
duo:

Lema 2.40. Seja R um anel de MDC. Sejam A = [a; ;|, B = [b; j] € My n(R). Entdo
mdc(u(A),u(B)) | u(A+ B)

Demonstragdo. Sejam d = u(A), e = u(B), g = mdc(d,e). Paratodosi,j, g |d|a;jeg]|elb;.
Logo g | a;j + b; j. Segue-se que g | u(A+ B). O

Lema 2.41. Seja R um anel de MDC duo. Sejam A = [a; ;] € My n(R), B = [bij] € My p(R).
Entao
u(A)u(B) | u(AB)

Demonstragao. Sejam d = u(A), e = u(B). Paratodosi,j,k,d | ajr ee| by ;. Entdo Ra;, C Rd
e by jR C eR. Entao Ra;b,jR C RdeR = deR = Rde. Entao de | a;iby ;. Para todo 4, j,
de | Y ;. a; by j. Logo u(A)u(B) | u(AB). O

Corolario 2.42. Seja R um ADE duo. Sejam A = [a;j] € Mpyn(R),U € GLy(R),V €
GL,(R). Entio u(A) =u(UAV).

Demonstragao. Sendo U e V invertiveis, temos u(U) = u(V') = 1. Pelo lema anterior, u(A) =
w(U)u(A)u(V) | u(UAV). Analogamente, u(UAV) | (U tUAVV L) = u(A). Temos a igual-
dade pois u(A) e u(UAV) sdo representantes de uma classe de associados. O

Teorema 2.43. Seja R um ADE duo. Seja A € My, n(R) e seja (a;)ien uma cadeia de fatores
invariantes de A. Entao, para cada k € N, ap, é um mmc de {u(A—X): X € My n(R)i}.

Demonstragao. Seja X € My, (R)k. Seja B = A— X. Entao car(A — B) < k. Seja (b;)iey uma
cadeia de fatores invariantes de B. Pelo teorema para cada i, a; | bj1x—1 € b; | aj1x—1. Pelo
corolério [2.27, by é mdc das entradas de B. Logo u(B) ~ by. Entéo u(4 — X) = u(B) ~ by | a.
Supomos que m < n. O outro caso é anédlogo.
Supomos que k < m. Existem matrizes invertiveis U e V tais que UAV = [diag(al, ceey ) O] .
Seja
_, |diag(a1,...,ax—1) O
0 0

Entao car(X) < k. Pelo corolario u(A—X)=u(U(A—-X)V) ~ ay.
Supomos que k > m. Entao ar =0, A € My, n(R)r e u(A—A) =0.
Em ambos os casos, a; é um mmc de {u(A — X) : X € My, n(R)x} O

X=U VL
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Lema 2.44. Seja R um anel qualquer. Sejam A, B € My, n(R). Entdo car(A + B) < car(A) +
car(B).

Demonstragdo. Sejam r = car(A) e s = car(B). Sejam L € My, ,(R), K € M,,(R), S €
My, s(R) e T € Mg ,(R) tais que A= LK e B = ST. Entao:

K

A+B-= [L S} .

Logo car(A + B) < car(A) + car(B). O

Lema 2.45. Seja R um anel qualquer. Sejam A € My, n(R), B € M, ,(R). Entdo car(AB) <
min{car(A), car(B)}.

Demonstragdo. Sejam r = car(A) e s = car(B). Sejam L € Mp,,(R), K € M,,(R), S €
M, s(R) e T € M,,(R) tais que A= LK e B = ST. Entao AB = L(KB) = (AS)T. Segue-se
que car(AB) < min{car(A), car(B)}. O

Teorema 2.46. [19, Corolario 1] Seja R um ADE duo. Sejam A, B € My, n(R). Sejam (a;)ien,
(bi)ien € (¢i)ien cadeias de fatores invariantes de A, B, e A+ B, respetivamente. Entdo, para
todos k,l € N, mdc(ag, by) | ckri—1-

Demonstragdo. (Esta é a demonstracao de |19, Corolario 1].) Sejam k,l € N. Seja A €
My n(R) tal que ap ~ u(A — Ag). Seja By € My, »n(R); tal que by ~ (B — B;). Entao
mdc(ag, b)) ~ mde(u(A — Ag),u(B — By)) | u((A—Ax) + (B — By)) =u((A+ B) — (Ax + By)) |
mmc{u((A+B) — X): X € Myn(R)kt1-1} ~ Chyi—1- O

Teorema 2.47. [19, Coroldrio 2] Seja R um ADE duo. Sejam A € My, n(R),B € My p(R).
Sejam (a;)ien, (bi)ien, € (¢i)ien cadeias de fatores invariantes de A, B, e AB, respetivamente.

Entao, para todos k,l € N, apb; | cxq1-1.

Demonstragdo. (Esta é a demonstracao de |19, Corolario 2].) Sejam k,l € N. Seja A €
M n(R)y tal que ap ~ u(A — Ag). Seja By € M, ,(R); tal que b; ~ u(B — B;). Entao aib; ~
uw(A = Ap)u(B - By) [u((A— A)(B - Bi)) = uw(AB — (Ax(B — B;) + AB;)) | mmc{u(AB — X) :
X e Mm,p(R)k+l—1} ~ Clt]—1- L]

Em particular temos agby | ¢ € aiby | ¢k, 0 que implica ay, | ¢ e b | g, que é o teorema
Notamos que [1.6] também se aplica em DDEs comutativos, pois a sua demonstracao usa
e é valida em DDEs comutativos.

2.2.3 Forma normal de Smith de uma matriz diagonal em anéis duo

Lema 2.48. Sejam R um anel de Bézout duo, 61,02 € R. Sejam oy um mdc de {61,082}, by tal
que 01 = bjay. Entao a matriz diag(é1,02) tem redugdo diagonal diag(aq,bidz).
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Demonstragcao. Temos que existem aq, as tais que a; = a161 + d2a2. Efetuamos entao a seguinte

sequéncia de operacoes elementares na matriz:
51 0 (51 0 51 0 0 —b1(52 0 —51(52 (65} 0
— — — — —
0 (52 a151 (52 (05} (52 (05} (52 a1 0 0 b152

Teorema 2.49. Seja R um anel duo. Todas as matrizes quadradas diagonais sobre R tém forma

O]

normal de Smith se e so se R for um anel de Bézout.

Demonstragao. (<) O caso n = 1 é trivial, n = 2 é dado pelo lema anterior. Sejam n > 2
e A = diag(ay,...,a,). Pelo lema anterior, podemos tomar dois indices i # j, e substituir
a; por um mdc de {a;,a;} e a; por um certo miltiplo de aj, obtendo uma matriz equi-
valente a A. Efetuamos esta operacao repetidamente pela seguinte ordem de indices (3, j):
(1,2),(1,3),...,(1,n),(2,3),...,(2,n),...,(n— 1,n).

Denotamos ¢; j o elemento de R que, ao efetuar a operacao (i, j), multiplica a j-ésima entrada
diagonal da matriz & esquerda. Apés efetuarmos as operagoes em (1,2),(1,3),...,(1,n), a
entrada superior esquerda da matriz é mdc(aq,...,a,) e, para j > 1, a j-ésima entrada diagonal
da matriz é ¢ jaj. Apés efetuarmos as operagoes em (2,3)...,(2,n), a segunda entrada é
mdc(cy 2a2, . .., €1,n0,), que é um multiplo de mdc(ay, ..., ay), e, para j > 2, a j-ésima entrada
€ co jc1 505

Sejai € {2,...,n—1}. Assumimos que efetudmos todas as operagoes da sequéncia até (i,n),
obtendo na j-ésima entrada, para j < 1,

de(Cj_Lj c0rCl Ay 5 Ci—1n clman)

(pelo que as primeiras i entradas formam uma cadeia de divisibilidade), e para j > i, ¢; j - - - ¢1,ja;.

Efetuando as operagoes em (i + 1,71+ 2)...,(i + 1,n), a i + 1-ésima entrada é

mdce(¢ g1 Clit1@it1s -, Cip - Clnln)

que é multiplo da i-ésima entrada; e a j-ésima entrada, para j > i+ 1, é ciy1;---c15a;4.
Demonstramos, por inducao, que a sequéncia de operagoes de equivaléncia indicada resulta
numa forma normal de Smith de A.

(=) Em particular, para quaisquer a,b € R, diag(a,b) tem forma normal de Smith. Pelo
coroldrio temos que existe mdc de {a, b} e é combinagao linear de {a,b}. Logo, R é um
anel de Bézout. O

Lema 2.50. Sejam R um dominio duo, a,b,c € R, ¢ # 0, m um mmc de {a,b}. Entdo mc é

um mmc de {ac, bc}.

Demonstragcao. Temos que mc é certamente multiplo de ac e de bc. Seja © = yac = zbc para
alguns y, z € R. Entao ya = zb e b | ya. Portanto, ya = y'm para algum 3’ € R, logo x = y'mec
e mc | x. O

34



Lema 2.51. Sejam R um dominio de Bézout duo, §1,02 € R, a1 um mdc de {01,002}, by tal que
01 = biay. Entdo bide € um mme de {d1,d2}.

Demonstragao. Se 61 = 6o = 0, o lema é trivial. Assumimos que d1 # 0 ou do # 0. Seja by tal que
d2 = boay. Notemos que 1 é mdc de {by, ba}. Pelo lema(2.32] Rb;+ Rby = R. Pelo lema|2.30, by by
é mmc de {b1,b2}. Logo, pelo lema bibacry = b1d2 é mme de {bjay,baa;} = {01,092} O

Observagao 2.52. Logo, em dominios de Bézout duo, se  for miltiplo comum a {01, d2}, temos
que ambos os fatores invariantes da matriz diag(dy, d2) dividem §. Devido ao teorema isto
aplica-se a qualquer matriz quadrada diagonal. Isto é, se d1,...,d, dividirem J, entdo todos os
fatores invariantes da matriz diag(dy,...,d,) dividem 4.

A observagao anterior permite-nos concluir que o teorema [1.56| generaliza-se a DDEs comu-
tativos, devido a sua demonstragao original.
Notamos que a implicacdo (b) = (a) no teorema [L.57] generaliza-se a DDEs comutativos.

2.2.4 Fatores invariantes individuais da soma

A seguir, tal como na secgao [1.3] consideramos os elementos na diagonal da forma normal

de Smith, incluindo os zeros, como sendo os fatores invariantes.

Lema 2.53. Seja R um DDE duo. Sejam A, B € My, n(R) cujos fatores invariantes sio (;)ien
e (Bi)ien respetivamente. Seja v := mmc(mdc(aq, B), ..., mde(ag, 81)). Temos que v divide

um k-ésimo fator invariante de A+ B.

Demonstragao. Segue diretamente do teorema [2.46 0

Teorema 2.54. Seja R um DDE comutativo. Sejam au,...,0q,01,...,084 € R com oy | aq,
Bi | Bit1- Sejamm > q, k € {1,...,q} comk # m. Seja~ := mmc(mdec(ay, i), ..., mde(ag, 51)).
Entdo existem A, B € My, 4(R) (ou A,B € My.m(R)), cujos fatores invariantes sao i, ..., oy
e Bi,..., By respetivamente, tais que v € um k-ésimo fator invariante de A+ B.

Demonstragao. A condigao (a) do teorema é satisfeita por v. Logo obtemos (b), isto é,
existem A, B de tamanhos adequados e com os fatores invariantes dados tais que pelo menos k
fatores invariantes de A+ B dividem <, ou seja, um k-ésimo fator invariante divide . Pelo lema
anterior, obtemos que v é um k-ésimo fator invariante de A + B. ]

Isto é, mmc(mdc(ay, Bk), ..., mde(ag, $1)) é o menor valor possivel para o k-ésimo fator
invariante de A + B.

Observagao 2.55. Consideremos v tal que mdc(ag,vy) = mde(Bg,y) = 1. A condigao (a)
do teorema é satisfeita por v° para qualquer s € N. Logo obtemos (b), isto é, existem
A, B de tamanhos adequados e com os fatores invariantes dados tais que pelo menos k fatores
invariantes de A + B sao miltiplos de 7%, ou seja, o ¢ — k + 1-ésimo fator invariante é multiplo
de ~%. Concluimos que, ou 0 é um possivel ¢ — k + 1-ésimo fator invariante de A+ B (o que, pelo
corolario acontece se e s6 se &; | Bitq—k € Bi | Qitq—k), Ou 0 conjunto de possiveis valores
do q — k + 1-ésimo fator invariante de A 4+ B nédo tem maximo.
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Observacgao 2.56. Na maior parte dos anéis, existe sempre um v nas condigoes anteriores. Um
exemplo de um anel contraexemplo, é uma localizacao R,. Aqui consideramos, por exemplo,
g=3, 01 =p, a0 = a3z =p> 1 =1, B = B3 = p. Tomamos v = p° para algum s € N ou
~v = 0. Verifiquemos a condicao (a) do teorema para k = 2. Temos mdc(ay,v) = p | B,
mdc(B1,7) = 1 | ag, mde(B2,7) = p | ag. Mas mdc(az,y) = p? | B3 para s > 2 (assim como
para 7 = 0), pelo que os tnicos possiveis valores para o segundo fator invariante de uma soma

sao 1 e p.
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Consideracoes finais

O tema central da dissertacao é o dos fatores invariantes do produto e da soma de matri-
zes. Introduzimos a nogao de fatores invariantes em anéis nao comutativos e com existéncia de
divisores de zero, assim como introduzimos os conceitos de anéis duo e de anéis de Hermite. O
estudo realizado conduziu-nos aos resultados apresentados neste capitulo. Permitiu-nos confir-
mar que a condi¢ao suficiente para anéis de Hermite e a condi¢ao necessaria e suficiente para
ADEs conhecidas aplicam-se também a anéis duo. Mostramos que duas desigualdades relativas
aos fatores invariantes soma e ao produto de matrizes respetivamente sdo vélidas em ADEs
duo. Consequentemente, pudemos fazer observagoes relativas aos possiveis valores de cada fator
invariante individual da soma de matrizes. Demonstramos como os anéis duo em que todas as
matrizes diagonais tém a reducao diagonal sao exatamente os anéis de Bézout, como no caso
comutativo. Como consequéncia destes resultados, também estendemos dois teoremas relativos
aos fatores invariantes da soma ao caso duo.

No entanto, existem assuntos que nao tivemos oportunidade de desenvolver na dissertacao e
que consideramos de interesse para trabalho futuro:

Um dos problemas de interesse a mencionar serd o de determinar os possiveis fatores in-
variantes de uma soma de matrizes tendo em consideracdo a conjetura de Caldeira e Queird.
A determinacado dos possiveis fatores invariantes de um produto de matrizes sobre um DDE
é outra questao que fica em aberto, tendo como possibilidade mostrar que as desigualdades
validas conhecidas sao suficientes para a existéncia das matrizes procuradas. O estudo, quer do
problema da soma de matrizes como do problema do produto de matrizes, nos casos duo e com
existéncia de divisores de zero, que inicidmos neste capitulo, é um assunto que consideramos
poderé continuar a ser desenvolvido. Tendo como objetivo estudar os problemas mencionados
acima, consideramos de interesse estudar os seguintes casos particulares:

e Generalizar o teorema para ADEs duo, isto é, mostrar que, sendo A, B € M, (R) nao-
singulares com fatores invariantes a1, . .., oy, f1, . . ., By respetivamente tal que mdc(ay, ;) =
1V1 <4i,j7 <n,esendo ~i,...,7, os fatores invariantes de AB, entdo v; = «;5;. Tendo
em conta o teorema eo lema s6 é necessario mostrar v; | o; ;.

e Determinar os possiveis valores de cada fator invariante individual da soma de matrizes.
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