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Resumo

As equagcdes e 0s seus métodos de resolucdo sdo essenciais em todas as areas e todos 0s niveis de
escolaridade. Historicamente, resolver equagdes sempre foi de grande importancia para os matematicos
e, essas equac0es, apareciam quase sempre como consequéncia da resolucdo de problemas. Este trabalho
consiste em estudar, analisar e explicitar, na medida do possivel, 0s momentos mais relevantes na
historia das equacOes algébricas. Esta abordagem incidird numa area temporal de vérios séculos, do
Egito ao Renascimento Europeu.

Pouco a pouco foi-se definindo o conceito de equacio e a Algebra comeca a ser entendida como
0 estudo da resolucdo de equagdes. Em 1842, Nesselmann considerou que podem ser reconhecidos trés
estagios no desenvolvimento histérico da Algebra. Primeiro, temos o primitivo ou retérico, em que 0s
argumentos da resolucdo de um problema sdo escritos em prosa pura, sem abrevia¢fes ou simbolos
especificos, como foi 0 caso dos egipcios e dos babilonios. A seguir, vem um estagio intermediério,
sincopado, na qual se adotam abreviacGes para algumas das quantidades e operagdes que se repetem
mais frequentemente. A Aritmética de Diofanto deve ser colocada nesta categoria. A partir do século
XVI entrou-se numa nova etapa, a da algebra simbdlica. Nesta época, ddo-se grandes progressos na
resolucdo de equages, as quais se expressam numa espécie de taquigrafia matematica formada de
simbolos que, aparentemente, nada tem a ver com os entes que representam. Scipione del Ferro é o
primeiro a resolver a equacdo geral do 3.° grau. No entanto, néo publica os seus resultados, e a mesma
descoberta ¢ feita por Tartaglia e publicada por Cardano, na sua Ars Magna. Por fim, a equacéo geral
do 4.° grau € resolvida por Ferrari.

Palavras-chave: Historia da Matematica; Equacbes algébricas; Algebra; Resolucdo de problemas;
Problemas Historicos



Abstract

Equations and their methods of resolution are essential in all areas and at all levels of schooling.
Historically solving equations has always been of great importance to mathematicians, and these
equations almost always appeared as a consequence of problem solving. This work consists of studying,
analyzing and explaining, as far as possible, the most relevant moments in the history of algebraic
equations. This approach will focus on a time span of several centuries, from Egypt to the European
Renaissance.

Little by little the concept of equation was defined and Algebra begins to be understood as the
study of the resolution of equations. In 1842, Nesselmann considered that three stages can be recognized
in the historical development of Algebra. First, we have the primitive or rhetorical, in which the
arguments for solving a problem are written in pure prose, without abbreviations or specific symbols,
as was the case of the Egyptians and the Babylonians. Next comes an intermediate stage, syncopated, in
which abbreviations are adopted for some of the quantities and operations that are repeated more
frequently. Diophantine Arithmetic should be placed in this category. From the sixteenth century entered
a new stage, that of symbolic algebra. At this time, great progress has been made in solving equations,
which are expressed in a kind of mathematical shorthand composed of symbols that apparently have
nothing to do with the entities they represent. Scipione del Ferro is the first to solve the general equation
of the third degree. However, it does not publish its results, and the same finding is made by Tartaglia
and published by Cardano in his Ars Magna. Finally, the general equation of the fourth degree is solved
by Ferrari.

Keywords: History of Mathematics; Algebraic equations; Algebra; Problem solving; Historical
Problems
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Introducéo

As equacdes e 0s seus métodos de resolucdo sdo essenciais em todas as areas e todos 0s niveis de
escolaridade. Historicamente, resolver equagdes sempre foi de grande importancia para os matematicos
e, essas equac0es, apareciam quase sempre como consequéncia da resolucdo de problemas. Este trabalho
consiste em estudar, analisar e explicitar, na medida do possivel, 0s momentos mais relevantes na
historia das equacGes algébricas e esta dividido em seis capitulos. Esta abordagem incidird numa area
temporal de varios séculos, do Egito ao Renascimento Europeu.

No primeiro capitulo estudamos a matematica no Egito e na Mesopotamia. O estudo da
matematica no antigo Egito serd feito a partir da informacdo contida nos papiros que resistiram ao
desgaste do tempo e chegaram aos nossos dias. Depois duma breve referéncia aos papiros mais
importantes abordaremos a resolucéo de alguns problemas que aparecem nesses papiros e que assumem
j& um marcado cunho algébrico. Para resolver esses problemas os escribas egipcios utilizaram um
método que, a partir dos fins do século XV, ficou conhecido por método da falsa posi¢éo. Ha, porém,
outros problemas de determinacdo de uma quantidade, mas que sdo resolvidos por métodos
correspondentes aos atuais. Estudaremos ainda a matematica de uma das mais antigas civilizacdes de
que temos conhecimento e que se desenvolveu na Mesopotdmia. HaA uma maior abundancia de
documentos relativos & matematica desta civilizacéo, pois em vez de papiros utilizavam placas de argila.
Nas placas de contetdo matematico encontradas estdo resolvidas equacfes do 1.° grau, do 2.° grau e
algumas equac@es do 3.° grau e sistemas de equagdes do 1.°, do 2.°, do 3.° grau e até de graus mais
elevados.

No segundo capitulo estudamos a matematica na Grécia antiga. Praticamente ndo existem fontes
primarias sobre a antiga matematica grega, ao contrario do que aconteceu com a matematica egipcia e
babildnica, que nos legaram os seus papiros e placas de argila e, por isso, somos obrigados a confiar em
relatos escritos varias centenas de anos ap6s os documentos originais. O texto matematico mais
importante da época grega sdo os Elementos de Euclides. Estes constituem uma obra notavel, um
monumento & superior capacidade de compilacdo, organizacdo e sistematizacdo do conhecimento
matematico e do modo como é construido na perspetiva do pensamento helénico.

O livro Il dos Elementos é o menor dos treze livros que comp&em o tratado de Euclides. A leitura
e analise deste livro permite uma interpretacdo algébrica da geometria grega, ndo sendo, no entanto, a
legitimidade dessa interpretacdo uma opinido unanime entre historiadores de matematica. Os
historiadores que defendem a existéncia de um raciocinio de tipo algébrico, referem que os gregos
queriam transmitir resultados de algebra, mas como ndo dispunham de uma simbologia adequada as
representacdes algébricas, serviam-se da geometria para exprimir esses resultados algébricos. A
geometria era, portanto, a linguagem da algebra. Outros historiadores consideram que até Diofanto ndo
ha pensamento algébrico na matematica grega, sendo que a origem das proposi¢es do livro Il se
encontra em problemas de indole geométrica e ndo algébrica.

E importante ainda referir que Diofanto foi considerado por alguns historiadores o fundador da
Algebra pois desenvolveu diversos métodos para a resolugio de equagdes e sistemas de equacdes num
estilo de linguagem conhecido como sincopado. Deste modo, os enunciados dos problemas, que tinham
comecado por ser expressos em linguagem natural, passam a incluir pequenas abreviagdes. O termo
“Algebra” s6 surge alguns séculos mais tarde, num trabalho de al-Khwarizmi, para designar a operacio
de “transposi¢do de termos”, essencial na resolu¢do de uma equagao.

No terceiro capitulo estudamos o pensamento algébrico na China antiga e medieval. Um dos
textos matematicos mais antigos do mundo é o Nove Capitulos sobre a Arte da Matemética. Esta obra
é impressionante pela variedade de topicos que cobre e pelo nivel de sofisticacdo alcangado pelos
matematicos chineses no inicio da era cristd. Como na matematica do Egito, muitos problemas da
matematica chinesa eram resolvidos pelo método da falsa posicdo. Além deste, os chineses também
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utilizaram a regra da dupla falsa posicéo, particularmente popular durante o periodo em que a falta de
uma notagdo simbdlica adequada tornava dificil a solucdo de equagdes lineares simples. Esta regra foi
trazida para a Europa pelos &rabes e é encontrada nas obras do matematico islamico do século 1X
al-Khwarizmi sob o nome de hisab al-khataayn. Além disso, conseguiam resolver sistemas pelo
“método de eliminagdo Gaussiano”, tendo resolvido sistemas de equagdes, tanto determinados como
indeterminados.

No quarto capitulo estudamos o pensamento algébrico na india medieval. Os matematicos
indianos foram héabeis aritméticos e deram contribuicdes significativas a algebra. Um dos principais
assuntos matematicos que prendeu a atencdo dos indianos foi a andlise indeterminada. A sua destreza
de célculo e a clareza das regras estabelecidas para a resolu¢do de equagdes indeterminadas sdo notaveis.
No entanto, ao contréario do que acontecia com 0s gregos, ndo se preocupavam com a prova e a sua
geometria ndo revelou grandes avangos. Por outro lado, “é em geral aceite que os algebristas indianos
estavam adiantados relativamente a Diofanto na facilidade de manipulacdo algébrica e que
desenvolveram uma algebra sincopada, onde problemas e solucdes eram escritos em estilo quase
simbolico” (Estrada et al., 2000, p.397).

No quinto capitulo estudamos o pensamento algébrico no Isldo medieval. Os matematicos
islamicos ndo s6 nos transmitiram técnicas de resolucéo de equacgdes, na tradigdo das antigas escolas de
escribas da Mesopotamia, mas foram também inovadores. Por um lado, estenderam & Algebra o conceito
de demonstracgdo apreendido dos gregos. Por outro lado, “as equagdes foram pela primeira vez estudadas
como entes matematicos proprios, e ndo como resultantes da resolug¢do de problemas” (Estrada et al.,
2000, p. 415).

No sexto capitulo estudamos a matematica no Ocidente Europeu nos séculos X1l a XVI. Neste
capitulo referimos o papel de Leonardo de Pisa na divulgacdo e propagacdo dos conhecimentos
matematicos, anteriores ao periodo que estamos a considerar. O nosso estudo seré centrado na resolugado
de equacBes, dando especial relevo a contribuicdo dos algebristas italianos. No século XVI, com
Francois Viéte, da-se uma transformacdo fundamental, entrando-se numa nova etapa, a da algebra
simbdlica. Nesta época, ddo-se grandes progressos na resolucdo de equagdes. Scipione del Ferro é o
primeiro a resolver a equacédo geral do 3.° grau. No entanto, néo publica os seus resultados, e a mesma
descoberta ¢ feita por Tartaglia e publicada por Cardano, na sua Ars Magna. Por fim, a equagéo geral
do 4.° grau é resolvida por Ferrari. O sucesso destes matematicos italianos do Renascimento marca um
momento importante na Historia da Matematica, pois é a primeira vez que a ciéncia moderna ultrapassa
0s éxitos da Antiguidade.



1. Egito e Mesopotamia

Os mais antigos registos matematicos conhecidos remontam as civilizacBes do Egito e da
Mesopotamia. Os papiros egipcios e a colecdo de placas da Babildnia constituem um importante legado
civilizacional revelador dos primordios da matematica (Providéncia, 2000). Nestas civilizagdes a
matematica “era sempre dominio de sacerdotes especialmente treinados e de escribas, funcionarios do
governo cuja funcdo consistia no desenvolvimento e na utilizacdo da matematica para beneficio do
governo, em areas como a cobranca de impostos, a medi¢do, a construgdo, 0 comercio, a calendarizacao
e praticas rituais” (Katz, 2010, p. 3). Embora as origens de muitos conceitos matematicos provenham
da sua utilidade nestes contextos, os matematicos exercitaram a sua curiosidade, estendendo as suas
ideias muito para além dos limites da necessidade pratica. Os seus métodos foram transmitidos apenas
a alguns privilegiados, através de uma tradigdo oral. Por isso, 0s seus registos escritos sdo escassos e
raramente fornecem pormenores (Katz, 2010).

Alguns dos problemas presentes nos papiros da civilizacdo egipcia reduziam-se a equacdes do 1.°
grau. Esses problemas consistiam em exercicios numéricos envolvendo uma quantidade desconhecida
e, por isso, representam uma aproximacao a algebra mais recente. No entanto, nem todos os problemas
que aparecem nos papiros egipcios se traduzem sob a forma de equacdes do 1.° grau. Nos papiros de
Kahun e de Berlim aparecem alguns problemas que se reduzem a equac6es quadraticas simples ou, mais
especificamente, a um sistema de duas equagdes a duas incognitas, em que uma das equagdes é linear e
a outra é quadrética.

Na resolucéo de equacdes lineares os egipcios utilizavam um método que foi denominado, a partir
dos fins do século XV, por método da falsa posicdo. Este método consiste em assumir, de inicio, uma
solucdo falsa que, depois, é corrigida para obter a solucdo correta. De facto, para encontrar a solugdo do
problema basta multiplicar o valor inicialmente atribuido a incégnita pelo guociente entre o termo
independente da equacdo que traduz o problema e o nimero que se obteve ao substituir a incognita pelo
valor inicialmente suposto. Este método foi também “utilizado pelos matematicos chineses e hindus, na
Idade Média, no Renascimento e ainda posteriormente. E de assinalar que também figura nas
Aritméticas (Praticas) portuguesas do século XVI” (Estrada et al., 2000, p. 39).

Enquanto que na algebra egipcia ndo se ia muito além da resolugédo de equagdes do 1.° grau, nos
textos-problemas da civilizacdo mesopotadmica sdo resolvidas equacdes do 1.° grau, equacdes do 2.°
grau, resolvidas de forma sistematica, algumas do 3.° grau e sistemas de equagdes do 1.°, 2.°, 3.° e até
de graus mais elevados. No entanto, “a maior mestria dos escribas babilonicos na resolucéo de equagdes
revela-se nas equacOes quadraticas. Podemos dizer que os escribas da Antiga Babil6nia resolviam
qualquer equacéo do 2.° grau completa, por processos que correspondem a aplicacdo da nossa formula
resolvente” (Estrada et al., 2000, p. 80).



1.1. As Obras Matematicas dos Antigos Egipcios

Grande parte do nosso conhecimento da matematica do antigo Egito ndo é proveniente dos
hieréglifos dos templos, mas de um certo nimero de papiros egipcios que de algum modo resistiram ao
desgaste do tempo e chegaram aos nossos dias. O Papiro Matematico de Rhind e o Papiro Matematico
de Moscovo sdo considerados as principais fontes para o estudo da matematica egipcia antiga (Katz,
2010). No entanto, ha mais trés documentos da matematica egipcia com alguma importancia: o Papiro
de Kahun, o Papiro de Berlim e o Rolo de Couro.

O Papiro Matematico de Rhind é o papiro mais extenso contendo compilagdes de problemas
matematicos e as suas solucdes, tem aproximadamente 18 pés de comprimento e 13 polegadas de altura
e é patrimonio do Museu Britanico (Katz, 2010). Sabe-se que este rolo de papiro foi descoberto em
meados do século X1X, nas ruinas de uma pequena construgdo proxima ao templo mortuario de Ramsés
I1, na antiga cidade de Tebas, atualmente Luxor - Egito (Robins e Shute, 1987). Foi adquirido em 1858
pelo egiptologo e antiquario escocés Alexander Henry Rhind (1833-1863), por isso é conhecido como
Papiro de Rhind, ou, menos frequentemente, chamado Papiro de Ahmés, cuja denominacao pode ser
encarada como uma homenagem ao escriba que o copiou por volta de 1650 a. C., a partir de um original
com cerca de 200 anos. Este papiro esta escrito em hieratico, da direita para a esquerda, em tintas preta
e vermelha (Boyer, 1991).

Porém, quando o papiro chegou ao Museu Britanico ndo estava completo pois faltava-lhe a parte
central. Cerca de quatro anos depois de Rhind ter adquirido o seu papiro, o egiptélogo americano Edwin
Smith comprou no Egito o que pensou ser um papiro médico. A aquisi¢cdo de Smith foi doada a
Sociedade Historica de Nova York em 1932, foi nessa altura que os especialistas descobriram sob uma
camada fraudulenta a parte que faltava do Papiro de Rhind. A Sociedade, entdo, doou o rolo de
pergaminho ao Museu Britanico, completando-se assim todo o trabalho de Ahmés (Eves, 2004).

A divulgacéo oficial do Papiro de Rhind ocorreu somente em 1898, aquando da publicagdo de um
fac-simile completo do entdo conhecido Papiro de Rhind. No entanto, outros estudos ja haviam sido
feitos e inclusive sido expostos no meio intelectual da época, dentre eles, destaca-se a obra Ein
mathematisches Handbuch der alten Aegypter (Papyrus Rhind des British Museum), do egiptélogo
alemdo A. A. Eisenlohr, publicada em 1877. Os problemas deste papiro foram numerados de 1 a 87
pelo editor alemdo A. A. Eisenlohr; no original ndo ha qualquer numeracdo. Eisenlohr atribuiu os
nameros 85, 86 e 87 a certos fragmentos que ndo fazem parte do trabalho matematico do papiro, mas
gue sdo de algum interesse, embora estejam incompletos e mais ou menos ininteligiveis. Como eles ndo
podem, em nenhum sentido, ser chamados de problemas, Chace usa a palavra "NUmero" quando se
refere a eles, tal como, Eisenlohr, na continuacéo da numeragdo dos problemas (Chace, 1927).

O Papiro de Rhind é uma colecdo de problemas praticos de natureza aritmética, algébrica e
geométrica com solucdes, sem que haja vestigio de demonstracdes ou formalismos sé registados, muito
tempo depois, pelos gregos, a partir de Tales.

No que diz respeito ao sistema de numeracéo, os egipcios utilizavam um sistema de numeragédo
de base 10, do tipo repetitivo, analogo ao dos romanos. No sistema de numeracdo utilizado, expresso
em hierdglifos, a adicdo era extremamente simples de efetuar. No entanto, 0 método egipcio da
multiplicacdo é bastante diferente do nosso. Os egipcios usavam duas operagdes para multiplicar:
duplicar e adicionar. A divisdo egipcia pode ser descrita como uma multiplicacdo na ordem inversa -
onde o divisor é duplicado repetidamente até o dividendo ser obtido. Este processo tem a vantagem
pedagogica de ndo parecer uma nova operacdo. Se o resto da divisdo ndo fosse zero, as fracbes eram
introduzidas. H& uma diferenca notavel entre as fracOes egipcias e as que usamos atualmente. O n0sso
sistema admite qualquer nimero no numerador, enquanto que os egipcios usavam apenas fracdes

s . ~ L. ~ 2 ~
unitarias ou “partes” (fragdes com numerador 1), com a Unica excecdo de 3 talvez porque estas fracGes



s80 as mais “naturais”. No entanto, em determinados problemas aparecem fra¢Ges que resultam de
divisGes que ndo sdo exatas, sendo, por isso, necessario lidar com fragBes diferentes das unitérias. Foi
nesta area que 0s egipcios desenvolveram as técnicas matematicas mais intrincadas para representar
qualquer fracdo em termos de fragdes unitarias. Na realidade, os egipcios ndo colocavam a questdo
nestes termos, nos problemas onde se usasse uma fragdo ndo unitéaria eles simplesmente escreveriam
uma soma de frag6es unitarias (Katz, 2010).

A maioria das fontes matematicas dos tempos antigos ocupava-se da resolugéo de problemas, aos
guais sdo aplicadas varias técnicas matematicas. O estudo destes problemas comeca com varios métodos
para resolver equacBes lineares. Antigamente, ndo era usado o simbolismo para as operacfes ou
incdgnitas que usamos atualmente, embora ja houvesse algum simbolismo na matematica egipcia. De
facto, Gillings considera que o Papiro de Rhind contém os comecos da utilizacdo de simbolos. Os
egipcios usaram a palavra heap (variavelmente transliterado como aha e hau) para a quantidade
desconhecida. Além “do simbolo especial para a incognita, ha um sinal especial para a adi¢cdo, que
consiste em duas flechas ou duas pernas que avangam, e um sinal especial para a subtragdo, consistindo
em duas pernas que recuam, ou ainda duas flechas. O sinal de igualdade é //\” (Vasconcellos, 2009, p.
69). Apesar destes indicios de simbologia, os escribas resolviam os problemas usando apenas técnicas
verbais (Katz, 2010).

No Papiro de Rhind os problemas numerados de 24 a 29 sao denominados por “aha” ou problemas
de quantidade, porque quase todos comegam com a palavra “aha” e usam esta palavra para denotar o
resultado dos seus célculos (Chace, 1927). Os problemas 24 a 29, 35 a 38, 40 e 76 envolvem equacdes
do 1.° grau com uma incognita, e sdo resolvidos pelo processo conhecido como método da falsa posicao,
isto é, “um valor especifico, provavelmente falso, é assumido para aha, e as operac@es indicadas a
esquerda do sinal de igualdade sdo efetuadas sobre esse nimero suposto. O resultado é entdo comparado
com o resultado que se pretende, e usando proporgdes chega-se a resposta correta” (Boyer, 1991, p. 12).
No final o escriba confere a sua resposta, o que representa um passo significativo no desenvolvimento
da matemaética uma vez que a verificacdo é um exemplo simples de prova.

Em cada um dos problemas 24 a 27 pretende-se somar a incognita uma fracdo dela mesma e
assume-se como resposta o denominador da fragdo. Estes problemas podem ser traduzidos, em notacao

~ 1 ~ . . . .
atual, pela equagédo x + —x=a, onde m e a s@o conhecidos e x é desconhecido. Consideremos o

enunciado e a respetiva resolucdo do problema 26 do Papiro de Rhind:
“Uma quantidade e a sua quarta parte adicionadas perfazem 15. Qual é a quantidade?” (Chace, 1927, p.
68).

Assume 4.
\1 4
\1/4 1
Total 5.

Tantas quantas vezes 5 tem que ser multiplicado para se obter 15, assim como 4 tem que ser multiplicado
0 mesmo numero de vezes para se obter o nimero pretendido.

\1 5
\2 10
Total 3 15.

Agora multiplica 3 por 4.



1 3

2 6
\4 12
Total 4 12.

Prova A quantidade é 12
1/4 3
Total 15.

A barra \ é para indicar os nUmeros que sao somados enquanto que a barra / indica uma fragdo. O
escriba assume que a quantidade é 4, ou seja, que 4 é a solugdo da equacdo. Se substituirmos este valor
no primeiro membro da equacdo obtém-se 5, em vez do nimero pretendido 15.

1
x=4=>4+Z><4=5¢15

Logo, x = 4 ndo é a verdadeira solucdo da equag&o. O escriba escolheu o numero 4 para falsa solucéo
de modo a simplificar os calculos, eliminando assim a fracdo existente na equacdo. O escriba deve
ter-se apercebido que devia multiplicar 5 por 3 para obter o nimero 15. Depois multiplica igualmente
por 3 o valor assumido, obtendo assim a solucéo correta, 3 x 4 = 12. Veja-se uma possivel justificacdo
para esse processo que, de facto, conduz a solugdo da equacdo:

4+7x4=553x(4+1x4)=3x5©3x4+;x3x4=15
Neste problema como em muitos outros o escriba procede a verificacdo do resultado, o que
corresponde a substituir x por 12 na equacéo e verificar que se obtém a identidade numérica,

12+ix12=15

O problema na linguagem simbdlica atual, em que x representa a quantidade desconhecida,
traduz-se pela equacéo:

x+ %x = 15.
A solugdo da equacdo é 12.

Os problemas 28 e 29 também envolvem equagdes do 1.° grau com uma incdgnita. Para Robins e
Shute estes problemas sdo considerados “problemas de diversdo”, enquanto que, para Chace sdo
problemas aha ou problemas das “quantidades desconhecidas”. Gillings, por sua vez, sugeriu que 0s
problemas 28 e 29 poderiam ser problemas do tipo "Pense num nimero", em que alguém executa um
calculo sobre um nimero escolhido por si sem o conhecimento do escriba. Apresenta entéo o resultado,
sobre o qual o escriba faz o seu préprio calculo e é capaz de chegar ao nimero original.

Estes problemas tém causado uma certa curiosidade aos historiadores do Papiro de Rhind sobre a
intencdo do escriba Ahmés ao copiar tal papiro. Ha quem defenda que € um documento com intencdes
pedagogicas, um simples caderno de aluno ou um guia das matematicas do antigo Egito, pois € o melhor
texto de Matematica da época, indicando a direcdo e as tendéncias do ensino da matematica no Egito.
Uma vez que 0 papiro egipcio é composto por problemas e pelas suas resolug@es, alguns dos quais
elementares, supde-se que eram utilizados no ensino dos escribas. A Matematica era recordada e
ensinada através de problemas que eram dados como exemplos para serem imitados. Muitos dos
problemas pareciam ter as suas origens na préatica dos escribas, contudo, alguns pareciam destinados a
dar aos jovens escribas uma oportunidade para mostrarem as suas proezas nos calculos mais dificeis e
complicados, como no caso dos problemas 28 e 29. Consideremos o enunciado do problema 28 do
Papiro de Rhind:



“Se a uma quantidade adicionarmos § dela e subtrairmos § da sua soma perfaz 10. Qual é a quantidade?”
(Chace, 1927, p. 69).

A resolucdo deste problema e o enunciado do problema seguinte estdo em falta. Uma das
justificacOes apresentadas por Peet, na sua versdao do Papiro de Rhind, sugere que o escriba olhou para
a resolucdo do problema seguinte e, acidentalmente, a copiou, omitindo os célculos envolvidos neste
problema e o enunciado do problema seguinte (Chace, 1927).

O problema na linguagem simbdlica atual, em que x representa a quantidade desconhecida,
traduz-se pela equacéo:

(x +§x) —%(x +§x) = 10.
A solugdo da equacdo é 9.

Os problemas 30 a 34 sdo problemas semelhantes aos anteriores, ndo sdo dificeis, mas
aritmeticamente desafiadores. Ao darmos uma olhadela nas solug¢fes dos problemas 30 a 34 depressa
nos apercebemos de que esses problemas ndo poderiam ter aplicagdes préaticas. Eles foram feitos para
ilustrar um método para a solucao de equacdes simples deste tipo, e embora o fizessem, a simplicidade
do método foi mascarada pela complexidade das fragGes unitarias que surgem no processo e pelas
operag0es inesperadas as quais o escriba foi for¢ado a recorrer. Em nenhum lugar, de facto, em todo o
papiro ha mais habilidade mostrada em lidar com longas expressdes fracionarias, como na resolugao
destes problemas. Consideremos o enunciado e a respetiva resolucdo do problema 34 do Papiro de
Rhind:

“Uma quantidade, a sua metade e a sua quarta parte adicionadas perfazem 10. Qual é a quantidade?”
(Chace, 1927, p. 76).

Multiplique 1 1/2 1/4 de modo a obter 10 (ou divide 10 por 1 1/2 1/4).

\1 11/21/4
2 31/2

\4 7

\ /7 1/4
1/4 1/28 172

\1/2 1/14 1.

Total 51/21/71/14 10.

O total € a quantidade requerida 5 1/2 1/7 1/14.
Encontre 1 1/2 1/4 de 5 1/2 1/7 1/14. O escriba apresentou de seguida a prova:

\1 51/21/71/14
\1/2 21/21/41/14 1/28
\ 1/4 11/4 1/8 1/28 1/56.
Total 11/21/4 9 (1/2 1/8) 1/7 1/14 1/14 1/28 1/28 1/56

A barra \ é para indicar os niUmeros que sdao somados enquanto que a barra / indica uma fracao.
Neste caso, o escriba foi instruido para resolver esta equagdo como nés o fariamos, isto é, dividir 10 por

1+ % + i. Para o fazer, o escriba duplicou sucessivamente 1 + % +% até obter 10, concluindo que a

resposta é 5 + % + % + ﬁ. A resolugdo apresentada pelo escriba, excetuando o facto de néo ter aplicado
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a reducdo ao mesmo denominador, € bastante atual. Os antigos egipcios tinham uma predilecdo pelas
fracOes unitarias, o que lhes permitiu grande destreza e facilidade no seu manuseamento.
O problema na linguagem simbdlica atual, em que x representa a quantidade desconhecida,
traduz-se pela equacdo:
x + %x + %x = 10.

Resolvendo a equacdo, vem que:

x+lx+lx=10:)(1+1+1)x=10<:)x=%.
2 4 2 4 14142

A solugdo da equagdo apresentada pelo escriba, depois de efetuar a divisdo acima, € 5 + % + % + 1—14 (ou

~ 5
em notagdo moderna 5 7).

O Papiro de Akhmin foi descoberto pela Misséo arqueoldgica francesa ao Cairo na necropole da
antiga Panoplis, e encontra-se no Museu de Gizé. Supbe-se que o documento foi compilado ou escrito
por um cristdo do século VIII, e refere-se ao ensino pratico da Aritmética entre os gregos, sendo mesmo
este papiro o mais antigo documento escrito conhecido sobre esse ensino. No papiro de Akhmin, escrito
inteiramente de acordo com os principios da numeracdo do Papiro de Rhind, e que se pode considerar
como representando a ciéncia egipcia duma época muito anterior, se encontram cinguenta problemas
com as respetivas solugdes, sem que se indique, como sucede no Papiro de Rhind, quais 0s processos
para as obter (Vasconcellos, 2009).

Os problemas nimero 13 e 17 extraidos do papiro Akhmin tém um contetdo semelhante ao
problema nimero 28 do papiro de Rhind. Consideremos o enunciado e a respetiva resolucdo do
problema nimero 13 do Papiro de Akhmin que foi transcrito da tradugdo de Baillet:

“De um tesouro alguém tira uma parte equivalente a % moedas, do que restou alguém retirou mais %
restando no tesouro 150 moedas. Qual era o valor total do tesouro?
Do mesmo modo 13 X 17 = 221; 2221 = 17; 221 — 17=204; - 204 = 12; 204 - 12 =192.

Do mesmo modo 221 x 150 = 33150 e 1—;233150.
O resultado é 172 1/2 1/8 1/48 1/96” (Baillet, 1892, p. 70).

O problema na linguagem simbélica atual, em que x representa 0 nimero de moedas, traduz-se
pela equacao:
1 1 1
(x - —x) — —(x — —x) = 150.
13 17 13

1 1 1 1
O valor total do tesouro era 172 + > + 3 + 5 + % moedas.

O Papiro de Berlim é outro documento egipcio que permite conhecer a matematica desenvolvida
pelos egipcios. Foi adquirido por A. H. Rhind em 1850, na mesma altura que o Papiro de Rhind, mas
encontrava-se em muito mau estado e so6 foi analisado e restaurado cerca de 50 anos mais tarde. Ainda
assim, o Papiro de Berlim encontra-se parcialmente estragado. Data aproximadamente de 1800 a.C. e
encontra-se no museu Staatliche de Berlim.

Os egipcios ndo resolviam apenas equacdes lineares, pois no Papiro de Berlim aparece, pela
primeira vez, uma equacdo do 2.° grau. O problema que se segue, retirado do Papiro de Berlim, é um
desses casos onde uma equacao do 2.° grau foi resolvida pelo método da falsa posi¢do. Consideremos o
enunciado do Fragmento mais longo do Papiro de Berlim:

“E-te dito ... a area de um quadrado de 100 [cubitos quadrados] é igual & de dois quadrados mais
pequenos. O lado de um dos quadrados é 1/2 + 1/4 o lado do outro. Diz-me quais sdo os lados dos dois
quadrados desconhecidos” (Clagett, 1999, pp. 250-251).



Gillings apresentou a seguinte interpretacdo da resolucao do problema:

“Tome sempre o quadrado de lado 1. Entdo o lado do outro é 1/2 + 1/4. Multiplica-o por 1/2 + 1/4. A
area do quadrado pequeno da 1/2 + 1/16. A soma da &rea dos dois quadrados pequenos é 1 + 1/2 + 1/16.
Calcule a raiz quadrada de 1 + 1/2 + 1/16. E 1 + 1/4. Calcule a raiz quadrada de 100 cubitos. E 10.
Divide 10 por 1 + 1/4. D& 8, o lado de um quadrado. Calcule 1/2 + 1/4 de 8. Da 6, o lado do outro
quadrado” (Gillings, 1972, p. 161).

No papiro ndo é apresentado pelo escriba os calculos do quadrado de 1/2 + 1/4, nem o calculo das
raizes quadradas de 1 + 1/2 + 1/16 e 100. Se estes ndo foram feitos mentalmente foram sem ddvida lidos
ou verificados a partir de uma tabela de quadrados. Tal tabela teria sido muito facil de construir, e muito
provavelmente foi elaborada pelos escribas. Além disso, ndo foram apresentados os céalculos para
mostrar que 1/2 + 1/4 de 8 d& 6. Por isso, podemos concluir que o escriba estava mais preocupado em
mostrar como o0 seu meétodo da falsa posicdo foi aplicado a solugdo de equacdes, do que ensinar a
multiplicacdo de fragdes e os quadrados e raizes quadradas de fracGes simples (Gillings, 1972).

O problema na linguagem simbolica atual, em que x e y representam as medidas dos quadrados
mais pequenos, pode traduzir-se pelo seguinte sistema:

x?+v%2 =100

-(3+3)
=27y
1

_ _1,1 e o2 o (L0 oo 11
Assume que y =1 e x =+, entdo x“ +y —(2+4) + 1% =1+-+--#100, 0 que

significa que as falsas solucgdes consideradas nao resolvem a equacéo pretendida. Seja k a razdo entre o

valor correto do comprimento dos lados dos quadrados pequenos e o valor assumido, isto €, seja k o

fator de correcdo das falsas solugbes consideradas. Entdo, as verdadeiras solugdes da equacdo sao:
1 1 .

y=kxlex=kX (E+Z)' Donde se conclui que:

1

Z)2+ K2=k?(1+5+2).

Mas, como se pretende que x2 + y2 = 100 (area do quadrado maior), tem-se que:
2 1,12 i 1\ _
k (1 + 5 + 16) = 100, ou seja, que k (1 + 4) = 10.

2 2 _1,2(1
x“+y =k (2+

Donde, k = 1—01 = 8.

4
Conclui-se entdo, finalmente, que o valor do lado do quadrado maior é y =8 X 1 = 8 e que 0

valor do lado do quadrado menor é x = 8 X G + %) = 6. Note-se que os lados dos quadrados menores

sdo 8 e 6 cubitos. Uma vez que o lado do quadrado grande é 10 cubitos, os valores dos lados
correspondem a um mdaltiplo do terno pitagérico (3, 4, 5). Este problema exemplifica a resolucdo de
uma equacdo do 2.° grau pelo método da falsa posicéo que, muitos séculos depois, também foi utilizado
por Diofanto de Alexandria.

O chamado Papiro Matematico do Cairo foi desenterrado em 1938 e investigado em 1962. O
papiro data, provavelmente, de 300 a.C., estd escrito em demético e contém 40 problemas de
matematica, distribuidos por 20 colunas e na sua parte de trds estd o codigo legal de Hermopolis. Os
problemas deste papiro foram numerados de 1 a 40 por Parker, iremos seguir esta numeracdo por uma
questdo de conveniéncia. Nos problemas a seguir denotamos por D; o i-ésimo dado do problema e por
R; o resultado do passo j. Esta técnica tem a vantagem de se concentrar nas etapas do procedimento, em
vez de determinar uma equacdo. Esse formalismo representa como o algoritmo prossegue, ao invés de
apresentar uma prova de como ele funciona (Melville, 2004).
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No Papiro do Cairo os problemas 7 a 18 sdo problemas algébricos, que estdo relacionados com
medidas de panos de velas de navios, que envolvem uma equacéao do 2.° grau. Consideremos o enunciado
e a respetiva resolucdo do problema 7 do Papiro do Cairo JE 89127- 30, 89137 — 43:

«Se te é dito: “Faz uma vela de pano para o barco,” e se te é dito: “Da 1000 cubitos de pano para uma
vela, a altura da vela estando [na razdo] de 1 para 1 1/2 da largura,” eis como deves fazer. Encontra a
sua metade, quando a razdo é 1 para 1 1/2: o resultado é 1500. Faz com que se reduza a sua raiz quadrada:
38 2/3 1/20. Tu diras: “A altura da vela é 3[8] 2/3 1/20”. Tomaras para isso 2/3 — uma vez que acontece
que é [para 1 1/2] que 1 faz [uma razéo]: o resultado é 25 2/3 1/10 1/90. Isso é a largura» (Katz et al.,
2007, p.48).

O problema calcula a largura e a altura de uma vela retangular dado a area, D; = 1000, e a razdo
1 - .
entre a largura e a altura, D, = 1 > Na tabela 1.1 podemos seguir os passos efetuados pelo escriba e as
instrucOes simbdlicas referentes a cada passo.

Tabela 1.1 — Problema 7 do Papiro do Cairo JE 89127- 30, 89137 — 43.

Calculos Instrucgdes simbdlicas
1
Passo 1 12x1000 = 1500 Ry =Dy X Dy
21
Passo 2 V1500 = 385% R, = /Ry
2 21 211 1
Passo 3 —X38---=25-—— R3; =—-XR
37°°320 “?31090 D,

. 21 . 211
A altura da vela é 38=— e a sua largura é 25=——.
320 31090

convém olharmos para a resolucéo feita em notacdo moderna. Se designarmos a altura por x e a largura
por y, a informagéo dada pode ser expressa da seguinte forma:

Para compreender melhor estas instrucdes,

xxy=1000ex+y=%ouy=§x.

Donde, x? x % = 1000. Logo, x = V1500. Comoy = %x, temos que, y = §\/1500.

Alguns dos problemas deste papiro revelam uma forte influéncia de textos babil6nicos que é
notdrio nos problemas 24 a 31. Os problemas 24 a 31 lidam exclusivamente com o teorema de Pitagoras
e mostram que 0s egipcios dessa época ndo s6 sabiam que o triangulo 3, 4, 5 é retangulo, mas que
também acontecia 0 mesmo para os triangulos 5, 12, 13 e 20, 21, 29.

Consideremos um poste de comprimento d encostado a uma parede. Se a extremidade superior
deslizou uma certa distancia p, entdo a extremidade inferior do poste esta a uma distancia s da parede.
Os lados s, h e d onde h = d — p formam um triangulo retangulo (Fig. 1.1).

Pl w=d-n

5

Figura 1.1 — Poste encostado a uma parede.
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Dos parametros s, h e d dois sdo conhecidos e pretende-se determinar o pardmetro em falta.
Podemos considerar trés casos. No primeiro caso, s e d sdo dados e aplicando o teorema de Pitagoras,
d? = h? + s2. Donde, h? = d? — s2. Como s, h e d S0 medidas, temos que h = Vd? — s2. Donde,
p=d-— Vaz —s2.

No segundo caso, d e p sdo dados e aplicando o teorema de Pitagoras, d? = h? + s2. Como
h=d—pvemd?=(d—p)?+ s? Donde, s = d? — (d — p)?. Como s, h e d sdo medidas, temos
que s =+/d? — (d — p)2.

No terceiro caso p e s sdo dados e aplicando o teorema de Pitagoras, d? = h? + s2. Como
h=d-p vem d? = (d —p)? + s%. Donde, d?=d? —2dp + p? + s%. Assim, 2dp = p? + s2.

) 2+ 2
Finalmente obtemos d = 2>,

Consideremos o problema 24 do Papiro do Cairo JE 89127- 30, 89137 — 43:
“Um poste tem de comprimento 10 cubitos quando ereto. A extremidade inferior do poste estd a uma
distancia de 6 cubitos da parede. Determina quanto deslizou a extremidade superior” (Melville, 2004,
p. 155).

Consideremos D; = 10 o comprimento do poste e D, = 6 a distancia da extremidade inferior do
poste & parede. Natabela 1.2 podemos seguir os passos efetuados pelo escriba e as instru¢des simbolicas

referentes a cada passo.

Tabela 1.2 — Problema 24 do Papiro do Cairo JE 89127- 30, 89137 — 43. Transcrito de Melville, 2004, p. 154.

Calculos Instrugdes simbdlicas
Passo 1 10 x 10 = 100 R, = D,?
Passo 2 6% 6 =36 R, = D,?
Passo 3 100 — 36 =64 R; =R{—R,
Passo 4 V64 =8 R, = \/R_3
Passo 5 10-8=2 Rs =D; — R,

O escriba utilizando os dados presentes no enunciado do problema apresenta uma sequéncia
ordenada de etapas aritméticas simples que permitem chegar a solugdo do problema. A etapa final requer
a recuperacao dos dados iniciais. A estrutura formal do algoritmo é muito semelhante ao dos problemas
mesopotamicos. A solucéo do problema é 2 cubitos.

Considerando h, a altura que o poste alcanca na parede, pretendemos determinar p, a distancia
que deslizou a extremidade superior. Em linguagem simbdlica atual, aplicando o teorema de Pitagoras,
temos que 102 = h? + 62. Donde, h? = 64. Como h é uma medida positiva, h = V64 = 8. Assim,
p=10-8=2.

O problema 25 é semelhante ao anterior, mas com valores diferentes. Desta vez o triplo escolhido
ndo foi 6-8-10, mas 10 - 10%- 14%. Presumivelmente, este foi escolhido de modo que no primeiro caso

0 maior numero do triplo fosse 10 e no outro o menor fosse 10, ligando assim os dois conjuntos de
parametros pelo nimero 10. O problema 26 usa 0 mesmo triplo 6-8-10 que o problema 24, mas o papel
do 6 e do 8 estdo agora invertidos.

Consideremos o problema 27 do Papiro do Cairo JE 89127- 30, 89137 — 43:
“Um poste tem de comprimento 10 cubitos quando ereto, a distancia que o extremo superior deslizou é
de 2 cubitos. Determina a distancia da extremidade inferior do poste a parede” (Melville, 2004, p. 157).
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O problema 27 é o inverso do problema 24. O triplo relevante é novamente 6-8-10 e o
comprimento do poste é dado. No entanto, desta vez, a distancia que deslizou a extremidade superior é
dada e pretende-se determinar a distancia da extremidade inferior do poste a parede. Na tabela 1.3
podemos seguir os passos efetuados pelo escriba e as instru¢des simbolicas referentes a cada passo.

Tabela 1.3 — Problema 27 do Papiro do Cairo JE 89127- 30, 89137 — 43. Transcrito de Melville, 2004, p. 158.

Calculos Instrucgdes simbdlicas
Passo 1 10 x 10 = 100 R, = D,*
Passo 2 10-2=38 R, =D; —D,
Passo 3 8 x 8 =64 R; = R,?
Passo 4 100 — 64 =36 R, =R, — Ry
Passo 5 JV36=6 Rs = \/R_4

Pretendemos determinar s, a distancia da extremidade inferior do poste a parede. Comegamos por
determinar h, a distdncia que o poste alcanga: h = 10 — 2 = 8. Em linguagem simbélica atual,
aplicando o teorema de Pitagoras, temos que 10% = 82 + s2. Donde, s? = 36. Como s é uma medida
positiva, s = /36 = 6.

O problema 28 é semelhante ao problema 27, mas usando o segundo conjunto de dados, de modo
gue é o inverso do problema 25. A estrutura do algoritmo é precisamente a do problema 27. O problema
29 é semelhante ao problema 27, mas usando o terceiro conjunto de dados, ou seja, os dados 6-8-10 do
problema 26, onde a distancia da extremidade inferior do poste a parede é de 8 cubitos. O comprimento
do poste é de 10 cubitos e a distdncia que deslizou a extremidade superior é de 4 clbitos. Apesar de
pequenas diferencas na redacdo (por exemplo, este problema néo diz o que néo sera indicado), a solugdo
segue exatamente 0s mesmos passos gque nos problemas 28 e 27.

Os problemas 30 e 31, estdo ambos muito danificados. A reconstrugéo dos problemas depende da
comparagdo assumida entre os dois problemas e das exigéncias do problema. Apesar da restauracéo
extensa pode-se ter confianca razoavel nos algoritmos utilizados. Estes dois problemas pedem o
comprimento do poste, quando a distancia que a extremidade superior deslizou e a distancia da
extremidade inferior do poste a parede sdo conhecidas. Consideremos o problema 30 do Papiro do
Cairo JE 89127- 30, 89137 — 43:

“Num poste a distancia da extremidade inferior do poste a parede ¢ de 6 cubitos e a sua altura ndo sera
indicada. Se a extremidade superior deslizou 2 ctbitos, qual seria a sua altura?” (Melville, 2004, p. 158).

Consideremos D; = 6 a distancia da extremidade inferior do poste a parede e D, = 2 a distancia
gue a extremidade superior deslizou. Na tabela 1.4 podemos seguir os passos efetuados pelo escriba e
as instrucdes simbolicas referentes a cada passo.

Tabela 1.4 — Problema 30 do Papiro do Cairo JE 89127- 30, 89137 — 43. Transcrito de Melville, 2004, p. 159.

Calculos Instrucgdes simbdlicas
Passo 1 6x6=236 R, = D,*
Passo 2 2X2=4 R, = D,?
Passo 3 36 +4 =140 R; =R; +R,
Passo 4 24+2=4 R, =D, + D,
Passo 5 40+4=10 Rs; = R; + R,
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O algoritmo agora usado é diferente dos anteriores. Consideremos d a altura do poste que
pretendemos determinar. Em linguagem simbdlica atual, aplicando o teorema de Pitagoras, temos que
(d —2)? + 6% = d?. Donde, d = % = 10. O comprimento do poste é de 10 cubitos.

O problema 31 apresenta a mesma situagdo que o anterior, mas usando o segundo conjunto de
1 1 . . o
dados 10 - 10 5" 14 > O nono problema esperado, usando o terceiro conjunto de dados, ndo aparece no
papiro. Em vez disso, 0 préximo problema é determinar o didmetro de um circulo dado a sua area.

Nos problemas 34 e 35 sdo dados a area e a diagonal de um pedaco de terra retangular, e
pretende-se determinar os dois lados do retangulo. Consideremos o problema 34 do Papiro do Cairo
JE 89127- 30, 89137 — 43:

“Um retangulo de area 60 cubitos quadrados, tem diagonal de 13 cubitos. Determine os lados do
retangulo” (Eves, 2004, p. 87).

Denotando os lados, a diagonal e a &rea do retangulo por x,y, d e A, temos que:
x2+y?=d?exy=A.
Donde,
x2+2xy +y?=d?+24ex?—2xy +y? =d? - 24,
ou
(x +y)? =d? + 24, (x —y)? = d? — 2A.

No problema 34, d? + 24 e d? — 24 s&o quadrados perfeitos, e pode-se encontrar prontamente
valores parax + y, x — y.

Consideremos o problema 35 do Papiro do Cairo JE 89127- 30, 89137 — 43:
“Um retangulo de area 60 cubitos quadrados, tem diagonal de 15 cubitos. Determine os lados do
retangulo” (Eves, 2004, p. 87).

No problema 35, d? + 24 e d? — 2A né&o sdo quadrados perfeitos e o escriba usa a formula de
aproximacdova? + b ~ a + % obtendo:

V345 =182+ 21 ~ 18 + 2 = 18 + =+ —e V105 = V102 + 5 ~ 10 + — = 10 + -
36 2 12 20 4

Dados os escassos documentos existentes sobre a matematica egipcia, coloca-se com frequéncia
a questdo da existéncia de elementos cientificos na matematica desta civilizacdo. As opinides nao sdo
consensuais uma vez que, normalmente, ndo € dada a justificacdo dos métodos usados na resolucédo dos
problemas, sendo apenas apresentada a solucdo. Por outro lado, ndo sabemos se conhecemos tal
Matematica no seu todo, ja que os documentos que possuimos sao escassos. Ha historiadores que a
consideram bastante rudimentar e primitiva, sem quaisquer elementos cientificos; outros, contudo,
exprimem opinides mais favoraveis a existéncia de uma matematica mais cientifica e sofisticada.

Talvez uma avaliacdo mais criteriosa da situacdo tenha sido feita por J. R. Newman, quando
escreveu que uma avaliacdo solida da matematica egipcia depende de uma compreensdo mais ampla e
profunda da cultura humana do que os egipt6logos ou historiadores da ciéncia costumam reconhecer. E
verdade que os egipcios ndo mostraram exatamente como estabeleceram as suas regras ou férmulas,
nem como chegaram aos seus métodos em relagdo a valores especificos da variavel. Mas quase sempre
provaram que a solucdo numérica para o problema em questdo era correta para o0 valor ou valores
especificos que eles escolheram. Para eles, isso constituiu tanto método como prova (Gillings, 1972).
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1.2. As Placas Matematicas da Mesopotamia

Uma outra civilizacdo que se desenvolveu no mesmo periodo que a civilizacdo egipcia foi a
mesopotamica, também chamada babilonica. H4 uma maior abundéncia de documentos relativos a
matematica desta civilizacdo. Em vez de papiros utilizavam placas. Essas placas, tabuas de barro mole,
eram gravadas, enquanto himidas, com um estilete, em forma de cunha (dai o nome de escrita
cuneiforme), e depois secas ao sol ou cozidas num forno. Desta forma, eram mais resistentes ao tempo
e, consequentemente, mais duradouras (Estrada et al., 2000).

Desde essa altura muitas placas foram descobertas, traduzidas e comentadas. Muitas destas placas
encontram-se, atualmente, em diversos museus de todo o mundo e a sua designacdo depende da colecdo
a gque pertencem. Geralmente, sdo referenciadas por uma sigla, que indica o local onde estdo arquivadas
e 0 respetivo nimero de série.

As placas com contelido matematico comecaram a ser decifradas e analisadas nos anos 20 pelo
historiador Otto Neugebauer, seguido de Thureau-Dangin, entre outros. Dos trabalhos publicados
prevalece a ideia de que a matematica da Mesopotamia apresenta um contetdo e uma conceptualizagdo
que, atualmente, designamos por aritmético-algébrica. Em 1938, Solomon Gandz, num notavel artigo,
interpreta os procedimentos dos escribas da antiga Babilénia como algébricos. Nos anos 70, 0s
historiadores Marvin A. Powell e Jéran Friberg reexaminaram os textos da matematica da Mesopotamia
com maior rigor na traducéo e interpretacdo dos conteudos. Nos anos 80, os historiadores Jens Hoyrup
e Eleanor Robson procuraram na sua traducdo e interpretacao dos textos integra-los no contexto cultural
em que foram escritos. Destes varios estudos resultou numa nova interpretacdo nos procedimentos
utilizados na “Algebra” da antiga Babilonia (Estrada et al., 2000).

Segundo Neugebauer, as placas de conteddo matematico referem-se sobretudo a trés grandes
periodos. O periodo antigo (c. 1990 - 1600 a.C.), a que chamaremos de Antiga Babildnia, o Neo-Assirio
(c. 700 a.C.) e 0 Neo-Babilodnico e Seléucida (c. 600 a.C. até a era cristd).

Os textos matematicos da antiga Babilénia podem ser catalogados em textos-tabelas e
textos-problemas. Existem muitas tabelas diferentes, como tabelas de reciprocos, de cubos, de
multiplicacédo, de raizes quadradas, de raizes cubicas, tabelas de conversdo de unidades de comprimento,
peso, superficie, volume, etc. Distintos dos textos que continham tabelas sdo os textos que lidam com
problemas algébricos e geométricos. Embora nenhum deles apresente as regras gerais, a coeréncia com
gue os problemas foram tratados sugere que os babildnios (ao contrario dos egipcios) tinham algum tipo
de abordagem tedrica da Matematica. Os problemas, muitas vezes, parecem ser exercicios intelectuais,
em vez de tratados sobre levantamentos topograficos ou contabilidade, e evidenciam um interesse
abstrato em relagbes numéricas. A &lgebra que era praticada pelos babilonios caracterizava-se pela
aparente falta de férmulas, as técnicas empregues para a solucdo de equagdes do primeiro e segundo
grau eram basicamente discursivas.

No que diz respeito ao sistema de numeracdo, 0s mesopotdmicos usavam um sistema de
numeracdo posicional de base 60. No entanto, esta civilizacdo utilizava apenas dois simbolos, 0 que 0s
obrigava a usar um sistema repetitivo, para representar os elementos componentes de cada ordem no
numero. Este sistema apresentava alguns inconvenientes pois ndo tinha simbolo para o zero. Se houvesse
no namero alguma posicao que ndo possuisse valor, poderia ser deixado um espaco em branco para 0
representar, mas esse espacgo vazio nunca aparecia no fim da representacdo de um nimero. Mais tarde,
em vez do espagco em branco, aparece um simbolo do tipo 4 mas que nunca é usado no fim da
representacdo do ntimero (Estrada et al., 2000).

Outra ambiguidade do sistema sexagesimal posicional babilonico resulta da falta de virgula
sexagesimal e, portanto, da indicacdo do valor absoluto do nimero. O mesmo simbolo pode representar
uma unidade, ou 60 unidades (a base) ou uma poténcia da base, de expoente positivo ou negativo. Desta
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forma “ podia representar 20 ou 20 X 60 = 1200 ou % = é ou % = ﬁ. Este sistema sexagesimal

¢ usado tanto na escrita de nlmeros inteiros como na de numeros fracionarios. O historiador Otto
Neugebauer introduziu uma convengao que consiste em separar a parte inteira da parte fracionaria por
ponto e virgula e separar as unidades das diferentes ordens decimais por virgulas. Vejamos alguns
exemplos escritos na base 60 segundo esta convengao:

23542 =2 x 60% + 35 x 60 + 42 3,21:11,27 =3 x 60 + 21 + % + 2

602"

Encontramos algumas equacdes lineares simples nos textos babilonicos, e nenhum apresenta um
algoritmo para obtencdo da solucdo. Para resolver equacdes lineares da forma ax = b cuja solucdo é

1 . iz . , . 1
X = (Z) b, 0s escribas babilonicos, possivelmente, usaram uma tabela de reciprocos para determinar -

.- ~ 1 1 . x .
e uma tabela de multiplicacdo para calcular (E) X b. Se ~ nao fosse uma fracdo sexagesimal regular,

teriam usado uma aproximacao adequada. Um exemplo de um texto matematico, encontrado durante as
escavagdes em Tell Harmal em 1949 e pertencente ao antigo periodo da Babildnia, ilustra esta
abordagem. O enunciado do problema e a sua solucdo basearam-se na traducéo de Taha Bagir (1951):
“Se adicionar aos dois ter¢os dos meus dois tercos cem unidades de cevada, obtemos a quantidade
original. Qual ¢ a quantidade original?” (Joseph, 2011, p. 153).

A resolucéo apresentada em Joseph é a seguinte: primeiro multiplica dois ter¢os por dois tercos:
resultado 0;26,40 (isto é,%). Depois subtrai 0;26,40 de 1: resultado 0;33,20 (isto é,s). Toma o

9
reciproco de 0;33,20: resultado 1;48 (isto é1+ g) Multiplica 1;48 por 1,40 (isto é, 100): resultado

3,00 (isto é, 180). 3,0 unidades de cevada é a quantidade original. Este procedimento é idéntico ao que
usariamos atualmente para resolver a equagao:

Ex2)x+100=x o (5)x+100 =x & (%)x = 100 & x = 180.

Na placa YBC 4652 que pertence a cole¢do babildnica da Universidade de Yale (Yale Babylonian
Collection), nos E.U.A., aparecem varios problemas, todos semelhantes, cujo objetivo é descobrir 0 peso
“original” de uma pedra, dando origem a equacdes do 1.° grau. Esta placa contém 22 exemplos, mas
apenas 11 estdo parcialmente preservados; desses, 6 conseguiram ser completamente restaurados. Todos
o0s problemas desta placa, pelo menos todos 0s que se conseguem interpretar, comegam da mesma forma
“encontrei uma pedra, [mas] ndo a pesei”. Podemos encontrar problemas semelhantes, que podem ser
resolvidos atraves de equacdes do 1.° grau, em textos matematicos egipcios sensivelmente da mesma
época.

As unidades de peso sdo ma-na ("mina"), gin ("siclo") é Se ("grao"). Um ma-na corresponde a 60
gin e um gin equivale a 180 Se. Um ma-na corresponde a cerca de 500 gramas. Consideremos o
enunciado do problema 7 da placa YBC 4652:

“Encontrei uma pedra, mas ndo a pesei; (depois) adicionei um sétimo e um onze avos [do total], e pesei:
1 ma-na. Qual era o peso original da pedra?” (Neugebauer e Sachs, 1986, p. 101).

O problema na linguagem simbdlica atual, em que x representa a quantidade desconhecida,
traduz-se pela equacgéo:

(x+§)+%(x+§)=1,0.

A solucdo é x = g ma —na+ 8 gin + 22% Se = 48;7,30 gin.
De facto, 2 = 6;5230 x+3=55 (x+%)=5.
7 7 11 7
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O escriba limita-se a dar a resposta, que, neste caso, € 48; 7,30 gin. Talvez os procedimentos para
encontrar a solucdo destes problemas se encontrem em placas que ainda ndao foram descobertas. Por
outro lado, as solugBes de sistemas de duas equagdes lineares com duas incognitas sdo mais
pormenorizadas. Um dos métodos utilizados, “partindo de um palpite conveniente e depois
ajustando-o, mostra que os babilénios também compreendiam a linearidade” (Katz, 2010, p.22). Todos
o0s problemas encontrados na placa VAT 8389, que pertence ao Museu de Berlim e que remonta a
primeira dinastia babildnica (c. 1900 a.C.), sdo exemplos deste tipo de problemas. Esta placa contém
apenas quatro problemas todos resolvidos pelo método da falsa posicdo e dizem respeito a producéao de
cereal em dois campos. Consideremos o problema 1 da Placa VAT 83809:

“De dois campos, um produz 2/3 sila por sar, 0 segundo produz 1/2 sila por sar. A produgéo do primeiro
campo era mais 500 sila do que o segundo campo; as areas dos dois campos ocupavam juntas 1800 sar.
Que area tem cada campo?” (Katz, 2010, p. 22)

As medidas de capacidade e area séo sila e sar, respetivamente. Um sila corresponde a 1dm?® e um
sar corresponde a 36 m?. Este problema pode traduzir-se por um sistema de duas equacdes onde x e y
representam as areas desconhecidas:

x+y =1800
Atualmente comegamos por resolver a segunda equagao em ordem a x e substituimos o resultado
na primeira equacdo. Da segunda equacdo obtemos x = 1800 — y e introduzimos esse valor na

primeira, que assim se transforma numa equacdo de uma so incognita % (1800 —y) — %y = 500. Que,

apos ser resolvida nos da o valor de y. Com esse valor introduzido na segunda equacédo o valor de x
deduz-se de imediato.
O escriba babilénico sup6s inicialmente que x e y eram ambos iguais a 900. Calculou

g X 900 — % X 900 = 150. A diferenca entre o valor pretendido, 500, e o valor obtido,150, é 350. Para
ajustar as respostas, o escriba, compreendeu que cada crescimento unitario de x e consequente
decréscimo de y, conduz a um crescimento da “fungdo” %x - %y de §+% = %. Para saber quantas

. . ~ ~ 7 .
unidades deve somar a x (e subtrair a y) basta entdo resolver a equacéo oS = 350, 0 que é um problema

mais simples do que o proposto. A resposta € s = 300. Assim, a solugdo correta para o problema é
x =900+ 300 = 1200,y =900 — 300 = 600 (Katz, 2010).

E na resolucdo de equagdes quadraticas que os escribas babildnicos revelaram a sua maior
destreza. Existem dezenas de placas que indicam que os babil6nios de 2000 a.C. resolviam qualquer
equacao do segundo grau completa, por processos que correspondem a aplicagdo da atual formula
resolvente, embora ndo existisse o conceito de zero, nem de nimero negativo. Na verdade, 0s escribas
da antiga Babilonia desenvolveram uma notével habilidade algébrica, introduzindo determinadas
operac0es algébricas, como transpor termos de uma equacdo e multiplicar ambos os membros de uma
equacdo por quantidades iguais. No entanto, uma vez que apenas eram considerados coeficientes
positivos, as equacOes quadraticas completas dividiam-se em trés tipos:

x2+bx =c,x?=bx+c,x*+c = bx.

Na resolucéo de equagdes do segundo grau os babildnios utilizaram técnicas de manipulacéo de
areas muito eficientes e que se traduzem muitas vezes na férmula resolvente que usamos nos dias de
hoje. Esta tradigdo esteve na base de trabalhos mateméaticos mais dedutivos, nomeadamente, na Grécia,
a chamada algebra geométrica. Deve-se, no entanto, ter em conta que a “formula resolvente” ndo tinha
0 mesmo significado para os escribas babilénicos que tem para nés. Os escribas apresentavam diferentes
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procedimentos para resolver as equaces quadraticas do tipo x? + bx = ¢ e x? — bx = ¢, porgque 0s
dois problemas eram diferentes, tinham diferentes significados geométricos. No entanto, para um
matematico moderno, estes problemas sdo iguais, porque pode tomar-se o coeficiente de x como
positivo ou negativo. A férmula quadratica moderna origina nestes dois casos uma solucao positiva e
uma solugdo negativa para cada equacdo. Para os babilonios a solucdo negativa ndo tem significado
geométrico e era completamente ignorada (Katz, 2010).

As equacBes quadraticas do tipo x? + ¢ = bx tém duas solucBes positivas e também eram
ignoradas pelos babildnios. Estas equacdes ndo apareciam nas placas apesar de ocorrerem problemas
que colocariamos naquela forma. De facto, os escribas ndo consideravam que uma equagdo simples
pudesse ter dois valores diferentes para a mesma incognita. Por isso, uma das estratégias utilizadas para
prevenir esta situacdo era reescrever o problema na forma x + y = b, xy = ¢ de modo a que as duas
solucdes correspondessem a duas incognitas diferentes. O Ginico caso em que a equagéo x? + ¢ = bx €

, b2 . x
tratada € o caso onde (5) = ¢, pois tem apenas uma solucdo.

Existem inimeras placas com problemas quadraticos, esses problemas sao algebricamente muito
trabalhosos. Alguns deles estdo escritos de forma abstrata, mas apareciam outros com casos concretos.
Parece que os problemas contidos nas placas nao tinham como principal objetivo chegar a resposta, mas
aprender varios métodos de reducdo de problemas complicados a problemas mais simples. Estes
problemas eram muitas vezes artificiais, claramente inventados. Muitos incluem somas de areas com
comprimentos, que ndo tem qualquer significado fisico. Especula-se que as placas com contetdos
matematicos, e as de equacgdes quadraticas em particular, serviam para treinar as mentes de futuros
lideres do pais. Havia poucas situagOes reais que exigissem a resolucéo de equagdes quadraticas, 0 mais
importante para os alunos era o desenvolvimento de capacidades na resolugdo de problemas em geral,
capacidades que podiam ser usadas para lidar com os problemas do dia a dia que precisam de ser
resolvidos pelo lider de uma nagdo. Estas capacidades exigiam ndo s6 seguir procedimentos sélidos —
algoritmos — mas também saber como e quando modificar os métodos e reduzir problemas mais
complicados a outros ja resolvidos. Ao longo dos Gltimos 4000 anos os professores tém ensinado aos
seus alunos que se estuda matematica para “treinar a mente” (Katz, 2010).

Na Placa BM 13901, que pertence ao Museu Britanico (British Museum), encontram-se 21
problemas que ddo origem a equagdes do 2.° grau ou a sistemas de equacfes em que uma das equagdes
é do 2.° grau, e outros trés problemas que estdo ilegiveis. O objetivo dos problemas é descobrir o lado
de um quadrado. Consideremos o problema 1 da placa BM 13901 que se traduz numa equag&o do tipo
x2 + bx = c com b = 1. O problema foi transcrito da tradugdo de Thureau-Dangin:

“Adicionei a superficie e o lado do meu quadrado e obtive 0;45. Qual é o lado?” (Estrada et al., 2000
apud Thureau-Dangin, 1938, p. 1)

Os escribas babildnicos apresentaram a solucéo deste problema, onde os detalhes sdo descritos
por instrucfes verbais, da seguinte forma:
“Tu porés 1, a unidade.
Tu fracionards em 2 e obteras 0;30.
Tu cruzaras 0;30 e obteras 0;15 juntaras 0;15 a 0;45 e obteras 1.
[1] é o quadrado de 1.
Tu subtrairas 0; 30, que tu quadraste de 1 e obteras 0;30 que ¢ o lado do quadrado.” (Estrada et al., 2000
apud Thureau-Dangin, 1938, p. 1)

A solucdo apresentada pelo escriba estd correta, mas o que estd explicito sdo os calculos
indispensaveis para chegar ao resultado; ndo hd um Gnico comentério sobre o processo adotado. Tendo
em consideracdo a traducgdo realizada por Thureau-Dangin o problema proposto pode ser traduzido
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algebricamente por x2 + x = 0; 45, em que x representa o lado do quadrado. Como o niimero 0;45 no
desempenha nenhum papel relevante, vamos usar uma letra, ¢, para podermos mais facilmente
generalizar o método. Temos entdo de resolver a equagdo x? + x = ¢. O método para resolver esta
equacao corresponde, do ponto de vista algébrico, a “completar um quadrado”, isto é, a resolver uma
equacdo do 2.° grau sem aplicacdo da formula resolvente, transformando o 1.° membro da equagdo hum
guadrado. Atualmente, o desenvolvimento do quadrado da soma de duas quantidades aparece nos
manuais escolares com o nome de casos notaveis da multiplicacdo e costuma escrever-se:
(a + b)? = a? + 2ab + b2.

2 2
. . - . 1 1
Em linguagem simbdlica atual o que o escriba escreveu corresponde a x? + x + (E) =c+ (E) .

2 2
Donde, (x+%) =c+ (%) . Aplica-se entdo a raiz quadrada a ambos os membros e obtemos

2
1 1 . - . . . N . ~ ,
x+-= Jct (5) . O procedimento babilénico é essencialmente equivalente a aplicacdo da formula
2
1 1
x=_|c+ (5) -5

O historiador Jens Hayrup ap6s uma analise filoldgica integrada no contexto da antiga Babildnia,
concluiu que a equacéo corresponde & adigdo de duas areas: a drea de um quadrado de lado desconhecido
x e a area de um retangulo de lados x e 1. As instrucfes do escriba correspondem a operagdes concretas
na “geometria do recorta e cola”, que se podem traduzir do seguinte modo: cortar a0 meio o retangulo
gue se adicionou ao quadrado; deslocar uma das partes para formar um gndémon (figura que acrescentada
a um quadrado permite obter outro quadrado); completar o quadrado geométrico pela adjuncéo de outro
quadrado; determinar o lado do quadrado maior e finalmente, o lado do quadrado desconhecido (Estrada
etal., 2000).

Assim, de acordo com a interpretacdo de Jeans Hgyrup, a equagio x? + x = c seria resolvida
geometricamente da seguinte forma (Fig. 1.2):

1 1

x Z T -

T 1 2 2

. 2 \ 2 1 2 1

T ) —_— {5 £ o —_— L T -

H 2 2
1 1 r
2 5 2"

12
Area total = 2° + 1z Area total = 2° + 1z Area total = 2® + 12 + (5>

Figura 1.2 — Procedimento geométrico para resolver a equagio x? + x = c.

[

24 x=c a4 Lo (B 1_ 1)
Como x“ 4+ x =c, a area do quadrado de Iad0x+2 c+ (5 ,Iog0x+2— c+(5)

2
portanto, o lado do quadrado procurado é x = /c + G) - %

Consideremos o problema 2 da placa BM 13901 que se traduz numa equacdo do tipo
x% = bx + ¢ (oux? — bx = ¢) com b = 1. O problema e a respetiva solugéo traduzem-se por:
“Da superficie do meu quadrado tirei o lado: 14,30.
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1, tu pdes; fracionas 1 em dois: 0;30 e 0;30 tu constrais; 0;15 tu juntas a 14,30: 14,30;15. A raiz quadrada
de 14,30;15 é 29;30.

0;30 que tu construiste juntas a 29;30.

30 é o lado.” (Estrada et al., 2000, p. 82)

O problema proposto pode ser traduzido algebricamente por x? —x = 14,30, em que x
representa o lado do quadrado. Embora admita uma interpretacao algébrica, Jens Hoyrup afirma que “tal
ndo traduz o procedimento preconizado nem o pensamento subjacente” (Estrada et al., 2000, p. 83). Para
Jens Hayrup o problema e as instrucdes do escriba devem ser interpretados geometricamente. Apds fazer
uma andlise filol6gica rigorosa, integrada no contexto da antiga Babildnia, concluiu que a equagdo
corresponde a diferenca de duas areas: a area de um quadrado de lado desconhecido x e a area de um
retangulo de lados x e 1. As instru¢des do escriba correspondem a operagdes concretas na “geometria
do recorta e cola”, que se podem traduzir do seguinte modo: tirar da area do quadrado de lado
desconhecido a &rea do retangulo de lados 1 e x; transformar o retangulo que resta num gnémon, como
no problema anterior; completar o quadrado maior pela adjuncdo de um quadrado menor; determinar o
lado do quadrado maior e finalmente, o lado do quadrado desconhecido (Estrada et al., 2000).

Este exemplo, corresponde a resolucio da equacéo do tipo x? — bx = ¢, onde b e ¢ s&o nimeros
2
. o .. b
positivos. Para resolver esta equacdo comegamaos por adicionar a ambos 0s membros (E) 0 que conduz
2 2
N ~ b b -
a equagdo x? — bx + (5) =c+ (5) . O passo seguinte corresponde a transformar o 1.° membro da

2 2
equacdo num quadrado (x - g) =c+ (g) . Aplica-se a raiz quadrada a ambos os membros e obtemos

b b\?2 . S, . . e ,
x—-=Jc+ (E) . O procedimento babil6nico é essencialmente equivalente & aplica¢do da férmula

b\% b
x=_c+ (E) + >
Assim, de acordo com a interpretacdo de Jens Hgyrup, a equagdo x2 — bx = c seria resolvida
geometricamente da seguinte forma (Fig. 1.3):

=

-

|

=

=

|

=2

[NIR=2
|

b | o

=
=
=
[~

o =
b =

b | o

2
. . . . . ; A
Area total = ¢ + br Avrea total = ¢ Area total = ¢ Area total = ¢ Area total = ¢ + (5)

Figura 1.3 — Procedimento geométrico para resolver a equagio x? — bx = c.

2 2
Como x% — bx = ¢, a area do quadrado de lado x —g e c+ (g) , logo x —%z c+ (—) ,

2
portanto, o lado do quadrado procurado é x = [c + (g) + g.
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O problema numero 23 da placa BM 13901 é um problema do tipo do problema 1 da mesma placa
e podia ter sido resolvido de uma forma analoga. No entanto, este problema foi colocado quase no fim
da placa, entre os problemas mais dificeis. Talvez a dificuldade estivesse na maneira de o resolver,
podendo pensar-se que pertenceria a um conjunto de problemas curiosos ou dificeis que os agrimensores
poriam uns aos outros, como desafios. Consideremos o problema 23 da placa BM 13901. O problema
e a respetiva resolucdo traduzem-se por:

“Numa superficie os quatro lados e a superficie eu adicionei: 0;41,40.

4, 0s 4 lados tu escreves; o reciproco de 4 ¢é 0;15.

Multiplicas 0;15 por 0;41,40: 0;10,25 tu escreves.

1, a projecdo tu juntas: 1;10,25.

1,5 é araiz quadrada de 1;10,25.

1, a projecdo que tu juntaste, tu tiras: 0;5 duas vezes tu repetes: 0;10 nindan ¢é o lado” (Estrada et al.,
2000, p. 83).

A unidade de comprimento é o nindan que pode traduzir-se por “vara”. Uma vara corresponde a
12 cbvados ou cubitos e 1 cOvado corresponde a 50 cm. A unidade de area é o sar tal que
SQATsreq = (nindan)?. O problema proposto pode ser traduzido algebricamente por
x% + 4x = 0;41,40, em que x representa o lado do quadrado desconhecido (possivelmente o lado dum
campo, segundo Jens Hayrup). A multiplicacdo pelo reciproco de 4, sugere uma diviséo por 4 em ambos

2
0s membros da equagdo anterior. Donde, obtemos (g) + 1x = 0;10,25. Ao adicionarmos 1 a ambos

2
0s membros da igualdade obteve-se a equagao (g) + 1x + 1 = 1;10,25. A raiz quadrada de 1;10,25 é

1;5 (possivelmente tirado de uma tabela de quadrados). Tem-se que, §+ 1 =1;5. Donde, ; =0;5e
x=2x%0;5=0;10.

Para Jens Hgyrup ha termos no texto que ficariam sem significado numa traducdo puramente
algébrica. Como é o caso da palavra “proje¢do” que corresponderia a uma “largura projetante” igual a
1. De facto, ao quadrado inicial seriam adicionados 4 retangulos de lados x e 1 (Fig. 1.4). A divisdo por
4 corresponderia a uma divisao efetiva da figura assim obtida em 4 partes iguais, cada uma das quais é
um gnémon. O gnémon seria completado pelo quadrado de lado 1, formando assim o quadrado de lado

; + 1, e do lado desse quadrado obter-se-ia o valor de x (Estrada et al., 2000).

—

I B |

Figura 1.4 — Interpretacdo geométrica do problema 23 da placa BM13901.

Note que nos problemas anteriores o coeficiente do termo x2 é 1. O problema niimero 7 da placa
BM 13901 traduz-se por uma equagdo do tipo ax? + bx = c. O escriba babilénico ndo reduz o
coeficiente do termo em x2 a unidade contrariamente a pratica estabelecida pelo matematico arabe
Al-Khwarizmi. O escriba multiplica ambos os membros da equacio pelo coeficiente de x?2, tal como
Diofanto de Alexandria ira proceder mais tarde.
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Em termos atuais, supondo que a # 0 e considerando apenas o valor positivo da raiz quadrada, o
escriba seguiu o seguinte percurso:

b\* b\?
ax2+bx=c<:)a2x2+abx=ac@a2x2+abx+<§) —ac+(> o lax + ) —ac+<—)

2
2
b b aC+
c)ax+5= ’ac+ :)ax— fac+(§ ——(:)x——

O problema 7 da Placa BM 13901 pode ser traduzido pela equacéo 11x? + 7x = 6%. O escriba

multiplica ambos os membros por 11 para transformar esta equa¢do numa equacao quadratica em 11x,
2

nomeadamente, (11x)% + 7(11x) = 68 3. Depois resolve, 11x = G) + 68% — % =+8 —% =

9 — % =5 % Para encontrar o valor de x, o escriba multiplica pelo reciproco de 11, mas, neste caso, 0

reciproco de 11 “ndo pode ser resolvido”. No entanto, como o problema era provavelmente concebido

para dar uma resposta simples, é facil ver que o lado desconhecido x é % (Katz e Parshall, 2014).

Os problemas traduzidos pela equacdo x2 + ¢ = bx eram colocados em termos geométricos
(procura de um retangulo), o que evitava considerar problemas com mais do que uma solucdo. A forma
standard x + y = b e xy = c de alguns destes problemas babilonicos sugere que, originalmente, 0s
babilonicos desejavam tratar a relagéo entre a area e o perimetro de um retangulo. Nos tempos antigos
acreditavam que a area de um campo dependia unicamente do seu perimetro. Os escribas babil6nicos,
para demonstrarem que retangulos com o mesmo perimetro poderiam ter areas muito diferentes,
construiram tabelas de éareas ¢ para um dado perimetro 2b, usando diferentes valores para o
comprimento x e para a largura y. Um estudo das tabelas relacionando os comprimentos variaveis

b b )2
= —+z e larguras y = 2~ Z com areas ¢ = (- -—z 2 permitiu aos escribas

constatarem que z = /— — ¢. Donde, x——+ /— —cey——— f— —ceasolugaoparao

sistema dado. E o algoritmo descrito por estas formulas modernas que os escribas babilonicos usavam
para solucionar este problema. No entanto, os babil6nicos ndo dispunham de uma férmula.
Apresentavam cada problema com nimeros atribuidos ao comprimento, a largura e a area, e os calculos
numeéricos especificos sdo indicados, podendo ser interpretados de acordo com a férmula acima (Katz,
2010).

Considere-se o problema da placa YBC 4663 (placa pertencente a colecdo babilonica da
Universidade de Yale nos E.U.A.) em que se pretendia determinar as dimens6es de um retangulo, em
que a soma do comprimento e da largura é 6;30 e a area é 7;30.

Representando por x e y as dimensfes de um retangulo, podemos traduzir este problema pelo
sistema {x *+y =630
xy =7;30

algébrica permite resolver qualquer equagao do tipo x? + ¢ = bx, e pode ser sintetizada na tabela 1.5.

. Tendo em conta as instrucBes dadas pelo escriba, a respetiva interpretacéo

Z . - - 2 - 2 —ys =
E interessante notar que a identidade (HTy) =xy + (%) , eém que os babilénios se basearam,
apareceu, posteriormente, como a Proposic¢do 5 do Livro Il dos Elementos de Euclides. Desta identidade

temos que = = (“Ty)z —xy e xzj: (xzy) + xy.
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Tabela 1.5 — Interpretacéo algébrica do problema da placa YBC 4663.

Instrucdes do escriba Interpretacéo
Divide 6;30 em 2 e o resultado é 3;15 x+y 630 3. 15
2 2 v
Multiplica 3;15 por 3;15: o resultado é x + y\?
10;33,45 ( 5 ) = 10;33,45
Subtrai 7;30 de 10;33,45 e o resultado é 3;3,45 x + y\?
( > ) —xy = 3;3,45
3;3,45 é 0 quadrado de 1;45
x+y
( ) —xy=1;45
Junta 3;15 a 1;45: o resultado é 5, o
> - ! x=2 Y XY a5y 45 =5
comprimento do retangulo 2
Retira 1;45 de 3;15: o resultado é 1;30, a x+y x-y
R y = ——=3;15-1;45=1;30
largura do retangulo 2 2

Em termos de geometria intuitiva, Jens Hayrup, propde a seguinte interpretacdo para a resolucdo

y = b

do sistema { Xy = (Fig. 1.5): tomemos um retangulo de lados desconhecidos x e y em que 0

semiperimetro é b e a area é c. Consideremos M o ponto médio do segmento de comprimento x + y, 0
A A + A -
retangulo de lados x e y corresponde ao retangulo de lados y e % e ao retangulo de lados y e %;
desloca-se uma das partes do retangulo (o retdngulo de lados y e ﬂ) para formar um gnémon; e a este

gnémon é acrescentado um quadrado de lado =% y , formando um quadrado de Iado -

+ b b .
Como =2 = 5 , c+ (x y) ( ) temos que == = (5) — ¢. Assim,
x+y . x=y b b\2 x+ x=y b b\2 ~ ~ ~
Xx=—=+===-+ (E —cey=—-—"=-— 5 — ¢, sd0 as duas solu¢bes da equacéo

Area total = ¢ Area total = ¢

r+y
2 M

;I_»
=

(3]

M

2
Area total = ¢ Area total = ¢ + ('1 ; y)
Figura 1.5 — Procedimento geométrico para resolver o sistema x +y = b, xy = c.
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Considere-se 0 problema da placa YBC 6967 (placa pertencente a cole¢do babil6nica da

Universidade de Yale nos E.U.A.):
“Um namero (igibum) excede o seu reciproco (igum) em 7; quais sdo os numeros?” (Estrada et al., 2000,

p. 86).

Representando por x ey os nimeros pedidos, podemos traduzir este problema pelo sistema

xy=1 , . xy=1 . ~ .
{x e gue é equivalente a {x Zy=7 Tendo em conta as instrugdes dadas pelo escriba, a

respetiva interpretacdo algébrica permite resolver qualquer equagdo do tipo x? + ¢ = bx, e pode ser
sintetizada na tabela 1.6.

Tabela 1.6 — Interpretacdo algébrica do problema da placa YBC 6967.

Instrucdes do escriba Interpretacéo
Divide 7, 0 que o nimero excede o reciproco, x—y 7
em 2 e o resultado é 3:30. 2 E =3;30
Multiplica 3;30 por 3;30: o resultado é 12;15. ( —12:15
2
A 12;15 o resultado obtido junta 1,0, o ( ) +oyve=112-15

produto e o resultado é 1,12;15.

Qual é a raiz quadrada de 1,12;15? E 8;30.
. )+xy=&30
X

Subtrai 3;30 de 8;30: o resultado é 5.
y=Z y > =830-330=5
Junta 3;30 a 8;30: o resultado é 12.
. i . , xX+y x-—y
12 é um dos numeros (igibum) e 5 é o outro x = + — = 8;30+3;30=12

(igum).

O problema aqui tratado pertence a uma classe bem conhecida de equagdes quadraticas
caracterizada pelos termos igum e igibum. Estes termos referem-se a um par de nimeros que estdo na
relacdo uns com os outros de um nimero e 0 seu reciproco, para ser entendido no sentido mais geral
como 0s numeros cujo produto é uma poténcia de 60.

Consideremos o problema namero 9 da placa BM 13901, que se traduz em notacgdo simbolica
atual por:
2 2 _ 13 =1
x“+y =3 X" Y=¢
A solucdo para este sistema, que generalizamos no sistema x —y =bex?+y?=c, foi

N|a
~
le
N
le

encontrada por um procedimento descrito pela formula atual x = % — + ey =

2
. + b + —
conseguinte, xz—y = %— (E) . Como x= xT + % temos que, x = %— (—

2
Xty _xy = E_(E) _b
y== —, temos que, y = |- — (3 :



T +y r—y

Figura 1.6 — Procedimento geométrico para resolver o sistemax —y = be x% + y% = c.

Apenas um exemplo do problema dos postes sobreviveu na matemética da Babilonia antiga, esse
problema, problema nimero 9, aparece na placa BM 85196, uma grande placa (19 x 12,3 cm) contendo
18 problemas sobre varios assuntos. Algumas partes do problema estdo em falta ou estdo danificados,
incluindo, infelizmente, uma parte da primeira linha, mas a estrutura do problema pode ser restaurada
com seguranca. O problema nimero 9 da Placa BM 85196 diz o seguinte:

“Um poste tem de comprimento 0;30 quando ereto. A extremidade superior deslizou 0;6. Determina a
distancia da extremidade inferior do poste a parede” (Van Der Waerden, 1975, p. 76).

Consideremos D; = 0; 30 o comprimento do poste e D, = 0; 6 a distancia que a extremidade
superior do poste deslizou. Na tabela 1.7 podemos seguir 0s passos efetuados pelo escriba e as instrucbes
simbdlicas referentes a cada passo. A solugéo é 0;18.

Tabela 1.7 - Problema 9 da placa BM 85196

Calculos Instrugdes simbdlicas
Passo 1 0;30 x 0;30 = 0; 15 R, = D,?
Passo 2 0;30—-0;6=0;24 R, =D, —D,
Passo 3 0;24 x 0;24 = 0;9,36 R; = R,”
Passo 4 0;15 — 0;9,36 = 0; 5,24 R,=R,—Rs
Passo 5 m =0;18 Ry = \/R_4

Considerando D; = d o comprimento do poste e D, = p a distancia que a extremidade superior
deslizou, pretendemos determinar s a distancia da extremidade inferior do poste a parede. Utilizando a

notacdo simbdlica atual, s = \/Dlz — (D, — D,)?,isto é, s = \/d? — (d — p)?. Donde,

s =4/0;30%2 — (0; 30 — 0; 6)2 = 0; 18.

O texto AO 8862 pertencente ao Museu do Louvre foi escrito num prisma quadrado de argila.
Para Thureau-Dangin e Neugebauer este € um dos mais antigos textos conhecidos. No total, o texto
contém 7 problemas. Os quatro primeiros problemas tratam de campos retangulares e dos seus lados.
Consideremos o problema 1 do texto AO 8862, de Senkerel, Babil6nia antiga:
“Multipliquei o comprimento e a largura e obtive a area. Entdo adicionei a area o excesso do
comprimento sobre a largura: 3,3 (o resultado é 183). Além disso, adicionei o comprimento e a largura:
27. Determina o comprimento, a largura e a area” (Van Der Waerden, 1975, p. 63.).
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Representando por x e y 0s himeros pedidos, podemos traduzir este problema pelo sistema:
{xy +x—-y=33
x+y=27
Para simplificar o problema o autor introduziu uma nova variavel y’, para o lugar da largura atual y:
y'=y+2,istoé, y =y' — 2. Esta mudanca simplificou o problema pois as equa¢des em x e y' sdo:
xy'=33+4+27=330ex+y =27+2=29.
Esta mudanca de variavel esta indicada na tabela 1.8 nas duas primeiras linhas:
3,3+ 27 = 3,30,
2+ 27 =29.
De seguida resolve o sistema simplificado. As instruces dadas pelo escriba e a respetiva interpretagédo
algébrica pode ser sintetizada na tabela 1.8.

Tabela 1.8 — Interpretacdo algébrica do problema 1 do texto AO8862

Instrugdes do escriba Interpretacéo
Soma 3,3 a 27 e o resultado ¢ 3,30. (xy+ (x—=M)+@x+y)=xy+2x=x(y +2)
=3,3+27 =330
Soma 2 a 27 e o resultado é 29. 2+ (x+y)=x+W@+2)=2+27=29
Divide 29 em 2 e o resultado é 14;30. x+(y+2) 29 14-30
2 2
Multiplica 14;30 por 14;30: o resultado € | /x + (y + 2)\°
3,30;15. (—2 > = 14;30% = 3,30;15
Subtraia 3,30;15 de 3,30: o resultado € | /x 4 (y + 2)\?
0:15. (#> — x(y +2) =3,30;15-3,30 = 0; 15

A raiz quadrada de 0;15 ¢ 0;30.

\/<x+(y+2)> x(y+2) = /0:15 = 0; 30

Soma 14;30 a 0;30 e o comprimento é 15. ‘4 (y + 2) x + (y + 2)
—x(y+2)
= 14;30 + 0; 30
i 14; ; I 6 14,
Subtrai 14;30 de 0;30 e a largura é ‘it (y + 2) x + (y + 2)
— x(y+2)

= 14, 30—0,30

Subtraimos 2 de 14 e obtemos 12 a largura atual. Multiplico o comprimento 15 pela largura 12 e a area
é 3,0.

Através dos varios exemplos dados é possivel confirmar a habilidade algébrica dos babilénicos,
permitindo-lhes resolver toda e qualquer equacéo quadratica. “A reducdo babilonica de uma equagdo
quadratica da forma ax? + bx = c & forma normal y? + by = ac pela substituicdo y = ax mostra o
grau extraordinario de flexibilidade da algebra mesopotamica. Essa facilidade, junto com a ideia de
valor posicional, explica em grande parte a superioridade dos babilonios em matematica.” (Boyer, 1991,
p. 24). Os escribas da antiga Babilonia resolviam estes problemas, utilizando aquilo que atualmente
designamos por artificios de calculos engenhosos, isto é, mudanca de varidvel (Estrada, 2000b).
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Os escribas da antiga Babilonia ndo so resolviam equacGes quadraticas, utilizando o método de
substituicdo numa férmula geral ou 0 método de completar quadrados, como também resolviam certas
equacOes e sistema do 3.° grau, desde que por eliminacdo fosse possivel obter uma equacdo do tipo
x3 + x? = a. A solucéo seria obtida a partir de uma tabela de somas de cubos com quadrados, ou, por
interpolacgdo, no caso do nimero representado por a ndo se encontrar na tabela (Estrada et al., 2000).

No Egito ndo ha registo de resolucdo de uma equacdo cubica, mas entre os babilénios hd muitos
exemplos. Os problemas 22 e 23 da Placa BM 85200 traduzem-se numa equacéo cubica. No problema
22 a equacdo 12x3 = 1;30 é resolvida usando uma tabela, para mostrar que a raiz cubica de

%x 1;30 =0;7,30 é 0;30 (Van Der Waerden, 1975). O problema 23 da mesma placa é mais

interessante. Na linguagem simbdlica atual, este problema é redutivel a um sistema que em notagédo
decimal se pode escrever:

xyz+xy =70
y = 40x
z=12x

Eliminando y e z, obtém-se a equagéo (40 x 12)x3 + 40x2 = 70. Multiplicando ambos os lados
por 122 o escriba obtém a equacdo 123x3 + 122x2? = 252, que se pode ainda escrever na forma,
(12x)% + (12x)? = 252. Donde, (12x)?(12x + 1) = 252. Utilizando uma tabela o escriba apresenta
como resultado 12x = 6. Estas tabelas ddo-nos as “raizes” de qualquer nimero n da forma n?(n + 1).
Daqui o escriba deduz os valores de x, y e z. E facil verificar que esses valores so:

x=%,y=20,z=6.

As realizagdes dos babilonios no dominio da algebra sdo admiraveis, mas 0s motivos que
impulsionaram essa obra néo sdo féaceis de entender. Durante décadas ouvimos os historiadores dizerem
gue a Matematica se iniciou na Grécia antiga e que outras culturas anteriores em torno do Mediterraneo,
0s egipcios e 0s povos da Mesopotamia, possuiam uma Matematica essencialmente pratica, virada para
a resolucéo de problemas do dia a dia. No entanto, em que situagdes da vida real, na antiga Babilonia,
levava a problemas envolvendo a soma de um nmero e 0 seu reciproco, ou a diferenca entre uma area
e um comprimento? “Se o motivo era utilitario entdo o culto do imediatismo era menos forte que hoje,
pois conexdes diretas entre o objetivo e a pratica na matematica babilonica ndo sdo nada aparentes”
(Boyer, 1991, p.25).
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2. A Matematica na Grécia Antiga

Para alguns historiadores o comeco da atividade matematica grega situa-se na Jonia. Esta regido
da Asia Menor “teve contactos comerciais com o Egito e com a Mesopotamia pelo menos desde o século
VIl a.C., mas ndo esta provado que, por virtude desses contactos, a matematica grega tenha evoluido a
partir das matematicas orientais. Na opinido de alguns historiadores, a aritmética e a geometria gregas
sdo o natural prosseguimento dos saberes congéneres egipcios e mesopotamicos. Para outros, pelo
contrério, a matematica grega € uma manifestacdo cultural de profunda originalidade com motivagGes,
objetivos e métodos novos” (Estrada et al., 2000, p.226).

No estudo da matematica grega podem considerar-se dois grandes periodos, que correspondem a
realidades politicas e geogréficas distintas e que exigem diferentes metodologias de investigacao
historica. O primeiro periodo abrange os séculos VI, V e IV a.C. e costuma ser designado por periodo
pré-euclideano, pois culmina com a atividade de Euclides e com a publicacdo do seu tratado Elementos.
O segundo estende-se desde o século 111 a. C. até ao século IV d.C. e costuma ser designado por periodo
alexandrino.

2.1. Euclides e os Elementos

O texto matematico mais importante da época grega sdo os Elementos de Euclides, escrito ha
cerca de 2300 anos. Séo raros os livros que tenham sido téo editados, traduzidos e comentados como 0s
Elementos de Euclides. Pouco se sabe da vida de Euclides, o que existe escrito de Euclides data de uns
750 anos apos ele ter vivido, no comentario de Proclo (410-485):

“Nao muito tempo depois destes homens [Hermotimo de Coélofon e Filipe de Méndis, alunos de Platao]
veio Euclides, que trouxe os Elementos, sistematizando muitos dos teoremas de Eudoxo, aperfeicoando
muitos de Teeteto, e colocando em forma irrefutavelmente demonstravel proposigdes que tinham sido
estabelecidas descuidadamente pelos seus antecessores. Viveu no tempo de Ptolomeu I; pois
Arquimedes, que viveu depois do tempo do primeiro Ptolomeu, menciona Euclides. Também se relata
gue Ptolomeu perguntou uma vez a Euclides se ndo havia um caminho mais curto para a geometria do
que através dos Elementos, e Euclides respondeu que ndo havia nenhum caminho Real para a geometria.
Foi, portanto, posterior ao grupo de Platdo, mas anterior a Eratostenes e Arquimedes” (Katz, 2010, p.
76).

Presume-se gque Euclides ensinou e escreveu no Museu e Biblioteca de Alexandria. Este complexo
foi fundado por volta de 300 a.C. por Ptolomeu | Séter e era o local onde os estudiosos se reuniam e
discutiam ideias filoséficas e literarias. O Museu e a Biblioteca de Alexandria tornaram-se no ponto
central dos mais altos desenvolvimentos dos estudiosos gregos tanto nas humanidades como nas
ciéncias. Esta Biblioteca abrigou o maior patrimonio cultural e cientifico de toda a Antiguidade. Ela ndo
s6 continha um imenso acervo de papiros e livros, como também incentivava o espirito investigativo de
cientistas e literatos, transmitindo a Humanidade uma heranca cultural incalculavel. Ao que tudo indica,
a Biblioteca chegou a conter mais de 500 000 volumes em todos os campos do conhecimento.

O manuscrito original da obra de Euclides ndo chegou aos nossos dias, 0 mesmo acontecendo
com a generalidade dos textos gregos deste periodo (anterior ao séc. 11l a.C.). Foram, no entanto, feitas
regularmente coOpias da obra desde o tempo de Euclides. Vérios editores fizeram emendas,
acrescentaram comentarios, ou incluiram novos lemas.

Esta obra ndo é a Unica atribuida a Euclides, mas a sua fama est4, sem margem para davidas,
associada a ela, a qual durante séculos foi a base do ensino da geometria em muitas linguas. Como refere
Vasconcellos:
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“Mas a sua reputacdo [de Euclides] é devida principalmente aos seus Elementos que, durante vinte
séculos, constituiram a base do ensino da geometria, e foram traduzidos e comentados em todas as
linguas conhecidas, merecendo de Antigos e Modernos admiracao e respeito, pela sua notavel forma de
construgdo ldgica, em que o autor, partindo dum reduzido nimero de simples proposi¢Ges, quase
evidentes, chega gradualmente, por demonstraces sempre rigorosas e métodos muitas vezes elegantes
e faceis — mesmos para principiantes — a fazer uma exposicao sistematica das principais verdades da
geometria elementar (com excluséo das sec¢des conicas) e da teoria dos numeros” (Vasconcellos, 2009,
p. 215).

Os Elementos de Euclides sdo uma obra em treze livros. A escrita na antiga Grécia era feita a méao
e em pergaminho donde os Livros correspondem, sensivelmente, aos nossos atuais capitulos. Podemos
considerar os Elementos um compéndio, que foi organizado por Euclides a partir de muitas obras
existentes. Constituido por duas definicGes e catorze proposicGes, o segundo livro dos Elementos é o
menor dos treze livros que compdem o tratado de Euclides. A generalidade dos historiadores atribui a
escola pitagérica os resultados expostos neste segundo livro, parecendo ser o seu conteido, de um modo
geral, mais antigo do que o do Livro I. A leitura e analise deste livro permitem uma interpretacdo
algébrica da geometria grega, ndo sendo, no entanto, a legitimidade dessa interpretagdo uma opinido
unanime entre historiadores de matematica. Ainda hoje se questiona sobre a existéncia ou ndo de um
raciocinio de tipo algébrico na matematica grega.

Do final do século XIX até & década de 70 do século XX vigorou a teoria de que o Livro Il era
um livro de algebra. “De facto, sao as proposi¢des do Livro 1, juntamente com as proposic¢des 43-45 do
Livro | e as proposigdes 27-30 do Livro VI, que formam o contetido do que ¢ chamado “algebra
geométrica”, a representacdo de conceitos algébricos através de figuras geométricas” (Katz, 2010, p.
88). Os historiadores que defendem esta opinido, referem que 0s gregos queriam transmitir resultados
de algebra, mas como ndo dispunham de uma simbologia adequada as representacdes algébricas,
serviam-se da geometria para exprimir esses resultados algébricos. A geometria era, portanto, a
linguagem da algebra. Outros historiadores consideram que até Diofanto ndo ha pensamento algébrico
na matematica grega, sendo que a origem das proposi¢des do Livro Il se encontra em problemas de
indole geométrica e ndo algébrica. Para estes historiadores s6 os arabes na Idade Média, “teriam
constatado que as técnicas da geometria das areas podiam ser utilizadas também para representar
situacdes ocorrentes em problemas algébricos e para descobrir e demonstrar procedimentos resolutivos
de equagodes” (Estrada et al., 2000, p. 276).

Tendo em consideracdo a opinido de muitos dos historiadores da matematica que sugerem uma
interpretacdo aritmetico-algébrica da geometria grega, podemos considerar que as primeiras dez
proposicdes do Livro I podem ser facilmente interpretadas na moderna notagao algébrica. E claro que,
ao fazé-lo, o sabor geométrico das proposicGes se perde. No entanto, reafirma-los algebricamente pode
ajudar a compreendé-los. As equacdes sdo todas equacles quadraticas, ja que a geometria é geometria
plana. Consideremos a primeira definicdo do Livro II:

“Diz-se de qualquer retangulo que é contido pelas duas linhas retas que formam o angulo reto.” (Katz,
2010, p. 86).

Segundo Katz esta definicdo ilustra a utilizacdo geométrica de Euclides. De facto, o enunciado
ndo quer dizer que a area de um retangulo é o produto do comprimento pela largura. Euclides nunca
multiplica dois comprimentos porque ndo tem nenhuma forma de definir um tal processo para
comprimentos arbitrarios. No entanto, multiplica comprimentos por nimeros (inteiros positivos). Surge
entdo a questdo se devemos interpretar o “retingulo” de Euclides como significando um “produto”
(Katz, 2010). Como exemplo da utilizacdo desta definigdo temos:
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Proposicédo 11 -1

“Se houver duas linhas retas, e uma delas for cortada em qualquer niumero de segmentos, o retangulo
contido pelas duas retas € igual a soma dos retangulos contidos pela linha reta ndo cortada e cada um
dos segmentos.” (Katz, 2010, p. 89).

Algebricamente esta proposi¢do diz simplesmente que dado um comprimento [ e largura w
cortada em varios segmentos, digamos w = a + b + ¢, a area de um retangulo determinada por essas
linhas é igual & soma das areas dos retdngulos determinados pelo comprimento e os segmentos da
largura. Por outras palavras, l(a + b + ¢) = la + Ib + Ic (Fig. 2.1).

Este teorema enuncia a propriedade distributiva da multiplicacdo relativamente a adi¢cdo. Este
resultado é usado na prova do teorema de Pitagoras. No Livro |, este resultado era ébvio, por isso,
segundo Katz, se s6 agora Euclides se sentiu na obrigacéo de o provar talvez signifique que o Livro Il
se destinasse a apresentar a traducdo de varios resultados algébricos.

Figura 2.1 — Elementos, Proposicdo Il —1: l(a+ b+ ¢) = la + Ib + lc.

Generalizando, dado um comprimento [ e largura w cortada em varios segmentos, digamos
w =w; +w, + -+ w,, adarea de um retangulo determinada por essas linhas é igual a soma das areas
dos retangulos determinados pelo comprimento e os segmentos da largura. Por outras palavras,
l(wy +wy + -+ wy) =1lwy + 1w, + -+ lwy,.

Na quarta proposicédo do Livro I, relaciona-se a decomposi¢éo do lado de um quadrado em dois
segmentos de reta com a correspondente decomposic¢do do quadrado em dois quadrados e um par de
retangulos iguais.

Proposicéo 11 -4
“Se uma linha reta é cortada ao acaso, o quadrado no seu todo é igual aos quadrados nos segmentos e 0
dobro do retdngulo contido pelos segmentos” (Katz, 2010, p. 89).

Esta proposi¢cdo admite uma interpretacdo algébrica, podendo ser entendida como a expressao
para o quadrado de uma soma, (a + b)? = a? + b2 + 2ab (Fig. 2.2), a base para o algoritmo da raiz
guadrada (Katz, 2010).

fl b

ab B2 o|b

a9
a” ab | a

Figura 2.2 — Elementos, Proposicio Il — 4: (a + b)? = a? + b? + 2ab.
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As demonstracOes das quatro primeiras proposi¢des do segundo livro sdo de extensdo variavel,
conforme o pormenor com que Euclides prova certas propriedades das figuras, mas de resto limitam-se
a manipulacdo das areas, decompondo e rearranjando as figuras consideradas. Trata-se duma
sistematizacdo da geometria das areas pitagdricas. As proposicoes I1-5 e 11-6 dos Elementos podem ser
interpretadas como exprimindo a relagdo algébrica conhecida por diferenca de dois quadrados. No
entanto, estas duas proposicdes abordam a questdo das quadraturas, no presente caso a quadratura de
retangulos.

Proposicédo 11 -5

“Se uma linha reta for cortada em segmentos iguais e desiguais, o retangulo contido pelos segmentos
desiguais do todo juntamente com o gquadrado na linha reta entre os pontos de sec¢éo é igual ao quadrado
na metade” (Katz, 2010, p. 90).

Sejam AB um segmento de reta, C 0 seu ponto médio e D um ponto do mesmo segmento de reta,
mas distinto de C. Usando a linguagem de Euclides, C corta AB em segmentos iguais enquanto que D
corta AB em segmentos desiguais, entdo, em notacéo simbélica atual, AD.DB + CD? =CB?. Euclides
procede entdo a construcao do quadrado [CEFB], sobre CB, e considera a decomposicao na diagonal
representada na figura 2.3.

A C D B
a—b
K L H Il
E G F

Figura 2.3 — Versdo geométrica da férmula para a diferenca de dois quadrados (de segmentos de reta): Elementos, Proposicéo
I1-5.

O retangulo [AKHD] pode decompor-se nos retangulos [AKLC] e [CLHD], os retangulos
[AKLC] e [CLMB] tém a mesma area (porque C é o ponto médio do segmento AB), bem como 0s
retangulos [CLHD] e [HGFM] (porque séo retangulos complementares na decomposicéo na diagonal).
Portanto, o retangulo [AKHD] e o gnémon [CLHGFB] tém a mesma area. Assim, o retangulo [AKHD]
(de lado AD e DH) e o quadrado [LEGH] (de lado CD), tomados conjuntamente, tém a mesma area que
0 quadrado [CEFB] (de lado CB). Ora, DH ¢ igual a DB, pela decomposicdo da diagonal. Na
interpretacdo algébrica, se se designar AC por a e CD por b, a proposicdo é traduzida por
(a + b)(a—b) + b2 = a?, ouseja, (a + b)(a—b) = a? — b?.

A proposicdo Il — 6 é complementar da proposicao Il — 5.

Proposicéo Il — 6

“Se uma linha reta for bissetada e lhe for adicionada uma linha reta, o retdngulo contido pelo todo com
a linha reta adicionada e a linha reta adicionada juntamente com o quadrado na metade é igual ao
quadrado na linha reta constituido pela metade e a linha reta adicionada” (Katz, 2010, p. 90).

As proposicles 5 e 6 podem ser interpretadas como justificagdes geométricas das resolugdes
algébricas tipicas de uma equacdo quadratica (Katz, 2010).
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Considerando AB igual a b , BC igual a g e DB igual a x a proposicdo Il — 5 traduz-se por

b 2 b\?2 x [ .
(b—x)x + (E - x) = (5) . A equacdo quadratica bx — x2 = ¢ [ou (b — x)x = c] pode ser resolvida

2
designando AD por y e DB por x, aequacio bx — x2 = ¢ pode ser traduzida para o sistema babildnico,

atrads mencionado, por x + y = b e xy = ¢ (Katz, 2010).

b 2 b\?2 x b b\? . .
escrevendo (E_x) = (—) — ¢, e obtendo entdo x = >~ (5) — ¢ (Fig. 2.4). Alternativamente,

b b
2 2
b
5 n
A C D B
K L H M
E G F

Figura 2.4 — Resolugdo geométrica da equagio quadrética bx — x? = c: Elementos, Proposigéo Il — 5.

Considerando AB igual a b , BC igual a g e DB igual a x a proposi¢éo Il — 6 traduz-se por

2 2
(b +x)x + (g) (% + x) . A equacdo quadrética bx + x2 = ¢ [ou (b + x)x = c] pode ser resolvida

2 2 2
escrevendo (g + x) =c+ (g) , € obtendo entéo x = —§+ c+ (g) (Fig. 2.5). Alternativamente,

designando AD por y e DB por x, aequacgio bx + x? = ¢ pode ser traduzida para o sistema babilénico,

atrds mencionado, por y — x = b e yx = ¢ (Katz, 2010).
b

b b
2 2 1
A C B D
K L H v |*
E G F

Figura 2.5 — Resolucéo geométrica da equacio quadratica bx + x? = c: Elementos, Proposicdo Il — 6

Proposicéo 11 -9
“Se uma linha reta é cortada em segmentos iguais e desiguais, 0s quadrados nos segmentos desiguais do
todo sdo o dobro da soma do quadrado na metade e o quadrado na linha reta entre os pontos da sec¢do”

(Katz, 2010, p. 91).

2 _N\2
A traducéo algébrica desta proposicdo é x2 + y? = 2 (x;—y) +2 (%) . O resultado foi usado
pelos Babil6nios para resolver o sistema x —y = b, x? + y? = c.
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De entre as restantes proposi¢des do livro 1l dos Elementos ha a destacar a proposicao 11. Esta ja
ndo se trata de uma igualdade entre expressdes quadraticas, mas da resolugdo de uma equagdo quadratica
concreta, cuja solu¢do conduz a conhecida divina propor¢do (que atualmente se designa por nimero de
ouro). No entanto, a resolugdo apresentada ndo pode ser generalizada as outras equagdes do 2.° grau. A
apresentacao da resolugdo geral (embora geométrica) das equagdes do 2.° grau, foi dada apenas no livro
VI da mesma obra.

Proposicédo 11 — 11
“Cortar uma linha reta de forma a que o retangulo contido pelo todo e um dos segmentos seja igual ao
quadrado do segmento remanescente” (Katz, 2010, p. 91).

O objetivo desta proposicdo é encontrar um ponto H no segmento de modo que o retangulo
contido por AB e HB seja igual ao quadrado sobre AH (Fig. 2.6). Este é um problema algébrico, em
termos da definigcdo dada anteriormente, uma vez que pede para encontrar uma quantidade desconhecida
dada a sua relagdo com certas quantidades conhecidas.

Para traduzir este problema em notacdo moderna, seja a a linha AB e seja x AH. Entéo
HB = a — x, e 0 problema equivale a resolver a equacio a(a — x) = x? ou x? + ax = a?. A solugio

2
babilénica é x = (g) tq2 -2

B D
G H
F A E C

Figura 2.6 — Elementos, Proposicéo Il —11.

A prova de Euclides resume-se precisamente a esta formula. Para obter a raiz quadrada da soma
de dois quadrados, 0 método consiste em usar a hipotenusa de um tridngulo retangulo cujos lados sejam

as raizes dadas, neste caso, a e % Assim, Euclides desenha o quadrado em AB e, em seguida, bisseta

AC em E. Segue-se que EB é a hipotenusa desejada. Para subtrair % deste comprimento, desenhou EF

igual a EB e subtraiu-lhe AE para obter AF; sendo este o valor procurado x. Como quer o comprimento
marcado em AB, simplesmente escolheu H para que AH = AF. Para provar que essa escolha de H esta
correta, Euclides apelou entéo a Proposigao 11-6 que fornece a justificagcdo necessaria. Euclides resolveu
0 que chamariamos de equagdo quadratica, embora em termos geométricos, da mesma maneira que 0s
babildnios (Katz, 2010).

No Livro VI, Euclides expandiu a nocdo de "aplicacdo de areas" para aplicacbes que sdo
"deficientes” ou "excedentes". Nas duas proposic¢oes seguintes, Euclides resolveu dois tipos de equagdes
quadréticas geometricamente. Supde-se que os pitagdricos tenham formulado estes mesmos problemas,
mas em que o defeito ou 0 excesso fosse um quadrado. De facto, as proposicdes 28 e 29 do livro VI séo
uma generalizacdo desta situacgéo.

Proposicéo VI — 28
“A uma determinada linha reta aplicar um paralelogramo igual a uma determinada figura retilinea e
deficiente por um paralelogramo semelhante a um determinado; assim, a figura retilinea determinada
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ndo deve ser maior do que o paralelogramo descrito na metade da linha reta e semelhante ao defeito”
(Katz, 2010, p. 93).

Euclides propde que se construa um paralelogramo de determinada area cuja base seja menor do
gue o segmento de linha dado AB. O paralelogramo sobre o defeito, 0 segmento de reta SB, deve ser
semelhante ao dado. Para a discussdao da algebra geométrica, € mais simples presumir que o
paralelogramo determinado é um quadrado. Entéo o paralelogramo construido tem que ser um retangulo.
A proposicdo e a sua prova serdo traduzidas para algebra de acordo com esta presuncao (Katz, 2010).

Designe-se AB por b, e a area da figura retilinea determinada por ¢. O problema reduz-se a
encontrar um ponto S em AB, de forma que x = BS satisfaca x(b — x) = ¢ (Fig.2.7), isto é, é necessario
resolver a equacéo quadratica bx — x2 = c. Euclides comeca por determinar o ponto médio E de AB e

2
construir o quadrado em BE, cuja éarea é (g) . S é escolhido de modo que ES é o lado de um quadrado

(b2 . . ] . - -~ . .
Ccuja area é (E) — c. E por isso que é enunciada na proposi¢ao a condi¢do de que ¢ ndo pode ser maior
b\?2 L b b\? .
do que (E) . Esta escolha para ES implica que x = BS = BE — ES = >~ (E) — ¢. Euclides prova
que a sua escolha esta correta mostrando que o retangulo desejado é igual ao gndmon XWV e que o

gndémon por sua vez é igual a area dada c. Algebricamente, isso resume-se a mostrar que

- = () [0 -] -

A E 5 B

Figura 2.7 — Elementos, Proposic¢éo VI — 28.

Proposi¢do VI - 29
“A uma determinada linha reta aplicar um paralelogramo igual a uma determinada figura retilinea e
excedendo por um paralelogramo semelhante a um determinado” (Katz, 2010, p. 93).

O paralelogramo construido de determinada area tem uma base maior do que o segmento de linha
dado AB, enguanto o paralelogramo no excesso, 0 segmento BS, deve ser semelhante a um determinado.
Para simplificar a discussdo da algebra geométrica, € mais simples presumir que o paralelogramo
determinado é um quadrado. Entdo o paralelogramo construido tem que ser um retangulo. A proposi¢do
e a sua prova serdo traduzidas para &lgebra de acordo com esta presuncéo (Katz, 2010). Designe AB
por b, e a area da figura retilinea determinada por c. O problema reduz-se a encontrar um ponto S em
AB prolongado, de forma que x = BS satisfaca x(b + x) = ¢ (Fig. 2.8), isto é, é necessario resolver a
equacdo quadrética bx + x? = c.

Euclides comega por determinar o ponto médio E de AB e construir o quadrado em BE, cuja area

2 2
é (g) . S é escolhido de modo que ES é o lado de um quadrado cuja &rea é (g) + c¢. Entéo,

2
x =BS =ES—-BE = /(g) +c— g. Euclides prova que a sua escolha esté correta mostrando que o
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retdngulo desejado é igual ao gndmon XWV e que o gndémon por sua vez é igual a area dada c.
Algebricamente, isso resume-se a mostrar que

x(b+x) = [(2)2 + c] - (g)z =c.

X

vV w
A E B S

Figura 2.8 — Elementos, Proposic¢do VI — 29.

Né&o héa evidéncia direta de qualquer transmissdo da matematica babilonica para a Grécia durante
ou antes do século IV a.C. Embora os gregos dessa época usassem 0 que consideramos serem
procedimentos algébricos, 0 seu pensamento matematico era tdo geométrico que todos esses
procedimentos eram automaticamente expressos desse modo. Os gregos até 300 a.C. ndo tinham notagdo
algébrica e, portanto, a Unica forma de poderem manipular expressfes que representavam magnitudes
era apresentando-as em termos geométricos. De facto, os matematicos gregos tornaram-se muito
proficientes em manipular entidades geométricas. Além disso, ndo havia maneira de 0s gregos poderem
exprimir, sem ser geometricamente, solucdes irracionais de equagdes quadraticas (Katz, 2010).

2.2. A Aritmética de Diofanto

E com Papo que o interesse pela Geometria desaparece, sendo no campo ainda ndo desbravado
da teoria dos nimeros que temos de procurar novos progressos para a ciéncia e “citar um grande
matematico, estrela de primeira grandeza que na historia da Aritmética representa papel semelhante ao
de Euclides na Geometria e ao de Ptolemeu na Astronomia” (Vasconcellos, 2009, p. 355). E Diofanto
de Alexandria, de cuja vida, do mesmo modo que sucede com quase todos os sabios de que temos
tratado, nada se conhece, ignorando-se mesmo a data em que floresceu, sendo apenas possivel, pela
leitura dos seus escritos, marcar certos limites, que o fazem colocar como contemporaneo de Papo e
pertencendo a 2.2 metade do século Il da era vulgar. Da figura de Diofanto sabe-se que viveu em
Alexandria e de acordo com o epigrama 126 do Livro XIV da Antologia Grega, sabemos que tera
morrido com 84 anos.

“Nesta tumba jaz Diofanto ... [e] conta cientificamente o tempo da sua vida. Deus presenteou-0 COm a
graca de ser de um rapaz a sexta parte da sua vida, e adicionando uma duodécima parte a isto,
cobriu-se-lhe a face de penugem. Concedeu-lhe a graga do casamento depois de uma sétima parte, e
cinco anos depois do casamento deu-lhe um filho.

Oh! Pobre crianga tardia; ao atingir metade do tempo de vida de seu pai, a ma Fortuna levou-o.

Depois de consolar a sua dor com a ciéncia dos nimeros durante quatro anos, terminou a sua vida.”
(Katz, 2010, p. 209).

O problema na linguagem simbdlica atual, em que x representa 0o nimero de anos que viveu
Diofanto, traduz-se pela equacao:

1 1 1 1
X=cx+ox+ox+5+-x+4

Resolvendo a equacdo conclui-se que Diofanto viveu 84 anos.
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Conhecem-se de Diofanto uma Aritmética e um fragmento sobre os numeros poligonais,
sendo-lhe ainda atribuido por alguns autores um tratado sobre a Musica e um calculo fracionério, além
de uma tabua astrondmica. Além disso, Diofanto cita na Aritmética certas proposi¢des auxiliares, a que
chama porismas, fez isso supor que ele escrevera ainda um livro especial intitulado Porismas. No
entanto, Tannery, entre outros, contesta tal facto, fazendo notar que, no tempo de Diofanto, o vocabulo
porisma tem o significado de corolario (Vasconcellos, 2009).

E através da sua obra mais importante, a Aritmética, que a sua influéncia alcancou os tempos
modernos. A Aritmética estd dividida em treze livros e sO seis sobreviveram na Grécia. Foram
descobertos recentemente outros quatro livros numa versao arabe. O estilo dos livros arabes é diferente
do dos gregos, pois cada passo da resolu¢do de um problema é explicado pormenorizadamente (Katz,
2010). N&o se inserindo na corrente dominante da ciéncia grega, “a obra de Diofanto pode ter sofrido a
influéncia de praticas matematicas ancestrais, em particular da aritmética egipcia e da algebra
mesopotamica” (Estrada et al., 2000, p. 336).

As cerca de 260 proposigdes da parte conhecida da Aritmética correspondem a exercicios, para a
resolucdo dos quais Diofanto utiliza uma variedade de procedimentos e artificios. Em todas as
proposicoes da Aritmética, tanto os dados como as solugdes procuradas sdo numeros racionais positivos.
Uma caracteristica da Aritmética de Diofanto que a distingue da generalidade dos tratados gregos de
matematica provém do estilo das demonstracGes. Diofanto apresenta casos particulares concretos que
escolhe de modo a ndo deixarem dividas quanto a validade geral do argumento.

A Aritmética é dirigida a Denis ou Dionisio, a quem afirma que vai ensinar doutrina nova, que,
sob uma forma nova por ele moldada, com o fim de tornar de facil apreensdo a matéria respetiva, vai
tentar expor cientificamente o método a empregar para a solu¢do dos problemas de aritmética;
comecando o argumento pelo estudo da natureza e das propriedades dos nimeros, “pois que sobre isto
se apoia todo o resto” (Vasconcellos, 2009, p. 358).

Em 1842, Nesselmann considerou que podem ser reconhecidos trés estagios no desenvolvimento
historico da algebra. Primeiro, temos o primitivo ou retdrico, em que os argumentos da resolugdo de
um problema s&o escritos em prosa pura, sem abreviagfes ou simbolos especificos, como foi o caso dos
egipcios e dos babilonios. Os egipcios e 0s babilonios escreveram equacdes e resolucdes em palavras.
A seguir, vem um estagio intermediario, sincopado, na qual se adotam abreviagOes para algumas das
quantidades e operacBes que se repetem mais frequentemente. A Aritmética de Diofanto deve ser
colocada nesta categoria (Boyer, 1991). Diofanto introduziu abreviaturas simbolicas para 0s varios
termos envolvidos nas equagdes. O sistema notacional de Diofanto ndo foi adotado pela generalidade
dos matematicos e ndo influenciou sistemas posteriormente desenvolvidos. No entanto, essa simbologia
proporcionou-lhe uma manipulacéo das relacGes algébricas muito mais facil do que a permitida pela
expressdo retorica. A algebra retorica, porém, continuou de maneira bastante generalizada no resto do
mundo, exceto na India, por muitas centenas de anos. Na Europa Ocidental, especificamente, a maior
parte da algebra permaneceu retdrica até ao século XV. O ultimo estagio é o estagio simbdlico ou final,
em que as resolucgdes se expressam numa espécie de taquigrafia matematica formada de simbolos que
aparentemente nada tem a ver com os entes que representam. E embora a apari¢do da &lgebra simbdlica
se desse na Europa Ocidental no século XVI, somente pela metade do século XVII esse estilo
acabou-se impondo. E curioso salientar que passa despercebido que o simbolismo usado nos nossos
textos de algebra elementar ainda ndo tem 400 anos.

Antes de versarmos os problemas da Aritmética é importante referir o avango de Diofanto na
resolucdo de equacdes e a sua introducéo do simbolismo:

“Cada um destes nimeros, a que demos nomes abreviados, é reconhecido como um elemento na ciéncia
aritmética; o quadrado [da incdgnita] chama-se dynamis e o seu simbolo é A com indice Y, isto é AY; 0
cubo chama-se kubus e representa-se por K com o indice Y, ou seja, K¥; o quadrado multiplicado por
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si mesmo chama-se dynamo-dynamis e o seu simbolo € composto por dois deltas com o indice Y, isto
é, AYA; o quadrado multiplicado pelo cubo formado pela mesma raiz chama-se dynamo-kubus e o seu
simbolo é AK com o indice Y, ou seja AKY; 0 cubo multiplicado por si mesmo chama-se kubo-kubus e
0 seu simbolo consiste em dois Kappas com indice Y, K¥K. O nimero que ndo tiver nenhuma destas
caracteristicas, mas for somente uma quantidade desconhecida de unidades, chama-se arithmos, e
representa-se por ¢ (x). H& um outro simbolo para representar a parte invariavel dos nimeros, a unidade,

gue é M com o indice O, isto é M > (Katz, 2010 apud Thomas, 1957, pp. 519-523).

Todos os simbolos de Diofanto séo abreviaturas, ¢ € uma contracdo das primeiras duas letras de

. , a . . .
apBpog (arithmos ou niimero) enquanto que p4 significa povag (monas ou unidade). Seguem-se as
defini¢des dos reciprocos, cujos nomes sdo derivados dos proprios nomes das espécies correspondentes.

1 1 . . . .
Por exemplo, AYX= — ou yx = > O simbolo A, vindo de uma abreviatura para Aewyic (lepsis ou
querendo ou negag¢do) € usado para “menos” e 0S termos negativos estdo sempre juntos por isso bastava

escrever uma vez A (Katz, 2010).

A Aritmética apresenta uma série de problemas aritméticos, cuja resolu¢do conduz a simples
equacdes do 1.° grau; a sistemas determinados de equagdes lineares a 2, 3, 4 ou 6 incognitas, a sistemas
determinados redutiveis ao 1.° e 2.° grau e ainda a equacdes e sistemas indeterminados do 1.° grau, do
2.° grau, do 3.° grau, do 4.° grau. Temos ainda problemas de construcéo de triangulos retangulos em
nUmeros racionais positivos.

Diofanto segue as regras de transformacdo e de reducéo indicadas nas defini¢cdes, que resolve a
equacao simples do primeiro grau. A questdo de formular regras aplicaveis, a equagdo geral do 1.° grau
sO aparece na Geometria de Descartes. SO por essa altura aparece o conceito nitido e definitivo dessa
equacdo geral, enunciando as regras de transformacgéo ligadas a possibilidade de tratar livremente em
todos os calculos os nimeros racionais e 0s nUmeros irracionais, 0s nimeros positivos e negativos.

Quanto aos sistemas determinados do 1.° grau, a nota¢do utilizada permite-lhe usar apenas uma
incdgnita de cada vez, reduzindo a questdo a determinagdo de uma s incégnita, exprimindo todas as
outras por meio desta e efetuando em seguida as eliminagfes que, a falta de instrumento proprio, tinha
de fazer mentalmente. Diofanto desenvolveu um engenho e uma habilidade que assombram, pela
escolha, da incégnita principal, e pelos artificios de que se serve para chegar a equacles que sabe
resolver o mais simples possivel pelas eliminagdes.

Diofanto utiliza processos idénticos para os problemas dependentes de equagdes de graus superior
e no tratamento dos problemas indeterminados, cuja diferenca principal dos problemas determinados o
célebre aritmético, nao atinge, pois “julga licito tornar determinado um problema que o ndo seja, dando
arbitrariamente um certo valor a uma incoégnita ou a qualquer das suas fungdes” (Vasconcellos, 2009
apud G. Loria, 1914, p. 861). Com a utilizacdo do metodo de substitui¢cdo, ou com a introdugdo de
incdgnitas auxiliares, convenientemente escolhidas, encontra as solu¢cbes numéricas procuradas, € no
final apresenta a verificagéo dos resultados.

A Aritmética ndo contém a regra para resolver qualquer equacao do 2.° grau. Muitas das equacdes
sdo resolvidas dando uma solugdo, mesmo quando as raizes sao ambas positivas; quando as duas raizes
sdo ambas negativas ou irracionais a equacao é rejeitada e considerada impossivel.

Na Aritmética podemos ver o génio inventivo e a variedade de expedientes que Diofanto utiliza,
sendo, porém, necessario, para uma melhor apreciacdo dos processos seguidos, dar alguns exemplos de
problemas, como se segue:

Problema I-1
“Dividir um dado nimero em dois tendo uma dada diferenga” (Heath, 1910, p. 131).
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Diofanto apresenta a solucéo para o caso em que o himero dado é 100 e a diferenca € 40. Supondo
x 0 menor dos dois nimeros, x + 40 representa 0 nimero maior. Donde, 2x + 40 = 100, e 0s nUmeros
pretendidos sdo 30 e 70. Na analise moderna, as solugdes do problema resultam da resolucdo de um
sistema de duas equacdes lineares a duas incognitas da forma:

x+y=100ey — x = 40.

Este problema ¢ determinado, uma vez especificado os nimeros “dados”, no entanto, o0 método
de Diofanto funciona para qualquer par. Se a é um nimero dado e b < a entdo as solugdes do problema
resultam da resolucdo de um sistema de duas equacdes lineares a duas incognitas da forma:

x+y=aey—x=>.

[~

__atb
ey—T.

a—

Donde, x + (x + b) = a. Assim 0s nimeros requeridos serdo x =

~ |

Problema I-2
“Dividir um nimero em duas partes que tenham entre si uma razao dada” (Heath, 1910, p. 131).

Diofanto apresenta a solugdo para o caso em que o himero dado é 60 e a razdo é 3. Supondo x 0
menor dos dois numeros, 3x representa 0 nimero maior. Donde, 4x = 60, e 0s nimeros pretendidos
sdo 15 e 45. Na analise moderna, as solugdes do problema resultam da resolugdo de um sistema de duas
equacdes lineares a duas incognitas da forma:

x+y=a ==m.

RIR

am

a
oOy=——-ex= :
m+1 m+1

Q2

Donde, my + y = a. Assim 0s nimeros requeridos ser

Problema 1-17
“Determinar quatro nimeros tais que somados trés a trés produzam quatro nimeros dados; mas o dobro
de cada um dos quatro nimeros deve ser menor que a soma dos outros trés” (Heath, 1910, p. 135).

Seja a soma de trés dos quatro numeros 20, 22, 24 e 27 respetivamente. Seja x a soma dos quatro
nimeros procurados. Entdo os nimeros sdo x — 20,x — 22,x — 24,x — 27. Logo, 4x —93 =x e
x = 31. Os nimeros pretendidos sdo 9, 7, 4, 11.

As solugdes do problema obtém-se, neste caso, pela resolugdo do sistema de quatro equacgdes
lineares a quatro incognitas, que atualmente exprimimos como segue:

xX+y+z=a
y+z4+u=»h
x+z4+u=c
x+y+u=d
Donde resultam os valores das incognitas, dados por
a+c+d—-2b a+b+d-2c a+b+c—-2d b+c+d-2a
x= 3 d 3 = 3 P U= 3

gue mostram que se devem dar as condigdes:

a+c+d>2b, a+b+d>2c, a+b+c>2d, b+c+d>2a,
para a possibilidade do problema. Diofanto conhecia estas condigdes que as deve ter calculado
mentalmente e estabelecido sobre uns dados quaisquer, representando-as verbalmente, como resulta do
enunciado do problema (Vasconcelos, 2009).

Os problemas 27 a 30 do Livro | da Aritmética de Diofanto s&o os primeiros que se reduzem a
equacdes do 2.° grau completas. Na apresentacdo da sua resolucdo, Diofanto utiliza um artificio que
permite transforméa-las em equagdes do 2.° grau incompletas, cuja resolucdo é imediata. Tal artificio
consiste (independentemente do nimero de equagdes, do grau dessas equagdes e do numero de
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incognitas envolvidas no problema) em designar uma certa quantidade desconhecida (uma nova
incognita por exceléncia) por aritmo. De seguida, as vérias incognitas do problema séo escritas em
funcdo dessa nova incognita e, ou sao feitas substituicdes de entre as varias equag¢bes ou, COmo no caso
das equacdes indeterminadas, sdo tomados casos particulares, de modo a reduzir tudo a uma sé equacao,
com uma sé incdgnita (o aritmo) nunca com grau superior ao segundo. Note-se que a escolha do aritmo
ndo era arbitraria. Ao invés, era feita de forma a que, no final, se obtivesse uma equacédo nas condicoes
acima referidas. Apos calcular o valor do aritmo era facil determinar as vérias solugdes do problema.

Problema 1-27

“Determinar dois nimeros cuja soma e produto sejam dois nimeros dados. E condicio necessaria que
0 gquadrado de metade da soma dos dois himeros exceda, dum quadrado, o seu produto” (Heath, 1910,
p. 140).

Diofanto apresenta a solugcdo para o caso em que a soma é 20 e o produto é 96. Supondo 2x a
diferenca dos dois ndimeros, o maior sera 10 + x e 0 menor 10 — x; o produto serd 100 — x? = 96.
Donde, x = 2 e 0s numeros pretendidos sdo 12 e 8.

Do estudo deste problema, resulta que a anélise de Diofanto, na notag&o atual, € a seguinte:

x+y=b xy=c, x—y=2z,
tomando z para incégnita auxiliar; temos que

—b+ —b
x—2 Z,y—2 Z.
Donde,
b? 2
xy:——Z =C.

4

. b? - b b2 b b2
Assim, z = /——c. Entdo,x =-+ |[——¢, y=-— ’__C_
4 2 4 2 4

Note que a condicdo necessaria dada por Diofanto “que o quadrado de metade da soma dos dois
numeros exceda, dum quadrado, o seu produto” ¢ suficiente para que se possa calcular a raiz quadrada,
b

ou seja, que a solucdo seja racional. Assim sendo, x —(2+z) (g—z)—(—)z—z2 Mas
ja, q ¢ ] . v xy =13 > =13 .

AT . 2% 2
c=(5) — z“ é equivalente a (5) —c=2z"

Problema 1-28

“Determinar dois nimeros tais que a sua soma e a soma dos seus quadrados s3o nimeros dados. E
condicdo necessaria que o dobro da soma dos quadrados exceda o quadrado da soma por um ndmero
quadrado” (Heath, 1910, p. 140).

Diofanto apresenta a solugdo para o caso em que a soma é 20 e a soma dos quadrados é 208.
Supondo 2x a diferenga dos dois numeros, o maior serd 10+ x e o menor 10— x. Entdo,
200 + 2x2 = 208. Donde, x = 2 e os nimeros pretendidos sdo 12 e 8.

Do estudo deste problema, resulta que a anélise de Diofanto, na notag&o atual, € a seguinte:

x+y=b x*+y%?=c,
tomando z para incégnita auxiliar; temos que

_b+ _b
x—z Z, y—z Z.

Gre) (- =
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V2c=bZ b 2c—b?
2 VT2 T
Este problema é da forma x + y = b, x? + y? = ¢, um tipo resolvido pelos babildnios. A solugdo
de Diofanto é estritamente algébrica, ao invés da solucdo quase geométrica babilonica.
Note que a condi¢do necessaria dada por Diofanto “o dobro da soma dos quadrados exceda o
quadrado da soma por um numero quadrado” € suficiente para que a solucdo seja racional. Assim sendo,

Assim, z =

Nory: . b
CZ .Entdo, x =~ +

2
2

2
x2+y?=c.Masc = b? + 2z2 é equivalente a 2c = b? + (22)2.
Curiosamente “as respostas aos problemas 27, 28, 29 e 30 sdo 12 e 8, recordando-nos a pratica

babildnica usual de ter as mesmas respostas para uma série de problemas relacionados entre si” (Katz,
2010).

Problema 11-8
“Dividir um dado nimero quadrado em dois quadrados” (Heath, 1910, p. 144).

Seja 16 o quadrado dado, x? um dos quadrados que procuramos, 0 outro sera 16 — x2, que deve
ser um ndmero quadrado. Tomo um quadrado da forma (mx — 4)?, sendo m um inteiro e 4 a raiz de
16; por exemplo, seja o lado 2x — 4, cujo quadrado 4x2 — 16x + 16 sera igual a 16 — x2. Entdo
5x% = 16x, e x = % Um ndmero sera % 0 outro %, e a sua soma é 42—(:) ou 16, e cada um é um
quadrado.

Este problema traduz-se em linguagem atual por uma equacdo em duas incognitas,
x? +y? = 16. Além disso, ilustra 0 método mais comum de Diofanto e que aparece em muitos
problemas do Livro II. “Trata-se de um problema cujas solucGes se obtém pela resolu¢do duma equacao
da forma x2 + y? = a2, que Diofanto resolve, exprimindo os lados dos dois quadrados em fungéo
racional duma constante arbitraria m e duma variavel independente x, escolhida de modo a satisfazer
por forga do problema a uma equagdo linear” (Vasconcellos, 2009, p. 367).

Assim,
X2 +y? = a?,
x? + (mx — a)? = a?,
x? + m?x? — 2amx + a® = a?,
m?x — 2am = —x,
Donde, x = 1::112 aey = %a.

No século XVII, o matematico francés Pierre de Fermat escreveu a seguinte nota, na margem do
seu exemplar do tratado de Diofanto, junto & proposicao Aritmética Il, 8:

“Em contrapartida, € impossivel decompor um cubo em dois cubos, ou um biquadrado em dois
biquadrados, ou mais geralmente, uma poténcia qualquer, excetuando a do quadrado, em duas poténcias
com 0 mesmo expoente. Descobri uma demonstracdo verdadeiramente maravilhosa da coisa; mas a
margem é demasiado pequena para a conter” (Estrada et al., 2000, p.337).

Por outras palavras, o teorema de Fermat refere que a equacdo x™ + y™ = z™ ndo pode ser
resolvida em nimeros racionais para nenhuma poténcia expressa por um numero n > 2. Este enunciado
ficou conhecido como Grande Teorema de Fermat. Este teorema foi considerado um verdadeiro desafio
para 0s matematicos, tendo sido provado por Andrew Wiles, em 1994,
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No livro 1V, Diofanto inicia o uso da técnica da falsa posicao egipcia.

Problema 1V- 8

“Adicionar o mesmo nimero a um cubo e ao seu lado e fazer a primeira soma o cubo da segunda”
(Heath, 1910, p. 170).

Para resolver o problema indeterminado x3 +y = (x + y)3, Diofanto comega por supor que
x = 2y. Donde,
@2y)P+y=Qy+y)?
8y* +y = (3y)°

8y3 +y=27y3
y =19y°
19y2 = 1.

Como 19 ndo é um quadrado, Diofanto precisa de encontrar um quadrado para substituir 19.
Revendo os seus passos verifica que 19 é 33 — 23 e 3 vem do valor suposto x = 2y aumentando o
coeficiente de 1. Logo, precisa de determinar dois nimeros consecutivos z, z + 1 tais que os seus cubos
difiram por um quadrado. Entéo, (z + 1)3 — z3 = 322 + 3z + 1 deve ser um quadrado. Diofanto toma
3z2+3z+1=(1-2z)% Donde,z> —7z=0.Assim,z=7ez+1=8.

Voltando ao inicio do problema faz x = 7y. Entdo, (7y)3 + y = (7y + y)3. Donde, y = 1—13 Para

determinarmos o valor de x substituimos agora y por % emx3 +y = (x + y)3 e obtemos:

34+ L_ ( + ! )3
YTzt T3)
Donde, 507x2 + 39x — 168 = 0. O cubo desejado tem entéo % de lado. E importante salientar que, na

determinagdo de um quadrado, a sua escolha de m = 2 em 1 — mz € a Unica escolha que conduz a uma
solucéo inteira positiva para z.

A obra de Diofanto foi o Unico trabalho algébrico que sobreviveu da Grécia Antiga, tendo sido
comentada na antiguidade tardia e estudada por autores islamicos. Muitos dos seus problemas foram
retomados por Rafael Bombelli que os publicou na sua Algebra de 1572. A edic&o inicial grega impressa
por Bachet e publicada em 1621 foi cuidadosamente estudada por Pierre Fermat. Este trabalho de algebra
foi efetivamente um tratado na analise de problemas. A solugdo de cada problema comecou com a
suposicdo de que a resposta x foi encontrada. Como consequéncia o valor numérico x pode ser
determinado resolvendo uma simples equacdo. A prova de que a resposta satisfaz as condigdes
desejadas, nunca foi dada por Diofanto, pois se reduzia a um célculo aritmético. Neste sentido, o trabalho
de Diofanto contrasta com o trabalho puramente sintético de Euclides (Katz, 2010).
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2.3. A Antologia Grega

Uma das melhores fontes de problemas algébricos gregos antigos é a cole¢do conhecida como
Palatina ou Antologia Grega. Trata-se de uma cole¢do de problemas numéricos, em forma de epigrama,
reunida por volta de 500 d.C. pelo gramatico Metrodoro. Embora alguns dos problemas possam ser da
lavra do autor, acredita-se que muitos deles sdo consideravelmente mais antigos. Os problemas,
aparentemente planeados para recreacdo mental, sdo mencionados por Platdo e lembram alguns dos
problemas do Papiro de Rhind.

Desconhece-se como seria resolvido estes problemas, pensando os criticos mais eminentes que
se resolveriam com raciocinios algébricos expressos em palavras, sem o uso de simbolos, como
procediam Ahmés e 0s antigos gregos que precederam Diofanto, e muitos dos posteriores. Embora seja
facil resolver esses problemas com o nosso moderno simbolismo algébrico, deve-se admitir que uma
resolucdo retorica requereria uma atencdo mental mais elevada (Vasconcellos, 2009).

De forma geral os epigramas podem ser agrupados segundo o tipo de contexto do proprio
problema: problemas envolvendo torneiras; problemas sobre herangas; problemas de partilha de nozes
e macas; problemas sobre etapas da vida; problemas envolvendo pesos; problemas envolvendo questdes
sobre tempo e espaco e problemas envolvendo nimero de pessoas ou animais.

Os primeiros epigramas que iniciam o Livro X1V sdo do filésofo Sécrates (469 — 399 a.C.). Sendo

gue o primeiro de todos invoca a figura de Pitdgoras de Samos (582 — 496 a.C.), num dialogo ficticio
entre Policrates, um tirano da cidade de Samos, e Pitagoras, fundador da escola pitagorica no século V
a.C. Consideremos o problema 1 da Antologia Grega:
“Bem-aventurado Pitagoras, O filho das Musas de Hélicon, diz-me: o desporto da ciéncia, quantos, na
tua casa, de boa vontade se lhe entregam? Eu te direi Policrates: metade interessa-se pela bela
matematica; um quarto aplica-se no estudo da natureza imortal; um sétimo no designio do siléncio total
e do discurso eterno dos seus cora¢des; mais trés mulheres, sendo Teano a que se sobressai. Este é 0
namero de interpretes das Musas que reuni a minha volta” (Paton, 1918, p. 27).

O problema na linguagem simbélica atual, em que x representa o valor procurado, traduz-se pela
equacéo:
1 1 1

§x+1x+7x+3=x.

Donde, x = 28. Mais especificamente e segundo o epigrama temos: 14 matematicos, pois o problema
cita que a metade das pessoas esta interessada pela beleza matematica; 7 fisicos, mencionados como
sendo um quarto dos que estdo inclinados a natureza imortal; 4 pensadores, ou seja, um sétimo dedicado
as eternas vozes da alma e as 3 mulheres, em que Teano, uma delas, referida no texto, foi a primeira
mulher relacionada com a ciéncia.

O problema 11 da Antologia Grega € do fil6sofo Sécrates. Este problema trata de um testamento
de um pai aos seus dois filhos, um legitimo e outro ilegitimo. Consideremos o problema 11 da
Antologia Grega:

“Desejo que os meus dois filhos recebam as mil estateres que possuo, mas que a quinta parte da heranca
do legitimo exceda em dez a quarta parte do que cabe ao ilegitimo” (Paton, 1918, p. 33).

O Estater € uma moeda antiga usada em diversas regides da Grécia. Eram feitas de ouro ou prata.

O problema na linguagem simbdlica atual, em que x representa a heranga do filho legitimo e y representa
a heranca do filho ilegitimo, traduz-se pelo seguinte sistema de equagdes:
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x+y=1000
L. +10°
5% T 47

Asolucdo é x =577 g ey =422 % O filho legitimo iria receber 577 g estateres e o filho ilegitimo 422%
estateres.

Na Antologia Grega os problemas 48 e 144 traduzem-se numa equacdo linear indeterminada.
Consideremos o problema 48 da Antologia Grega:
“As trés Gracas carregavam cestos de magcds, cada com a mesma quantidade. As nove Musas
encontraram-nas e pediram-lhes macas, elas deram o mesmo nimero a cada uma; e, desta forma, as trés
gracas e as nove musas ficaram com a mesma quantidade de magds. Diz-me quantas € que elas deram e
como € que todas ficaram com 0 mesmo nimero” (Paton, 1918, pp. 49-50).

As trés Gragas tinham trés cestos com quatro magas cada um, isto €, 12 magas no total, e cada
uma deu trés magds as Musas. Assim cada Musa e cada Graga fica com uma maca. Qualquer multiplo
de doze é solugdo do problema.

O problema 49 da Antologia Grega envolve quatro equag¢6es em quatro incognitas. Consideremos
o0 problema 49 da Antologia Grega:
“Faga-me uma coroa que pese sessenta minas, misturando ouro, bronze, estanho e ferro. O ouro e 0
bronze juntos pesam dois tercos do total da coroa, 0 ouro e o estanho juntos pesam trés quartos do total,
e 0 ouro e o ferro pesam trés quintos. Diga-me quanto ouro, bronze, estanho e ferro foram usados para
fazer toda a coroa pesar sessenta minas” (Paton, 1918, p. 51).

Uma mina equivalia a 100 dracmas e um dracma tinha de 4 a 6 gramas. Sejam x 0 peso do ouro,
v 0 peso do bronze, z o0 peso do estanho e w 0 peso do ferro. Pelo enunciado do problema,
x+y+z4+w=60,x+y=40,x+z=45x+w =36
somando as trés ultimas equagdes obtemos, x+y+x+z+x+w =40+45+36, isto &,
2x+ (x+y+z+w)=121. Da primeira equagdo sabemos que x+y+z+w =60 entdo

2x + 60 = 121. Donde, x = % = 30%. O peso do ouro é 30% minas, o peso do bronze é 9% minas, o

’ 1 . ;=1 .
peso do estanho é 145 minas e o peso do ferro € 5 > minas.

O problema 116 é um problema de partilha de nozes. Consideremos o problema 116 da
Antologia Grega:
“Mae, por que me persegues com pancada por causa das nozes? Lindas raparigas dividiram-nas entre si.
Para Melissa foram dois sétimos, e Tita tomou um duodécimo. As brincalhonas Astioque e Filina
ficaram com um sexto e um terco. Tétis pegou em vinte, e Tisbe em doze, e Glauce, sorrindo docemente,
levou onze na sua mdo. Esta foi a Unica que sobrou para mim. Quantas nozes havia originalmente?”
(Paton, 1918, p. 85).

O problema na linguagem simbdlica atual, em que x representa 0 nimero de nozes que a menina
tinha inicialmente, traduz-se pela equacéo:
2 1 1 1
= — — = 20+12+11+1=
7x+12x+6x+3x+ +12+ 11+ x

A menina tinha inicialmente 336 nozes (96 + 28 + 56 + 112 + 12 + 11 + 1).
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3. Pensamento Algébrico na China Antiga e Medieval

Muitas lendas datam a civilizacdo chinesa de ha 5000 anos atras. As escavacdes de Anyang, perto
do Rio Amarelo, datadas de cerca de 1600 a.C. constituem uma prova solida desta civilizacdo (Katz,
2010).

Ao contrario da matemaética egipcia e babildnica, na matematica chinesa existe uma grande
diversidade de fontes. Das obras que resistiram a erosdo do tempo e ao furor do homem, e que constituem
cerca de 10% de todas as que terdo existido, uma delas, possivelmente a mais antiga de todas, intitulada
Nove Capitulos sobre a Arte da Matematica, apresenta um método para resolver sistemas de equacdes
lineares semelhante ao conhecido hoje como “método de Gauss” e € uma das poucas obras que apresenta
justificacOes para os processos matematicos aplicados. Nesta obra ha problemas que, embora estejam
associados ao contexto da vida real, sdo recheados com dados tdo inadequados a situacdo que os afastam
de qualquer intencionalidade préatica, enquanto que outros, aparentemente ladicos, pdem questdes no
ambito da teoria dos nimeros. Alguns dos problemas apresentados estdo hoje catalogados como
“recreacdes matematicas” e t€ém despertado a curiosidade de diversos matematicos ao longo dos tempos
(Estrada et al., 2000).

Esta obra influenciou toda a matematica chinesa, tendo sido utilizada como manual de ensino.
O livro é de autoria desconhecida, como era comum na antiga China. Pensa-se que as cOpias originais
foram destruidas na famosa queima dos livros. No entanto, ChangTshang teré& procedido a reconstrucéo
de uma obra com 0 mesmo nome a partir dos fragmentos escapados a fogueira de livros mandada atear
pelo imperador Qin, no final do século 111 antes da era cristd. Esta obra mereceu diversos comentarios,
sendo de destacar os que foram elaborados por Liu Hui e de Yang Hui, nos séculos Il e XIlI
respetivamente, o primeiro dos quais nos permite conhecé-la nos dias de hoje. A primeira versdo inglesa
desta obra foi elaborada pelo matematico Alexander Wylie, no século XIX (Estrada et al., 2000).

O texto, tal como chegou até nés, é um comentario feito por Liu Hui (c. 250 d.C.), oficial do reino
de Wei (220-265). Liu Hui foi chamado a reexaminar a literatura cientifica classica e coube-lhe rever os
Nove Capitulos sobre a Arte da Matematica. O trabalho realizado sobre esta obra permitiu que Liu Hui
ficasse conhecido como um dos maiores matematicos da China e um dos primeiros matematicos ndo
gregos a desenvolver e a usar métodos de provas para os seus resultados. A influéncia de Liu Hui e do
seu comentario a obra os Nove Capitulos sobre a Arte da Matematica é equivalente a de Euclides e da
sua obra Elementos no mundo ocidental, pelo que é designado como o Euclides chinés. Liu Hui ndo sé
recopiou esta obra como a expandiu e reforgou o seu contetdo, nuns casos acrescentando explicacfes e
provas matematicas, noutros melhorando a exatiddo e alargando o ambito dos resultados matematicos
nela contidos (Swetz, 1979).

3.1. Nove Capitulos sobre a Arte da Matematica

A obra Nove Capitulos sobre a Arte da Matematica apresenta um conjunto de conhecimentos de
matematica necessarios para responder satisfatoriamente as praticas do dia a dia, em todos os setores de
atividade. E composta por 246 problemas, todos resolvidos e agrupados em nove capitulos distintos.

O capitulo 3 apresenta 20 problemas que podem ser resolvidos pela regra da falsa posicéo ou pela
regra de trés simples. Consideremos o enunciado do problema 4 do capitulo 3 que ilustra a regra da
falsa posigéo:

“Um teceldo melhora a sua producéo, duplicando diariamente o produto do seu trabalho. Em 5 dias fez
5 chi de tecido. Que quantidade de tecido produziu em cada dia?” (Joseph, 2011, p. 218).
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Para o autor chinés, se o produto final fosse 1 entdo o teceldo, no primeiro dia, teria produzido

apenas % desse produto. Mas se o resultado final é 5, entdo no primeiro dia ele produziu 3—51 do total, no
segundo E, no terceiro Q, no quarto 20 eno quinto 59 & no total produziu ﬁ, que é igual a 5 chi.
31 31 31 31 31
As unidades de medida sdo zhang, chi e cun. Um zhang corresponde a 10 chi, um chi corresponde
a 10 cun e um chi é equivalente a 23 cm. O problema na linguagem simbdlica atual, em que x representa
a quantidade de tecido produzido no primeiro dia, traduz-se pela equacéo:
x+2x+4x+8x+ 16x = 5.
10
3

5 . 50 . . . 50 . 0 . . 200
Donde, x = T chiou 37 cun. No primeiro dia ele tece 33 o segundo dia <7 ho terceiro dia <7 ho

. 400 . . 800 - 1550 .
quarto dia ~7 € ho quinto dia v [Isso totaliza —~; = >0cunou 5chi].

O capitulo 4 contém vinte e quatro problemas sobre medicdo de terras. Os problemas 12 a 18
envolvem a regra da extracdo de raizes quadradas e os problemas 19 a 24 envolvem a regra da extragdo
de raizes cubicas.

No problema 12 do capitulo 4 temos um exemplo de um problema em que temos de aplicar o
algoritmo da raiz quadrada. Este é baseado na formula algébrica (x +y)? = x2 + 2xy + y%. Na
Enciclopédia do reinado de Yung Lo, compilada no século XV, encontra-se a reprodugdo do comentario
escrito por Yang Hui sobre o assunto. Deste comentario, tal como do de Liu Hui, ressalta a convicgao
de que o método da extragdo das raizes quadradas se apoiava em modelos geométricos (Joseph, 2011).
Consideremos o problema 12 do capitulo 4:

“Ha um campo quadrado com area igual a 55225 bu [quadrados]. Qual é a medida do lado do campo?”’

Para medir campos, introduzem uma outra unidade de comprimento, o bu. Um bu corresponde a
6 chi. A solugdo apresentada € 235 bu. Em notacdo atual, se tomarmos como x a medida do lado do
campo, temos que: x% = 55225. Donde, x = V55225 = 235 bu. Para calcular a v/55225 temos que
encontrar digitos a, b, c de forma a que a resposta se possa escrever como 100a + 10b + ¢ (os chineses
usavam um sistema decimal). Primeiro, encontre o maior digito a tal que (100a)? < 55225. Neste
caso, a = 2. A diferenca entre o quadrado grande e o quadrado em 100a é o gnémon grande na figura
3.1. Se o0 gnomon estreito exterior for ignorado, é evidente que b deve satisfazer
55225 — 40000 > 2(100a)(10b), isto &, 15225 > 4000b. Donde, b < 4. Para verificar que b = 3
esta correto, isto €, que, com o quadrado 10b incluido, a area do maior gnémon é ainda menor que
15225, é necessario verificar que 2(100a)(10b) + (10b)? < 15225. Uma vez que este facto é
verdadeiro repetimos o procedimento para encontrar c:

55252 — 40000 — 30 x (2 x 200 + 30) > 2 x 230c,

isto é, 2325 > 460c. Donde, ¢ < 6. Facilmente verificamos que ¢ = 5. A+/55252 é 235 (Katz, 2010).

100a 10b ¢

100a

106

Figura 3.1 — Algoritmo chinés da raiz quadrada.
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Este método apresenta uma série de respostas, neste caso, 200, 230, 235, cada uma delas uma
melhor aproximacéo que a anterior do resultado verdadeiro. O processo utilizado pelos matematicos
chineses para determinar a raiz quadrada de um nimero ¢ semelhante ao “algoritmo da raiz quadrada”
que ja foi utilizado e ensinado nas aulas de Matematica em Portugal.

No capitulo 7 intitulado “Excessos e deficiéncias” aparecem problemas resolvidos pela regra da
dupla falsa posic¢do, particularmente popular durante o periodo em gue a falta de uma notagédo simbélica
adequada tornava dificil a solugdo de equacg0es lineares simples. Esta regra foi trazida para a Europa
pelos arabes e é encontrada nas obras do matematico islamico do século 1X al-Khwarizmi sob o0 home
de hisab al-khataayn. Se este método era de origem chinesa ou ndo, é dificil dizer com a evidéncia
existente. No entanto, o que sabemos é que o método foi introduzido pela primeira vez no JiuZhang e
foi comentado e refinado por comentaristas desde Liu Hui (século I11) a Yang Hui (século XIII).

Utilizando a notacdo atual, com a regra da dupla falsa posicéo, pretendemos determinar uma

quantidade desconhecida x numa equacdo linear da forma ax + b = 0 de solugdo x = — g. Sejam x; e

x, dois palpites para o valor de x, e sejam b; 0 excesso determinado pelo palpite x; e b, 0 defeito
determinado pelo palpite x, entdo ax; + b =b; € ax, + b = b,. Donde, a(x; — x;) = by — b,.
Multiplicando a equacdo ax; +b = b, por x, e a equacdo ax, + b = b, por x;; subtraindo
ordenadamente membro a membro as duas equacdes resultantes obtemos
b(xZ - xl) = ble - ble.
Dividindo ordenadamente membro a membro as igualdades
a(x; —x3) = by — by e b(x; — x1) = byx; — byxy,
obtém-se
b _ ble—ble

X=——-=
a bl_bZ

Consideremos o enunciado e a respetiva resolu¢do do problema 9 do capitulo 7 que foi transcrito
da tradug&o de Joseph:

“Um tubo com 10 dou de capacidade, contém uma certa quantidade de arroz descascado. Juntou-se arroz
ndo descascado até encher o tubo. Quando o grdo foi descascado, o tubo ficou, no total, com 7 dou de
arroz. Qual a quantidade de arroz existente inicialmente no tubo? Considere que 1 dou € igual a 10 sheng
dos quais 6 sdo de arroz escolhido” (Joseph, 2011, p. 237).

As unidades de capacidade sdo hu, dou e sheng. Um dou corresponde a 10 sheng, um hu
corresponde a 100 sheng. Um dou corresponde a 10 L. A solugdo sugerida refere que se inicialmente
houvesse 2 dou de arroz no tubo, entdo verificava-se uma escassez de 2 sheng; mas se houvesse 3 dou,
entdo verificava-se um excesso de 2 sheng. Multiplique em cruz 2 dou pelo excesso 2 sheng e depois 3
dou pela escassez de 2 sheng; somando os dois produtos da 10 dou; divida este nimero (isto €, 10) pela
soma do excesso com a diferenca (isto €, 4) e obtém a resposta: 2 dou e 5 sheng.

Consideremos x a quantidade de arroz que o tubo tinha inicialmente, entdo a quantidade de gréo
acrescentado serd 10 — x. Se inicialmente houvesse 2 dou de arroz, isto €, se x = 2, 0 grdo ocuparia 8
dou, dos quais 6 décimos seriam de arroz, ou seja, a quantidade de arroz entrado seria 4,8 dou e este
valor somado ao valor supostamente existente, 2 dou, fazia 6,8 e ndo 7 dou; o que significa que faltava
2 sheng para a quantidade de arroz que sabemos que existe no final. Se houvesse 3 dou de arroz, isto é,
se x = 3, 0 grdo ocuparia 7 dou, dos quais 6 décimos seriam de arroz, ou seja, a quantidade de arroz
entrado seria 4,2 dou e este valor somado ao valor supostamente existente, 3 dou, fazia 7,2 e ndo 7 dou;
excedendo, portanto em 2 sheng a quantidade final de arroz (Estrada et al., 2000).
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Aplicando a regra da dupla falsa posicdo ao problema posto, usando uma equacdo do tipo
ax + b = 0 e os palpites 2 dou e 3 dou, os dois sheng, usados como defeito e como excesso, seréo 0s
valores de b; e b,, um deles acompanhado de sinal menos para estabelecer a diferenca de significado
entre eles. Basta entdo resolver o sistema:

2a+b=-2e3a+b=2.
Eliminando b e a, respetivamente, temos que,
a2-3)=-2-2; b(3-2)=-2x3-2x2.
Dividindo membro a membro estas igualdades, vem
x=-2=226"22_ 10 _ 5140
a —-2-2 -4 2

Em termos atuais esta resolucdo parece desnecessaria visto que este problema se resolve
facilmente através da equacdo do 1.° grau a uma incégnita:

x+0,6(10—x) =7,
em que x representa a quantidade de arroz que o tubo tinha inicialmente.

O primeiro matematico europeu a descrever o método da dupla falsa posicao foi Fibonacci,
matematico italiano do século XIlI. Fibonacci chamou-lhe método do elchataym, o que revela a
influéncia arabe, e que tem como significado dupla falsa posicéo.

Os chineses estavam muito interessados na resolucéo de sistemas de equagdes lineares e para tal
usaram dois algoritmos basicos. O primeiro algoritmo usado designa-se por método por excesso e por
defeito e o segundo algoritmo designa-se por método de elimina¢io “Gaussiano”.

Encontramos no capitulo 7 varios exemplos em que aplicamos o primeiro algoritmo para resolver
problemas que traduzimos em sistemas de equagdes com duas incdgnitas. A metodologia utilizada, tal
como a dos babilonios, comega com um palpite de solugfes possiveis e termina ajustando a suposi¢ao
de forma a obter a solucéo correta 0 que mostra que os chineses compreendiam o conceito de relagdo
linear (Katz, 2010). Consideremos o enunciado e a respetiva resolucdo do problema 17 do capitulo 7:
“O preco de 1 acre de terra fértil ¢ de 300 moedas de ouro; o prego de 7 acres de terra infértil & de 500.
Alguém comprou um total de 100 acres; o preco foi de 10 000. Que quantidade de terra fértil e infértil
foi comprada?” (Katz, 2010, p. 23).

O problema na linguagem simbélica atual, em que x representa a quantidade de terra fértil e y

representa a quantidade de terra infértil, pode traduzir-se pelo sistema de equacoes:
x +y = 100,300x + =2y = 10000.

Se escrevermos a primeira equacdo em ordem a y e a substituirmos na segunda equagéo, obtemos
uma equacao linear em x . A regra chinesa para a resolucdo deste problema é a seguinte: suponha que

existem 20 acres de terra fértil e 80 de terra infértil. Entdo o excesso é 1714%. Consideremos agora que
existem 10 acres de terra fértil e 90 de terra infértil, o defeito é 571%. O procedimento para obtermos a
solucéo, tal como foi explicado pelo autor chinés, é multiplicar 20 por 571 % e 10 por 1714%, adicionar
0s produtos e, finalmente, dividir esta soma pela de 1714%com 571%. A quantidade de terra fértil é

12 % acres e a quantidade de terra infértil é 87 % acres.

No entanto, o autor chinés ndo explica como chegou a este algoritmo para resolver o problema.
O algoritmo utilizado aparece inicialmente no mundo islamico e depois na Europa Ocidental cerca de
1000 anos mais tarde (Katz, 2010). O algoritmo indicado pelo autor chinés, corresponde a aplicacdo da

regra da dupla falsa posicéo e pode ser expresso pela formula:
_ ble‘l'ble
T bytb,
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onde b, é 0 excesso determinado pelo palpite x, e b, é o defeito determinado pelo palpite x,. A diferenga
entre os sinais desta relacdo e os sinais da relacdo apresentada acima, advém do facto de, neste caso, b,
representar uma deficiéncia.

Uma conjetura de como este algoritmo foi descoberto comeca por reparar que a alteragao do valor

correto, mas desconhecido x para o valor suposto 20 implica uma mudanga no valor da “fun¢do”

300x + gy de 1714 ; no entanto, uma mudancga de 10 para x implica uma alteracdo no valor da

funcdo de 571 % (Katz, 2010). Uma vez que a linearidade implica que as razfes de cada par de alteraces

20—x x—-10
> = —, OU, NO caso geral,
1714; 571;

X1—X

~ - ~ X—Xp ~
s30 iguais, obtemos a proporcao = =2, Donde a surge a solugio

by 2
de x.

Os 20 problemas deste capitulo s&o resolvidos por uma ou outra modificacdo deste algoritmo de
“excesso e defeito”, uma vez que, dois palpites diferentes podem originar um excesso. Em todo o caso,
0 autor deu uma explicacdo do calculo apropriado que, na nossa férmula, corresponde a uma mudanca
nos sinais (Katz, 2010).

O capitulo 8 contém 18 problemas que se reduzem a resolugdo de sistemas de equacdes lineares

por meio de tabelas e processos que relembram as resolugdes matriciais. Os problemas envolvem até
seis equacBes em seis incognitas e a Unica diferenca com o0 método moderno é que os coeficientes sao
colocados em colunas em vez de linhas. A matriz é entdo reduzida a forma triangular, usando operagdes
de coluna elementares como é feito hoje no método de eliminagdo gaussiana, e a resposta interpretada
para o problema original. Uma caracteristica notavel deste método é que é tdo facil de usar com nimeros
negativos como positivos. A melhor maneira de explica-lo é por meio de exemplos e comegamos com
0 problema 1 do capitulo 8, transcrito da traducédo de Katz:
“Existem trés classes de cereais, das quais trés molhos da primeira classe, dois da segunda e um da
terceira perfazem 39 medidas. Dois da primeira, trés da segunda e um da terceira perfazem 34 medidas.
E um da primeira, dois da segunda e trés da terceira perfazem 26 medidas. Quantas medidas de cereais
estdo contidas num molho de cada classe?” (Katz, 2010, p.25).

O problema pode ser traduzido em termos atuais pelo sistema:

3x+2y+z=39
2x+3y+z=34
x+2y+3z=126

Para resolver este sistema o0 procedimento efetuado consiste em dispor o0s 3, 2 e 1 molhos das trés
classes e as 39 medidas dos seus cereais a direita. Os 2, 3 e 1 molhos das trés classes e as 34 medidas
dos seus cereais ao meio. Os 1, 2 e 3 molhos das trés classes e as 26 medidas dos seus cereais a esquerda.
Essa disposicdo é apresentada no diagrama:

1 2 3

2 3 2

3 1 1
26 34 39

“Com a primeira classe na coluna da direita multiplicar a coluna do meio e suprimi-la
diretamente”, isto é, multiplicar a coluna do meio por 3 e depois subtrair um multiplo da coluna da
direita (neste caso, 2) de modo que o primeiro nimero na coluna do meio seja 0. A mesma operacao &,
entdo, feita em relacdo a coluna da esquerda. Os resultados s&o apresentados como:
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W N -
= o1 O
P N W
o ~ O
= o1 O
P N W

26 24 39 39 24 39

De seguida, com o resto da segunda classe na coluna do meio, suprimimo-la diretamente, isto &,
multiplicar a coluna da esquerda por 5 e depois subtrair um multiplo da coluna do meio (neste caso, 4)
de modo que o segundo nimero na coluna da esquerda seja 0. O resultado é apresentado como:

0 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39

Este diagrama é equivalente ao sistema triangular:

3x+2y+z=39
S5y+z=24
36z =99

O sistema ¢ entdo resolvido pelo que € conhecido hoje como “substitui¢do para tras”, comecando

99

3 ~ R . ~ . .
comz=_-= ZZ' No entanto, ndo existe uma explicacdo da forma como este algoritmo funciona ou

como foi obtido. Podemos apenas supor que os chineses descobriram que, subtraindo multiplos de
equacdes a outras equacdes, se obtém um novo sistema com as mesmas solucdes que o original (Katz,
2010).

No problema 3 do capitulo 8, as manipulagdes matriciais originaram uma quantidade negativa

numa das posi¢des. No entanto, este problema mostra que este facto ndo era uma limitag&o.
Consideremos entdo o problema 3 do capitulo 8, transcrito de Katz:
“A producdo de 2 molhos do melhor cereal, 3 molhos de cereal normal e 4 molhos do pior cereal ndo
sdo suficientes para fazer uma medida inteira. Se adicionarmos ao cereal bom 1 molho do normal, ao
normal 1 molho do pior e ao pior 1 molho do melhor, entdo cada producéo é exatamente uma medida.
Quantas medidas tem um molho de cada um dos trés tipos de cereal?” (Katz, 2010, p.53).

Consideremos x 0 nimero de medidas de um molho do cereal bom, y o nimero de medidas de
um molho de cereal normal e z o nimero de medidas de um molho de cereal do pior. Dado
2x < 1,3y <1e4z <1 pretendemos resolver 2x +y =1,3y+z=1¢e x + 4z = 1. A informagdo
contida no problema é organizada no diagrama que se assemelha a uma matriz:

[ O o Y
R P Wwo
B O R N

A coluna da direita contém os coeficientes e a constante da primeira equagéo 2x + y + 0z = 1,
e de forma similar para as outras colunas. A coluna da esquerda é multiplicada por 2 e subtraida a coluna
da direita, a coluna da esquerda é subtituida pela nova coluna. O resultado é apresentado como:
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0 0 2
-1 3 1
8 1 0
1 1 1

A coluna da esquerda é multiplicada por 3, e a coluna do meio é adicionada ao resultado:

0
0
25
4

P~k W o
R O F,r DN

A substituicdo é agora necessaria para obter a solugdo completa do problema. Assim, um molho

. 4 4 21 ~
de cereal do pior rende 7 Como 3 molhos de cereal normal rendem 1 — Pl entdo 1 molho de cereal

7 7 ~
normal produz 7 Como 1 molho de cereal normal produz 5z entao 2 molhos de cereal bom rendem

7

18 9
1 — — = = ou 1 molho de cereal bom rende —.
25 25 25

De facto, o autor forneceu as regras para a adi¢do e subtragdo com quantidades negativas e
positivas: “Para a subtragdo — com 0s mesmos sinais tirar um do outro; com sinais diferentes adicionar
um ao outro; positivo retirado de nada da negativo, negativo retirado de nada da positivo. Para a adi¢gdo
— com diferentes sinais subtrair um do outro; com 0s mesmos sinais adicionar um ao outro; positivo e
nada da positivo; negativo e nada d& negativo” (Katz, 2010, p.26).

Consideremos agora o problema 8 do capitulo 8, transcrito da traducdo de Katz:
"Foram vendidos 2 bois e 5 carneiros para comprar 13 porcos. Sobraram 1000 moedas. Venderam 3
bois e 3 porcos para comprar 9 carneiros. Eles tém exatamente a quantia exata. Venderam 6 carneiros e
8 porcos e compraram 5 bois. Faltam-lhes 600 moedas. Qual é o preco de um boi, de um carneiro e de
um porco, respetivamente? " (Katz e Parshall, 2014, p. 87).

O problema na linguagem simbdlica atual, em que x representa o preco de um boi, y o prego de
um carneiro e z o0 preco de um porco, pode traduzir-se pelo sistema de equacdes:
2x + 5y — 13z = 1000,
3x -9y +3z=0,
—5x + 6y + 8z = —600.

A informacdo contida no problema é organizada no diagrama que se assemelha a uma matriz:

-5 3 2

6 -9 5

8 3 -13
-600 0 1000

Como na eliminacdo de Gauss, a ideia é multiplicar as colunas por nimeros apropriados e entdo
somar ou subtrair tais colunas multiplicadas para chegar a um sistema "“triangular” que fosse entéo facil
de resolver. Neste problema, comegamos por multiplicar a coluna do meio por 2 e subtrair 3 vezes a
coluna da direita para obter,
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-5 0 2

6 -33 5

8 45 -13
-600  -3000 1000

De seguida, multiplicando a coluna da esquerda por 2 e adicionando 5 vezes a coluna da direita
obtemos,

0 0 2
37 -33 5
-49 45 -13

3800  -3000 1000

Finalmente, multiplicando a coluna da esquerda por 33 e adicionando 37 vezes a coluna do meio
obtemos,

0 0 2
0 -33 5
48 45 -13

14400  -3000 1000

A nova coluna da esquerda traduz-se na equacdo 48z = 14400, donde z = 300. De seguida,
usando a equagdo da nova coluna do meio obtemos —33y + 45 x 300 = —3000, donde y = 500.
Finalmente, substituindo os valores de yez na nova coluna & direita obtemos
2x +5x500— 13 x 300 = 1000, donde x = 1200. Assim o prego de um porco é 300 moedas, 0
preco de um carneiro € 500 moedas e o preco de um boi € 1200 moedas. Embora, como de costume, o
autor ndo explicasse o raciocinio por tras do seu algoritmo, Liu Hui justificou no seu comentario: "Se a
razdo numa coluna é subtraida da de outra, isso ndo afeta as proporg¢des das remanescentes *'. Por outras
palavras, Liu invocou essencialmente o "axioma" que refere que quando os iguais sdo subtraidos de
iguais, permanecem iguais. O mesmo é obviamente verdadeiro para a adig&o.

Consideremos agora o problema 13 do capitulo 8 como exemplo de dificuldade diferente, que
se traduz num sistema de cinco equagbes a seis incognitas, portanto um sistema de solugdo
indeterminada. Neste problema pretende-se determinar o comprimento de cinco cordas, cada uma delas
pertencente a uma familia e a profundidade de um pogo comum a essas cinco familias.

Suponhamos que cinco familias compartilham um pogo. Duas das cordas de A estdo aquém da
profundidade do pogo por 1 das cordas de B; 3 das cordas de B estdo aquém da profundidade do poco
por 1 das cordas de C; 4 das cordas de C estdo aquém da profundidade do pogo por 1 das cordas de D;
5 das cordas de D estdo aquém da profundidade do poco por 1 das cordas de E; 6 das cordas de E estdo
aquém da profundidade do pogo por 1 das cordas de A. Qual é a profundidade do pogo e o comprimento
de cada corda? (Martzloff, 2006, p. 257)

Representando o comprimento das cordas das familias por A, B, C, D, E e a profundidade do pogo
por W, o sistema de equacdes que traduz o problema é:
2A+B=W, 3B+C=W, 4C+D=W, S5D+E=W, 6E+A=W
e a solugdo geral do problema é
W =721k, A =265k, B =191k, C =148k, D = 129k, E = 76k.
O comprimento do poc¢o é 7 zhang 2 chi 1 cun, o comprimento da corda da familia A é 2 zhang 6
chi 5 cun, o comprimento da corda da familia B é 1 zhang 9 chi 1 cun, o comprimento da corda da
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familia C é 1 zhang 4 chi 8 cun, o comprimento da corda da familia D € 1 zhang 2 chi 9 cun e o
comprimento da corda da familia E é 7 chi 6 cun.

O capitulo 9 intitulado “Tridngulos retangulos” (Kou ku) apresenta 24 problemas sobre as
propriedades dos tridngulos retangulos que exigem conhecimento e aplica¢do do teorema de Pitagoras,
identificado como o teorema de Kou Ku ou teorema dos «angulos retos». Os problemas apresentados
nem sempre incidem sobre a aplicagdo direta do teorema de Pitagoras, também referenciado como a
regra Gou gu. Na figura 3.2 temos um triangulo retdngulo em C, em que a é designado por gou (cateto
menor), b é designado por gu (cateto maior) e c é designado por xian (hipotenusa). Dois dos valores
entre a,b,c,a+ b,b +c,a+c,b—a,c— a,c— b sdo dados, sendo solicitado que sejam encontrados
os valores desconhecidos a, b ou c.

c A

Figura 3.2 — Triangulo retangulo em C.

Consideremos o problema 4 do capitulo 9:
“E dado um tronco circular de 2 chi e 5 cun de diametro. Deve ser transformado numa prancha retangular
de espessura igual a 7 cun. Qual é a largura da prancha?” (Shen, 1999, p. 466).

No problema 4 sdo dados a e ¢ e pretendemos encontrar b. Sabendo que 1 chi é igual a 10 cun
temos que ¢ = 25 cun e a = 7 cun. Pelo teorema de Pitagoras (Fig. 3.3), vem que b? = 25% — 72,
Donde, b? = 576 e assim, b = 24 cun = 2 chi 4 cun. A largura da prancha é 2 chi 4 cun.

Figura 3.3 — Problema 4 do capitulo 9 dos Nove Capitulos da Arte Matematica.

Consideremos o problema 6 do capitulo 9:
“Dado um bambu no centro de uma lagoa de 1 zhang quadrado, sabemos que 1 chi do seu comprimento
estd acima da &gua. Quando o bambu é curvado para a margem, alcanga-a com a sua extremidade. Qual
¢ a profundidade da lagoa e qual é o comprimento do bambu?” (Shen, 1999, pp. 468-469).

No problema 6 sdo dados a e ¢ — b e pretendemos encontrar b e c. Consideremos a metade do
lado da lagoa, b a profundidade da lagoa e ¢ 0 comprimento do bambu, como ilustra a figura 3.4. Pelo
teorema Gou gu c¢? = a® + b?oua? = c?> — b? = (c — b)(c + b).

Donde,

a’ — (c—b)? = (c = b)(c+ b) — (c — b)?,
a?—(c—=b)?>=(c—b)(c+b—c+Db),
a’? — (c —b)? = (c — b)2b,
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Figura 3.4 — Problema 6 do capitulo 9 dos Nove Capitulos da Arte Matematica.

a?—(c-b)?

A profundidade da lagoa € dada por b = 2e—b)

e o comprimento do bambu é dado por

52—-12  25-1 24 . ,
c=b+(c—b). Donde, b= T 12chi e ¢=12+1=13chi. Atualmente,

podemos resolver o problema usando o teorema de Pitagoras. Se tomarmos a = 5 chie ¢ — b = 1 chi,

temos que c? =52 + (¢ — 1)2. Donde, ¢ = 22—6 = 13. Ndo é claro, no entanto, se o autor chinés

encontrou a solucao algebricamente como a que foi acima exposta ou pelo método geométrico, mas é
certo que o autor era fluente no uso do teorema de Pitagoras.

Consideremos o problema 7 do capitulo 9:
“Ha uma corda pendurada do cimo de uma &rvore com 3 chi dela estendida no chdo. Quando esta
firmemente esticada, ela atinge um ponto 8 chi da base da arvore. Quanto mede a corda?”” (Joseph, 2011,
p. 253).

No problema 7 é dado b e ¢ — a e pretendemos determinar c. Com a notagdo moderna podemos
tentar reconstruir a via algébrica subjacente a solucdo referida em cima. Seja, ¢ 0 comprimento da corda,
d = ¢ — a o comprimento da corda no solo e b a distancia da ponta da corda estendida a base da arvore.
A relagdo c? = (c — d)? + b? pode ser deduzida da figura 3.5. Entdo, 0 = —2cd + d? + b?. Donde, a

~ . 1 (b?
expressao para resolver este problema é ¢ = 3 (7 + d).

. ., 164 73 1 . , ~ .
O comprimento da corda é 5(?+ 3) === 12g chi. Esta ¢ uma solugdo interessante,
mostrando um grau consideravel de sofisticacao.

Topo da arvore

Pé da arvore
d=c—a
b

Figura 3.5 — Problema 7 do capitulo 9 dos Nove Capitulos da Arte Matematica.

Consideremos o problema 8 do capitulo 9:

“A altura de uma parede € 10 chi. Um poste de madeira (arvore) esté encostado & parede de modo que a
sua extremidade superior coincide com o topo da parede. Se a parte inferior do poste se afastar um chi
da parede, 0 poste caird no chio. Qual ¢ o comprimento do poste?” (Joseph, 2011, p. 254-255).
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2
O comprimento do poste de madeira é ¢ = %(% + d) = 50%chi, ondea =10chied = 1 chi.
Atualmente podemos resolver o problema usando o teorema de Pitagoras. A partir da figura 3.6 temos
que 102 + b? = 2. Donde, 102 + (c — 1)? = c2. Assim, ¢ = % = 50% chi.

10

b 1

Figura 3.6 — Problema 8 do capitulo 9 dos Nove Capitulos da Arte Matematica.

Consideremos agora o problema 11 do capitulo 9:
“A altura de uma porta é 6 chi 8 cun maior do que a sua largura. A diagonal é 10 chi. Quais s8o as
dimensdes da porta? [1 chi = 10 cun.]” (Joseph, 2011, p. 255).

Neste problema é dado b — a e ¢ e pretendemos determinar a e b. Do quadrado de 10 chi, subtrair
0 dobro do quadrado de metade da diferenca dada (6 chi 8 cun). Reduzir para metade este resultado e
encontrar a sua raiz quadrada. A Largura da porta € igual a diferenca desta raiz e metade de 6 chi 8 cun.
A altura da porta é igual a soma da raiz e metade da 6 chi 8 cun. Portanto, a largura é 2 chi 8 cun e a
altura é 9 chi 6 cun.

Topo da porta  — _ _ _

L

Figura 3.7 — Problema 11 do capitulo 9 dos Nove Capitulos da Arte Matematica.

A base algébrica desta solugdo é derivada da equagdo (a + b)? = 2c?2 — (b —a)?, onde a é a
largura da porta, b a altura da porta, e c a diagonal (Fig. 3.7). Visto que,
(a+b)?+ (b —a)? =2a?+2b? = 2¢2.
Temos que, a + b = /2¢? — (b — a)?.

ASSIm x/Zcz (b a)2 ’ _ (b-a)? 0L)2 ’ b a ’CZ 2

+b — CZZ

A largura da porta é a =

| Sy

A altura da porta é b =



Sabendo que um chi corresponde a 10 cun, a partir dos valores numéricos dados no problema é
facilmente estabelecido que b —a = 6 chi 8 cun = 68 cun e ¢ = 10 chi = 100 cun. Substituindo
esses valores nas expressdes acima obtemos que:

68
2

alarguradaportaéa = = 62 — 34 = 28 cun = 2 chi 8 cun,

aalturadaportaé b = + % =62+ 34 =96 cun = 9 chi 6 cun.

O problema, na linguagem simbolica atual, em que x representa a largura da porta e y representa

a altura da porta, traduz-se pelo seguinte sistema de equacdes:

{ y—x =68

x% +y? =1007?
Donde,

x% + (x + 68)% = 10000
x% + 68x — 2688 = 0.

A largura é 2 chi e 8 cun e a altura da porta é 9 chi e 6 cun.

Consideremos agora o problema 13 do capitulo 9:
“Um bambu de 10 chi de altura esta quebrado tocando o solo a 3 chi do seu pé. A que altura quebrou?”

(Estrada et al., 2000, p. 142).

Este € um problema famoso na histéria da Matematica. A Figura 3.8 (a) mostra o problema
ilustrado em Xiang Jie Jiu Zhang Suan Zuan Lei de Yang Hui (1261). Este problema continuou a
apareceu em obras de matematicos indianos, de Mahavira no século IX, a Bhaskaracharya no século XII
e, finalmente, em obras europeias, provavelmente tragando uma migracéo para o oeste da matematica
chinesa através da India e do mundo islamico. Neste problema é dado ae b + ¢ e pretendemos
determinar b. E de referir que uma adaptac&o deste problema saiu na Prova de Afericdo de Matematica,
do 3.° Ciclo, em 2002.
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Figura 3.8 — llustracdo do problema o "bambu partido" problema: (a) como ilustrado no Xiang Jie Jiu Zhang Suan Fa Zuan Lei
(Needham, 1959, pagina 28), e (b) a tradugdo moderna.

Tome o quadrado da disténcia do pé do bambu até ao ponto em que o seu topo toca o chéo e
divida essa quantidade pelo comprimento do bambu. Subtraia do resultado o comprimento do bambu, e
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reduzimos pela metade a diferenca resultante. Assim, obtemos a altura a que o bambu se partiu. Estas
instrucbes podem ser expressas em notagdo moderna, com referéncia a figura 3.8 (b), como se segue.
Seja b a distancia do pé do bambu ao ponto em que ele partiu, ¢ a distancia do ponto em gque o bambu
se partiu até ao extremo superior e a a distancia do pé do bambu até ao ponto em que a extremidade do
bambu toca o solo. Consideremos d = b + c entdo ¢ = d — b, donde, pelo teorema de Pitagoras, temos

24 b2 = (d—b)? S P (F Y i N _a i
que, a“ + b* = (d — b)=. Donde, b = ”» —z(d d)—z(b+c b+c).Apartlr dos valores

numéricos dados no problema sabemos que b + ¢ = 10 chi e a = 3 chi. Substituindo esses valores na

~ . 1 32 91 , 11 .
expressao acima obtemos b = = (10 — —) = =— chi = 4 — chi.
2 10 20 20

Consideremos o problema 20 do capitulo 9:

“Dada uma cidade quadrada de lado desconhecido, com portdes instalados no centro de cada lado, 20
bu a partir do portdo norte ha uma éarvore, que fica visivel quando se anda 14 bu a partir do portéo sul e
1775 bu na direcdo oeste. Quais sdo as dimensdes da cidade?" (Katz e Parshall, 2014, p. 91).

O autor chinés toma a distancia até ao portdo norte e multiplica-a pela distancia na direcéo oeste
[20 x 1775 = 35 500]. Considere o dobro do produto como o shi [71000] e a soma da distancia entre os
portbes norte e sul como o coeficiente linear [20 + 14 = 34]. Por outras palavras, o problema resultou
na equacéo quadratica x? + 34x = 71000, onde x é o lado desconhecido da cidade quadrada, 71000 é
o0 termo constante [shi], e 34 o coeficiente linear (congfa). Extrai a raiz para obter o lado da cidade. A
resposta foi simplesmente dada como 250 bu. No entanto, ndo € apresentado 0s passos para resolver esta
equacdo. Os chineses conheciam um método para resolver uma equacgdo quadratica, mas que ndo estava
explicitamente escrito neste momento. Supde-se que o método utilizado para resolver esta equagdo
quadrética seja semelhante ao algoritmo que utilizavam para determinar a raiz quadrada. Este algoritmo
tem origem geométrica e consiste num procedimento recursivo, onde cada etapa da uma melhor
aproximacao para a resposta correta.

Uma estratégia para resolver o problema é comecar por desenhar uma figura que traduza o
problema (Fig. 3.9). Utilizando a notag&o atual e tendo por base a figura abaixo apresentada, vejamos
como chegar a equacado que traduz este problema. Os triangulos [ABC] e [ADE] sdo semelhantes, logo

a4_40 Donde,% = i‘;g Resolvendo, obtemos 20 x 1775 = g X (34 + x). Donde,
2

BC DE

x% 4+ 34x — 71000 = 0.
O resultado é 250 bu.

— & —l

Figura 3.9 — Problema 20 do capitulo 9 dos Nove Capitulos da Arte Matematica. Extraido de Katz, 2014, p. 91.
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3.2. A Matematica na China Medieval

Problemas de calendarios levaram os chineses a outra questdo matematica, a da resolucdo de
sistemas de equacdes lineares indeterminados. No Zhang Quijian suanjing (Manual de Matematica de
Zhang Quijian) escrito por volta de 475 aparece, pela primeira vez, um dos mais famosos problemas em
equacOes indeterminadas - o problema das “cem aves”. Este problema é famoso porque se encontra
em textos matematicos da india, no mundo Islamico e na Europa, apesar de disfargado. O problema
original de Zhang € o seguinte:

“Um galo vale 5 moedas, uma galinha 3 moedas e 3 pintos 1 moeda. Com 100 moedas compramos 100
destas aves. Quantos galos, galinhas e pintos se compraram?” (Katz, 2010, p. 246).

Consideremos que, em notacdo atual, x representa 0 nimero de galos, y representa 0 nimero de
galinhas e z representa o nimero de pintos. Este problema pode ser traduzido por um sistema de duas
equacdes com trés incognitas:

1
5x+3y+§z=100

x+y+z=100.

Zhang apresenta trés solugdes do problema: 4 galos, 18 galinhas e 78 pintos; 8 galos, 11 galinhas
e 81 pintos; 12 galos, 4 galinhas e 84 pintos. No entanto, apenas da algumas dicas sobre o0 método
utilizado, nomeadamente, “aumente-se de cada vez o nimero de galos de 4, diminua-se de cada vez o
naimero de galinhas de 7, e aumente-se de cada vez o nimero de pintos de 3”. Notamos facilmente que
alterando os valores desta forma, preserva-se tanto o custo como o ndmero total de aves. E possivel
resolver este este problema por uma modificagdo do método de “elimina¢ao de Gauss”, conhecida do
Jiuzhang suanshu e obter-se a solucdo geral: x = —100 + 4t,y = 200 — 7t, z = 3t, da qual se deriva
a descricdo de Zhang. As suas respostas sao as tnicas em que o0s trés valores sdo positivos. Ndo sabemos,
no entanto, se Zhang usou este método ou algum outro. Nos séculos seguintes alguns autores chineses
comentaram o problema das “cem aves”, mas nenhum conseguiu apresentar uma explicacdo do método
ou uma forma de o generalizar a outros problemas (Katz, 2010).

O século XIII é considerado como o ponto mais alto no desenvolvimento da Matemaética
tradicional chinesa. Um dos matematicos mais importante desta época foi Qin Jiushao (c. 1202-1261),
gue publicou, em 1247, um método geral para resolver sistemas de congruéncias lineares no seu famoso
Shushu jiuzhang (Tratado de Matemética em Nove Sec¢des). Além disso, esta obra contém muitos
problemas de resolucéo de equacBes polinomiais.

Os métodos que aparecem nesta obra podem ser considerados uma generalizagdo dos métodos de
resolucdo de equacdes quadraticas puras (x? = a) pormenorizadas no velho Jiuzhang suanshu. As
equacdes cubicas aparecem no principio do século sétimo na obra de Wang Xiaotong. No entanto, ndo
é apresentado nenhum método de resolucdo a ndo ser uma enigmatica referéncia a uma solucéo segundo
a regra da extracdo da raiz cubica. Em meados do século XI, Jian Xian, numa obra que se perdeu,
generalizou os procedimentos para encontrar as raizes quadrada e cubica do método de Juzhang suanshu,
para raizes mais elevadas, usando uma matriz de nimeros conhecida atualmente com o nome de
triangulo de Pascal. Além disso, também alargou e melhorou 0 método para o adaptar a resolugédo de
equac0es polinomiais de qualquer grau.

Os métodos de Jia Xian foram discutidos na obra de Yang Hui em 1261. O primeiro relato
pormenorizado do método de Jia para resolver equacdes aparece no Shushu jiuzhang de Qin Jiushao.
Um dos exemplos apresentados na obra que ilustra este método é a equacéo

—x* +763200x2 — 40642560000 = 0,
que resulta do célculo da area de um campo angulado. Para resolvermos esta equagdo comegamos por
determinar o nimero de digitos decimais da resposta e adivinhar qual o primeiro. Neste caso, por
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experiéncia ou por tentativa e erro, facilmente verificamos que a resposta deveria ser um nimero de trés
digitos comecando com um 8. A abordagem de Qin é fazer x = 800 + y, substituir este valor na equagdo
e derivar uma nova equacgao em y cuja solucao seja um numero com dois digitos. Em seguida, podemos
adivinhar o primeiro digito de y e repetir o processo. Os chineses podiam repetir este algoritmo tantas
vezes quanto as gque considerassem necessarias para alcancar o nivel de rigor previamente estabelecido.
E importante referir que os chineses ndo usaram as técnicas da algebra moderna, de substituirem
x = 800 + y na equacdo original, como em 1819 foi efetuado por William Horner no seu método. O
problema era exposto numa mesa de célculo com cada fila destinada a uma poténcia particular da
incognita. Por razBes de espaco, os coeficientes serdo escritos horizontalmente. Assim, para este
problema, a configuracdo de partida é
-1 0 763200 0 -40642560000.

Dado que a aproximagéo inicial da raiz era 800, Qin apresentou o que agora é chamado de divisdo
repetida (sintética) do polinébmio original por x — 800 (= y). A descricdo de Qin do processo da mesa
de calculo diz que nimeros se devem multiplicar e somar (ou subtrair) para dar o arranjo da terceira
linha. Por exemplo, o -1 é multiplicado por 800 e o resultado adicionado ao 0. O resultado (-800) &,
entdo, multiplicado por 800, e o produto subtraido dos 763200. E importante referir que Qin s6 tem
nimeros na mesa de céalculo. Podemos combinar os seus diagramas (um para cada etapa) num Unico
diagrama simples.

800 -1 0 763200 0 -40642560000
-800 -640000 98560000 78848000000
800 -1 -800 123200 98560000 | 38205440000
-800 -1280000 -925440000
800 -1 -1600 —1156800‘ -826880000
-800 1920000
800 -1 -2400 -3076800
-800
-1 -3200
-1
40 -1 -3200 -3076800 -826880000 38205440000
-40 -129600 -128256000 -38205440000
-1 -3240 -3206400 -955136000 ‘ 0

A terceira linha a contar do fundo contém os coeficientes da equacdo de Qin para y,
conjuntamente com o seu palpite, 4, como primeiro digito da resposta com dois digitos (isto resulta de
dividir 38205440000 por 826880000). A equacdo para y é exatamente divisivel por y — 40. A solucéo
da equacgdo —x* + 763200x2 — 40642560000 = 0 é x = 840.

Em linguagem simbolica atual temos que:
0 =—x*+763200x% — 40642560000
0 = (x —800)(—x3 — 800x2 + 123200x + 98560000) + 38205440000,
0 = y((x — 800)(—x2 — 1600x — 1156800) — 826880000) + 38205440000,
0 = y[y((x — 800)(—x — 2400) — 3076800) — 826880000] + 38205440000,
0 = y{y[y(—=y — 3200) — 3076800] — 826880000} + 38205440000.

Donde, —y* — 3200y3 — 3076800y% — 826880000y + 38205440000 = 0.
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Este algoritmo foi redescoberto na Europa mais de cinco séculos depois de Qin, merece alguns
comentérios adicionais. Primeiro, os textos apenas indicam brevemente como se achavam 0s supostos
digitos da raiz. Segundo, ndo ha meng¢do nos textos de mdltiplas raizes. A equacdo de Qin, acima, de
quarto grau, tem uma outra raiz positiva, 240, bem como duas raizes negativas. No entanto, o problema
geométrico de onde se derivou a equacdo tinha apenas uma solucéo, 840, e Qin nédo lidava com as
equacOes em abstrato. Terceiro, as operacdes com nimeros negativos foram realizadas tdo facilmente
quanto as que apresentavam numeros positivos. Por outro lado, as raizes negativas ndo aparecem, porque
o0s problemas a partir dos quais as equagBes surgem apresentam solucdes positivas. Quarto, como sabiam
lidar com nOmeros negativos, 0s chineses representavam geralmente as equac¢Ges numa forma
equivalente a f(x) = 0. Isto representa uma diferenca bésica de abordagem em compara¢do com o
antigo método babildnico ou o islamico medieval. Finalmente, parece que o método chinés de resolver
equacOes quadraticas é completamente diferente do dos babil6nios. Os Gltimos desenvolveram uma
férmula que sé poderia ser aplicada a tais equagdes. Os chineses desenvolveram um algoritmo numérico
que generalizaram para equagdes de qualquer grau (Katz, 2010).
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4. Pensamento Algébrico na india Medieval

Pouco se sabe sobre o desenvolvimento da matematica na antiga civilizacdo oriental indiana, em
virtude da falta de registos historicos auténticos. Esta civilizagdo remonta ao terceiro milénio antes de
cristo, como testemunham descobertas arqueolégicas feitas na antiga cidade Mohenjo-daro, localizada
a nordeste da cidade de Karachi no Paquistdo (Eves, 2004).

Os primeiros registos de matemética na india encontram-se em varios Sulbasutras, escritos
provavelmente entre 800 a.C. e 500 a.C. e que se transmitiram oralmente durante muito tempo. A palavra
Sulbasutra deriva das palavras sulba-sutra que significa “regras da corda”. Eram escritos religiosos de
interesse da historia da matematica, pelo facto de abarcarem regras geométricas para construcdo de
altares, o que revela que eles tinham conhecimento dos ternos pitagdricos.

Sé a partir dos finais do século V da nossa era € que comegaram a surgir matematicos indianos
cujos nomes ficaram na histdria do desenvolvimento da matematica. Entre eles destacam-se, no periodo
medieval, o de Aryabhata I, Brahmagupta e Bhaskara II.

Aryabhata | foi o primeiro matematico indiano a incluir numa obra uma sec¢do de matematica. A
sua obra intitulada Aryabhatiya foi escrita em 499 d. C., em sanscrito, na forma de verso e é constituida
por cento e vinte e trés estrofes. Para os historiadores matematicos trata-se de um trabalho astrondémico
muito completo baseado na trigonometria grega. Os trabalhos indianos, desta época, em especial os de
indole cientifica, eram muito sucintos, apresentavam um pequeno nimero de resultados e eram expostos
de forma tdo compacta que se tornavam de dificil compreensdo. Aryabhatiya era um livro pequeno, no
gual estavam descritas as regras de calculo necessarias em astronomia e no qual foram introduzidos
alguns conceitos matematicos (Estrada et al., 2000).

Brahmagupta foi 0 mais eminente matematico indiano do século V11 e viveu e trabalhou no centro
astrondémico de Ujjain, no interior da india. Em 628 d. C. escreveu Brahmasphutasiddhanta (que
significa sistema astronémico revisto de acordo com Brahma) um trabalho de astronomia em 21
capitulos, dos quais 0 12.° e 0 18.° se ocupam de matematica. Esté escrito em verso sanscrito e contém
descricdes mais completas dos métodos utilizados, do que o trabalho de Aryabhatiya. Entre as
contribuigdes matematicas mais importantes de Brahmagupta destaca-se a determinacdo das solugdes
inteiras de sistemas de equacOes lineares do tipo ax + by = ¢, com a, b, c inteiros e 0 estudo de
equacBes do tipo y? = ax? + 1, onde a ¢ inteiro (Estrada et al., 2000).

Bhaskara Il (1114-1185), conhecido como o sabio, floresceu cinco séculos depois de
Brahmagupta. Matematico, professor e astrdnomo, preencheu lacunas deixada pelos seus antecessores.
A sua obra astrondmica, Siddhanta Siromani, foi escrita em 1150, estd organizada em quatro partes: o
Lilavati, também referido como Lilivati, sobre aritmética; Bijaganita, dedicado a algebra; Goladhyaya
sobre a esfera, ou seja, o globo celeste e Grahaganita sobre 0 movimento planetario.

O Lilavati contém 278 versos e 0 seu titulo apresenta uma historia curiosa. Conta a lenda que
Bhaskara 1l tinha feito uma previsdo astroldgica do dia e da hora em que a sua filha se casaria. Quando,
no dia indicado, a jovem esperava ansiosamente a hora do casamento debrucada sobre um relégio de
agua, uma perola rolou-lhe do cabelo impedindo que a &gua se deslocasse. Sem que alguém tivesse
reparado nesse facto, a hora do casamento passou e a filha ficou solteira para sempre. Para a consolar,
o0 pai escreveu o Lilavati, livro que tem o seu nome, dizendo o seguinte: “escreverei um livro com o teu
nome, que permanecera através dos tempos; porque um bom nome é uma segunda vida e um alicerce
para a existéncia eterna” (Smith, 1958, p. 277).

O conteudo desta obra é bastante diversificado. Inclui operacfes com nameros irracionais,
equacdes lineares e quadraticas (determinadas e indeterminadas), progressdes aritméticas e geométricas,
ternos pitagoricos e varios problemas curiosos.

59



4.1. Equac0es Lineares

Os indianos resolviam muito dos problemas aritméticos pelo método da falsa posicdo. Para
ilustrar este método consideremos a estrofe 53:

“Um certo nimero é multiplicado por 5, e % do seu produto é subtraido do resultado. Este ¢ dividido por

10 e é adicionado metade, um terco e um quarto do namero original. Se o resultado é 68, determina o
namero original” (Bhaskaracarya, 2001, p. 55).

Suponhamos que o numero original é 3. Entdo, 3 x 5 = 15, 15 — 15 X § =10,10+10=1¢e

1 1 1 12+18+12+9 51 17 - . . p
1+3 ><5+3 XZ+ 3 X o= =5 = Visto que o resultado final é 68, 0 namero

. , 68X3 68 12
desconhecido é —— = SXT = 48.

4
Seja x 0 nimero que pretendemos determinar. Entao,

sxx2x 4+ (3+5+7)x =68,
3 10 3 2 4

Donde, o numero que pretendemos determinar é 68.
Consideremos agora a estrofe 56:

“Durante 0s jogos amorosos de um casal o colar do pescogo da esposa partiu-se. Um terco das pérolas
cairam no chao, um quinto foram para debaixo da cama. A esposa apanhou um sexto e 0 seu amado um
décimo. Seis pérolas ficaram no fio original. Descobre 0 numero de pérolas no colar” (Bhaskaracarya,
2001, p. 58).

O problema na linguagem simbolica atual, em que x representa 0 nimero de pérolas do colar,

traduz-se pela seguinte equacéo:
! + ! + ! + ! +6=
R T

Donde, o numero de pérolas é 30.
Suponhamos que o numero total de pérolas € 1. O nimero final é 6.

‘ ~ 1 1 1 1 20+12+10+6 48 4
Asperolasrestantessao1—(§+§+g+1—0) = 1—(T) =l-—=1--=c

, ) , 6X1
O ntimero total de pérolas é 25— = 30.

5

Mahavira matematico indiano do século 1X na sua obra mais importante Ganita-Sara-Sangraha
(Compéndio do Calculo Essencial) apresenta num extenso enunciado um problema semelhante a este
gue revela um grande cariz sexual, 0 que era comum em muitos problemas propostos pelos indianos. A
partir destes exemplos podemos ver que o0s problemas amorosos ndo eram tabus.

Este problema ilustra a pratica de revestir problemas aritméticos de trajes poéticos. Isso ocorria

porgue os textos escolares eram escritos em versos e porque o0s problemas eram frequentemente usados
para entretenimento social.
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4.2. Equac6es Quadraticas

Os matematicos indianos do periodo medieval resolviam também equacdes quadraticas.
Brahmagupta apresenta uma formula para resolver as equac¢des quadréaticas idéntica a que usamos hoje:

“Tome-se 0 nimero absoluto no membro oposto aquele onde o quadrado e a incognita estdo. Ao himero
absoluto, multiplicado por quatro vezes o [coeficiente do] quadrado, adicionar o quadrado [do
coeficiente] da incdgnita; a raiz quadrada do mesmo, menos [o coeficiente da] incognita, sendo dividido
por duas vezes o [coeficiente do] quadrado € o [valor da] incognita” (Katz, 2010, p. 282).

Brahmagupta apresenta como exemplo a solugdo da equagdo x? — 10x = —9.

“Agora, ao numero absoluto [-9] multiplicado por quatro vezes o [coeficiente do] quadrado [-36] e
adicionado ao quadrado [100] do [coeficiente da] incognita, (sendo 64), extraindo a raiz quadrada, [8]
diminuido do [coeficiente] da incognita [-10], o resto 18, dividido por duas vezes o [coeficiente do]
quadrado [2], da o valor da incognita, 9” (Katz, 2010, p. 283).

vV4ac+b?—
2a

As suas palavras podem ser traduzidas pela equacéo x = b E, no entanto, de referir que

a equacao dada tem uma segunda solucdo positiva que corresponde a tomar-se 0 simétrico da raiz
quadrada menos o coeficiente da incognita x.

A técnica de Bhaskara Il para resolver equacdes quadraticas consiste em completar o quadrado.
Adiciona um nimero adequado a ambos os membros de ax? + bx = ¢ de forma a que o primeiro

membro fique um quadrado perfeito (rx — s)? = d. De seguida resolve a equacio rx — s = Vd em x.

5 ; : +Vd —Va
Se vd < s entdo existe dois valores para x, nomeadamente, z rf e > rf

Para ilustrar este método consideremos a estrofe 74:

“O sabio, encontra o niimero quadrado x? tal que x? + 9x = 1240" (Bhaskaracarya, 2001, p. 73).

Temos que resolver a equagdo x2 + 9x = 1240. Entdo,

81 _ 5041

2 81 _ 81
X +9x+4—1240+4 .

(2= @,

x=2-2=31.
2 2

Assim, x? = 961.

Como exemplo de uma equacdo que tem duas raizes positivas, Bhaskara Il propfe o seguinte
problema:
“A oitava parte de um bando de macacos, a0 quadrado estava saltando num vale e divertindo-se. Doze

dos restantes macacos viam-se na colina divertindo-se uns com os outros. Quantos macacos, no total,
ali estavam” (Katz, 2010, p.283).

2
Este problema € traduzido pela seguinte equacéo (%x) + 12 = x. Bhaskara Il multiplica ambos
0s membros por 64 e obtém a equacdo x2 — 64x = —768. Adicionando 322 a cada membro, obtém
x% — 64x + 1024 = 256. Tomando a raiz quadrada obtém x — 32 = 16. Como 32 > /256 conclui

que se obtém um valor duplo para a incégnita, 48 e 16.
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Consideremos agora um outro exemplo:
“A quinta parte do bando menos trés, ao quadrado, foi para uma cave e um macaco estava a vista
empoleirado num ramo. Diga quantos eram?” (Katz, 2010, p.283).

2
Este problema é traduzido pela seguinte equag&o: (g — 3) + 1 = x. Donde, x? — 55x = —250
e cujas solugdes séo 50 e 5. No entanto, a solugdo x = 5 ndo deve ser considerada pois ndo se pode
subtrair trés macacos de um quinto de cinco.

No caso das equagOes quadraticas com uma raiz positiva e outra negativa Bhaskara aceita apenas
a positiva. Além disso ndo apresenta exemplos de equacdes quadraticas com duas raizes negativas ou
mesmo nenhumas raizes reais, nem da exemplos de equagdes quadraticas tendo raizes irracionais. Em
todos os exemplos apresentados a raiz quadrada € um namero racional (Katz, 2010).

Na india o teorema de Pitagoras ja é conhecido desde o tempo dos Sulvasiitrakaras (3000-800
a.C.). O problema do bambu partido que aparece pela primeira vez na obra Nove Capitulos de Arte
Matemaética é um problema que envolve o teorema de Pitagoras. Muito provavelmente, Bhaskara 1l
baseou-se nesse problema ao propor o problema que se encontra na estrofe 156:
“Um bambu de 32 C (cubitos) de altura, foi quebrado pelo vento forte. A ponta do bambu toca o chio
a 16 C do pé do bambu. Entdo, O matematico, diz-me a altura da ponta onde o bambu foi quebrado”
(Bhaskaracarya, 2001, p. 120).

Em notacéo atual, suponhamos que um bambu esté partido em A e a parte AC toca no chdo em C
(Fig. 4.1).

(L

Figura 4.1 - Problema do bambu partido no Lilavati.

Dado o comprimento x do bambu e a distdncia BC = a, encontre b e c tal que

= (x-)p=1(x+5)

Sabemos que b + ¢ = x e c? + a? = b?. Entéo,
c2=b?>—-a’=(x—-c)*—a*=x%-2cx+c?>—-a>

. x2-q? 1 a?
Donde, 2cx = x% — a?. Assim, ¢ = = —(x - —).
2x 2 X
x2-q? 1 a? x2-a?  x%+a? 1 a?
Comob+c=xec= :—(x——)temosque,b=x—c=x— = =—(x+—).
2x 2 X 2x 2x 2 X

_ _ (B 139 16\ _ 13y gy
ComOx—32ea—16temosquec—2(x x)—2(32 32)—2(32 8) =12.

Os problemas eram enunciados de forma divertida revelando um interesse pelo aspeto ludico da
Matematica. Os manuais escolares eram escritos em verso e os problemas eram usados, frequentemente,
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de forma recreativa, para diversdo social. Vejamos mais alguns exemplos ilustrativos do conhecido
atualmente por teorema de Pitadgoras. Consideremos a estrofe 158:

“Havia um buraco de uma cobra no pé de um poste, no topo estava sentado um pavao doméstico. O
poste tinha 9 C (cubitos) de altura. O pavdo viu uma cobra rastejando para o poste a uma distancia de
27 C do poste. O pavéo alcangou a cobra @ mesma velocidade que a cobra rastejava e apanhou-a a uma
certa distancia do poste. Encontre a distincia depressa” (Bhaskaracarya, 2001, p. 121).

Junto ao pé de um poste existe um buraco de uma cobra. Um pavéo salta do topo do poste e

alcanca a cobra. Encontra a distancia da cobra ao poste. Em notacdo atual, dados AB = x e Ac =y,
xZ

pretendemos determinar AD = r e BC = DC = s (Fig. 4.2). Temos que r = %(y - 7) es=y-—r.
Como r?2=s?2—-x%2=(y—-7r)2—x% Temos que, 12=y%2—2yr+r?—x2% Donde,
r=1(y-2)
=3 y 5 .
JCZ

1 1 92 1
Com0y=27ex=9temosquer=5(y—7)=5(27—5)=5(27—3)= 12 C.

Figura 4.2 - Problema da cobra e do pavao.

Consideremos a estrofe 159:
“Num lago existiam um grande numero de gansos rosados e grous. Um 16tus cuja altura acima da

superficie da agua é de 1 vita G C, cubito), e a sua ponta dobrada pelo vento, afunda numa distancia
de 2 C. O matematico! Diz-me depressa a profundidade da 4gua” (Bhaskaracarya, 2001, p. 122).

Bhaskara Il apresenta uma formula para encontrar a altura de um I6tus e a profundidade de um
lago. Consideremos que a altura da flor de 16tus é AC = AD = x e que, quando a flor de I6tus se inclina
por acdo do vento, o seu topo toca a &gua em D, com BD = r, e que BC = y (Fig. 4.3). A profundidade

. . 1(r? , B 1 /72
da dgua é AB —E(T—y)eaalturado l6tus é AC = x —E(7+y)_

A distancia entre B, o ponto onde o caule do I6tus encontra a superficie da agua, e D, a ponta que
toca o nivel da &gua, é chamada de base. A altura do I6tus acima da superficie €
AD — AB = hipotenusa — altura, a altura é a profundidade da dgua. Temos que (x — y)? + r? = x2,
Donde, x2 — 2xy + y? + r? = x2.

Assim,

r? 1(r?

AC=x=%(7+y)eAB=x—y=5(7—y).

2
Como y=%er=2 temos que a profundidade da agua é %(r;—y) =%<%—%)=1§ Ceo
2

1 17
)eze
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B r — base D

alfura x —y .
x — hipolenusa

Figura 4.3 - Problema do I6tus.

Consideremos a estrofe 163:

“Havia uma palmeira com 100 C (cubitos) de altura e havia um pogo a uma distancia de 200 C da arvore.
Dois macacos estavam no topo da arvore. Um deles desceu a arvore e caminhou até ao pogo. O outro
saltou e depois balancou para o pogo ao longo da hipotenusa. Se ambos cobrirem igual distancia,
encontra o comprimento do salto do segundo macaco” (Bhaskaracarya, 2001, p. 123-124).

Em notacdo atual, um macaco salta de M para A e depois de A para B. Um outro salta de um
ponto M numa palmeira AM para D e depois para um pogo B. Pretendemos encontrar MD (Fig. 4.4).

A X B
Figura 4.4 - Problema dos macacos

Um macaco desloca-se MD+ DB =r+s e 0 outro MA+ AB = c+ x. Como ambos se
deslocam a mesma distancia r + s = ¢ + x. Além disso, s? = x? + (c + r)2. Donde,

s?2=x24+c?+2cr+1r? e r24+2rs+s?=c?+2cx + x>

Logo, 72 +2rs +x2+c? + 2cr + 1% = c? + 2cx + x2. Assim, 2cx — 2cr = 2r? + 2rs. Como
T+ s =c+ xtemos que, 2cx — 2cr = 2r% 4+ 2r(c + x — r). Donde,
2cx — 2cr = 2r% 4 2rc + 2rx — 2r?.

Daqui, vem que, 2cx = 4cr + 2rx. A altura do salto é r = zzix

100%x200

Como ¢ =100 C e x = 200 C o salto do segundo macaco é de ———
2X100+200

=50C.

4.3. Equactes Indeterminadas

Os matematicos indianos trabalhavam facilmente com equagBes com varias variaveis. O
conhecido problema das 100 aves, que apareceu, pela primeira vez, na China, no Manual Aritmético de
Zhang Quijian (c. 475), também aparece nos trabalhos de Mahavira e Bhaskara. A versdo apresentada
por Mahavira € a seguinte:

“Sdo vendidas 5 pombas por 3 moedas, 7 cegonhas por 5, 9 cisnes por 7, e 3 pavdes por 9 moedas.
Disse-se a alguém para comprar, para divertimento do filho do rei, a estes precos, 100 aves por 100
moedas e disso foi encarregado. Quanto ¢ que deu por cada uma delas?” (Katz, 2010, p. 284)
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Mahavira apresentou uma regra muito complicada para encontrar a solucdo do problema.
Bhaskara apresentou o0 mesmo problema mostrando que tinha multiplas solugdes. Fez as suas incognitas,
que designaremos por x, y, z e w, igual ao numero de “conjuntos” de pombas, de cegonhas, de cisnes e
de pav0es, respetivamente. Dos precos e nimero de aves derivou duas equagdes:

3x +5y+7z4+9w =100
5x+7y+9z+ 3w =100

Resolveu cada equacdo em ordem a x e igualou as duas expressdes obtendo a equacédo
y =50—-2z—9w. Tomando arbitrariamente w =4, reduziu a equacdo a forma candnica
indeterminada y + 2z = 14 paraa qual asolucéo é z = t,y = 14 — 2t, com t arbitrario. Daqui, obteve
quex =t — 2efazendot = 3,calculouquex = 1,y = 8,z = 3 e w = 4. Donde, 0 nimero de pombos
é 5, de cegonhas 56, de cisnes 27 e de pavdes 12, sendo 0s seus pregos, 3, 40, 21 e 36, respetivamente.
Bhaskara notou que outras escolhas para t davam valores diferentes para a solugéo. Assim, conforme
refere Bhaskara, “através de suposigdes, podera ser obtida uma multiddo de respostas”.

O maior contributo de Aryabhata e Bramagupta foi no estudo de equagdes indeterminadas, o
assunto favorito de Diofanto. Embora eles tivessem repetido muitos dos problemas de Diofanto, a
abordagem foi diferente. Enquanto que Diofanto procurou resolver equa¢es em nimeros racionais, 0s
matematicos indianos admitiram como solucdes apenas numeros inteiros positivos. Mas, ao contréario
de Diofanto, que se limitou a procurar apenas uma solucédo racional para uma equagéo indeterminada,
os indianos esforgaram-se para encontrar todas as possiveis solugdes inteiras.

~ _ax+b P - ~ , . . ~
Tomemos a equacao T =y onde a, b, ¢ Sao inteiros. Se x e Yy Sao também intelros, entao para

determinar y temos de escolher os valores de x que tornam ax + b um multiplo de c. Este método de
resolver equacgdes diofantinas era conhecido pelos indianos como o método do pulverizador (Kuttaka),
porgue os coeficientes das incognitas iam sendo sucessivamente diminuidos até um deles se tornar
unitario.

Aryabhata foi o primeiro matematico indiano a fornecer um método para determinar a solucéo
geral, em nimeros inteiros positivos, da equacao indeterminada do primeiro grau ax + b = cy. A ideia
base do método proposto por Aryabhata consistia em transformar, sucessivamente, a equacao inicial
numa mais simples, com coeficientes menores, para que fosse mais facil encontrar uma solugdo
particular. Este processo era feito recorrendo ao algoritmo de Euclides. Embora Aryabhata tivesse
encontrado um método para encontrar as solugdes da equacdo linear ax + b = cy, Brahmagupta foi o
primeiro a dar, explicitamente, a solucdo geral desta equacdo. A titulo de exemplo, consideremos um
problema do trabalho de Brahmagupta em que N = 10 (mod 137) e N =0 (mod 60). Este problema pode
ser escrito sob a forma da equacéo 137x + 10 = 60y.

“O divisor que d& lugar ao maior resto é dividido pelo que d& origem ao menor; o residuo é dividido
reciprocamente e os quocientes sdo diversamente colocados um sob o outro” (Katz, 2010, p. 272).

No exemplo dado comeca-se por dividir 137 por 60 e continua-se dividindo os residuos, isto &,
aplica-se o algoritmo de Euclides até obter o resto final diferente de zero:

137 = 2x60+17
60= 3x17+9
17= 1 x9+8
9= 1x8+1
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A sequéncia dos quocientes é 0, 2, 3, 1, 1 um numero impar. Brahmagupta lista 0 para o primeiro
quociente, considerando a primeira divisdo como 60 = 0 x 137 + 60, apesar da indicagdo de quais
deverdo ser o dividendo e o divisor.

“O residuo [final] € multiplicado por um nimero arbitrario tal que o produto, depois de adicionado a ele
(ou subtraido dele) a diferenca dos restos, é exatamente divisivel. Esse multiplicador deve ser registado
[debaixo] e o quociente no fim” (Katz, 2010, p. 273).

No nosso exemplo, o residuo final é 1. Multiplica-se o residuo final por um ndmero qualquer v
tal que 1 x v &+ 10 é divisivel pelo dltimo divisor, neste caso 8. Usa-se o sinal + quando ha nimero par
de quocientes e o sinal — quando ha um nimero impar de quocientes. No nosso exemplo, temos um
nimero impar de quocientes, por isso, a Ultima equacdo fica 1v — 10 = 8w. Escolhe-se v = 18 e
w = 1. Ficamos, entdo, com a seguinte coluna de nimeros:

0

P Pk WD

“O penultimo termo é multiplicado pelo que esta imediatamente acima e o produto somado ao Gltimo
termo. [O processo continua-se até ao topo da coluna]. O nimero no topo € o [agrante]” (Katz, 2010, p.
273).

Multiplique-se 18 por 1 e adicione-se 1 para obter 19. Em seguida, substitua o termo
imediatamente "acima", ou seja, 1, por 19, e retire o Gltimo termo. Continue assim até que figuem apenas
dois termos.

0 0 0 0 0 130
2 2 2 2 297 297
3 3 3 130 130

1 1 37 37

1 19 19
18 18

1

O agrante € 130. Entdo, x = 130 e y = 297 é uma solucdo da equacdo original. No entanto,
pretendemos determinar o valor de N mais pequeno que resolve o problema original:
“[O agrante] é dividido pelo divisor que da o menor resto; e o residuo, multiplicado pelo divisor que
origina 0 maior resto e, acrescentando ao maior resto, é o resto do produto dos divisores” (Katz, 2010,
p. 273).

No nosso exemplo, divide-se 130 por 60 e obtém-se um resto igual a 10. Depois multiplica-se 10
por 137 e adiciona-se o produto a 10, obtém-se 1380 que € o valor de N médulo do produto de 137 e 60,
isto é, N = 1380 (mod 8220). Brahmagupta, obtém y dividindo 1380 por 60 e calcula um novo valor
para x. A menor solucdo da equacdo 137x + 10 = 60y é y = 23 e x = 10.
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E apresentada a seguir uma explicacdo moderna do procedimento efetuado por Brahmagupta, na
equacdo 137x + 10 = 60y, comegando com substituicdes passo a passo de acordo com 0s quocientes
sucessivos gque aparecem no algoritmo de Euclides.

137x + 10 = 60y 60 =0x%x137+4+60
137x + 10 = (0 x 137 + 60)y
137(x — 0y) + 10 = 60y z=x—0y
137z + 10 = 60y
60y — 10 =137z 137 =2x%x60+17
60y — 10 = (2 X 60 + 17)z
60(y —22) — 10 =17z t=y—2z
60t—10=17z
17z 4+ 10 = 60t 60=3x%x174+9
17z +10 = (3 x 17 + 9)t
17(z—-3t) + 10 =9t u=z-—3t
17u+ 10 =9t
9t —-10=17u 17=1%Xx9+8
9t —10 = (1 X9 + 8)u
9(t —1u) — 10 = 8u v=t—1u
9v — 10 =8u
8u+10=9v 9=1x8+1
Bu+10=(1x8+1)v
8(u—1v)+10=1v w=u—1v
8w+ 10=1v
1lv —10 = 8w

Brahmagupta resolve a Gltima equagdo por inspecdo, donde, v = 18 e w = 1. As variaveis
restantes sdo encontradas por substitui¢do tal como foi descrito no algoritmo utilizado por Brahmagupta:
u=1lv+w=1x18+1 =19,
t=1lu+v=1x19+ 18 = 37,
z=3t+u=3x%x37+19 =130,
y=2z+t=2x%x130+37 =297,
x=0y+z=0x297+ 130 =130.

As vezes, no entanto, 0s matematicos nfo estavam interessados em determinar N, mas sim na
resolucdo de uma Unica equagéo linear em duas incognitas. Bhaskara Il, por exemplo, incorporou varios
desses problemas no seu Bija-ganita.

Os algebristas indianos estavam adiantados em relacdo a Diofanto na facilidade de manipulacéo
algébrica, tendo desenvolvido uma algebra sincopada, onde os problemas e as respetivas solu¢fes eram
escritos em estilo quase simbolico. De facto, a algebra retorica persistiu de forma geral no resto do
mundo até ao século XV, com excecdo da india. No século V Aryabhata | sugeriu o uso de letras para
representar as incognitas de uma equagdo. Brahmagupta, um século mais tarde, usou abreviaturas para
indicar cada uma das varias incognitas presentes num problema e para representar quadrados e raizes
quadradas. As regras algébricas usuais para operar com nimeros negativos foram estabelecidas por
Brahmagupta e segundo alguns historiadores ele sabia que uma equacgéo do segundo grau pode ter duas
raizes, embora nos problemas que propunha utilizasse apenas as raizes positivas. No século XII,
Bhaskara 11 usou uma notacéo analoga a de Brahmagupta. E de salientar ainda a audécia que tiveram
em criar um sistema numérico que ao longo dos séculos foi evoluindo para o nosso atual sistema de
numeracgdo posicional decimal — o sistema Hindu-Arébico (Estrada et al., 2000).
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5. Pensamento Algébrico no Islao Medieval

De todos os campos em gue 0s matematicos islamicos deram contribuicdes relevantes sobressai
o da Algebra. N&o s6 nos transmitiram técnicas de resolucao de equacdes, na tradigio das antigas escolas
de escribas da Mesopotamia, mas foram também inovadores. Além disso, estenderam & Algebra o
conceito de demonstracdo apreendido dos gedmetras gregos que comegaram a ser estudados, traduzidos
e comentados na casa da Sabedoria, em Bagdad, a partir do século nove. Além disso, “as equagdes foram
pela primeira vez estudadas como entes matematicos préprios, e ndo como resultantes da resolucéo de
problemas” (Estrada et al., 2000, p. 415). Dos véarios matematicos arabes responsaveis por estes
progressos é de destacar o nome de al-Khwarizmi, Tabit ibn-Qurra e Abu-Kamil.

5.1. O tratado de Algebra de al-Khwarizmi

O primeiro tratado sobre algebra no Isldo foi escrito por al-Khwarizmi e tem por titulo Tratado
Conciso sobre o Calculo por al-jabr e al-mugabala. Considerado como o iniciador da teoria da
resolucdo das equac0es algébricas, os historiadores de matematica admitem que foi com este tratado que
se deu o nascimento oficial da Algebra como disciplina. Por este motivo al-Khwarizmi é considerado
por muitos historiadores como o pai da Algebra, sendo importante salientar que foi da deturpacéo do
termo al-jabr, presente no titulo deste tratado, e da extensdo do nome a resolugdo das equagdes que, no
século XIV, surgiu a palavra “algebra”. Muhammad Ibn-Musa al-Khwarizmi (c. 780-850) foi
considerado o primeiro sabio eminente da época. O designativo “al-Khwarizmi” indica que era natural
de Khwaresm, perto do delta do Mar Aral. Al-Khwarizmi deixou-nos obras em Aritmética, Algebra,
Astronomia, Geografia e sobre o Calendério. Trabalhou na “Casa da Sabedoria” em Bagdade entre 813
e 833.

A Algebra de al-Khwarizmi é dedicada ao califa de al-Mamum, a quem o autor se refere nestes
termos:

“me encorajou a compor um pequeno tratado sobre o calculo por al-jabr e por al-mugabala,
limitando-o0 ao que é mais facil e mais Gtil em aritmética e que os homens constantemente precisam nos
casos de herancas, legados, reparticao, leis, comércio, e em todos os seus intercambios ou onde a medida
de terras, a construcdo de canais, calculos geométricos e outros objetos de varias espécies estdo
envolvidas...” (Estrada et al, 2000 apud van der Waerden, 1985, p.5).

O tratado de al-Khwarizmi ensina a resolver equagdes do 1.° e do 2.° grau com coeficientes
numéricos e é composto por trés partes. Na primeira parte, al-Khwarizmi faz uma classificagdo das
equacdes (lineares e quadraticas) em seis tipos (formas canonicas), indica os algoritmos para as resolver
e faz demonstragdes desses algoritmos (muitas vezes com o auxilio de propriedades geométricas,
lembrando em parte a algebra geométrica dos gregos) e apresenta regras para multiplicar monémios e
binémios e para operar com radicais quadraticos. A segunda parte é dedicada a Geometria prética,
especialmente, ao calculo de areas e volumes e a terceira parte apresenta varios problemas sobre legados
e a sua respetiva resolugdo. Os problemas de partilha de herancas sdo frequentemente traduzidos por
sistemas de equacdes indeterminados, pelo que ndo se atribui a al-Khwarizmi a descoberta da sua
resolucdo, pois, nesta altura, a Aritmética de Diofanto ja teria sido traduzida para arabe.

Na primeira parte apresenta ainda problemas cuja tradugdo algébrica é redutivel a uma das seis
formas canonicas:
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Quadrados iguais a raizes (ax? = bx)

Quadrados iguais a nimeros (ax? = c)

Raizes iguais a nimeros (bx = c)

Quadrados e raizes iguais a nimeros (ax? + bx = c)
Quadrados e nimeros iguais a raizes (ax? + ¢ = bx)
Raizes e nimeros iguais a quadrados (bx + ¢ = ax?)

o ~cwbdhE

Esta classificagdo em seis grupos resulta dos matematicos islamicos, ao contrario dos hindus, nao
lidarem com ndmeros negativos. Todos os coeficientes sdo positivos e todos os termos devem aparecer
como grandezas aditivas. Na reducgéo de outras equacdes a uma destas seis equagdes tipo intervém duas
operacdes fundamentais: al-jabr e al-mugabala. A operacédo al-jabr significa restauracdo, reposicdo e
consiste em adicionar a ambos 0s membros de uma equacao termos iguais aos que sdo afetados do sinal
negativo (por exemplo x? —8 = 4x transforma-se por al-jabr em x? = 4x + 8). A operagdo
al-mugabala significa comparagdo e consiste numa redugdo de termos positivos numa equacao,
subtraindo termos iguais aos dois membros (a equacdo x2 + 20x =5 + 7x transforma-se por
al-mugabalaem x? + 13x = 5).

Todos os algoritmos pressupdem que o coeficiente do termo em x2 é igual & unidade, o que néo
acontecia nem nas equacdes da antiga Babil6nia, nem em Diofanto de Alexandria. Caso isso ndo
acontecesse, multiplicavam ou dividiam convenientemente para tornar o coeficiente do termo em
x2 igual a um. Termina a primeira parte do tratado fazendo uma exposicéo sobre a regra de trés.

As solugdes para os trés primeiros tipos de equacges sdo evidentes. Inicialmente trata a equagéo
ax? = bx como a equacdo linear ax = b, ignorando a solugio zero e assim acontecera até ao século
XVI1, nomeadamente em Pedro Nunes. E também de referir que ele procurava a solucio da equacio e
0 seu quadrado.

Como al-Khwarizmi ndo emprega qualquer simbolo, nem sequer para representar nimeros,
iremos escrever tudo por palavras, incluindo os nimeros. A sua algebra é completamente retérica. No
entanto, distingue trés espécies de nimeros: 0s nimeros simples, que designa por dirham (nome da
unidade monetaria grega drachme); a incégnita, que designa por say (coisa) ou girz quando se trata de
uma raiz de uma equacdo; por fim chama mal (tesouro, riqueza) ao quadrado da incdgnita. As suas
regras para 0s tipos compostos sdo mais interessantes. Comecemos por apresentar um problema que se
traduz por uma equacao redutivel ao tipo 4 e a respetiva técnica de resolucéo:

“Um quadrado e dez raizes da mesma quantidade perfazem trinta e nove dirhams; quer dizer, qual deve
ser o quadrado que quando acrescentado de dez raizes perfaz trinta e nove” (Estrada et al., 2000, p. 417).

O algoritmo apresentado por al-Khwarizmi é:

“Divide por dois 0 nUmero das raizes, que da cinco. Isto multiplica por si proprio que da vinte e cinco.
Junta isto a trinta e nove; a soma € sessenta e quatro. Agora toma a raiz que é oito e subtrai dela metade
do namero de raizes que é cinco. O resto é trés. Esta é a raiz do quadrado que tu procuraste, o quadrado
¢ 9” (Estrada et al., 2000, p. 418).

A equacdo que traduz o problema em linguagem simboélica é x2 + 10x = 39. O algoritmo

2
seguido pelo autor foi x = /(?) +39 — % = 3. A descricdo verbal do procedimento de
al-Khwarizmi é essencialmente a dos escribas babilonicos. Para este caso, x? + bx = c, a descrigio

2
~ 7 . P b b
verbal do processo de solugéo é traduzida pela nossa formula x = (E) teo—3
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A justificacdo geométrica deste procedimento de al-Khwarizmi também ilustra a heranca dos
babilonios. Na figura 5.1 al-Khwarizmi apresenta o que ele designa por demonstracdo geométrica desta
regra.
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Figura 5.1 - Justificagdo geométrica da al-Khwarizmi, da solugdo de x% + 10x = 39.

Primeiramente, a equacéo é escrita na forma x2 + 4 x %x = 39, ou seja, x% + 4 x gx = 39.
Interpretando geometricamente o lado esquerdo desta equacao, temos a soma das areas de um quadrado
de lado x e de quatro retdngulos de Iadosg e x totalizando 39 unidades de area. Completando entdo essa

soma de areas com a area de quatro quadrados de lados g cada um de area 275, obtém-se a area de um
quadrado de lado x + 2 % % = x + 5, medindo entdo 39 + 4 X % = 39 + 25 = 64 unidades de area.
Algebricamente, x? + 4 x %x +4 X (%)2 =39+ 4 X (g)z ou seja, (x+5)2 =39 +25=64 de
onde, entéo, al-Khwarizmi deduz que x + 5 = v/64 = 8. Chega-se entdo a solugdox =8 —5 = 3.

E apresentado por al-Khwarizmi uma outra demonstra¢io geométrica do mesmo problema. Neste
método mais simples, a equagao € escrita na forma x? + 5x + 5x = 39 (Fig. 5.2).
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Figura 5.2 - Justificagdo geométrica da al-Khwarizmi, da solugéo de x? + 10x = 39.

Comegando com um quadrado que representa x?2, acrescenta dois retangulos de lados 5 e x
totalizando 39 unidades de area. Completando entdo essa soma de areas com a area de um quadrado de
lado 5, de area 25, obtém-se a &rea de um quadrado de lado x + 5, medindo entdo 39 + 25 = 64 unidades
de area. Algebricamente, x? + 5x + 5x + 5% = 39 + 52. Donde, (x + 5)% = 39 + 25 = 64.

Note-se que é esta Ultima construcdo que corresponde ao algoritmo dado e ndo a apresentada em
primeiro lugar. As demonstracdes geométricas de al-Khwarizmi ndo sdo tdo rigorosas como as
demonstragdes geométricas gregas, apesar de, a data, j& existir a primeira traducdo arabe dos Elementos
de Euclides. De facto, assemelham-se mais aos argumentos geométricos babil6nicos, a partir dos quais
nasceram os algoritmos algébricos. Alias, a primeira das provas geométricas apresentadas por
al-Khwarizmi para este problema tem semelhancas evidentes com a interpretacdo geométrica de Jens
Hgyrup para o problema 23 da placa BM 13901, ja referida anteriormente.
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Na resolugdo de equacdes do tipo 5, ax? + ¢ = bx, al-Khwarizmi vai mais além dos escribas
babildnicos, ele mostra que sabe que a equacao pode ter duas raizes positivas, uma Unica raiz (dupla) ou
pode ser impossivel. O exemplo escolhido é a equagdo x? + 21 = 10x. O algoritmo apresentado por
al-Khwarizmi é:

“Divide em 2 as raizes, que da 5; multiplica 5 por si proprio, que da 25. Retira 0s 21 que tu juntaste ao
quadrado; sobram 4. Extrai a raiz de 4 que d& 2 e subtrai-a a metade das raizes, isto é, de 5. Resta 3; é a
raiz do quadrado que procuras e o quadrado ¢ 9.

Se tu o desejares, 0 mesmo 2 que a metade da raiz subtraiste, podes juntar o que da 7, que é também a
raiz do quadrado que tu procuras e o quadrado é 49.

Se tu encontrares um problema que se reduza a este caso, examina a sua resolucdo por meio da adicao;
se ndo puderes tu obteras certamente a solugcdo com a ajuda da subtracéo. Entre os trés casos em que se
deve dividir em dois as raizes é o Unico em gue nos servimos da adi¢do e da subtracdo. Sabe também
que se neste caso tu divides em dois as raizes e a multiplicas por ela propria e o produto for mais pequeno
que os dirhams que sdo acrescentados ao quadrado, entdo o problema é impossivel. Mas se é igual aos
dirhams, a raiz do quadrado é igual a metade da raiz, sem que se junte ou tire seja o que for” (Estrada et
al., 2000, p. 420).

A equacdo que traduz o problema em linguagem simbodlica é x2 + 21 = 10x. O algoritmo
2
seguido pelo autor foi x = 170 - (170) — 21 = 3. Donde, x? = 9. Note-se que esta equacdo tem duas
solucbes positivas. Para obter a outra solugdo, como o préprio autor referiu, basta alterar a Gltima
operacdo (que foi indicada no algoritmo) para uma adi¢do. O valor da segunda solucdo é
10 10\2 _ 2
x=2+ |(3) —21=7. Donde, x? = 49.

A apresentacgdo por al-Khwarizmi do método e a descricdo para o tipo 5, mostra que, ao contrario
dos babil6nios, ele podia resolver equagdes com duas raizes positivas, pelo menos numericamente. Para
este caso, x2 + ¢ = bx, a descricdo verbal do processo de solucdo é traduzida pela nossa formula

2
x=24 (g) — ¢. A demonstracdo geométrica neste caso, recorda-nos a demonstragéo babilonica do
sistema x +y = b e xy = c. E apresentada a seguir a demonstracdo geométrica referente a raiz que
resulta da subtracdo, ilustrada na figura 5.3.

Figura 5.3 - Justificagdo geométrica de al-Khwarizmi para a resolugéo de x? + ¢ = bx.

O quadrado ABCD representa x2, e o retangulo ABNH representa c. Logo, HC representa b.
Bissete-se HC em G e prolongue-se TG até K de forma a que GK = GA, e complete-se o retangulo
GKMH. Escolha L em KM de modo que KL = GK e complete o quadrado KLRG. O retangulo MLRH

2
é igual ao retdngulo GATB. A area do quadrado KMNT é (g) . A érea do quadrado KMNT menos o

2
quadrado KLRG é igual ao retangulo ABNH, isto é c. Donde, o quadrado KLRG é igual a (g) —c.
Como o lado desse quadrado € igual a AG, temos que, x = AC = CG — AG (Katz, 2010).
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Embora al-Khwarizmi tenha notado que CR poderia ser uma solu¢do, ndo o demonstrou com um
diagrama, nem referiu no seu diagrama as condigdes especiais mencionadas na sua descricdo verbal. O
texto de al-Khwarizmi que tem por titulo Tratado Conciso sobre o Calculo por al-jabr e al-mugabala
sugere que existiam outras obras que davam uma discussdo mais pormenorizada dos procedimentos
algébricos e as justificacdes geométricas correspondentes. De facto, num dos capitulos do livro de ibn
Turk, um contemporaneo de al-Khwarizmi, é tratado equacgdes quadraticas dos tipos 1, 4, 5 e 6 de
al-Khwarizmi e no qual foi incluido uma descri¢cdo geométrica muito mais pormenorizada do método
de resolucéo, do que apresentada na obra por al-Khwarizmi de x? + 21 = 10x.

N&o se sabe até que ponto al-Khwarizmi foi inovador, até porque ele ndo atribui a si préprio
quaisquer descobertas, mas constata-se que introduziu conceitos novos, nomeadamente o conceito de
equacdo e de classificacdo de equacbes. Além disso, passou a tratar as equagdes como entes
matematicos, ao contrario do que havia sido feito na antiga Babilénia, em que os problemas conduziam
a equacgdes. Também as formas candnicas aparecem pela primeira vez, assim como o conceito de
incognita a que chama raiz, no sentido de algo a determinar. E utilizado o calculo algébrico com
mondmios e bindmios em que entra a incdgnita, e sobre os quais vao incidir as operagdes aritméticas de
adicdo, subtracdo, multiplicacéo e divisao.

O termo al-jabr foi tomado para titulo de todas as obras arabes posteriores sobre 0 mesmo tema.
Posteriormente estendeu-se a toda a teoria das equacdes e fez a sua apari¢do na Europa no século X1V
na palavra Algebra para designar este ramo da Matematica.

5.2. Omar Khayyam e a solugdo de Equacdes Cubicas

No final do século nono, os matematicos islamicos conheciam o suficiente dos autores gregos
para saberem que certos problemas conduziam a equagdes do 3.° grau, equagfes que podiam ser
resolvidas encontrando a intersecdo de duas secgOes conicas. Durante o século X e Xl alguns
matematicos islamicos resolveram certas equagdes cubicas seguindo a ideia dos gregos. O matematico
conhecido no ocidente por Omar Khayyam (1048-1131) foi o primeiro a classificar e a resolver todos
os tipos de equagOes cubicas. A sua obra intitulada de Tratado sobre DemonstracGes de Problemas de
al-Jabr e al-Muqabala é dedicado a resolucéo de equagdes cubicas. No seu prefacio o autor torna claro
que o leitor da obra deve conhecer os Elementos e os Data de Euclides e os dois primeiros livros das
Conicas de Apoldnio, visto que, as equagdes cubicas podem ser resolvidas usando as propriedades das
seccOes conicas. No entanto, o texto dirige-se a problemas algébricos, ndo geométricos e Omar
Khayyam propde algoritmos algébricos para a resolucdo de equagdes cubicas, andlogos aos trés
algoritmos de al-Khwarizmi para a resolucdo de equacfes quadraticas (Katz, 2010).

Omar Khayyam comeca por dar uma classificacdo completa das equacgdes até ao terceiro grau.
Como para Omar Khayyam, assim como para 0s seus predecessores, todos 0s himeros eram positivos,
tinha de listar separadamente as varias formas que podiam ter raizes positivas. Ele obtém vinte e cinco
formas candnicas, seis das quais ja estudadas por al-Khwarizmi; cinco outras sdo redutiveis a estas e
aparecem catorze novos tipos, cujas solucdes sdo construidas a base de sec¢des conicas e estdo divididas
em trés grupos: uma equacéo bindmia, x3 = d, seis equacdes trindmias, x3 + cx = d, x3+d = cx,
x3=cx+d, x3+bx?*=d, x3+d=>bx? x3=>bx?>+d; e sete equagles tetrandémias,
x3+bx?+cx=d, x3 4+ bx? +d = cx, x3 4+ cx +d = bx?, x3=bx*’+cx+d,
x3+bx?=cx+d,x3+cx =bx? +d,ex3+d = bx? + cx. Cada uma destas equacdes é analisada
em pormenor pelo autor, descrevendo as seccBes conicas necessarias para a sua solucdo. Além disso,
prova gue a sua solucdo esta correta e discute sob as quais pode nao haver solugdes ou mais de uma
solugdo (Katz, 2010).
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6. A Matematica no Ocidente Europeu nos séculos X1l a XVI

A medida que as cidades europeias, nomeadamente as da Peninsula lbérica, regressavam a
soberania cristd, muitos sabios em toda a Europa comegaram a traduzir do arabe para o latim tanto as
obras originais arabes, como as gregas que tinham sido traduzidas para arabe. Este trabalho de traducéo
permitiu que a Europa Medieval contactasse pela primeira vez com as culturas grega e islamica.

No ocidente a ciéncia da algebra foi iniciada por Leonardo de Pisa (Fibonacci) que, no inicio do
século XIII, interessou-se pelo sistema de numeragdo adotado pelos arabes, e importou-o para o ocidente
onde o promoveu. Muitos historiadores consideram Fibonacci como o matematico mais produtivo da
Idade Média devido a compilacdo de obras mateméticas que possibilitaram a propagacdo e
implementacdo dos conhecimentos arabes, apesar de ndo lhe ser atribuido a descoberta de métodos
originais de resolucéo de equacGes.

6.1. O Liber Abbaci de Leonardo de Pisa

O Liber Abbaci ou Livro de Calculo foi escrito por Fibonacci em 1202, e foi baseado na aritmética
e ‘algebra’ que Fibonacci apreendeu durante as suas viagens pelo Mediterraneo. Em 1228, o livro foi de
novo publicado com ligeiras revisdes. Esta obra foi muitas vezes copiada, servindo de modelo a
praticamente todas as aritméticas comercias da época medieval e renascentista. Fibonacci foi um dos
primeiros a introduzir os numerais indo-arabes na Europa. A sua obra tem uma forte influéncia arabe é
composta por quinze capitulos e contém as regras para calculo com os numerais indo-arabes. Além
disso, apresenta diversos problemas, que incluem questfes, certamente muito (teis aos mercadores,
como o célculo de juros, conversdes monetarias, medidas, e outro tipo de problemas que Fibonacci
resolve recorrendo a diversos algoritmos e métodos.

Leonardo de Pisa usou uma grande variedade de métodos nas suas resolucées de problemas. Um
método basico usado frequentemente é o método egipcio da falsa posicdo. Além desse usou também os
métodos de al-Khwarizmi para a resolucédo de equac6es quadraticas. No capitulo 12 sdo propostos varios
problemas com caracter recreativo, alguns deles semelhantes a problemas que ja tinham aparecido em
textos matematicos antigos da Babilonia e, possivelmente, no Egito.

Os matematicos da Europa Medieval aprenderam o método da falsa posi¢cdo com os arabes,
tendo-se tornado uma caracteristica proeminente dos textos de Matematica, desde o Liber Abbaci até as
aritméticas do século XVI. Mas, com o desenvolvimento do simbolismo algébrico, a regra foi
desaparecendo das obras mais avancadas. Muitas vezes é necessario fazer duas suposi¢des, observando
0 erro gerado por cada uma. A este método Fibonacci chamava o Método de Elchataym, também
conhecido por regra da dupla falsa posicéo. O capitulo X111l do Liber Abbaci é dedicado a este método.
Consideremos o problema 13 do capitulo XI11 do Liber Abbaci:

“Dois passaros comec¢am a voar do topo de duas torres a 50 “pés” de distancia, uma tem 30 “pés” de
altura, a outra “40 pés” de altura, comegando ao mesmo tempo e voando a mesma velocidade. Chegam
ao centro de uma fonte entre as duas torres ao mesmo tempo. A que distancia esta a fonte de cada uma
das torres?” (Sigler, 2002, p.462-463)

Este problema pode ser resolvido utilizando o teorema de Pitagoras e resolvendo uma equacao.

De facto, os dois passaros voam a mesma velocidade e chegam a fonte ao mesmo tempo, o que significa
que percorrem a mesma distancia y (Fig. 6.1).
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Figura 6.1 - Problema 13 do capitulo X111 do Liber Abbaci.

Se consideremos x a distancia da torre mais alta a fonte e aplicarmos o teorema de Pitagoras,
obtemos:
y? =40% + x?
{yz =302 + (50 — x)?
Igualando ambas as expressdes obtemos a equacdo 402 + x2 = 302 + (50 — x)?, cuja solugdo é
x = 18. Donde, a fonte encontra-se a 18 pés da torre mais alta e a 32 da outra.

Leonardo supde que a distancia da torre mais alta a fonte é 10 pés, e utiliza, implicitamente, o
teorema de Pitagoras. Em notacéo atual, o procedimento de Leonardo pode ser descrito como se segue:
102 + 40% = 100 + 1600 = 1700 e (50 — 10)% + 302 = 402 + 30% = 1600 + 900 = 2500.

As somas diferem por 800 sendo necessario afastar a fonte da torre mais alta. Suponhamos agora que a
distancia da torre mais alta a fonte é 15 pés. Em notacéo atual, as suas indica¢des traduzem-se agora por
152 + 402 = 225 + 1600 = 1825 e (50 — 15)? + 302 = 352 + 30% = 1225 + 900 = 2125.

As duas somas diferem agora por 300, anteriormente a diferenga era de 800. E Leonardo acrescenta,
ainda, que “ao adicionarmos 5 pés reduzimos a diferenca para 500; se multiplicarmos os 5 pés por 300
e dividirmos por 500, temos 3, que acrescentamos aos 15 pés”. Esta explicacdo é acompanhada pelo
seguinte diagrama (Fig. 6.2):

500 S

300 3

Figura 6.2 - Diagrama do problema 13 do Capitulo XI1I do Liber Abbaci.

E a sua Gltima frase pode ser escrita como (5 x 300) = 500 = 3;3 + 15 = 18. Donde conclui que a
distancia da torre mais alta a fonte é de 18 pés e da mais baixa é, consequentemente, de 32 pés.

O problema seguinte é uma versdo do classico problema da “Maria e as magas”, cuja melhor

estratégia de resolucdo é do fim para o principio. Consideremos o problema 5 da quinta parte do
Capitulo XI1 do Liber Abbaci:
“Um homem foi a um pomar que tinha sete portdes; ai colheu um certo nimero de macés. Quando
deixou o pomar deu ao primeiro guarda metade das macas que tinha e mais uma maca. Ao segundo deu
metade das macas que lhe sobraram e mais uma maca. Fez 0 mesmo em cada um dos cinco guardas que
sobravam e deixou 0 pomar com uma maca. Quantas macés recolheu no pomar?”

Vamos descobrir quantas magés o homem tinha antes de atravessar cada portdo, mas comecgando
do dltimo para o primeiro portdo. No final, ele tem 1 macd. Antes do ultimo portdo tinha
(1+ 1) x 2 =4 magas, antes do sexto portdo tinha (4 + 1) x 2 = 10 macas, antes do quinto portéo
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tinha (10 + 1) x 2 = 22 macas, antes do quarto portdo tinha (22 + 1) X 2 = 46 macas, antes do
terceiro portdo tinha (46 + 1) X 2 = 94 magds, antes do segundo portdo tinha (94 + 1) X 2 = 190
macas, antes do primeiro portdo tinha (190 + 1) x 2 = 382 magas. Entdo, o homem recolheu 382
macas no jardim.

O problema também pode ser resolvido usando equagBes, mas 0 processo é mais longo e
complicado. Consideremos x 0 nimero de macés que o homem colheu e calculemos quantas magéas o
homem tem antes de atravessar cada portéo.

Tabela 6.1 — Problema 5 da quinta parte do Capitulo XII do Liber Abbaci.

Portdes Numero de macas antes de atravessar cada Numero de magas que da a
portéo cada guarda
1 Zi1
* 2
X x—2 x—2
2 (2 ) Tt 1
3 x—2 (x—Z ) x—6 x—6_|_1
4 4 8
4 6 ( 6 ) x—14 x—14 +1
8 8 16
x—14 x —14 x —30 x — 30
: (e )- z
16 16 32
6 x—30 ( -30 )_x—62 x—62_|_1
32 64
7 x—62 ( 62 1) x—126 x—126
32 64 64 128

Assim depois de atravessar o Ultimo portdo o homem tera

x—254
128

x—126 x—126 x—254
( + ) ma(;as

64 128

Como s6 sobrou uma macé, temos que, = 1. Donde, x = 382 magcés.

Suponhamos agora que dois homens tém uma certa quantidade de dinheiro. O primeiro diz para
o segundo, “se me der um denarius, ficarei com o mesmo dinheiro que vocé tem”. O segundo diz para

o primeiro: “se me der um denarius, ficarei com dez mais do que vocé tem”. Quanto € que cada um tem?
(Katz, 2010, p. 381).

Consideremos que x e y representam as quantias que possuem 0 primeiro e segundo homem,
respetivamente. Este problema em notag&o simbolica atual pode ser traduzido pelo sistema de equacdes
x+1=y—1,y+1=10(x —1). Leonardo para resolver o problema introduz uma nova incégnita

z=x+y (a soma total de dinheiro). Entdo, x + 1 = %z ey+1= %z. Adicionando estas duas

4 4
equacOes obtemos z + 2 = 22z donde z = ?,x = lgey = 35.

Outro problema tipico, com raizes muito antigas, j& conhecido na China mil anos antes, tem a ver
com aves. Leonardo apresenta varias versoes, eis uma delas:
“Como comprar 30 aves com 30 moedas se cada perdiz custa 3 moedas, cada pombo 2 moedas e 0s
pardais sdo dois por uma moeda?” (Santos, 2008, p. 20)
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Leonardo nota que pode comprar 5 aves com 5 moedas se escolher uma perdiz e 4 pardais e 3
aves com 3 moedas adquirindo um pombo e 2 pardais. Assim, multiplicando a primeira transagao por 3
e a segunda por 5, consegue adquirir 3 perdizes e 12 pardais por 15 moedas €, pelo mesmo preco, 5
pombos e 10 pardais. Somando os dois negdcios obtemos 30 aves por 30 moedas.

Consideremos que, em notacao atual, x representa o nimero de perdizes, y representa 0 nimero
de pombos e z representa 0 nimero de pardais. Este problema pode ser traduzido por um sistema de
duas equacdes com trés incognitas:

1
3x+2y+52=30

x+y+z=30.

Multiplicamos a primeira equagdo por 2 e depois subtraimos a primeira equagdo a segunda
equacao para eliminarmos z e obtemos 5x + 3y = 30. Da afirmacdo do problema, sabemos que as trés
incognitas sdo nameros inteiros positivos porque as aves estdo vivas e ndo ha aves fracionadas.
Observe-se também na Gltima equacdo, que y nao pode ser 10 ou superior porque iSso causaria que x
fosse zero ou negativo. Assim, y tem que ser um nimero inteiro entre 1 e 9, e para isolar x, todos 0s
termos da equagdo, incluindo 3y, devem ser divididos de modo igual em 5. Observando todos 0s
produtos de 3 vezes os inteiros 1 a 9 (3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27), descobrimos que apenas 15 é
divisivel por 5. Portanto, y = 5. Segue-se que x = 3 e z = 22. Donde, a resposta é 22 pardais, 5 pombos
e 3 perdizes.

6.2. A disputa entre Cardano e Tartaglia pelas equacdes do 3.° grau

Entre 1500 e 1515, Scipione del Ferro (1465-1526), um professor de Matematica da Universidade
de Bolonha, encontrou um método algébrico para resolver a equagdo cubica x3 + px = q. Do estudo
das resolucdes islamicas das equacGes cubicas sabemos que a maioria dos matematicos nao aceitava 0s
nUmeros negativos, mesmo como coeficientes das equagdes, havendo 13 tipos diferentes de equacdes
cUbicas mistas irredutiveis, dependendo das relativas posi¢cdes dos termos quadraticos, lineares e
constantes. Assim, Scipione del Ferro tinha comegado o processo de resolucéo de equagdes cubicas com
a solucéo de um destes casos. Embora tenha morrido sem publicar a sua descoberta, ele a revelou ao seu
sucessor em Bolonha, Annibale della Nave (1500-1558) e ao seu discipulo, Antonio Maria Fiore que,
mais tarde, tentou adquirir notoriedade valendo-se da descoberta do mestre.

Nos meios académicos modernos os professores anunciam e publicam novos resultados 0 mais
rapidamente possivel para garantirem prioridade. A vida académica na Italia, do século XVI, era muito
diferente da de hoje. As nomeagdes para professor nas universidades eram temporarias e sujeitas a uma
renovacdo periddica pelo senado. Uma das formas de um professor convencer o senado de que merecia
continuar com o cargo era vencendo desafios publicos. Dois adversarios para uma dada posi¢do
apresentavam uma lista de problemas e, num férum puablico, algum tempo depois, apresentavam as
solugdes dos problemas propostos pelo outro candidato. Por isso, se um professor descobrisse um novo
método para resolver certos problemas era vantajoso manter o resultado secreto.

Naquela época era frequente o lancamento de desafios entre os sabios (e, também, entre os que
ndo o eram, mas desejavam parecer sé-lo) e Fiore elegeu Niccol0 Tartaglia de Brescia (1499-1557), ja
bastante conhecido pelo seu talento, como alvo. Em 1535, Fiore desafiou Tartaglia para um encontro
publico, esperando vencer, pois pretendia apresentar questdes que dependessem daquele tipo de equacgdo
do 3.° grau, da qual somente ele detinha a solucdo. Tartaglia aceitou o desafio porque ndo tinha Fiore
em grande consideragdo. No entanto, antes da data marcada, veio a saber que o0 seu oponente estava
armado de um método descoberto pelo falecido professor Scipione del Ferro.

Ao sentir-se ameagado, conforme mais tarde relatou o préprio Tartaglia, mobilizou todo o
entusiasmo, a aplicacdo e a arte de que foi capaz, objetivando encontrar uma regra para a solucao
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daquelas equacdes, 0 que consegui a 12 de fevereiro de 1535. No entanto, além de resolver as do tipo
x3 + px + q = 0, também achou a férmula geral para as do tipo x3 + px? + g = 0, que Fiore ndo
conhecia. Como Fiore foi incapaz de resolver muitas das questdes propostas por Tartaglia que cobriam
outras areas da matematica, Tartaglia foi declarado vencedor, no entanto, declinou o prémio aceitando
apenas a honra da vitoria. Fiore saiu humilhado deste episodio e hoje sé é lembrado como alguém que
recebeu o merecido castigo ao pretender adquirir fama a custa dos outros.

Depressa chegou a Mildo, onde Gerolamo Cardano (1501-1576) dava licBes publicas de
matematica, noticias do encontro entre Tartaglia e Fiore e das novas solugdes da equacdo cubica. Por
esta época, Cardano ainda acreditava no que dissera Lucas Pacioli sobre a impossibilidade de uma
solugdo geral para as equacdes do 3.° grau. Cardano escreveu a Tartaglia pedindo-lhe que Ihe mostrasse
a solucdo de modo a que ela fosse incluida, com a devida referéncia, no texto de aritmética que estava a
escrever. Tartaglia, inicialmente, recusou, mas depois de muitas diligéncias e de uma promessa de
Cardano de que nunca publicaria as suas descobertas (Tartaglia planeava publica-las ele mesmo) revelou
a Cardano as cobigadas formulas. A chave da resolucdo foi enviada a Cardano na forma de um poema
de vinte e cinco versos, dos quais os nove primeiros diziam respeito a equacdo x3 + px = q. O poema
foi transcrito da traducdo de Pedro Nunes:

“Quando o cubo junto com as coisas

Se iguala a algum numero

Descobre dois outros que difiram do conhecido,

E faz como é usual

Que o seu produto seja sempre igual

Ao cubo da terca parte das coisas.

Entéo a diferenca

Dos seus lados cubicos bem subtraida,

Valera a tua coisa principal. (...)” (Estrada et al, 2000 apud Pedro Nunes, 1950, p. 404).

Cardano manteve a sua promessa de ndo publicar o resultado de Tartaglia no seu livro de
aritmética e enviou a Tartaglia uma das primeiras cOpias impressas para mostrar a sua boa fé. Cardano
comegou entdo a trabalhar com o seu assistente Lodovico Ferrari (1522-1565) no problema e, nos anos
seguintes, produziu as solugdes e as suas justificacfes para todos os casos da cubica. Cardano nédo
desejava quebrar o seu juramento solene, mas estava ansioso por apresentar as suas solugdes. Como
alguns boatos diziam que Scipione del Ferro tinha descoberto primeiro a solugdo, Cardano viajou com
0 seu discipulo até Bolonha e visitaram della Nave que, graciosamente, lhes permitiu que
inspecionassem 0s manuscritos de Scipione del Ferro. Cardano, depois disso, ndo se sentiu obrigado a
cumprir a jura a Tartaglia, pois ndo iria publicar a solugdo de Tartaglia, mas a descoberta do falecido
Scipione del Ferro.

Em 1545, Cardano publicou a sua obra mais importante intitulada Ars Magna, Sive de Regulis
Algebraicis (A Grande Arte, ou Sobre as Regras de Algebra) dedicada & solucéo das equacdes cubicas
e quarticas. Embora tenha feito rasgados elogios a Tartaglia, acrescentou que independentemente e vinte
anos antes, Scipione del Ferro chegara aos mesmos resultados. Tartaglia ficou furioso e julgou ter sido
roubado das recompensas do seu trabalho. Os protestos de Tartaglia foram em vao. O corajoso Tartaglia
chegou a aceitar um debate publico contra Cardano, no proprio territério deste, Mildo, mas quem
compareceu no lugar do perjuro foi Ferrari, o descobridor da solugdo das equagdes de 4.° grau. No final
a posteridade foi injusta para com o sofrido Tartaglia pois a férmula que ele ensinara ao desleal inimigo,
ao invés de receber o seu nome, é hoje conhecida como férmula de Cardano.

E importante comparar a resolugio da equacio x* + px = q apresentada no poema de Tartaglia
com a apresentada por Cardano na sua Ars Magna. Em termos atuais, 0s nove primeiros versos do poema
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de Tartaglia diz-nos que “dada a equagdo x3 + px = q pretendemos determinar dois nimeros u e v tais
3
queu —v =gqgequeuv = (g) . Asolucdo é x = Yu — 3/v”. Nido era tecido comentarios nem indicada

qualquer prova. De facto, para resolver a equagdo x3 + 3x = 14 bastava procurar dois nimeros
positivos u e v tais que u — v = 14 e uv = 1. Estas condic¢Bes equivalem a dizer que 0s nimeros sdo

ue % com u—%: 14. Donde, u? — 14u = 1. Como a Unica solucdo positiva desta equacio €

7 ++/50, 0s nimeros procurados s&o u =7 + V50 e v = = —7 ++/50. Logo, a solucdo da

1
7+V50

equacio x3 + 3x = 14 é x = /7 + V50 — V=7 + /50.

No capitulo XI intitulado “Cubo e primeira poténcia igual a namero”, Cardano apresenta a
seguinte regra geral para a resolucdo da equagio x> + px = q:
“Ao0 cubo da terca parte do coeficiente de x; soma-se o quadrado de metade da constante da equacao, e
toma-se a raiz quadrada do total. Faz-se isto duas vezes; a uma das duas soma-se metade do nimero que
ja se quadrou e a outra subtrai-se metade do mesmo. Tem-se 0 bindmio e o seu apétema, terminologia
usada por Euclides no livro X dos elementos. Entdo subtrai-se a raiz cubica do apétema da raiz clbica
do binémio, obtendo-se o valor de x” (Cardano, 1968, pp. 98-99).

Cardano vai mais longe que Tartaglia na sua explicagdo. Se se resolve o sistema das duas equac¢des

x p\3 1 - L
em u e v, resolvendo a segunda equacdo em ordema v (v = (5) ~)e substituindo-a na primeira

~ 7 14 3 1 2 14 3 ~ s,
equacdo obtém-se u—(g) ~=q ouu —(g) = qu, uma equacdo quadratica em u. Donde,

2 3
u= f(g) + (g) + %. A solucéo para v difere apenas no sinal. Entdo, obtemos a formula enunciada

por Cardano:

Cardano apresenta um argumento geométrico para demonstrar este resultado envolvendo cubos
aplicados a um exemplo especifico. A esséncia da sua prova pode ser vista através do seguinte

argumento algébrico:se x = Yu —Yvondeu —v=qeuv = (%)3entéo
x* 4 px = (Yu =) +p(Yu — V)

= u—3Vu?v + 33 uv? — v + 33uv(Vu — )

— w— v — 3V (Vi - ¥7) + 3V (Vi - ¥7)

=u-—v

=q.

Cardano para ilustrar a sua regra apresenta, como exemplo, a equacgdo x3 + 6x = 20. Os passos
efetuados para resolver esta equacéo, em notacdo atual, sdo 0s seguintes:
“o cubo da terca parte do coeficiente de x € 8, 0 quadrado de metade da constante € 100, a raiz quadrada

do todo é V108, somando 10 a uma das parcelas obtém-se o binémio +/108 + 10, e subtraindo 10 a
outra parcela obtém-se o apdtema v108 — 10” (Estrada et al., 2000, p. 464).
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A solucdo ¢

x = VV108 + 10 — Y108 — 10.

E importante ainda referir que a solugio de x3 + 6x = 20 é x = 2 e aresposta obtida pela formula
é, de facto, igual a 2, apesar de ndo ser evidente. O proprio Cardano na pégina 100 da sua obra refere
iSs0, mas ndo mostrou como transformar a resposta dada no valor 2.

No capitulo XII intitulado “Cubo igual a primeira poténcia e nimero”, Cardano apresenta a
seguinte regra geral para a resolucdo da equagdo x3 = px + q:
“Quando o cubo da terca parte do coeficiente de x ndo é maior do que o quadrado de metade da constante
da equacdo, subtrai o anterior do Gltimo e adiciona a raiz quadrada do restante a metade da constante da
equacao e, novamente, subtrai da mesma metade, e tera, como foi dito, o bindbmio e o seu apdtema, a
soma das raizes cubicas, que constitui o valor de x” (Cardano, 1968, p. 103).

Esta regra difere pouco da anterior e neste caso a férmula transforma-se em:

3 2 3 3 2 3
- |4 a\" _ (P a_ [(a)y _ (P
X = \]2 t (2) (3) + \/2 (2) (3) '
Cardano para ilustrar a sua regra apresenta, como exemplo, a equagao x3 = 6x + 40. Os passos

efetuados para resolver esta equacdo, em notacdo atual, sdo os seguintes: o cubo da terca parte do
coeficiente de x é 8, o quadrado de metade da constante é 400, a raiz quadrada da diferencga entre o

quadrado de metade da constante e o cubo da terca parte do coeficiente de x é v/392, a raiz quadrada
somamos 20 obtém-se o0 bindmio 20 + +/392 e subtraido obtém-se 0 apétema 20 — v'392. A solucéo é
x = V20 + /392 + 120 — V392,

Depois de apresentar como exemplos as equagdes x3 = 6x + 40 e x3 = 6x + 6 , repara que se

3 2
(g) > (g) ndo podemos extrair a raiz quadrada. Foi certamente por observar este facto que, no

enunciado da regra geral de resolucdo destas equacdes, Cardano comecga por supor que o cubo da terga
parte do coeficiente de x ndo é maior do que o quadrado de metade da constante da equacdo. Para
ultrapassar esta dificuldade Cardano descreve outros métodos para lidar com estes casos especiais. S6
mais tarde Rafael Bombelli mostrou como lidar, na férmula de Cardano, com as raizes quadradas de
nUmeros negativos.

No capitulo XXV Cardano apresenta como exemplo a equacdo x3 = 20x + 32 que ndo esta nas

32 20

2 3
condi¢es requeridas para aplicar a formula que ele prop6s anteriormente, pois (7) - (?) < 0. Para

resolver esta equagdo Cardano utiliza uma regra especifica:

“Quando o cubo ¢ igual a primeira poténcia e constante, divida o coeficiente de x em duas partes tal que
o0 produto da primeira pela raiz quadrada da segunda é a constante da equagdo. De seguida, adicione um
quarto da segunda a primeira destas partes. A raiz quadrada do todo adicionado a metade da raiz
quadrada da segunda é o valor de x” (Cardano, 1968, p.160).

No exemplo, divide o coeficiente de x em duas partes tais que o produto de uma delas pela raiz
quadrada da outra é 32. As partes sdo 16 e 4. Em seguida soma-se a primeira destas partes um quarto da

segunda, obtendo 16 + 1 = 17. Toma-se a raiz quadrada do todo, V17, e soma-se metade da raiz quadrada
da segunda parte. A solugdo é v17 + 1.
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A equacdo geral ax3 + bx?+ cx+d =0 pode ser transformada nos dois tipos especiais
x3+px+q=0ex3+px?+q =0 solucionados por Tartaglia. A equagio geral do terceiro grau é

ax® + bx? + cx +d = 0. E equivalente a x° + sz + gx + % = 0. Logo, basta considerar equacGes
em que o coeficiente de x3 é igual a 1.
Dada a equagéo x3 + ax? + bx + ¢ = 0, a substituicdo x = y — % a transforma em

(=5 +alr=9) +s(=9+e-o

3 _a 20° _ab . _
y+(b 3)y+27 3+c—0,

ou seja,

gue é uma equacdo desprovida de termo do segundo grau. Portanto, é suficiente estudar as equacdes do
terceiro grau do tipo x3 + px + q = 0. Para resolver esta equacéo, escrevemos x = u + v. Substituindo,
obtemos u3® + v3 + 3u?v + 3uv? + p(u +v) + q = 0, isto &,

W+ i+ GBuw+p)u+v)+qg=0.
Portanto, se conseguirmos achar u, v tais que u3 + v3 = —q,uv = — g, ou seja,

3

ﬁ;

ud+v3=—qudvd=-

entdo x = u + v serd raiz da equagdo x> + px + g = 0. Ora, o problema de achar u3 e v3 conhecendo
a sua soma e o seu produto é de facil solugdo: u3 e v3 sdo as raizes da equacgio do segundo grau

3
w? +qw — ;’—7 = 0. Utilizando a formula classica para resolver esta equacao, obtemos:

3__4 /ﬁ p® 3__4a_ |2 P
u 2+ 4+27 ev 2 4+27'

Donde,

2 3
Considerando o radicando D = qr+%, se D > 0 a equagdo tem uma raiz real e duas raizes

complexas conjugadas; se D = 0, tem-se trés raizes reais, sendo uma repetida; se D < 0 entdo as trés
raizes da equacdo x3 + px + g = 0 sdo reais e distintas. Quando D < 0, a formula exprime x = u + v
como soma de duas raizes cubicas de nimeros complexos. No entanto, é este 0 caso em que a equagdo
possui trés raizes reais distintas. Este ¢ chamado o “caso irredutivel” porque, ao tentar eliminar os
radicais, recai-se noutra equacédo do terceiro grau.
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Conclusoes

Dados os escassos documentos existentes sobre a matematica egipcia, coloca-se com frequéncia
a questdo da existéncia de elementos cientificos na matematica desta civilizagdo. As opinides ndo sdo
consensuais uma vez que, normalmente, ndo é dada a justificacdo dos métodos usados na resolucdo dos
problemas, sendo apenas apresentada a solucdo. Por outro lado, ndo sabemos se conhecemos tal
Matematica no seu todo, ja que os documentos que possuimos sdo escassos. Ha historiadores que a
consideram bastante rudimentar e primitiva, sem quaisquer elementos cientificos; outros, contudo,
exprimem opinides mais favoraveis a existéncia de uma matematica mais cientifica e sofisticada.

Gillings exprime uma opinido favoravel a existéncia de elementos cientificos na matematica
egipcia. Comentando os métodos gue 0s egipcios usavam para lidar com a resolucéo de equacdes refere
que os estudiosos da histdria e filosofia da ciéncia do século vinte, ao considerar as contribui¢cdes dos
antigos egipcios, inclinam-se para a atitude moderna de que um argumento ou prova ldgica deve ser
simbdlico para ser considerado rigoroso, e que um ou dois exemplos especificos usando nimeros
escolhidos ndo podem ser considerados cientificamente sélidos. Mas isso nédo é verdade! Um argumento
ou prova ndo simbdlico pode ser bastante rigoroso, mesmo gquando dado para um valor particular da
variavel; as condicdes para o rigor sdo que o valor particular da variavel deve ser tipico e que uma
generalizag&o posterior para qualquer valor deve ser imediata.

Os argumentos apresentados pelos escribas sdo rigorosos; as provas conclusivas ndo sdo
realmente necessarias, apenas confirmatdrias. O rigor esta implicito no método. Temos de aceitar que
0s egipcios ndo pensavam nem raciocinavam como os gregos. Se descobriram algum método exato, ndo
se perguntaram por que funcionou. Eles ndo procuraram estabelecer uma verdade universal através de
um argumento simbdlico que mostrasse clara e logicamente 0s seus processos de pensamento. O que
fizeram foi explicar e definir numa sequéncia ordenada de etapas necessarias no procedimento
adequado, e na conclusdo acrescentaram uma verificagdo ou prova de que 0s passos descritos realmente
levavam a uma solucdo correta do problema. Esta era a ciéncia como eles a conheciam, e ndo é correto
compararmos de maneira muito critica os seus métodos com os dos gregos ou com qualquer outra
civilizagdo posterior (Gillings, 1972).

Tal como os egipcios, os escribas babilonicos sabiam resolver equaces lineares. Os Babilonios
resolveram também equacdes do 2.° grau, sistemas e até mesmo equagdes do 3.° grau sem 0 uso de
qualquer simbolismo algébrico (Cajori,1991). A maior mestria dos escribas babildnicos na resolucéo de
equacdes revelou-se nas equagdes quadraticas. Podemos dizer que os escribas da antiga Babilonia
resolviam qualquer equacao do 2.° grau completa, por processos que correspondem a aplicacéo da nossa
formula resolvente. Acresce ainda dizer que os babildnios podem reivindicar prioridade em vérias
descobertas, sendo a mais notavel a do teorema de Pitagoras, geralmente atribuida a escolas matematicas
posteriores.

E incrivel como os babilénios possuiam algoritmos tdo avancados, sem terem as respetivas
construgdes intelectuais. De facto, na Matematica babilonica ndo é possivel encontrar o conceito de
demonstracdo, nem a nogdo de uma estrutura logica baseada em principios que garantam aceitagdo num
ou noutro fundamento, nem a consideracao de questdes como as que ocorrem quando se determinam as
condicdes de solubilidade de um problema.

Por volta do século VI a.C. a matematica sofreu uma alteracdo radical. Os gregos foram 0s
primeiros a acreditar que 0o mundo podia ser compreendido racionalmente e que a matematica
desempenhava um papel primordial nessa aventura de conhecimento. De um conjunto mais ou menos
organizado de regras e técnicas para resolver problemas, tdo tipicas na Babil6nia e no Egito, a
matematica transformou-se num edificio de conhecimentos que se desenvolveu por métodos
l6gico-dedutivos.
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Por volta de 300 a.C. foi escrita a obra matematica mais famosa de sempre os Elementos de Euclides.
O livro Il dos Elementos é exclusivamente dedicado ao importante capitulo da matematica grega que
geralmente se designa por algebra geométrica ou por geometria das areas. Ha4 quem defenda que a
algebra geométrica deriva de uma traducdo dos resultados geométricos babil6nicos, principalmente
quando consideramos a semelhanca dos procedimentos geométricos com os algébricos. No entanto, ndo
ha evidéncia direta de qualquer transmissdo da matematica babil6nica para a Grécia durante ou antes do
século IV a.C. Embora os gregos dessa época usassem 0 que consideramos serem procedimentos
algébricos, 0 seu pensamento matematico era tdo geométrico que todos esses procedimentos eram
automaticamente expressos desse modo. Os gregos até 300 a.C. ndo tinham notacdo algébrica e,
portanto, a Unica forma de poderem manipular expressdes que representavam magnitudes era
apresentando-as em termos geométricos. De fato, 0s matematicos gregos tornaram-se muito proficientes
em manipular entidades geométricas. Além disso, ndo havia maneira de os gregos poderem exprimir,
sem ser geometricamente, solucdes irracionais de equagdes quadraticas.

A obra de Diofanto foi o Unico trabalho algébrico que sobreviveu da Grécia Antiga, tendo sido
comentada na antiguidade tardia e estudada por autores islamicos. Muitos dos seus problemas foram
retomados por Rafael Bombelli que os publicou na sua Algebra de 1572.

Ao contrario da matematica egipcia e babilonica, na matematica chinesa existe uma grande
diversidade de fontes. Das obras que resistiram a erosdo do tempo e ao furor do homem destaca-se o
Nove Capitulos sobre a Arte da Matematica. Esta obra influenciou toda a matematica chinesa, tendo
sido utilizada como manual de ensino. A China foi a primeira a criar um sistema de numeracao
posicional decimal, a reconhecer 0s nimeros negativos, a chegar ao método de Horner para solucdes
numeéricas de equactes algébricas, a apresentar o triangulo aritmético de Pascal, a empregar métodos
matriciais para resolver sistemas de equaces lineares, a resolver sistemas de congruéncias pelo método
hoje consubstanciado no Teorema Chines dos Restos, a desenvolver a regra de trés, a aplicar a regra da
dupla falsa posicao.

O grau de influéncia da matematica grega, da babilénica e da chinesa sobre a matematica indiana
e vice-versa, ainda é uma questdo ndo esclarecida, mas ha evidéncias de que em ambos os sentidos ela
foi apreciavel. Os matematicos indianos do periodo medieval eram essencialmente algebristas. Os seus
trabalhos apresentavam regras de célculo, expressdes algébricas e ensinavam a resolver equagdes
lineares e quadraticas com uma ou mais variaveis. Todos as regras e métodos utilizados estdo corretos,
no entanto, falta em alguns casos a indicagdo de como derivavam 0s seus métodos e regras. Apesar da
falta de derivagdes escritas, 0s matematicos indianos devem ter sido capazes de justificar as suas regras,
visto que, 0s textos necessitavam de interpretacbes e clarificacGes. Possivelmente os mestres
esclareciam todas as davidas dos seus alunos, infelizmente, as suas respostas, provas e raciocinios ndo
ficaram registadas.

O primeiro tratado sobre &lgebra no Isldo foi escrito por al-Khwarizmi. Nesse tratado
al-Khwarizmi faz uma classificagdo das equacdes lineares e quadraticas em seis tipos, apresenta 0s
algoritmos para as resolver e as demonstracfes geométricas desses algoritmos. As demonstracdes
geométricas dadas por al-Khwarizmi ndo s&o tao rigorosas como as demonstracGes geométricas gregas,
apesar de, a data, ja existir a primeira traducdo arabe dos Elementos de Euclides. De facto,
assemelham-se mais aos argumentos geométricos babil6nicos, a partir dos quais nasceram os algoritmos
algébricos. Apesar das equacdes quadréticas ja terem sido consideradas em civilizagdes anteriores, é no
trabalho dos algebristas arabes que se encontra uma abordagem mais sistematica e generalizada, que
visa compreender ndo sO estes tipos especificos de equagdes, mas a estrutura fundamental dos
procedimentos algébricos e do raciocinio. Outro aspeto interessante é a auséncia da vertente recreativa
na matematica dos arabes, aspeto tdo caracteristico na matematica dos seus antecessores.

Nos séculos XII a XVI, no Ocidente Europeu, ddo-se grandes progressos na resolucdo de
equacdes. Scipione del Ferro é o primeiro a resolver a equacdo geral do 3.° grau. No entanto, ndo publica
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0s seus resultados, e a mesma descoberta é feita por Tartaglia e publicada por Cardano, na sua Ars
Magna. Por fim, a equacdo geral do 4.° grau é resolvida por Ferrari. O sucesso destes matematicos
italianos do Renascimento marca um momento importante na histéria da Matematica, pois, é a primeira
vez, que a ciéncia moderna ultrapassa os éxitos da Antiguidade. E importante referir que sio os
processos de resolucao das equacdes algébricas do 3.° grau que fazem surgir a necessidade da introdugéo
de um novo tipo de nimeros — 0s nmeros complexos.

A integracdo de episodios da histéria da matematica em contexto de sala de aula é fundamental
na aprendizagem dos alunos. A histéria da matematica promove uma humanizacdo do estudo da prépria
matematica, uma vez que a associa a pessoas, as hecessidades, anseios e dificuldades por elas
vivenciadas. Ao humanizar a matematica, a sua historia remove alguma da mistica muitas vezes
associada ao estudo desta disciplina. Propor aos alunos tarefas com uma perspetiva histdrica permite
gue tomem consciéncia que 0s assuntos que estdo a abordar foram alvo de estudo e interesse no passado,
isto &, existiriam mentes humanas que ocuparam o seu tempo na resolucdo desses mesmos problemas.
E, no entanto, de referir que esses problemas tanto surgiam em situagdes préticas do dia a dia, como
resultavam da propria divagacgdo criativa do pensamento humano.

Como refere Eunice Ferreira Neves no seu livro Episédios da Historia da Matemaética para o
ensino, questdes como ‘“Para que serve?” ¢ “Como se lembraram de?”, frequentemente colocadas pelos
alunos quando confrontadas com novos conceitos, encontram resposta na historia da matematica. Além
disso, muitas das dificuldades que os estudantes sentem na aprendizagem de alguns conceitos,
nomeadamente, o de equacdes, sao idénticas as que foram sentidas quando eles surgiram, as reticéncias
gue colocam relativamente a no¢Bes mais delicadas sdo semelhantes as sentidas ao longo da histéria
(Neves, 2007). A Matematica ndo foi criada de forma polida como aparece nos livros de hoje, foi antes
desenvolvida muitas vezes de forma intuitiva e experimental respondendo a necessidade de resolver
problemas.
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