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RESUMO

Este trabalho explora uma generalizagdo da teoria algébrica das Linguagens Formais. Tendo os traba-
lhos de Thomas Colcombet e de Laure Daviaud, Denis Kuperberg e Jean-Eric Pin sobre funcdes de
custo como ponto de partida, apresentamos os conceitos de ideal de ordem, dlgebra de estabilizacdo e
autémato de estabilizacdo. Obtemos generalizacdes de resultados conhecidos no ambito das Linguagens
Formais, como por exemplo do Teorema de Eilenberg e do Teorema de Schiitzenberger sobre identidades

associadas a variedades, e também obtemos uma resposta para o Problema da Igualdade.

Provamos também que o conceito de ideal de ordem reconhecivel € uma generalizagdo do conceito de
funcdo custo reconhecivel pelo que a teoria desenvolvida se aplica também no estudo das funcdes de

custo.

Palavras-chave— Algebra de estabilizacio, linguagem regular, ideal de ordem, pseudovariedade, fun-

¢do de custo.
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ABSTRACT

This thesis explores a generalisation of the algebraic theory of Formal Languages. Having the work of
Thomas Colcombet and of Laure Daviaud, Denis Kuperberg and Jean-Eric Pin about cost functions as a
starting point, we present the concepts of ordered ideal, stabilisation algebra and stabilisation automata.
We generalize various known results in Formal Languages, for example, the Eilenberg Theorem and
the Schiitzenberger Theorem about identities associated to varieties, besides we answer to the Equality

Problem.

We also prove that the concept of recognisable ordered ideal is a generalisation of the concept of re-
cognisable cost function, whence the theory developed in this thesis also applies to the study of cost

functions.

Keywords— Stabilisation algebra, regular language, ordered ideal, pseudovariety, cost function.
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CariTuLo 1

Introducao

As teorias dos autématos, das linguagens formais, dos monoides e das 16gicas formais estdo intrinseca-
mente ligadas, tendo o seu grande impacto no Ambito da Computagdo Tedrica, da Algebra e da Légica
Simbdlica. Apesar de poderem parecer dreas bastante abstratas, t€m aplicacdes no mundo "real", por
exemplo no mundo da programagdo, dos circuitos e mesmo no campo da neurofisiologia, neste tltimo
ambito com o propdsito de modelar o cérebro humano. Grande parte da teoria no caso finito foi desen-
volvida durante a segunda metade do século XX, tendo como destaque os estudos de Samuel Eilenberg,
Marcel-Paul Schiitzenberger e Stephen Kleene. Um dos problemas abordados foi o Problema da Igual-
dade. A questdo consiste em saber se dadas duas linguagens regulares arbitrarias é possivel decidir em

tempo finito se sdo ou ndo iguais. Neste caso, o problema ¢ decidivel.

Em Matematica é recorrente a necessidade de estender nocdes de modo a obter uma teoria mais rica
nomeadamente com novos resultados, demonstracdes mais simples, etc. Nao fugindo a regra, 0 mesmo
se passou com a teoria das linguagens formais. Em 1961, Schiitzenberger generalizou o Teorema de
Kleene para séries de poténcias formais sobre semigrupos. Apesar de uma linguagem formal poder ser
vista como uma série de poténcias formais, acontece que alguns dos problemas que se haviam colocado
em linguagens formais, quando postos para séries formais ndo admitiam a mesma resposta. Um desses
problemas é o Problema de Igualdade, e a resposta negativa é-nos dada por exemplo quando se toma um

alfabeto com pelo menos duas letras [5].

Foi este problema, que levou Thomas Colcombet (2013) a introduzir o conceito de funcio de custo, o
qual também generaliza o de linguagem formal mas que nfo é tdo geral como o de série formal. Este
novo conceito veio a revelar-se de certo modo melhor do que o de série formal pois, para além de
estabelecer um paralelo com a teoria cldssica de linguagens formais, também responde afirmativamente,

em particular ao Problema da Igualdade.

Colcombet ao desenvolver a teoria das fungdes de custo, segue uma vertente menos algébrica do que
aquela que é seguida normalmente em linguagens formais, focando-se mais em aspetos da l6gica e da

computagdo.



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Tendo como ponto de partida os trabalhos de T. Colcombet [2] e também o de L. Daviaud, D. Kuperberg
e J.-E. Pin [3] sobre variedades de func@es de custo, propusemo-nos estudar fungdes de custo de um
ponto vista mais algébrico, procurando fazer um paralelo com resultados ja conhecidos em linguagens

formais, como por exemplo o Teorema de Eilenberg.

No primeiro capitulo, recordamos as defini¢des e os resultados mais importantes na teoria das linguagens

formais necessarios no nosso contexto.

No segundo e principal capitulo, desenvolveremos uma teoria andloga a das linguagens formais, intro-
duzindo o conceito de ideal de ordem reconhecivel o qual generaliza o de linguagem regular. Definimos
algebra de estabilizacdo e autémato de estabilizagdo. O nosso conceito de dlgebra de estabilizagdo di-
fere em parte do apresentado em [3]. Construimos F(A), a dlgebra de estabilizag@o "livre", e definimos
ideal de ordem reconhecivel em F(A). Apds apresentarmos o conceito de autémato de estabilizagao,
provamos que um ideal de ordem € reconhecido por uma algebra de estabilizagdo finita se e s6 se é
reconhecido por um autémato de estabilizacdo finito. Provamos também que o Problema da Igualdade

para ideais de ordem reconheciveis é decidivel, tal como acontece nas linguagens regulares.

No terceiro capitulo, mostramos como a teoria obtida no capitulo anterior se relaciona com a teoria
das fungdes de custo. Neste capitulo, introduzimos o conceito de n-factorizagdo que provamos ser
equivalente ao de n-computacido de Colcombet e com esta abordagem vemos que o conceito de ideal de

ordem reconhecivel generaliza o conceito de fun¢do de custo regular.



CapriTULO 2

Generalidades

Este capitulo tem como objetivo recordar alguns resultados e ideias mais importantes, para 0 nosso
estudo, sobre a Teoria Classica das Linguagens Formais, que serdo tteis para a compreensio do proximo

capitulo. Para uma leitura mais detalhada sobre este tema, o leitor poderd consultar por exemplo [6].

2.1 Linguagens Regulares
No que segue, A" (A*) denota o semigrupo (monoide) livre num alfabeto A. Uma linguagem L em A é
uma parte de A* (A*).

Definicédo 2.1.1. Dados um alfabeto finito A, uma linguagem L C A* e um semigrupo finito S, dizemos
que um morfismo ¢ : A* — S reconhece L se ¢ ' (@(L)) = L, e, neste caso, que S reconhece L. Se
existe um semigrupo finito que a reconhece, entdo L diz-se reconhecivel.

Exemplo 2.1.2. Sejam
A ={a,b}, S =1{0,1} e p: A" > S, pa) =0, pb) = 1.

Entdo ¢ reconhece L = b* = {b" | n € N} e L é reconhecivel.

Dada uma linguagem L C A*, podemos-nos perguntar se existe ou ndo um semigrupo finito S que
reconheca L. Tal nem sempre sucede, por exemplo a linguagem L = {a” : p € N, p primo} em A = {a}
ndo é reconhecivel.

Defini¢ao 2.1.3. Dada uma linguagem L C A*, definimos a rela¢do p;, € A* X A* por

upLv se e sO se (Vx,ye A", xuye L © xvy € L)

A relagdo py é uma congruénciaem A" e satura L, i.e., se (u,v) € py eu € Lentdo v € L. Dado que temos
uma congruéncia, o conjunto S(L) := A*/p; é um semigrupo que designamos por semigrupo sintitico
de L.

Proposicao 2.1.4. Dada uma linguagem L C A*, o semigrupo S (L) é finito se e s6 se L é reconhecivel.

2.2 Variedades de linguagens

Apresentemos alguma notac¢do: escrevemos 7 < § se T é um subsemigrupo de um semigrupo S;

¢: S —» T se ¢ éuma aplicagdo sobrejetivae ¢ : S — T se for injetiva.
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Definicao 2.2.1. Seja V uma classe ndo vazia de semigrupos finitos. Dizemos que V é uma pseudovari-
edade se satisfaz as seguintes condi¢des:

e SeSeVeT <S,entaoT €V,
e SeSe€Veyp:S » T morfismo, entdo T € V;
e SeSyq,....,5reV,entio Sy X --- xS, eV.

Exemplo 2.2.2. A classe de todos os semigrupos finitos forma uma pseudovariedade. A classe de todos
os grupos finitos ndo forma uma pseudovariedade, pois ndo satisfaz a primeira condicao.

Dada uma linguagem L C A* e u € A™ definimos os residuais Lu~!, u~'L como sendo {v € A* | vu € L}
e {v € A" | uv € L}, respetivamente. No que se segue, dada uma classe de linguagens reconheciveis V,
definimos V(A™) como sendo

{LeV|LCA™).

Definicao 2.2.3. Dada uma classe de linguagens reconheciveis V, dizemos que V € uma variedade de
linguagens se satisfaz as seguintes condi¢des:

e Se A € alfabeto finito, entdo V(A*) é uma dlgebra de Boole para as operagdes unido e comple-
mento em A*;

e Se ¢ : At —» B* é um morfismo livre, i.e., um morfismo tal que ¢(a) € B* para qualquer a € A,
entdio L € V(B*) implica ¢~ (L) € V(A™);

e SeLe V(A eacA, entioLa',a 'L e V(AY).

A cada pseudovariedade V podemos associar uma variedade de linguagens V, consistindo na classe de
linguagens reconheciveis cujo semigrupo sintitico pertence a V, i.e., V — <V definida por V(A*) =
{L C A* | S(L) € V}, para A alfabeto finito.

Proposicao 2.2.4. A aplicacGo V +— V define uma bijecdo entre pseudovariedades de semigrupos
finitos e variedades de linguagens, cuja inversa é V — V, onde V é a pseudovariedade gerada por

{S(L)Y|L eV}

Definicao 2.2.5. Dados um alfabeto A, palavras u,v de A* e um semigrupo finito S, dizemos que S
satisfaz a identidade u = v se para qualquer morfismo ¢ : AT — § se tem ¢(u) = ¢(v). Denotamos por
V(u,v) a classe de semigrupos que satisfazem u = v.

Exemplo 2.2.6. Os conjuntos V(u,v), (=1 V(ns Vi), Ums1 Mpsm Y (Un, vi) formam pseudovariedades.

Proposicao 2.2.7. Toda a pseudovariedade V ¢ ultimamente definida por uma sequéncia de identidades,
i.e., existe uma sequéncia de identidades {u, = v, : n € N} tal que

V= U ﬂ V(u,, vy).

m>1n>m



CariTULO 3

Algebras de Estabilizacio

Neste capitulo apresentamos o conceito de dlgebra de estabilizacdo, o qual generaliza o conceito de
monoide, e o de ideal de ordem reconhecivel que generaliza o de linguagem reconhecivel.

Em [2], Thomas Colcombet introduz o conceito de monoide de estabilizag¢do, que utiliza no estudo de
funcdes de custo. Mais tarde em [3], € definido o conceito de dlgebra de estabilizacdo com o intuito de
generalizar a no¢do de monoide de estabilizacdo. A defini¢do aqui apresentada difere um pouco da de
[3], e surgiu ao tentar ultrapassar algumas questdes que nos ocorreram ao estudar a teoria apresentada

em [3], mas podemos dizer que ambas partilham a mesma ideia-base.

3.1 A algebra de estabilizacio F(A)

Comecemos por recordar a defini¢do de semigrupo ordenado:

Definicao 3.1.1. Um semigrupo ordenado (S, -, <) € um semigrupo (S, -) munido de uma ordem parcial
< compativel com o produto, isto €, para quaisquer a,b € S, se a < b entdo ac < bc e ca < cb para todo
o c € §. Um monoide ordenado é um semigrupo ordenado munido de uma identidade para o produto.

Definiciio 3.1.2. Uma dlgebra de estabilizacdo, a.e., S é uma élgebra (S, -, <, }) em que, (S, -, <) é
um semigrupo ordenado e “,*: S — S sdo operagdes undrias que satisfazem, para s, € S,
i) (st)fs = sts)?,
i) (shF = sfs@ = s9sF = oF < 59,
i) s<r= s < st <t

Exemplo 3.1.3. Se S é um semigrupo finito, definindo a® = a* = ' € E(S), paraa € §,ea < bse s6
se a = b, para quaisquer a, b € S temos uma élgebra de estabilizagdo.

Uma 4lgebra de estabilizagao M possui uma identidade 1 € M, se, para qualquer m € M,
m-l=1-m=mel?=1¥=1.

Neste caso, dizemos que M € uma dlgebra de estabilizacdo com identidade.

Entre dlgebras de estabilizacdo os morfismos serdo morfismos que respeitam o produto, a ordem e as
operacdes undrias. Ja entre dlgebras de estabilizacdo com identidade exigimos ainda que o morfismo
respeite a identidade. E claro que a imagem por um morfismo entre a.e. é uma a.e.
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O nosso conceito de dlgebra de estabilizacdo com identidade é uma generalizagdo do conceito de mo-
noide de estabilizacdo apresentado em [2]. No Capitulo 4 serd dada uma maior énfase a este tema.

Definicao 3.1.4. Dados um alfabeto A e simbolos -,% ,ﬁ, definimos

.AIZA’

o Al = A" Ufu-viu,ve A" U {u® |ue A" U {uf |u e A,

eT(A)=|J A" E claro que T(A) é uma (2, 1, 1)-4lgebra para as operacdes -,“ k3
neN

Exemplo 3.1.5. Sendo A = {a, b}, temos que (a® - b)ﬁ € T(A), pois a® € A% a” -be Ade (a¥- b)N €
A C T(A).

Defini¢ao 3.1.6. Em T'(A) definimos duas relagdes bindrias p e <, do seguinte modo: dados u, v € T(A),
@1,1)
upv se ¥YSae., Yo:T(A) —> S, o) = ¢(v),
@1,1)
u<p,v se V¥Sae., Yo:T(A) —> S, o(u) <s ¢(v).

Exemplo 3.1.7. Sendo A = {a, b}, tem-se agb porque podemos definir um morfismo ¢ tal que ¢(a) #
@(b). Por outro lado at <, a®.

Por defini¢do, <, € uma quasi ordem em 7'(A).
Proposicao 3.1.8. p é uma relacdo de congruéncia na (2,1, 1)-dlgebra T(A) .
Demonstracdo. E claro que p é uma relacio de equivaléncia. Vejamos as restantes condigdes:
o Seupu evpv entdo dado ¢ : T(A) — S, ouv) = p(wep(v) = e )e(V') = 'v'). Logo
wpu'v';
o Seupv,entdodado ¢ : T(A) — S, ou®) = p(w)* = (v)* = e(*). Logo u“p v*;

o A demonstracio da implicacio up v = up ¥ é andloga ao ponto anterior.

Portanto p € uma congruéncia. O

Defini¢ao 3.1.9. Denotamos T'(A)/p por F(A) e as classes [u], por it, para u € T(A). Dizemos que it <V
seu <, v.

A relagdo < estd bem definida. De facto se uy <, vy, u1 = uz € vi = v, dado um (2, 1, 1)-morfismo
arbitrdrio ¢ : T(A) — S arbitrdrio tem-se @(uz) = @(u1) < @(vi) = @(v2), logo uy <, v, e por isso
Uy <.

Proposicao 3.1.10. F(A) é uma dlgebra de estabilizacdo.
Demonstra¢do. Como p € uma relacdo de congruéncia, temos que i - v, i“ e ii* estdo bem definidos,
pelo que -,“ ¥ sdo operagdes em F(A).

Ora F(A) é um semigrupo ordenado, pois < é uma ordem parcial e é compativel com as operacdes -, ¥
Resta ver que as outras condi¢gdes da defini¢do de dlgebra de estabilizacdo sdo satisfeitas:



CAPITULO 3. ALGEBRAS DE ESTABILIZACAO 7

i) (505 = (sn)fs = s(es)t = 575, pois (s0)fs p s(ts)F;

ii) A demonstracdo que as igualdades sdo satisfeitas é andloga a do ponto anterior. Além disso,
= st <59 =5 pois s* <, 5

iii) Suponhamos § < 7. Seja ¢ : T(A) — S. Temos ¢(s) <s ¢(1) pois s <, t. Logo ¢(5)* <s ¢(1)*,
pelo que ¢(s*) <g (), donde s@ < 1 e, portanto, 5 < 7. Analogamente, 5 < 7 implica 5% < 7.

Logo F(A) é algebra de estabilizacdo. O

Lema 3.1.11. Sejam T uma dlgebra de estabilizacdo e ¢ : A — T uma aplica¢do. Entdo existe um
tinico (2,1, 1)-morfismo ¢ : T(A) — T e um inico morfismo de dlgebras de estabilizacdoy : F(A) — T,
que sdo extensoes de .

Demonstra¢do. Tal como sucede com T(A), definimos ¢ por recorréncia. Dado um elemento u de T'(A),

o Seuc€A,pu) = @u);
o Seu = ujuy, p(u) := p(u))e(uy);
o Seu=u, g(u) := @(u)”;

o Seu =, Gu) := P .

Por defini¢do, ¢ é um (2, 1, 1)-morfismo. Atendendo a defini¢do de p e <,, temos que a aplicagio
0 FA) > T
it = o(u)

estd bem definida e é um morfismo de dlgebras de estabiliza¢do. Por construgio, a unicidade de g e @ é
clara. O

3.2 Ideais de ordem de F(A) reconheciveis

Nesta sec¢do vamos definir ideal de ordem reconhecivel da dlgebra de estabilizacdo F(A), conceito que
vai desempenhar o mesmo papel do de linguagem reconhecivel em A*.

Definicao 3.2.1. Sejam S uma algebra de estabilizacdo e 7~ C S. Dizemos que 7~ € uma subdlgebra de
estabilizagdo de S, e escrevemos 7 < S, se 7 € uma a.e. para as operagdes e para a ordem induzidas
em 7 pelas de S.

Note-se que neste caso a aplicagdo inclusdo id : 7 — S € um (2, 1, 1)-morfismo e tem-se #; <g f; se e
s6 se id(#1) <s id(#p).

Definicao 3.2.2. Sejam 7 e S algebras de estabilizaco tais que 7 € S. Dizemos que 7 € uma o-
subdlgebra de estabilizacdo de S, e escrevemos 7 <, S se a aplicagdo id : 7 — S € um morfismo.

Por definicdo, 7 < S implica 7 <, S. Note-se que se 7 <, S podemos ter elementos u e v em 7 tais
que u <g vmas u £g V.
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Exemplo 3.2.3. Consideremos:

a|b|t|ow @ clalbl|l 8| w e
alal|bllal|a alal|bllal|a
b|b|bl|b]|b @ b|b|bl|b]|b e
(a) Algebra de estabilizacdo 7~ (b) Algebra de estabilizagdo S

Neste caso 7 £ S, apesar da aplicagdo id : 7 — S ser um (2, 1, 1)-morfismo porque b < a em S mas
b £aem7 . Noentanto 7 <, S.

Definicao 3.2.4. Dada uma élgebra de estabilizacio S, dizemos que 7~ C S é um ideal de ordem de S
quandodadoste T ese S,ses<rentiosc 7.

No exemplo 3.2.3, 7 é um ideal de ordem de S.

Exemplo 3.2.5. Consideremos:

lallt|ow @ ['lzzﬁw e
dlaejala bbbl b|b e

(b) Algebra de estabilizacio S

S
S

(a) Algebra de estabilizacdo 7~

Neste caso, 7 ndo é um ideal de ordem de S poisb <a €T masb ¢ 7.

Definicao 3.2.6. Sejam S uma dlgebra de estabilizacdo e ¢ : F(A) — S um morfismo de dlgebras de
estabilizagdo. Dizemos que L C F(A) é reconhecido por ¢ se

e v l(p(L) =L,

e (L) é um ideal de ordem de ¢(F(A)), i.e. (tp(b't) < @), ve L) = Ju; € Ltal que ¢(it) = ¢(uy).

Diz-se que uma a.e. S reconhece L C F(A) se existe um morfismo ¢ : F(A) — S que reconhece L.
Dizemos também que L C F(A) é reconhecivel se existe S a.e. finita que reconhece L.

Como caso particular, dado que ¢(L) é um ideal de ordem, tem-se

<xexel)=(p(y) <p(x) e p(x) € p(L)) = ¢(y) €Ep(L) > y €L,

ou seja, se L é reconhecido por ¢, entdo L € um ideal de ordem de F(A).

Observagdo 3.2.7. Equivalentemente, L C F(A) é reconhecido por ¢ se e s6 se
o@) < @), velL=ucl.
Esta caracterizagdo serd a mais usada no que se segue.

Definicao 3.2.8. Sejam S| e S; dlgebras de estabilizacido. Definimos o conjunto S; X S, e as respetivas
operacdes -, * de maneira natural, ou seja, estio definidas componente a componente. A ordem em
S1 X 8, fica definida por (21, 1) <s,xs, (51, 52) se e s6 se t] <g, 51 € 12 <g, 2.

Por definicdo, S| X S» é uma élgebra de estabilizacdo.
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Proposicao 3.2.9. Sejam S| e S, dlgebras de estabilizacdo e T\ e T, subdlgebras de estabilizacdo de
S1 e 8y, respetivamente. Entdo T1 X T é uma subdlgebra de estabilizacdo de S1 X S».

Demonstragdo. Como T e T, sdo dlgebras de estabilizacdo, entdo 77 X 7, também €. Sejam (¢1,1,) e
(t1, ;) elementos de 71 X 7. Por defini¢do,

(t1,12) Srixr, (1, 85) © 11 <7, 1), <y 1) © 11 <5, 1,12 <s, 1) © (11, 12) <5,x8, (1], 15).
Assim 7 X 77 € uma subdlgebra de estabilizagdo de S; X S,. O

Proposicao 3.2.10. Sejam L, e L, ideais de ordem de F(A) reconheciveis, entdo os ideais de ordem
LinNnLyelLiUlLyde F(A) sdo reconheciveis.

Demonstracdo. Sejam ¢ : F(A) > Sy e ¢ : F(A) —» S; morfismos que reconhecem L e L, respeti-
vamente, com S; € S, a.e. finitas.
Consideremos o morfismo ¢ : F(A) — 81 XS, dado por ¢(u) = (¢1(i1), p2(it)). Vejamos que ¢ reconhece
LiNnlyelL UL,:

1) Reconhece L; N Ly:

o Suponhamos ¢(i1) < (V) com v € L1 N Ly. Logo ¢1(i1) < ¢1(¥) comv € LyNLy € L. Entdo
i € Li. Analogamente it € L, e portanto it € L1 N Lj.

ii) Reconhece L; U L;:
o Suponhamos ¢(it) < (V) com v € L1 UL;. Existei € {1,2}tal que v € L;. Logo ¢;(it) < ¢;(V)
comV € L;. Entdo &1 € L; e portanto &1 € L1 U L.
A demonstracgdo fica assim concluida. O

Proposicao 3.2.11. Sejam A e B alfabetos,  : F(A) — F(B) um morfismo de dlgebras de estabilizacdo
e L um ideal de ordem de F(B) reconhecivel. Entdo ' (L) é um ideal de ordem reconhecivel de F(A).

Demonstragdo. Seja ¢ : F(B) — S um morfismo de a.e. que reconhece L, com S finita. Vejamos que
0 morfismo ¢ o ¢ reconhece w‘l(L). Suponhamos que (¢ o ¥)(i1) < (¢ o Y)(V) com ¥ € Y~ (L). Assim
W) < e(Y(v)) com Y(v) € L. Como ¢ reconhece L, obtemos (&) € L e portanto i € (D). m]

3.3 Algebra de Estabilizacio Sintatica

Tal como acontece no caso das linguagens reconheciveis, podemo-nos perguntar se existe ou ndo uma
"4lgebra de estabilizagdo sintitica" associada a um dado ideal de ordem L de F(A). Vamos mostrar que
tal sucede.

No que se segue, A € um alfabeto finito e x € um elemento fixo ndo pertencente a A.

Definicao 3.3.1. Dado um alfabeto A e uma letra x ¢ A, definimos:

e ¢ = {x},
e cy={xw:weTA}U{wx:weT(A)}U {x‘”,xﬁ},

® Cyuil ={CWICECn,WET(A)}U{WCZCEC,,,WET(A)}U{C‘UICECn}U{CﬁICEC,,}



10 CAPITULO 3. ALGEBRAS DE ESTABILIZACAO

ectx(A) = U cy.
neN

Notemos que na expressao de um elemento de ctx(A) o simbolo x surge apenas uma vez. Um exemplo,
com A = {a, b}, a“’baxab(ba)ﬁ € c¢3. Temos ctx(A) c T(A U {x}) mas por exemplo X eTAUxDe
x% ¢ ctx(A). Fixo t € T(A), denotamos por

¢ : T(AU {x}) = T(A)

X+t

ar—a

o dnico (2, 1, 1)-morfismo de dlgebras (-,“ ,ﬁ) tal que ¢,(x) = t e ¢4(a) = a, para qualquer a € A.
Observagdo 3.3.2. Por definicdo, se ¢t e w sdo elementos de T(A), entdao ¢,(w) = w.

Definicao 3.3.3. Definimos Ctx(A) = {#z € F(A U {x}) : u € ctx(A)}, a que chamamos o conjunto dos
contextos. Dados t € T(A) e C = ¢ € Ctx(A) com ¢ € ctx(A), definimos C(7) := ¢:(c).

Antes de provarmos que esta defini¢do é coerente, notemos que podemos encarar a definicao anterior
como um processo de "substituicdo de X por 7",

Ctx(A) — F(A) = T®W,
C=¢+ ¢)(c) =: C@H)

E necessdrio verificar que este conceito estd bem definido, isto &, ndo depende dos representantes toma-
dos. Sejam 11,1, € T(A) tais que, 1] = f. Temos ¢, (x) = 1] =t = ¢,(x) € ¢, (a) = a = ¢, (a) para
a € A. Logo, para qualquer ¢ € ctx(A), obtemos ¢, (c) = ¢;,(c), atendendo a definicio de ctx(A).
Suponhamos agora que c¢| = ¢3, com ¢y, ¢ € ctx(A). Dado um (2, 1, 1)-morfismo arbitrério

p:TA) — S,

pod, : T(AU{x}) = S é também um (2, 1, 1)-morfismo. Como ¢| = ¢z, temos ¢ o ¢, (c1) = ¢ o ¢y, (c2),
ou seja, (¢, (c1)) = @(¢y,(c2)). Por isso ¢y, (c1) = ¢, (c2). Analogamente, ¢;,(c1) = ¢, (c2).

Assim ¢y, (c1) = ¢,(c2), parat; = e cf = ¢s.
Exemplo 3.3.4. Consideremos A = {a, b} e C = (a*-%)© € Ctx(A). Entdo C(D) = ¢p((a? - X)) = (a*-b)*.
Lema 3.3.5. Seja C € Ctx(A).

i) Dado u € T(A), existem D,D’ € Ctx(A) tais que C(vu) = D) e C(uv) = D’(¥), para todo o
veT);

ii) Existe D € Ctx(A) tal que C(u®) = D(i1), para todo o u € T(A);
iii) Existe D € Ctx(A) tal que C(ﬁﬁ) = D(i1), para todo o u € T(A).

Demonstragdo. Seja C = ¢, com ¢ € ctx(A):

1) Tomemos y,¢o : T(A U {x}) = T(A U {x}) (2,1, 1)-morfismos tais que ¥;(x) = xu, ¢1(a) = a,
Yo (x) = ux e yr(a) = aparaa € A. Sejam D = y1(c) e D’ = yp(c). Repare-se que ¥1(c) e ¥a(c)
pertencem a ctx(A), donde D, D’ € Ctx(A).

Dado que ¢, o ¥1(x) = ¢,(xu) = vu e ¢, o ¥1(a) = a paratodo o a € A, temos ¢, 0 Y| = Py.
Analogamente, ¢, o Yo = ¢,,. Entdo

Cvu) = ¢u(c) = $(W1(c)) = D),
Cv) = ¢u(c) = y(WY2(c)) = D'().
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ii) Tomemos agora ¢ : T(A U {x}) — T(A U {x}) um morfismo tal que ¥(x) = x* e ¥(a) = a
paraa € A. Seja D = y(c). E claro que Y(c) pertence a ctx(A), donde D € Ctx(A). Dado
que ¢, o Y(x) = u® e ¢, o Y(a) = a paratodo o a € A, temos ¢, oy = ¢,». Entdo obtemos

C@®) = ¢yo(c) = pu(W(c)) = D(w).

1ii) TomemosL T(A U {x}) = T(A U {x}) um morfismo tal que y(x) = xte Y(a) = aparaa € A.
Seja D = y(c). Temos D € Ctx(A) e, dado que ¢, o y(x) = ut e ¢y oY(a) =aparatodooa € A,
obtemos ¢, o ¥ = ¢,5. Logo C(@i!) = ¢,4(c) = ¢u(y(c)) = D).

A demonstragdo fica assim concluida. |
Defini¢ao 3.3.6. Dado L C F(A), denotamos por py, a relagio bindria em F(A) definida por, paraii, v € L,
uprvseesése VC € Ctx(A), C(n) e L & C(v) € L,

que designamos por relacio sintética associada a L.

Proposicao 3.3.7. A relacdo py é uma congruéncia em F(A).

Demonstracdo. E claro que p; € uma relacdo de equivaléncia. Vejamos que respeita as operacoes bindria
e undrias.

o Suponhamos ujp;vi € upprvz. Pelo Lema 3.3.5 (i), dado C € Ctx(A), existem D e D’ tais que
C(wup) = D(w) e C(viw) = D’(w), para todo o w € T(A). Entdo

Cum)e L& Du) el o DEy) el
o Chiuy)e Lo D'(up) el
& D'(n)el e Chnn) e L.

Concluimos que ujuzprviv;.
o Se iipr v, pelo Lema 3.3.5 (ii), dado C € Ctx(A), tem-se para algum D € Ctx(A),
C@®YeLe Dm)eLe Di)eL e CG®) eL,
donde #“prv*. Prova-se analogamente que oL v,

Portanto p;, é uma congruéncia. O

Designamos a congruéncia p; como a congruéncia sintdtica associada a L.
Definicao 3.3.8. Designamos a (2, 1, 1)-algebra F(A)/pr por S(L).

Definicdo 3.3.9. Sejam [ii],,, [V],, € S(L). Dizemos que
[#]y, < [V]p, seesoseVC € Cix(A), C(n) € L « C(V) € L.

Lema 3.3.10. A relacdo < é uma ordem parcial em S(L).

Demonstracdo. Vejamos que < estd bem definida. Suponhamos que u1ppuz, viprv, e VC € Ctx(A), C(uy) €
L & C(v3) € L. Dado C € Ctx(A),

Cp)eLeoClupel<=Chv)el s COn el

Logo < estd bem definida e é claramente reflexiva, antissimétrica e transitiva. |
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Lema 3.3.11. Seja S uma dlgebra de estabilizacdo. Dado ¢ : F(A) — S morfismo de dlgebras de
estabilizacdo, para u,v € F(A),

@(in) < (V) = @(C(@) < e(C(7)),YC € Ctx(A).

Demonstracdo. Dado C = ¢ € Ctx(A) com c € ctx(A), temos que ¢ € ¢, para algum n € N. Provemos o
resultado por indug¢do sobre n.

o Sen =1, temos ¢ = x, e por isso C(it) = m = ¢,(x) = u. Analogamente C(¥) = ¥. Entao
e(C(n)) = @) < (V) = p(C(V)).

o Supondo que a afirmacdo € valida para ng. Provemos o caso n = ng + 1. Ora se ¢ € ¢yy+1, temos ¢
daformad-wouw-doud” oudﬂ,comde cnyew€T(A).SejaD =d. Sec=d-w,entido:

e(C(@) = p(Pu(c)) = p(Pu(d - w)) = P(Pu(d)pu(w)) =
= p(¢u(d) - W) = p(D(@))p(W) < (Observacio 3.3.2)
< (D)) = p(Pu(d)py(w)) = p(C(V)). (por hipétese de indugdo)

Se ¢ = d“, entdo:

@(C(@)) = @(u(0) = p($u(d®)) = p(u(d))” = p(D(i))* <
< @(D@)” = p($,(d)” = p($,(d?)) = p(y()) = P(C ).

Os casos w - d e d* sdo andlogos.

O resultado fica provado pelo principio de inducio. O

Aplicando o lema anterior para o morfismo identidade de F(A), obtemos que # < ¥ implica C(it) < C(V),
para qualquer C € Ctx(A). Assim, observamos que # < v € uma condicdo suficiente para ¢(C(i1)) <

e(C(©)).

Daqui em diante, quando referirmos que L € um ideal de ordem, queremos dizer que L € um ideal de
ordem de F(A), onde A é um alfabeto finito.

Proposicao 3.3.12. Seja L um ideal de ordem. Entdo S(L) é uma dlgebra de estabilizacdo.

Demonstragdo. Como consequéncia da Proposicdo 3.3.7, tem-se que S(L) € uma (2, 1, 1)-dlgebra. Pelo
Lema 3.3.10, temos que < é uma ordem parcial em S(L). Vejamos que < é compativel com o produto:

o Suponhamos que [u]y, < [vilp, € [u2]p, < [v2]p,. Seja C € Ctx(A). Pelo Lema 3.3.5 (i), existem
D, D’ € Ctx(A) tais que C(wuy) = D(w) e C(viw) = D’(w) para todo o w € T(A). Entdo

Cluruz) = D(uy) € L
& DO eL e Cup) =D'(uz) € L ([ur] < [viD)
& D'(n) =C(in) € L. ([u2] < [v2])

Entdo [u1][uz] < [vil[v2].

Resta ver que S(L) satisfaz as condigdes i), ii) e iii) da defini¢do 3.1.2 de dlgebra de estabilizag@o.
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1) Atendendo a defini¢do 3.1.9 temos

(@lv) (@) = [av)'[a)
= [(@v)"[a]
= [(@v)a]
[a(vi)]
- = [al([P)[a)t.

ii) As igualdades demonstram-se de modo andlogo as de i). Vejamos entdo que [#]* < [#]“. Temos
it < i, pelo que, dado C € Ctx(A), como consequéncia do Lema 3.3.11 temos C(ii*) < C(i®).
Ora como L é um ideal de ordem, se C(#®) € L entdo C(ﬁﬁ) € L. Assim [ﬁ”] < [@“], ou seja,
[a]* < [a]“.

iii) Se [it] < [¥], entdo por 3.3.5 (ii) existe D € Ctx(A) tal que C(W®) = D(w) para todo o w € T(A).
Temos
Ca*YeLe D) e L= DW)eL e CP)eL,

donde [#]“ < [V]“. Analogamente prova-se que < respeita i,

Portanto S(L) é uma algebra de estabilizac?o. O
Definicao 3.3.13. A S(L) chamamos dlgebra de estabilizacdo sintdtica de L.

Proposicao 3.3.14. Se L é um ideal de ordem de F(A), entdo S(L) reconhece L.

Demonstracdo. Seja ¢ : F(A) — S(L) definido por ¢(i1) = [i]. E claro que ¢ é compativel com as

operacdes (-, ,*) atendendo 2 defini¢io das operacdes em S(L) = F(A)/pr. Vejamos que ¢ respeita a
ordem.

Se i < ¥, como consequéncia do Lema 3.3.11, temos C(i#) < C(v) para qualquer C € Ctx(A). Portanto
se C(v) € L entdo C(it) € L, pois L é um ideal de ordem. Assim [i&] < [¥].

Suponhamos que [#] < [V] e ¥ € L. Tomando C = X temos C(¥) = ¥ € L. Como [it] < [V] entdo C(&1) € L,
logoii € L. |

Proposicao 3.3.15. Sejam S uma dlgebra de estabilizacdo e ¢ : F(A) — S um morfismo de a.e. que
reconhece um ideal de ordem L de F(A). Se S é finito entdo S(L) também ¢é finito.

Demonstracdo. Pelo Lema 3.3.11, para qualquer C em Ctx(A), ¢(i1) = ¢(v) implica ¢(C(ir)) = ¢(C(¥)).
Vejamos que a lei

60 : o(F(A)) - S(L)
o(it) = [it]y,

define uma aplicagio sobrejetiva. De facto, se ¢(it) = ¢(¥), como L = ¢~ (¢(L)), obtemos
Ca)e L & o(C@) € p(L) & p(C() € p(L) & C() € L,

donde [it],, = [V],,. Logo 6 estd bem definida e é claramente sobrejetiva. Portanto |[S(L)| < |o(F(A))| <
|S|, donde se S € finito, S(L) também é. O

Ao morfismo 7 : F(A) — S(L) definido por & — [&] chamamos morfismo sintdtico.
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Definicao 3.3.16. Sejam S e S’ dlgebras de estabiliza¢do. Dizemos que S divide S’ e escrevemos S | &,
se existe uma subalgebra de estabilizacdo 7 de S’ e um morfismo ¢ : 7’ - S sobrejetivo. Dizemos
que S o-divide S’ e escrevemos S |, &', se existe uma o-subdlgebra de estabilizagdo 7’ de &’ e um
morfismo ¢ : 7/ - S sobrejetivo.

(7"‘/ c } Sl

f

Dado que 7’ < & implica 7’ <, &', entdo

SIS=8,8.
Proposicao 3.3.17. Sejam T, S| e S; dlgebras de estabilizacao tais que T divide S). Entdo T divide
S 1 X Sz.

Demonstragdo. Seja 71 uma subdlgebra de estabilizagdo de S; e ¢ : 71 - 7 um morfismo sobrejetivo.
Pela Proposicdo 3.2.9, 77 X S, é uma subalgebra de estabilizacdo de S| X S;. Como a aplicagio

O T1IXS > T
(t,5) = (1)

€ um morfismo sobrejetivo, a dlgebra de estabilizacdo 7 divide S; X S». ]

Proposicao 3.3.18. Sejam S1,S,, S| e S, dlgebras de estabilizagdo tais que S’ divide Sy e S), divide
S». Entdo S’l X S’2 divide S X S».

Demonstragdo. Como S| divide Sy, existem 77 < S € um morfismo ¢; : 71 — 8 sobrejetivo.
Analogamente existem uma subdlgebra de estabilizacdo 7, de S, e um morfismo sobrejetivo ¢, : 7, —
S’ Pela Proposigdo 3.2.9, 77 X 73 € uma subdlgebra de estabiliza¢do de Sy X S». Como a aplicagdo

C1Xpr:T1XT2—= 8 xS,
(51, 52) = (@1(51), 92(52))

€ um morfismo de 4lgebras de estabilizacio e € sobrejetiva, tem-se o que se pretendia. O

Lema 3.3.19. Sejam S|, S dlgebras de estabilizacdo e ¢ : Sy — Sy um morfismo, entdo ¢(Sy) < S».

Demonstracdo. Dado que ¢ é um morfismo, temos que ¢(S;) € uma algebra de estabiliza¢do onde as
operacdes e a ordem sdo as induzidas pelas de S,. |

Proposicao 3.3.20. Seja L um ideal de ordem de F(A). Se S é uma dlgebra de estabilizacdo que
reconhece L, entdo S(L) | S.

Demonstracdo. Seja ¢ : F(A) — S um morfismo que reconhece L. Pelo Lema 3.3.19, ¢(F(A)) é uma
subdlgebra de estabilizacdo de S.

o(F(A) ——> S

Js

S(L)
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Seja ¢ : p(F(A)) — S(L) definida por ¢(¢(ir)) = [it]y,. Vejamos que ¢ estd bem definida. Supondo
©(it) <s (), pelo Lema 3.3.11, temos para qualquer C € Ctx(A),

Ca)e L & o(C@) € p(L) = p(C()) € p(L) & C(V) € L.
Logo [it],, < [V]y,. Como <g € antissimétrica, entdo
p(in) = p(v) = [uly, = [Vlp,-

Assim concluimos que ¢ estd bem definida.
Atendendo a que ¢ é um morfismo e a definicdo das operagdes em S(L), conclui-se que ¢ também € um
morfismo. Como ¢ € obviamente sobrejetiva, tem-se o resultado pretendido. O

Observacdo 3.3.21. Pela demonstragdo anterior, podemos concluir que S(L) é um quociente de S se
¢ : F(A) — 8 é sobrejetiva.

Proposicao 3.3.22. Seja L um ideal de ordem de F(A) e S uma dlgebra de estabilizacdo. Se S(L) | S,
entdo S reconhece L.

Demonstracdo. Por hipétese, existe um morfismo ¢ : 7 —» S(L), onde 7 < §. Para cada a € A,
podemos escolher 7, € 7 tal que y(t,) = [al,,. Sejag : A — 7 C Stal que a — 1,. Atendendo ao
Lema 3.1.11, denotamos por ¢ : F(A) — 7 o morfismo de dlgebras de estabilizagdo induzido por ¢.
Consideremos o seguinte diagrama,

7 Ly S

A

F(A)

onde 7 € o morfismo canénico de F(A) em S(L). O diagrama é comutativo pois se u# é um elemento de
I(A),

o Caso u € A, por definicdo temos ¢ o @(it) = Y(p(u)) = Y(t,) = [il,, = n(i);

o Caso u = uju, entdo ¥ o p(ir) = ¥ o P(uruz) = Y)Y (pz)) = n(uy)n(uz) = n(i);

o Os restantes casos sdo andlogos.
Vejamos que id o ¢, onde id : 7 — S é a incluséo, reconhece L:

o Suponhamos (id 0 @) (#) < (id o @) (V) com v € L e it € F(A). Em particular tem-se @(&1) < @(¥).
Como ¢ é um morfismo, temos que ¥ o @(it) < ¥ o Y(¥), isto &, [il,, < [V]y,. SejaC = X €
Ctx(F(A)), entao

neleCeleC@)eloevel.

Concluimos que S reconhece L. O

Corolario 3.3.23. Seja S uma dlgebra de estabilizacdo e L um ideal de ordem de F(A). Entdo S
reconhece L se e sé se S(L) | S.

Lema 3.3.24. A relacdo | é transitiva.
Demonstracdo. Sejam S, S, e S dlgebras de estabilizagio tais que S1| Sz e So | S3. Sejam S, < Sy,

S} < 83 e morfismos ¥ : 8 » 81,43 : 8 » So.
Vejamos que y/31(S}) < S3: de facto,
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° ;.l/gl (8}) € uma (2, 1, 1)-subdlgebra de S, pelo que podemos considerar :,ltgl (85) como subdlgebra
de estabilizagdo de S ¢, logo, de S.
Definindo ¢ : v,lzgl(Sé) » 8, » Sy, 2 Y2 0 Y3(2), temos um morfismo. Logo Sy | S3. O
Proposicao 3.3.25. Seja S uma dlgebra de estabilizacdo e L um ideal de ordem de F(A). Se S reconhece
LeS|T entdo T reconhece L.

Demonstracdo. Como S reconhece L, entdo S(L) | S, pela Proposi¢do 3.3.20. Como a relagdo | é
transitiva, temos que S(L) | 7. Pelo Corolario 3.3.23, concluimos que 9~ reconhece L.

3.4 Complemento

Vamos agora estudar um objeto que, de certo modo, corresponde ao complemento em linguagens regu-
lares.

Definiciio 3.4.1. Dado L C F(A), definimos F(A)o L ={ii€ F(A) | Al € L, [l_]pL < [u]p, }, que de certo
modo, pode ser visto como “F(A) \ (TPL L) .

Recorde-se que no caso das linguagens regulares, a ordem em A* é a igualdade, pelo que, A¥ToL = A*\L
pois
ueA*\Le AleL|ll, =lil, © AleLlll, <lul, ©@ancA"oL.

Proposicao 3.4.2. Seja L um ideal de ordem de F(A).

a) O morfismo sintdtico associado a L reconhece F(A) © L.

b) Se L é reconhecivel, F(A) © L também o é.
Demonstragdo. Consideremos o morfismo sintdtico 7 : F(A) - S(L), n(it) = [it],,. Provemos que
reconhece F(A) e L.

Suponhamos que 7(it) < 7(¥) com ¥ € F(A)© L. Se it ¢ F(A)© L, entdo existe [ € L tal que [l_]pL < [ulp,

donde [/],, < [V]y,, 0 que implicaque v ¢ F(A)© L. Logo it € F(A)© L. m]

Como consequéncia, se L € um ideal de ordem entdo F(A) © L é também um ideal de ordem.

3.5 Autéomato de estabilizacao

Nesta seccao apresentaremos o conceito andlogo ao de autémato no campo das dlgebras de estabilizagao.
Obteremos também uma caracterizagdo alternativa de ideal de ordem reconhecivel.

Consideremos um conjunto parcialmente ordenado Q, um alfabeto finito A e uma aplicagdo (ou agdo de
Aem Q)
O:0XA—> Q.

Para cada elemento ¢ € Q, consideremos aplicacdes
a',l‘q”,lg 00— 0.

A acdo de A em Q pode ser estendida por indugdo a uma ac¢do de T(A) em Q: dadosw € T(A) e g € O,
definimos por indugdo g ¢ w:
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Se w € A!, entdo q ¢ w jd estd definido;
e Sew =wiwy, comwy,wy € A", entdo g O w := (g O wi) O wa;

o Sew=w¥

7, comw; € A", entdo g O w := l;” (o(g) O wy);

e Sew= wﬁ comw; € A", entdo g O w := lg (o(q) O wi).

19
Definicao 3.5.1. Um automato A é constituido por um 7-tiplo

(Q’A’ <>, g, T’ {l;)}qEQ’ {lg}qEQ)’

onde

e (¢ um conjunto parcialmente ordenado cujos elementos chamamos de estados;

A é um alfabeto finito;

¢ denota uma acdo de A em Q tal que a correspondente acdo de 7'(A) sobre Q € compativel com a
ordem de Q, isto é, para cadaw € T(A)

QISP =>q oW ow;

T € um subconjunto de Q;
e o é uma aplicacdo de Q para Q;

Iy, lg sdo aplicacoes de Q para Q e que satisfazem

G <@p=1q)<qp) e qglq@p= lg(ql) < lf,(qz),
para quaisquer estados g, ¢; € g» em Q. As aplicacdes Iy e lg chamamos de levantamentos.

Um autémato A diz-se finito se o nimero de estados € finito.

Observagdo 3.5.2. Notemos que a acdo de T(A) em Q, determina para cada w € T(A), a aplicagao
w:0—-Q0
g qow

Assim {w : w € T(A)} € um subsemigrupo do monoide das transformagdes O*(Q) que preservam a
ordem de Q.

Seja A =(Q,A,90,0,T, {l‘;}qu, {lg}qu) um autémato. Fixado um estado i € O, definimos o conjunto
Im(0)={ge Q|IweT(A)talque g =i ¢ w}.

Dado que Im(¢) é um subconjunto de O, podemos associar-lhe a restricao da ordem parcial de Q.

Definicao 3.5.3. Consideremos um autémato A = (Q,A, 0,0, T, {l‘;}qu, {lg}qu) e um estado i € Q.
Dizemos que A € um autémato generalizado se T é um ideal de ordem de Im(¢) e Im(o) = {i}.

Ao elemento i chamamos estado inicial e aos elementos de T chamamos estados terminais. Deste modo,
um autémato generalizado pode ser visto como um 7-tiplo

A= (Q,A, 0,0, T, 1) ge0: 1 ge0),

onde T é um ideal de ordem de Im(¢).
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Exemplo 3.5.4. Consideremos o conjunto parcialmente ordenado Q := ({i, g}, =), o alfabeto A := {a, b}
e a acdo e levantamentos

0:0xA— 0 [ N R Io)
(i,a) > g iq
(g.a) > g qgrq
(i,b) — i
(g.b) = q

Por exemplo,
iobdd =1 0b) 0d’d = 1°G) oaPdb =qod’d =qod =Tl (ioa)=q

O autémato A = (Q, A, 0,1, T, {l;.", l‘;}, {l?, lg}) pode ser descrito por:

Figura 3.3: Autémato de estabilizacdo A

Definicao 3.5.5. Um autémato generalizado A = (Q, A, 0,1, T, {l;’ }ge0> {lg}qu) diz-se ser um automato
de estabiliza¢do se para quaiquer elementos u e v de T(A) tais que u <, v, se tem ii(g) < ¥(g) para
qualquer estado g € Q.

Como consequéncia, num autémato de estabilizacdo A = (Q, A, 0,1, T, {l;"}qu, {lg}qu) tem-se il = vV &
upv = Vq € Q,ii(q) = ¥(q).

Se A=(0,A,90,i,T, {l‘;}qu, {lg}qEQ) é um autdmato de estabilizacdo, entdo podemos definir uma agdo
de F(A) em Q em que, dados g € Qe it € F(A),

qoi:=qou.
De facto, a definicdo estd bem definida pois se # = ¥ com u, v em T(A) entao

q o u=iulqg)=vq) (uma vez que upv)
=qov.

Definicao 3.5.6. Um autémato de estabiliza¢do A reconhece um ideal de ordem L de F(A) se L = L(A),
onde L(A) ¢ o conjunto de elementos # de F(A) que levam i para um estado terminal, i.e. i ¢ i1 € T.
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Proposicao 3.5.7. Seja L um ideal de ordem de F(A).

i) Se L é reconhecido por um autémato de estabilizacdo A, entdo também é reconhecido por uma
dlgebra de estabilizacdo S(A). Se o conjunto dos estados de A é finito, isto é, se A é finito, entdo
S(A) é finito.

ii) Se L é reconhecido por uma dlgebra de estabilizacdo S entdo é reconhecido por um automato de
estabilizacdo A(S). Se S é finito entdo A(S) é finito.

Demonstragdo. 1) Suponhamos L é reconhecido por um autémato de estabilizagdo

A= (Q,A, 0,0, T, 1) ge0s 1 ge0).
Consideremos o conjunto
SA) :={w:weT(A))}

e as operacdes definidas por

~ ~ ~  ~w 5

n-v:=vou=uv, i :=u eftﬁ = ufl,

E claro que as operacdes estio bem definidas. Dizemos que i < ¥ se para qualquer estado g € Q,
ii(q) < ¥(g). E claro, também, que a relacio < é reflexiva, transitiva e antissimétrica, por isso é
uma ordem parcial. Vejamos que (S(A), -, <,* ,#) é uma dlgebra de estabilizacdo:

o J4 observdmos que se trata de um semigrupo e ¢ um semigrupo ordenado pois a ordem
parcial < é compativel com o produto: se u,v,x,y € T(A)eii < Ve X < J, entdo para
qualquer estado g € Q, tendo em conta que y € O*(Q),

(%) (q) = (Xoi)(q) < (Foi)(q) <(FoV)(g) =9 (q.
o Temos por exemplo, u(vu)ﬁp(uv)”u em 7T'(A), donde uzv\u;ﬁ = (/L;v\)ﬂ/u e portanto
aa) = a(i)f = At = uu) = (w)u = -+ = @,

sendo as restantes igualdades demonstradas de modo andlogo. Como (A é um autémato de
estabilizacdo e uf <p u®,

it = ut <u® =i,

o Suponhamos que & < 7. Entdo para qualquer estado g € Q temos ii(q) < ¥(q), em particular
ii(i) < (7). Por defini¢do de ¢, para qualquer g € Q,

i“(q) = u”(q) = q O u” = I 0 w) = 1) @@@0)) < I 00) = - =7g).
Logo i < 7. Analogamente, ii* < A
Vejamos que S(A) reconhece L. Consideremos a aplicagio

p: FA) - SA)

T ]

Por defini¢do das operacdes definidas em S(A), € claro que ¢ é um (2, 1, 1)-morfismo e respeita a
ordem. Vejamos que reconhece L. Suponhamos que &z € F(A), v € L e ¢(it) < ¢(V), i.e. it < Vem
S(A). Em particular (i) < 9(i). Como L = L(A) e ¥ € L, entdo ¥(i) € T. Dado que T € ideal de
ordem de Im(¢), tem-se #i(i) € L, pelo que it € L.
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Como S(A) € O(0), se Q é finito, entdo S(A) € finito.

ii) Suponhamos que S = (S,-,<,“.*) é uma dlgebra de estabilizacio que reconhece L. Seja ¢ :
F(A) — S um morfismo de dlgebras de estabilizagdo que reconhece L e € um elemento que
acrescentamos a S tal que é uma identidade para as operacdes -,“ e ¥. Consideremos Q := S U {e}
munido da ordem <p = <g U{(g, €)}, 0 estado inicial i = €, T = ¢(L) e r € Q. Definimos as
aplicacdes

0:0OXA >0 “:0 -0 F:0-0

(g,a) = q - ¢(a) g-r-q* gr-g

Vejamos que a extensdo de ¢ a T(A), é dada por g ¢ u = q - ¢(i1), parau € T(A) e g € Q. Como
T(A) = JA", por inducdo temos
o Seue€ A, entdo q O u = q- @(in);
o Seu=ujup,entdo g o u=(q o ur) 0 uy =(q- ) o) = q- () - o)) = q - p();
o Seu=ul,entdoqou=qouy =12G00u)=12(pM)) = q-p)” = q-pr”) = q- p();

#

o Seu=uj,entdoqou=q0 u’i = lg(i Oup) = lf,(go(u_l)) = q- @) = q- o™ = q - e(@).

Por definicdo, se g; < ¢, entdo para qualquer elemento u € T(A), temos ii(q;) < ii(q,). Para cada
r € Q, as aplicacOes [ e l& sdo levantamentos pois se g1 < g2, entdo

(q)=r-qf <r-q3 =17(q2)

pois Q é um monoide ordenado. Da mesma forma, se gq; < ¢, entdo la(ql) = lg(qz). Dado
que 7 é um ideal de ordem de ¢(F(A)) e Im(¢) = ¢(F(A)), obtemos um autémato generalizado

A= (Q.A, 0,1, T, (%) geg. {1Ege0)-

Vejamos que A € um autémato de estabiliza¢do. Suponhamos que u,v € T(A) e que u <, v, entdo
em particular ¢(i1) < ¢(v). Logo para qualquer g € Q, tem-se ii(q) = q - ¢(it) < q - (V) = V(q),
pois Q € um monoide ordenado.

Resta ver que L € a linguagem reconhecida por este autémato. Como, para u € T(A),
nelLseesosep(i) ep(L)=TseesdéseidinecT seesdseit € L(A),

obtemos L = L(A).
Se S € finito, entdo A(S) é finito.

O

Corolario 3.5.8. Um ideal de ordem é reconhecivel se e sé se for reconhecido por um autémato de
estabilizagdo finito.

3.5.1 Problema da Igualdade

Dados ideais de ordem reconheciveis L; e Ly, podemo-nos perguntar se sdo ou nio iguais. E claro que
uma possivel abordagem consistiria em verificar se cada elemento de L; pertence a L, e vice-versa.
No caso de estarmos perante ideais de ordem infinitos, este processo ndo seria finito, ou seja, ndo seria
decidivel. Entdo a pergunta que surge € se o problema em causa € decidivel ou ndo, isto &, se existe um
algoritmo independente dos ideais de ordem considerados, que dé num nimero finito de passos, uma
resposta ao problema. O objetivo desta sec¢c@o serd provar que existe um tal algoritmo e, portanto, que
este problema de igualdade é decidivel.
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Definicao 3.5.9. Seja A = (Q,A,0,0,T, {Zg}qEQ, {lg}qu) um autémato. Dizemos que n € N € uma
fronteira de A se para qualquer v € T'(A), existe u € A" tal que ¥ = ii.

Por outras palavras, definindo o conjunto A = {it € O°(Q) | u € A}, temos que n é uma fronteira de
Aseesdse A" C A" para qualquer m € N.

Vejamos uma condicao suficiente para garantirmos a existéncia de uma fronteira num autémato ‘A arbi-
trério.

Proposicao 3.5.10. Sejam A = (Q,A, 9,0, T,{lf;}qu, {lg}qeg) um autémato e n um natural tal que

A" = A Entdo n é uma fronteira.

Demonstracdo. Seja m um natural arbitrario e u € A™. Queremos provar que it € A”. E claro que se
m < n+ 1 o resultado é verdadeiro pois A™ C A"*!. Admitamos que o resultado é verdadeiro para m — 1

talquem —1 > n+ 1. Como u € A™, existem elementos u,uy € A" tais que u = ujup ou u = u‘f
#

ou u = uy. Por hipGtese, entdo existem elementos vy € v, em A" tais que u; = Vi e up = V2. Assim se
u=uu,

i = ujuy = Uz © Uy = V2 0 V| = V).
Como vy, vy € A", entdo viv, € A"! donde w € A"*! = A”. Se u = u‘l", temos, para todo o g € Q,

Wg) = uP(q) = g 0 u = [2(0(q) 0 uy) = (@ (0(@)) = LT (@) = - = ¥(g),
com vy € A™! Logou e A+l = A7 O mesmo se verifica se u = ug O resultado fica demonstrado pelo
principio de inducgao. o

Corolario 3.5.11. Seja A um autémato com conjunto de estados Q finitos e n = |Q|'9. Entdo n é uma
fronteira de A.

Demonstra¢do. Comecemos por observar que se r ndo é uma fronteira entdo nenhum s < r é uma
fronteira. Portanto, se n ndo fosse uma fronteira, tendo em conta a Proposi¢ao 3.5.10, terifamos

A] _C,_AZQA3Q_C._ZZQA”+]

Assim existiriam pelo menos n + 1 elementos distintos em A1, ou seja, existiriam 1 + |Q||Q| aplicacdes
da forma Q — Q o que é falso. Logo n é uma fronteira. O

No que se segue, seria suficiente provar que qualquer autémato tem uma fronteira. Mas com a demons-
tracdo que vamos dar, conseguimos ter uma no¢ao mais exata do nimero maximo de passos necessirio
para o algoritmo concluir se dois ideais de ordem reconheciveis sdo iguais ou nao.

Definicao 3.5.12. Seja A = (0, A, ¢,0,T, {l‘;]’}qu, {lg}qeg) um autoémato. Dizemos que g1, g € Q sdo
equivalentes se
YweTA),w(q)eT ©w(gy)eT.

Existe um algoritmo que nos permite, dado um autémato A finito e dois estados q; e ¢g» de A, dizer se
q1 € g2 sdo equivalentes? A este problema chamamos problema da equivaléncia.

Lema 3.5.13. Sejam A = (Q,A,0,0,T, {lg’}qEQ, {Zg}qu um automato finito e n uma fronteira de A.
Dados q1,q> € Q, se
YueA",qioueT ©qoucT

entdo q é equivalente a q».
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Demonstracdo. Pretendemos provar que
YweT(A),w(q)eT & wq)eT,

ou seja,
YweTA),q OweT & qp OweT.

Como n é uma fronteira, visto que
Ywe T(A),Ju € A" tal que w = i,

o resultado € imediato. O

Vamos entdo provar que

Proposicao 3.5.14. O problema da equivaléncia é decidivel. Mais concretamente, existe um algoritmo
tal que dado um autéomato A finito e estados qi, q> de A nos permite dizer se q e q» sdo equivalentes
ou ndo num ntimero finito de passos que apenas depende de |Q| e |A|.

Demonstracdo. Consideremos o automato A = (Q, A, 0,0, T, {lf;}qEQ, {l,ﬁ]}qEQ) e os estados g1, q2 € Q.
Pela Proposicio 3.5.11, temos que 1 = |Q[9! é uma fronteira de A. O conjunto A" é finito e o seu nimero
de elementos depende apenas de |Q] e |A|. O algoritmo consiste em testar apenas para elementos u € A”
se

qoueT ©qpoucT

pois pela Lema 3.5.13, tal € suficiente para concluir se g; e g, sdo equivalentes ou nao. Por construcio,
o nimero de passos necessarios para responder ao problema de equivaléncia apenas depende de Q| e
|Al. O

Provemos agora que o problema da igualdade é de facto decidivel. De facto, podemos considerar esta
conclusdo como um coroldrio da proposicao anterior.

Proposicao 3.5.15. O problema da igualdade é decidivel. Mais concretamente, existe um algoritmo
que, dados L) e L; ideais de ordem reconheciveis de F(A), nos permite dizer se Ly é ou ndo igual a L,.

Demonstragdo. Sejam

ﬂl = (QlaAa Ol’ilaTl’{x;)}qu]a{xﬂq}qEQl) € ‘7[2 = (QZ?A’ 02’ i2; T2’ {ytqu}QEst{yg}quz)

autématos de estabilizacdo que reconhecem L e L, respetivamente. Sem perda de generalidade, pode-
mos considerar Q1 N O, = . Consideremos o autémato

A=(0,A, 0,0, T, (1) ge0, ) ge0)
onde Q = Q1 U Q> munido da ordem <g, U <g,, T =T U T>,
O:0OXA—>Q oc:0-0

(ga) > qd1a, seqe O g, seqeQ
(ga) > qdra, seqe g iy, seqe >
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sere Qi,
“:0-0 £:0-0
g x2(q), seqeQ g X, seqeQ
q—q, seqe Q> q—q, seqe Q>
ser € 0o,
£:0-Q £:0-0
g—q, seqeQ qg—q, seqe€Q
g y(q), seqe O gy, seqeQ,

E claro que as aplicacdes Iy lg sao levantamentos e para qualquer u € T'(A),
G ou=qoru, @Ou=qpou e g<qd=>q0usq ou

seq; € 01,¢2 € Q2 eq,q € Q. Deste modo, tem-se que i ¢ iy sdo equivalentes se e s6 se L| = L. Pela
Proposi¢ao 3.5.14, o problema da equivaléncia € decidivel, logo o problema L, = L, é decidivel. |

3.6 Pseudovariedades e Variedades de ideais de ordem

Nesta sec¢do apresentaremos os conceitos que vao corresponder aos de pseudovariedade de monoides
e de variedades de linguagens no campo das dlgebras de estabilizacdo. Em particular, vamos obter o
correspondente do Teorema de Eilenberg.

Definicao 3.6.1. Uma classe de dlgebras de estabilizagdo finitas ndo vazia V € uma pseudovariadade de
dlgebras de estabilizacdo se

) SeV, T<8S=T €V,
ii) SeV, ¢:S8S—» 7 éummorfismo = 7 €V,
iii) S1,..., 85, e V=8 x--- xS, €V.

Como consequéncia da definicdo, uma pseudovariedade de dlgebras de estabilizacdo é fechada para
“divisores"e contém a dlgebra de estabiliza¢do singular {1}.

Dada uma classe de ideais de ordem reconheciveis V, denotamos por V(F(A)) o conjunto de ideais de
ordem de V sobre o alfabeto A. Seja L um ideal de ordem de F(A), # um elemento de F(A) e C um
elemento de Ctx(A). Definimos

e i'L={weFA)|uwe L},
o Lir'! ={we F(A)|wuell,
o LI ={we FA)|w e L),

o LY ={WweF(A)|w €L},

e CN(L)={weFA)|C)eL).
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Proposicao 3.6.2. Sejam L um ideal de ordem reconhecivel de F(A) e i € F(A). Entdo
e aL L

sdo ideais de ordem reconheciveis de F(A).

Demonstragdo. Seja ¢ : F(A) — S um morfismo que reconhece L, com S a.e. finita. Vejamos que
¢ também reconhece L! . Suponhamos que ¢(#) < ¢(¥) com ¥ € L. Como ¢ é um morfismo e <
respeita as operacdes, obtemos (,a(wﬁ) < ga(ﬁﬁ) com 7* € L. Dado que ¢ reconhece L, tem-se que whel
e portanto w € LF .

Vejamos que ¢ reconhece i~ ' L. Suponhamos que ¢(w) < ¢(¥) com ¥ € @~ 'L. Como ¢ é um morfismo
e < respeita as operagdes, obtemos ¢(iw) < @(uv) com uv € L. Dado que ¢ reconhece L, tem-se que
aw € L e portanto w € &~ ' L. Os restantes casos sdo analogos. O

Definicao 3.6.3. Uma variedade de ideais de ordem V € uma classe de ideais de ordem reconheciveis
que satisfaz para alfabetos finitos A e B:

1) V(F(A)) contém os ideais de ordem @, F'(A);

ii) V(F(A)) é fechada para a unido e a intersecio;
iii) ¢ : F(A) —» F(B) morfismo e L € V(F(B)) = ¢y~ (L) € V(F(A));
iv) Le V(F(A),ie F(A) = LY, L7 'L, Li=' € V(F(A)).

Observagdo 3.6.4. Consideremos um alfabeto finito A, a dlgebra de estabilizagdo singular S = {l} e o
morfismo ¢ : F(A) — S. Por definicdo, o morfismo ¢ reconhece os ideais de ordem @ e F'(A), ou seja,
os ideais de ordem @ e F(A) sdo reconheciveis. Tendo em conta as Proposi¢gdes 3.2.10, 3.2.11 e 3.6.2,
concluimos que a definicdo anterior estd bem definida.

Proposicao 3.6.5. Seja V uma classe de ideais de ordem. As afirmagdes seguintes sdo equivalentes.
i) Para quaisquer L C F(A), u € F(A),
Le V(FA) = LY 1o a 'L, La™' € V(F(A)).

ii) Para quaisquer L C F(A), C € Ctx(A)

L e V(F(A) = C (L) € V(F(A)).

Demonstracdo. (=) Seja C um elemento arbitrario de Ctx(A). Por defini¢do C = ¢, onde ¢ € ¢,, para
algum n € N. Facamos inducio em n € N:
o Cason = 1,entdo ¢ = x. Assim, C"'(L) = {n € F(A) |n € L} = L € V(F(A)).

o Suponhamos que n = ng + 1 e que a afirmacdo é verdadeira para o caso ny. Outemos ¢ = d - w ou
c=w-douc=d”ouc=d" onded € c, ewe T(A). Seja D = d.
Caso ¢ =d - w, entdo C"1(L) = D~ (Lw™") pois, para it € F(A),
neC (L))o C@el
S Pu(c) = ¢u(d-w) € L
© ¢u(d) - pu(w) € L (¢ € (2,1, 1)-morfismo)
o ¢u(d)-welL (Observagao 3.3.2)

oD@ elw ! oaeDLw™.
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Por hipétese tem-se Lw~! € V(F(A)), e atendendo a hipétese de indugdo, C “I(L) € V(F(A)).
Caso ¢ = d“, entdo C™1(L) = D™1(L*™") pois

neC ' (L)ye C@)el
& ¢ulc) = gu(d) € L
S ¢ (d)w el (¢u € (2,1, 1)-morfismo)
= mwe L
oD@ el oaeD ).

Por hipétese tem-se L e V(F(A)), e atendendo 2 hipétese de inducio, C~'(L) € V(F(A)). Os
restantes casos sao andlogos.

(<) Seja C = #. Por definicdo C~1(L) = L' e por hipétese C~1(L) € V(F(A)), logo L € V(F(A)).
Analogamente temos L%, &L, Li~! € V(F(A)). o

3.6.1 Teorema de Eilenberg

No que se segue, sempre que considerarmos um subconjunto L de F(A) estard implicito que L € um ideal
de ordem.

Proposicao 3.6.6. Seja V uma pseudovariedade de dlgebras de estabilizacdo. Entdo

{LCF(A):S(L)eV}={LC F(A):3S8 €V que reconhece L}.

Demonstragdo. (C) Pela Proposicdo 3.3.14, tem-se que S(L) reconhece L.

(2) Seja S um elemento de V que reconhece L. Pela Proposicido 3.3.20, obtemos que S(L) | S, logo
S(L) é quociente de uma subdlgebra de estabilizagcdo 7 de S. Pelas propriedades 1) e ii) da defini¢do de
pseudovariedade, 7 € V e logo S(L) € V. O

Proposicao 3.6.7. Seja V uma pseudovariedade de dlgebras de estabilizacdo. Entdo V definida por,
para cada alfabeto finito A, V(F(A)) :={L C F(A) : S(L) € V} é uma variedade de ideais de ordem.

Demonstragdo. Vamos provar que V(F(A)) satisfaz as condigdes da Definicdo 3.6.3.

i) A pseudovariedade V contém a dlgebra de estabilizacio singular, donde pela Observagdo 3.6.4,
temos que
0,F(A) € {L C F(A) : 1S € V que reconhece L}.

Pela Proposicdo 3.6.6, concluimos que 0, F(A) € V(F(A)).

ii) Consideremos L; e L, ideais de ordem em V(F(A)). Por defini¢do, as dlgebras de estabilizacio
S(L1) e S(L,) pertencem a V. Logo S(L1)XS(L,) € V e pela demonstragdo da Proposicdo 3.2.10,
tem-se que S(L1) X S(L,) reconhece Ly N L, e L1 U Ly, donde pela Proposigdo 3.6.6, concluimos
que V(F(A)) é fechado para a unido e intersecao.

iii) Sejam ¢ : F(A) — F(B) um morfismo e L um ideal de ordem em V(F(B)). Pela demonstracio
da Proposicio 3.2.11, a dlgebra de estabilizacio S(L) reconhece ' (L), donde pela Proposicio
3.6.6, concluimos que v~ (L) € V(F(A)).
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iv) Atendendo a Proposicdo 3.6.5, tomemos L e C elementos de V(F(A)) e Ctx(A), respetivamente.
Seja ¢ : F(A) — S um morfismo que reconhece L com S € V e vejamos que ¢ reconhece C~'(L).
Suponhamos que ¢(it) < @(¥) com V¥ € C~Y(L). Pela Proposicao 3.3.11, obtemos ¢(C(1)) <
©(C(¥)) com C(¥) € L. Dado que ¢ reconhece L, tem-se que C(i1) € L e portanto ii € C~'(L). Pela
Proposi¢io 3.6.6, concluimos que C~'(L) € V(F(A)).

Assim, obtemos o resultado pretendido. |

Pela proposi¢@o anterior, podemos definir uma correspondéncia ¥ que a cada pseudovariedade de al-
gebras de estabilizacdo V associa uma variedade de ideais de ordem 7 (V), ou simplesmente V se ndo
houver perigo de confusio.

Definicao 3.6.8. Sejam S uma dlgebra de estabilizacdio e s um elemento de S. Definimos s* como o
conjunto dos elementos de S menores que s, ou seja,

s ={teS|tr<s).

Proposicao 3.6.9. Sejam V uma pseudovariedade de dlgebras de estabilizacdo, 'V = ¥ (V) a variedade
de ideais de ordem associada a V e S um elemento de V. Entdo existe um alfabeto finito A e ideais de
ordem Ly, ..., L € V(F(A)) tais que S divide S(L1) X - - - X S(Ly).

Demonstracdo. Consideremos um alfabeto A tal que |A| = |S|. Como S é finito, A é também finito e
existe um morfismo de a.e. sobrejetivo
p:FA) » S

Para cada elemento s de S, definimos L, = ¢ !(s*). Por definicdo s* € um ideal de ordem de S e
por conseguinte L; é um ideal de ordem de F(A). Também se tem que ¢ reconhece Ly, e por isso
Ly € V(F(A)). Dados i e ¥ elementos de F(A), definimos:

i~veup,vVseS.

Cada pr, € uma (2, 1, 1)-congruéncia donde ~ também € uma (2, 1, 1)-congruéncia em F(A). Vejamos
que ~ C ker ¢:

o Sejam (i, V) um elemento de ~ e s := ¢(it). Por hipétese, ip; v. Tomando C = X, por definicdo
de pr,, podemos concluir que C(v) € L, pois C(it) € Ly visto que ¢(C(&1)) = ¢(it) = s € s*. Entdo
p(V) € s*, ou seja, (V) < s = @(in).

Analogamente ¢(it) < @(¥). Logo ¢(i1) = ¢(), isto é, (i1, V) € ker .
Mostremos agora que F(A)/xery, € F(A)/~ sdo dlgebras de estabilizacdo para ordens parciais naturais:

o Sendo ¢ um (2,1, 1)-morfismo, ker¢ € uma (2,1, 1)-congruéncia e F(A)/ker, € uma (2,1, 1)-
algebra.
Definimos que [itlkery < [Vkerp S€ € 8O se (i) < @(V). E claro que esta definicdo de < ndo

depende dos representantes tomados. As propriedades especificas da defini¢do de a.e. resultam de
@ ser (2,1, 1)-morfismo e desta defini¢cdo de <.

o Definindo [i#]. < [V]. se e s se para qualquer s € S, [it],, < [V]y, , vemos também que F(A),~
éa.e.
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Tomemos a aplicacio

(I8 S - F(A)/kercp
90(’7‘) = [ﬁ]kercp

que sabemos ser um (2, 1, 1)-isomorfismo pela demonstragdo do teorema do homomorfismo para (2, 1, 1)-
algebras.

o Os morfismos ¢ e w‘l sdo compativeis com a ordem, pela defini¢do de < em F(A), ker -

Consideremos a aplicagio

7 F(A)/~ = F(A)/xery

[#]. — [ﬁ]kercp

Como ~ esta contido em ker ¢, de facto 7; € uma aplicacéo sobrejetiva e € um morfismo. A a.e. S¢é
finita, logo S = {s1,. .., s¢}. Designemos L, por L; para simplificar a escrita. Seja

w1 F(A). — | | Sy
seS

[ﬁ]~ = ([ﬁ]le EIRR ] [ﬁ]ka)

Como ~ estd contido em p; para todo o elemento s de S, a aplicacdo estd bem definida. E claro que 75
€ (2,1, 1)-morfismo. Vejamos que m, € injetivo:

o m([al.) = m([V].) = (llp,,» - - [y, ) = (Plpy, - - -5 [V]py, ) = L, v, Vs € S = [ul. = [V]..

o Os morfismos m; € T, também sdo compativeis com a ordem, dado que,

! |Im(7r2)

[al. < [7). & Vs € 8. [al,,, < [y, & m(lil.) < m(Fl.).

Concluimos que m2(F(A)/~) < S(L1) X - -+ X S(Ly), por 3.3.19.

Comoa =y lom o T, : m(F(A);~) — S é um morfismo sobrejetivo, temos o que se pretendia.

: |Im(7r2)

FA) ——» S &——---- m(F(A);~)

T

F(A) jker(p) € F(A)/~
m}

Proposicao 3.6.10. Sejam V e W pseudovariedades de dlgebras de estabilizacdo. Entdo V estd contido
em W se e so se para todo o alfabeto finito A, V(F(A)) estd contido em ‘W (F(A)), i.e. a correspondéncia
F preserva inclusaes.

Demonstracdo. (=) Dado um elemento L de V(F(A)), entdo S(L) pertence a V. Por hip6tese S(L) € W
e por isso L € W(F(A)).

(<) Dado um elemento S de V, pela Proposicdo 3.6.9, existem um alfabeto finito A e ideais de ordem
Li,...,Ly em V(F(A)) tais que S divide S(L;) X --- X S(Ly). Por definicdo de divisdo, existem uma
subdlgebra de estabilizacdo 7~ de S(Ly) X - - - X S(L) e um morfismo sobrejetivo @ : 7~ —-» S.

Como Ly,..., L pertencem a ‘W(F(A)), temos S(L1),...,S(Ly) € W. Logo S(L;) X --- X S(Lg) € W,
donde 7 € W, e portanto S € W. O
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Seja C uma colecdo de dlgebras de estabilizagdo. Denotamos por

©=(|W

CcW

a pseudovariedade gerada por C, isto é, a menor pseudovariedade que contém C. E rotina provar que (C)
€ uma peudovariedade. Dado que C estd contida na pseudovariedade constituida por todas as algebras
de estabilizagdo, (C) existe.

Proposicao 3.6.11. Seja V = (C). Entdo

SeVseesosedreN,3AS;,...,85,€C: S| S x--- xS,

Demonstrac¢do. (=) Consideremos aclasse A ={SeV|38,...,S,€Ctalque S|S; x--- xS, }.
Vejamos que A é uma pseudovariedade:

o Seja7 <8 € A. Suponhamos que S| S| X---X S, com Sy,...,S, € C. Entdo como 7 | S, pelo
Lema 3.3.24, concluimos que 7 | Sy X --- X S, e porisso 7~ € A;

o Seja ¢ : S » 7 um morfismo sobrejetivo, com § € A. Entdo 7 | S e, como o caso anterior,
T €A,

o Sejam 71,...,7, € A. Fixado j € {1,...,n}, existem S‘{,...,S']{_ elementos de C tais que 7
. . J
divide S{x---x Sy . Pela Proposigo 3.3.18, 71 X - -X T, divide S} X+ - - XSy X+ - XS} x---x S}
J n
eporisso 71 X --- X T, €A.
Como C esta contido em A e A é uma pseudovariedade, concluimos que (C) C A, isto é, V C A.

(<) Seja S uma algebra de estabilizacdo que divide S| X --- X S,, onde Sy, ..., S, € C. Como V € uma
pseudovariedade, S € V. m]

Proposicao 3.6.12. Seja ‘W uma variedade de ideais de ordem. Entdo existe uma pseudovariedade de
dlgebras de estabilizacdo V tal que ¥ (V) = W.

Demonstracdo. Consideremos a pseudovariedade V := (S(L) : L € W(F(A)), A alfabeto) e V a
variedade de ideais de ordem L tais que S(L) € V, i.e. V = F(V). Vejamos que W = V.
(9©) Seja L um ideal de ordem pertencente a “‘W. Por defini¢do de V, temos S(L) € V, donde L € V.

(2) Vejamos que V(F(A)) € W(F(A)) para cada alfabeto finito A.
Consideremos um ideal de ordem L em V(F(A)). Entdo, S(L) € V. Pela Proposi¢do 3.6.11, existem
alfabetos finitos Ay, ..., A, e ideais de ordem Li,..., L, pertencentes, respetivamente, a

WEFQAD), ..., WEFA))

tais que S(L) divide S(L1) X --- X S(L,). Denotemos S(L1) X - -+ X S(L,) por S. Como S(L) | S, pela
Proposicdo 3.3.22, S reconhece L.

Sejam 7; : S — S(L;) a projecdo na i-€sima componente, ¢ : F(A) — S um morfismo que reconhece L
en; : F(A;) —» S(L;) o morfismo sintatico de L;. Denotemos 7; © ¢ por ¢;.
Vejamos que existe um morfismo i; : F(A) — F(A;) tal que ¢; = n; o

FA) -2 FA)

lg\Qg if (1)

S — 3 S(L)
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o Como 7; € sobrejetivo, para cada letra a de A, escolhemos um elemento de nl.‘l(tp,-(c'l)) C F(A).
Assim obtemos uma aplicagdo a : A — F(A;) e consequentemente um morfismo @ = y; : F(A) —
F(A)), tal que, p;(a) = n; o y;i(a) para qualquer a € A. Por isso ¢; = n; o i, atendendo ao Lema
3.1.11.

Dado s € S, o conjunto s* := {t € S|t < s} é um ideal de ordem de S. Como L = ¢~ '(¢(L)) e ¢(L) é
um ideal de ordem de ¢(F(A)), entdo
L= U o (5.

sep(L)

Como ¢(L) € finito, entdo esta unido tem um nimero finito de parcelas. Notemos que se ¢(L) = 0, entdo
L =0, donde L € W(F(A)). Se virmos que <p‘1(s*) € W(F(A)) para todo o s € ¢(L), podemos concluir
que L € W(F(A)) como pretendemos. Por defini¢do de S, temos s = (s, ..., s,) donde s* = s7X---X s}
pois, dado ¢ = (#1,...,t) € S,

= re

ctesTOVI<i<n<s;oV1I<i<rnLes; 1S X Xy

Vejamos que também se tem a igualdade
,
¢ = e

i=1

De facto,
ocnep (s op@esseoVl<i<r miop() €s; &V 1<i<r, i) € 5.

Como € a interse¢do de um nimero finito de parcelas, se para cada i em {1,...,r}, se tem cpi‘l(sf) €
W(F(A)), entdo podemos concluir que go‘l(s*) € W(F(A)).

Dado que ¢; = 7; o ¥;, obtemos gol.‘l(s;f‘) = ;bl.‘l(ni‘l(s;‘)). Atendendo a defini¢do de variedade de ideais
de ordem, se provarmos que 771.‘1 (s7) € W(F(A;)), entdo tpi_] (s7) € W(F(A)).

Como s € (L), existe uma palavra v em F(A) tal que ¢(v) = s. Consideremos o conjunto Ctx; := {C €
Ctx(A;) | C(¥i(¥)) € L;} e vejamos que

= () ¢

CeCtx;

Ora, tendo em conta que o diagrama (1) é comutativo, para w € F(A;),

wen;(s)) © ni(w) < 5 = mile(®) = i)
& Wy, < Wiy,
& VY C e Ctx(A), (C(w) € L = C(Wi(V)) € L)
oV Celtx;,Cw)eL;
&V C e Ctx;,w e CNLy.

Como W(F(A;)) é uma variedade de ideais de ordem, L; € W(F(A;)) e Ctx; esta contido em Ctx(A;),
entdo para todo o elemento C de Ctx;, obtemos C (L) € W(F(A))). Se provarmos que os conjuntos da
forma C~!(L;), com C € Ctx;, sio em niimero finito entdo a proposicdo fica demonstrada. Como caso
particular, se Ctx; = 0, entdo ni‘l(s;‘) = F(A;) e por isso nl.‘l(sl’.‘) € W(F(A))).

o Como S(L;) é finito, S(L;) = {[W_l]PLi’ e, [Wk]PLi }. Fixado um elemento w de C~!(L;), dado que

w e W]y, = Cw) e L= w e C(Ly,
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entdo C~!(L;) contém a classe [wly,.. Como a congruéncia py, tem apenas k classes, concluimos
1
que existem no maximo 2k conjuntos da forma C~ (L)), com C € Ctx;.

Concluimos, portanto, a demonstragdo do resultado. |

Teorema 3.6.13 (Eilenberg). A aplicacdo ¥ : V +— V define uma bijecdo entre pseudovariedades de
dlgebras de estabilizacdo e variedades de ideais de ordem.

Demonstracdo. Pela Proposi¢do 3.6.10 a aplicacdo € injetiva. Pela Proposi¢do 3.6.12 a aplicagéo é
sobrejetiva. |

Proposicao 3.6.14. Seja V uma pseudovariedade de dlgebras de estabilizacdo. Entdo V é fechada para

a operagdo ©.

Demonstracdo. Consideremos um ideal de ordem L pertencente a V. Por defini¢do S(L) € V. Seja
p:FA) - S(L)

o morfismo sintdtico de L. Pela Proposi¢do 3.4.2, o morfismo ¢ reconhece F(A) & L. Logo pela Propo-
sicdo 3.3.20, S(F(A) e L) divide S(L) e portanto S(F(A)e L) € V. Concluimos que F(A)eLe V. O

3.6.2 Quasi-Ordens

Esta secc@o tem como objetivo apresentar alguns conceitos e resultados sobre quasi-ordens dos quais
faremos uso na proxima sec¢@o. Nesta subseccéo vamos fixar uma algebra de estabilizagdo S.

Definicao 3.6.15. Um subconjunto p de S X S € uma quasi-ordem compativel com as operacdes, ou
apenas quasi-ordem, se for uma relacéo reflexiva, transitiva e que satisfaga as seguintes condicdes:

e (a,b),(c,dyep=(a-b,c-d)ep,
e (a,b)ep= (' b ep,
e (a,b) € p= (a”,b*) € p.

Definicao 3.6.16. Sejam W e W’ subconjuntos de S X S. Dizemos que W’ é a quasi-ordem gerada por
W se W’ for a menor quasi-ordem que contém W.

De facto, a menor quasi-ordem que contém W existe e é dada por

W = ﬂ 0.

Wcp
p quasi-ordem

Vejamos outra possivel caracterizacgdo.
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Lema 3.6.17. Sejam W um conjunto e W’ a quasi-ordem gerada por W. Entdo W' = J,»1 W, onde
W, é definido recursivamente:

e Wi =WU{(u,u) e SXS},
e Wi =W, U{(a,c) e SxS|3Ibe S :(ab),bc)e W,}U{(ac,bd) € SX S| (a,b),(c,d) €
W, U {(at, b%) € Sx S| (a,b) € W,} U {(a®,b”) € Sx S| (a,b) € W,).

Demonstragdo. Seja R = | J,»1 W,. Por definicéo, R € uma quasi-ordem que contém W. Como W’ € a
quasi-ordem gerada por W, tem-se que W’ estd contido em R. Fixemos uma quasi-ordem p que contém
W e vejamos por indugdo em n que para qualquer natural n, se tem W,, C p:

o O cason = 1 ¢ imediato;

o Suponhamos que W,, C p e consideremos um elemento (a, ¢) de W,,.;. Caso existam elementos
(a,b), (b, c) pertencentes a W, , entdo (a,b), (b,c) € p donde (a,c) € p. Os restantes casos sao
andlogos. Portanto W, ;1 C p.

Concluimos que R estd contido em W’. Logo R = W’. O

Fixemos W C § x S. Sejam W] a quasi-ordem gerada por W e W] a congruéncia gerada por W. Entéo
Wi cW;.
Proposicao 3.6.18. Se W ¢é uma relacdo simétrica entdo a quasi-ordem gerada por W é uma congruén-

cla.

Demonstragdo. Seja W’ a quasi-ordem gerada por W. Se virmos que W’ € uma relacéo simétrica, a
proposicdo fica provada. Pelo Lema 3.6.17, W = |J,»; W,,. Vejamos por inducdo em n, que W, é
simétrica:

o O caso n=1 é imediato pois W & simétrica.

o Supondo que W,,, é simétrica, consideremos um elemento (a, c) de W, .1. Caso existam elementos
(a,b), (b, c) pertencentes a W,,, entdo (c, b), (b,a) € W, pois por hipdtese de indugdo a relagdo
Wy, € simétrica. Logo (¢, a) € Wy,+1. Os restantes casos sdo anilogos.

Concluimos que W’ € simétrica. O

3.6.3 Desigualdades

Na teoria das linguagens formais, temos que toda a pseudovariedade de monoides ¢é ultimamente defi-
nida por um sequéncia de identidades. Nesta sec¢do provamos uma generalizacio deste resultado para
algebras de estabilizacdo.

Definicao 3.6.19. Sejam # e ¥ elementos de F(A) e S uma dlgebra de estabilizagdo. Dizemos que S
satisfaz a desigualdade & < v se para qualquer morfismo ¢ : F(A) — S se tem ¢(i1) < ¢(¥), e que satisfaz
a identidade # = v se satisfaz as desigualdades # < ve v < 1.

Note-se que em [7] designam-se as desigualdades também por identidades.

Definicao 3.6.20. Seja A um alfabeto finito. Dadas palavras # e ¥ de F(A), denotamos por V(iz, V) a
classe de dlgebras de estabilizacdo finitas que satisfazem i < 7.
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Proposicao 3.6.21. V(i V) é uma pseudovariedade.
Demonstracdo. Vejamos,
i) Sejam S € V(i,v) e T < S. Qualquer morfismo ¢ : F(A) — 7 se pode estendera ¢ : F(A) —» S
pois 7~ € uma subdlgebra de estabilizacdo de S, pelo que ¢(it) < ¢(¥). Logo 7 € V(ii, ¥).

ii) Sejam S € V(&1,v) e ¢ : S -» 7 um morfismo sobrejetivo. Seja ¢ : F(A) — 7 um morfismo.
Definimos

a:A—> S

a— s,

onde s, € tal que ¢(s,) = ©(a).

Consideremos o morfismo @ : F(A) — S definido em 3.1.11. Como ¢(a(a)) = ¢(a) para qualquer
a € A, temos ¢poa = ¢ pelo Lema 3.1.11. Por hipétese a(ir) < a(v), pois S € V(&, V), e ¢ respeita a
ordem por ser um morfismo de 4lgebras de estabilizacdo. Logo ¢(ii) < (). Portanto 7~ € V(i1 V).

T(A) —» F(A) —— T

N

iii) Sejam Sy,...,S; € V(i, V). Fixado um morfismo ¢ : F(A) - S; X --- X S,,

mog: FA) - S;
¢ também um morfismo, onde 71; € a projecao da i-ésima componente. Por hipétese (71; o ¢)(it) <
(7; o p)(V) para qualquer i em {1, ...,r}. Logo ¢(&t) < ¢(¥) e S| X --- X S, € V(&1, V).
O

Proposicao 3.6.22. Seja {(u;,v;) comi € N} uma sequéncia de pares de elementos de F(A). Entdo
V' = N1 Vi, v;) é uma pseudovariedade.
Demonstracao. i) Sejam S € V' e 7 < 8. Paracadai > 1, temos que S pertence a V(u;, v;). Logo

T € V(u;,v;) pois V(u;, v;) é uma pseudovariedade. Logo 7 € V.

ii) Sejam S € V e ¢ : & » 7 um morfismo. Parai > 1, a dlgebra de estabilizacdo S pertence a
V(u;,v;). Logo 7 € V(u;,v;) pois V(u;, v;) € uma pseudovariedade. Portanto 7~ € V’.

iii) Sejam Sy,...,S, € V. Parai > 1el < j<r, temos S;em V(u;,V;). Logo Sy x---xS, € V(u;, ;)
pois V(u;, v;) é uma pseudovariedade. Assim Sy X --- X S, € V',

O
Proposicao 3.6.23. Seja {(u;,v;) comi € N} uma sequéncia de pares de elementos de F(A). Entdo
V" = Uis1 Nisk Y4, Vi) é uma pseudovariedade.
Demonstracdo. i) Sejam S € V" ¢ 7 < 8. Existe k € N tal que para qualquer i > k, S pertence a
V(u;, ;). Desse modo, 7~ € V(u;, v;) pois V(u;,v;) € uma pseudovariedade, donde 7~ € V”.

ii) Sejam S € V" e ¢ : S - 7 um morfismo. Existe k € N tal que para qualquer i > k, S pertence a
V(u;,v;). Entdo 7 € V(u;,v;), donde 7 € V”.
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iii) Sejam Sy,...,S, € V”. Paracada jem {1,...,r}, existe k; € N tal que para qualquer i > k;, S;
pertence a V(u;, v;). Tomemos k = max{ky,...,k,}. Paracadai > k, temos S| X -- XS, € V(u;, v;)
pois V(u;, v;) é uma pseudovariedade. Logo S| X --- xS, € V",

O

Definicao 3.6.24. Sejam A um alfabeto finito, S uma algebra de estabilizagcdo e ¢ : F(A) — S um
morfismo. Definimos uma relagio ~, em F(A) por

it~y Vseesose @(it) = p(V)

e uma relacdo ~g por it ~s v se para todo o morfismo ¢ : F(A) — S, se tem it ~, V.

As relagdes ~, e ~g sdo congruéncias em F(A) e os conjuntos F(A),., e F(A)/.; sdo dlgebras de
estabilizagcdo com as operacgdes (2, 1, 1) definidas de modo natural e onde:
o [u]., <., [V]-, se ¢(it) < @(V);

o [it].g <.g [V]~4 se para qualquer morfismo ¢ : F(A) — S, ¢(it) < o).

Daqui em diante, a relacdo ~g estard sempre subjacente a escolha de um alfabeto finito A.
Definicdo 3.6.25. Uma congruéncia ~ em F(A) tem indice finito se o conjunto F(A),. € finito.

Proposicao 3.6.26. Seja S uma dlgebra de estabilizacdo finita. Entdo ~g tem indice finito.

Demonstracdo. Consideremos um morfismo ¢ : F(A) — S. Definimos
¢:F(A)., =S
[i]~, > p(it)
A aplicacdo estd bem definida e € injetiva pois
i~y v & p(i) =@@).

Logo |F(A);~,| < |S]. Como S é€ finito, existe um niimero finito m de morfismos ¢; : F(A) — S com
i=1,...,m. Por definicdao

e cada ~, tem indice finito. Consideremos o conjunto
R:={(lal., ... (@], ) € F(A)~, X X F(A)., : i€ FA).
Desse modo, a aplica¢do

Y:R > F(A))~
([ ), ) o L)

estd bem definida e é sobrejetiva. Como F(A) Jrgy X X F(A)~,, €finito, F(A)/., também o €. Assim
~s tem indice finito. O

Proposicao 3.6.27. Seja ~ uma congruéncia de indice finito em F(A). Entdo ~ € finitamente gerada
como congruéncia.
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Demonstragdo. Para cada elemento [i]. de F'(A),-, existe um natural kz)_ € um representante w € F'(A)
de [i].. tal que w € A¥@~~1 Como F(A) /~ tem um nimero finito de elementos, k := max {kjz;_ | # € F(A)}
fica bem definido. Consideremos o conjunto

W = {(w1,w2) € F(A) x F(A) | Wy ~wsz e Ju € AF,v € AF! tal que Wy = &1, W = 7)

e = a congruéncia gerada por W. Provemos por inducio que dado w € F(A), existe v € A*~! tal que

a
w =V

o O casow € A1 & trivial.
o Se w € A, por definicdo de k, existe v € A*! tal que w ~ . Entdo (w, v) € W e por isso w = 7.
o Sew e A" e ng + 1 > k, entdo:
— Suponhamos que existem wy, wy € A™ tal que w = wy -w». Por hipétese de indugdo, existem

vi, v € A¥! tal que Wi = v] e s = 5. Logo w = vy - 12, onde v - v» € A*. Por definicio de
k, existe v € A¥ ! tal que vy - vy ~ ¥, logo, (v - v2,v) € W. Concluimos que w = ¥.

— Os restantes casos sdo andlogos.

Por um lado, = estd contido em ~. Dado (&, 7) € ~, existem uj,v; € A*! tal que it = ujev = vy
Como = C ~, temos u| ~ vy e por isso (uy,vy) € W. Entdo u; = v;. Concluimos que (i, V) pertence a =.
Portanto ~ = =. Como W ¢ finito, ~ € finitamente gerada. O

Dada uma élgebra de estabilizag@o finita S, pelas Proposi¢oes 3.6.26 e 3.6.27, existe um conjunto finito
R que gera a congruéncia ~g. Se definirmos
Y = {(@,v),(v,n) € F(A) x F(A) | (t,V) € R},

entdo Y € uma relacdo simétrica, finita e que gera ~s. Pela Proposi¢do 3.6.18, a quasi-ordem gerada por
Yé~gs.

Definicao 3.6.28. Sejam A um alfabeto finito e ¢ : F(A) — S um morfismo. Definimos
it <, Vseesose pir) < o).

Dizemos que it <s v se para todo o morfismo ¢ : F(A) — S, se tem it <, V.

Por definicio, dadas duas palavras # e ¥ em F(A), entdo:

Por definicdo, S satisfaz 7 < v se e sé se it <g V.
Proposicao 3.6.29. Sejam A um alfabeto finito, S uma dlgebra de estabilizacdo finita e
v={(@,v) € F(A)x F(A) | a <s V}.

Entdo existe um conjunto finito W tal que a quasi-ordem gerada por W é y.
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Demonstragdo. Sejam ¢y, . .., ¢, todos os morfismos de F(A) para S. Seja
Y FA) > S
i (@), ..., (1)

Entdo ¢ € um morfismo. Denotemos por X; o conjunto {(it) € S" | u € A7}. Como S é finito, entdo S é
finito, logo existe um natural ng tal que X,,, = Y(F(A)). Pelas Proposicdes 3.6.26 e 3.6.27, a relagdo ~g
tem indice finito e é gerada por um subconjunto finito R de F(A) X F(A). Consideremos o conjunto

Y ={@,v),v,u) € F(A) x F(A) | (1,v) € R}.
Por hipétese Y € finito, estd contido em y e gera a congruéncia ~g. Seja
Z ={(wy,w7) € F(A) X F(A) | A(u,v) € A" x A™ tal que (W, wp) = (1, V) e it <g V}.
Vejamos que y é a quasi-ordem gerada por W := Y U Z, isto é, y é a menor quasi-ordem W’ que contém
w.
(©) Por definigdo, Y e Z estdo contidos em y e y € uma quasi-ordem, logo W’ C .

(2) Seja (i1, v) um elemento de y. Por definicdo de ng, existem elementos w; e w, de A™ tais que
Y() = Y(wy) e Y(v) = Y(wy). Deste modo, (i1, wy) e (wp, V) pertencem a ~g, que € gerada por
Y. Pela Proposi¢do 3.6.18, a quasi-ordem gerada por Y é ~g, ou seja, ¥’ =~g. Como Y C W,
entdo Y € W’. Assim (&, wy),(wa,v) € W’. Por outro lado, (Wi, w;) € Z. Por transitividade,
(1, wp) € W’ e novamente por transitividade (&, V) € W’. Logoy € W’.

Portanto y = W’. |

Proposicao 3.6.30. Sejam S uma dlgebra de estabilizacdo e W C F(A) X F(A) um conjunto tal que a
menor quasi-ordem que o contém é W’. Suponhamos que para qualquer elemento (i, v) de W, a dlgebra
de estabilizacdo S satisfaz i < v. Entdo S satisfaz wi < wy, para qualquer (Wi, wy) € W'.

Demonstracdo. Por definicdo tem-se que S satisfaz iz < v se e s6 se (i1, V) € <g. Dado que <gs é uma
quasi-ordem, tem-se que W’ C <g pois W C <g. O resultado fica assim demonstrado. O

Definicao 3.6.31. Dizemos que uma pseudovariedade V é ultimamente definida por uma sequéncia de
desigualdades {u, < v;}nen se
V=) V.7
m>1 n>m

Proposicao 3.6.32. Qualquer pseudovariedade V de dlgebras de estabilizagcdo é ultimamente definida
por uma sequéncia de desigualdades.

Demonstragdo. Como qualquer dlgebra de estabilizacdo de V € finita, V é numerdvel a menos de iso-
morfismo e por isso podemos supor V = {S},S,...}. Dadon € N, seja R, = S X --- X S,,. Para cada
natural i, tomamos um alfabeto A; = {ay, ..., @;}. Consideremos o conjunto

vi ={(@,v) € F(A) X F(Aj) | i =g, V}.

Pela Proposicao 3.6.29, existe um conjunto finito W; = {(ul!, vl.l), s (u:", v:i )} que gera a quasi-ordem

vi. Vejamos que
SeVseesdoseS e UﬂmV(uﬁl,v;):
k=1 nzk i=1
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(=) Dada uma élgebra de estabilizacio S pertencente a V, entdo S = S, para algum n € N, e logo S
divide R, para qualquer n > k. Assim, pela Proposi¢cao 3.6.21,

Se() g V(dl, vi)
1

n>k i=

(&) Seja
Sel OV vi.
k>1 n>k i=1

Entdo existe um natural ky > |S] tal que

I'n

Se ([ Vad,v.

n>ky i=1

Dado n > ky, como ko > |S| podemos fixar um morfismo sobrejetivo ¢ : F(A,) » S. Considere-
mos

¢: F(An)jng, > S
[it]~s, > @(it)

Trata-se de um morfismo sobrejetivo:

— ¢ estd bem definida: Supondo que [i]., = [V]. , entdo por defini¢do (i, V), (V,it) € y.
Como S pertence a ﬂr”l V(u',vi), pela Proposicio 3.6.30 temos que S satisfaz it < v e

i= n>Vn =
¥ < it pois y, é a menor quasi-ordem que contém W,,. Logo ¢(i1) = ¢(V);

— Respeita a ordem por um raciocinio andlogo ao anterior;
- ¢ é um morfismo: E imediato por defini¢do das operagdes -, “ e fem F(A)/ ~ry
— ¢ é sobrejetiva pois ¢ € sobrejetiva.
Depois de provarmos que F(A,)/~,, € V a proposi¢do fica demonstrada. Sejam ¢y, ..., ¢, todos
os morfismos de F(4,) em R,. Consideremos
72 F(An)/ g, = F(AR)] -, X -+ X F(An)],,
[y, +> (@1, [d],)

Entdo m € um morfismo injetivo:

Bem definida: Se iz ~g, v, por defini¢do, para qualquer 1 < i < r, temos i ~, V;

Injetiva: Se n([i]~,, ) = 7([V]~,, ), entdo para qualquer morfismo ¢;, temos it ~,, V. Logo
u~g, v

Ordem: Por defini¢do, temos [it]., < [V].,, sse n([i]) < #([V]);

Morfismo: E imediato por definicio das operagdes -, @ e ¥.

Desse modo, F(A;)/~,, € isomorfo a dlgebra de estabilizagdo n(F(A,)/~, ). Como
n(F(Ap)/~g,) < F(Ap)/~, X X F(Ap)/~,,,

¢ suficiente provar que F(A,Z)/N¢I X o+ X F(Ap)/~,, pertence a V. Seja 7! : F(An)/w,_ - R,
definido por [i]; > ¢;(it). Vejamos que 7r; € um morfismo injetivo:

— Bem definida / Injetiva: i ~y, v © ¢;(i) = ¢;(V);



CAPITULO 3. ALGEBRAS DE ESTABILIZACAO 37

— Ordem: [u]; < [V]; © ¢i(n) < @i(V);

— Morfismo: E imediato pois cada ¢; ¢ um morfismo.

Logo F(A,)/,, € isomorfo a uma subdlgebra de estabilizagdo 7; de R,. Como R, € V, pela
defini¢do de pseudovariedade obtemos 77 X --- X 7, € V e, por conseguinte, F(A,)/y X -+ X
F(A,)/4, € V. Concluimos assim que S € V.

O

Corolario 3.6.33. Qualquer pseudovariedade de semigrupos ordenados é ultimamente definida por uma
sequéncia de desigualdades.

Proposicao 3.6.34. Seja V = (S1,...,S8;). Entdo V ¢ definida por uma sequéncia de desigualdades
{Un = Vnlnen, isto é,

Demonstrac¢do. Pela Proposi¢do 3.6.32
V=) V..
m>1n>m

Para todo 0 1 <7 < r, existe um natural m; tal que S; € (5, V(Un, V). Sejamp = max{m; : 1 <i <r}.
Logo o conjunto {Si,...,S,} estd contido em (1,5, V(uy,, V) € por conseguinte V = (Sy,...,S;) C
Mnzmo YU, vi). Concluimos que V = (1,5, VU, vi). m|

O mesmo tipo de resultados podem ser igualmente obtidos no ambito de dlgebras de estabilizacdo com
identidade. Daqui em diante, denotamos as dlgebras de estabiliza¢do com identidade por M e a dlgebra
de estabiliza¢do com identidade livre por F LA) .= (T(A) U {e) /p.

3.6.4 Exemplo: J;

Definicao 3.6.35. Seja J| a pseudovariedade de dlgebras de estabilizagdo com identidade que satisfazem
Xy = yX, X = X, x¥ =x, xﬁyﬁ = (xy)ﬁ, x<1.

Definicao 3.6.36. Uma dlgebra de estabilizacdo M é ciclica se existe um elemento m de M tal que M
é gerado por m como (2, 1, 1, 0)-dlgebra.

Seja M uma dlgebra de estabilizago ciclica em J|. Se M apenas tiver um elemento, entdo a tabela de
Cayley é dada por

il @
11} 1]1

Figura 3.4: Algebra de estabilizagdo T

Caso M tenha dois elementos, apenas temos uma possibilidade para a tabela de Cayley
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-l m| 8| w
1|1 |mi 1]1
m|m|m| m|m

Figura 3.5: Algebra de estabilizacdo U,

2

pois M satisfaz x = x2, x = x. Ndo podemos ter m* = 1, pois se m# = 1, terfamos 1 = m.

Se M tiver trés elementos, mais uma vez temos uma tnica possibilidade.

mmﬁﬁ G
@)

S|~
3
e

3| ~|€

i

mb | mf [ ¥ | b || mP

Figura 3.6: Algebra de estabilizacio V|

Atendendo as propriedades dos elementos de J; e as propriedades da defini¢do de dlgebra de estabiliza-
¢do vemos que ndo existem algebras de estabilizagdo ciclicas em J; com mais de 3 elementos.

Proposi¢io 3.6.37. Seja X = {N € J] | N ¢ ciclica}. Entdo J| = (X).

Demonstragdo. O conjunto X estd contido em J7, logo a pseudovariedade (X) gerada por X também
estd contida em J7. Dado Mel] 1> seja {N1,..., N;} o conjunto de todas as subdlgebras de estabiliza¢ao
ciclicas de M. Como J| € uma pseudovariedade, temos que Nj X --- X N, € J;. Consideremos a
aplicacdo

a: N1 X XN, —-> M

(mly--.,mr)|—>m1 ..... m,
Entdo a é

o Morfismo: Como M satisfaz xy = yx, x* = xe (xy)ﬁ = xﬁyﬁ e obviamente respeita a ordem, entdo
a é um morfismo;

o Sobrejetiva: Dado m € M, existe um indice i tal que N; = (m). Logo a(1,...,m,...,1) =m.

Logo M € (X). Concluimos que J7 = (X). O
Proposic¢ao 3.6.38. J7 = (V).

Demonstracdo. Pela Proposicao 3.6.37, temos J’{ =(X),onde X = {N € JT | N € ciclica}. Como vimos

7

atrds, uma dlgebra de estabilizagio ciclica em J| € isomorfa a T, U; ou V;. Por defini¢do, Ty € uma
subdlgebra de estabilizagcdo de V| e U; é isomorfo a subalgebra de estabilizacido de V;:

. 1 [ 8] w a
L1 w11
I g @

Figura 3.7: Subdlgebra de estabilizac¢do de V;
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Concluimos que qualquer elemento de X pertence a (V1) e por isso (X) € (V). Como V| € (X), entdo
(X) = (Vy). Assim J] = (V). |

Vejamos uma descri¢io de V(F'(A)) no caso geral em que V = (M). Denotemos por (L; C F'(A) | i €
I)n,u 0 menor conjunto que contém L; para qualquer i € I e é fechado para unides e interseccoes.

Proposicao 3.6.39. Sejam M uma dlgebra de estabilizacdo e V := (M). Entdo, dado um alfabeto finito
A;
VE @A) =@ ") | ¢: FI(A) = M,m e Myng

Demonstracdo. (C) Seja L um elemento de V(F 1(A)). Como M(L) pertence a V, pela Proposicio
3.6.11, existe um natural r tal que M(L) divide M". Pela Proposi¢do 3.3.25, M" reconhece L, logo
existe um morfismo ¢ : F'(A) — M’ que reconhece L. Definindo P = ¢(L), entdo

L=¢7' (P = ¢ ).

meP

Sejam; : M" — M ai-ésima projecdo. Entdo dado m = (my,...,m,) € P,

r

* -1,
m = m ;o (m;),

i=1
pois x = (x1,...,Xx,) € m* se e sé se (Vi, mi(x) < mi) se e sO se (Vi, mi(x) € ml*) seesOseVi,x € ni‘l(m;.“).
Logo

r

L= U o l(m*) = U (mi 0 @)~ (m),
1

meP meP i=
onde ;0 ¢ : F'(A) —» M. Entido L € (¢~ (m*) | ¢ : F'(A) = M,m € M.
(2) Sejam m € M, ¢ : F'(A) - M um morfismo e L = ¢~ !(m*). Como M reconhece L e M € V, pela
Proposi¢ado 3.6.6, temos que L € V(F'(A)). m|
Pelas Proposicdes 3.6.38 e 3.6.39, temos que JT(FI(A)) = <<p‘1(n*) | : FY'(A) - Vi,n e V1)n,u, mas

vejamos que conseguimos ser mais precisos.

Definicao 3.6.40. Sejam A um alfabeto e
e Bl=A,
o Bl = B"U{u-v|uveA" U {u®|ucA").

Definimos 77(A) = ( U B”) Ule)e F(A) ={ine F1(A) |u e T'(A)).
neN

Intuitivamente, F(A) é o conjunto dos elementos w de F' 1(A) tais que existe um representante # de w em
que ndo aparece f

Proposicio 3.6.41. Temos que J;(F'(A)) = (F'(A)\ F'(B), F'(A)\ F(B) | B C A)nu.

Demonstragdo. Como vimos, pelas Proposi¢des 3.6.38 € 3.6.39, sabemos que 7 (F LAy = ((p‘l(n*) lp:

F'(A) - Vi,n € Vi)nu.

(S) Dados um morfismo ¢ : F'(A) — V; e n um elemento de V;, por definicio, n = 1 oun = m ou
— it

n=m*.
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o Suponhamos que n = 1. Como V; satisfaz a identidade x < 1, entdo 1,0_1(1*) = F'(4) = F1(A) \
F(B), onde B = 0,

o Suponhamos que n = m. Definimos B = {a € A : ¢(a) = 1}. Como dado it € Fl(A),
B¢ () e p@tn=me i) =1eacF (B)eid¢F (A)\F(B),
entdo ¢~ !(n*) = F1(A) \ F'(B).
o Suponhamos que n = mt. Definimos B = fae A:p(a) =1 ouep(a =m}. Como
B¢ ¢ (n) & ¢ tn=mf & e@e(lm eacFB) ougF'(A)\FB),
entdo ¢~ (n*) = F1(A) \ F(B).

Portanto obtemos J;(F(A)) € (F'(A)\ F!(B), F'(A)\ F(B) | B C A)n.
(2) Seja B um subconjunto de A. Consideremos o morfismo ¢ : F'(A) — V) tal que ¢(@) = 1 sea € Be
p@)=msea €A\ B. Como

i¢ FlA\F'ByeoacF' B ogpm)=1oag¢e (m),

entdo F'(A) \ F!(B) = ¢~'(m*) e por isso F'(A) \ F!(B) € J;(F(A)). Do mesmo modo, definindo
¢ : F'(A) > V| tal que p(a) = mse a € B e p(a) = mh se a € A\ B, obtemos

g FlA\F(B) o icFB) o o el{l,mloate m).

Logo F'(A)\ F(B) = ¢~'(m*") e temos F'(A) \ F(B) € J:(F'(A)). o

3.6.5 Identidades

Nesta sec¢do pretendemos estudar as pseudovariedades de dlgebras de estabilizagdo ultimamente defini-
das por uma sequéncia de igualdades.

Recorde-se que 7~ é uma o-subdlgebra de estabilizagcdo de S, isto é 7 <, S, se 7 C S e a aplicagio
id : 7 — S é um morfismo.

Definicao 3.6.42. Uma classe de dlgebras de estabilizag@o finitas V, € uma pseudovariedade de ordem
de dlgebras de estabilizacdo se:

1) SeV,, 7, 8S=>7 €V,,
i) SeV,,¢: S > T éum morfismo = 7 € V,,
iii) S1,..., 8, €V, =28 X+ xS, €V,.

Por defini¢@o, uma pseudovariedade de ordem € uma pseudovariedade. No entanto, J; € uma pseudova-
riedade que ndo € uma pseudovariedade de ordem. Atendendo a Figura 3.5,

1 [ m| 8| w @

1 1 | mij 1|1
m|m|mli| m|m @

Figura 3.8: Subdlgebra de estabilizagdo U]

7z

temos que U| € uma o-subdlgebra de estabilizagdo de U; mas ndo pertence a J;.
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Proposicao 3.6.43. Seja V, uma pseudovariedade de ordem. Entdo V, é fechado para a ordem. Mais
concretamente, se (S,<g) pertence a V, e (S, <) é uma dlgebra de estabilizacdo onde as operagdes
@ ¥ se mantém, entdo (S, <) também pertence a ' V,.

Demonstracdo. Seja <) a intersec¢do de todas as ordens <’ tais que (S, <’) é uma algebra de estabili-
zacdo. Entdo (S, <) é uma dlgebra de estabiliza¢do. Como (S, <) <, (S, <g), entdo (S,<1) € V,. A
aplicagdo id : (S, <1) - (8, <) é um morfismo sobrejetivo. Concluimos que (S, <) € V,,. O

No estudo das linguagens regulares, chamamos a # = v uma identidade, com u, v € A*. De modo a man-
ter a mesma terminologia, chamamos a it = ¥ uma identidade em F(A). Anteriormente, considerdmos
V(i1,v) com it < v. Vamos agora considerar V(1 = ¥).

Definicao 3.6.44. Dados i1, v € F(A), denotamos por V, (i1, V) a classe de dlgebras de estabilizagdo que
satisfazem a identidade & = V.

Proposicao 3.6.45. V,(i1, V) é uma pseudovariedade de ordem.
Demonstracdo. i) Sejam S € V,(i1,v) e T <, S. Para qualquer morfismo ¢ : F(A) = 7, (1) =
¢(¥) pois < estd contida em <g. Logo 7 € V,(&1, V).
ii) Sejam ¢ : S -» 7 um morfismo sobrejetivo, com S € V, (i, ). Como
Vo(i, v) = V(a, v) N V(v, it),

temos que S pertence a V(i,v) e V(v,u). Entdo 7 pertence a V(it,v) e a V(¥, 1), donde, T~ €
V., (i1, ).

iii) Sejam Sy,...,S, € V, (i1, V). Entdo Sy, ..., S, pertencem a V(iz, V) e a V(¥, it). Por isso, S; X+ -+ X
S, €V, (i, V).

m}
Proposicao 3.6.46. V. := (| V,(u;, v;) é uma pseudovariedade de ordem.
Demonstracdo. Analogo a Proposicdo 3.6.22. O
Proposicao 3.6.47. V.| = U1 Nisk Vo(ui, Vi) é uma pseudovariedade de ordem.
Demonstra¢do. Andlogo a Proposicdo 3.6.23. O

Proposicao 3.6.48. Sejam S| e S, dlgebras de estabilizacdo e ¢ : (S1,<1) — (S2, <p) um morfismo
sobrejetivo para as operagdes -, “ e ¥. Entdo existe uma ordem parcial < em S tal que (S, <) é
uma dlgebra de estabilizacdo e ¢ : (S1,<) — (S2,<2) € um morfismo sobrejetivo de dlgebras de
estabilizacdo.

Demonstracdo. Definimos W = (@, a*) e S| xS |aeSle<= W, ou seja, a quasi-ordem gerada
por W. A relagdo < € uma ordem parcial em S;:

o Por definigdo, a relagdo < & reflexiva, transitiva e é fechada para as operacdes -, “ e *. Resta ver
que € antissimétrica. O conjunto W estd contido em <; e portanto W’ C <}. Como <; € uma
quasi-ordem, tem-se W’ C <. Logo a relagao < estd contida em <;. Entdo se a| < az e @y < ay,

temos a; <| a e a; <| aj, ou seja, a; = ap.
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Para qualquer elemento a € S, temos (aﬁ, a®) € <. Logo (81, <) é uma dlgebra de estabilizacdo. Pelo

Lema 3.6.17,
<= U W,
neN

Provemos por indugdo que a aplicacio
¢:(S1,2) = (82, %2)

satisfaz o seguinte: para qualquer 5,7 € Sy, s <t = ¢(s) < ¢(¢). Suponhamos x < y.

o Se (x’ )7) € Wl’ entdo ¢(X) <2 ¢(y)’

o Suponhamos que o resultado € verdadeiro para qualquer elemento (x’,y") de W, e que (x,y) €
Wa+1. Caso (x,y) = (a,c) com (a,b),(b,c) € W,,, por hipétese de indugdo ¢(a) < ¢(b) e
@(b) <2 ¢(c). Como <, é uma ordem parcial, ¢p(x) = ¢(a) <> ¢(c) = ¢(y).

Caso (x,y) = (ac,bd) com (a,b),(c,d) € W,,, por hipétese de inducdo ¢(a) <, ¢(b) e ¢(c) <»
#(d). Como ¢ € um morfismo e <, € uma ordem parcial compativel com o produto,

P(x) = ¢lac) = p(a)d(c) <2 p(b)p(d) = ¢(bd) = ¢(y).

Os restantes casos sdo analogos.

Concluimos que ¢ : (S1, <) — (82, <») é um morfismo de dlgebras de estabilizagao. |

Definicao 3.6.49. Dizemos que uma pseudovariedade V ¢ ultimamente definida por uma sequéncia de
identidades {u,, = v, }nen S€
V=) Vol ).
m>1n>m

Proposicao 3.6.50. Toda a pseudovariedade de ordem V , é ultimamente definida por uma sequéncia de
identidades {u,, = V;}nen-

Demonstragdo. Como qualquer algebra de estabilizacdo de V € finita, V é numerdvel a menos de iso-
morfismo e por isso podemos supor V = {S},S,...}. Dadon € N, seja R, = S; X --- X S,,. Para cada
natural i, tomamos um alfabeto A; = {ay, ..., a;}.

Pela Proposicao 3.6.29, existe um conjunto finito W; = {(ul.l, vl.l), s (u:", vf" } que gera a quasi-ordem
~g;. Sem perda de generalidade, podemos supor que W; € simétrico. Vejamos que

'n

SeVseesoseSe UﬂﬂV(ui,vL):

k>1 n>k i=1

(=) Dada uma dlgebra de estabilizagdo S pertencente a V, entdo S = S,, para algum n € N, e logo S
divide R,, para qualquer n > k. Assim, pela Proposi¢do 3.6.45,

Se() ﬂ Vo, V)

n>k i=1

(&) Seja
Se U ﬂ Vo (@ul, v0).
k=1 nzk i=1
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Entdo existe um natural ko > |S] tal que

Se ﬂ ﬁVO(uZ,v;).

n>ky i=1
Dado n > ko, tal como provdmos na demonstragdo da Proposigdo 3.6.32, temos que F(Ay)/~, €
Vo.

Vejamos que S € V,,. Como n > |S]|, existe um morfismo sobrejetivo ¢ : F(A,) - S. Considere-
mos

¢: F(An)/ g, > S
[it]~s, P @)

Trata-se de um (2, 1, 1)-morfismo sobrejetivo:

— ¢ estd bem definida: Supondo que [i]., = [V]., , entdo por defini¢do (i, V) € ~g,. Como
W, € um conjunto simétrico e gera a congruéncia ~g,, pela Proposi¢do 3.6.18, tem-se que
~g, € a quasi-ordem gerada por W,. Como S pertence a ﬂ;il V,(ul, Vi), pela Proposicio
3.6.30 temos que S satisfaz # < v e ¥ < @t pois ~g, € a menor quasi-ordem que contém W,,.
Logo ¢(it) = ¢(v);

- ¢ éum (2, 1, I)-morfismo: E imediato por defini¢do das operagdes -, “ e ﬂ;

— ¢ é sobrejetiva pois ¢ € sobrejetiva.

Pela Proposigdo 3.6.48, existe uma ordem < em F(A,)/~,, tal que ¢ € um morfismo sobrejetivo.
Como uma pseudovariedade de ordem € fechada para a ordem, temos que (F(Ay)/~g »<) € V,.
Concluimos que S € V,,.

O

Definicao 3.6.51. Seja C uma colecdo de dlgebras de estabilizacdo. Denotamos por (C), a menor pseu-
dovariedade de ordem que contém C.

Por definicéo, (C) esta contido em (C),.

Proposicao 3.6.52. Seja V, = (S1,...,8;)o. Entdo V, é definida por uma sequéncia de identidades
{un = Vlnen, isto é,

Vo = () Vo, v).

n>1

Demonstracdo. Pela Proposi¢do 3.6.50
Vo = () Vo ).
m>1n=m

Para todo o 1 < i < r, existe um natural m; tal que S; € (o, Vo(Un, vi). Sejamg = max{m; : 1 < i
r}. Entdo o conjunto {S;,...,S,} estd contido em (,;5,,, Vo(us, V) € por conseguinte (Sy,...,S;),
Mnzmo Yo(tn, viy). Concluimos que V, = (V5 Vo(ttn, vi).

O N IA



CariTUuLO 4

Funcoes de Custo

Neste capitulo apresentamos os conceitos de funcdo de custo, de monoide de estabilizacdo e de n-
fatorizacdo, sendo este dltimo equivalente ao de n-computagdo dado por Thomas Colcombet em [2].
Introduziremos a ideia de transformada de estabilizacdo que nos serd til para provar que existe uma

bijecdo entre fungdes de custo regulares e ideais de ordem reconhecidos por monoides de estabilizagao.

4.1 Definicao

Comecamos por apresentar o conceito de fungdo de custo.

Definicao 4.1.1. Seja A um alfabeto finito e A o conjunto de todas as aplica¢des da forma f : A* —
Np U {oo}. Dizemos que f =~ g se e sé se para qualquer subconjunto X de A*, se tem f|y limitada sse
gly limitada.

E claro que a relagdo ~ é uma relagdo de equivaléncia.

Definicdo 4.1.2. Uma fungdo de custo é um elemento de A ~.

Definicao 4.1.3. Dada uma linguagem L de A*, definimos a aplicag@o

xL: A" = Ny U {oo}

W 0 uel
u) =
XL oo ué¢l

a que chamamos fungdo caracteristica de L.
Proposicao 4.1.4. Dadas duas linguagens L e L’ de A*, tem-se y ~ yp se e sé se L=1L'.

emonstracdo. Su u icaco 1 € 1 estdo =~- i . Ll; € limi , enta
D t Supondo que as aplicagdes x . € y;- estdo ~-relacionadas. Como y|; € limitado, entdo
Xxr|; também € limitado. Desse modo, L estd contida em L’. Analogamente, temos a inclusio inversa.

Caso L e L’ sejam iguais, por defini¢do 7 = x1/, € porisso xyr = xr’- O
A proposicdo anterior permite-nos identificar a linguagem L com a fun¢@o de custo [y.]~ associada a
sua fung¢do caracteristica.

Definicao 4.1.5. Um monoide de estabilizacGo M é um monoide ordenado finito munido de uma apli-
cacdo fe E(M) — E(M) que satisfaz as condi¢des seguintes, para s, € M e e € E(M):
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i) (sn)fs = s(1s)? se st,1s € E(M);
ii) (eﬂ)ﬁ =de=ef <o
iii) e < f= et < /4
iv) 1#=1.

Note-se que ele = eet pois ele = (ee)ﬁe = e(ee)ﬁ = eet.

Observagdo 4.1.6. Um monoide finito M pode ser encarado com um monoide de estabilizagao
(M9 .’ S’ﬁ )’

onde < € a igualdade e #e E(M) — E(M) ¢ a aplicagdo identidade.

4.2 Transformada de Estabilizacao

Nesta sec¢do vamos introduzir um operador, a que chamamos de transformada de estabilizagdo, que
permite converter um monoide de estabilizacdo numa dlgebra de estabilizagao.

Um monoide de estabilizacdo (M, -, <) pode ser considerado uma algebra de estabilizagdo se definir-
mos as operagdes undrias @ ¥ do seguinte modo:

“. M — E(M) Y. M — EM)

|
m > mM! m > m*

Em particular, se e € E(M) temos e = e. De facto, (M, -, <,*, 71,) € uma algebra de estabilizac@o pois,
dados s,t € M,

1) (st)ﬂ,s = ((st)'M“)ﬁs = (s(ts)'M“_lt)ﬁs = s((ts)'MH_lts)ﬁ = s((ts)'MH)ﬂ = s(ts)ﬂ’;

ii) sHH = gotol — ot = goff = o pois sob e E(M). Do mesmo modo sts@ = 595t = ¢ Também
stse = s < K

iii) Por defini¢do, s <t = s < 1, st < tﬁ';
iv) 1=1v=1¥,

Defini¢io 4.2.1. A transformacio anterior chamamos transformada de estabilizagdo e identificamo-la
com o simbolo &, isto é, )
&M, <F)= (M, <. 7).

Ao escrevermos apenas E(M) estaremos a pensar na dlgebra de estabilizagdo.
Um morfismo de monoides de estabilizacdo ¢ : M — N é também um morfismo de dlgebras de estabi-
lizagdo de E(M) em E(N): dado m € E(M),

o Y(m)® = y(mN! = y(m)NMI = g (uMIWNEY = g (mM) = g (m®);

o Y(m) = y(m)** = y(m)F = y(mh) = y(m").



46 CAPITULO 4. FUNCOES DE CUSTO

Por outras palavras, a transformada de estabilizac¢do respeita os morfismos, ou seja,
Y : E(M) — E(N)
m = y(m)
€ um morfismo de 4lgebras de estabilizacao.

Daqui em diante, dada uma dlgebra de estabilizag¢do, denota-se a primeira operagdo undria com o simbolo
@ quando se trata da poténcia idempotente e “” em geral. Mais concretamente, diferenciamos o simbolo
“ com um apostrofe consoante o respetivo caso.

Proposicio 4.2.2. Seja (M, -, <, ﬁ/) uma dlgebra de estabilizagdo com identidade finita tal que para
qualquer e € E(M) se tem e*’ = e, e também ' eE (M). Sendo * a restricdo de Y E(M), tem-se que
M,-, S,ﬁ ) é um monoide de estabilizagdo.

Demonstra¢do. Comparando as defini¢des de dlgebra de estabilizagdo 3.1.2 e de monoide de estabiliza-
¢do 4.1.5 concluimos que (M, -, <,#) é um monoide de estabilizagao. O

De modo a simplificar a notacdo, quando nao houver perigo de confusio, denota-se o monoide de esta-
bilizacdo da proposicdo anterior por &1 (M).

Sejam (M, -, <,“’, ti’) e (N, <, ﬁ') dlgebras de estabiliza¢do com identidade finitas nas condicdes da
Proposi¢do 4.2.2. Entdo um morfismo de algebras de estabilizacdo ¢ : M — N € também um morfismo
de monoides de estabilizacio: dado e € E(E~'(M)),

w(eh) = y(e) = wief = (o).
Por outras palavras, a inversa da transformada de estabilizacdo respeita os morfismos, ou seja,

Ve & M) = ETIN)
m = y(m)
€ um morfismo de monoides de estabilizacao.

Dado um monoide de estabilizacio M, a transformada inversa de E(M) estd bem definida e &~ 1(E(M)) =
M. Mas nem sempre se tem E(E~(M)) = M para qualquer dlgebra de estabilizacio M nas condicdes da
Proposi¢ao 4.2.2. Por outras palavras, a transformada de estabilizacao é injetiva mas ndo é sobrejetiva.

Proposicao 4.2.3. Seja M um monoide de estabilizacdo e N uma dlgebra de estabilizacdo tal que N
divide &(M). Entdo
EE(N) = N.

Demonstracdo. Consideremos M = (M, -, <HeN=(N,.<,*, 1i,).

i) Suponhamos que A é uma subdlgebra de estabilizacio de S(M). Em particular, N é finito. E
claro que e*’ = e e et e E(N) para qualquer e € E(N). Atendendo a Proposi¢do 4.2.2, podemos
formar o monoide de estabilizacio & !(N). Consideremos o diagrama

wr § &' -1 53 & -1 wy 5
(Na" Sa > ) '% (8 (N)a ) S’ ) H (8(8 (N))” Sa s 2)

[

EWM),-, <, k)
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De facto, temos paran € N:

o @ = & ML = PINIL = iMoo = e

o nfh = pE NI — NI — NI NI INIIMI ML e
Logo EE'(N)) = N.

ii) Suponhamos que existe um morfismo de dlgebras de estabilizacio sobrejetivo ¢ : E(M) - N.
Temos |N| < |M|, logo N é finita. Para qualquer ¢ € E(N), existe m € M tal que ¢(m) = e. Entdo

w

e = p(m)” = p(m®) = p(m™"') =

o(mM' = ¢
e e’ € E(N) pois
et = pm¥ o(m)f = p(mPm ) = ™) = . = &',

Atendendo 2 Proposigdo 4.2.2, tem-se que podemos formar o monoide de estabilizacio &' (N).
Consideremos o diagrama

(EM), -, <, ki )

I

w 'y & -1 by & -1 w t
(Nv"S’ s ) 'ﬁ (8 (N)’ '9Ss ) 'H (8(8 (N)),',S, 92)

Dado n € N, existe m € M tal que ¢(m) = n. Deste modo:

o n = p(m) = Sp(m)IS'l(N)I! - ¢(m)|8‘1(N)I!IM|! - (p(mIS’I(N)I!IMI!) = mM!") = p(m®) =
Py =

o nh = ) = (m)E M = gmen = ) = (mH) = pm¥) = () =
p(mh) = p(m)f = n.

Logo EE'(N)) = N.

No caso geral, suponhamos que existe uma subdlgebra de estabilizacdo 7~ de & M) e um morfismo
sobrejetivo de dlgebras de estabilizagdo y : 7 - N. Entdo por i), tem-se EETH=Te consequen-
temente &(E™(N)) = N por ii). O

Corolario 4.2.4. Seja M a classe de todos os monoides de estabilizacdo. Entdo E&(M) é uma pseudova-
riedade de dlgebras de estabilizacdo com identidade.

Demonstragdo. Pela Proposicido 4.2.3, tem-se que &M) é fechado para divisdes. Suponhamos que
Miy,...,MyeMeque N =EM;)X---xXEMy). Por definigao,

8(M1)X-~~X8(Mk)=8(M1 X -+ X Mp).

Logo N € EM). Concluimos que E(M) € uma pseudovariedade. m]

4.3 Arvores

Nesta seccdo obtemos uma caracterizacio alternativa do conceito de n-computagdo apresentado por
Thomas Colcombet [2].
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Comecemos por recordar o teorema das florestas de fatorizacao inicialmente apresentado por Simon [8].
Sendo wy,...,w; € A*, representamos por (w1, ..., wy) a sequéncia infinita indexada em N
(wl,...,wk,(),...).

Definicdo 4.3.1. Sejam S um semigrupo finito e ¢ : A" - § um morfismo. Uma floresta de fatorizacdo
de tipo Ramsey de ¢ é uma aplicacio d : A* — (A U {O)" dada por d(w) = (wy,...,wy) paraw € AT,
tal que:

e weA e dw) =Ww),

o W=w...w,

e Sek > 3,entdo p(wy) = --- = p(wy) € E(S).

Numa tal floresta de fatorizacio de tipo Ramsey, a altura h; de uma palavra w é dada por:

0 seweA
ha(w) =

1+ max {hg(wy), ..., hg(wp)} sedw) = (wi,...,wy)
A fatorizacdo de uma palavra w € representdvel por uma drvore.

Exemplo 4.3.2. Consideremos o alfabeto A = {a, b}, 0 semigrupo S dado por

-1
1|1
s | s |1

Figura 4.1: Semigrupo S

e o morfismo ¢ : A* — § definido por ¢(a) = 1 e ¢(b) = s. Seja d a floresta de factoirzagio de tipo
Ramsey definida por

o d(a) = (a);
o d(b) = (b);
o d(b*) = (b,b);

o

d(ab*ab™) = (a,b?, a, b?, b>);

dw) = (u1, ), se w # ab*ab*,b*,b,a e w = ujup com u; € A.

o

Entio ab’ab* é representivel pela arvore
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que tem altura 2.

Teorema 4.3.3. Seja S um semigrupo finito e ¢ : A* —» S um morfismo sobrejetivo. Entdo existe
uma floresta de fatorizagdo de tipo Ramsey d de ¢, tal que para qualquer palavra w € A*, se tem
ha(w) < 3|S|.

Demonstracdo. Consultar [8]. O

Recordemos uma definicdo mais geral de arvore apresentada em [1].

Definiciao 4.3.4. Seja M um monoide de estabilizacdo. Uma drvore (ndo vazia) t ordenada e de aridade
ndo fixa é uma fungéo parcial ¢ : N* — M tal que:

dom(?) € finito;

dom(r) "N = {1};

dom(?) é um conjunto fechado para prefixos ndo vazios, isto €,

se y € dom(?) e x € N* é um prefixo de y, entdo x € dom(r);

e Nio existem saltos em dom(?), isto &,

se m,n € Ne x € N* sdo tais que m < n e xn € dom(z),

entdo xm € dom(?).

Exemplo 4.3.5. Seja M um monoide de estabilizacao

Figura 4.2: Monoide de estabilizacdo (M, -, S,ﬁ )

S

S
(=) ESEE RN
=) ) Ne) Ne)

OO T

el RS IS S

eX ={1,11,111,112,12,121, 122}. Entdo a aplicacdo ¢ : X — M definida por

€ uma arvore ndo vazia, ordenada e de aridade ndo fixa.
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Os elementos de dom(#) sdo chamados de nds da arvore t. Dados x,y € dom(?), dizemos que y é um filho
de x se existe n € N tal que xn = y. As folhas de t s@o os nés sem filhos. Dois nds

X = X1 ... Xk € Y=Y1--Yip»
COM X[, ..., Xk, Y1--->Vk €N, estdo em relacdo <;se e sé se di € {2,...,k} tal que
X1=Y1 oo Xiel =Yi-l, Xi < Yi,

onde k = min{ky, kp}. Um né x estd a esquerda de um né y se x <; y. No exemplo 4.3.5, tem-se que o
nd 11 estd a esquerda de 121 mas o né 1 ndo estd a esquerda de nenhum né. Dizemos que a folha x é a
i-folha se x = y;, onde y; <; - - - <; ¥, sdo as folhas de . A altura de um né x é dada por

h(x) := 1+ max{|z] : z € N* e xz € dom(s)}.

Em particular, a altura de um n6 € 1 se e sé se € uma folha. A altura da arvore ¢ € definida por /,(1).

Daqui em diante, sempre que considerarmos uma 4vore, estard implicito que é uma arvore ordenada e
de aridade nao fixa.

Proposicao 4.3.6. Seja t uma drvore e x um né de t com k filhos yy <; - -+ <; yr. Entdo

hi(x) = 1+ max{hi(y1),..., h(yi)}.
Demonstracdo. Seja z € N* tal que xz € dom(?) e hy(x) = 1 + |z].

(>) Fixado i € {1,...,k}, tem-se que dn; € N tal que y; = xn; pois y; € um filho de x. Seja z; € N*
tal que y;z; € dom(¢) e h,(y;) = 1 + |z;|. Entdo x(n;z;) € dom(?) e, pela maximalidade de |z|, tem-se
lz| > |n;z;|. Assim,

h(x)=1T+zl 2 1+ 1+ |zl = 1+ h(yp).

Concluimos que h;(x) > 1 + max{h,(y1), ..., (e}

(<) Dado que x ndo é uma folha, temos z € N*. Sejam n € N e w € N* tais que z = nw. Como
xz € dom(?) e dom(t) é fechado para prefixos, tem-se xn € dom(¢). Assim xn € um filho de x,
digamos y;.

Seja z; € N* tal que y;z; € dom(?) e h(y;) = 1 + |z;]. Como y;z; = x(nz;), pela maximalidade de |z],
tem-se |z| > |nz;|, donde [w| > |z;|. Por outro lado, como y;w € dom(¢), pela maximalidade de |z,
tem-se |w| < |z;]. Deste modo |w| = |z;|. Assim,

h(x) =1+l =1+1+wl =1+1+lzl=1+h()<1+max{hO1),..., L}
O resultado fica provado. O

Apresentamos agora o conceito de n-computacdo introduzido por Thomas Colcombet em [2]. No que
se segue, o conjunto M* denotara o conjunto das palavras sobre o alfabeto M.

Defini¢do 4.3.7. Consideremos um monoide de estabilizacio M e u = my...m, € M*. Uma n-
computagdo sobre a palavra u € uma 4rvore ¢ de aridade ndo fixa, ordenada tal que:

e Asimagens por ¢ das folhas lidas da esquerda para a direita formam a palavra u € M*, ou seja, se
X1 <j -+ <7 x sdo as folhas de ¢, entdo #(x;) = m; paral <i < k.

e Para cada n6 x, com k filhos y; <; -+ <; yx, temos uma das seguintes situagdes:
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— k =0 (folha),

- k=2etx)=t(y) - t(y2) (n6é produto),

- 2<k<netx)=tyy) ==ty € E(M) (n6 de idempotente),
—k>nty)=---=thp)=ec EM) e t(x) = et (n6 de estabilizacdo).

Exemplo 4.3.8. Consideremos um exemplo de [2]. Seja

Figura 4.3: Monoide de estabilizacio (M, -, S,ﬁ )

Q

S
OIS
(=) el Nev) Ne)

OO =

(el RS ISR S

M um monoide de estabilizacdo. Entao a arvore t com dominio
{1,11,111,112,12,121,1211,1212,1213, 122, 13,131, 1311, 1312, 1313, 1314, 1315, 132, 14, 15}

e tal que

¢ uma 4-computacéo de altura 4 sobre a palavra babbbabbbbbaaa de M*.

Vamos agora introduzir um novo conceito, que é "equivalente” ao de n-computaco mas que nos parece
de trato mais simples do ponto de vista matemadtico. Este surge com o intuito de generalizar o de
fatorizacdo floresta.

Definicdio 4.3.9. Dado um alfabeto finito B, definimos B* = | J,cy B, como sendo uma (2, 1)-dlgebra,
onde

e B =B,

° B,,+1=BnU{uv|u,v€Bn}U{uﬁIueBn}.

Dado um elemento w de B, definimos [wl = min{n € N|w € B,}.

Defini¢io 4.3.10. Dado um alfabeto finito B, definimos a aplicacio 7z : B¥ — B* do seguinte modo:

o mp(u) = u,seu € By,
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o mp(uup) = mp(up)mp(uz), se uy,uy € By;

o 773(”?) = np(u1), se uy € By.
Por exemplo, dados a, b € B temos ﬂB((aﬁb)ﬁ) = ﬂB(a”b) = nB(aﬁ)ﬂB(b) = ab. De certo modo, podemos
dizer que a aplicagdo mp retira o simbolo # de um elemento u € B,

Defini¢do 4.3.11. Sejam B um alfabeto finito, M um monoide de estabilizacdo ¢ § : B* — M um
morfismo. Definimos a aplicagdo o : Bf > M:

o 0*(u) = O(u), se u € By;
o 0'(uiur) = %116 (), se uy, uy € By
o 0ty = O™, se ) € B,
Seja M um monoide de estabilizagdo e § : B* — M um morfismo. Como B* estd contido em B,

para qualquer palavra w de B*, temos 6*(w) = 6(w) por defini¢do de 6. Por outras palavras, o seguinte
diagrama é comutativo:

B —%sMm

%

Defini¢éio 4.3.12. Dados um alfabeto finito B e um subconjunto finito X de B¥, dizemos que X é fechado
se paratodoow € X \ B, existem wy,...,wx € X taisque w = wy ... wy ouw = (W ...wk)ﬁ.

Por exemplo, seja B = {a, b} um alfabeto. Os conjuntos {a, b, ab}, {a, b, (ab)ﬂ} ef{a,b, (ab)ﬁ, (ab)ﬁb} sdao
fechados e o conjunto {a, b, b(ab)ﬁ} nao é fechado.

Sejam M um monoide € u = m ...m, uma palavra de M*, com m; € M. Associemos a u o alfabeto
B, =1{b1,...,b,;} e 0o morfismo de semigrupos

0,: B, - M
tal que, paracadai € {l1,...,r}, se tem 0,(b;) = m,.
Definicdo 4.3.13. Sejam M um monoide de estabilizagdo e n um natural. Dados uma palavrau € M™* e
X um conjunto fechado de Bg tal que d!v € X que satisfaz wp (v) = by ... by, uma n-fatorizagcdo sobre u
€ uma aplicagdo d, : X —» (X U (ODY, d,(w) = (w1, ..., wy) tal que:
e weB, o d,(w)=(w);
e Sek=2w=wiwsy;

. Se3Skﬁn,@ﬁ(wl):‘-':Qﬁ(wk)zeeE(M)ew:wl...wk;

e Sed<n<kOw)=-=0(w)=ec EMew=w ... w)t
Dizemos que v € o niicleo de d,,. A altura hg, de uma palavra w € X é dada por:

sew € B,

1
hq,(w) = {

1 + max{hg,(wi1),...,hqg,(wr)} sed,(w)=(wi,...,wg) comk > 2
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Por defini¢do, se w € X N (By)u+1 € dy(w) = (W, ..., wi) entdo wy, ..., wg € (By)x.

Exemplo 4.3.14. Consideremos novamente o Exemplo 4.3.8, isto &, seja M o monoide de estabilizagio

: ©

Figura 4.4: Monoide de estabilizacdo (M, -, S,ﬂ )

S

S
(=) ESEEN RN
el RS ISR S
=) ) Ne) Ne)
OO T

Tomemos a 4-computacéo anterior sobre a palavra u = babbbabbbbbaaa de M*:

Vejamos que lhe podemos associar uma 4-fatorizagdo sobre u.

Consideremos o alfabeto B, = {by, ..., b14} e o conjunto fechado

X ={b1,...,b14,b1b2,b3bsbs, b3bsbsbe, (b7b8b9b10b11)ﬁ,
(b7bsbobiob11)*b1a, (b1byb3bybsbe(brbgbobiobi) b1abi3bia))

Sendo v := (b]b2b3b4b5b6(b7bgb9b1ob11)ﬁb12b13b14)ﬁ, por deﬁnigﬁo, 7TBL,(V) = bl N b14. Seja du X -
(X U {0H* a aplicacdio definida por:

o d,(v) = (biby, b3bsbsbg, (b7bsbob1ob11) b1, b13, b1s), onde 4 < k e

0%(b1D2) = 6 (b3babsbe) = 0%((b7bgbobiob11) b12) = 0(b13) = 6(b14) = a € E(M);

dy(b1by) = (b1, by);

dy(b3bsbsbe) = (b3bsbs, be);

d,(b3babs) = (b3, by, bs), onde 6l(b3) = 6(bs) = 0(bs) = b € E(M);

d,((b7bgbob1gb11)*b12) = ((b7bgbobighyy), b12);

d,((b7bgbob1ob11)*) = (b7, bs, by, b1o, by1), onde 4 < k e

0(b7) = 6l(bs) = 6L(bo) = (b1o) = 6h(b11) = b € E(M);
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o d,(b)=(by)paral <i< 14.

Neste caso a altura da drvore € precisamente

ha, (V) = ha,((b1b2b3babsbe(brbsbobiobiifbiobi3b1a)f) = 4.
O exemplo anterior leva-nos a crer que o conceito de n-computacdo "corresponde”ao de n-fatorizagéo e
reciprocamente.
Proposiciao 4.3.15. Seja M um monoide de estabilizacdo, u € M* e t uma n-computacdo sobre u de

altura h. Entdo existe uma n-fatorizagdo sobre u com niicleo v tal que hy,(v) = he Qg(v) =1(1).

Demonstra¢do. Consideremos um monoide de estabilizag¢do M, uma palavra u := m;...m, € M* e
n € N. Sejam B, = {by,...,b,} e 6, : B — M, um morfismo tal que 6,(b;) = m;.

Consideremos uma n-computagao ¢ sobre u, de acordo com a Defini¢do 4.3.7. Dado x € dom(¢), defini-
mos recursivamente sobre a altura dos nés da n-computacdo a aplicacdo « : dom(t) — Bg do seguinte
modo:

o Se hy(x) = 1, entdo x € uma folha. Assumindo que € a i-folha, entdo a(x) = b;.

o Se x € um n6 com filhos y; <; - -+ <; ¥, entdo

a(yy)...a(vy) sek<n
a(x) = 4
(@y1)...an) sek>n

Pelo Coroldrio 4.3.17, que provaremos a frente, a aplicacdo « € injetiva e por defini¢do, o conjunto
X := a(dom(¢)) é fechado. Provemos também que para qualquer né x € dom(?),

O ((x)) = 1(x), 4.1

usando indug¢do na altura de x.

o Se x ¢ a i-folha, entdo
() = 6L(by) = m; = 1(x).

Se x é um né com filhos y; <; --- <; yx e k < n, entdo

Oh((x)) = By ... a) = Bh@()) ... 6hatn))
=1t(y1)...t0yx) = t(x). (por hipétese de indugao)

Se x € um né com filhos y; <; --- <; yx e n < k, entdo

B () = B((a(y) . .. ay)P)
= 0l a() ... )M = @) ... O™
= (t(y) . . . 10y M (por hipétese de inducio)

= M = o = 1(x).
Definimos a aplica¢do d, : X — (X U {OHY do seguinte modo, onde w = @(x):

o d,(w) = (a(x)) se x é uma folha,
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o d,w) = (a(y1),...,a(yr)) se y1 <; -+ <; yx sdo os filhos de x,

e o nucleo v de d,, como sendo a(1). Obtemos uma n-fatorizacdo sobre u pois: por (4.1) a aplicacdo d,
satisfaz as condi¢des da defini¢do de n-fatorizacdo, pelo Lema 4.3.18 v € o nucleo de d, e Hﬁ(v) = (1)
por (4.1), e pelo Lema 4.3.19 temos h;(x) = hg,(a(x)) para qualquer né x de ¢, em particular,

h = h(1) = hg,(a(1)) = hq,(v).
Assim concluimos a demonstracdo. |
Dados uma n-computagdo ¢ e nés x,y,z € dom(?), dizemos que y < x se y é um descendente de x, ou
seja, se x for um prefixo de y. Se x for diferente de y e y < x, escrevemos x < y. Por exemplo se y; e y»
sdo filhos de x, entdo y; < x e y; £ y». Por outro lado, se y; < z entdo y, < z. Tem-se também que < é

uma relacdo de ordem no conjunto dos nds. Os préximos lemas sdo fundamentais para a demonstragao
da Proposi¢do 4.3.15.

Seja A um alfabeto. Dadas palavras wi, w, € A*, dizemos que wy <; wy se wy é um segmento de wy.

Lema 4.3.16. Segundo a notacdo da Proposicdo 4.3.15 e da sua demonstracdo, tem-se:

(A) mp (a(x)) e mp, (a(y)) tém uma letra em comum =

np,(a(x)) < mp, (a(y)) ou ng (a(y)) < g, (a(x)).

(B) mp,(a(x)) < g, ((y)) &= x < y.

Demonstragdo. As duas alineas irdo ser demonstradas em simultdneo por indugdo em

h(x,y) = |mp, (X)) + |7, (@())I.
Primeiro vemos os casos degenerados, ou seja, quando x ou y sdo uma folha. Depois provamos o caso
geral.
o Se x ¢ ai-folha, entdo (A) € verdadeira pois teremos np, (a(x)) = b; donde verifica-se np, ((x)) <

ng,(a(y)). Provamos (B) por indugdo em |np, (a(y))|.

> Se |np, (a(y))| = 1, entdo y € uma folha e obtemos x = y.

> Suponhamos que |7p, (@(y))| = np + 1 > 2 e que o resultado se verifica para qualquer né
z tal que |7p, ((2))] < no. Sejam z; <; -+ <; z os filhos de y. Temos g, (a(y)) =
np,((z1))...np, (a(zx)). Entdo

np,(a(x)) <s mp,(a(y)) & i e (l,...,k}, np,(a(x)) <, np, ((zi))
— diell,... .k}, x<z (por hipétese de indugao)
— x <y

Fica demonstrado que (B) ¢é verdadeira quando x é um folha.
o Seyé ai-folha, entdo tal como anteriormente (A) € verdadeira. Como 7p, (a(y)) = b;,

75, (a(x)) <, 75,(@(y)) & 7p,(@(X) = b S x=y S x<Y.
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o Passemos ao caso geral. Se x e y sdo nds iguais, entdo (A) e (B) sdo triviais. Por isso, suponhamos
que x e y sdo nds diferentes. Do que acabdmos de provar, concluimos que (A) e (B) sdo verdadeiras
para quaisquer nds x e y tais que A(x,y) = 2. Suponhamos que h(x,y) = ng + 1 > 3 e que ambas
as alineas se verificam para quaisquer nés z e 7’ tais que A(z,z’) < ng. Se x ou y for uma folha
entdo o resultado ja estd provado. Suponhamos pois que x tem filhos z; <; - -+ <; z, e y tem filhos
<t <y z,’{z. Obtemos

{nBM (@(x)) = 73, (@(21)) . . . 75, (@(z1,))

np, (@) = g, ((z))) ... g, ((z}))

> Se g, (a(x)) e np,((y)) tém uma letra em comum, existem i € {1,...,k1} e j€{1,...,ka}
tais que mp, (a(z;)) € 7p, (oz(z;.)) tém uma letra em comum. Como /A(z;, z;.) < ng, por hipétese
de indugdo temos

g, (@(z) <5 mp, (@)  ou  mp(@(2)) < 7, (a(2).

’

Se g, (a(zi) < ﬂ'Bu(a’(Z’/)), entdo por hipdtese de indugdo z; < z}. Assim x < z;- pois
x # y. Como h(x, z;.) < ng, temos 7g, (a(x)) <, nBu(a(z;.)) e, consequentemente, 7g, (@(x)) <;
g, (a(y)). O outro caso € andlogo.

> Temos também

np,(a(x)) <5 g (a(y)) & Viell,... ki}, 7 ((z)) <5 7p,(a(y))
—Viel{l,...,k1}, z <y (hipétese de indugdo)

— x<Yy
pois A(zi,y) < no. Notemos que a implicagio
Viell,....ki}, np,(a(z)) <5 g, (a(y)) = 7p,((x)) <, g, ((y))

€ verdadeira pois 7p, (a(z;)) € mg,((z;)) ndo t€ém letras em comum, para i # j. Mais con-
cretamente, dado que h(z;,z;) < ng, se tivessem letras em comum, por hipétese de indugio,
usando (A) e em seguida (B), chegariamos a z; < z; ou z; < z; 0 que € um absurdo.

Pelo principio de inducio, (A) e (B) ficam provadas e a demonstragao fica concluida. |

Corolario 4.3.17. Segundo a notagdo da Proposigdo 4.3.15 e da sua demonstragdo, a aplicagdo np, o @
é injetiva. Em particular a aplicacdo a é injetiva.

Demonstragdo. Sejam x,y € dom(?), tais que g, (@(x)) = g, (a(y)). Pelo Lema 4.3.16, tem-se x < y e
y < x, e portanto x = y. |

Lema 4.3.18. Segundo a notacdo da Proposicdo 4.3.15 e da sua demonstragdo, tem-se que v := a(1) é
o niicleo de d,.

Demonstragdo. B necessario demonstrar que np,(v) = b1 ...b, e que v 0 € Gnico elemento de X nestas
condicdes. A unicidade € clara dado que pelo Coroldrio 4.3.17, a aplicacdo nip, o « € injetiva. Sem perda
de generalidade podemos supor que a drvore tem mais do que um né, ou seja, dom(z) # {1}. Vejamos
primeiro que ng, (v) contém as letras by, ...,b, € B,,.

o Fixadoie{l,...,r}, temos x < 1 onde x € a i-folha. Pelo Lema 4.3.16 (B), obtemos g, (a(x)) <
np,((1)), donde b; < g, (v).
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Sejam b;,b; € B, e x, x’ € dom(?) tais que

x < x, b; <5 g, (a(x)), b; < mp, (a(x")). 4.2)

Provemos que i < j.

o Provemos por indugdo sobre A(x, x) := h/(x) + h(x"). Se h(x, x") = 2, temos que x é a i-folha e x’

Seja

¢ a j-folha. Desse modo i < j.

Seja ng > 2. Suponhamos que o resultado é verdadeiro para quaisquer nés y, y’ tais que h(y,y’) =
ng e que h(x, x") = ng + 1. Como h(x, x’) > 3, temos que x ou x’ tém filhos. Sendo y; <; - -+ <; yx
os filhos de x, obtemos yy, ...,y <; x’, pois x <; x’. Como b; < ng (a(x)), existe n € {1,...,k}
tal que b; <, g, (a(y,)) pois

ng,(a(x)) = wp, (a(y1)) ... 7B, (a(Vr)).

Por hipétese de indugdo i < j, pois h(y,, x’) = ng. De maneira analoga se prova o caso em que x’
tem filhos. O resultado fica assim provado pelo principio de inducao.

R={xedom():3i,je{l,...,r},Iw € B} tal que bjwb; <; mp,(a(x)) ei < j}.

A demonstragao fica concluida se provarmos que R = 0.

o Se R # 0, existe x € R tal que h;(x) € minimo. Sejam i, j € {1,...,r} e w € By, tal que b;wb; <

np,(a(x)) e i < j. Como bjwb; <; np (a(x)), 0 n6 x ndo € uma folha. Sejam y; <; --- <; y; 0s
filhos de x. Dado que
ng,(a(x)) = g, (@(y1)) ... 7w, (@(Vi)),

pela minimalidade de x, existem n;, n; € {1,.. ., k} diferentes tais que
bj <s ﬂB,,(CX(Ynj)), b; < ﬂBu(a'())n,-))y Yn; <l Yn;-

Como estamos nas condigdes de (4.2), podemos concluir que j < i e chegamos a um absurdo pois
i < j. Concluimos pois que R = 0.

O lema fica assim provado. O

Lema 4.3.19. Segundo a notacdo da Proposicdo 4.3.15 e da sua demonstracdo, para qualquer x €
dom(?) tem-se

hi(x) = hg,(a(x)).

Demonstragdo. Provemos o resultado por indugdo sobre A,(x). Se h(x) = 1, entdo x € uma folha. Sendo
x a i-folha, temos a(x) = b; € B, e por isso hg, (a(x)) = 1.

Seja ngp € N e suponhamos que o resultado € verdadeiro para qualquer y € dom(t) tal que 4,(y) < ng.
Seja x tal que A,(x) = ng + 1. Como h,(x) > 2, 0 n6 x ndo é uma folha. Sejam y; <; - -+ <; y os filhos de
x. Pela Proposicao 4.3.6, tem-se que

hi(x) = 1+ max{h(y1), ..., ()}

e pelo principio de inducao

hy(x) = 1 + max{hy, (@(y1)), ..., ha,(a(y)}

pois h,(y;) < ng para qualquer i € {1, ..., k}. Por defini¢do de A,,, concluimos que h;(x) = hg (a(x)). O
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Proposicao 4.3.20. Sejam M um monoide de estabilizacdo, u € M™ e d, uma n-fatorizagdo sobre u com
niicleo v. Entdo existe uma n-computacdo sobre u de altura h tal que hg,(v) = h e Hbﬂ,(v) =1(1).

Demonstracdo. Seja d, uma n-fatorizacdo associada a u com nicleo v. Dados w,w’ € X, dizemos que

waw se|w|#1,d,W)=wi,...,w)eexiste 1 <i<ktal que w = w;. Definimos o conjunto
X, = U X,
meN

do seguinte modo:

o X1 ={v};

o X1 =fweX: I € X, tal quew < w'}.

Dados m € Ne w € X411, existem w), € X,...,w,, € X, tais que
WAW, < <Aw) <, 4.3)
a que chamamos uma cadeia de w, e neste caso temos
ng,(w) <y mp,(W),) <y -+ <s g, (W) <y g, (V) = by ...b,. 4.4)

Pelo Lema 4.3.22, a cadeia (4.3) € tnica.

Dado w € X,, definimos a aplicacéo 8 : X, — N* do seguinte modo:

o Sew € Xy, entdo S(w) = 1.

o Sewe X, ew<w étal que d,(W)=(wi,...,w;,...,w),onde w; = w, entdo B(w) = B(W')i.
A aplicagdo S € injetiva.

o Suponhamos que w,z € X, sdo tais que S(w) = B(z). Como B(w),B(z) € N*, obtemos |B(w)| =
|B(2)] = m e por construcdo w, z € X,,,. Provemos por indugdo em m que w = z. Se m = 1, entdo
w =z Sem >2,sejam w’, 7 tais que w < w’ e z 1 7". Por defini¢do de 3, tem-se S(w) = B(w')i e
B(z) = B(z')j. Entdo em N* obtemos S(w’) = B(z’) e i = j. Por hipétese de indugdo w’ = 7’. Logo
w=z.

Sejat : B(X,) = M a aplicagdo definida por x — Gﬁ(w), onde S(w) = x. Em particular, dom(?) = S(X,).
A aplicacdo t é uma arvore:

o dom(t) € finito pois X, é finito.

o dom(r) NN = {1};

o Se B(w) € dom(r) e x = x;...x, € N*,y; ...y, € N* sdo tais que S(W) = X1 ... Xg V1 - Viyo
entdo por defini¢do de g, existe w/ € X, tal que B(W]) = X1 ... Xx, V1 ... Yk -1. Repetindo o mesmo
processo ky — 1 vezes, obtemos que existe w;(z € X, tal que ,B(WI’Q) = x, ou seja, dom(?) é um
conjunto fechado para prefixos ndo vazios;

o Por defini¢do de 3, ndo existem saltos em dom(?).

A drvore t ¢ uma n-computagao:
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o Dado w € X,, B(w) é uma folha se e s6 se para qualquer x € N*, tem-se B(w)x ¢ dom(?) se e SO se
dy(w) = (w)seesdsew € B,NX,. Comonp, (v) =by...b, temos B,NX, = B, e por isso existem
exactamente r folhas B(wy) <; -+ <; B(w,). Pelo Lema 4.3.23, obtemos wy = by,...,w, = b,.
Deste modo obtem-se #(B(w;)) = Qg(w,-) =mijparal <i<r.

o Dado que #x) = Hﬁ(w), onde B(w) = x, as restantes condicdes da definicdo de n-arvore sao
satisfeitas.

Obtemos assim uma n-computacdo. Claramente #(1) = Gg(v), por defini¢do de ¢. Resta ver que hy, (v) =
h. Dado w € X,, provemos por indu¢do em | - |, que hg, (W) = h(B(w)).

o Sew| =1,isto é, se w € By, entdo hy(w) =1e

h(Bw)) =1 +max{lz] : ze N"e B(w)zedom()} =1+0=1;

o Seja ny € N. Suponhamos que o resultado é verdadeiro para qualquer w’ € X, tal que |w’| < ng, e
tomemos w € X, tal que |w| = ng + 1 > 2. Por defini¢do de d,,, temos

dy(w) = (Wi, ..., wg)
e hg,(w) = 1 + max{hg,(w1), ..., hq,(wk)}. Por hipétese de indugdo e pela Proposigdo 4.3.6,

ha,(w) = 1 + max{hg,(w1),. .., hg,(wp)} = 1 + max{h,(B(w1)), . .., L (Bwi))} = h(B(w)).
Em particular, obtemos A4, (v) = h(B8(v)) = h. A demonstracio fica assim concluida. |

Demonstremos agora os resultados usados na demonstragdo anterior. O préximo lema sera usado na
demonstracdo de 4.3.22.

Lema 4.3.21. Segundo a notagcdo da demonstragdo da Proposicdo 4.3.20, dados m € N e w,z € X,
tem-se
w=z ou ng,(w) e wp,(2) ndo tém letras em comum.

Demonstracdo. Provemos o resultado por indugdo em m € N.

o Sem=1,entiow=vez=v.

o Seja mp € N e suponhamos que o resultado € verdadeiro para my € que w,z € Xp+1. Sejam
w', 7" € X, tais que w <w’ e z < z". Por hipétese de inducdo,

w =z ou np, (W) e g, (z') ndo tém letras em comum.
Se w’ =7/, existem i, j € N tais que
dW)=wi,...,wp), w=wi, zZ=Ww,.
Como g, (W) <s mp, (V) =by...b, e
ng, (W) = ng,(w1) ..., (Wi,
obtemos i = j ou g, (w;) € mp,(w;) n@o t€m letras em comum. Por outras palavras,

w=z ou ng,(w) e wp,(2) ndo tém letras em comum.



60 CAPITULO 4. FUNCOES DE CUSTO

Se g, (w’) e mp,(z') ndo t€m letras em comum, entdo o mesmo sucede com nig, (W) € ng, (z), pois

ng,(w) <s g, (W) e 7p,(2) <; mp,(2).

A demonstragdo fica concluida pelo principio de indugdo. |
Lema 4.3.22. Segundo a notag¢do da Proposi¢do 4.3.20 e da sua demonstragdo, dados w, wl’{1 , lecz € X,
. / ’ ~ VA §
tais que w Aw; e w <z , entdow; =z .
Demonstragdo. Existem w) € Xp, ..., W;q_1 € Xy-1€2, € Xo,..., z,’Q_] € Xy,-1 tais que
4 / ’ ’
WAw - <dwy, v e weg <z <.

Suponhamos que k; # k» e sem perda de generalidade que k| < k. Por (4.4) e pelo Lema 4.3.21,
obtemos
Wy = 2o Wi =2, € WSZp .

Como 7p, (W) <s ﬂgu(z;q +1)» obtemos 7 (W) < mpg,(w), 0 que € um absurdo. Deste modo, tem-se
k1 = kp e novamente pelo Lema 4.3.21 w;(l = zl’q. m]

Lema 4.3.23. Segundo a nota¢do da Proposi¢do 4.3.20 e da sua demonstragdo, dados w,z € X, e
bi,b; € B, tais que b; <, ng (w) e b; <, np (2), entdo

Bw) < Bz) =i <.

Demonstragdo. Sejam my,my € N tais que w € X, €2 € Xpn,. Semy = loumy = 1,istoé, w = vou
z = v, entdo B(w) £; B(z). Provemos o resultado por inducido em m; + my.

o Semy+my =4em,my > 1,entdom; =myp =2e,logow<avez<v. Sejaf(w) =1l eB(z) = 11,
com [y, [/, € N. Assim,
Bw) < Biz) e 1 < 1 & 1) <.

Por definicdo de B8, temos d(v) = (..., w,...,z,...). Logo i < j pois

by...by=np,(v)=...1gW)...13,(2)....

o Seja my > 4. Suponhamos que o resultado € verdadeiro para mgy € que mqy + my = mg + 1.
Jja mo p q p 0€q 1 2 0

Sejam xq,...,xy, € Neyy,...,y, € Ntais que S(w) = x;...xx, €5(2) =y1 ...V Sem perda de
generalidade admitamos k; < k. Como S(w) <; B(z), existe k € {2,...,k}, tal que
X1 =Y oo 5 Xk=1 = Yi-1, Xk < Yk-

Se k < kp, entdo B(w) <; B(z’) onde z < 7. Por hipétese de indugo, concluimos que i < j pois
g, (2) <s 7p,(2).
Se k = ki = ka, entdo B(w) = B(w")xi e B(z) = B(z)yk, onde

w<aw, z<7, Bw) =B(), X < Yk

Consequentemente w’ = 7z’ pois 8 é injetiva. Assim, d,(W') = (..., w,...,Z,...) pois x; < Y.
Portanto, i < j pois g, (W') < mp,(v) =b1...b, e

ng, (W) =...ng,(W)...mp,(2)....

O caso ky < k; € andlogo.
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A demonstragio fica assim concluida. O

Como conclusdo,

Corolario 4.3.24. Sejam M um monoide de estabilizacdo, m € M, u € M* e h € N. Existe uma n-
computagdo sobre u de altura h e t(1) = m se so se existe uma n-fatoriza¢do d, sobre u com niicleo v,
tal que hy, (v) =he Gﬁ(v) =m.

Demonstracdo. E uma simples aplicagdo das Proposi¢des 4.3.15 e 4.3.20. O

Proposicao 4.3.25. Seja M um monoide de estabilizacdo e n € N. Entdo para qualquer palavrau € M*,
existe uma n-fatorizacdo associada a u, d, : X — (X U {ODY, tal que hg,(v) < 3|M|, onde v é o niicleo
de d,.

Demonstracdo. Consultar [2 - Teorema 4.10], tendo em conta a Proposic¢do 4.3.15. ]

4.4 Reconhecibilidade

Definicao 4.4.1. Consideremos um alfabeto finito A, um monoide de estabilizacdo M e um morfismo
¢ : A* = M. Definimos a aplicagdo
S0+ :A* N M+

tal que ¢ (€) = 1l e ¢ () = w(ay)...p(ar) € M*,onde u = a; ...a, coma; € A.
Daqui em diante, denotaremos ™ («) por i, de modo a simplificar a escrita. Tendo em conta a Defini¢do
4.3.9, dado um alfabeto finito A, definimos A* como sendo o conjunto que se obtém anexando a Af

uma identidade. De maneira andloga a Defini¢do 4.3.11, dado um morfismo ¢ : A* — M, definimos o
morfismo ¢ : A¥ - M que respeita a identidade.

Definicao 4.4.2. Seja M um monoide de estabilizacio, ¢ : A* — M um morfismo tal que @hé sobrejetivo
e / umideal de ordem de M. Dado um inteiro p > 3|M|, definimos a aplicacdo (M, ¢, 1), : A* — NoU{co}
tal que

(M, ¢, 1) p(u) =

sup {n € N C N : existe uma n-fatoriza¢do d; com niicleo v tal que hy,(v) < pe Qﬁ,(v) el } .
Definimos a fungdo de custo [M, ¢, I1, := [(M, ¢, 1)p]~.

Observagdo 4.4.3. De notar que i depende de ¢. A defini¢io anterior é equivalente a defini¢do apresen-
tada em [2], pois pelo Coroldrio 4.3.24, sdo equivalentes

i) Existe uma n-computacgdo ¢ tal que #,(1) < pet(1) € I.
if) Existe uma n-fatorizagdo d; com nucleo v tal que hg,(v) < pe Og(v) el

Proposicio 4.4.4. Dados inteiros p,q > 3|M|, entdo [M, ¢, 11, = [M, ¢,1],.
Demonstracdo. Consultar [2 - Lema 4.18]. O

Podemos entdo definir o conceito de funcdo de custo regular.
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Defini¢ao 4.4.5. Dado um inteiro p > 3|M|, definimos a fun¢do de custo [M, ¢, I] = [M,¢,I], €
dizemos que [[M, ¢, I] é reconhecida por (M, ¢, I). Uma fun¢ao de custo regular é uma fungdo de custo
do tipo [M, ¢, I].

Consideremos uma linguagem regular L. Vejamos que a fungdo de custo associada a funcao caracteris-
tica de L é reconhecivel como func¢do de custo.

Proposicao 4.4.6. Sejam M um monoide finito e L uma linguagem reconhecida por um morfismo sobre-
jetivo ¢ : A* -» M. Dado um inteiro p > 3|M|, entdo

(M, o, M\ p(L))p = xL.

Demonstracdo. Pela Observacdo 4.1.6, consideremos M como sendo um monoide de estabilizac?o.
Como a ordem em M ¢ a igualdade, o conjunto / := M \ ¢(L) é um ideal de ordem de M. Fixemos uma
palavra u € A* e suponhamos que

u=>by...b, e g=m...m-e M*.

Pela Proposi¢do 4.3.25, para qualquer natural n, existe uma n-fatorizagdo d; com nticleo v que satisfaz
ha,(v) < 3|M|. Seja d; uma tal n-fatorizagdo. Se w € um elemento de X, entdo por defini¢do d;(w) =
(w1, ...,wr). Vejamos por inducdo em | - | que

(4.5)

gl _
9'7X_ i o mpy|y -

Sejaw € X.

o Se [w| =1, entdo w = b; € B;. Por definicio Hf_t,(w) = 0z(b;) = 0;(mg.,(W)).

o Suponhamos que para qualquer w’ € X tal que 1 < [w’/| < n se tem (4.5). Admitamos que w € X
tal que [w| = n + 1. Temos d,(w) = (W1, ..., wx)comk # 1 ewy,...,wi € (Bp),.

#

> Se 2 < k < n,entdo w = wy ... wy e, por definicdo de Qﬂ, tem-se Gg(w) = Hg(wl) - Qé(wk).

Por hipétese de indugio,

65 w) = 0 w) ... 65 0wi) = Oa(mp, (W) . .. 0, (W)
= eﬁ(ﬂBg(Wl) e ﬂBg(Wk)) (Deﬁnigéo 4.3.1 ])
= 0z o g, (W). (Defini¢do 4.3.10)

§

i’

>Se3 <n<kentdow=(w...w)te Hf_t,(w,-) = e € E(M). Por defini¢do de 6, obtem-se

Gg(w) = Gg(wl ...wi)f. Ora, a aplicacdo # definida em M ¢ a identidade em E(M), pelo que,
por hipétese de inducéo,

o ow) = 6 (w1 ... wo)

M1
= (GQ(M) e Qg(wk)) g M = ¢ (Definigdo 4.3.11)
=e...e
= Oz, (W1)) ... O(mtp,(Wk)) (Indugio)
= Op(mp, (W1 ... W) (Definigdo 4.3.10)

= 0z o mp,(w).
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Entdo pelo principio de indugdo, temos Hi(w) = 6; o mp,(w), para qualquer w € X. Concluimos que

02, = 8 o mp,|- Como caso particular obtemos, pela Definigao 4.3.13,

65(v) = 67 0 1p,(v) = b1 ... by) = Oalby) ... alby) = my ..., = @(u).
Dado que ¢ti ¢ sobrejetivo, tem-se para p > 3|M|,

(M, @, D)p(u) =
= sup {n € N C Ny : existe uma n-fatorizagdo d; com nucleo v tal que Ay, (v) < p e Hg(v) el }

= sup {n € N C N : existe uma n-fatoriza¢do d; com niicleo v tal que hy,(v) < p e p(u) € 1 } .

Como ja observamos para p > 3|M|, para qualquer natural n existe sempre uma n-fatoriza¢ao d; em que
a altura do niicleo € majorada por p. Assim,

o Se ¢(u) € I, ou seja, u ¢ L, temos (M, ¢, 1),(u) = supN = oo = y(u);

o Se ¢(u) ¢ I, ouseja, u € L, entdo (M, p,I),(u) = sup® = 0 = y1(u).
Concluimos que (M, o, M \ ¢(L)), = x1. =

Atendendo ao que acabdmos de demonstrar,
xels = M, o, M\ o(L)],
logo, [yr]~ € uma fun¢ado de custo regular.

Definicao 4.4.7. Sejam [f]. e [g]~ funcdes de custo. Definimos

max {[f]~, [g]ls} = [max{f, g}]~ € min{[f]~, [gl~} = [min{f, g}]~.
Vejamos que max e min estdo bem definidas. Suponhamos que f ~ f" e g = g’. Seja X C A*.

o Temos que max{f, g}|y € limitada se e s6 se f|y e gly sdo limitadas se e s6 se f’|y e g’|y sdo
limitadas se e s6 se max{f”, g’}|y € limitada.

o Se min{f, g}y € limitada, entdo existe um natural « tal que min{f, g}ly < @. Seja
Al={xeX: f()<aleAy={xe X :gx) <al.

Por definicdo, A] U Ay = X. Atendendo a hipétese, temos f” limitada em A; e g’ limitada em A,
logo existem naturais 31, 3, tais que

AjC{xeX:fl(x)<BiteAr C{xeX: g (x) <Ba).

Assim, para qualquer elemento x de X, tem-se min{f”, g’}(x) < max{B, 32}, e portanto, min{f”, g’}|x
¢ limitada. Analogamente se prova o reciproco.

Proposicao 4.4.8. Sejam [f]~ e [gl~ funcbes de custo reconheciveis, tais que f = (M,p,11), e g =
(M, ¢, 1),, com p > 3|M|. Entdo

max{[fl~, [gl~} = [M, ¢, 1 U L]
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Demonstragdo. Por definicdo de f e g, temos

f(u) = sup {n € N C N : existe uma n-fatoriza¢do d; com nicleo v tal que hy,(v) < p e Hﬁ,(v) el 1}

g(u) = sup {n € N C Nj : existe uma n-fatoriza¢do d; com nicleo v tal que hy,(v) < p e Hﬁ,(v) € 12} .
Deste modo,

max{f, g}(u) =

sup {n € N C N : existe uma n-fatorizagdo d; com nucleo v tal que hy,(v) < pe Gg,(v) el U Iz} .

Assim max{f, g} = (M, ¢,1, U I),. Entdo

max{[fl~, [gl~} = [M, ¢, 11 U L]

O

Proposicao 4.4.9. Sejam M e N monoides de estabilizacdo e  : M —» N um morfismo sobrejetivo.
Dado um morfismo ¢ : A* — M tal que @* é sobrejetivo e um ideal de ordem I de N, entdo

[M, e, (D] = [N,y o @, 1]

Demonstracdo. Consultar [2 - Proposicao 4.21]. O

Definicao 4.4.10. Dizemos que (M’, ¢’,I’) € um quociente de (M, ¢, I) se existe um morfismo sobreje-
tivoy : M —-» M talque I =y~ '(I")eyop=¢.

At M
N
¢
MI
Proposicao 4.4.11. Se (M’,¢’,I") é um quociente de (M, ¢, I), entdo [M, @, 1] = [M’', ¢, I'].

Demonstracdo. E uma simples aplica¢ido da Proposigdo 4.4.9. O
Proposicao 4.4.12. Seja [ uma fungdo de custo regular. Entdo existe um triplo (My, ¢, 17) que reco-

nhece f e para qualquer triplo (M, ¢, I) que reconhega f, existe um morfismo sobrejetivo s : M —» My
tal que py = Yoy e ainda I = wla ). O monoide de estabilizagdo My é iinico a menos de isomorfismo.

Demonstracdo. Consultar [3]. m]

4.5 Funcoes de Custo e Algebras de Estabilizacao

Nesta sec¢do vamos mostrar como o conceito de fungdo de custo regular se relaciona com o de ideal de
ordem reconhecivel. Mais especificamente, provaremos que a classe das fungdes de custo regulares se
mergulham na classe dos ideais de ordem reconheciveis.
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Proposicao 4.5.1. Sejam M um monoide de estabilizacdo e ¢ : A* — M um morfismo. Existe um
morfismo de dlgebras de estabilizacdo @ : F'(A) — &WM), tal que o diagrama seguinte é comutativo

A —2 M

L

F'(A) — &M)

Demonstracdo. Consideremos a aplicacio f : T(A) U {e} —» E(M), definida por:

o Sew = ¢, entdo f(w) := 1;

o Sew € Al, entdo f(w) := p(w);

o Sew e A™! étal que w = wiwp com w; € A", entdo f(w) := f(wy)f(w2);
o Sew e A™! é tal que w = (wl)ﬁ comw; € A", entdo f(w) = f(wl)‘”ﬁ;

o Sew e A™! étal que w = (w)® com w; € A", entdo f(w) = f(w)“.

entdo f é um morfismo de tipo (2, 1, 1). Definimos agora a aplicagdo
@ : F'(A) - &M)
w = f(w)
Tal como no Lema 3.1.11, concluimos que ¢ ¢ um morfismo de dlgebras de estabilizag¢do. Por construgao
de fe @, tem-se ¢ = @|4-:
o Sew = ¢, entdo p(w) =1 = f(w) = @y (1);

o Sew=wj...wpcomw; €A, entdo p(w) = f(wy)... f(wr) = @lar W1) ... @las Wi) = @lgx (W).

Observagdo 4.5.2. Do mesmo modo, pode-se provar que ¢ = gl it
Proposicdo 4.5.3. Sejam M um monoide de estabilizacdo e ¢ : A* — M um morfismo. Entdo ¢* é

sobrejetivo se e s6 se @ é sobrejetivo.

Demonstragdo. A implicagdo da esquerda para a direita serd demonstrada diretamente, ao passo que na
demonstracdo da outra é usado um raciocinio por absurdo.

(=) Sejam € M. Por hipétese, existe u € A* tal que ¢*(u) = m. Por construcdo, tem-se que A
estd contido em T (A) U {e}. Por definicdo de ¢* e usando a nota¢do da Proposi¢do 4.5.1, temos
fu) = (,bﬁ(u), donde concluimos que @(it) = f(u) = m.

(<) Suponhamos que a aplicagdo @* ndo é sobrejetiva. Assim, o conjunto
R={neN:3uecA"tal que p(it) ¢ ¢F(Ah)}

€ ndo vazio, donde admite um minimo. Seja u € A" tal que n seja o minimo de R. Se n = 1, entdo
u € A e portanto @(i1) = (u) = gbﬁ(u) € gbﬁ(A'ﬁ). Se n > 2, existem u;, u» € A" ! tais que
w

u=ujuy Ou wu=u; ou u=u?.
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Pela minimalidade de n, existem vy, vy € AP tais que @(uy) = gbﬁ(vl) e p(up) = gbﬁ(vz).
o Casou = ujup,
() = (@) = GFPH ) = GFviva) € ghAb).

w
1°

o Casou=1u
o@) = p@n)” = )™M = M = P € ph(Ah).

#
1’

o Casou=u
@) = g = gF)™ = P = gho) e ghdb.
Chegamos a um absurdo pelo que R = 0 e, portanto, ¢* & sobrejetiva.

O

Lema 4.5.4. Sejam M e N monoides de estabilizacdo, ¢ : A* — M um morfismo e y : M — N um
morfismo de monoides de estabilizacdo. Entdo ¢ o ¢ =Yg o .

Demonstracdo. Sejaw € F 1(A) com w € T(A) U {€}. Tendo em conta a Proposi¢do 4.5.1, sejam fyo, €
fo tais que

Yo p(W) = fyop(w) e @w) = fo(w).
Provemos por induc@o em [w| que fyop(W) = ¥s(fo(w)).
o Sew =€, entdo fyoo(w) = 1 =ye(l) = ys(fo(1));
o Sew € Al, entdo fyop(w) = ¥ 0 (W) = Yelew)) = Ye(fo(w));

o Sew € A™! & tal que w = wiw, com w; € A", entdo

JwoeW) = fyop(W1) fyop(W2)

= Ye(fow)We(fo(w2)) (Indugio)
= Ye(fe(W1) fo(w2)) (Definigdo de i)
= Ye(fo(w)); (Defini¢ao de f,)

Sew € A" é tal que w = w;“ com w| € A", entdio

o

(¢]

Sew e A" étal que w = w1t com w; € A", entdo

SuogW) = fop(Wi)® (Definigdo de fyo,)
= Ye(fe(wr))” (Inducao)
= Ye(fo(w)®) (Definicdo de yg)
= Ye(fe(W)); (Definigdo de f,,)

FrooW) = fopwp) ™ (Definigio de fjo,)
= Ye(f(wi)™* (Indugio)
= e (fo(w)h (Definicio de yg)
= Ye(fe(W)); (Definigdo de f,)
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Assim,

Yo o(W) = fyuop(W) = Ye(fo(W)) = Ye(@(w)),
para qualquer w € T(A) U {e€}. ]

Proposicao 4.5.5. Consideremos as classes A das fungdes de custo regulares e B dos ideais de ordem
reconheciveis. A aplicacdo T : A — B definida por [M, ¢, I — @~ (I) é injetiva.

Demonstracdo. Seja [M, ¢, I] uma funcio de custo regular. Pela Proposi¢do 4.5.1, a aplicacio ¢ € um
morfismo de algebras de estabilizagdo. Como / € um ideal de ordem de M, também € ideal de ordem
de &(M) e tem-se que @' (I) é um ideal de ordem de F'(A). Portanto, o morfismo @ reconhece ¢~ (I),
donde @~!(I) é um ideal de ordem reconhecivel.

Vejamos que de facto a defini¢do da aplicag¢do I ndo depende do representante de [M, ¢, I]:

o Suponhamos que [M1, 1, 1] = [M2, 2, L] =: f. Pela Proposicdo 4.4.12, existe um morfismo
de monoides de estabilizacdo sobrejetivo ¢ : My - My tal que oy = o el = Yyl ). Entdo
dado x € F'(A), temos

xXe€ @;1(1,») o ppx) elf

S Yopi(x)€ly (pr =Y o)
S Ygopi(x) e If (Lema 4.5.4)
syogimelfogix) el ©xeg (). We=y)

Analogamente @;I(If) = gbgl(lz). Concluimos que gbl‘l(ll) = @51(12).
Vejamos em seguida que a aplicagdo I € injetiva.

o Sejam [My, 1, 111, [M>2, ¢2, 1] € A tais que que 9271‘1(11) = @51(12) =: L. O morfismo ¢, reco-
nhece o ideal de ordem L e é sobrejetivo pela Proposicdo 4.5.3 pois ¢;* é sobrejetivo.
Pela Observagdo 3.3.21, a dlgebra de estabilizagdo M(L) € um quociente de E(M|), ou seja, existe
um morfismo ¢ : E(M;) » M(L). De facto, pela demonstracdo da Proposi¢do 3.3.20, temos
ainda que

Yop| =y, (4.6)

onde 7, é o morfismo sintitico. Consideremos o seguinte diagrama comutativo:

M, <Ly &M,) —% & 1EWM,)) = M,

A

¢ AY —— Fla) v Vg1

l I

ML) —2—% & (ML)

Pela Proposicio 4.2.3, tem-se que &' (M(L)) estd bem definido. Dado que <p'1ﬁ e g-1 sao sobreje-
tivas, entdo (12 o 1)l 4¢ € sobrejetiva e por isso (4.7) faz sentido pois (12 o 77)| 4 = ((t2 © }TL)lA*)ﬁ.
Vamos agora provar que

[M, 1, 1] = [E (ML), (tz 0 mp)ls- , 11, %))
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onde / := (L) € ideal de ordem de M(L) e consequentemente de EY(M(L)). Prova-se o resul-
tado andlogo para [M», @3, I5] e, portanto poderemos concluir que [M1, @1, I1] = [M2, @2, I2].

Por definicéo,
(&' (M(L)), g1 © @1, 1) é um quociente de (M1, 1, /5!, (I)).

Dada uma palavra u € A*, tem-se Yg-1 © 1(u) = ¥ o (1) = mp(it) = mp|a- (1). Pela Proposicdo
4.4.11,

M1, o1,y (D] = [87 ML), Yg1 0 @1, 11 = [ MD), @omplar 11 (4.8)

Portanto, para demonstrarmos (4.7), resta provar que [M, ¢y, 1,//;1 (D] = [M1,¢1,11]. Dado que
W5l (D) = y~'(I) e pela Proposicio 4.4.4, ¢ suficiente demonstrar que

(M1, 01,07 (D), = (M1, 01, 1)),

para um natural p > 3|M;|. Atendendo a definicdo 4.4.2, para completarmos a demonstragao basta
#

i’

provar que fixado u = a; ...a, € A*, se tem para qualquer elemento v de B

92,(\}) € 1//_1(1) se e sé se Gg(v) el.

Consideremos a aplicacio « : B; — A* definida por a(b;) = a;, e os diagramas comutativos

A Ly My Flia) 2y smy)
It I A
B; F(By)

Assim, 9_,;| = (1 o @)| B entdo fixado v € Bg, obtemos
i i

iy ev () s yobdm el

eyobi) el & Wopa@) el (Observagio 4.5.2)

& nr(a)) € n (L) (Por (4.6))

s a@) eL (mry, reconhece L)

e (prea)v) e pi(L) =1 (Definicdo de L)

& 6:(0) € Iy

O, (Observagio 4.5.2)
A demonstragao fica assim concluida. |

Recordemos que pelo Teorema de Eilenberg, a aplicagdo ¥ € uma correspondéncia bijetiva entre pseu-
dovariedades de dlgebras de estabilizacdo e variedades de ideais de ordem reconheciveis.

Proposicao 4.5.6. Seja M a classe de todos os monoides de estabilizagcdo. Entdo I'(A) = F(E(M)).

Demonstracdo. Pela Proposicdo 4.2.4, temos que E&(M) € uma pseudovariedade de dlgebras de estabili-
zagao.

Seja L um ideal de ordem de I'(A), entdo L = ¢~ (I) com [M, ¢, I] € A. Logo L é um ideal de ordem
de F'(A) reconhecivel por ¢ : F'(A) — &M). Como EM) € EM), tem-se L € F(E(M)).
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Seja L um ideal de ordem de 7 (E(M)). Entdo, existe um monoide de estabilizagdo M tal que E(M)
reconhece L. Consideremos um morfismo sobrejetivo 7 : F'(A) -» &(M) que reconhece L. Seja
I :=n(L). E claro que I é um ideal de ordem de E(M) e consequentemente de M. Tomemos a aplicacio
definida por

p: A" > M
w = 77(W)
Por definicdo de &, tem-se que @ = 1. Dado que @ é sobrejetiva, pela Proposicdo 4.5.3 a aplicacio ¢F ¢
sobrejetiva. Entdo I'([M, ¢, I1) = ¢~ '(I) = n'(p(L)) = L. o
Concluimos com a apresenta¢do do resultado seguinte, o principal deste capitulo.

Teorema 4.5.7. Existe uma bijecdo entre a classe das funcoes de custo regulares e a variedade de ideais
de ordem reconhecidos por monoides de estabilizagdo.

Demonstra¢do. Como consequéncia das Proposicdes 4.5.5 e 4.5.6, existe uma bijecdo entre funcdes de
custo regulares A e ideais de ordem reconhecidos por monoides de estabilizacdo F (E(M)). O
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n-fatorizagdo, 52

fechado, 52

filho, 50

floresta de fatorizacdo de tipo Ramsey, 48

folha, 50

fronteira, 21

funcdo caracteristica, 44

funcdo de custo, 44
regular, 62

|

ideal de ordem, 8
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monoide de estabilizagao, 44
morfismo sintatico, 13

N

no, 50
nucleo, 52

(0]

o-divide, 14
o-subdlgebra de estabilizagao, 7

P

problema da equivaléncia, 21
pseudovariedade

Q

de ordem de algebras de estabilizagdo, 40
de algebras de estabilizacdo, 23

quasi-ordem, 30

gerada, 30

quociente, 64

S

semigrupo ordenado, 5
subdlgebra de estabilizagao, 7

T

transformada de estabilizacdo, 45

U

ultimamente definida por uma sequéncia

A\

de desigualdades, 35
de identidades, 42

variedade de ideais de ordem, 24



Simbolos

3- Algebras de estabilizacao

A", 6
T(A), 6

P, 6

<p, 6
F(A), 6

@, 7

0,7

Sl X 82, 8
cp, 10
ctx(A), 10
¢y, 10
Ctx(A), 10
Cc(@), 10
pr, 11
S(L), 11
FA)eL, 16
L(A), 18
S(A), 19
A(S), 19
A™ 21
V(F(A)), 23
c (L), 23
F, 26

s*, 26

(©), 28
w’, 30
n<v, 31
=31
V(u,v), 31
~g» 33

~s,33
=g, 34
<s, 34
1,37
Ty, 37
Uy, 38
Vi, 38
(Inus 39
V,(i1,v), 41
(C)o, 43
4- Funcoes de custo
&, 45
Ye, 46
&1, 46
Yg-1, 46
M, 47
hy, 48
B, 51
|-, 51
B, 51
6%, 52
B,, 52
6,, 52
dy, 52
hg,, 52
i, 61
M, ¢, 1], 62
(M, @, 1), 62
(My, o5, 17), 64
@, 65
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