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“I am a part of all that | have met

Yet all experience is an arch wherethrough

Gleams that untravelled world, whose margin fades
For ever and for ever when | move.”

— TENNYSON’S ULYSSES

Em tributo ao Prof. Doutor Nathan Keyfitz (1913-2010)
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Resumo

Podemos ver este projecto de Matemdtica Aplicada a Economia e Gestao como um
claro e simples ‘state of art’ da modelagao da mortalidade. O trabalho serd escrito
em portugués dado que a divulgacao tem como principal alvo a comunidade cientifica
nacional. Iremos partir dos modelos descritos nos trabalhos cléssicos, onde a notacao
e as relacoes fundamentais deste tema serao estabelecidas. Depois, por uma ordem
tao cronolégica quanto possivel, vamos analisar os principais modelos que suportam
a construcao de tabelas de mortalidade ditas dinamicas, cuja evolucao, face as ditas
estaticas, consiste em considerar a influéncia que o ano civil em que vivemos tem sobre
a mortalidade. Seguimos para a andlise de modelos estocasticos, de que é exemplo
o classico modelo de Lee-Carter, e concluimos com a andlise de modelos ’Age-Period-
Cohort’, onde o tempo ¢ interpretado sob trés perspetivas diferentes.

Abstract

We can see this project of Mathematics Applied to Economics and Management as a
clear and simple mortality modeling’s ’state of art’. The work is written in Portuguese
since disclosure has as main target the portuguese scientific community. We’ll start
from the models described in classical works, where the notation and the fundamental
relations will be established. Afterwards, by a chronological order, we’ll analyze the
main models that support the construction of mortality tables named dynamics, whose
evolution, regarding the called static tables, is to consider the influence that the calendar
year in which we live has on mortality. Then we will analyse the stochastic models, as
exemplified by the classic Lee-Carter model, and finally we concluded with an analysis of
"Age-Period-Cohort’ models, where time is interpreted from three different perspectives.
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Capitulo 1

Introducao

A morte é provavelmente o acontecimento mais inspirador da vida de um ser humano.
Numa perspetiva pessoal, todos ndés recordamos a morte de pessoas que nos foram
préximas e cada um pode reconhecer a forma como isso influenciou a sua vida e talvez
até a sua personalidade. Numa perspetiva artistica a morte é muitas vezes tema central
de toda uma peca, seja na pintura, no cinema, na musica ou em qualquer das restantes
oito artes. Numa perspetiva filosofica, o porqué da nossa existéncia neste mundo com um
fim definitivo foi estudado por diversos autores influentes na sociedade contemporanea,
como por exemplo Nietzche, Schopenhauer ou Espinoza. Numa perspectiva teoldgica, o
que acontece no fim desta vida, chamada, por muitas religides, vida apds a morte, é a
caracteristica fundamental de cada religiao e por vezes de seitas. Fm particular, se pen-
sarmos nos problemas do novo milénio que sao considerados problemas revoluciondrios
para a sociedade actual, se alguém conseguisse fundamentar o que acontece depois da
morte, a sociedade global, fruto da mundializacao, teria de dar razao aos Maias. Para
além de tudo, todos nds ja fantasidmos sobre o que seria uma vida sem a morte; como
seria se nao existissem um fim definitivo.

A morte é tao inspiradora como misteriosa, e talvez a segunda seja causa da primeira,
mas pelo contrario a Ciéncia tenta ser tao analitica quanto possivel. Assim, numa abor-
dagem matematica & mortalidade devemos ser o tao precisos quanto possivel. Para isso
vamos ter de nos afastar de todas as questoes ambiguas do assunto mais misterioso da
nossa existéncia e aproximarmo-nos do que indubitdvelmente sabemos. Todos podemos
concordar que a morte é certa, que é inevitavel o fim da nossa vida, e este podera ser o
primeiro pressuposto que podemos establecer em relagao a mortalidade. No entanto, pe-
gando nas palavras de Giuseppe Gioacchino Belli, ”a morte esta escondida nos relégios”,
logo podemos entender que este fenémeno é imprevisivel. Assim temos: a morte acon-
tece a todo ser humano em algum momento impossivel de prever no futuro. Assim,
podemos construir aquilo a que chamamos um modelo de mortalidade, onde estas duas
caracteristicas inerentes & morte sdo os pressupostos base do modelo. A estes dois pres-
supostos incontestaveis podemos juntar mais trés claras hipdteses empiricas: os nados
vivos tém inerente um maior risco de morte; quanto maior a idade de um individuo
maior a propensao a morte e, finalmente, nas idades jovens existe uma maior propensao



a mortes derivadas de atitudes de risco.

Como sugerido pelas hipdteses supra explicitas, um modelo de mortalidade pode ser
definido como um modelo matemaético, assente na teoria das probabilidades, que tenta
expressar a relacao entre a morte e o tempo. Com base nas hipéteses empiricas, temos
evidéncias para afirmar que a mortalidade depende da idade, e como tal, o tempo, que
referimos em cima, estd diretamente associado a idade dos individuos em estudo, pelo
menos numa primeira instancia. Entao, a medida essencial utilizada por este modelo sera
a probabilidade que um individuo tem de morrer antes de atingir determinada idade.
Claramente, qualquer modelo probabilistico de mortalidade tera de ser intrinsecamente
continuo, j& que é caracteristica essencial da nossa varidvel tempo. Um dos grandes
objetivos de qualquer modelo, para além da precisao, é que seja facilmente interpretavel.
Assim, a forma mais comum de apresentar os resultados de determinado modelo de
mortalidade sao as chamadas tabelas de mortalidade. Nestas tabelas, a primeira coluna
contém todas as idades possiveis e a segunda uma medida essencial do modelo, que
neste caso seria a probabilidade que um individuo com essa idade tem de morrer antes
do seu proximo aniversario. Note-se que, como estas tabelas usam conceitos sociais tao
essenciais como o de aniversario, sao efectivamente de facil interpretagao; a prova disso
¢é a forma como qualquer leitor ndo familiarizado com este conceito facilmente percebe
a informacao que estas descrevem.

As tabelas de mortalidade sao usualmente produzidas pelas entidades oficiais de cada
pais, ou regiao do pais, com base nos préprios recenseamentos, separadamente por sexo.
Através destas podem ser construidas tabelas de mortalidade para subpopulacoes es-
pecificas como por exemplo, fumadores, doentes oncolégicos ou empregos de risco. Por
exemplo, suponhamos que temos uma tabela de mortalidade dos fumadores. As segura-
doras podem construir uma apélice para um seguro, de satide ou de vida, eficiente para
qualquer individuo desta subpopulagao, que do ponto de vista matematico, usualmente
passa simplesmente por acrescentar anos de vida aos individuos em causa. Por outro
lado, se tivermos uma tabela de mortalidade de doentes oncoldgicos, uma farmacéutica
pode correctamente estimar a quantidade de medicamentos procurados por estes que
tem de produzir, assumindo uma certa probabilidade de desisténcia do tratamento!. Fi-
nalmente, dada uma tabela de mortalidade para individuos com determinado emprego
de risco, uma seguradora pode determinar que tipo de seguro de vida deverd fazer para
os individuos com esse tipo de emprego. As aplicagoes de tabelas de mortalidade sao
tao diversas e distintas quanto se possa imaginar. Um exemplo de uma aplicacao pecu-
liar é no calculo da probabilidade que um casal tem de se divorciar depois de estar em
terapia de casais, assumindo uma probabilidade de divorcio em fun¢éao do tempo que ja
passaram em terapia. No entanto, as aplicacoes que estao inclusivamente na génese do
seu desenvolvimento prendem-se com o cédlculo de prémios de seguros de vida e com os
fundos de pensao.

De acordo com Instituto Portugés de Seguros (IPS (2013)), ”Um fundo de pensdes é um
patrimoénio auténomo que se destina exclusivamente ao financiamento de um ou mais

Note-se que os encargos com estes medicamentos costumam ser tio elevados, que produzir a quan-
tidade certa, isto é, ajustar a produgao a procura, permite diminuir os custos de producao.



planos de pensdes e/ou planos de beneficios de satide”, onde "um plano de pensoes é
um programa que define as condicGes para receber uma pensao derivada de reforma por
velhice, reforma por invalidez, pré-reforma, reforma antecipada e sobrevivéncia”. Um
caso particular, e magnanimo, de um fundo de pensoes é a seguranca social de qualquer
pais. Assim, as tabelas de mortalidade mostram-se essenciais & gestao nacional, dado o
papel da seguranca social na equidade social de cada regiao. Os leitores mais atentos
devem estar sensibilizados para o problema generalizado que as segurancas sociais de
todos os paises desenvolvidos enfrentam, e em particular Portugal. De facto como anun-
ciado pelo primeiro ministro na altura, José Socrates de Sousa, aquando do Orgamento
de Estado para 20112, admitindo a evolucio dos indicadores demogréficos, em particular
da mortalidade, existe um grande risco de ruptura da seguranca social durante meados
da década de 30, do presente milénio. Numa perspectiva cientifica, percebeu-se que o
modelo utilizado para modelar a mortalidade era desadquado e desta forma a Gestao
da Seguranga Social subvalorizou a quantidade de beneficidrios a quem terd de pagar
pensoes, o que levaria a sua ruptura. Urge, como defendido pelo bastonario da Ordem
dos Economistas®, uma reforma & Seguranca Social, de forma a tornar-se sustentavel
para as préoximas geragoes. No entanto, para poder aplicar uma reforma eficiente ¢é
necessario estimar a quantidade de pensionistas que existirdo no futuro. E para tal, é
necessario estimar o nuimero de individuos que ird morrer depois da idade de reforma,
isto é, é preciso construir um modelo de mortalidade adequado.

Iremos agora olhar para alguns fenémenos demograficos registados durante o século XX.
Para analisar a evolugdo da mortalidade podemos construir um grafico, como o da Fi-
gura 1.14. As setas exemplificam os principais fenémenos demograficos que explicam a
desadequacao do modelo da mortalidade anteriormente construido. Lendo da esquerda
para a direita, a primeira seta tenta evidenciar as profundas alteragoes que a mortalidade
infantil registou durante o século XX. De facto, em 1940, a cinzento mais claro, vemos
que a probabilidade de morte dos nados vivos era muito superior ao que se registava em
2009, a cinzento mais escuro. A segunda seta prende-se com o chamado fenémeno da
compressao da mortalidade. A compressao da mortalidade definida por Verdiell em 2008
ocorre quando existe uma menor variabilidade da idade de morte. Como vemos que a
curva referente a 1940 se ”levanta”mais depressa do eixo, a probabilidade de morte para
idades mais avancadas é maior, logo é expectavel que exista uma maior variabilidade da
idade de morte. Finalmente, as restantes duas setas, representam o chamado fenémeno
da rectangularizacao. Este fenémeno traduz-se na tendéncia de que, com o passar dos
anos, a chamada curva da sobrevivéncia ter cada vez um forma mais rectangular. Este
fenémeno é concordante com os dois fenémenos descritos anteriormente. Note-se que a
diferenca entre as probabilidades expressas no grafico da esquerda com as do grafico da
direita é que sao probabilidades de acontecimentos complementares, para cada idade zx.
Existem ainda outros fenémenos demogréficos, veja-se por exemplo Verdiell (2008), no

2Dec-Lei n° 55-A/2010 de 31 de Dezembro, Disrio da Reptiblica n° 253- 1.* série. Assembleia da
Republica, Lisboa.

3Fonte: Sol, 1 de Julho de 2013.

“E muitas vezes considerada a anslise destes graficos em escala logaritmica.



Figura 1.1: Alteracoes do Padrao da Mortalidade, em Portugal
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Probabilidade de um individuo com determinada idade morrer antes de atingir o seu préximo
aniversario. Fonte: Human Mortality Database (HMD).

entanto, a maioria dos autores nao os considera nesta nova abordagem a mortalidade,
visto a sua menor significancia na alteracao do padrao da mortalidade.

Teremos entao de construir um modelo da mortalidade que explique e acompanhe estes
trés fenémenos citados. Claro que devemos partir do modelo anteriormente tido em
conta e tentar modificd-lo de forma a conseguir atingir este objetivo. No entanto, para
resolver o problema da seguranca social, uma tabela de mortalidade assente num modelo
que o atinja nao é suficiente para estimar o nimero de beneficiarios futuros: teremos de
entrar no problema estatistico classicamente chamado de predicao. Para isso terao de
ser construidos modelos de previsao da mortalidade, que estimem a mortalidade futura.
Para projetar a mortalidade teremos sempre de usar como ferramenta basica uma ta-
bela de mortalidade dinamica. Este tipo de tabelas sao tabelas bi-dimensionais onde a
medida de mortalidade depende nao sé da idade do individuo mas também do ano civil
respetivo em que ele tem essa idade. E com a introducao desta nova variavel temporal
que se tenta explicar os trés fendmenos registados na figura 1.1.

O objetivo deste trabalho é apresentar claramente todos os conceitos relacionados com
os modelos de mortalidade e evidenciar as alteragoes contemporaneas que estes sofreram,
tendo em conta a progressiva alteracao do padrao de mortalidade. Por mais complexo
que o trabalho se torne, devemos ter sempre em mente as palavras de Pedro Seixas Vale,
presidente da Associagao Portuguesa de Seguros (APS), "as tabelas de mortalidade sao
uma ferramenta fundamental para estimar o valor actual de responsabilidades futuras”®.

SEditoral do Boletim Trimestral da APS, n°® 25



Capitulo 2

Tabelas Estaticas

2.1 Introducao

Durante o Império Romano comegaram a ser desenvolvidas técnicas demograficas e atu-
ariais, iniciadas com a publicacdo da Tabela de Ulpiano (Frier (1982))!. No entanto, a
primeira tabela de mortalidade é atribuida, na literatura atuarial, ao comerciante lon-
drino John Graunt, publicada no livro ”Natural and Political Observations Made upon
the Bills of Mortality” de 1662, devido & maior estrutura cientifica, desenvolvida no século
XV, que o suporta. Existem autores que establecem o inicio da ciéncia atuarial na jungao
de taxas de juro com tabelas de mortalidade. Esta primeira tabela de mortalidade foi
baseada em dados de mortalidade ordenados por causa de morte e nao por sexo ou idade,
j& que, com a Grande Praga de Londres (1665-1666), era importante perceber quantos
Obitos esta tinha causado. Quando Graunt escreveu o seu livro, tinha sido recentemente
publicado o primeiro texto sobre probabilidades, por Huygens em 1657, e nao existiam
evidéncias de que tivesse alguma utilidade neste ambito. Durante os anos seguintes mui-
tos autores tentaram fazer dedugoes probabilisticas sobre a morte através desta primeira
tabela de mortalidade; realcamos os trabalhos de de Witt e do seu amigo William Petty?.
Tamanho foi o impacto deste trabalho que, trés séculos depois, diversos autores ainda
tentaram descobrir qual o modelo aritmético utilizado por Graunt na construgao da sua
tabela de mortalidade. No entanto, como Seal (1980) escreve: ”The first life table was
brilliant 'guesstimate’ by John Graunt”. Sutherland (1963) afirmou: ”Graunt had esti-
mated...that of 100 children born alive, 36 would die before they were six years old, and
it would naturally occur to him to wonder when the remaining 64 would die. He had no
information on ages at death from wich to estimate this and so...he distributed the 64
death into a diminishing series”. Esta foi uma tabela de mortalidade revoluciondria para
a época, no entanto sem nenhuma influéncia probabilistica, nao organizada por idades
e com muita pouca fiabilidade.

Foi preciso esperar 31 anos por uma tabela que mostrava a probabilidade que uma

10Os Romanos sdo também conhecidos por serem pioneiros no recensearem da sua populacao.
2Existem aguns autores que ainda cogitam se seria William Petty, um dos fundadores da 'Royal
Society’, o verdadeiro autor do livro; para um discussio deste assunto pode referir-se Willcox (1938).



Figura 2.1: Tabela de Mortalidade de Graunt

“of 100 ['quick conceptions’]

there dies within the first six years 6
The next ten years, or Decad 24
The second Decad 15
The third Decad 9
The fourth 6
The next 4
The next 3
The next 2
The next ]*

[“perhaps but one surviveth 76”]

pessoa de qualquer idade tem de nao morrer até ao seu préoximo aniversario; publicada
por Edmond Halley, em 1693, no artigo “An estimate of the degrees of the mortality of
mankind, drawn from curious tables of the births and funerals at the city of Breslaw,
with an attempt to ascertain the price of annuities upon lives”. Esta ja era uma tabela
que tinha como base um modelo matematico, com muita influéncia das Probabilidades,
cujos dados foram ordenados por idades e, brilhantemente, com a mesma forma de uma
tabela de mortalidade atual®.Os dados utilizados eram referentes a um perfodo de cinco
anos, de 1687 a 1691, da cidade de Breslau e foram reunidos por Caspar Neumann.
Halley notou que os dados evidénciavam que esta cidade tinha uma populacao quase
estaciondria, isto é, o nimero de nascimentos nesta cidade era mais ou menos igual ao
numero de mortes, durante os cinco anos de observacao. Assim, para simplificar a andlise
assumiu exatamente uma populacao estacionaria: o nimero anual de nascimentos, de-
nominada por Py, a populagao total com idade k, Pk, e o nimero de mortes anual a
idade k, D eram constantes & medida que o tempo passava. A média dos nascimentos
por ano era de 1.238, logo este foi o valor que Fy tomou. Da mesma forma foi possivel
calcular a média de mortes por ano, para cada idade k£ > 0. Assim, usando a férmula
recursiva

Pyy1 = P, — Dy (2.1)

Halley construi a sua tabela de mortalidade. Através de um estudo desta tabela podemos
concluir que Halley rearranjou os valores de Dy,. Podemos inferir que tal teve como obje-
tivo atenuar certas irregularidades que aconteciam devido ao pequeno niimero de mortes
a idades avancadas. Fazendo a soma dos Py, temos que Halley estimou que o niimero
total da populacao de Breslau era perto de 34.000. A maior vantagem deste método era

3Um leitor interessado na evolucao histérica das tabelas de mortalidade poderd comparar as tabelas
de mortalidade propostas por Graunt e Halley com a tabela de mortalidade da populagdo portuguesa
para os anos de 2010 a 2012, que se encontra no final do trabalho.



que nao obrigava a uns census gerais e que era apenas preciso saber o nimero médio de
nascimentos, o nimero médio de mortes e a idade com que as pessoas morriam. A teoria
das probabilidades foi incorporada neste modelo considerando Py.1/Ps a probabilidade
de um individuo com idade k sobreviver até & idade k+ 1. A tabela de Haley influenciou
muitos trabalhos do século seguinte e o seu trabalho pode ser considerado um primeiro
esboco das tabelas de mortalidade hoje construidas.

Figura 2.2: Tabela de Mortalidade de Halley

Age Number Age Number Age Number
1 1000 29 539 57 272
2 B55 30 531 58 262
3 T98 31 523 59 252
4 T60 32 515 ol 242
5 732 33 507 Gl 232
il 710 34 499 62 222
7 692 35 490 63 212
8 680 s 481 64 202
9 670 37 472 65 192
10 661 IR 463 [ a] 182
11 633 39 454 a7 172
12 A= T3] 40 445 68 162
13 ) 41 436 a9 152
14 634 42 427 T0 142
15 628 43 417 71 131
16 622 44 407 72 120
17 Gl6 45 397 73 109
18 610 46 387 T4 08
19 o 47 77 75 58
20 598 48 367 TG 78
21 592 449 357 T7 68
22 386 30 36 T8 58
23 579 51 335 79 S0
24 573 52 324 =0 41
25 567 53 313 ®l 4
26 5600 54 302 g2 28
27 553 55 292 23 23
28 546 56 282 24 20

Em 1815, Joshua Milne, atuario da Sun Life, apresentou uma tabela de mortalidade
que revolucionou as técnicas estatisticas e demograficas. Os dados utilizados reportavam-
se a cidade de Carslile e tiveram como base os dados de 6bitos e os census de 1780. Desde
entao, diversas tabelas de mortalidade foram publicadas em todo o mundo, sobre estas
influéncias. Ja desde que Johan De Witt foi ’Grand Pensionary’ que era realcada a
necessidade de construir tabelas que traduzissem os dados de mortalidade de uma certa
regiao. No entanto, foi com a grande divida nacional britanica que comecaram a ser



desenvolvidos métodos cada vez mais eficientes para descrever a mortalidade, pois a
grande ferramenta para combater este problema foi a emissao de anuidades a pagar por
toda a populagao. Desta forma, grande parte dos avancos cientificos nesta area devem-
se a investigadores britanicos e diversas tabelas de mortalidade foram calculadas para
esta regiao. A primeira English Life Table, abreviadamente ELT, que naturalmente é a
tabela de mortalidade para a populagao de Inglaterra e do Pais de Gales foi construida
por William Farr, que viria mais tarde a ser presidente da Royal Statistical Society, em
1843. A partir daf todas as décadas foi construida uma ELT?, a tabela oficial utilizada
pelos organismos de gestao nacional.

Entretanto ainda nao establecemos um conceito de tabela de mortalidade; ora, segundo
o Instituto Nacional de Estatistica (INE), é um modelo estatistico que mostra "uma
descricao sintética dos aspetos mais importantes da mortalidade e a variacao da morte
perante a idade” (INE (2004))°. O nosso objeto de estudo é, entdo, a mortalidade de
uma populacao, ou, de outra perspetiva, a sobrevivéncia. Fazendo uma abordagem pro-
babilistica, assumimos que o tempo de vida futuro de individuo é uma variavel aleatéria,
e assim construimos um modelo probabilistico que sera a base da nossa tabela de mor-
talidade.

Este capitulo estarad dividido em seis secoes, sendo a primeira esta introdugao. Iremos
seguir a abordagem de Forfar (2004a) para evidenciar o cardcter estacionério deste mo-
delo. Nao podemos, no entanto, deixar de referir a constante consulta de Bowers et al.
(1986), INE (2004), com o objetivo de uniformizar a terminologia actuarial utilizada
na lingua portuguesa, Pitacco et al. (2009) e Forfar (2004b). Assim, na segunda segao
iremos definir o modelo probabilistico da mortalidade, supra introduzido. A secéo 3 tem
como principal objetivo explanar o conceito de tabela de mortalidade e definir todas as
funcbes que podem ser deduzidas e acrescentadas a esta. A secdo 4 é uma descrigao
suméria de modelos que tentem descrever a forca de mortalidade, para cada idade (que
serd definida ja na segdo 2). A seccao 5 fala sobre a influéncia da heterogeneidade de
uma populacao na sua modelagao. Finalmente a secao 6 serd a conclusao deste capitulo
e tem como principal objetivo evidenciar as fragilidades do modelo descrito ao longo do
capitulo.

2.2 O modelo estatico e estatistico do tempo de vida futuro

Seja Tg a varidvel aleatéria que representa a duragdo de vida de um individuo com 0
anos. To é uma varidvel aleatéria continua, com funcao distribuigdo(daqui em diante
f.d.), Fy e funcdo densidade de probabilidade (daqui em diante f.d.p) fo. A probabili-
dade do individuo morrer antes de atingir a idade ¢ ¢ denotada por ,q,; por defini¢ao
40 = Fo(t) = P[To < t]. A probabilidade do individuo atingir a idade ¢ é denotada por
«Do; por definicao ,p, = So(t) = 1—Fp(t), onde Sy(t) é denominada fungao sobrevivéncia.

4Sendo a ELT n° 16 referente aos anos de 2000-2002.

®De notar que segundo este conceito a tabela publica por Graunt nio deveria ser considerada uma
tabela de mortalidade; por este motivo, as tabelas anteriores a de Halley constumam ser apelidadas, na
literatura atuarial, de tabelas cruas de mortalidade.



A variavel aleatéria Ty, que representativa da duragéo de vida de um individuo que ja
tenha atingido a idade z, terd as mesmas propriedades que a anterior e definimos F(t)
e fu(t), as f.d e f.d.p., respectivamente, da seguinte forma:

Fy(z +t) — Fo(z)

Fu(t) = PITx < 1] = P[To <z 4 1]To > o] = =2 s (2.2)
fuolt) = FL(t) = m (2.3)

Desta forma, temos que a familia das distribuigoes de F,(t), para todas as idades, é
consistente, ou seja, a medida que vamos recebendo informagao, a probabilidade da
distribuicao de Ty representar a duracao de vida de um individuo com x anos vai ser
cada vez maior. Assim, podemos definir:

e .q, = F,(t), o quociente de mortalidade, isto é, a probabilidade de um individuo
com a idade x morrer antes de atingir a idade x + ¢;

o p, = Sz(t) =1— Fy(t), a probabilidade de sobrevivéncia, isto é, a probabilidade
que um individuo com a idade x tem de sobreviver até a idade x + t,

* s = Pit < T, <t+ul = 1,0 — 10y = Prtsuls, & Probabilidade que um
individuo com x anos tem de morrer entre as idades x+t e x+t+u.

Por convencgéo quando o intervalo de tempo é de um ano, ¢t = 1, esse indice é omitido.
Introduzimos agora a taxa de mortalidade instantanea ou forca de mortalidade, a idade
x, denotada por p,

PITx <t .
ty = lim [ } = lim (2.4)

t—0+ t t—0+ ¢
Podemos interpretar p, como uma medida do risco de um individuo com z anos falecer
com essa idade. Para simplificar a expressao anterior, atendendo a (2.2) temos:

1y = lim Fo(z +1) — Fo(z) _ fo(x)
S0t tSo () So(z)’

(2.5)

Podemos escrever (2.2) como fungao de py: fr(t) = pypiatt, 0 que nos leva a seguinte
igualdade:

t t
4z :/0 f(s)dS:/O sPyhatsds. (2.6)

O que ¢ equivalente a 1 — ;p, = f(f sDulatsds. Derivando temos:

d
- — x4+t 2.
dt tPx tPx M+t (2.7)

que é uma equacao diferencial. Usando a condicao de fronteira ébvia, yp, = 1, obtemos
a solucao:

t
o = exp(— /0 o od). (2.8)
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Imediatamente deduzimos que

s+tp:1: = sp:ptp:r+s = tpmspx+t' (29)

Aexprecao anterior denomina-se regra da multiplicidade para as probabilidades de so-
brevivéncia.
Associado ainda a nossa variavel aleatéria de estudo, Ty, podemos tentar calcular o seu
valor médio,

E[Tx] :/0 ttpmethdt :/(; tpxdt. (2.10)

Este valor é chamado a esperanga de vida, ou seja, o nimero esperado de anos de vida

. . 7 . . . 7 o
dos individuos que atingiram a idade z, e é denotado por e,.%

2.3 A forma de representar o modelo

2.3.1 Definicao de Tabela de Mortalidade

Uma Tabela de Mortalidade nao é mais do que forma conveniente, pratica e de facil
interpretacao de representar o modelo supra descrito. Supomos um conjunto de pessoas,
que se sabe que estao vivas a uma determinada idade o e denotamos por [, o nimero
de elementos desse conjunto. Para facilitar a leitura iremos considerar o = 0. Assim,
definimos I, para x > 0, como o nimero esperado de sobreviventes, do nosso grupo
inicial de individuos com 0 anos, ly, que fazem o z-ésimo aniversario.
Assim, chegamos a definigao de tabela de mortalidade: sequéncia finita decrescente I,
l1, la, ..., Iy, , onde w é a idade de fecho da tabela definida a priori, isto é, w é tal que
Vr > w : l, = 0. Por outras palavras, uma tabela de mortalidade é uma tabulacao
da funcao I, para x = 0,1,2,...,w. Interpretando o conceito de [, temos que, para
r=0,1,...,w—1:

lo+1 = LDy (2.11)

Ou, de outra forma, I, = ly..p,. Usando a regra da multiplicidade para as probabilidades

) ) xpD g p p p

de sobrevivéncia chegamos a uma expressao para ,p,, : lﬂ;“. Assim, sabendo apenas os
xT

valores da funcao, unidimensional, I, podemos determinar os valores de ,p,, e natural-

mente de ,q,, que sao fungoes bidimensionais.

2.3.2 Outras fungdes das Tabelas de Mortalidade

Existem outras fungoes que podem ser escritas em fungdo apenas de [, e, por diversos
motivos, podem ser acrescentadas as tabelas de mortalidade:

e d, = Iy —lz+1 é o nimero de individuos que morrem com idade x;

5Por vezes é til considerar uma varidvel aleatéria discreta que descreva a quantidade de anos de vida
que um individuo com z ainda vai viver. Esta varidvel aleatéria é denotada por K, tem suporte nos
valores de No, P[K, = k] = 1 p,qe+k € 0 seu valor esperado, denotado por e., é dado por:y ;> | kP
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njm %z é a probabilidade de uma pessoa com a idade x morrer entre as idades
T+ n e x +n+ m; pela regra multiplicativa das funcoes de sobrevivéncia:n‘qu =

lz+n _lz+n+m .

. 9

e T, (ndo confundir com a varidvel aleatéria com o mesmo nome) é o nimero to-
tal de anos de vida que sao esperados que se viva depois de uma certa idade x,

. ~ 4 o 00 o]
considerando o grupo lg. A sua expressao é: T, =l e, =1, fo DAt = fo lpyedt;

o L, =T, —Tp4y1 = fol lz+dt, é o nimero total esperado de anos vividos entre = e
x + 1, pelas pessoas do grupo inicial lg;

e m, = %:; ¢ a taxa especifica de mortalidade ou taxa central de mortalidade (por

vezes abreviada para taxa de mortalidade), e sumariza o comportamento da forca
de mortalidade no intervalo (z,z + 1);

O = Z—I as chamadas hipoteses de mortalidade na idade .

2.3.3 Funcgdes das Tabelas de Mortalidade para idades ndo-inteiras

Em demografia e na préatica atuarial é recorrente ter de se calcular a probabilidade de
morte (ou sobrevivéncia) para idades ou intervalos de tempo nao inteiros. Ora, vimos
no inicio desta secao, que uma tabela de mortalidade é uma sucessao finita, ou seja, €
um modelo probabilistico discreto, apesar de a variavel aleatéria Ty ser absolutamente
continua. Ao construir uma tabela de mortalidade ndo reunimos qualquer informagao
sobre a distribuicao dos 6bitos durante cada ano, simplesmente o total dos ébitos desse
ano. Isto obriga-nos a recorrer a uma premissa adicional de modo a prolongar o nosso
modelo probabilistico discreto a todas as idades fracionarias. As trés hipoteses mais
utilizadas para lidar com este problema sao:

Distribui¢ao uniforme das mortes Primeiro facamos Sy(z) = %, para qualquer in-
teiro x representado pela tabela; Depois, para + = 0,1,...,w —1e 0 <t < 1
definimos Sp(x +t) = (1 —t)So(x) + tSp + (z + 1); e assumimos S(x) = 0,Vx > w.
Desta forma a funcao sobrevivéncia é uma funcao linear. E imediato que assim,
+q, = tqz, ou seja, temos uma distribui¢ao uniforme das mortes entre as idade x e
x4+ 1 (a0 que queriamos chegar). E também trivial establecer a seguinte relacgao:

@
M+t 1_— tha

(2.12)

e desta forma p,4; mostra-se crescente no intervalo 0 < t < 1, como ¢é natural.

Forca da Mortalidade Constante Assumimos, para 0 <t < 1 que

fo+t = p(T), (2.13)

onde p(x) é um valor estimado da mortalidade observada. Segue, em particular,
que p, = e @ e que m, = H(z)-
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Hipé6tese de Balducci Neste caso, assumimos que, para 0 <t < 1, ,q, = ﬁ.

Esta hipdtese tem uma grande importancia do ponto de vista histérico, tendo sido
usada na construcao de muitos calculos atuariais. No entanto é facil provar que

Az

= 2.14

ou seja, que esta funcao é decrescente em t, o que para muitas idades é uma
consequéncia inconveniente desta hipdtese.

2.4 Leis de Mortalidade

Desde a primeira construcao de uma tabela de mortalidade que os atuérios e os demdgrafos
pensam numa forma de descrever a mortalidade através de uma ’formulae’. A im-
portancia de conseguir fazé-lo prende-se com o facto de ser possivel escrever cada variavel
do modelo probabilistico da mortalidade através da forca de mortalidade. Ora vejamos,

Fo(z) =1 — e Jo reds, (2.15)
fo(@) = potare, (2.16)
P, = e Jo Hatsds (2.17)
So(x) = e~ Jo Heds, (2.18)
I = loe~ Jo Hvdy, (2.19)

Ao longo da histéria foram desenvolvidas diferentes leis para descrever este fenémeno,
tendo sido em 1725 que a primeira lei foi proposta. Iremos descrever sumariamente as leis
da mortalidade, mais importantes, e as suas caracteristicas por uma ordem cronoldgica.
Tudo comegou em 1725 com a lei de De Moivre, uma lei de apenas um parametro
pe = 1/w—x & py=1— 7; note-se que para De Moivre, a idade de fecho da tabela
(idade mais avancada considerada na tabela) era 86. Babbage, em 1823, usou uma
férmula de dois parametros e assumiu que ,p, era quadratica (em vez de linear, como
De Moivre): ,py, = 1 — bz — az?. Em 1825 foi desenvolvida uma lei com dois paradmetros
que contemplava a forca da mortalidade com um aumento baseado numa progressao
geométrica ao longo do tempo, a chamada primeira lei de Gompertz:

po = €102 o g0 = exp(—k(c* —1)). (2.20)

Esta simples lei melhorou significativamente a aderéncia do modelo a diferentes po-
pulacgoes e muitos modelos mais recentes tém como base esta lei de Gompertz. Nos
anos subsequentes foram propostos ainda diversos modelos baseados em progressoes
aritméticas: Young (1826) usou uma expressio complexa que envolvia z49; Littrow(1832)
estendeu o conceito de Babbage; Moser (1839) propds uma férmula de 5 parametros:
Do =1 —azt/* 4 b2 — T/ — qu?/4 4 ex33/4,

Podemos entender o padrao da mortalidade como sendo dividido em trés periodos: a
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mortalidade infantil, a mortalidade na vida adulta (que normalmente é devida a aciden-
tes) e a mortalidade para idades mais avancadas. Gompertz propos a primeira lei que
tentou representar a mortalidade durante todo o ciclo da vida, algo que percebeu que
falhava na sua primeira lei. Assim a segunda lei de Gompertz, proposta em 1860, foi
uma férmula de dez parametros: In(l,) = —bc® + gh® — xdf® — jE™" (@=n). ¢ a terceira lei
de Gompertz foi apenas uma modificacdo desta, publicada dois anos depois. Apesar de
estas leis serem muito avancadas para a época, eram de igual forma demasiado comple-
xas para serem usadas na pratica. No mesmo sentido Makeham propds a sua primeira
lei em 1867:

pe = A+ Bc® < py = exp(—k(br + ¥ —1)). (2.21)

Esta lei pode ser reduzida a uma extensdo da primeira lei de Gompertz no sentido
de abranger mortes nao senescentes. Oppermann abordou o problema da IFortalidadle
infantil, propondo uma féormula apenas para estas idades, x < 20, p, = ax™ 2 + b+ cx3
(1870). Thiele, no mesmo caminho de Gompertz, propos, em 1871, uma férmula com 7
parametros, que cobria todo o ciclo da vida:

e = Ae B 4 Ce PE-E)? 4 pge, (2.22)

Cada termo desta féormula representa um diferente tipo de mortalidade, como foi atras
descrito. Assim, o primeiro termo representa a mortalidade infantil, o segundo a mor-
talidade ao longo da vida adulta e o terceiro é a primeira lei de Gompertz que repre-
senta a morte senescente. Entretanto Makeham continuava no mesmo sentido propondo,
em 1890, uma lei com apenas 4 parametros: (i, = o1 + @ + €5 + auxr & p, =
exp(—k(bx + dx? + c* — 1)).

Quarenta anos depois aparece a curva logistica:

_A—l—Bcz'

He = T Do (223)

proposta por Perks em 1932. O efeito do denominador é de atenuar o crescimento da
mortalidade para idades avancgadas, z > 80, algo consensual nos modelos hoje em dia
propostos. Analisando esta expressao, vemos que consiste na (primeira) férmula de
Makeham com o atenuador para idades avancadas.

Muitas vezes é feita, seguindo o espirito contemporaneo da multidisciplinaridade, uma
ponte entre o estudo da mortalidade e a chamada teoria da fiabilidade’. Weibull, que
se debrucou sobre essa teoria, desenvolveu uma lei com apenas dois parametros: p, =
AzB (Weibull (1951)). Assim, apareceu o conceito de mortalidade por causa de morte,
proposta por Makeham ainda durante século XIX. O conceito é simples: assumimos
que existem 7 causas de morte, calculamos a forca da mortalidade de cada uma destas
causas e, naturalmente, a forca da mortalidade total serd igual a soma destas forcas de
mortalidade ditas parciais. A ideia de Makeham era que se pegasse na sua primeira lei

"Na teoria da fiabilidade estuda-se a varidvel aleatéria que representa o tempo de vida de um sistema
mais ou menos complexo.
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m m—+n

e fossem feitas as seguintes transformagoes: A = > Ap e B= > Bj. Desta forma
k=1 k=m+1
temos que:
m m-+n m+n
po =Y Ap+c® > Bp=Y_ pP, (2.24)
k=1 k=m-+1 k=1

onde ,ug,;k) representa a forca de mortalidade da k-ésima causa de morte.

Na segunda metade do século XX a ciéncia computacional desenvolveu-se a um ritmo alu-
cinante e junto desenvolveu-se a andlise numérica. Comegou-se a estimar os parametros
destas leis através de métodos computacionais, usando aproximacoes por métodos como
os splines ou o modelo de Whittaker-Henderson. As Tabelas de Mortalidade Britanicas,
English Life Tables, foram calculadas utilizando estes modelos. Nesta altura foram pro-
postas diversas féormulas para retratar a mortalidade cujos parametros seriam depois
aproximados por estes métodos computacionais. Em 1980 apareceram as quatro leis de
Heligman-Pollard (Heligman & Pollard (1980)) que, da mesma forma que Thiele, co-
brem todo o ciclo de vida. Da mesma forma que Thiele (1871), cada um dos trés termos
refere-se aos trés periodos em que podemos dividir uma vida humana. As duas primeiras
leis (que iram ser legendadas por HP1 e HP2, respectivamente) tém oito parametros e a
terceira (HP3) e quarta(HP4) sdo generalizages da primeira e segunda, respectivamente.
Note-se que HP3 foi utilizada no célculo das ELT15.

pp = A@TBC | pe-Blna—InF)® L GE(HP1); (2.25)

4o = A@tB)? | pe—E(nz—InF)* %(HPQ); (2.26)

gp = AEHB)Y | pemElne—ink)? | HGKH;}N(HPB); (2.27)
o = A@TB) 4 pe~Elina—InF)? fg;(ﬂp@; (2.28)

Depois temos a chamada ’GM class of models’, onde G vem de Gompertz e M de Ma-
keham. Forfar, McCutcheon e Wilkie propuseram, inspirados na abordagem de 1976 pro-
posta por Wilkie, uma familia geral na qual pudessem ser incorporados tantos parametros
quantos os que fossem considerados relevantes. Foi proposto em Forfar et al. (1988) e o
seu nome deve-se ao facto desta lei incorporar a primeira lei de Gompertz e a primeira
e segunda leis de Makeham:

r4s

r ) ( Z aimi_’"_l)
pe = GM™(z) = Z izt e = . (2.29)
=1

Note-se que GM%2 é a lei de Gompertz, GM"? a primeira lei de Makeham e GM??2 a
segunda lei de Makeham. Os modelos utilizados, para aproximar pu,, pelo Continuous
Mortality Investigation Bureau (CMIB), uma organizagdo de pesquisas atuariais, das
mais conceituadas mundialmente, do Reino Unido, sdo modelos da classe GM™* .
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2.4.1 Mortalidade em idades muito avancadas

Nos tltimos anos comegou a haver uma maior preocupac¢ao com a estimacgao da morta-
lidade em idades avancadas devido, por um lado, a crescente concentragao dos 6bitos
nestas idades e, por outro, a importancia do comportamento da mortalidade nas idades
elevadas para a variagao da esperanca média de vida. Os continuados aumentos da es-
peranca de vida levam a que cada vez mais pessoas vivam até idades avancadas e que
0s Obitos registados nestas idades representem uma proporcao cada vez maior do total
de Obitos. A maioria dos autores, define idades avancadas como idades superiores a 84
anos.

S6 no final do século passado, com a grande melhoria da informagcao estatistica, é que
se comegou a analisar os valores da mortalidade avancada. Note-se que até entao, a
demografia estava mais interessada em estudar a mortalidade infantil e a mortalidade na
vida ativa. Esta andlise permitiu identificar um comportamento, inesperado para muitos
autores: existe uma desacelaracao da taxa de crescimento da mortalidade a partir de
uma certa idade. em particular, a curva da taxa de mortalidade apresenta, em escala
logaritmica, uma forma concava nas idades avancadas. Este fenémeno veio contrariar os
pressupostos das leis classicas de mortalidade, o que levou ao desenvolvimento de todo
um conjunto de modelos que tentam explicar, de forma adequada, a mortalidade em
idades avancadas. Os modelos® desenvolvidos com maior impacto nesta matéria foram:
o modelo Heligman-Pollard (1980), o modelo Logistico’, o modelo Kannisto(1992) e o
modelo de Thatcher (1999), o modelo de Lindbergson (2001).

A curva logistica foi a ferramenta chave no desenvolvimento destes modelos, como se
pode ver no que se segue. Se observarmos o comportamento das leis de Heligman-
Pollard, para = > 84, vemos que: ¢, ~ HGG%, que é similar ao comportamento da
curva logistica proposta por Perks:

_A—I—ch

= — 2.30
1+ Dc* ( )

Kz

Existem diversos modelos que podem ser reduzidos a variagdes do modelo logistico (Do-
ray (2008)):

e Fazendo A = 0, Beard 1963 obteve um modelo de trés parametros, apresentado
em 1963,
Bc”*

=< 2.31
1+ Dc®’ (2:31)

i

e Fazendo A = 0 e D = B, obtemos o modelo, de duas varidveis, proposto por

Kannisto em 1992
Bc*

= 2.32
T B (2.32)

Mz

e Fazendo A =0 e D = 0 obtemos a primeira lei de Gompertz;

8 Apenas inclufmos modelos baseados em leis de mortalidade; modelos ndo paramétricos seréo desen-
volvidos no capitulo seguinte, acompanhando o desenvolvimento da ciéncia.
90 modelo proposto por Perks em 1932, supra referido.
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e Fazendo D = 0 obtemos a primeira lei de Makeham:;

e Thatcher (1999), admitindo influéncias das variantes do modelo logistico, supra
referidas, e do modelo de Weibull, propos a seguinte versao do modelo logistico:

Bc*

= — . 2.33
1+Bc"f+7 ( )

iz

Finalmente, Lindbergson (2001) propos que se acrecentasse a lei de Makeham um ramo,
para valores de x superiores a um certo patamar, que substitufa o crescimento exponen-
cial nessas idades por um crescimento linear:

a + bc®, ser <w
Mz = { (2'34)

a+bc” +d(x —w), sex>w.

2.5 Heterogeneidade nos Modelos de Mortalidade

Todos diferentes, todos iguais. Foi um lema muito utilizado na luta contra o racismo,
mas a verdade é que hoje em dia é uma realidade aceite por todos. Na ciéncia atua-
rial, interpretamos este lema ao contrario: Todos iguais, mas todos diferentes. Quando
consideramos um conjunto inicial /g de individuos com 0 anos, consideramos que todos
os individuos partem de uma base comum, sao seres humanos com 0 anos. No entanto,
um poderd ter nascido com uma doenga congénita, outro poderd vir a desenvolver can-
cro e outro podera nunca ficar doente. O que queremos realcar é que cada individuo
tem fatores de heterogeneidade proprios, isto é, fatores que o distinguem do resto da
populacao. Para que o nosso modelo da mortalidade contemple a heterogeneidade de
cada populacao deve-se detetar os fatores de heterogeneidade que sejam observaveis e
assumir a influéncia de fatores de heterogeneidade que nao sejam observaveis.

2.5.1 Fatores observaveis

Podemos dividir os fatores de heterogeneidade observédveis em cinco categorias (Pittaco
et al. (2009)):

1. Fatores bioldgicos e fisiolégicos, como idade, género e gendtipo;

2. Caracteristicas do meio envolvente, como poluicao, o clima, densidade populacio-
nal, padroes nutricionais, condigoes higiénicas e sanitarias e padroes culturais;

3. Ocupagao profissional, em particular o risco que esta acarreta, e nivel de escolari-
dade;

4. Estilo de vida individual, como o consumo de drogas, dlcool ou tabaco, atividade
fisica, tempos livres e nutrigao;

5. Condigoes de saude, pessoais e histéria clinica, estado civil e outras relacionadas.
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O item 2 afeta a mortalidade geral de uma populacao e é a principal causa de as tabelas
de mortalidade estarem restringidas a uma determinada area geografica. Por exemplo,
Portugal é o maior consumidor de bacalhau seco no mundo, consumindo cerca de 60 000
toneladas por ano. Como o bacalhau é preservado através da salga é natural que isto
provoque um aumento de pessoas com hipertensao arterial. Por sua vez, existe um estudo
que afirma que esta condicao reduz a esperanca de vida em, aproximadamente cinco anos,
independentemente do género. Logo, assumindo a validade do estudo supra citado, o
consumo de bacalhau seco pode ser visto como um fator que diminua a esperanca de
vida em Portugal, e nao é mais que um padrao cultural deste Pais. Este é o principal
motivo que leva a que as tabelas de mortalidade sejam construidas por pais, e por vezes,
quando tal nao parece ser suficiente pela dimensao dos mesmos, por regiao geografica.
Os restantes itens sao individuais e, quando relacionados com seguros de vida, podem
ser observados na emissao da apdlice. Esta informacao é obtida através dos formulario
de candidatura e pelo exame médico. E intuitiva a relacdo que cada fator tem com a
esperanca de vida, por exemplo, um fumador tem menor esperanca de vida, uma pessoa
que faca exercicio fisico todos os dias tem maior, etc. A mortalidade para pessoas
em melhores ou piores condi¢ées que o normal é, normalmente, expressa em funcao da
mortalidade padrao dessa regiao. Isto permite-nos trabalhar com apenas uma tabela de
mortalidade, a designada tabela padrao da populacdo. A titulo explicativo consideremos
a seguinte expressao, onde indexamos (P) para a mortalidade padrao e (D) para as
mortalidades, digamos, diferentes:

1P = apl) + b, (2.35)

Esta expressao serve para modelar diversas situagoes: os riscos decorrentes da ocupacao
profissional, fazemos b = 6, 8 > 0, doengas que levam a uma morte precoce, e ai definem-
se os parametros a e b positivos até um certo tempo 7 e, para t > 7, impomos a=1 e
b=0, etc.

No entanto, em algumas situagoes, torna-se necessaria a criacao de tabelas especificas
de mortalidade para modelar subpopulagoes, que sao extraidas considerando os fatores
observaveis de heterogeneidade. Esta é uma pratica reiterada quando se procede ao
célculo de prémios de seguros de vida, e nesse sentido reparemos: Deve um individuo
que constitui uma apdlice de seguro no dia de hoje ter a mesma probabilidade de morte
que um individuo que constituiu a apdlice hd vinte anos atras? Para responder a esta
questao devemos considerar o que dados histdricos nos dizem: um individuo que constitui
hoje uma apdlice foi submetido a exames médicos hoje, portanto temos uma informagao
mais atualizada sobre ele em relacdo a um individuo que tenha a constituido ha vinte
anos atras. Este é o chamado efeito da selecao e generaliza-se para qualquer idade. No
entanto, a experiéncia diz-nos que a partir de um certo periodo, digamos r, é razoavel
assumir que o efeito da selecao desapareca, isto é, todos os individuos de uma certa idade
que tenham constituido uma apélice ha pelo menos r anos tém a mesma probabilidade
de morte. A r é chamado periodo da seleccao. A partir destes principios, constréem-
se as chamadas, na literatura atuarial, ’select tables’ e 'ultimate tables’, que permitem
calcular os prémios do seguros de vida. Este tipo de tabelas, por nao fazerem parte do
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ambito deste trabalho, serdo omitidas!?.

2.5.2 Fatores n3o observaveis

No inicio desta secgao ja faldmos sobre fatores de heterogeneidade nao observaveis, que
sao, por exemplo, a atitude pessoal perante a satde, caracteristicas congénitas e gostos.
Assume-se que para cada individuo de uma populacao os fatores de heterogeneidade
nao observaveis podem ser sumarizados por uma variavel aleatéria nao negativa, a fra-
gilidade, que naturalmente influencia a mortalidade de cada individuo a cada idade.
O valor da fragilidade de um individuo nao muda ao longo do tempo, mas permanece
desconhecida. Contrariamente, devido a mortalidade, a distribuicao da populagao pela
fragilidade muda com a idade, dado que pessoas com fragilidade menor tém a espeta-
tiva de viver mais anos. Com base nisto é construida toda a teoria da fragilidade, que
omitimos dado a sua insignificAncia para este trabalho; no entanto, um leitor interessado
poderd introduzir este estudo por Vaupel et al. (1979).

2.6 Conclusao

Vimos, na secao 2.3, que temos
lyy1 = lope, Ve = 0,1, ...,w — 1. (2.36)

Esta formulacao obriga-nos a assumir que este modelo demogréafico é estatico. Um
modelo demografico é uma construcao tedrica que representa a evolucdo de uma po-
pulacao e da sua estrutura em funcao da sua composicao inicial e do efeito de variaveis
demogréaficas selecionadas. Dizemos que um modelo demografico é estatico quando as
varidveis demograficas selecionadas permanecem constantes ao longo do tempo. Ora, os
valores de ¢, sao estimados dos dados de mortalidade durante um determinado periodo,
digamos trés anos, e a partir dai, a probabilidade de morte de um individuo com idade x
¢é igual quer estejamos no ano 2013 ou no ano 2000. Claro que durante o século XX foram
evidenciadas grandes alteragoes no padrao da mortalidade, nomeadamente o aumento
significativo da esperanca média de vida, o que vem contrariar este pressuposto.
Podemos interpretar uma tabela de mortalidade estatica, como descrita ao longo deste
capitulo, como um modelo que descreve uma populagao que atingiu um estado esta-
ciondrio, isto é, as taxas de mortalidade e fertilidade nao se tém alterado durante um
longo periodo de tempo e foi atingido um equilibrio entre estas. Numa populacdo es-
taciondria a esperanca de vida de um individuo é exatamente igual a esperanca média
de vida da populacao. Desta forma, podemos repensar nos significados das fungoes ja
definidas:

e [, é o numero de pessoas vivas que atinjam o z-ésimo aniversario, em cada ano;

e d, é o numero de pessoas que morrem depois de atingirem o z-ésimo aniversario,
em cada ano;

10Veja-se, por exemplo, Bowers et al. (1986).

18



e T, é o numero de pessoas vivas com idade x e até qualquer periodo de tempo;
e [, é o numero de pessoas vivas entre x e x + 1, em qualquer altura.

O modelo estudado assume um padrao constante da mortalidade e por isso as tabelas
construidas através deste designam-se de tabelas de mortalidade estaticas. Numa pers-
petiva de previsao, como d, = m,L,, vemos que m,, a taxa central de mortalidade, pode
ser utilizada para projetar o nimero de sobreviventes, de um conjunto de individuos a
nascenca, ano a ano. Note-se que a tabela de Halley, como referido na introducao deste
capitulo, foi suportada sobre esta mesma hipdtese de populacao estacionéria.

Quando concluimos que este tipo de tabelas de mortalidade fazem ”uma descricao
sintética dos aspetos mais importantes da mortalidade”de uma populacao estacionaria,
estamos nao mais que a assumir a sua incapacidade de modelar a realidade demografica
atual. Demasiadas evidencias, nao s6 empiricas, vém afirmar que temos de partir para
um plano mais complexo. Eo que vamos estudar no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Tabelas Dinamicas

3.1 Introducao

Desde muito cedo que uma das ambigoes do ser humano, e como tal da ciéncia, é a pre-
visao do futuro. Veja-se o desenvolvimento de métodos e modelos de previsao, como por
exemplo no caso da metereologia. Ao contrario da previsao do tempo, que desde muito
cedo foi o foco da meteorologia, a previsao de mortalidade comegou a atrair a atencao da
demografia e ciéncia atuarial apenas no final do século XX. Durante o vigésimo século,
os demégrafos consideravam a fertilidade como a componente mais importante na deter-
minagao do tamanho da populagao, dado que a maior preocupacao mundial era diminuir
a mortalidade infantil.

Apesar dos esforgos de diversos cientistas, nenhum modelo foi capaz de prever nem os
”baby booms”dos anos cinquenta, nem os ”baby busts”dos setenta, o que renovou o in-
teresse cientifico em toda a previsao demogréfica. Com a percepc¢ao de que a populagao
esta a envelhecer, pois nao sé a geracao dos ”baby booms”se estd a aproximar da idade
de reforma, como também as geragoes dos ”baby busts”’sao relativamente pequenas, os
dirigentes dos paises mais desenvolvidos comecaram a questionar a sustentabilidade dos
respetivos sistemas de seguranca social. Nesta conjetura, e com o indicador da taxa de
mortalidade infantil estavel, fruto dos grandes desenvolvimentos da medicina nesta area,
a previsao da mortalidade ganhou um interesse generalizado no inicio dos anos oitenta.
Ainda assim, a primeira tentativa de prever mortalidade foi de H. Gylden, um astro-
nomo sueco, em 1875. A sua abordagem consistia em ajustar uma reta a sequencia de
taxas de mortalidade da populacao sueca, no intervalo de 1750 a 1870, assumindo que
no futuro as taxas de mortalidade iriam ser aproximadas por valores obtidos a partir
desta. Até aos anos 80 do século XX foram desenvolvidos métodos de extrapolagao de
abordagem horizontal, vertical e diagonal, de que iremos falar ao longo deste capitulo.
No entanto, sé a partir de 1980 é que foram desenvolvidos métodos que garantem uma
grande aderéncia a realidade culminando no, tao em voga, método de Lee-Carter.

No final do capitulo anterior concluimos que o modelo de mortalidade que estavamos
a admitir servia apenas para populacoes estaciondrias. A forma de tornar esse modelo
mais complexo é acrescentar ao nosso conjunto de varidveis, ja constituido pela idade e
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pelo tamanho da coorte, uma terceira variavel: o ano civil. Desta forma, como o modelo
ja consegue descrever a evolucao da mortalidade também ao longo do tempo, deixa de
se reportar a uma populagdo estaciondria, e passa a ser um modelo dindmico. Claro que
isto garante-nos uma maior aderéncia a realidade, ja que é trivial a natureza dindmica
dos indices de mortalidade da populacao de qualquer pais desenvolvido.

Assim, comecamos este capitulo por introduzir formalmente o modelo dindmico da
mortalidade e apresentar a metodologia utilizada no célculo de tabelas de mortalidade
dinamicas. Na terceira secao introduzimos o problema de previsao da mortalidade que
serd abordado até ao final deste capitulo. A partir da se¢do 4 iremos pensar sempre
no problema da previsao como um problema de extrapolagdao. Na secao 5 introduzimos
os mais sofisticados modelos estocdsticos e na secgao seguinte continuamos essa andlise
admitindo mais uma varidvel. Na sétima secao abordamos varias questoes que nos per-
mitem comparar varios modelos de previsao da mortalidade e, finalmente, concluimos
esta seccao com uma conclusao, que servird de conclusao a todo o trabalho.

3.2 A abordagem dindmica

A abordagem dinamica consiste em assumir que a mortalidade depende de mais uma
variavel t, que representa o ano civil considerado. Definimos a varidvel aleatéria Ty (t)
que representa a duragao de vida de um individuo que tenha atingido a idade x no ano
civil t. Assim, podemos admitir que todas as fun¢oes de mortalidade e suas relagoes,
definidas no capitulo anterior, sdo validas neste contexto dinamico fazendo cada uma
depender do ano civil ¢, analogamente ao feito para a varidvel aleatéria de base deste
modelo Tx(t). Por exemplo, ,q,(t) representa a probabilidade de um individuo com a
idade x morrer antes de atingir a idade x + u, dado que estamos no ano civil ¢ e este
valor serd igual a 1 — p,(t). Em particular, a forga de mortalidade & idade x no ano t é
definida formalmente da seguinte forma':

1a(t) = Tim Plz < To(t —z) < x+u|To(t — ) >l’]‘ (3.1)

u—0t U

De uma forma geralizada, podemos definir um modelo dindmico de mortalidade como
uma funcao, real ou vetorial, de dois parametros = e ¢, ¥(x,t). Concretamente, esta
funcao pode representar a forca de mortalidade, os quocientes de mortalidade, uma
transformacao de uma funcéo da tabela de mortalidade, etc. Se discretizarmos a idade
e o0 tempo, podemos representar esta funcdo por uma tabela, denominada de tabela
dindmica de mortalidade. Vemos na figura 3.1 a forma genérica que esta toma, fazendo
U(z,t) = q.(t), onde g;(t) é naturalmente ,q,(t) com u = 1.

'Poder4 ser interessante comparar esta expressio com (2.4) e (2.5).
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Figura 3.1: Tlustragao de uma Tabela dinamica de Mortalidade

» t—1 [ t+1
0 | .| q(t—1) qo(t) qo(t +1)
1 | @(t—1) q1(t) q(t+1)
e | qx(tm— 1) q;(‘t) Qx(t‘ + 1)
41| ] @1t —1) | guo1(t) | quor(t+1)
w1 | ques(t=1) | qus(®) | qua(t+1)

Estamos agora em condigoes de distinguir, claramente, os dois tipos de tabelas de
mortalidade:

e tabelas unidimensionais onde todas as fungoes apenas se reportam a idade biolégica

T - tabelas de mortalidade estaticas;

tabelas bidimensionais em que todas as fungoes estdao indexadas, em linha, pela
idade biolégica, e, em coluna, pelo tempo cronoldgico, que habitualmente corres-
ponde ao ano civil - tabelas de mortalidade dinamicas.

Uma tabela de mortalidade dinamica pode ser lida de trés formas distintas:

1.

Leitura Vertical (i.e. por colunas),

q0(t), q1(t); -+ ga (1), -.- (3.2)

correspondendo a uma sequéncia de tabelas de mortalidade peridédicas ”estéticas”,
isto é, com a mesma forma que as tabelas apresentadas no capitulo anterior, com
cada tabela a referir-se a um dado ano ¢.

. Leitura diagonal,

q(t), q(t +1), .0, qu(t + ), ... (3.3)

correspondendo a uma sequéncia de tabelas de mortalidade geracionais, ou seja,
representativas da mortalidade para uma dada geracao nascida no ano t.

Leitura Horizontal (i.e. por linhas),

ot — 1), qu(t), qu(t + 1), ... (3.4)

contendo a informacao sobre os perfis de mortalidade, que consiste num gréfico
de duas dimensoes de ¢,, em que a varidvel independente é o ano civil £, isto é,
fixando a idade z.
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Um dos maiores desafios da demografia e da ciéncia atuarial é o de construir tabelas de
mortalidade dinamicas o mais precisas quanto possivel. Naturalmente, esta construcao
pode ser dividida na construcio de duas tabelas: uma referente ao passado 2 e outra
para anos civis futuros. A primeira construcdo pode ser interpretada como um sim-
ples problema de graduacao, cuja metodologia passa por ajustar um modelo aos dados
disponiveis. A segunda consiste num problema de previsao dai que muitas vezes seja
referida como tabela projetada. Mais a frente, quando estudarmos o problema da pre-
visao da mortalidade, iremos observar que, independentemente da forma que tentemos
prever, é sempre necessaria a tabela de mortalidade para os dados do passado. Assim,
durante o resto desta seccao vamos estudar esta primeira construcao.

3.2.1 Construcao da Tabela de Mortalidade

Podemos decompor a construcao de uma tabela de mortalidade sobre anos civis de que
tenhamos dados, em quatro fases:

1° Recolha dos dados estatisticos de base (como os dbitos, estimativas da populacao
e nados vivos), avaliagdo da sua qualidade e anédlise das principais tendencias;

2° Estimacao dos quocientes brutos de mortalidade;

3° Opcional: Graduacao dos quocientes brutos de mortalidade e aplicagao de métodos
de fecho da tabela;

4° Calculo das restantes fungoes da tabela de mortalidade.

Como ¢ natural, iremos apenas focar-nos na segunda e terceira fases, dado que a primeira
é um problema geral de qualquer estudo estatistico e a quarta é facilmente deduzida do
estudo feito na seccdo anterior. A estimacdo dos quocientes de mortalidade pode ser
entendida como uma medicdao da mortalidade, que, neste contexto, € feita por idade, por
tempo e por geracao. Esta medigdo pode ser feita seguindo trés abordagens distintas,
que serao descritas ao longo do trabalho, e os resultados obtidos permitem construir
tabelas de mortalidade periddicas completas. A graduacao dos quocientes brutos de
mortalidade e os métodos de fecho da tabela sao procedimentos que podem ser aplicados
a estes quocientes brutos de forma a eliminar quaisquer incoeréncias, alisar os seus
valores e permitir uma maior aderéncia a realidade. Desta forma, existem vantagens e
desvantagens em proceder a terceira fase e daqui resulta o seu caracter facultativo.

3.2.2 Calculo da estimativas brutas dos quocientes de mortalidade

Podemos dizer que o tempo intervém de trés formas distintas sobre qualquer 6bito: o ano
em que o individuo nasce, o ano do ébito e a idade com que falece. Podemos assim defi-

nir trés coordenadas temporais que caraterizem qualquer acontecimento demografico. E
trivial que uma destas coodenadas seja redutivel, ja que através de duas delas, podemos

2 Até ao mais préximo do presente que os dados disponiveis permitam.
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determinar a terceira. Com esta ideia subjacente, em 1875, Wilheim Lexis introduziu o
chamado diagrama de Lexis®.

O objetivo deste diagrama é o de representar a forma como o tempo intervem em qual-
quer acontecimento demografico. Podemos definir o diagrama de Lexis como um sistema
de eixos que permite concretizar a forma como se combinam as trés coordenadas tem-
porais na representacao grafica dos acontecimentos demograficos. No eixo das abcissas,
inscreve-se o tempo em que os acontecimentos ocorrem, no eixo das ordenadas, a idade
dos individuos a quem nos reportamos. Cada acontecimento demografico corresponde
a um ponto, cujas coordenadas representam a data e a idade do respectivo individuo.
No ambito do nosso estudo, os acontecimentos demograficos representados sao sempre
Obitos. Podemos ver na figura 3.2, um exemplo de um diagrama de Lexis; estd também
representada a linha de vida de um individuo que nasce no tempo t; e morre, a idade
T1, no tempo to.

Figura 3.2: Diagrama de Lexis: Obitos registados & idade = no ano t.

Age
B C
x+1
1 /.P
A Dl
xT
’ Time
t—z—1t—a 4 t  t1l2

Assumimos uma forca de mortalidade constante para idades nao inteiras?, isto é,
assumimos que:

fate (t+€2) = pa(t),Ye1 2 0,62 < 1 (3.5)

ou seja, a for¢a de mortalidade é constante dentro de cada quadrado, como o ABCD
que pode ser visto na figura 3.2, mas pode variar de quadrado em quadrado. Sob
esta hipétese temos, um resultado esperado, que: p,(t) = my(t). E assim, podemos

3Até aos inicios do século XX Gustav Zeuner reclamava a invencio deste diagrama; para uma dis-
cussao aprofundada sobre esta questdao, bem como uma introdugao formal ao diagrama de Lexis, veja-se
Vandeschrick (2001).

4Veja-se seccio 2.3.3.
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determinar o estimador de maxima verosimilhanca,

falt) = g = 12— (36)
onde D,; representa o numero de mortes ocorridas a idade x, durante o ano civil ¢ e
ETR,; é a exposicao ao risco a idade  durante o ano t. Definimos a exposicao ao risco
a idade x durante o ano ¢t como o tempo total vivido por pessoas com a idade = no ano
civil #°.

Definimos agora P, ;, o numero de sobreviventes de idade x no instante ¢, e dy; , o
nimero de 6bitos, no decurso do ano t, de individuos com idade x. Geometricamente,
P, é o nimero de pontos dentro do quadrado ABCD da figura 3.2. Destes 6bitos,
vemos que os Obitos d;; podem ser divididos em dois grupos, os 6bitos de individuos
pertencentes a geracao t — x — 1, representados por dg’t’g_l,
da geragap t — x, representados por df;,t,g' O quadrado ABCD pode ser decomposto em
dois triangulos, ABC e ACD. Assim, dada a hipétese da forca de mortalidade constante,
temos:

e 0s 6bitos de individuos

P g1+ 50, (3.7)
= = . .
’ ET Ry %[Px,t + Px,t+l] + %[dglﬁl,t,g - da[:],t,gﬂ]

Figura 3.3: Diagrama de Lexis: Obitos registados & idade x para a geragao t — x.

Age
z+1 B c
A D
T
Time
t—x t—ax+1 t t+1 t+2

Por vezes é til determinar o nimero de 6bitos a idade = de individuos de uma sé
geragdo, g =t — x. O diagrama de Lexis da figura 3.3 exemplifica esta situagao. Neste
caso o total dos ébitos é dado pela soma dos Obitos ocorridos nos triangulos ABD e e
BCD, isto é, a soma dos ébitos de individuos a idade x, da geracdao g, no ano t et + 1,
respetivamente. A estimagao pode ser feita de forma andloga a feita para a figura 3.2.

5Para mais detalhes sobre o célculo da Exposicdo ao risco veja-se Wilmoth (2005).
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O outro céalculo que podemos derivar com o diagrama de Lexis, é o calculo do niimero
de 6bitos durante o ano t, de individuos da geracao t — x, que naturalmente abrange
as idades x — 1 e x. Este diagrama é exemplificado pela figura 3.4, onde mais uma vez
a drea que pretendemos calcular é paralelogramo ABCD, mas com uma configuragao
diferente do anterior.

As estimativas brutas dos quocientes de mortalidade g, ; correspondentes sao calculadas,
regra geral, da seguinte forma:

mm,t
1 + (1 — a%t)mm’t7

Qrte = (3.8)
onde ay,; representa o nimero médio de anos vividos no intervalo [z,z + 1) pelos in-
dividuos que falecem a idade z no momento ¢, logo, como estamos sob a hipdtese da
forca constante de mortalidade, a,; = 1/2.

No entanto Vallin (1973) desenvolveu o método dos quocientes parciais para facilitar
estes calculos. Através deste, em que os quocientes de mortalidade sdo estimados para
cada triangulo relevante no estudo em causa, chega-se as seguintes trés estimativas:

I No caso da figura 3.2:

Qoo =1— (1= Gutg)(l — Gutg-1), (3.9)
II No caso da figura 3.3:

Grog=1— (1= Qutg)(1 = Qrr-14) (3.10)
IIT No caso da figura 3.4:

Qotg=1—(1—=qatg)(l = Gu-1,g)- (3.11)

Figura 3.4: Diagrama de Lexis: Obitos registados no ano ¢ para a geracao t — x.

Age
B
z+1
A C
T
r—1 D
Time
t—x t—x+1 t t+1
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A escolha de qual dos trés casos a ser utilizado na estimativa depende do objetivo do

estudo, dos dados recolhidos na primeira fase da construcdao da tabela de mortalidade
e da homogeneidade preferida: o caso I, garante a homogeneidade por ano civil e por
idade, mas nao por geracao; O caso I, garante a homogeneidade por idade e por geracgao,
mas nao por ano civil; finalmente o caso III garante uma homogeneidade por ano civil e
por geracao, mas nao por idade.
O caso II é o tnico que nos permite interpretar os quocientes de mortalidade da forma
habitual, ou seja, como estimativas da probabilidade de morte entre duas idades consecu-
tivas, z e x+1. O facto de ndo assegurar a homogeneidade por ano civil ndo constitui um
problema na elaboracao das tabelas de mortalidade, pois normalmente sao considerados
dados referentes a mais do que um ano, o que permite suavizar as fungoes da tabela de
mortalidade. Por exemplo, as agéncias oficiais de paises como Portugal, Itdlia, Canada,
Espanha e Suica estimam os quocientes de mortalidade, seguindo o caso II, admitindo
trés anos consecutivos de observagoes.

3.2.3 Graduacgido

A graduacdo de uma tabela de mortalidade consiste na aplicacdo de métodos de ali-
samento aos quocientes de mortalidade brutos, isto é, quocientes de mortalidade nao
graduados. Por outras palavras, a graduacao elimina ou reduz variagoes no perfil etario
das fungoes da tabela de mortalidade. Por outro lado, uma tabela graduada implica
sempre alguma perda informacao. Portanto, a decisao de graduar um tabela deve ser
feita tendo em conta se queremos dar um maior peso ao ajustamento ou a interpretabi-
lidade dos dados.

Nos paises desenvolvidos, durante os 1ltimos anos, assistiu-se a uma melhoria na quan-
tidade e qualidade dos dados estatisticos o que levou a uma diminuicao das flutuacoes
irregulares nas taxas de mortalidade. Assim, a tendéncia, quando estudamos estes paises,
¢é de enfatizar a aderéncia aos dados, logo nao graduar a tabela. Exemplos de tabelas de
mortalidade nao graduadas s@o as oficiais publicadas em Franca, Irlanda e Noruega.
Existem diversos métodos de graduacao, quer paramétricos quer nao-paramétricos, sendo
que o mais trivial é a regressao linear multipla. De entre as multiplas alternativas des-
tacamos: o método de Splines e as suas variantes, veja-se Champion et al. (2004); o
método de Whittaker, veja-se Joseph (1952); o método da graduagao polinomial, veja-se
Fan & Gijibels (1996) e os Kernel Smoothers, veja-se o trabalho pioneiro Copas & Ha-
berman (1983).

Nao iremos entrar em maior detalhe sobre os métodos de graduacao, dado que foge ao
ambito deste trabalho, no entanto, como referéncia para introduzir o estudo sobre estes
métodos, recomendamos Miller (2004).

3.2.4 Métodos de Fecho da Tabela

Assim como no caso da graduagao, a aplicagao deste tipo de métodos nao é obrigatério
quando estamos a construir uma tabela de mortalidade. No entanto, demasiados dados
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empiricos levam a maioria dos autores e das agéncias oficiais dos paises desenvolvidos a
aceitar a necessidade destes métodos para a construcao de tabelas com maior aderéncia
a realidade (Tabeau et al. (2001)). Note-se que se pensarmos no nimero de 6bitos que
acontecem em individuos com 105 anos de idade, no territério de cada pais, facilmente
compreendemos a necessidade em proceder a métodos que permitam estimar a probabi-
lidade de morte de individuos com este tipo de idades. Podemos seguir dois caminhos
completamente diferentes no que toca ao fecho de qualquer tabela de mortalidade:

e Graduacao: Ajustar os dados observados a uma lei de mortalidade que expli-
que a mortalidade na senescéncia, referidos por muitos autores como métodos
paramétricos;

e Métodos Amostrais: métodos que através do dados observados, e a partir de algu-
mas hipdéteses, nos permitam estimar a mortalidade em idades avancadas, também
referidos como métodos nao paramétricos.

No que toca ao primeiro item, veja-se a seccao 2.4.1 onde as leis mais utilizadas sao
apresentadas e considere-se o referido na segao anterior sobre Graduagao. Em relagao
ao segundo ponto iremos descrever os métodos mais utilizados pelas agencias oficiais
dos paises com grandes bases de dados da mortalidade, como é o caso de varios paises
europeus e o Japao, isto é, dados da mortalidade ao longo de diversas décadas do passado.
Existem diversos métodos, mas tendo em conta a sua importancia histérica iremos apenas
apresentar os métodos de Coale-Kisker e de Denuit e Gorderniaux.

O método de Coale-Kisker (Coale & Guo (1989), Coale & Kisker (1990)) assume que a
exponencial da taxa de mortalidade decresce linearmente em idades muito avancadas.
Esta hipotese foi verificada empiricamente por diversos autores, e em especial, Bravo et
al. (2008) admite esse mesmo padrao para Portugal. O método baseia-se numa medida
a que chamamos taxa de incremento da mortalidade & idade z: k, = In(my/mg—1).
Assim, se assumirmos que as idades mais avancadas sao idades a partir dos 85 anos, a
hipdtese establecida toma a forma:

kx == k'85 - (SU - 85)8, (312)

onde s é um parametro a ser estimado com base nos dados de mortalidade e através de
restricoes de fronteira que devem ser definidas por quem aplique o método. No entanto
esta hipdtese linear nao é a base deste método, a lei base assumida toma a seguinte
formas:

Tmazx

My = mga exp( Z kn), (3.13)
h=85

onde z,,ax é a maior idade atingivel, que no caso definido pelos autores do método toma
o valor de 110.

Segue que este modelo implica uma forma exponencial quadratica para a taxa especifica
de mortalidade para idades avancadas, isto é,

mg = mgs exp(az’® + bz + c), (3.14)
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o que contradiz as hipéteses classicas de Gompertz.

O método de Denuit e Goderniaux (Denuit & Goderniaux (2005)) trabalha com base nos
valores de ¢, e impoe restrigoes para o fecho da tabela de mortalidade. O método envolve
o ajustamento pelo método dos minimos quadrados ao seguinte modelo log-quadratico:

In(G,) = a+ bz + cx?® + €4, e, ~ N(0,02). (3.15)

O modelo imp6e uma configuragao concava a curva dos g, enquanto impede um eventual
decréscimo das taxas de mortalidade, durante as idades avancadas, como observado nos
dados; isto traduz-se nas seguintes restrigoes

d, =0, (3.17)

onde w é a idade do fecho da tabela e ¢/(x) é a primeira derivada das taxas especificas
de mortalidade. Demonstra-se que a verificacado destas condigbes permite reduzir este
modelo a outro com um tnico parametro:

In(gz) = (w? — 2z(w) + 2%)c + €4, €, ~ N(0,0?). (3.18)

Note-se que Bravo et al. (2008) conclui que o método de Denuit & Goderniaux é o que
melhor consegue ajustar a mortalidade para idades muito avancadas em Portugal, de
entre os métodos anteriores e dos modelos de Kannisto e Logistico, e especula que o
mesmo se deve confirmar para outros paises desenvolvidos.

3.3 Modelo de previsao da mortalidade

Como ja tinhamos referido, a construcao de tabelas de mortalidade dinamicas pode ser
decomposto na construcao de uma tabela de mortalidade para anos civis passados e de
outra para anos civis futuros. Estando concluido o estudo da primeira, avancamos para
o classico problema da previsao.

"There can never be a population projection without personal judgement” (Alders & De
Beer (2006)). Podemos dizer que a resolucao do problema da previsao de mortalidade
tem tanto de ciéncia como de arte. E um adagio da previsao demogréfica que nenhum
especialista, por mais confiante que esteja, serd capaz de arriscar a sua carreira pela
sua previsao (Booth (2006)). Uma das decisoes mais importantes recai sobre a escolha
do tipo de modelo de previsao da mortalidade. Estes modelos podem admitir até trés
variaveis ou fatores, como referidos na bibliografia: idade, tempo e coorte. Tabeau
(2001) classifica os modelos como de zero, um, dois ou trés fatores. Modelos de zero
fatores sao simplesmente medidas agregadas sobre a mortalidade, ndo existindo qualquer
modelo subjacente, por exemplo, a esperanca média de vida a nascenca. Modelos de
um fator, tratam as taxas de mortalidade como fungoes da idade e prevém, assumindo a
estabilidade do padrao da mortalidade. Modelos de dois fatores, normalmente a idade e o
tempo, sao os modelos mais desenvolvidos ultimamente, nomeadamente a partir do anos
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80, e foram os primeiros utilizados na previsao da mortalidade. Finalmente, modelos de
trés fatores, também chamados modelos APC (Age-Period-Cohort), expressam as taxas
de mortalidade como fungéo dos trés fatores.

Iremos seguir a evolugao da ciéncia: primeiro estudamos os modelos de dois fatores, dado
que ja estudamos os de um s6 fator no capitulo anterior, e mais a frente iremos analisar
os modelos APC. Assim, dado que um modelo de mortalidade dindmico de dois fatores
consiste numa funcao, real ou vetorial, ¥(z,t), podemos definir um modelo de previsao
de mortalidade como: W(z,t)|t > ¢, onde ¢’ representa o ano base, que é o ano mais
recente de que dispomos informagao confidvel sobre a mortalidade.

Se assumirmos que dispomos de varias observagoes periddicas de uma dada populagao
e que cada observacao consiste no padrao da mortalidade para um dado grupo x de
idades, digamos X = {Zmin, Tmin+1, ---» Tmaz }, @ Observacao referente ao ano t é expressa
da seguinte forma, tomando W(z,t) = g, (¢):

{qw (t) }JCEX = {q$mm (t)7 9z min+1 (t)7 o Qrman (t)} (319)

Se focarmos um conjunto de observagoes T = {t1, ta, ..., t, }, entdo temos que a base de
dados para a projeccao da mortalidade, daqui em diante base de dados da mortalidade,
é dada por:

{Qx(t)}xex,teT = {Qx(t1)7 Qx(t2)7 (EXS) Qx(tn)}- (320)

Booth & Tickle (2008) identifica trés abordagens essenciais na previsao da mortalidade:

Expectativa Um cendrio é especificado (a previsao), normalmente acompanhado por
dois cendrios alternativos, assumindo o pior e o melhor que pode acontecer. A
principal vantagem desta abordagem, é que o modelo pode incorporar informagoes
epidemiolégicas, demograficas ou outros conhecimentos relevantes de uma forma
qualitativa, ou como os holandeses costumam dizer, ”"the expert judgement”. A
natural desvantagem ¢é que torna o modelo subjetivo e pode provocar um potencial
viés. Muitas agéncias estatisticas oficiais deram preferéncia a este tipo de modelos;
no entanto, o conservadorismo dos especialistas, que dao a opinidao técnica, e a
multiplicidade de teorias sobre o limite absoluto da esperanca média de vida levou a
que cada vez mais a demografia e a ciéncia atuarial se afastassem desta abordagem.

Explicacao Métodos explicativos sao baseados em modelos epidemiolégicos de certas
causas de morte involvendo doencas e fatores de risco, ou seja, consistem em tentar
explicar a mortalidade subdividindo-a por causa de morte. A maior vantagem
desta abordagem é que os mecanismos de feedback e a limitacao de fatores pode
ser levado em conta. Como desvantagens temos que esta abordagem estd em fase
de desenvolvimento. Demasiadas relagoes entre fatores de risco e a mortalidade
estao ainda por perceber, o que torna a previsdo muito pouco fidedigna.

Extrapolacao Assumem que a futura tendéncia da mortalidade vai ser, necessaria-
mente, uma continuacao do passado. Na previsao de mortalidade, esta é uma
presuncao razoavel. No entanto registaram-se algumas excecgoes: o rapido declinio
da mortalidade pos 2% Grande Guerra, aumentos da mortalidade nos jovens adultos
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provocados por SIDA, etc. Apesar destas excepgoes, extrapolagao é a base para a
maioria dos modelos de previsao da mortalidade.

3.3.1 Tabela Projetada

Independentemente das abordagem e técnicas utilizadas na previsao da mortalidade, o
resultado final serd sempre uma tabela de mortalidade dindmica do futuro, isto é, uma
tabela bi-dimensional que apresenta indices de mortalidade para diversos anos civis fu-
turos, a que chamamos tabela projetada. Do ponto de vista pratico, estas tabelas sao
muito dificeis de utilizar, pelo que se tornou uma pratica reiterada retirar desta tabela,
uma tabela unidimensional.

Formalmente, definimos tabela projetada de mortalidade como sendo a matriz {g.(t) }zey:t>t/,
onde t' é o ano base.

Existem dois processos para retirar uma tabela unidimensional de mortalidade, da tabela
projetada:

1. Um ano 7 é escolhido e consideramos a tabela de mortalidade geracional da geragao
nascida no ano 7. Assim,

Qrin (T + Tmin) s Qrpin+1(T + Tin, + 1), o, @ (7 + 2), ... (3.21)

onde x,,;, denota a idade minima de interesse para o problema que estd a ser
estudado. Na realidade, usamos entdao apenas uma diagonal da tabela de morta-
lidade projetada, ou seja, apenas uma banda diagonal do diagrama de Lexis. A
escolha de 7, na pratica, pode refletir o ano de nascimento médio dos segurados
ou pensionistas, a quem a se refere.

2. Um ano 7 é fixado e consideramos a tabela de mortalidade periédica, ou seja,
tomamos uma coluna da tabela projetada, ou equivalentemente uma banda vertical
do diagrama de Lexis:

Az pmin (T>7 q$7nin+1(7—)7 w4 (T), (3'22)

No entanto, qualquer um destes processos vai sempre provocar um enviesamento para a
projeccao. Para diminuir este enviesamento, podemos ajustar este método como descrito
de seguida. Para pessoas nascidas no ano 9 = t—z, seguindo o primeiro processo, usamos
as seguintes probabilidades:

qwmm+h(19) (T + Tmin + h(ﬂ))a qZ‘min+1+h(’L9) (T + Toin + 1+ h(ﬁ)), (3'23)

Este ajustamento, usualmento chamado ajustamento de Rueff, involve uma troca de
idades. Assumindo um declinio da mortalidade, a fungao h(v)) deve ser: nao negativa,
para anos ¥ menores que T; zero, quando ¥ = 7 e nao positiva, caso contrario.

A probabilidade de sobrevivéncia é entao calculada como se segue:

k—1

k;px[T;h(ﬁ)}/‘ — H[]_ — Qm+h(19)+j(T —|— X + h(’l?) + j], (324)
§=0
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onde os indices representam que escolhemos o ano futuro 7, usamos um ajustamento de
Rueff h(19) e trabalhamos sobre uma diagonal da tabela projetada (,*)%. Estas proba-
bilidades podem assim ser utilizadas em diversos cdlculos atuariais, como por exemplo
no calculo da esperanca média de vida:

o w—x ) 1
fo= 3 OV (3.25)
k=1

A escolha da fungao h(9) depende de diversos critérios; para um leitor interessado, a
escolha optimal desta funcao foi estudada por Delwarde e Denuit (2006).

3.3.2 A abordagem da Expectativa

A metodologia mais implementada que segue a abordagem da expectativa é a chamada
tabela limite. A metodologia desta abordagem parte de assumirmos um cenario éptimo
para a mortalidade, usualmente fruto de opiniao técnica. A partir deste, construimos
a tabela de mortalidade para esse cendario, chamada de tabela de mortalidade optimal.
Entao, seja ax o quociente de mortalidade 6ptimo a idade z, isto é, o quociente de morta-
lidade representado na tabela de mortalidade optimal, e g, (t') a respectiva probabilidade
atual. Assumimos que a previsdo de mortalidade é expressa pela férmula que se segue:

Q:Jc(t) = I[axv dz (t/)]a (3'26)

onde o simbolo I denota um método de interpolacao. Ou seja, o método da tabela limite
consiste em interpolar os quocientes de mortalidade atuais com os quocientes de um
cenario éptimo definido a priori.

Por exemplo, se adoptarmos uma férmula exponencial de interpolacao, dado r < 1 temos:

Qx(t) = Ez + [Qz(t/) - Ex]rtit/- (3.27)

A construcao da tabela limite tem uma questao subjacente: qual o limite da duracao de
vida do ser humano? A realidade é que nao existe nenhuma certeza sobre qual o limite
maximo de vida de um ser humano, nem certeza que existe algum em particular. Assim,
as perspetivas sobre este problema dividem os demodgrafos em trés grupos:

e 7 Os tradicionalistas”: Sugerem que o limite maximo de vida nao serd muito maior
do que a atual esperanca de vida, precisamente a rondar os 85 anos; veja-se por
exemplo Olshansky et al. (1990).

e 7 Os visiondrios”: Assumem que a mortalidade pode ser combatida por desenvolvi-
mentos biomédicos. Assim, esperangas de vida de 100 a 125 anos, Strehler (1975),
ou de 150 a 200 anos, Walford (1985), podem ser atingidas.

5De forma anéloga podemos trabalhar sobre uma coluna da tabela projetada, veja-se Pitacco et al.
(2009).
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e "Os empiristas”: Simplesmente argumentam que nao estamos perto do limite
maximo possivel da esperanca de vida, pois a mortalidade estd a decrescer en-
quanto que diversos progressos cientificos sao feitos no tratamento das doencas
que mais mortes provocam. E observado que se a mortalidade continuar a decres-
cer ao ritmo atual, 2% por ano, expectativas de vida de 95 a 100 anos irao ser
atingidas no ano de 2080, veja-se por exemplo Schneider e Guralnik (1990), e as
respetivas referéncias.

Se a analise da mortalidade por causa de morte for um passo preliminar neste estudo,
o modelo produzido pelo método da tabela limite ird garantir uma maior aderéncia a
realidade. Mas nesse caso, devemos pensar que o modelo segue nao sé a abordagem da
expectativa mas também a da explicacao. Por outro lado, podemos também desenhar
um modelo em que a tabela limite é conjugada com métodos extrapolativos, como é o
caso do modelo desenvolvido pelo Professor Jorge Bravo (Bravo et al. (2010)) que é
utilizado atualmente pelo INE na previsao da mortalidade.

3.3.3 A abordagem da Explicacdo

Podemos dizer que, na prética, a abordagem da explicagao consiste em subdividir a
mortalidade por causa de morte e tentar prever a mortalidade como um somatério das
previsoes da mortalidade para todas as causas de morte. Tedéricamente, esta abordagem
garante-nos uma previsao mais precisa; mais que isto, sempre que explicamos a leigos o
tema central deste trabalho eles presumem sempre esta abordagem para previsao da mor-
talidade. No entanto, os resultados obtidos nao confirmaram essa expectativa tedrica.
A primeira hipotese da maioria dos modelos por causa de morte é a independéncia das
respetivas causas. Ora, se forem questionados varios médicos especialistas em medicina
interna, especialidade da medicina onde o racio de nimero de mortes por paciente deve
ser mais elevado, a maioria deles nao conseguird especificar uma tunica causa de morte
para cada doente. Mais do que isso, diversos doentes falecem com varias patologias e
mesmo que se consiga determinar qual delas provocou a morte nao se sabe especificar
até que ponto as outras doengas tiveram influéncia no ébito. Como Gutterman & Van-
derhoof (1998) refere, uma metodologia de previsao deve permitir relagoes entre causas e
efeitos. No entanto, é impossivel elaborar um modelo verosimil que assuma a correlacao
das diferentes causas de morte, ji que a medicina ainda nao é capaz de descrever ob-
jetivamente as relacoes entre as diferentes causas de morte. Note-se que este problema
torna-se relevante em idades avancadas, pelo que Tabeu et al. (2001) propoe que pode
ser utilizado um modelo de previsao da mortalidade por causa de morte desde que con-
sideremos apenas idades inferiores aos 90 anos.

Por outro lado, apesar do extraordinario desenvolvimento da medicina e da ciéncia
biomédica ao longo do ultimo século, a mortalidade por causa de morte deve, natu-
ralmente, ter sempre um cardcter estocastico. Por outro lado, no futuro é expectavel
que o desenvolvimento destas areas cientificas leve a que algumas causas de morte desa-
parecam e que aparecam outras. Assim, parece mais do que razoavel que as previsoes de
mortalidade segundo esta abordagem nao devam ser establecidas para longos periodos
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de tempo. Um outro problema da estimacao a longo prazo por causa de morte é que
a taxa de mortalidade prevista para toda a populacao serd dominada pelo padrao de
mortalidade da causa de morte que decresca mais devagar (Booth & Tickle (2008).

Em geral, as desvantagens e limitagoes desta abordagem dizimam qualquer vantagem.
Nesse sentido, diversos autores defendem que se obtém uma maior precisdo na previsao
da mortalidade quando a prevemos agregadamente em vez de separadamente por causa
de morte. A maioria das agencias oficiais nao implementam modelos por causa de morte,
e nesse sentido, o U.K. Government Actuary’s Department recomendou, em 2001, que
nao deveriam ser utilizados métodos por causa de morte e o CMIB (Continuous Mor-
tality Investigation Bureau) defende que previsdes agregadas s@o mais apropriadas na
previsao da mortalidade.

Apesar de toda a problemdtica desta abordagem, o estudo da influéncia das diferentes
causas de morte na mortalidade geral de uma populagao ajuda a melhorar a opiniao dos
especialistas. Logo, este estudo é feito muitas vezes como um passo preliminar para mo-
delos da abordagem da expetativa (como ji havia sido referido na subseccao anterior).
Note-se ainda que a previsdo da mortalidade por causa de morte é usualmente feita de
uma forma extrapolativa: determina-se o padrao da mortalidade por causa de morte no
passado e assumimos que o padrao se ird manter, o que sem divida conduz a modelos
que seguem duas abordagens, a da explicacao e a da extrapolacdo. Apesar de tudo, do
ponto de vista tedrico esta seria a abordagem mais precisa a previsao da mortalidade,
pelo que nunca deve ser desprezada. Assim, para um leitor interessado deixamos as
seguintes referéncias de trabalhos importantes nesta area: Pollard (1949), Manton et al.
(1980), Olshansky (1987), Kunst et al. (2002), Bongaarts (2006), Girosi & King (2006)
e Le Bras (2008).

3.4 A abordagem da Extrapolacao

A extrapolacdo consiste em assumir que a base de dados da mortalidade pode ser apro-
ximada por determinado padrao, e assumimos que, para t > t’, esse padrao mantém-se
no futuro. Note-se que a escolha do conjunto 1" é um passo crucial na construcao do pro-
cedimento da previsao. Mesmo que disponhamos de observacoes até dois séculos atras,
parece mais razodavel restringir a base de dados a anos mais recentes. Na realidade, se o
conjunto for muito extenso, certas melhorias da mortalidade dos ltimos anos serao, em
principio, subvalorizadas. Booth et al. (2002) desenvolveu métodos sisteméaticos para a
escolha apropriada deste conjunto 7'.

Atualmente, a ciéncia atuarial incide toda a sua atencdo na abordagem extrapolativa,
nao sé pelas limitagoes ja apresentadas das restantes mas também por esta dar provas de
ser a mais objetiva. As suas ricas fundagoes matematicas e os resultados mais precisos
que tém vindo a ser retirados desta validaram esta opgao e fazem com que a maioria dos
cientistas envolvidos nestas questoes nem ponderem a utilizagdo de métodos de qualquer
outra abordagem.

Tudo isto levou a que o desenvolvimento de técnicas segundo esta abordagem tenha pro-
liferado, nomeadamente, no final do século XX e no inicio do século XXI. Desta forma,
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as restantes seccoes deste capitulo serdao dedicadas ao estudo de algumas, aquelas que
considerdmos serem mais relevantes, de entre as intimeras técnicas desenvolvidas sob
esta abordagem.

Se recordarmos que o tempo intervém num o6bito de trés formas distintas, e associarmos
estas trés formas com as trés leituras que podemos fazer de uma tabela de mortalidade
dinamica, imediatamente podemos identificar trés abordagens a extrapolagao: horizon-
tal, vertical e diagonal. No entanto, seguindo a abordagem de Pitacco et al. (2009),
podemos entender a abordagem horizontal como a extrapolacdo de W¥(z,t), para x fi-
xado e podemos agrupar as abordagens vertical e diagonal como projegoes de leis da
mortalidade’.

3.4.1 Extrapolagdo de V(z,1)

A abordagem horizontal concretiza-se na extrapolagao da fungao ¥(z,t), através da
tendencia evidenciada na base de dados de mortalidade, em anos anteriores. A maioria
dos métodos na literatura tomam W(x,t) = ¢,(t), ou seja, sdo métodos de extrapolagao
dos quocientes de mortalidade; no entanto, poderiamos extrapolar qualquer outra fungao
da tabela de mortalidade. E chamada de abordagem horizontal ja que, fixamos uma
idade e extrapolamos, de forma independente, os valores de ¢, obtendo uma fungao
¥x(t), para cada idade .

Na extrapolacao dos quocientes de mortalidade, establece-se a seguinte relacao:

q:(t) = q(z, ") Ry (t — t'),Vt > 1/, (3.28)

onde t' é 0 ano base e R,(t —t') é o chamado fator de reducao a idade x para (t —t'),
que toma valores menores do que a unidade. Podemos interpretar o fator de redugao
como uma medida da diminuicao da probabilidade de morte para cada idade x com o
passar dos anos civis. Assim, a abordagem horizontal é obtida aplicando processos de
modelacdo apropriados para R (t —t'), nomeadamente através de métodos analiticos,%e
a extrapolagdo dos quocientes de mortalidade é dada pela férmula supra explicitada.
Os diferentes métodos extrapolativos que seguem a abordagem horizontal distinguem-
se pelas diferentes expressoes que podemos utilizar para modelar R, (¢t —t'). Claro que
cada expressao ird comportar intrinsecamente, pelo menos, uma hipotese adicional sobre
o comportamento da mortalidade, que poderd, ou nao, ser adequada. Neste sentido
iremos, de seguida, deduzir a férmula mais influente de toda a abordagem horizontal: a
férmula exponencial.

Suponhamos que o logaritmo dos quocientes de mortalidade, ao longo do tempo e para
cada idade, sao aproximadamente lineares. Com base nesta hipétese podemos encontrar

"Esta divisdo das abordagens sers mais clara depois do estudo das mesmas.

8Esta extrapolacio também pode ser baseada num método grafico. A abordagem grifica consiste no
desenho, para cada idade, de um curva continua que represente os quocientes de mortalidade do passado,
e assumir que a curva se mantém para o futuro, e ai, ler os valores da parte do grafico que represente o
futuro.
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o valor de 0, tal que, para h =1,2,...,n — 1:

In qx(th+1) —1In qm(th) ~ _5a;<th+1 — th); (329)
Logo,
t
9el0h1) g o (—a(thgs — t)): (3.30)
QI(th)
Fazendo uma mudanca de variavel, chegamos a formula standard:
t _
qu( h+1) ~ rih+1 th. (331)
QI(th)

Assim, temos a chamada férmula exponencial:
Qo) = qu(t)r 11" (3.32)

Note-se que dado que r, < 1,
lim ¢;(t) = 0. (3.33)
t—o0

Tendo em conta que a imortalidade humana nao faz sentido, diversos autores propoem
um limite assimtotico da mortalidade acrescentando assim uma restricao de fronteira.
Desta forma obtém-se a seguinte generalizacao da férmula exponencial:

qz(t) = qﬂ@(t/)[ax +(1— Otm)r?“_t"]. (3.34)

A partir desta, existem diversos métodos para estimar os valores de 7., que vao desde
o generalista método dos minimos quadrados até a métodos construidos especificamente
para o ajuste da base de dados de mortalidade, a formula exponencial. Os valores
estimados sao, analogamente ao estudado para a construcao da tabela de mortalidade do
passado, chamados de projegoes brutas de mortalidade e podem, ou nao, ser graduados.
O Continuous Morality Investigation Bureau (CMIB) é uma organizagao responsivel
por investigar a mortalidade britanica?. Desde muito cedo, que esta agéncia implementa
métodos extrapolativos que seguem a abordagem horizontal, e em particular com base
na férmula exponencial. Também como forma de exemplificar aplicagoes desta, iremos
apresentar alguns dos modelos utilizados pelo CMIB na previsao da mortalidade.

CMIB(1978) Uma versao simplificada da formula standard, onde o factor de reducao
nao depende da idade:
Qo (t) = qu(t')rins1=te, (3.35)

Esta aproximagao era considerada aceitavel para idades superiores a 60 anos.
CMIB(1990) Versao da generalizacao da férmula exponencial:

t—t’

q(t) :ax+(1_az)(l_f)Td’ (3.36)

90s dados utilizados pelo CMIB sio fornecidos pelas companhias de seguros e consultoras de atuari-
ado, de Inglaterra e do Pais de Gales.
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com f = f(20) =0,6 e

0,50, sex < 60

ap =4 Z0 se 60 <z < 110 (3.37)

1, se x > 110

O ano base considerado foi ¢ = 1980 e este modelo permitia prever mortalidade
até ao ano 2000.

CMIB(1999) Uma versao do anterior, mas com f funcao da idade:

t—t
Gt)=a;+ (1 —ag)(1— fy) 2, (3.38)
onde
c, se x < 600
fe=91+(1—c)%%, se60< <110 (3.39)
1, se x > 110
e
h, se x < 60
a = ¢ MOt @ 60k = 6 60 < 2 < 110 (3.40)
k, se x > 110
Os parametros foram ajustados considerando t' = 1992, obtendo-se ¢ = 0,13,

h=0,55, k =0,29.

Podemos também assumir que os dados da mortalidade seguem outro padrao que nao
uma diminui¢ao exponencial; podemos também assumir que outra funcao da tabela de
mortalidade segue uma diminuicdo exponencial. Férmulas diferentes da exponencial
podem ser utilizadas na abordagem horizontal. Vejam-se algumas expressoes alterna-
tivas a féormula exponencial que também tiveram algum impacto nesta abordagem a
extrapolagao.

b

0 (t) = az + 7”" (3.41)
P
Qx(t) = Z ar,htha (3.42)
h=0
G (0)
onde G,(t) é, para cada idade, um polinémio em t, isto é,
P
Ge(t) =Y cont”. (3.44)
h=0
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Note-se que a iltima expressao pode ser escrita da seguinte forma:

= G(t). (3.45)

Esta ultima expressao supoe que o logaritmo das hipoteses de mortalidade na idade x,
O = ;%’ tém um comportamento linear, isto é, as hipdteses de mortalidade seguem um
padrao de declinio exponencial.

3.4.2 Projecao de Leis de Mortalidade

Quando utilizamos uma lei de mortalidade para ajustar dados observados, o padrao de
mortalidade é sumarizado por alguns parametros, como estuddmos na seccao das leis de
mortalidade do capitulo anterior. Assim, numa prespectiva de extrapolagao, sé teriamos
de extrapolar um conjunto reduzido de parametros. O maior problema da abordagem
horizontal é a sua grande dimensao,'’e uma abordagem com base em leis de mortalidade
ird naturalmente contornar este problema.

O contexto dinamico implica a introdugao da variavel de tempo ¢, que entra em qualquer
modelo como varidvel dos parametros. Assim, considere-se a seguinte lei de mortalidade:

pae = ¢(x; a(t); B(E), -..)- (3.46)

Seja T' = {t1,ta,...,t,} 0 conjunto dos anos de observacao. Assim, admitindo o conjunto
de idades, x, temos a seguinte base de dados de mortalidade:

{Mm(t)}xex;teT = {/‘m(h):/‘m(b)y “'a,ux(tn)}mex- (3~47)

Agora, para cada ano civil {5, h = 1,2, ..., n, estimamos os parametros para ajustar ao
modelo, por exemplo, via minimos quadrados ou pelo método da maxima verosimilhanca,
e assim obtemos o conjunto das n funcoes, da idade:

{a(tr), po(t2), oos i (tn) }- (3.48)

Finalmente, aplicamos métodos de graduagao aos padroes dos parametros da lei da
mortalidade e obtemos um conjunto de fungoes do tempo:

a1, g, ..., oy = ot)

617 627 aﬁn = B(t)

Este procedimento traduz a abordagem vertical a previsao da mortalidade, ja que os
parametros da escolhida lei de mortalidade sao estimados para cada tabela periddica
baseados na experiéncia da mortalidade.

Na abordagem diagonal o procedimento é em tudo similar ao anterior: escolher uma
lei de mortalidade, construir uma base de dados, graduar esses dados aos parametros

Dimenséo aqui refere-se ao nimero total de células de dados que estéo a ser modeladas.
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da lei e extrapolar o seu valor para futuro. A diferenca é que, na abordagem diagonal,
consideramos os parametros como variaveis do ano de nascimento da geracao, e nao do
tempo. A varidvel idade mantém a sua funcao, e a varidvel tempo é omitida do modelo.
A distincao entre estas abordagens pode ser clarificada pelo seguinte exemplo, onde
admitimos a lei de Makeham. Se adoptarmos a abordagem vertical temos a seguinte
forma:

pa(t) = A(t) + B(t)e(t)", (3.49)

onde t representa o ano civil. Contrariamente, se adoptarmos a abordagem diagonal
temos:

(1) = A(7) + B(1)c(1)?, (3.50)

onde 7 =t — x representa o ano de nascimento de uma geracao.
Da mesma forma que admitimos a lei de Makeham no exemplo anterior, qualquer lei de
mortalidade pode ser utilizada nesta abordagem. Um caso com um particular interesse
consiste em utilizar a lei de Weibull, e desta forma considere-se a seguinte lei:
o, x
pa(t) = = (3
’ BB
funcao distribuicao de probabilidade de Tj, variavel aleatdéria que representa o tempo de
vida a nascenga. Desta forma temos que a respetiva funcao densidade de probabilidade
é dada por:

Yt (3.51)

_ & Tya-1 _~(
fo(z) 3 ( ﬁ) e
A lei de Weibull nao ajusta o padréao de mortalidade para toda a duragao de vida, no-
meadamente devido a configuracao especifica da mortalidade infantil e jovem adulta,
todavia produz uma razoavel representacao do padrao de mortalidade para idades adul-
tas e avangadas. Para além disso, garante uma facilidade em expressar alguns indicadores
classicos dos modelos estocasticos, por exemplo:

|8

), (3.52)

Mod[Ty] = (=)0 > 1, (3.53)
BTy = 5r($ +1), (3.54)
var(Ty] = B0 +1) — (°( + 1)), (3.55)

onde as expressoes representam a moda, média e variancia, respetivamente, de Ty e I' a
funcao gama completa. Esta lei toma um interesse particular primeiro dado que estes
indicadores podem ser utilizados na verificacdo da validade da escolha dos parametros
e devido a Olivieri e Pitacco(2002) e Olivieri(2005), que conseguiram modelar aspetos
dos fenémenos da expansao e da retangularizacao pela escolha apropriada dos valores
dos parametros.

39



3.4.3 Outras abordagens a extrapolacdo da mortalidade

Para ja estudamos trés abordagens a extrapolacao: a horizontal, a vertical e a diagonal.
Quando seguimos a abordagem horizontal, podemos projetar uma tabela inconsistente,
isto é, uma tabela onde exista pelo menos um ano em que a probabilidade de um in-
dividuo mais novo morrer é maior do que a mesma para um individuo mais velho. Outra
desvantagem desta abordagem é que nao garante a representacao de cenarios de mortali-
dade sensatos. Pelo contrario, na projecao de leis de mortalidade existem mecanisnos que
nos permitem controlar os cendrios subjacentes a qualquer modelo, veja-se por exemplo
o caso da lei de Weibull supra descrito. Por outro lado, esta abordagem leva ainda a uma
diminuicao da dimensao do problema de previsao. No entanto muitos autores, veja-se,
por exemplo, Brouhns et. al (2002b), notam que parametros das leis de mortalidade po-
dem ser fortemente dependentes, o que contraria a hipdtese essencial para a extrapolagao
de que os parametros sao independentes. Outra desvantagem é que a escolha da lei a
utilizar pode constituir uma grande problematica, ja para nao referir a desadequagao da
maioria das leis propostas ao longo da histéria. Finalmente, devemos ter em conta que
qualquer uma das trés abordagens tem apenas uma varidvel independente, a idade, o
tempo ou o ano de nascimento da geracao, e abordagens que considerem mais do que
uma variavel podem ser mais propicias na representacao do padrao mortalidade.

Desta forma surgiram algumas abordagens alternativas como forma de tentar eliminar
alguns dos problemas supra citados. Note-se que em cada abordagem alternativa pode-
mos encontrar similaridades com as abordagens elementares ja explicadas, no entanto
elas resolvem alguns problemas destas abordagens, melhorando o ajustamento. De se-
guida iremos analisar duas dessas abordagens alternativas, explicando de que forma elas
produzem melhores resultados e quais as desvantagens respetivas.

3.4.4 Tabela Modelo de Mortalidade

Vimos que um dos grandes problemas das abordagens vertical e diagonal é a necessidade
de nos comprometermos com um modelo que descreva a mortalidade. Para combater
esse problema, mas ao mesmo tempo diminuir a dimensao do problema, podemos uti-
lizar os chamados marcadores do padrao da mortalidade. Um marcador do padrao da
mortalidade, nao passa de uma variavel que permite sumarizar, mesmo que se perca
informagao, o padrao da mortalidade. O exemplo mais natural é a esperanca média
de vida & nascenca, para cada ano t. A metodologia das tabelas modelo baseia-se no
calculo dos valores dos marcadores do padrao de mortalidade e posterior extrapolagao,
como na abordagem horizontal, para o futuro. Concretamente, podemos resumir esta
metodologia nas seguintes fases:

1. Reunir um conjunto de tabelas de mortalidade que representem a mortalidade
numa populacao em diferentes épocas, com o objetivo de reduzir o risco de envie-
samento que este procedimento comporta;

2. Definir os marcadores que sumarizam o padrao de mortalidade e calcular o seu
valor para cada tabela de mortalidade;
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3. Analisar o padrao dos marcadores e extrapolé-lo, para estimar os valores dos mar-
cadores para datas futuras;

4. Obter as tabelas modelo de mortalidade aplicando os valores estimados no niimero
anterior.

O primeiro conjunto de tabelas modelo de mortalidade foi piblicado em 1955 pelas
Nagoes Unidas. A partir de entao as tabelas modelo de mortalidade sao extensivamente
utilizadas em estudos demograficos, epidemoldgicos e econémicos. De entre os diversos
sistemas desenvolvidos salientamos: o sistema de Coale e Demeny, o sistema de Petrioli
e Berti, Ledermann, e o revolucionario sistema relacional de Brass.

Para exemplificar a metodologia implementada nas tabelas modelo iremos de seguida
analisar o sistema relacional de Brass, publicado em 1971. Considere-se a seguinte
transformagao da fungéo sobrevivéncia, chamada transformacao logit:

1 1—50(56‘)

A(x) = = In( o)

> ) (3.56)

O sistema de Brass baseia-se na hipétese de dois padroes de mortalidade distintos po-
derem ser relacionados por uma transformacao linear do logit. Desta forma é possivel
encontrar duas constantes « e § tais que:

A(@) = a + BA * (z), (3.57)

onde Ax representa a transformagao logit padrao. No contexto dinamico, denotamos
A(x,7) a transformagao logit para o coorte nascido no ano 7, isto é,

1. 1—5Sy(z,7)

A -1 .
(x,7) 5 n( So(@,7) (3.58)
Referindo a um par de anos de nascimento 7x € Tiy1 assumimos
A(.%', Tk+1) = o + ﬂk/\(.%', Tk). (3.59)

Entao o problema de previsao da mortalidade reduz-se a um problema de extrapolacao
de duas séries: «ap e (. Para construir as tabelas modelo de mortalidade usa-se a
transformagao logit inversa:

1

50(1'37—) = 1+ exp[QA(l’>7_)] ‘

(3.60)

Ja dissemos que este sitema foi revolucionario na utilizacao de tabelas modelo de mor-
talidade. Mais do que isto, a maioria destas metodologias hoje em dia implementadas
podem ser reduzidas a este sistema. Isto deve-se nomeadamente ao facto de, através
da escolha dos parametros a e 3, podermos descrever os fendmenos da expansao e da
retangularizacio'!, fenémenos marcantes na alteracdo do padrio da mortalidade como

"Demonstrado numericamente simulando o valor da funcéo sobrevivéncia para diferentes valores des-
tes parametros.
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referido no capitulo introdutério deste trabalho. No entanto podem surgir alguns proble-
mas na implementacao deste sistema: sao necessarias sequéncias longas de observacoes
para construir fungoes sobrevivéncia dos coortes; podem surgir inconsisténcias dado
que o método nao garante que, para qualquer 7, Sy(x1,7) > So(x2,T), para todos os
pares x1 < T9, e, finalmente, este sistema tende a sobrestimar a mortalidade. Para
resolver estes problemas podem ser aplicados ajustamentos apropriados ao processo de
extrapolagao, no entanto nada garante que seja possivel encontrar uma extensao deste
problema que permita modelar o padrao de mortalidade para cada caso especifico. Um
leitor que pretenda aprofundar o estudo das tabelas modelo de mortalidade devera con-
sultar Ahmad et al. (2000).

3.45 Abordagem de superficie

A abordagem de superficie consiste numa abordagem bivariada onde as tendéncias
temporais e a variacao da mortalidade ao longo de todas as idades sdo abordadas si-
multadneamente. Para apresentar a metodologia relacionada iremo-nos focar na anélise
da chamada classe Gompertz-Makeham, GM(r,s), introduzida no segundo capitulo, onde
se assume que o padrao da mortalidade segue a seguinte lei:

r—1 s—1
e = GM™(x) = Z o’ + eXp[Z Bjz]. (3.61)
i=1 j=0
Condisere-se entao o seguinte modelo:
o () = exp[zg B;L;(T)] exp@ai D lim Wy (@), (3.62)
Jj= i=

onde L;(T) representa o polinémio de Legendre,'?% e t sdo, respetivamente, idades e
tempos trasformados de forma a pertencerem ao intervalo [—1,1] e com a condigao que
alguns dos V¥;; devem ser apresentados com o valor 0. Note-se que os primeiro termo mul-
tiplicativo do lado direito da férmula constituem um modelo de graduagao GM(0,s+1),
enquanto que o segundo pode ser interpretado como um termo de ajustamento ao padrao
da mortalidade, quando confrontada com a idade. Esta férmula foi apresentada por
Renshaw et al. (1996) para uma modelagdo da mortalidade como funcao do tempo e da
idade, sugerindo, para propédsitos de previsao, que fossem tomados pequenos valores de
T.

Sithole et al.(2000) também propos um caso particular da férmula anterior, num traba-
lho para modelar a mortalidade de segurados e pensionistas do Reino Unido (informagao
dada pelo CMIB), com r=1:

3
pa(t) = explBo Y _ B5L; () + (en + 11 L1 (7)) (1)) (3.63)
j=1

12330 as solugdes da equacio diferencial de Legendre: -%[(1 — z?)-% P, ()] + n(n+ 1)P.(z) = 0. Para

dx dz ™ ™
uma férmula explicita veja-se, por exemplo, a férmula de Benjamin Olinde Rodrigues.
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A abordagem de superficie segue com o uso do fator de redugao R, (t — t') para leis de
mortalidade, ao invés de quocientes de mortalidade:

pa(t) = pa — () Re(t — 1), (3.64)

onde t’ é, como usual, o ano base na projecao de mortalidade. Por exemplo, da férmula
sugerida por Sithole et al.(2000) obtemos:

/

Ro(t —#) = exp[%(al LT, (3.65)

onde w representa metade do intervalo de anos de observagao. Assim, podemos inter-
pretar o fator de reducao como uma transformagao log-linear do tempo.

As vantagens essenciais desta abordagem é que ela considera mais do que uma variavel
independente e nao admite inconsisténcias nem por idade nem por ano civil. Por exem-
plo, o modelo de Sithole et al. (2000) insere-se neste quadro de modelos. Inserir todos os
modelos da abordagem de superficie num quadro unificado facilita extensoes e genera-
lizagoes dos modelos para um contexto dinamico, o que constitui uma grande vantagem
pratica da abordagem de superficie. O grande incoveniente desta abordagem é que, a
semelhanca do que acontece com as abordagens diagonal e vertical, temos de, a priori,
nos comprometer com uma lei de mortalidade em especifico.

3.5 Modelos estocasticos de previsao

As abordagens a previsao descritas anteriormente ndo admitem a natureza estocéstica da
mortalidade. Na realidade, um grande ntimero dos métodos utilizados na pratica atuarial
consistem simplesmente em graduagao-extrapolacao. No entanto, um dos primeiros as-
petos que concluimos em relagao a morte foi que é um acontecimento intrinsecamente im-
previsivel. Assim, do ponto de vista estatistico, devemos considerar modelos estocédsticos
na modelacao da mortalidade. De uma forma mais objetiva, as taxas de mortalidade
observadas no passado sao resultados de uma variavel aleatoria e as taxas previstas nao
sao mais que estimacoes de varidveis aleatorias que representam a mortalidade futura.
Num contexto estocastico os resultados de um procedimento de previsao deixam de ser
valores numéricos determinados para cada idade e passam a ser estimagoes de pontos
e de intervalos. Uma representagao grafica eficiente dos resultados deste modelo é o
diagrama em leque'®. Este diagrama representa nao s6 a projecao central como também
os intervalos de predicao; note-se que este é claramente um problema de predicao. Veja-
se a figura 3.5, que representa a previsdo da esperanca média de vida. A linha reta a
preto representa a projegao central, isto é, a estimagao pontual da esperanca média de
vida a cada tempo t. Os intervalos nao passam de intervalos de confianca para este
problema; claro que quanto maior a probabilidade de previsao, ou seja, menor o nivel de
significancia, maior serd a amplitude do intervalo.

13 Adoptamos esta denominacio devido & sua configuracio; na literatura em inglés sio chamadas de
”fan chart”.
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Figura 3.5: Diagrama em leque: esperanca de vida prevista.

e65(t)

t Time

Iremos agora estudar alguns modelos estocasticos de previsao de mortalidade. O mo-
delo de Lee-Carter (LC), ja referido, foi um dos modelos mais influentes na previsao da
mortalidade, tendo captado uma grande atencao por parte dos demografos e actudrios.
Assim, iremos comecar por analisar o método de Lee-Carter, onde a metodologia utili-
zada em todos os modelos estocasticos serda esmiugadamente analisada. Seguidamente
analisaremos algumas extenstes do mesmo e, finalmente, vamos abordar o modelo de

Cairns, Blake e Dowd (CBD).

3.5.1 O modelo Lee-Carter (LC)

Para representar a mortalidade consideramos a taxa central de mortalidade para a idade
x no tempo t. Lee & Carter (1992) propoe a modelagdo do logaritmo da taxa central
de mortalidade para garantir que esta nunca tome valores negativos. Assim, assumimos
que m,(t) toma a seguinte forma log-bilinear:

Inmy(t) = o + Buke + €xy, (3.66)

onde os «, descrevem o padrao da mortalidade médio ao longo de todo o tempo consi-
derado, os B, descrevem os desvios do padrao de mortalidade médio quando k; varia. A
mudanca no nivel de mortalidade ao longo do tempo é descrita por k;. Finalmente, a
quantidade €, ¢ é o termo erro, com média 0 e variancia o2, refletindo influéncias parti-
culares historicas que nao sao captadas pelo modelo.

Ajustamento do modelo

Este modelo nao pode ser ajustado por regressao, dado que nenhum parametro a estimar
é observavel. A matriz de dados utilizada na estimacao dos parametros consiste numa
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matriz de taxas de mortalidade. Podemos dizer que o modelo esta sobre-parametrizado,
dado que é invariante para as seguintes transformacoes:

{ama 51"7 ’%t} = {Oéma 61/07 C’%t} (367)

{aw, Be, it} = {aw — B, Buy kit + ¢} (3.68)

Na literatura é usual referir este problema como um poblema de identificabilidade. Para
garantir que o modelo nao tem nenhum problema de identificabilidade as seguintes res-
trigoes sdo impostas: Y. B2 =1e >,k = 0. Lee & Carter (1992) propde um ajusta-
mento dos dados ao modelos através de dois passos: decomposicao por valores singulares
(SVD) e posterior aplicacao do método dos minimos quadrados. No entanto, Wilmoth
(1993) desenvolve um método superior com um tnico passo: 0 método dos minimos qua-
drados ponderados. Seguindo a terminologia da bibliografia, iremos chamar ao método
proposto por Lee & Carter (1992) OLS (Ordinary Least Squares) e ao método de Wil-
moth (1993) WLS (Weighted Least Squares). Iremos omitir a descri¢ao do método OLS
dado que o WLS parte dos mesmos pressupostos do anterior, produz resultados simila-
res, e, segundo Lee (2000), consiste num método superior em relagdo ao restante.

O método proposto por Wilmoth consiste num método de minimos quadrados pon-
derado. O problema consiste em, assumindo o modelo de Lee-Carter e as restrigoes
referidas, minimizar a seguinte equacao:

Z dx(t)(ln T?L:Jc(t) — Qg — ﬂm/‘it)Qa (3'69)

onde d,(t) representa o nimero de ébitos de individuos com idade x no ano ¢, isto
é, um tridngulo no diagrama de Lexis, e ﬁlm(t) os valores observados da taxa central
de mortalidade. Para minimizar esta equacao primeiro temos de calcular a primeira
derivada em relagdo a «ay, [, e k¢ e depois igualar as mesmas a zero. Resolvendo as
equacoes obtemos as seguintes equagoes, que podem ser resolvidas numericamente:

- Zt d:v(t)(ln ﬁlm(t) - Bm"%t)

: > da(t) ’ (370)
s S da(t)E(Inmg(t) — dy
B = S 4 (0)R? , (3.71)
/%t — Zg; dw(t)Bx(ln ﬁlx(t) - daz) ) (3‘72)

> da ()52
Solugoes para estas equagoes sao encontradas por métodos iterativos: depois de escolher

um conjunto de valores iniciais, que podem ser as solucdes de Lee e Carter (1992) 4,
sao determinadas, sequencialmente, até que os valores dos parametros tenham alteracoes

“Para &, a média da taxa central de mortalidade ao longo do tempo e para /3’1 e ki obtidos pelo
primeiro termo da decomposicao por valores singulares da matriz (lnmg(t) — &)
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minimas de simulagao para simulagao.

Uma outra abordagem, também proposta em Wilmoth (1993) e establecida em Brouhns
et al. (2002a) consiste na estimagao por maxima verosimilhanga; serd denominado MLE
(Maximum Likelihood Estimation). O maior problemas das estimagoes WLS e OLS é que
os erros sao assumidos como homocedasticos, isto €, os erros tém variancia constante.
O que é uma causa de assumirmos uma distribuicdo normal padrao dos erros, que é
claramente irrealista: o logaritmo da forca de mortalidade para idades avancadas é
muito mais varidvel do que em idades jovens.

O método MLE considera a distribuicao de Poisson, dai muitas vezes ser referido como
método da méaxima verosimilhanca de Poisson, e comeca com o resultado de Brillinger
(1986): D,(t), a varidvel aleatéria que representa o nimero de mortes a idade x e tempo
t pode ser aproximada a uma distribuicao Poisson:

Dy (t) —~ Poisson(ET Ry (t)ug(t)), (3.73)

onde ETR,(t) representa a exposigao ao risco média a idade x e tempo ¢ (veja-se a
secao 3.2) e ug(t) = exp(ay + Prkt). Assim, assumimos o modelo de Lee-Carter, com
significados similares para os parametros ag, Bz,k¢:

In pg(t) = oz + Puke, (3.74)

sujeito as condigoes Y, xky = 0e Y [, = 1, para garantir a identificabilidade do modelo.
Determinamos os parametros maximizando o logaritmo da verosimilhanca, sendo este
um método de maxima verosimilhanga:

Lo, B, k) = Z x, t{ Dy (t) (g + Brki) — ET R, (t) exp(ay + Byke)} + constante. (3.75)

O algoritmo proposto para estimar os valores dos parametros pode ser sumarizado como
segue:

1. Establecer os valores iniciais de &, Bz e k¢, as estimagoes dos respetivos parame-
tros, Brouhns et al. (2002a) propde os valores de 0, 1 e 0, respetivamente para cada
um dos anteriores; no entanto refere que quaisquer valores podem ser utilizados.
Seja Dy (t)? = ETR,(t) exp(dy + Boke).

> (Dx(t)_ﬁx(t)v) A+l . fu avtl_ s
g - t_Zt ﬁz(t)v ? /6;'} ‘;}7 K’t _K'%)

3 ~v+2 _ svtl Zt(Dx(t)—Dx(t)Hl)Bg-H Av+2_dv+1 Bv+2 _ Bv—l—l
‘ - S NOGHEES I

4 Bo+s = fov2 _ ZuDe®@=Da(*+ Dy

~v+3__ Av+2 l,%v—o—?; ru+2
— 3 Da(t)vH2(R)1%)2 v

:aI Ky = K

5. Se L't! — LV for menor que um determinado valor, digamos e, definido & priori, o
algoritmo para; caso contrario, volta-se a 2; ondeL" representa o valor do logaritmo
da verosimilhanca, definido anteriormente, apds v passos. Por outras palavras, o
algoritmo pédra quando o aumento do logaritmo da verosimilhanga for pequeno,
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menor que e. O valor de e utilizado por Brouhns et al. (2002a) foi de 1075, no
entanto os autores, Lee & Carter (1992) recomentam, para uma maior precisao na
estimacao, 10719,

Este método resolve o problema, dos método de OLS e WLS, de erro homocedastico
dado que o erro é aplicado diretamente ao nimero de mortes numa regressao de Poisson.
Para além disto, Brouhns et al. (2002a) conclui com outra grande vantagem deste tipo
de processo no ajustamento dos parametros do método LC, é o facto de ele ’allows for
many other applications in life insurance’.

Erro de estimacao

Qualquer previsao tem sempre um erro associado. A minimizacao desse erro é um
caminho na aderéncia do modelo a realidade. Neste sentido, Ronald Lee, um dos co-
autores do método, passou os anos posteriores a publicacao de Lee & Carter (1992) em
diversas aplicacdes'®. Da experiéncia retirada das aplicacoes e através da andlise de
diversas contribuicdes sobre a andlise do erro na previsdo demografical, Lee publicou
um trabalho de referéncia do modelo LC, Lee (2000). Neste trabalho, a metodologia
¢é apresentada, os problemas sao abordados, as principais extensdes sao propostas e
diversas aplicagoes sao mostradas, tornando-se uma éptima referéncia para a andlise do
modelo e, em especial, para a andlise do erro de estimagao por este provocado.

Noutra perspectiva, aplicagoes praticas atuariais motivam sempre o alisamento das taxas
de mortalidade estimadas. A semelhanca do que foi visto para a estimacao dos quocientes
de mortalidade (veja-se subsecgao 3.2.3, principalmente devido & existéncia de poucos
dados para idades avangadas), torna-se necessario alisar os resultados do modelo para
que nao entremos em incoeréncias. Para além das referéncias ja introduzidas na secao
3.2.3, veja-se ainda a proposta interessante de Delware et al. (2007) de um ajustamento
por minimos quadrados penalizados, onde o alisamento é imposto durante o ajustamento
do modelo.

Extrapolacdo por Lee-Carter

Depois de ajustar os dados ao modelo, tentamos extrapolar a mortalidade. Assumimos
que os parametros k; eram intrinsecamente estocasticos. Entendemos por série temporal
uma colecao de observagoes, neste caso de mortalidade, feitas sequencialmente ao longo
do tempo. Vamos entao tentar ajustar estes dados de séries temporais a um modelo
auto-regressivo integrado de média mével (ARIMA) apropriado para o parametro es-

tocéstico em causal”.

5Por exemplo, Lee & Nault (1993), Lee & Tuljapurkar (1994) ou Lee & Roffman (1994), cujas re-
feréncias podem ser retiradas de Lee (2000).

16Realcamos os trabalhos: Alho (1990) Alho e Spencer (1990) Alho (1992), que mais uma vez estdo
referenciados em Lee (2000), e os diversos comentérios aos artigos Lee e Carter (1992) e Lee (2000).

1"Para uma explicacio detalhada dos modelos utilizados em séries temporais veja-se Box et al. (2013).
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Dizemos que a dinamica dos k¢ é descrita por um processo ARIMA(p, d, q) se é esta-
cionario e se

Vieki = p1V%¢ 4 o + 0pVe%i + e+ hre1 + oo+ Yget_g, (3.76)

onde Vek; = ki — Ky—1, ¢p # 0, g # 0, € sao varidveis aleatdérias normais independentes
e identicamente distribuidas com média nula e variancia positiva.

Os procedimentos de andlise de séries temporais requerem que as variaveis estudadas
sejam estacionarias, ou seja, que a sua média e varidncia sejam constantes ao longo do
tempo e que a covariancia para quaisquer dois periodos dependa uinicamente do tama-
nho do intervalo entre esses dois periodos, que é uma condigao ’'fraca’ para considerar
uma variavel estacionaria. Existem métodos graficos, como desenhar a funcao de au-
tocorrelacao e verificar se tem uma tendéncia crescente ou decrescente, e nesse caso a
série seria nao estaciondria, e métodos analiticos, como o teste de Kwiatowski-Philips
Schmidt-Shin, que nos permitem averiguar se a série temporal é estacionédria ou nao. No
entanto existem dois tipos de processos, que originam séries nao estaciondrias, faceis de
transformar em estacionarias:

e Processos com componentes deterministicas, chamadas de tendencialmente esta-
ciondrias, pois podem ser facilmente transformadas em estaciondrias simplesmente
aplicando uma regressao em ordem ao tempo e trabalhando com os residuos que
dai surjam;

e Processos que acumulem os chamados choques estocasticos, que podem ser origi-
nados por, por exemplo, desastres ambientais; este tipo de séries sdo chamadas de
diferenciais estacionarias ja que podemos transforma-las em estacionarias calcu-
lando diferencas, uma ou mais vezes, entre os indices temporais.

Dado que nenhum coeficiente de correlacao, nem coeficientes parciais de correlacao, das
diferencas indices temporais parecem ser significativamente diferente de 0, um processo
ARIMA(0,1,0) surge como apropriado para estimar os k;’s. Um processo ARIMA(0,1,0)
nao passa de um passeio aleatorio com drift, que é definido por:

ke =kt —1+d+ ¢, (3.77)

onde d é o parametro de drift e ¢; é o fator residual, que como ja foi dito sera um conjunto
de varidveis independetes com distribui¢ao normal de média nula e variancia positiva,
o2. Assim temos que

k
Ktytrk = Kt + Ed+ > e, (3.78)
j=1

e portanto a previsao pontual do indice temporal do nosso modelo seré:

Ri,+k = Elkty, + k|kt1, Kta, ..., Kty = Kty + kd, (3.79)
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que segue uma linha reta como funcdo do horizonte temporal k, com declive d. A
variancia condicional das previsoes sera

var|kt, + k|kty, Kta, ..., kty] = ko?, (3.80)

isto é, o desvio padrao dos erros da previsao aumentam na razao da raiz quadrada do
horizonte de previsao k.

A dindmica do passeio aleatério com drift assegura que x; — k¢—1, para t = ta, ..., ty,
sdo independentes e com distribuicdo normal, de média d e variancia o2. Assim, podem

ser deduzidos os estimador da maxima verosimilhanca para os parametros deste modelo
ARIMA:

t
R 1 L R Kt — Kt
d= E Rt — ki 1) = ——-—L; 3.81
tn—tlt:tg(t A (351
1 ln Ky K}
~2 ~ ~ N2 tn, T N
= — K1 —d) = ———. 3.82
e — > (e — ki —d) Pa— (3.82)

Na aplicagao préatica, os resultados obtidos pelo processo ARIMA devem sempre ser ana-
lisados e s6 aceites se considerados razoaveis. Os modelos ARIMA constituem a grande
melhoria que os modelos estocdsticos tém em relacao aos restantes: a taxa central de
mortalidade toma a forma de um processo estocdstico ja que k; é modelado como uma
varidvel de uma série temporal. Tuljapurkar (2000) establece que o declineo dos k; segue
de acordo com um modelo ARIMA(0,1,0), ou seja, um passeio aleatério com drift. No
entanto, tendo em conta a sua importancia, diversas modificacGes a esta metodologia
foram propostas desde 1992, e uma anélise dos principais desenvolvimentos pode ser
encontrada em Girosi & King (2007) ou em Lazar & Denuit (2009). Remetemos ainda
o leitor para a andlise de Box et al. (2013), onde os processos ARIMA sao explicados a
pormenor.

Calcular numericamente os valores de k;, para todos os anos considerados, através dos
estimadores da maxima verosimilhanca, é o primeiro passo na previsao da mortalidade.
Depois, partindo do ano imediatamente posterior ao ano base, t' + 1, chamado na li-
teratura inglesa de ano ’jump-off’, estamos em condicoes de calcular a taxa central de
mortalidade prevista através do método de Lee-Carter:

me(t) = exp(dry + Buki) = ma(t') exp|Be (ki — fp)], (3.83)

e apartir desta construir a tabela projetada de mortalidade. Para ver alguns exemplos
de aplicacoes do método de Lee-Carter recomendamos os trabalhos de Renshaw e Ha-
berman, Renshaw & Haberman (2003a, 2003b, 2003c), onde os autores ainda testam,
respetivamente, se pode ser aproximado a um GLM, se é verosimil a construgao de mo-
delos de previsdo tendo como base os dois primeiros conjuntos de SVD'® e se pode ser
modificado num modelo de factor de reducao.

18Processo fundamental da metodologia proposta em Lee & Carter (1992).
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Extensdes

Extensoes triviais deste modelo como desagregacoes, cujo procedimento normalmente
consiste em separar os dados e ajustar cada subpopulagao independentemente, ou fixar
minimos para as taxas de mortalidade, estao descritas em Lee (2000), e especificados
nas suas referéncias. Os autores do modelo reconhecem que um dos seus problemas é
que as taxas centrais de mortalidade previstas nao estao relacionadas com as taxas es-
timadas para o ano base (Lee & Carter (1992). A literatura refere-se ao primeiro ano
civil ¢ > ¢ como ano ”jump-off” (fazendo referéncia que saltamos da graduacao para
a previsao). Assim, as extensoes mais utilizadas do método de Lee-Carter ajustam as
taxas de mortalidade no ano ’jump-off’ de forma a reduzir o erro de previsao que dai
advém. Exemplos destas sao o método de Lee-Miller (Lee & Miller (2001)) e o método
de Booth-Maindonald-Smith (Booth et al. (2002)). O primeiro, para além do ajusta-
mento das taxas no ano 'jump-off’, os parametros x; sdo ajustados através da esperanca
de vida observada, ao invés do ntimero total de mortes nesse ano. O que tem como
vantagem nao ser necessaria tanta informacgao sobre a populagdo. Em relagdo ao se-
gundo, podemos dizer que difere de Lee-Carter em trés sentidos: o periodo a considerar
na construcao da base de dados da mortalidade é obtido através de critérios estatisticos
de ajustamento do modelo, assumindo que x; ¢ linear; o ajustamento de x; é feito con-
siderando a distribuigdo das mortes por idades ao invés do nimero total de mortes (e
utilizando o resultado de Brilinger, 1986) e as taxas de mortalidade para o ano ’jump-off’
sao ajustadas tendo em conta a alteracao anterior.

Uma extensdo mais recente, e que tem vindo a mostrar-se eficiente, consiste no método
Hyndman-Ullah (Hyndman & Ullah (2007)). Podemos dizer que este método difere do
cléssico, ignorando as extensoes triviais que contempla, em outros dois pontos essenciais.
Primeiro, o logaritmo das taxas de mortalidade sao, num passo preliminar, suavizadas
pela aplicagao de uma regressao de splines penalizada, admitindo uma restricao parci-
almente monétona, veja-se Ramsay (1988). Por outras palavras, é assumido que existe
uma fungao continua f,(t) que é observada com erro nas idades discretas e que x é uma
variavel continua. Entao admite-se que:

onde oy, (t) permite que o ruido varie com a idade z; para o mesmo ano civil ¢ e ¢ ; é
uma variavel aleatéria normal de média nula e variancia unitéria independente e iden-
ticamente distribuida (iid). Segundo, note-se que um dos problemas do método de Lee-
Carter é que nao capta toda a informacao sobre a mortalidade; na realidade apenas um
fator do primeiro termo é considerado 9. Assim, o método de Hyndman-Ullah aborda
este problema tomando:

J
Folt) = aw + " Boli)re(d) + €as (3.85)
j=1

9Veja-se o processo de SVD em Lee & Carter (1992).
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onde a é estimado como no método LC, {b;(1),...,b;(j)} é o conjunto dos primeiros
J termos principais e {k¢(1),...,5¢(j)} é um conjunto ndo correlacionado de valores das
componentes principais. Segundo Hyndman & Booth (2008), seis componentes princi-
pais, J = 6, é suficiente para captar a informacao mais importante da mortalidade.
Com estas alteragoes, o conjunto de modelos de series temporais que podem ser uti-
lizados para prever os valores de k¢(j) é alargado, e nesse sentido, veja-se a proposta
optimal de Hyndman & Khandakar (2008) e a suavizagao exponencial de Hyndman et
al. (2008), que permitem constituem per si extensoes do método Hyndman-Ullah.

3.5.2 O modelo Cairns-Blake-Dowd (CBD)

Analisando dados histéricos, é razodavel admitir a hipétese de que o logaritmo das
hip6teses de mortalidade In ¢, (t) = In(g,(t)/p(t)) tém um comportamento préximo
ao linear. Assim, Carns et al. (2006a) assume o modelo:

In( e()
Pa(t)
onde os processos estocésticos k; e k? representam, respetivamente, a variacio da morta-
lidade ao longo do tempo, para todas as idades, e a variacao da mortalidade ao longo de
cada idade, para um mesmo ano civil. Os procedimentos de ajustamento sao similares
aos estudados para o método de Lee-Carter e, em particular, o método MLE apresenta
bons resultados. No que toca a projecao em si, sao aplicados modelos ARIMA para
estimar os indices temporais, a semelhanca do feito para o método de Lee-Carter, que
neste caso sao dois: x} e k7; para mais detalhe veja-se Carns et al.(2006a).
Na bibliografia é muitas vezes considerado este modelos em termos da fungao de tran-

formacao logit dos quocientes de mortalidade, isto é:

1 2
1 9 exp(k; + Kix)
=Ky + ki < q(t) = ; 3.86
) = h +hp S Ga(?) 1+ exp(/f% + m%:):) ( )

. qyc(t)
logit(g.(t)) = log(————. 3.87
git(as(1)) = log( "o (3.87)
Assim, o modelo é expresso da seguinte forma equivalente:
logit(gx(t)) = Baky + Bart, (3.88)

onde 8L =1e 2 = (z — 7), com 7 igual & média das idades da amostra.

Em relagao ao método de Lee-Carter, temos trés vantagens fundamentais ao utilizar
este método: primeiro, nao existe qualquer problema de identificabilidade, segundo, os
dois pardmetros sdo processos estocdsticos, o que permite captar informacao mais com-
plexa sobre a mortalidade e terceiro, este modelo produz automaticamente estimativas
alisadas. Para além disto, existem evidéncias histéricas de que mudangas nas taxas de
mortalidade estao imperfeitamente correlacionadas, o que enfatiza a importancia da se-
gunda vantagem, ja que permite uma maior aderéncia a realidade. Finalmente, quanto
maior for a base de dados da mortalidade, maior a melhoria da extrapolagao de um
modelo com dois processos estocasticos, o caso deste, face um modelo de um sé, como é
o caso de Lee-Carter. Desta forma, numa situacao de previsao de mortalidade em que

se admitem apenas dois fatores propomos a utilizagao deste modelo ao invés do classico
LC.
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3.6 Modelos APC

Considere-se o modelo de previsao de factores de reducao referente as hipéteses de mor-
talidade, %(t) = Qx(t)/pa:(t): ,

Pr(t) = da(t)r' ™", (3.89)
onde, naturalmente, t’ representa o ano base. Como se vé, o primeiro termo da férmula

apenas depende da idade z, dado que t’' estd sempre fixado, e o segundo termo apenas
depende do tempo t. Assim, considere-se a seguinte reparameterizacao:

$x(t) = A(x)B(1), (3.90)

Entao a estrutura da mortalidade futura, segundo este modelo, pode ser dividida em
dois: o fator A(x), que representa a influéncia que a idade tem na mortalidade e o fator
B(t) que representa a influéncia do tempo (periodo) na mesma.
Assim, consideremos a chamada hipdtese K-K-K (proposta por Kermack, McKendrick,
& McKinlay em 1934):

pe(7) = C(x)D(7), (3.91)

onde, naturalmente, T representa o ano de nascimento da geracao. Neste modelo vemos
também que a estrutura da mortalidade futura estd decomposta em: C(x), que expressa
o efeito da idade e D(7), que expressa o efeito do coorte, isto é, o efeito que tem o ano
de nascimento da geracao, 7, na mortalidade.

Todos os modelos estudados, por enquanto, neste trabalho nao se preocupam em cap-
tar o efeito da coorte. Vejamos, desde os modelos de extrapolagao dos quocientes de
mortalidade até aos mais sofisticados modelos estocédsticos de previsao da mortalidade,
nenhum tenta por um momento captar a influéncia que o ano civil de nascimento tem na
mortalidade. Exemplos do contrdrio podem ser extausivamente descritos aqui, como a
22 Grande Guerra ou a epidemida da SIDA. No entanto devemos admitir que o efeito do
tempo é mais influente para a mortalidade, do que o do coorte; dai que apenas tenhamos
estudado modelos de dois fatores que nao consideram o efeito da coorte.

Ja dissemos que o tempo intervém num ébito de trés formas distintas, o ano em que o
individuo em causa nasce, o ano em que este ocorre e a idade que o individuo tinha na
altura do mesmo. Assim, a forma mais completa de modelar a mortalidade seria admitir
trés influéncias, cada uma representativa de uma das trés formas como o tempo intervém
na mortalidade.

Um modelo APC (Age-Period-Cohort) é um modelo que considera a influéncia da idade
x, do tempo t e do ano de nascimento da geracao 7 na mortalidade. Como ja foi referido,
através da informacao de duas destas varidveis, ou fatores, podemos deduzir o restante,
logo admitamos, para qualquer modelo de coorte, 7 = t — x. Assim, um modelo APC,
referente a uma lei de mortalidade, pode ser expresso como se segue:

pa(t) = Q(@)R(1)S(t — ), (3.92)
ou, como muitas vezes considerado, em termos do logaritmo:

Inp,(t) =InQ(z) + In R(t) + In S(t — z). (3.93)

52



Esta é a forma geral de um APC. Um exemplo classico de um dos primeiros a ser desen-
volvido pode ser visto em Clayton & Schifers (1987). Apesar de este ser o passo seguinte
na nossa caminhada de descrever da forma mais precisa possivel a mortalidade, duas des-
vantagens deste tipo de modelos devem ser salientadas: a) a hipdtese de independéncia
entre a influéncia de cada um dos efeitos na mortalidade, que podemos concordar que é
uma hipétese questiondvel; b) precisam de grandes quantidades de dados.

Em relagao a segunda desvantagem, note-se que dados respeitantes a um século abran-
gem apenas uma geracgao, e nesta previsao da mortalidade é necessaria informacao de
varias geragoes. Como se tal nao fosse suficiente, na maioria dos paises em que existe a
quantidade de dados necessaria, registou-se uma experiéncia considerada, por diversos
autores, inadequada, isto é, com demasiados eventos que provavelmente nunca voltarao a
ocorrer (como as Grandes Guerras). A melhor forma de contornar este problema consiste
em especificar as idades em estudo. Por exemplo, se considerarmos apenas um intervalo
de idades de 20 anos, com dados referentes a um século ja temos informagao sobre cinco
coortes.

Assim, nos udltimos anos, com o reconhecimento dos modelos estocasticos como ferra-
menta fundamental na previsdo da mortalidade, modelos APC comegaram a atrair a
atencao de todos os especialistas na previsao demografica, primeiro através de extensoes
dos modelos estocasticos cldssicos e, mais recentemente, o como modelos proprios. Ire-
mos estudar modelos APC, sempre com cardcteres estocdsticos, seguindo esta mesma
evolugao: primeiro vamos analisar uma extensao ao modelo de Lee-Carter, depois o mo-
delo de Currie que pode ser entendido como um caso particular do anterior, de seguida
uma extensao do modelo de Carns-Blake-Dowd, e, finalmente, estudamos o proéprio e
sofisticado modelo de Plat.

3.6.1 Extensio do modelo Lee-Carter

Renshaw e Haberman (2006) propoe uma abordagem interessante ao modelo de Lee-
Carter, que consiste em entender este modelo estocastico como um modelo de fatores de
redugao:

Inpg(t) = az + In Ry (1), (3.94)

onde R, (t) = %y;_.BLks define o fator de reducio. Este é um modelo APC, ji que
$99;_, tem exactamente o propésito de modelar o efeito do coorte. Em funcdo da taxa
central de mortalidade, podemos exprimir o modelo da seguinte forma:

Inmg (t) = az + Bore + B Y-z, (3.95)

onde, em concordancia com o modelo LC, «a, representa o valor médio da mortalidade
ao longo do tempo, 82 e BL medem a resposta & idade x de variacoes de sy e Yz, Tes-
petivamente, k; representa o nivel de mortalidade geral para o ano t e, finalmente, v;_,.
o nivel geral da mortalidade para o coorte nascido no ano ¢t —x. Como uma extensao do
modelo de Lee-Carter, este modelo também admite problemas de identificabilidade, que
nos obrigam a imposicao das seguintes restrigoes:
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Ztﬁt 207 Zxﬁg: 17 Zm,tfyt_l’ =0e Zxﬁ% =1L

As primeira e terceira restrigcoes garantem o valor estimado para « vai ser aproximada-
mente igual a média do logaritmo da taxa central de mortalidade ao longo do tempo.
As restantes, assim como no modelo LC, nao tém escolhas naturais, mas a sua escolha
nao influéncia o ajustamento do modelo apenas serve para que se possam retirar valores
Unicos.

No ajustamento do modelo, Renshaw e Haberman (2006) fixam o valor de a, na média
amostral do logaritmo da taxa de mortalidade ao longo do tempo. Os restantes parametros
sao estimados utilizando o algoritmo iterativo do processo de maxima verosimilhanca
(MLE), como visto na secao do modelo de Lee-Carter. Finalmente, a semelhanca do
feito para modelos estocdsticos, sdo utilizados métodos univariados, também poderiam
ser utilizados multivariados, para ajustar e projetar os valores de x; e v;—,20.

Numa comparacao de varios modelos estocasticos, em 2007, notou-se que os valores dos
parametros, no algoritmo iterativo, convergem muito lentamente para os estimadores de
méxima verosimilhanga (Cairns et al. (2007)). O que sugere que, apesar das restrigoes
supra referidas, algum problema de identificabilidade dos parametros ainda resiste. No
entanto, os autores do modelo, em Haberman & Renshaw (2009), trabalho que exausti-
vamente testa o modelo, admitem que este problema ”remains an issue for further inves-
tigation”, e em qualquer outro trabalho nao conseguimos obter uma explicacao concreta
para este fato. Pensamos que talse deve ao facto de entretanto terem sido desenvolvidos
outros modelos que obtinham previsées mais precisas, como ¢ demonstrado nesse mesmo
artigo (Cairns et al. (2007)). Apesar de tudo, o modelo conseguiu capturar com sucesso
os trés efeitos da mortalidade no Reino Unido e portanto implementado pelo Continuous
Mortality Investigation Bureau (CMIB (2007)). Para um estudo aprofundado sobre este
modelo aconselhamos o supra referido Haberman & Renshaw (2009).

3.6.2 O modelo de Currie

Currie (2006) introduz aquele que é considerado o mais simples modelo APC:
Inmg(t) = ag + ke + Y-z, (3.96)

que naturalmente pode ser considerado um caso particular do modelo supra descrito,
fazendo B9 = BL = 1, isto é, pode ser entendido como outra extensdo do modelo de
Lee-Carter. O autor propoe que o modelo seja ajustado por P-splines, metodologia de-
senvolvida em Currie et al. (2004). Podemos inclusivamente deduzir que este modelo é
apenas proposto como um exemplo de uma das diversas aplicagoes que estes P-splines
podem ter. No entanto, esta metodologia viola uma caracteristica fundamental de qual-
quer modelo estocdstico, a capacidade de criar passeios aleatdrios.

Desta forma, em Cairns et al. (2007) é apresentada outra metodologia & estimagao
dos parametros, em muito similar & proposta para o método LC; o que é natural dado

20 A metodologia utilizada pelos restantes modelos APC é muito similar a esta e portanto serd omitida,
para mais pormenores vejam-se os trabalhos em que tais modelos foram propostos.
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tratar-se de um caso particular. Este modelo extrapolado revela-se um dos modelos
com melhores resultados de todos os APC alguma vez propostos, e assim, sempre que é
referido em qualquer trabalho tem sempre subjacente esta metodologia.

3.6.3 Extensio do modelo Cairns-Blake-Dowd

As extensoes do modelo LC costumam surgir como uma forma de contornar problemas
registados no modelo classico. Pelo contrario, tal nunca aconteceu com o modelo CBD,
visto que qualquer extensdo poria sempre em causa a simplicidade do modelo. Assim,
quando decidiu-se extender este modelo para incorporar o efeito da coorte, segui-se uma
metodologia mais experimental. O que queremos dizer é que diversas extensoes foram
propostas, testadas e analisadas a partir dos seus resultados. Para nao tornar esta anélise
muito exaustiva, iremos apenas apresentar a extensao mais simples e a que conseguiu
obter melhores resultados. As restantes podem ser encontradas em Cairns et al. (2011).
A extensao trivial do modelo CBD a um modelo APC é naturalmente:

logit(gx (t)) = Bary + Baki + ByYe—a, (3.97)

onde vt — x tem o propédsito de modelar o efeito da coorte.
A extensao que apresentou melhores resultados é chamada pelos autores de M7 (Cairns
et al. (2007)?!) e toma a seguinte forma:

logit(g.(t)) = wf + Ki(z — Z) + K} ((x — )% — 62) + Uy, (3.98)

onde a constante 62 é a varidncia amostral, ndo centrada, da idade ao longo do tempo.
A inclusao do termo quadratico é motivada por uma curvatura que os autores pensam
ter observado no grafico dos logit(g;(t)) para dados dos EUA.

O método CBD nao tinha qualquer problema de identificabilidade, no entanto em todas
as extensoes APC deste tal ndo foi verificado. Neste caso temos que o modelo é invariante
a seguinte seguinte transformacgao:

Yt—z '_>'th:v“‘(bl+¢2(t_$_i‘)+¢3(t_w_j)a (399)

onde ¢1, ¢9 e ¢3 sao constantes. Assim, é imposta a restricao, durante a aproximacao
por minimos quadrados, de que ¢, é identicamente igual a zero, o que fixa os valores
de ¢1, ¢9 € @3, resolvendo o problema.

3.6.4 O modelo de Plat

Finalmente, temos o modelo proposto dor Plat (2009) que foi construido contemplando
os trés fatores que qualquer modelo de mortalidade pode contemplar. Toma a seguinte
forma:

Inmy(t) =z + ki + k27 —2) +£5(Z —2)T +Yi_e, (3.100)

2L A anlise deste trabalho deve ser acompanhada de Dowd et al. (2010b) onde sdo apresentados os
resultados dos testes de precisdo efetuados.
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onde (T —x)" = max(Z — z,0); 0s @z, como no modelo LC, garante que o formato base
da mortalidade segue a tendéncia das observacdes histéricas; o fator k! representa as
mudancas do nivel de mortalidade para todas as idades; o fator k? permite mudancas na
mortalidade entre idades; o fator k3 tenta capturar dinamicas das taxas de mortalidade
a idades baixas que podem ser diferentes em diferentes tempos, por exemplo, a SIDA,
drogas, alcool e violéncia; e, finalmente, o fator v;_, captura o efeito da coorte.

Para idades avancgadas, que Plat define de mais de 60 anos, é proposto que se omita o
fator k3, ficando com o modelo reduzido

Inmg(t) = o + ki + K2 (Z — o) + Vs (3.101)

Como em todos os modelos APC apresentados, este modelo sofre de problemas de iden-
tificabilidade, neste caso:

{ax7 K’%v K’?? ’Yt—a:} = {ar + (1 - d)1/127 H% + ¢1 - dj¢27 K’? + d¢27 Vt—x + ¢1 + ¢2}7 (3102)

onde ¢1,¢2 e d sdo constantes, permitem-nos obter resultados semelhantes.

Para resolver este problema, o autor propoe as seguintes restrigoes: 221:60 Yo = 0,
c1 . 3 ~ . . . g
Yoty Cre=0e >, ki =0, onde ¢g e c; sdo, respetivamente, o primeiro e o tltimo ano

de nascimento da coorte para o qual estamos a ajustar o modelo, e claro ¢ =t — x, visto
tratar-se do ano de uma geragao.

3.7 A escolha do modelo a implementar

3.7.1 Critérios

Varios modelos estocasticos da previsao de mortalidade foram propostos ao longo deste
texto, mas qual devemos utilizar para prever a mortalidade? Um estatistico, imedia-
tamente pensaria na andlise de residuos, no entanto esta modelacao é mais que uma
modelacao estatistica, é uma modelagao de uma variavel demografica. Desta forma, se-
guindo a sugestao dos autores destes modelos (Carns et al. (2006b, 2008) e Plat (2009)),
vamos propor uma lista de critérios que nos permitem avaliar os modelos de previsao da
mortalidade:

e As taxas de mortalidade devem ser positivas;
e 0 modelo deve ser consistente com os dados histéricos;
e a dinamica do modelo deve ser biologicamente razoavel;

e as estimagoes dos parametros do modelo devem ser robustas relativamente ao
periodo de andlise e ao intervalo de idades considerado;

e 0s niveis de incerteza da previsao, bem como as trajetorias centrais, devem ser
plausiveis e consistentes com os padroes de mortalidade historicos e a incerteza
destes;

o6



o modelo deve ser de implementagao simples, utilizando métodos analiticos ou
algoritmos numeéricos rapidos, para que a complexidade dos programas nao seja
muito elevada;

e 0 modelo deve ser o mais simples possivel, com o niimero minimo de variaveis; o
que na literatura costuma ser chamado de parcimonia;

e deve ser possivel usar o modelo para criar passeios aleatdérios amostrais e calcular
intervalos de predicao?®?;

e a estrutura do modelo deve tornar possivel a incorporacao de parametros de incer-
teza na simulagao;

e pelo menos para alguns paises, o modelo deve incorporar o efeito do coorte, de
uma forma estocéstica;

e 0 modelo nao deve ter uma estrutura correlacional trivial;

o modelo deve ser aplicavel a todo o espetro de idades.

Alguns destes critérios merecem uma breve explicagao, quer pela sua complexidade quer
pela sua importancia, que serd abordada de seguida.

Consisténcia com os dados histéricos

Este é sem duvida um critério indiscutivel, e provavelmente a base da construcao de
qualquer modelo. Muitas das ferramentas utilizadas para avaliar os modelos na sua
aderéncia aos dados sao puramente estatisticas, como a cldssica andlise de residuos. No
entanto tém vindo a ser desenvolvidos métodos mais complexos para o averiguar (veja-se
por exemplo os testes a modelos aplicados em Dowd et al. (2010a, 2010b)).

Razoabilidade biolégica

A ideia de razoabilidade biolégica foi derivada do conceito de razoabilidade econémica
na modelagao de taxas de juro, em Cairns et al. (2006b). Apesar de qualquer um
poder ter uma ideia préopria do que isto significa, existem certos resultados que devem
ser analisados de uma perspetiva critica; por exemplo, a medida que a idade avanca,
as taxas de mortalidade devem ser cada vez maiores para que o modelo satisfaca este
critério.

Robustez

Quando ajustamos um modelo precisamos de especificar qual o periodo de tempo que
¢é considerado para a base de dados da mortalidade e qual o intervalo de idades que
vamos ajustar. Uma alteracao do periodo ou do intervalo de idades da base de dados

22 A principal vantagem da, satisfacdo deste critério estd relacionada com a prética atuarial.

o7



da mortalidade resulta numa revisao das estimacoes dos pardmetros. Dizemos que um
modelo é robusto se essa revisao for relativamente modesta e consistente com a variacao
dos dados, o que permite ter confianga nas previsoes que este modelo gera.

Parciménia

Devemos evitar que os modelos sejam excessivamente parametrizados. No ideal devemos
garantir que cada parametro extra sé deve ser incluido quando constitui uma melhoria
significativa do ajustamento do modelo. Para escolher estre os modelos é usualmente
utilizado o Critério de Informacao Bayesiana (BIC).

Diversos autores, em trabalhos de comparacao de modelos estocasticos de mortalidade,
dizem que um modelo APC pode satisfazer razodvelmente este critério mas nunca per-
feitamente, visto que um parametro é acrescentado para modelar o efeito do coorte.
No entanto, mesmo que objetivamente nenhum dos modelos aqui apresentados satisfaga
este critério, devemos entendé-lo como um critério de preferéncia: prefere-se sempre o
modelo com o BIC mais alto.

Incerteza dos parametros

Temos uma base de dados histérica limitada e portanto é natural que a estimagao dos
parametros esteja sujeita a erros de estimacéo. Assim, é importante incorporar incerte-
zas nos parametros de forma a averiguar sobre o impacto destes erros de estimagao. Por
exemplo, Cairns et al. (2006b) e Dowd et al. (2010c) foram capazes de concluir que a
inclusao de incertezas nos parametros teve um impacto significativo nos niveis de incer-
teza da previsao das taxas de mortalidade, esperancas médias de vida e especialmente
para horizontes temporais mais longos. Existem trés abordagens possiveis para incluir
incertezas nos parametros:

1. Utilizar modelos Bayesianos (veja-se por exemplo Cairns et al. (2006b));

2. simular os valores dos parametros utilizando as estimativas e os desvios padrao
dos erros obtidos do processo de estimacao. Note-se que quando sao utilizados
os métodos OLS, WLS ou MLE os erros sao sempre assumidos com distribuicao
(assimptdticamente) normal;

3. aplicar procedimentos de bootstrap, como descritos em Brouhns et al. (2005) e
Renshaw e Haberman (2008).

Efeito da coorte

No inicio da seccao anterior realcamos a importancia do efeito da coorte. No entanto,
também falamos em duas desvantagens intrinsecas dos modelos APC, e recordamos que
uma delas era a grande quantidade de informacao necessaria para o seu ajustamento.
Nesse sentido, desenvolveu-se um passo essencial a modelacao da mortalidade: a deter-
minacao da influéncia do efeito da coorte. Assim, em paises que este efeito ndo tenha
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grande impacto é usual ndo considerar modelos APC e, pelo contrério, optar por mo-
delos de apenas dois fatores. Um pais com um efeito da coorte com grande impacto é
a Inglaterra (Cairns et al. (2007)) e um exemplo do contrario pode ser visto na Bélgica
(Pitacco et al. (2009)). Sobre este passo preliminar referimos os trabalhos Willets (2004)
e Richards et al. (2006).

Estrutura correlacional n3o trivial

Dados empiricos levam-nos a acreditar que os melhoramentos da mortalidade, que se
tém vindo a verificar ao longo dos anos estao correlacionados, ainda que essa correlacao
nao seja perfeita. Modelos que tém uma estrutura correlacional trivial assumem uma
correlacao perfeita, pelo que devem ser evitados.

3.7.2 Comparando modelos

Iremos agora comparar os modelos APC descritos ao longo deste texto, com base nes-
tes critérios. Vamos analisar os quatro modelos estocasticos: o modelo proposto por
Renshaw e Haberman, o modelo de Currie, a extensao M7 do modelo CBD e o modelo
de Plat. Dos doze critérios supra mencionados, nove sao cumpridos por todos os modelos
em analise. Entao vamos discutir os restantes trés critérios: a robustez, a estrutura nao
correlacional e a aplicabilidade a todo o espetro de idades.

Como ja referimos, um modelo que nao seja robusto deve ser aplicado com muito cuidado,
pois o facto das estimativas dos parametros nao serem robustas obriga-nos a colocar em
causa as projecoes feitas por ele. Em Cairns et al. (2007) é concluido que o modelo
de Renshaw e Haberman nao satisfaz este critério, nao sendo registado o mesmo para
qualquer outro modelo. Em relacao a estrutura correlacional do modelo vemos que quer
para o modelo de Renshaw e Haberman, quer para o modelo de Currie, temos uma cor-
relagao perfeita, dado que existe apenas um processo estocdstico para descrever o efeito
do periodo na mortalidade e apenas um para descrever o efeito do coorte. De uma forma
rude podemos dizer que a estrutura correlacional do modelo é menos linear quantos mais
forem os k¢’s considerados. Tendo em conta o critério da parciménia, podemos concluir
que os dois restantes modelos, a extensao M7 de CBD e o modelo de Plat tém uma
estrutura correlacional nao trivial.

Finalmente, temos a aplicabilidade do modelo a todo o espetro de idades. Em relacao a
este topico, vemos que o modelo proposto por Plat tem um termo independente para mo-
delar a mortalidade a idades jovens e fica reduzido a outra forma para idades avangadas.
Plat (2009) verificou que a extensao M7 de CBD, apesar de satisfazer todos os critérios
anteriormente mencionados, foi desenhado apenas para idades avancadas, produzindo
alguns erros de estimacao em idades jovens. Na verdade, dos quatro modelos, os mode-
los que melhor satisfazem este critério sao o modelo de Plat e o modelo de Currie.
Assim, podemos concluir que o modelo de Plat é o tinico que satisfaz todos os critérios,
ou seja, ¢ o modelo que deve ser escolhido preferencialmente para projetar a mortali-
dade. No entanto, deverfamos investigar de que forma este modelo satisfaz alguns destes
critérios: analisar os residuos do modelo, calcular o BIC e comparar com os dos restantes
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modelos, etc. Em particular, note-se que varios destes criterios nao devem ser entendidos
como booleanos. Para uma andlise completa deste modelo veja-se Plat (2009), onde se
conclui um maior BIC, para as trés subpopulagoes admitidas, e um melhor ajustamento
aos dados histéricos, comparativamente aos restantes modelos. Assim, Plat conclui o
artigo com a seguinte frase: ”So by combining the nice features of the existing models,
the proposed model has eliminated the disadvantages of those models, and as a result
the model meets all of the criteria set for stochastic mortality models.”

3.8 Conclusao

Ha mais de uma década atrés, fazendo um ponto de situagao dos modelos de previsao
de mortalidade, Tabeau et al. (2001) referia que um dos maiores problemas na previsao
da mortalidade era a escassez de dados. Evidentemente que este problema ainda sub-
siste, como fomos referindo ao longo deste trabalho: existem poucos registos em idades
avancadas, tornando os dados muito dispersos e dificeis de modelar; na generalidade
dos paises em desenvolvimento a previsao é muito pouco fiavél; nos paises desenvolvidos
podemos retirar, no maximo, o perfil de mortalidade de duas geracoes, e nas abordagens
por causa de morte, existe um grave problema em classificar a informagao. Agravando
esta conjetura, a generalidade da informagao que temos remete-se ao século XX, mar-
cado por picos invulgares de mortalidade, como a segunda Guerra Mundial.

Do ponto de vista técnico, a evolugao da complexidade dos modelos depende de desenvol-
vimentos na drea da estatistica ou, mais especificamente, da analise de séries temporais.
No entanto nao devemos nunca esquecer o critério da parcimonia, e assim complexidade
nao ¢é sinénimo de um melhoramento do modelo. Para que tal se verifique é necessario
conseguir um melhoria na previsao excepcional, mas, sinceramente, pensamos que tal
nao seja possivel; dado que os modelos aqui abordados nao contemplam erros assim tao
grandes. No entanto nao podemos deixar de referir a abordagem de Dowd et al. (2011),
que se baseia na modelacao simultanea de duas populagoes, normalmente respeitantes a
regides ou paises distintos. O conceito nao é novo, no entanto foi a primeira vez que se
apresentou com um caracter estocdstico. As principais vantagens desta abordagem sao
a consisténcia de previsoes entre diferentes populacoes, a facilidade de trocas comerciais
internacionais na pratica atuarial e a incorporagao do tao falado fenémeno da Globa-
lizacao.

Tudo isto leva-nos a conclusao que a chave da modelagao da mortalidade é o tempo. Se
pensarmos que daqui a um século ja teremos muito mais informacao, por um lado, e a
capacidade de decidir se as previsoes establecidas hoje em dia sdo precisas, por outro,
podemos concluir que a velocidade com que o tempo passa é o maior obstaculo desta es-
pecialidade. Por outras palavras, sé podemos perceber o quao adequados sao os modelos
de Plat (2009) ou de Dowd et al. (2011) quando as suas previsoes forem comparadas com
o que efetivamente acontecem, por mais critérios que estes satisfazem ou por melhores
resultados que apresentem nos testes a que sao submetidos. No que toca ao nosso pais,
de facto podemos dizer que Portugal nunca teve uma grande tradicao na modelagao
da mortalidade (Tabeau et al. (2001)). Em especifico, a previsao da mortalidade foi
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abordada pela primeira vez em 2002, numa abordagem tao simples como a ja referida
extrapolagao por método grafico. No entanto, a modificagao da piramide etaria e a pre-
ocupagao dos restantes paises membros da UE com esta problematica levaram a que a
primeira década século XXI fosse marcada por inimero desenvolvimentos, por parte do
INE, nesta area. Em 2007, foram introduzidas metodologias dindmicas no céalculo de
tabelas de mortalidade do passado (INE (2007)) e apenas dois anos depois foi feita a
primeira previsao de mortalidade seguindo um modelo estocéstico (INE (2009)). Para
além disso, estes sete anos, de 2002 a 2009, foram marcados por diversos estudos, quer do
INE quer universitarios, sobre os principais indicadores demograficos, e em particular,
no nosso ambito, da mortalidade. O modelo implementado para a projeccao da mortali-
dade, como ja referido, é um método proprio que tem como base o método de Lee-Carter
e o uso das chamadas tabelas limite (Bravo et al. (2010)). Apesar de, numa anélise ri-
gorosa, termos de concordar que este método nao satisfaz todos os critérios indicados na
seccao anterior, nao podemos esquecer que este é um método préprio desenvolvido exclu-
sivamente para a nossa populagao. Mesmo que exista um longo caminho por percorrer,
os passos dados durante este século revelam um agéncia oficial séria e preocupada, cujo
maior interesse é o de contribuir para a resolucao das grandes problematicas sociais, no
que toca, pelo menos, ao nosso ambito de estudo.

Um dos objetivos deste trabalho é a divulgagdo nacional de tudo o que envolve a mo-
delacao mortalidade e, em particular, explicar a problematica que envolve o nosso sistema
de Seguranga Social, contribuindo para o esfor¢o nacional supra mencionados. A abor-
dagem que escolhemos para tal foi um ’state of the art’, e desta forma pretendemos que
o leitor tenha conseguido captar o ponto de situacao da ciéncia actuarial nesta especi-
alidade. O segundo objetivo, era que o leitor fosse capar de interpretar corretamente
a informacdo que pode ser retirada das tabelas de mortalidade (dinamicas), e para tal
tivemos de analisar os modelos e os conceitos por detras destas. Finalmente, o terceiro
objetivo, que seria ideal, era fornecer todas as ferramentas necesséarias para a construgao
deste tipo de tabelas de mortalidade, e nessa medida o HMD (www.mortality.org) cons-
titui uma base de dados respeitada por toda a ciéncia atuarial. Para leitores com este
objetivo recomendamos ainda a analise de implementacgoes praticas do modelo que esco-
lham; que podem ser encontradas nos artigos em que os modelos foram introduzidos.
No fim deste trabalho, ndo podemos deixar de propor alguns trabalhos futuros que senti-
mos que serao importantes nesta drea. Primeiro, propomos que seja feita uma analise do
efeito da coorte para Portugal, & semelhanca do que ja foi feito em diversos outros paises.
Depois, propomos uma previsao de mortalidade através do modelo de Plat ou do modelo
CBD, caso se registe a influéncia do efeito da coorte ou nao, respetivamente. Propomos
esta andlise para que, quando os resultados de Bravo et al. (2008) forem confrontados
com a realidade, tenhamos um modelo alternativo e assim possamos também comparar
a eficiéncia entre os modelos. Finalmente, propomos uma anélise do modelo de Dowd et
al. (2011) e posterior aplicagdo a duas populagoes. Neste ambito, Portugal deveria ser
comparado a outro pais com um conjetura social, cultural e econdmica similar; assim,
sem querer ferir susceptibilidades, propomos a modelacao em conjunto com outro pais
mediterraneo, recaindo a nossa preferéncia para a Espanha, a Grécia ou inclusivamente

61



a Italia.

Comecamos o nosso estudo pela modelacao da mortalidade em populagoes estacionarias,
onde toda a notagao atuarial e as suas relagoes fundamentais foram estabelecidas. Vi-
mos que na modelacdao da mortalidade tudo se concretiza numa tabela de mortalidade.
Todavia, mais do que aprender como elaborar uma tabela é necessario compreender os
modelos que a suportam. Desta forma, ao ritmo acelarado que a ciéncia atuarial teve
nas ultimas trés décadas, os modelos de mortalidade foram sendo cada vez mais com-
plexos mas cada vez mais proximos da realidade. Sumariamente, pegdmos no modelo
para populagoes estaciondrias e atribuimos um caracter dindmico; extrapoldmos a res-
pectiva mortalidade, seguindo as suas tendéncias do passado; atribuimos-lhe um caractér
aleatdrio (estocéstico) e, finalmente, incorporamos o efeito que o ano de nascimento pode
ter sobre a mortalidade de uma geragao. No final da caminhada tinhamos todo um con-
junto de ferramentas para a previsao da mortalidade e tornou-se indispensavel encontrar
uma forma de as ordenar. Para isso, analisdmos um conjunto de critérios e concluimos
aconselhando a utilizacdo do modelo de Plat (2009). No entanto, a modelagao da mor-
talidade tem tanto de ciéncia como de arte e, portanto, a ferramenta mais importante
neste processo serd sempre o bom senso.
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Apéndice A

Tabela de Mortalidade para Portugal,
2010-2012

Tabua Completa de Mortalidade para Portugal 2010-2012 (Ambos os sexos)
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