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MODELOS DE FRONTEIRA ESTOCASTICA DE PRODUCAO:
ESTIMACAO POR MAXIMA VEROSIMILHANGA E AVALIACAO
DA EFICIENCIA TECNICA

José Murteira

1 — Introducgéo (*)

Atenta a definicdo convencional de fungdo de produgdo, como volume
maximo de output por referéncia a um conjunto de factores ou inputs, a sua
estimagdo constitui, em econometria, um exercicio que reveste alguma
especificidade. Com efeito, aquela fungdo representa um limiar ou fronteira, que,
por definigdo, nenhum agente econémico pode exceder. A sua estimagdo deve,
pois, partir do axioma de que nenhuma observagdo se situa acima dela. De
outra parte, a chamada fungdo custo, que integra o nivel minimo de custo, dados
o volume de oulput e os pregos dos inputs, constitui uma fronteira (de custo)
ou limite minimo, abaixo do gual nenhum agente econémico pode operar.

Cumpre deste modo salientar que ndo se pode pretender estimar conve-
nientemente um modelo de fronteira (de produgéo, custo ou outra), mediante o
simples recurso a certas técnicas estatisticas convencionais, como a regresséao
do output nos inpuis (ou, por exemplo, no caso da fungdo custo, do nivel de
custo sobre o ouiput e os pregos dos factores). Tal via mostrar-se-ia adequada
a estimagéo, ndo de um méximo (ou minimo) condicionado, mas de um valor
médio da variavel dependente, como fungdo dos regressores. Neste sentido,
diversas técnicas de estimagdo de modelos de fronteira se tém proposto. De
entre estas, o método da maxima verosimilhanga (ML) constitui, sem davida, o
recurso mais frequentemente utilizado. A literatura recente inclui, entretanto,
algumas propostas alternativas dignas de nota, como a aplicagdo dos métodos
generalizado de momentos (GMM) e semiparamétrico (distribution free) a mo-
delos de fronteira ().

Refira-se, entretanto, que a estimagédo de tais modelos nao constitui, por
norma, um fim em si mesmo, revestindo, via de regra, uma natureza instru-
mental em relagdo a analise de eficiéncia das unidades produtivas. Como refe-

(*) O presente estudo constitui a adaptagdo de parte da dissertagdo de mestrado, apresen-
tada pelo autor no Instituto Superior de Economia e Gestio da Universidade Técnica de Lisboa.
Agradece-se o apoio do Prof. Doutor José Pedro Portugal Dias, de cujas observagdes resulta
devedor o texto ora exposto. .

(') Cf., respectivamente, Kopp e Mullahy (1990) e Park e Simar (1994). De referir também
a adopgdo da perspectiva bayesiana na estimagdo de modelos de fronteira, proposta por Van
den Broeck, Osiewalski e Steel (1994).
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re Schmidt (1985), ndo admira, pois, que a moderna literatura sobre estimagdo
de fronteiras de producdo e avaliagdo de eficiéncia encontre a sua principal
matriz num artigo de Farrell (1957), onde os dois problemas se apresentam
estreitamente correlacionados.

O presente trabalho acompanha, no que diz respeito a sua estimagdo ML
e avaliagdo da eficiéncia técnica, diversos modelos de fronteira estocdstica de
produgdo (). O estudo propde-se reunir em um Unico texto informagdo disper-
sa na literatura econométrica, a parir da introdugéo de tais modelos, entre outros,
por Aigner, Lovell e Schmidt (1977). Com referéncia a alguns dos modelos
expostos, completa-se, ainda, tal informagdo com um conjunto de resultados
ndo incluidos na literatura pesquisada.

O plano do ensaio €, resumidamente, o seguinte: no n.? 2 expbe-se o mo-
delo geral e respectivas especificagdes. Os dois nimeros seguintes apresen-
tam a sua estimagdo ML e avaliagdo da eficiéncia, com base, respectivamente,
em dados seccionais e de painel. No n.? 5 procede-se ao elenco das observa-
¢Bes conclusivas, sugerindo, ainda, algumas pistas para futura investigagdo. Os
principais resultados reinem-se em quadros-resumo, dispostos em anexo.

2 — Apresentacdo dos modelos

As primeiras especifica¢cdes de modelos economeétricos de fronteira de pro-
dugdo partem do pressuposto de gue todos os produtores enfrentam uma uni-
ca fungdo de produgdo, atribuindo qualquer variagdo no desempenho produtivo
a diferengas de eficiéncia dos agentes, face a fronteira comum (). Por este mo-
tivo se qualifica tais modelos de fronteira deterministica. A abordagem ignora,
todavia, o facto de que os desvios da fronteira de produgdo podem nado se
encontrar totaimente sob o controlo dos produtores e, como tal, ndo devem
atribuir-se exclusivamente a comportamentos ineficientes. Factores ambientais,
como o clima ou a qualidade dos solos, variagbes da qualidade dos inputs, das
condi¢des de fornecimento ou do desempenho de maquinas constituem exem-
plos de perturbagbes nao controlaveis pelo produtor, mas que, nem por isso,
deixam de influir no nivel e qualidade do output Além disso, qualquer relagéo
empirica envolve, como é sabido, diversos tipos de «ruido» estatistico, nomea-
damente, erros de medida e de especificagdo (espera-se que sem efeitos gra-
ves). Tais perturbagdes ndao devem, obviamente, confundir-se com ineficiéncia,

() Ndo se aborda, pois, nem a estimagéo de modelos de fronteira de custo ou lucro, nem,
por conseguinte, a desagregagdo da eficiéncia produtiva em eficiéncia técnica, alocativa ou de
escala. A sua inclusdo de forma consistente no texto alonga-lo-ia em excesso. Em todo o caso,
torna-se relativamente simples, mediante ligeiras alteragdes de sinal, adaptar a exposi¢éo, de modo
a englobar também a estimagdo ML de modelos uniequacionais de fronteira de custo ou lucro.

(®) V., por exemplo, Afriat (1972), Richmond (1974) ou Greene (1980).
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carecendo, pois, de um tratamento mais adequado do que o proporcionado pelos
modelos de fronteira deterministica. '

Estes argumentos estdo na origem do modelo de fronteira estocastica de
produgéo, introduzido por Aigner, Lovell e Schmidt (1977), Meeusen e Van den
Broeck (1977), e Battese e Corra (1977). A ideia basica do modelo consiste
em considerar dois elementos no seu termo de perturbagdo. Uma primeira com-
ponente permite a consideragdo da variagdo aleatéria da prdpria fronteira, de
produtor para produtor, captando os efeitos de erros de medida e demais
«ruido» estatistico, bem como de quaisquer ocorréncias nédo sistematicas, que
afectam o nivel de oulput de forma ndo controlavel pelo produtor. A segunda
componente visa captar os efeitos da ineficiéncia técnica, relativamente ao output
méaximo ou potencial, medido sobre a fronteira.

Considerando uma amostra“ seccional de N observagdes, pode escrever-
-se na seguinte forma o modelo de fronteira de um sé oufput para o produtor

iGi=1,.., N

¥ = fX;0) TE; exp(V), (2.1)

em que:

y- nivel efectivo de output;

f(X;;0): fungdo ou fronteira de produgéo (nivel méximo ou potencial de
output, dado o nivel dos inputs);

X: vector representativo dos inputs (supfe-se que a sua dimenséo é K);

0: vector de parametros;

v. variavel aleatéria bilateral, representativa dos efeitos do ‘ruido’ es-
tatistico e ocorréncias aleatérias, ndo controlaveis pelo produtor;

TE: nivel de eficiéncia técnica.

Pode definir-se eficiéncia técnica como o quociente entre os volumes efec-
tivo e potencial de output, dados v = 0 e os niveis de inputs. Atento o conceito
de fungdo de produgio, resulta, de imediato, 0 < TE < 1. Passando a logaritmos
ambos os termos de (2.1), vem

Iny,=InfX;0) + In TE, + v = In fX;;0) — 4 + v, (2.2)

em que u; = — In TE;. Como refere Greene (1993), pode tomar-se este termo
como medida aproximada de ineficiéncia técnica: a partir do desenvolvimento
em série de TE, = exp (-u) pode escrever-se:

u=1-TE (2.3)
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Com frequéncia se admite, que a fun¢do de producgéo é linear nos inputs
ou suas func¢des (logaritmos, em patrticular), utilizando-se muitas vezes, como
variavel dependente, o logaritmo natural do output. O que permite especificar o
modelo na forma:

my=o+FX-u+v, =0 ' (2.4)

em que B e x designam, respectivamente, os vectores dos parametros e das
fungBes pertinentes dos niveis dos inputs (%). A especificacéo (2.4), na qual se
baseia a andlise subsequente, é idéntica a apresentada em varios textos, como
Schmidt (1985) ou Greene (1993). A sua adopg¢do ndo restringe o modelo a
fungdo Cobb-Douglas, porquanto um bom namero de outras formas funcionais,
como, por exemplo, a Cobb-Douglas generalizada, franslog ou Leontieff gene-
ralizada s8o também lineares nos parametros.
Em decorréncia do exposto, admitem-se vulgarmente as hipé6teses:

U ~ iid, vi, 4 2 0 (2.5)
v, ~ iid, E(v) = 0

u, vi: variaveis aleatdrias ndo observaveis, independentes entre si, ndo correla-
cionadas com os regressores.

A estimacdo ML do modelo requer, como ¢ sabido, especificacdo da den-
sidade do termo de perturbagio, g =V, - 4 = In ¥ - o - f’x;. Varias funcdes se
tém sugerido para u e vi. Com referéncia a varidvel v, adopta-se habitualmen-
te dadas as vantagens usuais, a distribuicdo normal, com média nula e variancia
constante. Formalmente:

v ~ NID(0,6,2), Vi (2.6)

(Utiliza-se a notagdo «NID» para significar «normal e independentemente
distribuida».)

Quanto a densidade da variavel unilateral, u, as propostas tradicionais
abrangem, por um l[ado, a fungdo normal truncada em zero [Stevenson (1980)]
€, em particular, a seminormal [Aigner et al. (1977)] e, por outro lado, as distri-
buicdes gama [Greene (1990)] e exponencial negativa [Aigner et al. (1977) e
Meeusen et al. (1977)]. Tais especificagbes correspondem, respectivamente, aos
modelos de fronteira estocastica, normal-normal truncada (NNT), normal-semi-

(%) Caso se pretenda estimar uma fronteira de custo, deve, com as devidas alterages a
respeito das variaveis dependente e independentes, especificar-se 0 modelo na forma:

Iny=c+P%X+u+v, 0.

A presenga do termo de ineficiéncia traduz-se agora, como & 6bvio, em acréscimo de cus-
tos, relativamente ao valor de fronteira.
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normal (NSN), normal-gama (NG) e normal-exponencial (NE). Para cada um dos
modelos a variavel u; pode, pois, especificar-se do seguinte modo:

Modelo NNT: gy (u) = Gi ) (EIG_—”) @ (?”) (2.7)
NSN: =29 (—L) (2.8)
NG:  guu) = Fg uP" exp(- yu) (2.9)

Yy>0,p>0, ui>0,
NE:  gy(u) = v exp(- yu), y> O (2.10)

No n.?2 3 apresentam-se, para cada modelo com dados seccionais, as
expressbes da fungdo densidade do termo de perturbagdo composto, g.(e), bem
como a respectiva fungdo de verosimilhanga (LL).

Como adiante se refere, a estimagdo com dados em painel comporta,
relativamente aos modelos que utilizam dados seccionais, uma sértie de poten-
ciais vantagens, as quais permitem contornar ou superar limitagbes varias a eles
inerentes. Para uma amostra longitudinal de N unidades produtivas, incluindo T;
observagdes a respeito da /-ésima unidade, considere-se a seguinte especificagéo
do modelo de produgdo de um sé oufput:

In Vi = o + B’X,-, - Uy + Vi Uy 2 0 (2.11) v

t=1,..,T, : indice temporal;
i=1,.,N

Se u; e vy s8o independentes ao longo do tempo e de produtor para
produtor, pode proceder-se como se de um modelo com dados seccionais se
trate (o produtor j, observado em diferentes periodos, é encarado como um
conjunto de produtores diferentes). Em todo o caso, como é sabido, a aborda-
gem com dados em painel revela-se particularmente vantajosa a pattir da adop-
¢do de algumas hipéteses adicionais. Schmidt e Sickles (1984) sugerem a
especificagéo:

In Y=o+ BXig -y + vie, 420, (2.12)

considerando que, para cada produtor, o seu nivel de ineficiéncia técnica, re-
presentada aproximadamente por u;, afecta o respectivo volume de output de
forma mais ou menos uniforme ao longo do tempo. Para este termo, como para
vy , adoptam-se pressupostos idénticos aos referidos a propdsito do modelo com
dados seccionais — esfericidade de v; e u, mutua independéncia e auséncia
de correlagdo com os regressores. O modelo de fronteira enquadra-se, assim,
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nos termos do modelo convencional com dados em painel, com excepgéo do
termo u;, de média ndo nula. Com vista a estimagdo ML do modelo e conside-
rando uma abordagem de efeitos aleatérios, podem, naturalmente, adoptar-se
as fungdes de densidade acima referidas para u; e v; . Resultam, deste modo
também, os quatro modelos NNT, NSN, NG e NE, cuja estimagdo ML com dados
em painel se expde no n.2 4.

3 — Estimacdo ML e avaliagao da eficiéncia técnica com dados seccionais

Expbe-se no presente nimero a estimagdo dos quatro modelos apresen-
tados no numero anterior, com base em amostras seccionais. Para o efeito,
reescreva-se (2.4) na forma:

Ny=a+PX+g, g=-U+Vv, 420 (3.1)

adoptando para v; as hipéteses acima referidas. Pretende, agora, obter-se a
fungéo densidade do termo de perturbagédo composto, g, em cada um dos quatro
modelos mencionados. Dadas, por hipétese, a normalidade do termo bilateral,
v, € a sua independéncia do termo de ineficiéncia, u, a aplicagdo da técnica
da mudanga de variavel conduz, sucessivamente, a:

Gel®) = JD Ge,u(€is ) _=+.r olg + wguwdy =

T , +
STl o [ ) s 62)
0
em que &(-) designa, como habitualmente, a fungio densidade normal padrao.

Concretizando g,(u;), obtém-se, para cada modelo, a fungdo pretendida. Relati-
vamente ao modelo NNT, a introdugdo de (2.7) em (3.2) conduz & expresséao:

0e) =~ o 8*;”)d>(w”v—i§)/d>(%§r VieR)e @3

em que:
A = oyoy (3.4)
o = 6,2 + 6,

@(-) : fungdo de distribuigdo correspondente a ¢(-).

(5) A expressio de g.(g) aqui indicada ndo corresponde exactamente a de Stevenson (1980),
primeiro proponente do modelo NNT. O autor define g como o termo de perturbagéo de um modelo
de custo, resultante da soma ¢ + v;, com u; = 0.
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A partir de (3.3) obtém-se a fungdo de verosimilhanga para este modelo

LL(o,Bo) = — ['"‘2") +Ino+ln q>( Vi+a2 x?)} (3.5)

N Y
« Elin o k- - 6]

Se em (3.3) e (3.5) se considera . = 0, resultam de imediato as corres-
pondentes expressdes para o modelo NSN, introduzido por Aigner et al. (1977)
e que tem dominado boa parte dos estudos empiricos. Vém, pois:

aie) = £ o(&)ol- 2 @)

Laon) - - N [, o] §I; [m @ (— fci) - zi;] 37)

A alternativa avangada em Greene (1990) visa, entretanto, ultrapassar res-
tricbes impostas pelos modelos anteriores, nomeadamente a relativa concentra-
¢do das perturbagbes junto de zero, assumida pela especificagio (3.6). A pro-
posta do autor passa pela adopgao da fungdo gama para y;, resultando, como
referido, 0 modelo NG, com fungdo densidade do termo de perturbagéo dada
por:

7262

Q&) = r(p) exp —5—+75 @ ~ o, Hp-1ie) () (3.8)
em que:
vy>0 (3.9)
p>0

(p-1; &) =E@@P'12z>0;s¢),
Z | & ~ NID(- g - y 6,2 ; 6,9).

(6) Expde-se resumidamente, a titulo ilustrativo, a dedugéo de (3.8). Sejam as densidades
de e v

gu(t) = [y / T(P)] upt exp-y u), >0, vy>0, p>0
g.(v) = exp[- v2 / (20,2} (2ro,2)12
a partir das quais se obtém a fungdo densidade conjunta:
Qeulents) = [YP / T(p)] (20,212 upt exp{-{(e + 4 )2 + 2 yo,2 U] / (20,2)} =
= [y / T(p)] expi(y2s,? /2) + el (2no,2) 12 expl-(u; + & + ¥0,2)2/(20,2)] y P
A expressdo de g.(g;) obtém-se por integragdo desta em ordem a u;:

(&) = [W/T(P)] expl(20,2/2) + 1&)] Jx.(2m0,2)12expl-(t + & + ¥0,2)2/(20,2)] upt duy =
=f{yr /T(P)] expl(¥¥ 0,2/ 2) + Y] P(z > 0l g) E(zP1 1 2> 0; &) =
= [yr / T(p)] expl(¥? 6,2/ 2) + v g] ®[(- &/5,) - Y 0] (p-1; &)
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A fungdo LL a maximizar sera:
PR .
Li(a.B.ovy, p) = NpIny-In T(p)] +-——]+ (3.10)
§
+ 2 En cl)(—c—— yc\,) +Inl(p - 1) +yeﬂ

O modelo NG constitui uma generalizagdo de Stevenson (1980), que adopta
a distribuicdo Erlang para o termo de ineficiéncia. Ambos generalizam, como é
6bvio, o modelo NE, cuja expressé@o de g.(g) se obtém imediatamente, consi-
derando p = 1 em (3.8). Resultam:

gele) = v exp (”a—,ff + yai) cb[— %— ycv) (3.11)
e:
LiL(o,Bowy) = N [In Y+ 722—02) + 2 [ In ® [—Giiv— ycv)+ yai] (3.12)

Com referéncia & estimacdo ML dos modelos NSN e NE, as estimativas
iniciais utilizadas nos processos iterativos de maximizagdo, calculam-se vulgar-
mente a partir dos resultados da estimagdo OLS (7). No caso do modelo NNT,
as estimativas iniciais séo habitualmente as utilizadas no modelo NSN, atribuin-
do-se ao paradmetro p 0 valor zero. Por um lado, o modelo NNT tem, relativa-
mente a este dltimo, a vantagem de ndo restringir a priori 0 valor de p. Por

(7) Para obter estimativas iniciais dos parametros, recorre-se habitualménte ao método OLS
modificado (MOLS), consistente mas menos eficiente que ML. De acordo com o método, o estima-
dor de B coincide com o seu estimador OLS. Quanto aos parametros da distribuicéo de g, estes
estimam-se a partir dos momentos de ordem superior dos residuos OLS. Finalmente, o estimador
MOLS do termo independente, o, resulta da soma do seu estimador OLS com um estimador da
ineficiéncia média, E(u), obtido a partir dos momentos dos residuos OLS. Para os modelos NSN
e NE, resultam respectivamente: '

Modelo NSN:  &,= [ms/ (n - 4)]'"8Y2/x
82= my - {ma2/[2(m - 42 (r - 2)

A A A
OmoLs = GoLs + 6y Y2/7

Modelo NE: 7= - (2/ my)153 :
S2= m, + (my/ 2)23 Suos = Sovs + 1A

(m, e my designam, respectivamente, o segundo e terceiro momentos dos residuos OLS.) Note-
-se que se ms € positivo —ou seja, os residuos OLS apresentam assimetria positiva— nao é
possivel estimar o desvio-padrdo de u por MOLS (o, e v, respectivamente). Em modelos de fron-
teira de produgdo, tal ocorréncia pode significar que este deévio-padréo é nulo (0 que significa
auséncia sistematica de ineficiéncia, isto &, u; = 0, Vi) ou, em alternativa, que o modeto se encon-
tra mal especificado (note-se a consisténcia de m; para o terceiro momento de ¢, o qual é ne-
gativo, em modelos de fronteira de produgdo com as referidas hipdteses a respeito de ¢ e v; ).
Nesta situagdo, o estimador ML do modelo NSN coincide com o estimador OLS. V., a propdsito,
Waldman (1982) para um tratamento pormenorizado do assunto.
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outro lado, a fungéo LL parece apresentar um comportamento algo instavel, com
frequente sobreavaliagdo das varidncias dos demais parametros ou, inclu-
sivamente, divergéncia do processo iterativo. Este aspecto parece desencorajar
a sua utilizagdo e pode explicar, até certo ponto, a preponderancia do modelo
NSN em boa parte dos estudos empiricos.

Relativamente ao modelo NG, a principal vantagem parece ser a da flexi-
bilidade quanto & forma da distribuigdo do termo de perturbagdo, €. Por outro
lado, o calculo do valor da fungdo LL revela-se bastante complicado, devido ao
termo I(p -1; &) [cf. (3.10)], de dificil computagdo rigorosa. Quer adoptando (3.10),
guer com a formulagdo de Beckers e Hammond (1987), a sua estimagdo ML
revela-se, pois, problematica (8). Em qualquer caso, uma vez utilizado o méto-
do ML, a matriz das co-variancias assintéticas dos estimadores dos parametros
estima-se convenientemente através de qualquer das técnicas habituais, como
0 método BHHH ou com recurso a matriz hesseana.

Passando agora ao tema da avaliagdo da eficiéncia técnica, deve referir-
-se, antes de mais, que no modelo de f;\onteira estocéstica, qualquer que seja
o método adoptado, o residuo Iny; — &, — B' x; estima ¢, ndo u; Perante a impos-
sibilidade de decompor, de forma consistente, o residuo de estimagéo nas suas
componentes, V; e 4, Jondrow, Lovell, Materov e Schmidt (1982) propdem, em
alternativa, a estimagéo de E(u; | g), apresentando a sua expressdo para os
modelos NSN e NE (°).

A partir da expressdo de gy.{u;l g € possivel obter, para cada modelo,
E(u;| g). Nos modelos considerados vem, respectivamente:

Modelo NNT: E(y | &) = [oA /(1432)] {2 —p1 + (3.13)

Hlo( -0 )y

NSN: E(u | &) = [oh /(1+A2)K 'f;* +[¢("j;x )/cp(— "j;k) (3.14)
NG: E(ul &) =I(p; &)/ I(p-1; &) (3.15)

NE: E(u &) = 1(1: &) = —& —75.2 + Gy 6 (%+ 'yo\,) / @(——i——’yﬁv) (3.16)

Como é dbvio, E(y; | €) deve calcular-se a partir das estimativas geradas;
como estimador de u;, esta estatistica ndo &, todavia, consistente (*°). O motivo
reside na variabilidade intrinseca da distribuigdo de u; condicional em g, que
ndo depende da dimens&o da amostra. Como adiante se pode verificar, a situa-
¢do é potencialmente superavel quando se dispde de informagdo em painel.

(8) Greene (1995) apresenta também a estimagio do modelo NG com base nos resultados OLS.
(%) Os autores apresentam também, como estimador de u, a sua moda condicional em ¢;
(1) Embora seja assintoticamente centrada, no sentido de que lim E[E(y;| &)] = E(u).
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Entretanto, especificando-se 0 modelo na forma (2.4), a ineficiéncia técni-
ca vem dada, de modo mais rigoroso, por:

1-TE =1—exp (-u) (3.17)
Battese e Coelli (1988) apresentam, para o modelo NNT com dados em

painel, a expressdo de Efexp(-u) | €y , ..., g7} A partir desta, considerando T=1,
obtém-se a correspondente expressdo para o modelo com dados seccionais:

E(TE; | &) = E[exp(-u) | &] = cp( i ‘_* - o-.)exp (— " + ;)/ cp( ‘; ) (3.18)

em que:

w'= -er?)/(1+323)

3.19

0.2 = o2/ (1+A2) ( )

Considerando pu= 0 em (3.18) e (3.19), de imediato resulta a correspon-
dente expressédo para o modelo NSN. Para o modelo NG vem:

E(TE &) = exple + 02 (1+21)/2] @[5 (1 + W]x (620
<1 ;5)/10( - =10, 1 380 ()

em que:

"(p-1;8) = E(z*"1 | 2" > 0;¢) (3.21)
z*lg; ~ NID(-g - 62(1+7); 02)

Facilmente se deduz a correspondente expressdo para o modelo NE, con-
siderando, nas expressdes acima, p = 1. Em todas ha que substituir os
parametros pelas suas estimativas [por exemplo, ML ou MOLS, obtendo-se
E(TE | &)). Pelo motivo apontado a propdsito de E(u1g), o estimador nédo é
consistente para TE; em amostras seccionais.

(1) Resumidamente, a expressfo foi deduzida como segue: a partir de g, (g;, ;) (cf. nota 6)
e de gg(e) [cf. (3.8)], obtém-se:

Quie(th | &) = (210, 2) 172 expl-(U + & + Y0,2)2/(26,2)] uP-1 / {D[(- &i/0) - you] I(p-1; &)}

pelo que:
, Elexp(-t 1 &)] = . exp(-ts) Que(tt | &) du; =
= Jg (2no2) 12, expl-(u + & + ¥0,2)2/(20,)] up! exp(-u) du / {®(- & /o)) - Yo ] I(p-1; &)} =
= Jn.(2n0,2) 12 exp{-[tt + & + 0,2(1+7)[2/(20,2)}ur-'duexple; + 6,2(1+20)2W{@(- e/a,) - Yol I(p-1; &)} =
= exple; + 62 (1 +27)/2] d[(-&/ o) -0, (1+ 7] I"(p-1; &)/ {D[(- & /0,) - Yo.] 1(p-1; &)}
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Jondrow et al. (1982) sugerem também a estimagao da ineficiéncia técni-
ca média, E(u;). Tal é possivel com base em estimativas consistentes dos
parametros ou a partir da média dos residuos de estimacdo. Nos modelos in-
dicados, a expressdo de E(u) vem dada por:

Modelo NNT: E(u) = u+cu% (3.22)
NG: E(u) = ply ¢ (3.23)

Nos modelos NSN e NE, as expressdes respectivas correspondem, obvia-
mente, a casos particulares destas.

Em Battese e Coelli (1988) expde-se também a expressado de
E(TE) = E[exp(-1)], para o modelo NNT:

o’ B B
Elexp(-u)] = exp(-p+—~) @ (5--0) /@ () (3-24)
No modelo NG vem:
Elexp(-u)l = [y /(y+ 1IP (3.25)

Apesar de facilmente estimaveis, estas medidas ndo permitem, como €&
6bvio, avaliar a ineficiéncia técnica individual, de algum modo se frustrando,
assim, um dos objectivos frequentes da estimagdo de modelos de fronteira de
produgéo.

4 — Estimacéo ML e avaliacéo da eficiéncia técnica com dados em painel

O recurso a dados em painel comporta, em modelos de fronteira, um
conjunto de potenciais vantagens, que permitem, em principio, contornar al-
gumas das limitagbes inerentes & estimagdo com amostras meramente sec-
cionais. No tocante aos dois temas abordados no presente ensaio, os efei-
tos benéficos de tal utilizagdo fazem, sobretudo, sentir-se em termos da
avaliagdo da eficiéncia técnica. Como adiante se vera, o recurso a amostras
de painel permite a estimagédo consistente da eficiéncia — contrariamente,
como atras referido, ao que sucede em modelos de fronteira estocastica com
dados seccionais. E sabido que a estimagdo com dados em painel reveste,
em geral, um maior nimero de potencialidades; tal ndo constitui, porém, o
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caso, no que se refere a estimagdo ML dos quatro modelos presentemente
abordados (12).
Reformule-se no que segue a especificagéo (2.12), de acordo com:

Inyp = o+ BXig + &, €= - Ui+ Vi 4 2 0 - (41)

adoptando, para o termo de perturbagdo composto, as hipdteses ja referidas.
Dadas tais hipdteses, a expressdo da densidade conjunta de & = (gy ,..., &Ti)’
obtém-se a partir de:

T

(&) = foug 9 (& + U) gu (u) du = (4.2)

.
+eo T; ~1 I
=of(\j2—1m J exp [FE(&H u)| g (W) dy

Considere-se primeiramente o modelo NNT; a substituigdo de g,(u;) por
(2.7) conduz a fungdo [cf. Greene (1993)]:

0:(&) = 22 [(2no, AT (1 + AT} 12 @(;‘—u)x (4.3)

L | A=1]1
x @ { 1+”i[§(en—u)+uﬂ—x]cu } %

1
262,

x exp (

T, 2 T
(— [):(&-t - u)} + X (-2 })

t=1

(12) Embora permitindo um cémodo enquadramento do modelo de fronteira nos termos da
abordagem convencional com dados em painel, a hipdtese de invariancia temporal da eficiéncia
[cf. (2.12)] pode, em muitos casos, revelar-se pouco apropriada. Com efeito, a sua imposicdo afasta,
a priori 0 estudo dindmico da eficiéncia técnica, inviabilizando, por exemplo, a modelizagdo de
fenémenos como a aprendizagem ou o aperfeicoamento técnico. A questdo que a propdsito se
coloca, consiste em saber até que ponto se pode flexibilizar tal pressuposto, sem, por outro lado,
abandonar as vantagens da utilizagdo de dados em painel. Neste sentido, a literatura contém
algumas propostas de interesse, como, por exemplo, Cornwell, Schmidt e Sickles (1990), Kumbhakar
(1990, 1991), Battese e Coelli (1993) ou Lee e Schmidt (1993). Em todos estes textos o modelo
sugerido engloba, como caso particular, 0 modelo de fronteira com invaridncia temporal da efi-
ciéncia, facilitando, pois, o ensaio de tal hipétese. Também com dados em painel, ndo se revela
estritamente necessdria a imposicdo de auséncia de correlagdo entre u; e os regressores. Tal
pode inclusivamente mostrar-se desadequado, esperando-se que, se uma empresa conhece o seu
nivel de ineficiéncia, se alterem as suas decisdes quanto ao nivel de inputs. A estimacdo ML
exige, todavia, este pressuposto. Pode, pois, aconselhar-se o ensaio prévio da mesma hipétese,
por exemplo, através de um teste de Hausman (1978) ou com recurso & metodologia de Hausman
e Taylor (1981).
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em que g = In ¥ - o - f'X;; e, diversamente de (3.4), A = (o, /o,)2. A fungédo LL

N
resulta naturalmente de). In g.(€), ou seja
i=1

N -
LL(o,B,1,A,0,) =1§ { 71— [TiIn@r) = In2 + T In(c@) + In(1 +AT) — (4.4)

-21In d)(—:u)—%(é¥j +§}(&t6—uu)2 1} +
e (L FBewns)

O modelo NNT é analisado em Battese e Coelli (1988). Se em (4.3) e
(4.4) se fizer u = 0, obtém-se as correspondentes expressbes para o modelo
NSN, proposto, entre outros, por Pitt e Lee (1981).

Para o modelo NG, obtém-se a fungdo g.(e):

T 2 S )2
[ et _ ot mER]y
t=1 T

= — -T, /!
Q&) = 1 (6% 0T T2 exp { —

X q>( “’“-ﬂjl(p 1 g (4.5)

Resulta, deste modo, a fungdo LL:

InT;

L ]+ (4.6)

LL(@B.Gw1.0) = N [p In g — In T(p)] +§[(1-Ti) In (o) —

* g}z;;f[g}&f — (o + T &)2] +Z[ JT ‘/ Uk ——) + In i(p- 1,94)}

em que:

I(p-1; &) = E(z 1 12 >0;¢) (4.7)

. 1
z 16~ NID (%?—“—a;ﬁ) &=,

Se em (4.6) e (4.7) se fizer-p = 1, resultam as fungdes g.(€;) e LL para o
modelo NE.

Quanto as propriedades assintéticas dos estimadores ML em modelos de
fronteira com dados de painel, deve referir-se que as mesmas nédo estéo, ainda,
estabelecidas com absoluto rigor. Mostrando-se consistentes € assintoticamente
eficientes com N — o, a situagdo ndc é tao evidente quando, com N fixo, se

&it

T
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tem T — . E claro que a estimagéo consistente dos parametros da densidade
de urequer N — - mas, no tocante acs demais parametros, as conclusées sao
menos Obvias. Schmidt e Sickles (1984) aventam a hipétese de que se possa
encontrar distribuicbes para as quais, & semelhanga do que acontece com a
distribuicdo normal no modelo classico, a informagéo adicional aproveitada pelo
método ML se revele assintoticamente indtil.

Considerando, agora, o tema da avaliagdo da eficiéncia técnica, cabe re-
ferir, em primeiro lugar, a proposta de Battese e Coelli (1988), para 0 modelo
NNT. Os autores apresentam, para este, a expressao de E(u | g), contrapartida
da de Jondrow et al. (1982), para dados em painel: '

E(ule)= 1 + . ¢(‘;—) /® ( ‘j;i.) (4.8)
em que: .
u—lZei,
* _ t=1
Mo =7
(4.9)

Gi.= 0,2 /(1+AT)
A= (oy/0,)2

Para os modelos NG e NE, as expressdes de E(ulg) vém dadas, res-
pectivamente, por:

Modelo NG: E(u1&) = (p; &) /1(0-1; &) (@.10)
Modelo NE: E(u | (1 T < T2 g,
odelo NE: E(utg) = 1(1;g) = — G+ i

q)(_ g2 —ﬁj (4.11)
oy VT

Note-se como, a medida que T; — «, as expressdes de E(y; | g) conver-
gem em cada caso para —¥§, 0 qual, por sua vez, tende para u. Recorde-se
que, no modelo com dados seccionais, o estimador de Jondrow et al. (1982)
fci. (3.13) — (3.16)] ndo é consistente para u. Torna-se agora evidente, uma
das vantagens da utilizagdo de dados em painel, mesmo que T; (ou T) n&o
seje. muito elevado. Quando se toma €, 0 peso, neste, do ruido aleatério tende -
em probabilidade para zero, pelo que a ineficiéncia técnica vem progressiva-
mente realgada.

Battese e Coelli (1988) apresentam também, para o modelo NNT, a ex-
pressdo correspondente a (3.18) para dados em painel, a qual vem dada por:

Efexp(-ui ) | 6] = expl* + 22) (L2~ 6 / o) (@.12)
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A correspondente expressdo para o modelo NSN resulta desta, fazendo

p=0.
Nos modelos NG e NE vem, respectivamente:
Modelo NG: Efexp(-u; ) | &] = I*(p-15) @ [-E—F— —(y+ 1) "—} X
o VT (4.13)
xexp(& + 0.2 1+2x) I l(p-1;8) @ (—F‘—\E- —v—"“:j]
2T; o VT,
em que:
"(p1; ) = E(z*11Z* >0;¢) . (4.14)
z*lg ~ NID [M -5 °"2}
T T

Modelo NE: E[exp(-t;) | &] = ® [— AL 1)%] exp (é.-+ov2 ! *2*)/

Oy Tl i
o [_ T _YG_V) (4.15)
o, T

Note-se que, considerando T; = 1 (i = 1,...,N), se obtém, a partir das ex-
pressdes indicadas no presente nidmero, as correspondentes expressdes para
os modelos com dados seccionais, expostas no n.2 3. Ambas se redinem, como
referido, em quadros-resumo anexos.

5 — Conclusao e perspectivas de investigacao

No presente ensaio expde-se um conjunto de resultados, necessarios para
a estimagédo ML dos modelos de fronteira estocastica de produgdo mais fre-
quentes na literatura econométrica. Embora de utilizagéo corrente, nomeada-
mente com recurso a software adequado ('3), o método apresenta, como é bem
sabido, algumas limitagBes, com destaque para a fraca robustez dos estimadores,
em face da violagdo de alguns pressupostos relativos aos termos de perturba-
¢céo. Por tal motivo, necessario se torna testar estatisticamente a validade das
hipéteses adoptadas, nomeadamente as que se referem & densidade de tais
termos. Lee (1983) expbe dois testes de score, visando o ensaio dos modelos
NSN e NNT com dados seccionais. Resulta naturalmente atractiva a ideia de
aplicar a metodologia proposta a modelos com dados em painel. Entretanto, no
que diz respeito aos modelos NE e NG, o maior ébice reside na operaciona-
lizagdo da estimagdo ML do segundo; ndo raro, a dificuldade conduz a adop-

(13) De que o programa Limdep [cf. Greene (1995)] constitui bom exemplo.
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¢do acritica do modelo NE, em detrimento da modelizagdo mais flexivel da
eficiéncia, proporcionada pelo modelo NG. Afigura-se, pois, Util a superagéo deste
obstéculo, tanto mais que o recurso ao teste de score, para ensaiar 0 modelo
NE, apresenta, também, dificuldades de calculo rigoroso (14).

No que respeita propriamente a avaliagdo da eficiéncia técnica, cumpre
realgar a potencialidade da utilizagdo de dados em painel. Contrariamente a
abordagem com amostras seccionais, o recurso a dados longitudinais permite,
como referido, a avaliagdo consistente da eficiéncia técnica individual. Mostra-
-se, todavia, questiondvel, a adop¢do de algumas hipéteses subjacentes aos
modelos apresentados, como, por exemplo, a independéncia entre regressores
e eficiéncia, ou a sua invaridncia temporal. Potencialmente relevantes, tais as-
pectos requerem uma abordagem mais completa, sugerindo alternativas de
especificagdo bem como o ensaio estatistico dos referidos pressupostos usuais.
Também aqui se afigura fecunda a abordagem com dados em painel, como o
atestam varios estudos, incidentalmente mencionados no texto.

Uma outra hipétese, adoptada em todos os modelos expostos, é a da
homoscedasticidade dos termos de perturbagdo. Em modelos de regresséo clas-
sica, a violagdo de tal pressuposto ndo acarreta, como € sabido, inconsisténcia
dos estimadores habitualmente utilizados, afectando apenas a sua eficiéncia.
Todavia, em modelos de fronteira, as suas consequéncias afiguram-se mais
graves, quer no tocante as propriedades dos estimadores usuais, quer a res-
peito das medidas de eficiéncia geradas. Embora alguns trabalhos empiricos o
sugiram, ndo se conhecem, na literatura, estudos de natureza tedrica, que de-
monstrem a inconsisténcia dos estimadores, em presenca de heteroscedas-
ticidade (15). Por tal motivo, constitui, tambem este, um assunto merecedor de
atengdo mais cuidada, quer no contexto da estimagdo ML, quer no &mbito de
métodos mais robustos.

(14) Atente-se na expressdo da derivada da fungdo LL em ordem a p, no modelo NG [cf. (4.6)}:

N i
SLL =Nlny+_z:4. r In (iw-a-- 70"2)¢(w)dw /@ (‘—“’-ﬂ)
P o I_éﬁ+ﬁ T T T o

Oy ‘I_T;

(15) Cf. Caudill e Ford (1993) e Caudill, Ford e Gropper (1995).
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ANEXO
Quadros-resumo

QUADRO 1

Modelos com amostra seccional

Modelo ge(e) LL E{u L) Elexp(-u) | €]
- : In(2 V1422 A A . s .
NNT =0 o G -y |- N nouin @ EYLEEy, el i T o2 0.) expluy* + 5 / DL
o L1422 N , , e _ W= (- gr?) /(1 + A2
R +2Dn o 4 -y 2‘"] 0y o ) 62262/ (1+2)
A =gjo,, 6> =02+ 2 i=1 ¢ g ° c c . u
2 g - In(z/2) o &) Ot 5.) explep® + 25/ o)
NSN = o(3) of- == - N[5~ +Iincl+ Tl o O i T3 o
y s eﬁ] & e f o _gd2 2
= = Ny 5 _ b W= —¢ (1 + A%
?\,—GJGV,Gz—Gu2+Gv2 +i§1|]n¢.( c ) 202 +0 o ) 1 c ) (!5,2=0':‘2/(1 + 22
¥ o} Yo} exple; + S0+, LRV
NG ¥ / T(p)] exp{—5— + v&) x Nipiny—in D(p)+ —5=1+ I(p;e)/p-T; &) i 2
€
N x O 5 —o, (1 + Yip-1;8)/
g . +2 ln(b(——s'——yc) + P &) = E(zP1 2> 0;¢) '
X ®(- = -y o,) I(p-1; €) .=1[ Y v 6 _
5, v i i z 1 ~ NID(-¢ -10,2 ; 6,2) 1o 5 —vo,) 1(p-1; &)l
N
I(p-1;¢€) = E(zP11 2> 03 ¢) +Z [Inlp—1ie) +ye] "p —~1;8) =E(z*112"> 0;¢)
zlg~ND(-¢-vy02; 62 z*1g ~ NID[-¢, ~6,X(1 + 7); 6,7
s 2 g, 62 (1 +7)
NE - N(ny+ 35 4 ~§ =02 +0,0 (5 + exple,+ ST

¥o,? g
¥ expl—5= + 1 g) o= o— -y

2

+_Z1[|n<b (——;'——ycv)+yei
i=

v

+10,)/ @ (- = - 15,)

X @ < — 0, (1 + Y]/~ —70,)
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QUADRO 2.1

Modelos NNT e NSN com dados em painel

Modelo ge(e;) LL E(u1&) Elexp(-u) 1 €]]
NNT . " N . w explop® + Sy
212[(276, 2)T (14AT)] 2 (L) x — Z [Tin2m) ~In 2 + Tin(c,?) + W+ o, (5 / Plw” + 5
. u I= e . .
T W x O i—0’-, /@ dal
x S5 LZ (& ) + +IN(14AT) = 2In (L) — /o) (5.~ G g )
i — v T
= 2 I v amng, I ey h- oo FE
PHITIS) et a U T e (B R JOSP 1 M=o AT
T T
' a2 1 e — )2 N Ll =02/ (14AT,
X [E‘1 (gy —ul +‘§1(Sit W2} +i=21'“ q){(1+}‘}‘7'.)1/2 Xciu [l;’ (€ —) + G, = Guz / (14AT) o, =62/ ( +2 )]
A=(o,/ o o uT A=) A= (o, /c)? A= (o, / o)
o
NSN |[2 (2ro 2T (14AT)] 2 D=2 2 x| _q o "+ o (D) exploiy” + 28 x
u i T+AT ‘—2‘21 [TIn@n) + In 2 + Tin(c,2) + B+ G 0 et
7 = It i B
4 SRR S T 7 / o) x ®(—-0,) / O()
X Eae“] expf 20%[ THAT X +In(14AT) 1+;‘” ( él_)z . GI.Ti a. . S,
ZT{ ZT{ 2 7 N e 7 “rEf . ThEf
x e+ Xe i g i L W=
S e Zne (e e " e
A= (o, / o) G = 0,7 / {144 T) G, = 62/ (1+AT)
A=(o,/0)

A= (o,/ )2
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QUADRO 2.2
Modelos NG e NE com dados em painel

Modelo gel€,) LL E(uil &) Efoxpl-ui) | €]
NG ‘ :
[¥ / T(p)] ( 2n o )1-“ T, 12 N [p In In T(p)] I(piey) / Hp -ig;) o[- ﬂz_' - (y+1)
e [7“’3 B x| g.[ T 7z, - 21 (pe)Ep iz > 0 gy | P T (1420 S T retie) /
x d)(% - 7:75 ) |(P-1 8 ﬁ g (o2 + ﬁl)z z | & ~ /['(p‘1,€|) (I)(— J_T|v€| . J_ )]
. p-1 h 2"v2 i=l | t=l & - h * ~ NID( ~ o, g o2 )
I(p'1,£) E(Z |z>08- g e |T ) T, l*(p_1;ai)=E(zi*p.1|zi‘>O;ei)
21~ NIBC= AYTT A ) "2 [nq)( A I(p-m‘ﬂ &=l z'lg; ~ N|D[-(v+1)f%|2' Sy ]
NE Y (J'Q_n O'V)"Ti Ti-112 X ’ ] J_El
[ﬁg_(wv2+m)2]} 5 Niny+ ﬁk -Ti)ln(J_z—no-v)_ Inzﬁ]+ %—ei+ o[- (Y+1)ﬁ] X
h N[ _
2 {02 + TE? _S UK Oy I va
% (D(—'Y e, ) 20"N'§"‘l:‘ l g — —wi—?—— + + w (D(% + h ) x exp[g; + (1+2y) 27_I] /
7-I | (I)dycv_@ ﬁﬁ_& 3 .
g= gfn/Ti +i§in (‘(_TI c,,) /‘D('_c,, J?I) /(D(—E%-—z_rlv.)
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