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Resumo

O problema do Caixeiro Viajante Multiplo consiste na determinagdo das rotas éptimas a
atribuir a dois ou mais caixeiros, que partindo todos de uma mesma cidade, a ela
regressam no final da viagem. Todas as cidades, 2 excepgdo da inicial, sdo visitadas
exactamente uma vez por um iinico caixeiro.

Na presente tese s3o apresentados métodos aproximativos e exactos para este
problema. Apés implementados, os diversos métodos foram analisados em termos das
solugdes que proporcionam. Com base nos resultados obtidos sdo tiradas algumas
conclusdes.

Os valores das solugdes 6ptimas de problemas Euclideanos, com um méximo de 30

.

revela i

vértices e 3 caixeiros, permitiram concluir que a heuristica i
essencialmente teérico. Foi ainda possivel observar, que o método de utilizado na
determinag@o de minorantes proporcionou a obtengdo de solugdes de valores nio muito
afastados do valor éptimo do problema.
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1. Introdugao

Nesta tese sdo dados e impl dos c«

€ exactos o problema do Caixeiro Viajante Miiltiplo.

métodos aproximativos

O problema, colocado de uma forma simples e pragmética, consiste na determinagdo
das rotas 6ptimas a atribuir a dois ou mais caixeiros, que partindo todos de uma mesma
cidade, a ela regressam no final da viagem. Todas as cidades, 2 excepgdo da inicial, sdo
visitadas exactamente uma vez por um tinico caixeiro.

Este problema é uma das g lizagdes do "bem conhecido” problema do Caixeiro
Viajante no qual se considera apenas um caixeiro. So ambos problemas de "dificil"
resolug@o, ou seja, para o quais ndo existem, e se presume ser impossivel desenvolver,

algoritmos que no pior caso, determinem a sua solugdo Gptima em tempo de execugao
polinomial. Tal justifica a importncia do desenvolvimento de "bons" métodos
aproximativos, ou seja métodos que fornegam solugdes de valores ndo muito afastados do
valor 6 .0 do probl Probl de " " di des podem ser resolvidos

Peq!

exactamente em tempo "aceitdvel”. Os métodos exactos sdo ainda importantes na andlise
dos aproximativos.

O problema do caixeiro viajante miltiplo ndo representa por si um problema de muita
aplicabilidade prética, sendo contudo importante por ser generalizdvel a uma vasta gama
de problemas com "bastante" aplicabilidade.
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O presente trabalho encontra-se organizado da seguinte forma:

- No capitulo 2, o problema € definido e formulado como um problema de
programagao inteira. Sdo entdo resumidos alguns resultados tedricos que constituem
a base de suporte para os diversos métodos de resolugdo.

- O método heuristico implementado bem como o método utilizado no célculo de
minorantes, apresentados nos capftulos 4 e 5 repectivamente, pressupdem ambos
uma 4rvore com restrigdes de grau, cuja determinago se detalha no capitulo 3.

- O capitulo 6 documenta o método exacto utilizado na determinagao da solugio
6ptima do problema.

- As diversas técnicas implementadas permitiram a obtengdo dos resultados
coligidos no capitulo 7, sobre os quais se efectua uma breve andlise.

- O capitulo 8 foi reservado para descrever as conclusdes a retirar da observagio
dos resultados computacionais obtidos e discutir algumas linhas de investigagio
futuras no Ambito do problema em anlise.

No inicio de cada capitulo é feita uma breve exposigdo dos diferentes métodos
conhecidos relacionados com o tema em causa.
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2. O Problema do Caixeiro Viajante Miiltiplo

2.1. Introdugao

O Problema do Caixeiro Viajante Multiplo ("The Multiple Traveling Salesman
Problem" : m - TSP) consiste em determinar o conjunto de percursos a serem efectuados
por m caixeiros, num dado conjunto de n cidades (para as quais se conhece a distancia
entre quaisquer duas cidades). Todos os caixeiros iniciam a viagem numa cidade,
préviamente fixada - cidade inicial ou depésito - onde t€m que regressar no final da
viagem. Cada cidade € visitada uma tinica vez por um s6 caixeiro e pretende-se que a
distancia total percorrida seja minima.

O m-TSP, nido representando por si um problema de muita aplicabilidade prética, é
importante por ser generalizdvel a uma vasta gama de problemas com "bastante"
aplicabilidade. Estes, resultam do m-TSr por introdugdo de restrigdes adicionais, como
por exemplo:

- existéncia de um limite superior para a distincia total percorrida por cada
caixeiro;

- existéncia de um nimero méximo de cidades que cada caixeiro pode visitar;

- Testrigdes de carga maxima e de procura nos vértices;

Problemas de distribuigdo ou recolha de prod i casos préticos de
introdugdo deste tipo de restrigdes no m-TSP, em que cada caixeiro representa um vefculo
de capacidade limitada.
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O niimero de caixeiros, m, pode ser fixo ou uma varidvel limitada, caso em que se
pretenderia ainda saber qual o nimero minimo de caixeiros necessdrios de forma a
minimizar os custos respeitando as restrigdes. Este trabalho incide apenas sob o caso
“mais simples" em que m € fixo.

Sdo ap das na secgdo inte as principais defini¢Ges e a notagdo utilizada ao

longo do texto, ao que se segue a formulagdo matemitica do problema. Por fim sdo
resumidos alguns resultados teéricos que servem de base a diferentes formas de estudo
deste problema.

2.2. Formulacdo Matemética do Problema

A primeira formulagéo do m-TSP surgiu em 1960, tendo sido apresentada por Miller et
al [38). Estes autores definem e formulam, pela primeira vez, o problema seguinte:

- Partindo da cidade inicial, um caixeiro viajante tem que visitar cada uma de n
cidades exactamente uma vez. Durante a viagem € exigido que visite a cidade
inicial m vezes (onde m € varidvel), incluindo a viagem de regresso, e ainda que
cada circuito ndo contenha mais de p cidades (entendendo-se por circuito uma
sucessdo de cidades visitadas sem passagem pela inicial). Pretende-se determinar
um percurso que minimize a distincia total percorrida.

De acordo com a definigdio apresentada, este problema nao € mais que um m-TSP com
uma restrigdo adicional, em que se exige que cada caixeiro nao visite mais que um nimero
fixo de cidades.

Neste ponto formula-se o problema de acordo com a formulagao proposta por Gavish
& Srikanth [21), sendo préviamente apresentadas algumas definicGes e notagéo bésica.
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O Problema, tal como foi descrito, pode ser representado através de um grafo
G = (V,A) onde:
V={12,.,n} éoconjuntodos vérices do grafo representando as
n cidades do problema;
€,
A o conjunto das arestas ou arcos do grafo, representando as ligagSes entre
as cidades.

A cada aresta, ou arco, encontra-se associado um custo ( interessa por vezes em vez de
custo considerar a distdncia, o valor, etc.) que se representard por:

¢jj - custo de um caixeiro viajar da cidade i€V paraacidade jeV;

ThS e

Gl matriz dos custos.
i RS

A matriz C diz-se:

-simétrica se  V ijeV ¢;=¢;, neste caso dir-se-4 que o problema €
simétrico, ou que se estd perante o caso simétrico do problema;

c.c. o problema diz-se assimétrico (*);

- euclideana se satisfaz a norma euclideana;

Se C fér simétrica o conjunto A designa-se por conjunto de arestas e G representa
um grafo ndo orientado, caso contrdrio A representa o conjunto de arcos do grafoe G
um grafo orientado.

Em grafos ndo orientados define-se grau de um vértice v como sendo o niimero de
arestas incidentes em v e representa-se por grau(v).

(*) Nota: Neste trabalho serd apenas focado o caso simétrico ¢ em que £ vélida a desigualdade triangular.

MCM. ER=
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Seja :

1 - cidade de partida e de chegada, por vezes também designada por cidade inicial
e final ou, simplesmente, por dep6sito;

S=V\{1} - conjunto dos vértices do grafo com excepgio do inicial;
m = n° de caixeiros viajantes.

Define-se :
- cadeia de comprimento k em G =(V,A) como sendo uma sequéncia de
arestas:
{ ai] s aiz 5y ey aik } @
em que 3; , 2<r<k-1 temum vértice comum com 3a;
com a;

, € 0 outro
1
1’

- Os vértices de & e & que ndo sdo comuns a vértices de a; e a;

k-1"
respectivamente, dizem-se extremos da cadeia;
- Um caminho de comprimento k € uma sequéncia de arcos (a) onde o vértice
final de a; i ¢ igual ao inicial de a; ,1<r<k;
T T

- Um ciclo ( circuito ) de comprimento K,

€ uma cadeia (caminho) de
comprimento k em que os extremos coincidem;

- Um grafo diz-se conexo se para qualquer par de vértices existir uma cadeia que
0s una;

- Um subgrafo de G = (V, A) € um grafo Gg = (X, Aj), onde X5 € X
e Ag € o conjunto de arestas de G que ligam vértices de X, ou seja:
A={GheAtiex,jeX};
- Um grafo parcial de G ¢ um grafo Gp= Vs Ap) onde A, C A;
Designar-se-4 por subcircuito imediato um circuito de comprimento dois, i.€.:

{(L,i), (i,1)}, i € S. Tal subcircuito representa o percurso de um caixeiro, que saindo

da cidade inicial 1, apenas visita a cidade i, regressando de seguida a cidade de partida, 1.




m-TSP O Problema do Caixeiro Viajante Miltiplo Cap. 2

Num problema em que m « n (se n =m o problema estava resolvido, e se n < m
é impossivel ) € 6bvio que qualquer solugdo admissivel do m-TSP tem no méximo m-1
subcircuitos imediatos, pois se m-1 caixeiros apenas visitam uma cidade as restantes
n-(m-1)-1 t€m que ser visitadas pelo caixeiro ainda ndo considerado (Fig. 2.1).

Ex.: n=6 (n®de cidades); m=3 (n?de caixeiros);

" Arestas de retorno de cada caixeiro
2 cidade inicial
Fig. 2.1

Este facto € utilizado na determinag@o de minorantes, como se verd no capftulo 5.

Formulagiio

Definindo as varidveis bindrias :

{ 1 se um caixeiro viaja directamente da cidade i € V paraacidade je V
1 =

0 caso contrédrio (c.c.)

Considerando o caso simétrico e m fixo, o m-TSP pode ser formulado ([21]) como

um problema de programago inteira, e consiste em :
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- Determinar o valor das varidveis bindrias X;j que satisfazem :
(P)
n-1 n
z* = Min Z 2 Cjj Xij + Zc” Xi1
i=1 j=i+1 ies
s.a:
s =hm
jeS 1

g:s"il:“‘

"jl"gj‘ix‘ +2 % =2Vjes

i>j

Y xS ISkl-1 VSKCS, Sg#0

ijes,

4§

Xjj =0,1 1<i<j<nm
xj; =01 Vie$S

(S &8 mop = %52)

Onde as restrigoes :

()

@

(©)]

@

(2) garante que da cidade (vértice) inicial, 1, partem exactamente m caixeiros

(arestas);

(3) garante que os m caixeiros regressam a cidade de partida (existem m arestas

incidentes em 1 representando as arestas de retorno dos caixeiros);

@)

garantem que vin cada vértice de S incidem apenas duas arestas, ou seja, 0

grau de cada vértice € dois. Assim, cada cidade, com excepgdo da inicial, é

visitada uma e uma s6 vez;

(5) impedem a formagédo de subcircuitos nos subconjuntos de S, i.é. para
qualquer S, C S existe sempre uma aresta que une um vértice de S, com
um vértice de S\Sy, pois o niimero de arestas que ligam dois vértices de Sy

nunca € superiora | S |- 1.

Caso estas restrigdes ndo fossem consideradas poderia ter-se, para um dos caixeiros,
uma solugdo como a exemplificada na Fig. 2.2, ndo representando uma solugdo admissivel

para o m-TSP.

M.C.M.
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®

/)

A

©

S;€8=V\{y | §1=3 X33+ Xpq+ x3"=3
Fig. 2.2

A fungio objectivo (1) garante a minimizagdo da distdncia total, ou seja da soma das
distancias percorridas por cada um dos m caixeiros.

2.3. Outras Abordagens

Sendo uma generalizagdo do problema do Caixeiro Viajante (TSP - "Traveling
Salesman Problem"), ndo é de estranhar que os métodos existentes para a determinagdo de
solugdes aproximadas e exactas para o m-TSP surjam cor. : zeneralizagdes dos diversos
existentes para o TSP. A heurfstica utilizada €, como se verd, um exemplo destas técnicas.

Um estudo alternativo deste problema, pode ser feito por transformagao do m-TSP
num TSP. Alguns autores apresentam transformagoes admissiveis, que resultam da
expansdo do grafo que representa o m-TSP.

Sendo no inicio de cada capitulo resumidos alguns dos diferentes métodos aplicéveis
ao m-TSP, faz-se, neste ponto, uma breve descri¢do de certos resultados teéricos
julgados relevantes.
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Bellmore & Hong [4), consideram o m-TSP assimétrico em que m € varidvel e em que
existem custos associados a utilizagao de cada caixeiro. Os autores, pretendem ainda
determinar o nimero de caixeiros a utilizar de forma a minimizar o custo total das viagens
adicionado ao custo de utilizagdo dos caixeiros. Provam que a solugdo deste problema
coincide com a determinagdo do circuito 6ptimo para o TSP assimétrico no grafo
expandido:

G'-= (V!, A")
onde:
V' =V u { m-1 cépias do depésito }
=E{1, 20, 1 2 e (m=1) )

A' contém:
todos os arcos de A;

(-i, j) para todos os vértices adicionais -i, com j = 2,...,n se
em A existe o arco (1,j);

(j, -i) para todos os vértices adicionais -i, com j = 2,...,n se
em A existe o arco (j,1);

iy -G-1) i =1, 2, ..., (m-1)

Sendo, no grafo inicial G:
diJ - a distAncia da cidade i 2 cidade j, i, j =2, 3, w, 0}

€, - 0 custo associado & utilizagdo do k-ésimo caixeiro;

A distancia em G', € definida por:

d'= dg. il n]
doy=digel g 1 =023, e, =2y 8 el
Cja=dip+l =11, 2003 0 o e D), W =123, s

pan=) Ga-a 1=123 . @D

Assim, um m-TSP assimétrico, com n cidades, pode ser resolvido, resolvendo um

TSP assimétrico com n-1+m-1 cidades.
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Orloff [40) apresenta também uma transformagdo do m-TSP num TSP com base numa
expansio do grafo original, para problemas assimétricos € uma outra para o caso
simétrico. Lenstra & Rinnooy Kan [35) afirmam haver casos em que esta transformagdo
ndo € correcta e demonstram a validade de uma nova que apresentam.

Hong & Padberg [29) transformam o m-TSP simétrico com n cidades e m caixeiros,
em que consideram custos associados a utilizagdo de cada caixeiro, num 7SP simétrico
com n-1+m+4 cidades. Discenza [14] prova a equivaléncia entre a formulagéo deste TSP
€ uma nova em que retira dois dos vértices extra. Mostra ainda, que estas formulagdes sdo
equivalentes a uma terceira em que os quatro vértices extra sao substituidos por um par de
Testrigoes simples.

Mais tarde, Rao [42) prova que o resultado de Bellmore & Hong é generalizével ao
caso simétrico.

Jonker & Volgenant [32], para o caso simétrico, demonstram ser possivel diminuir a
degenerescéncia originada pelas m-1 cépias do depdsito, quando m > 2. Segundo
afirmam, o maior problema desta transformagao, a qual designam por transformagao
original, estd no facto de 2 solugd@o éptima do m-TSP corresponderem m! solugdes
Gptimas do TSP, dadas as possfveis ordens para os dep6sitos ficticios. Tal facto dificulta
a resolugdo de problemas quando m > 4. Provando que para o TSP, transformagdo
original de um m-TSP simétrico, existe uma solugdo 6ptima que ndo contém um
determinado tipo de arestas - arestas removiveis - conseg diminuir a d encia

do TSP. Obtém assim, problemas cuja resolugdo tem grau de dificuldade comparével ao
dos TSP’s.

Com base nestas transformagdes, hd autores que resolvem o m-TSP, por um dos
diversos métodos existentes para o TSP, como se frizard ao longo do presente trabalho.

Os métodos para a determinagdo de minorantes baseiam-se frequentemente em
alteragdes na matriz de distdncias. Berenguer [5] mostra que as tnicas transformagdes
lineares admissfveis, ou seja, aquelas que preservam a ordem total do conjunto de
solugdes admissfveis de acordo com o critério de valor, para a matriz de disténcias, C, de
um m-TSP, sdo as que se obtém por adigdo de constantes 8; ¢ 8; A linha i e acoluna
jde XC (com i, j = 1,..., n; X constante). Lenstra & Rinnooy Kan [36] apresentam
este mesmo resultado de forma mais explicita.

MCM. Sl
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3. Determinacio de uma Arvore de Suporte com
Restricoes de Grau num Vértice, de Custo Minimo

3.1 Introdugao

O problema da determinagdo da drvore de suporte de custo mfnimo num grafo
G = (V,A) (SST - "Shortest Spanning Tree"), pode traduzir-se pela procura de um
grafo parcial conexo sem ciclos, que contenha todos os vértices de G, de custo
minimo (*).

Planeamento de redes de transportes, si de comunicagio, instalagdo de redes de

condutas de dgua e de electricidade sdo exemplos de aplicagdo prética do problema da
determinagdo de uma SS7. Este constitui ainda uma ferramenta essencial a diversos

métodos utilizados na determinag@o de limites para certos problemas, como por exemplo o
TSP.

Existem, para a sua resolugdo, diversos algoritmos considerados eficientes. Prim [41],
e independentemente Dijkstra [13], desenvolveram um algoritmo de complexidade OOW),
eficiente para grafos simétricos e completos (onde |Al=n(n-1)/2). Para grafos pouco
densos (ou seja, grafos em que |Al << n(n-1)/2), Kruskal [33] apresenta um algoritmo de
complexidade O(IAl log IVI). Yao [45], por sua vez, implementa de forma mais eficiente
este algoritmo, reduzindo a sua complexidade para O(IAl log log IVl). O mesmo
conseguem Cheriton & Tarjan (7] que descrevem dois algoritmos para grafos pouco
densos. Estes autores apresentam ainda um algoritmo eficiente para grafos planares

*) Nota: O custo de uma 4rvore de suporte é a soma dos custos associados as arestas que a compdem.

M.CM. - 12 -
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(0(Iv1)) e outro para grafos densos (O(IAl)), referindo no seu trabalho Kerschenbaum &
Van Slyke a propésito da implementagdo do algoritmo de Prim de forma mais eficiente.

Hu (30), estuda um problema de comunicagdes telef6nicas, envolvendo uma SST um
pouco diferente da usual. SupGe existir um nimero fixo de chamadas telefénicas entre
qualquer par de cidades, Tij © define distdncia entre as cidades i e j como sendo o
produto de rjjcom a soma das distdncias associadas as arestas no caminho tinico
existente entre i e j, na drvore de suporte. O problema resume-se entdo a determinar uma
4rvore de suporte cujo custo total seja minimo, sendo este dado pela soma das distdncias
entre 0s ( '2') par de cidades.

Spira & Pan [43] abordam o problema da determinagdo de uma SST num grafo com
mais um vértice (ou menos um; ou em que foi alterado o custo de uma aresta) que outro
grafo para o qual dispdem de uma SST.

Com bastante interesse prético, surgem ainda diversas generalizagdes da SST que
consistem na introdugdo de restri¢des adicionais - restrigdes de grau nos vértices e/ou de
capacidades nas arestas - passiveis contudo de originar problemas de "dificil" resolugéo.
Garey & Johnson [19], apresentam diversos casos relacionados com a SST onde
enumeram alguns probl de "dificil resolugao".

Porém, as situagSes em que se pretende encontrar uma 4rvore de suporte, na qual seja
fixo o grau de um sé vértice, de menor custo possivel, traduzem problemas de "f4cil"
resolugdo, existindo para o efeito algoritmos que os resolvem em tempo de execugio
polinomial. A primeira abordagem deste problema foi feita por Glover & Klingman [23],
tendo posteriormente Gabow [18] apresentado e demonstrado a convergéncia de um
algoritmo - s eficiente para grafos pouco densos.

No presente capitulo descreve-se o algoritmo de Gabow para a determinagdo de uma
drvore de suporte com restrigdes de grau no vértice 1, de menor custo possivel.

Como se verd adiante, a heuristica utilizada no cdlculo de um majorante para o m-TSP,
requere a determinag@io de uma 4rvore de suporte onde o vértice inicial, 1, tenha grau 2m,
de menor custo possfvel. O método utilizado na determi de mi ita do
célculo de uma 4rvore andloga, em que o vértice inicial, 1, tenha grau m. Assim, o
algoritmo de Gabow ser4 apresentado para o problema da determinagio de uma drvore de
suporte, onde grau(l) = b, de custo mfnimo, que se passaré a designar por b-SST.
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O processo inicia-se com uma drvore de suporte, T, que contenha o conjunto de
arestas incidentes em 1 no grafo inicial, de menor custo possivel. As arestas de T
incidentes em 1 vio sendo trocadas por arestas que ndo incidam em 1, até ser b o grau do
vértice 1. A escolha da drvore inicial bem como as trocas de arestas sdo feitas com base
nas propriedades que se enunciam e demonstram ([18]) no pardgrafo seguinte.
Seguidamente descreve-se o algoritmo, sendo por fim discutidas a sua convergéncia e
complexidade.

3.2. Propriedades

As propriedades ([18]) que se apresentam neste pardgrafo, tém por objectivo
demonstrar a validade do algoritmo utilizado na determinag@o de uma drvore de suporte,
onde o vértice 1 tenha grau b, de menor custo possivel (b-SST).

Comegando por demonstrar ser possivel a obtengdo de uma (k-1)-SST a partir de uma
k-SST, descreve-se entdo uma forma de determinagio de uma r-SST, em que r € o grau
do vértice 1 no grafo inicial. A partir desta 7-SST, e com base nas propriedades
enunciadas, obtem-se uma (r-1)-SST. O processo vai-se repetindo, ou seja vio-se
obtendo sucessivas drvores em que o grau de 1 vai diminuindo de uma unidade até atingir
o valor de b (b-SST).

No que se segue, define-se:

* componentes conexas de um grafo G = (V, A) como sendo os subgrafos
gerados pelas classes de equivaléncia definidas pela relagdo (Fig3.1):
iR j sse i=]j ou existe uma cadeia ligando i e j, com ije V;

*  floresta de suporte de um grafo G como sendo o grafo definido pelo conjunto
das 4rvores de suporte para cada componente conexa de G ) (Fig. 32).

) Nota:  Se o grafo for conexo s6 existe uma conexa e, a floresta de
suporte serd formada por uma s6 érvore de suporte.

MCM. - 14 -
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e considera-se:
R o conjunto das arestas de G = (V,A) incidentes em 1;

ﬁ'k o conjunto de todas as 4rvores de suporte, T, tais que grau(l) = k
. Te T, se k=|RAT|®

Ex.: Seja o grafo seguinte:

@) Fig. 3.1.

(a) e (b) rep: as duas comp do grafo

Uma floresta de suporte € dada por:

%

Assim, o problema que se pretende resolver consiste em determinar uma drvore em
‘D'b de custo menor possivel ([18]).

Fig. 3.2.

Teor.1: Seja Te U‘k de custo minimo. Entdo:
E T

@ Se Ty ,#0
existem arestas e € RNT e fe RUT tais que T\{e}U{f}
€ uma 4rvore em s’k-l de custo minimo;

) Nota: Com o objectivo de simplificar a notag#o, T tanto denota uma Arvore COmO as suas arestas.
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(b) Se Oy, %0
existem arestas e € T\R e fe R\T tais que T\{e}U{f}
éuma drvoreem 7y ; de custo minimo.

Dem.:
(a) Seja T' e ﬁ'k_l de custo minimo, contendo tantas arestas de T quantas
possiveis;

Comega-se por encontrar arestas e e f tais que T= TVejuiff e T kot
e tenha custo minimo;

Seja f=(f;,f,)e T'\(RUT) (f existe, pois | T'\R|>|T\R|)

Como T ¢ uma érvore de suporte, existe caminho entre qualquer par de
vértices,em T = existe caminho entre f; e f,, em T;

feT = T'\{f} representa duas componentes conexas;

Seja e uma aresta no caminho entre f; e f, em T que liga as duas
componentes conexas de T'\ {f};
Logo, T\{e}u{f} e T'\{flu{e} sdo drvores;

Demonstre-se agora que e € R:
Para tal, suponha-se que e ¢ R, entdo:
(M\{e}oit)e &, = . < e
]I = €u=¢Cp
e

(T\fjufe) e Ty = ¢ < ¢

Logo, (T'\{f)u{e}) e T",; tem custo minimo e contém mais
arestas de T do que T', o que contradiz a definicdo de T'

e € R, como por definigio e T = ee RNT
Resta provar que T= T\{e}u{f} tem custo minimo em b k-1

e U= nc@izc @) 1))
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(T'\{f}u{e}) € T, = c (T'\{flufe}) 2¢(T) =

= c(T‘)-c,+ce2c(T) =5 c(T')2c(T)+c,--ce =

= c(T)2 ci(h) @
We@d = c(@=c @)

= T = Te}U{f} ¢ uma drvore em T .1 de custo minimo;

(b) demonstra-se de forma anéloga. (c.qd)

Cor. 1: Seja Te T’ de custo mfnimo.
Se ee RNT e fe¢ RUT tais que:
T\{e}u{f} ¢ uma édrvore
e

¢¢- ¢, € minimo entre tais arestas

entdo, T\{e}u{f}e T, ; e tem custo mfnimo.

Dem: Te T ; ee RAT;fe RUT ; T\{e}U{f} ¢ uma drvore =
=T =TVeuifte T,
Seja, T'e wk-l de custo mfnimo = ¢ (T") < ¢ (T) [0))
Pelo teor. 1, existem arestas:
e;€ RAT , fie RUT taisque oT") = c(T\{e}u{f,}) =

= ¢(T") = ¢(T) - Cey* Oty 2 ¢(T) - ¢+ ¢¢ @

me@= c@=c()
=~ T=Teuif}e T e tem custo minimo (cqd)

O teor.1 e o cor.1 indicam como se pode encontrar uma 4rvore de suporte onde o grau
do vértice 1 seja k-1, de custo mfnimo, a partir de uma 4rvore de suporte onde 1 tenha
grau k, de custo mfnimo. Torna-se assim evidente que se for resolvido o problema da
determinagdo de uma édrvore de suporte, onde o vértice 1 tenha grau igual ao que tinha no
grafo inicial, r = |R|, de menor custo possfvel se pode, por sucessivas aplicagdes destes
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resultados determinar uma b-SST, desde que b <r =|R| (pois, caso contrdrio o
problema € impossivel).

g: Seja U uma floresta de suporte de custo minimo em G, = (S, A;) (onde
S=V\{1} e A, representa o conjunto de arestas em G que ligam vértices
de S) e U, o conjunto de arestas de U.
Entdo,
G, = (V,U,UR) contém uma 4rvore em T de custo minimo, se T #@.

Dem.:
Qualquer drvore de suporte de G contém uma arestade 1 para cada drvore de U;
Seja k o nimero de drvoresem U, k<r (k ¢ o menor valor que o grau de 1

pode tomar);

Uma 4rvore T'e ‘-Tk de custo minimo, pode obter-se unindo as k arestas de
menor custo (R, € R) que ligam 1 a cada 4rvore de U;

T' = (V,U,URy) &€ T e tem custo minimo;

Utilizando o teor.1(b), pode encontrar-se com base em T' uma drvore em Ty ¢
de custo minimo, se T”y, ;#@, contendo apenas arestas de U, UR;
Repetindo o processo determina-se em 9", a drvore pretendida, se I #2;

= se O #0, G, contém uma drvore em I de custo minimo. (cqd)

Obs.: Veja-se em que casos T =@ :
Seja T'=(V, UyU Ry);
Se [R|2Ke T #0 existem r-k arestas incidentes em 1 pertencentes
a R\Rk;
Se forem juntas a T' estas arestas e retiradas outras r-k de forma a se ter
uma 4rvore (logo, serdo arestas de U, ), obtém-se uma érvore em U'r;

OB = 2
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Fig. 3.3
k=2 (n®de 4rvores de U) R, = {(1,4), (1,2)}

o Adrvore T'e ‘J'z de custo minimo é:

custo = 31

Fig. 3.4

Introduzindo a aresta (1,3) € R\R2 em T' tem que ser retirada (2,3) € U,,
sendo: €1,3°C3= 2;

Introduzindo a aresta (1,5) € R\R, em T' € retirada (5,7) ou (7,8) ou (4,8),
sendo: €157 Csp= -1; Cp5-C8= -2; €15 " C48= -4;

substitui-se (1,5) por (4,8) € U,, pois representa a troca de arestas que
proveca menor "aumento" no custo
total da drvore.

. Uma drvore em "T:! de custo menor possivel é:

custo = 27
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custo =29

Nota: Se Gy for conexo, U representa uma SST, sendo k = 1, mantendo-se a
validade do corolério 2.

3.3. Descricao do Algoritmo

No algoritmo implementado comega-se o processo com uma 4rvore de suporte, T, que
contenha o conjunto R de arestas incidentes no vértice 1 (ou seja com uma 4rvore em
que 1 tenha grau (>b) igual ao que tinha no grafo inicial, G), de menor custo possivel.

No parédgrafo anterior, cor.2, provou-se que, sendo U uma floresta de suporte de
custo mfnimo em G, = (§,A)), o grafo G, = (V, UyUR) contém =2 drvore de

suporte, onde grau(1)=|R| de custo minimo (/R/-SST).

Assim, para se obter uma /R/-SST , T, comega-se por encontrar uma floresta de custo
minimo, U, em Gr Tal foi feito com base no algoritmo de Kruskal ([44]) para a
determinagéio de uma 4rvore de suporte de custo minimo (SST), em que se G for
desconexo se tem como resultado uma floresta de suporte de custo minimo. Dada U,
considera-se o grafo G, (Fig. 3.7a). Encolhe-se R a um ponto, s, resultando um grafo
Gy = (X, Ag) (Fig. 3.7b), onde:

X ¢ o conjunto formado pelo vértice s e todos os vértices ndo adjacentes a 1
em G, |X|=n-grau) + L;
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€
Ay étalque
xy) € Ay se (x,y) e Uy : (Ix)e R e (1Ly e R;
(x;5) € Ay se Jy: (xy)e Uy ; (Lyy e R e (1,x) ¢ R.

Calcula-se uma SST em Gy (Fig. 3.7¢) (tendo-se, mais uma vez, recorrido ao

algoritmo de Kruskal), recuperando-se por fim R, de forma a obter a /R/-SST
pretendida, T (Fig. 3.7d).

Ex: Seja n=10 e Gy

onde:

/. representam arestas de
R

o representam arestas de
U
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Ap6s se ter encontrado a 4rvore de suporte inicial, T, na qual grau(l) = [R| (>b) e
determinada U, comega-se a fase de trocas entre as arestas de U\T e asde T incidentes
em 1. Esta fase termina quando grau(l) = b.

Com o objectivo de escolher a melhor troca possivel em cada caso, criam-se filas de
prioridades para cada aresta de TMR de acordo com o seguinte procedimento:

A aresta e € TNR pode ser substituida por fe U se f unir as duas componentes
conexas de T\{e}. A fila de prioridades F(e) guarda todas as arestas do tipo de f. A

prioridade de cada aresta, representando a alterago no custo total da drvore, T, se a aresta
e for trocada por f, € dadapor ¢;-¢, (sendo ¢, constante em F(e) ).

Assim, em cada passo, s&o trocadas as arestas de menor valor de diferenga de custos,
sendo referidas como sendo as arestas de maior prioridade.

Ex.: Seja

Fig. 3.8

Retirandode T a aresta e = (1,2), resulta:

M.CM. - -
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as arestas f € U que podem substituir e = (1,2) sd@o arestas que liguem um dos

vértices do conjunto B = {2,3,4,5} com um vértice de S\B. Assim, a fila de
prioridades de e vem:

E@,2) =[(2,9) (3,7) (5.8) (arestas)

’7 a2 e st :| (prioridades)

Sendo T uma k-SST e Cp, " Cey = Min { Min {c, 3 } } sabe-se
€1 eeTnR feF(e

que (cor.l) T\{eJu{f,} éuma (k-1)-sST.

O problema da determinagdo de uma b-SST ndo tem solugdo se o grau do vértice 1, no
grafo original, for menor que b, nem se ndo existirem arestas de 1 para cada uma das
subdrvores de U (Fig. 3.10). O presente trabalho incide apenas sobre problemas em grafos
completos para os quais existe sempre uma b-SST (b<n-1). Contudo, no método
utilizado para a determinagdo da solugdo Gptima (cap. 6) sdo resolvidos, como se verd,
subproblemas em que algumas das arestas do grafo inicial sdo fixadas com valor zero,
podendo resultar um problema para o qual ndo exista uma b-SST. Tal facto, levou a que
na implementagdo computacional se incluisse um teste & impossibilidade do problema da
determinagdo da b-SST.

Ex.: Seja b=2

@©
Fig. 3.10

(ii)

Embora |R| =3 > 2, ndo existem em R arestas para a subdrvore (i) de
U. Logo, o grafo é desconexo ndo existindo nenhuma 2-SST.

MCM. =Bl
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Algoritmo (1) : (Determinagio de uma b-SST em G)

Dados: Matriz dos custos, C;
n® de cidades, n;

valor que se pretende fixar como grau do vértice 1, b;

Resultado: T - Vector representativo das arestas da b-SST;
csst - custo da b-SST;

1. Determinar U uma floresta de suporte minima em Gy =(S,Ap);
Seja R o conjunto das arestas de G incidentes em 1;
Fazer grau(l) « |R|;
Se grau(l)<b ouseem R ndo existirem arestas de 1 para cada uma das
subdrvores de U terminar - Problema impossivel;
c.C. continuar;

2. Encontrar T uma /R/-SST, i.é. uma 4rvore de suporte que contém R, de
menor custo possivel;
Calcular o seu custo: csst;
Se grau(l) = b terminar - T € uma b-SST;
c.c. continuar;

3. Para cada aresta
e € R
* determinar F(e) a fila de prioridades que contém todas as arestas
fe U que ligam componentes conexas de T\{e};
Se F(e) # @  encontrar a aresta f'e F(e) de maior prioridade:
o =flw¥ze){ Sieed

4. Entre todas as arestas f' encontradas escolher a fila de prioridades F(e)

que contém f" a aresta de maior prioridade;

5. (* substituigdo da aresta e por ' em T *}
T« T\{e}u{f"};
Fazer: grau(l) « grau(l) - L;
esst  « csst + Cpn - € 3
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6. Se grau(l)> b irpara 7;

c.c. terminar : encontrou-se a b-SST pretendida;

7. {* actualizagdo das filas de prioridades *}

74 Retirar f" de F(e);

7. Retirar " de F(e'), onde e' € a outra aresta que pode ser

substituida por " ©;

73. Juntar F(e) a F(e') @ calculando, para cada f e F(e), ¢; - cgr , 0u

seja aprioridade de f na nova fila de prioridades F(e');

74 Se F(e') # @ encontrar f' a aresta de maior prioridade em F(e');
Voltar a 4.

Observacdes:

® A aresta e' referida em 7, existe sempre, pois dada qualquer aresta (x,y) de
U ela pode sempre substituir duas (¢ s6 duas) arestas incidentes em 1, desde que possa
substituir uma. Cada aresta f" representa sempre a ligagdo entre componentes conexas de
T\{1}, podendo assim substituir as arestas que unem 1 com os dois vértices adjacentes
a 1em cada uma dessas duas componentes conexas. Considerando o exemplo da Fig.3.8,
tem-se que a aresta (3,7) € U pode substituir (1,2) € T e (1,6) € T.

() Em 73, a jungdo de F(e) a F(e') € justificdvel pelo facto de as arestas que
podiam substituir e em T passarem a poder substituir e' em T\{e}U{f"}. No
exemplo em andlise, se (1,2) for substituida por (3,7), sendo :

F(1,2) =|(3,7) (5,8) (2,9) F(1,6) =| (3,7)
(prioridade) | -2 -1 0 -1
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passaria a ter-se :

Fig. 3.11

onde, F(1,2) =9 e F(L,6) =|/_(5,8) (2,9)]
0 1

ou seja, as arestas (5,8) e (2,9) que podiam substituir (1,2) passam a
poder substituir (1,6), muito embora a prioridade seja diferente.

Com base no que foi afirmado e nas propriedades do pardgrafo anterior, torna-se 6bvio
concluir que o algoritmo descrito resolve o problema a que se propunha, ou seja
determina uma b-SST num grafo G = (V, A).

Utilizando, na determinagdo das SST necess4rias aos passos 1 e 2, um dos algoritmos
referidos ([7], [45]) de complexidade O(IAl log log IVI), em vez do de Kruskal de
complexidade O(IAl log IV1), Gabow [18] demonstra que a complexidade deste algoritmo €
da ordem de O(IAl log log IVI + [VI log IVI). Porém, esta ainda pode ser melhorada se na
determinagdio da drvore inicial, T, forem utilizadas técnicas semelhantes as de Spira & Pan
[43], caso em que se obtém uma complexidade de O(IV1), em vez da actual O(IV!loglVI).
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4. Determinacido de um Majorante e de uma Solucio
Admissivel

4.1. Introdugio

Sendo o m-TSP uma extensdo do problema do caixeiro viajante simples, parece natural
que grande parte das heuristicas existentes para a determinag@o de uma solugo admissivel
para o m-TSP e de um majorante para o seu valor 6ptimo, surjam como adaptagio das
existentes para o TSP.

Pode ainda pensar-se numa transformagao do m-TSP num TSP e utilizar qualquer dos
métodos existentes para o TSP. Contudo esta alternativa origina um aumento pouco
conveniente da dimenso do problema.

Os métodos que geram solugdes admissiveis para o TSP podem dividir-se em duas
classes - métodos de construgdo e métodos de melhoramento. A primeira engloba
heuristicas de construgdo de um circuito com base na matriz das distincias, enquanto que
a segunda se traduz em processos iterativos de melhoria de um circuito inicial. Golden et
al. [24] estes métodi dam as suas complexidades e fazem sempre que

possivel a andlise do pior caso, i.e. indicam um majorante para a razio entre o valor da
solugdo admissifvel obtida pelas heuristicas e o valor 6ptimo do problema.

Frederickson, Hecht & Kim [16], adaptam 2 determinag@o de uma solugio admissivel
para o m-TSP dois métodos de construgdo para o TSP - o método da insergdo mais
préxima e o do vizinho mais préximo, que partindo de um né inicial se diferenciam pela

Tanas F}

forma como é > 0 vértice a integrar no circuito. Apresentam, ainda

&
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uma terceira heuristica ("m-Splitour") que consiste na subdivisio de um circuito para o
TSP em m subcicuitos. Este método € dos trés o que apresenta melhor andlise de pior
caso, ou seja o que, no pior caso, obtém uma solu¢do admissivel com valor mais préximo
do valor 6ptimo do m-TSP, caso seja utilizada a heurfstica de Christofides [9] para a
determinago do circuito inicial para o TSP.

No presente trabalho, a determinagdo de uma solugéo admissivel e de um majorante
para o valor éptimo da fungéio objectivo do problema foi feita de acordo com a heurfstica
de Frieze [17), sendo esta por seu turno uma generalizagdo da de Christofides [9). Assim,
foi adaptada a impl ¢do comp ional da heuristica de Christofides elaborada por
Mourdo [39].

O método proposto por Christofides s6 ¢ aplicdvel a problemas cujos grafos sejam
completos e € o que proporciona, em casos simétricos e que verifiquem a desigualdade
triangular, melhor andlise de pior caso. Nestas condigdes, o valor da solugdo por ele
encontrado, ndo € mais do que 50% superior ao valor 6ptimo, resultado que Frieze [17]
demonstra manter-se valido para o m-TSP.

A descrigdo da heuristica de Frieze, apresentada no préximo pardgrafo, € antecedida
pelas definigdes julgadas importantes. Sdo explicados os principais passos deste método
de forma a justificar a admissibilidade da solugdo que se obtem. Por fim € feita a
comparagdo possivel entre o valor obtido por esta heuristica e o valor 6ptimo do
problema.

4.2. Método Heuristico

Designando-se por m-percurso, H, um conjunto de m subpercursos Hy,...,Hp,
onde:
BT

@) H;, i=1,...m utiliza o vértice inicial, 1;

.,m forma um ciclo;

(iii) para cada vértice v e S=V\{1} existe um tnico ciclo que passa em v.
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e sendo o custo total de H dado por :

m
c(H) =X c(H;) onde c(H)= 2 cley)
i=1 exeH;

Uma solugdo admissivel para o m-TSP pode ser dada por um m-percurso encontrado
de acordo com o método heurfstico proposto por Frieze, que se descreve neste ponto.

Dado um caminho Euleriano no grafo, i.€. um caminho que passa uma e uma s6 vez
por cada aresta do grafo, torna-se facil encontrar um m-percurso, sendo simultaneamente
garantida a sua existéncia. Demonstra-se que tal caminho existe em grafos Eulerianos, ou
seja, grafos conexos e em que todos os vértices t€ém grau par ([25]).

No método que se apresenta comega-se (passos 1 e 2) por construir, com base no

grafo inicial, um grafo Euleriano, sendo para tal necessdria a introdugdo dos seguintes
conceitos:

* Dado o grafo Gy = (Vy, Ag) , um subconjunto E, de Ay € um
emparelhamento ("matching") em Go se quaisquer duas arestas de Ej ndo
tiverem vértices em comum (Fig 4.1);

* Um emparelhamento E, diz-se perfeito se em todo o vértice de Go incidir
uma aresta do emparelhamento (Fig 4.1), i.e., se:

| Eql=1Vol/2

Note-se que s6 existem emparelhamentos perfeitos em grafos com um niimero par de
vértices.

Obs: | Vj |, que no método heurfstico representa o niimero de vértices de grau fmpar
de uma 4rvore de suporte, onde o grau do vértice 1 € 2m, de menor custo
possivel (2m-SST), é um niimero par, pois num grafo (e, em particular numa
4rvore) o nimero de vértices de grau fmpar € par.

* O custo dum emparelhamento € igual & soma dos custos das arestas que o

compdem.
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Ex.: Considere-se o grafo:

Um emparelhamento em G €, por exemplo, formado pelas arestas:
{4,5), (6,3)};
sendo um emparelhamento perfeito:  {(4,2), (6,3), (7,5) }.

A solugdo admissfvel para o m-TSP, bem como o seu valor, foram determinados de
acordo com o método heuristico que se descreve no algoritmo seguinte. Neste, com o
objectivo de n@o sobrecarregar a notagao, e dado nao ser possivel qualquer confusdo, Ty

tanto denota a 2m-SST como as suas arestas.

Algoritmo (II):

Dados: Matrizde custos, C; Niimero de cidades, n; Nimero de caixeiros, m;

Resultado: Solugdo admissivel representada pelo m-percurso H;
Valor da solugdo encontrada, z

1. Determinar uma 2m-SST em G = (V,A). Seja Ty essa drvore (utilizou-se o
Algoritmo (I) - cap. 3 - com b = 2m);

2. Identificar o conjunto de vértices de grau fmpar, Vo, em Tp;
Construir o emparelhamento perfeito de custo minimo ((6]) E, ("I-matching")
em Gy = (Vg,Aq), sendo Ay © A o conjunto de arestas que ligam os
vértices de Vj no grafo inicial;
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3. No grafo G'=(V, TyUE,), todos os vértices tém grau par se forem
duplicadas as arestas que estdo simultineamente em T, e E,. Logo, G'¢
Euleriano existindo, portanto um caminho Euleriano;

Construir o caminho Euleriano CE em G' ([25]);

4. Transformar o caminho euleriano CE num m-percurso H, como se segue:

Seja Ry o conjunto dos vértices adjacentesa 1 em Ty;
Suponha-se que CE segue a seguinte sequéncia de vértices:
) 1=W;,Wyye,Wy=1
Analisa-se a sequéncia acima, néo considerando um vértice w; se um dos
dois casos seguintes se der:
(@ w;#1 e w; jdtiver sido visitado (pois cada vértice € visitado
uma e uma sé vez); R
‘® wieRy e le{w,,w.,}

5. Calcular o valor da solugdo, como sendo a soma dos custos das arestas

pertencentes ao m-percurso H, seja Z esse valor.

Cabeaqui li que para a realizag@o dos

P nunca sio necess4rios mais de
m caixeiros, dado que se de G' (passo 3) for retirado o vértice 1, resultam m subgrafos

no méximo. Tal equivale a afirmar que pelo menos m arestas do emparelhamento unem
vértices de subdrvores de To (resultantes de retirar 1 de T) diferentes, o que pode ser

justificado do seguinte modo:

Em cada uma das diferentes sub4rvores, resultantes de T sem o vértice 1, os vértices
de grau fmpar sdo em nimero par (pois, isoladamente sdo 4rvores e numa 4rvore o
nimero de vértices de grau fmpar é sempre par). Seja v o vértice adjacente a 1 numa
dessas 2m subdrvores (2m dado ser o grau de 1). Juntando a aresta (1,v) a sub4rvore o
nimero de vértices de grau fmpar passa a ser fmpar. Logo, pelo menos uma das arestas
do emparelhamento tem que unir um dos vértices de grau fmpar desta subdrvore com um
de grau fmpar de outra diferente, dado tratar-se de um emparelhamento perfeito (no
conjunto de vértices de grau fmpar) onde todos os vértices sdo emparelhados dois a dois.
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Ex: Seja n=11 (n®de cidades), m =2 (n®de caixeiros) e T, dada por:

Fig. 42

onde, o conjunto dos vértices de grau fmpar é : Vo ={2,3,4,6,7, 8,9, 11}.

As 4 subdrvores resultantes da eliminagdo do vértice 1 sdo:

nar o P 2
© ®
© SN RCLERG
b)

(a) ( () (d
Fig. 43
tendo-se,
e vértices de grau fmpar
— incluindo 1

@) 3,4 2,3 4

(b) 5 6 6

© 2 7

d) 9, 11 8,9, 11

Sendo em cada um dos casos, fmpar o nimero de vértices de grau fmpar, pelo menos
m das arestas do emparelhamento perfeito unem cada uma das subdrvores com outra. Ou

M.CM. o Ha2==
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seja pelo menos m das 2m subdrvores ficam ligadas por uma aresta do emparelhamento,
resultando no final m subdrvores no méximo.

Contudo, pode acontecer que se em G' for retirado o vértice 1 se obtenha apenas um
subgrafo. Tal facto ndo causa no entanto problemas, ou seja os m caixeiros sdo todos
utilizados, devido ao modo como em 4 ¢ obtido o m-percurso a partir do caminho

Euleriano. Neste passo as condigdes (b) obrigam a que sejam inclufdas na solugdo as
2m arestas de T incidentes em 1, sendo portanto criado um percurso para cada
caixeiro (Fig. 4.4).

Exzsni="11:"mi=2

Seja Ty L Eg:

§ - Arestas do emparelhamento

/) - Arestas da SST

Fig. 4.4

Retirando o vértice 1 resulta o subgrafo assinalado com ponteado.

Sendo um caminho Euleriano dado por :

CE = {(1,2), (2,4), (4,3), (3,5), (59), (9:6), (6,3), (3,1),
(1,10), (10,8), (8,7), (7,11), (11,9), (9,7), (7,1)}

Rg=1{23710)

€,

A passagem de CE a H é feita seguindo a sequéncia de vértices de CE enquanto
nio se tiver 4(a) ou 4(b). Assim, inicialmente vem:

H = {(1,2), (2,4),

M.CM. -3 -
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L4 sh
Lo 2] |
como 3 € Ry e 1e {(4,3);%3,5)}, aaresta (4,3) nio é considerada para o

poder ser (3,1).

O m-percurso serd entdo dado por:
H={ 12), 24, 45, (59, 96) , 63) , 31 , (1,10) ,
10,8) , (8,11) , (11,7) , (7,1) }

Assim, 0 m-percurso contém as 2m arestas da 2m-SST, T, incidentes em 1.

Sendo os passos 1 e4 deste método os tinicos que diferem do método heurfstico de

Christofides, a implementagdo computacional referida apenas aqui reflete alguma
modificago.

Frieze [17] mostra que a complexidade deste algoritmo, tal como a do método heuristico
de Christofides, depende da do emparelt > perfeito de custo minimo, sendo o)
a do algoritmo utilizado neste trabalho. Como se viu, nesta heurfstica € encontrado o
emparelhamento perfeito de custo minimo para os vértices de grau fmpar da 2m-SST. Em

geral, o cardinal deste conjunto € inferior a |S|, sendo, portanto, esta anélise de pior caso

muito raramente observada na prética.

Frieze [17] demonstra a validade do teorema seguinte quando considerado o problema
do m-TSi =.mpleto e cuja matriz de custos seja simétrica verificando a desigualdade
triangular.

Teor.: Sendo v(Hp) o valor da solugdo obtido por esta heuristica e v(H*) o valor
6ptimo do problema € v4lida a relagdo:

v(Hp) S_g_ v(H*)

isto €, no pior caso, o valor encontrado pelo método heuristico de Frieze nio € mais
doque 50% superior ao valor 6ptimo do problema.

M.CM. - 34 -
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5. Determinacao de Minorantes

5.1. Introducao

A relaxagdo Lagrangeana tornou-se, ap6s o trabalho de Held & Karp [27], num dos
métodos mais utilizados na determinag@o de minorantes para problemas de optimizagao
combinatéria tidos como "dificeis". Alguns destes incluem restri¢oes "complicantes" as
quais sdo transferidas para a fungdo objectivo, atribuindo-se-lhes penalidades -
multiplicadores de Lagrange - originando um problema, problema relaxado, de mais
"fécil" resolugdo. Uma etapa fundamental, de acordo com estes métodos consiste na
procura de solugéo para o problema relaxado.

No dmbito do presente trabalho, sendo o m-TSP um problema de minimizag3o, o valor
do problema relaxado fornece, para valores fixos dos multiplicadores, um minorante do
seu valor 6ptimo. Este miu. »rante pode ser melhorado com a resolugdo do problema dual
Lagr
maximizam o valor do problema relaxado. A resolugdo do problema dual Lagrangeano é

que consiste na deter » dos valores dos multiplicadores que

dificultada pelo facto da sua fungdo objectivo ndo ser diferencidvel em todo o seu
domfnio. Tal pode ser contornado pelo recurso a métodos de optimizagdo subgradiente,
dado a resolug@o do problema relaxado fornecer sempre um subgradiente para a fungéo
objectivo do dual ),

(*) Obs,: Um estudo aprofundado da Dualidade L pode ser em Geoffrion [22], sendo
neste trabalho justificada apenas a sua aplicag#io ao problema em estudo.
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Estes métodos para a determinagdo de minorantes diferenciam-se, fundamentalmente,
pela formulagdo utilizada e pelas restrigdes que se relaxam.

No método proposto por Gavish & Srikanth [21], relaxam-se as restri¢des de grau nos
vértices de S.

Christofides et al. [10] ao estudarem um problema de determinagdo de rotas para
vefculos (VRP - " Vehicle Routing Problem") descrevem um método para o célculo de
minorantes para o m-TSP. Utilizam a mesma relaxagdo que Gavish & Srikanth, embora
com base numa formalizagdo diferente por considerarem varidvel o niimero de caixeiros
viajantes. Sendo o VRP um m-TSP com restrigdes adicionais, é 6bvio que um minorante
para o m-TSP representa ainda um minorante para o VRP. Christofides et al. concluem
que este método ndo d4 bons resultados para o VRP. Nos resultados apresentados os
minorantes que obtém para o m-TSP sdo melhorados, de forma a poderem proporcionar
melhores resultados para o VRP, nio sendo assim possfvel a comparagio de resultados
entre este método e o aqui estudado.

Ali & Kennington [1] abordam o caso assimétrico, relaxando as restrigdes de grau em
todos os vértices do grafo, generalizando ao m-TSP o método proposto por Held & Karp
[26,27) e por Bazaraa & Goode [2] para o TSP.

Jonker & Volgenant [32], com base na transformagdo do m-TSP num TSP
anteriormente referida (cap. 2), € no método proposto por Held & Karp, relaxam as
restrigdes de grau e determinam os minorantes utilizando um método de subgradiente cuja
férmula de lizagdo de multiplicadores é diferente da habitual utilizada ([31]).

Este capitulo engloba a formulagéc << problema relaxado, com base na relaxagdo
Lagrangeana utilizada ([21]) e do problema dual Lagrangeano. Segue-se a descrigio do
algoritmo implementado para o célculo do valor do problema relaxado e a apresentagdo do
método de subgradiente utilizado na resolugdo do problema dual Lagrangeano.
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5.2. Problema Relaxado e Dual Lagrangeano

Retome-se a formulagio apresentada para o m-TSP no capitulo 2 (pg. 8). No método
que se apresenta ((21]) considera-se a relaxagdo das n-1 restrigdes (4), que impdem que o
grau de cada vértice, com excepgdo do inicial, seja igual a dois. Resulta assim, um
problema - problema relaxado - possivel de resolver em tempo de execugio polinomial,
conforme pretendido.

Considerando esta relaxagao, adiciona-se a formalizagdo apresentada (P) a restri¢ao:

-1

M=

Xy = n-1 @®

It
=

i +1

o =

que, sendo redundante na formalizagdo (P), deixa de o ser quando relaxadas as
restrigdes (4). Com a inclus@o de (8), qualquer solugdo admissivel do problema relaxado
contém n-1+m arestas (m resultantes das restri¢des (3) e n-1 desta) igual ao nimero
de arestas de qualquer solugdo admissivel do m-TSP. Assim, na relaxagdo apenas se viola
o facto de cada cidade, com excepgdo da inicial, ser visitada exactamente uma vez por um
s6 caixeiro (ou seja, o grau de cada vértice ser dois), podendo ter-se uma solugio como a
do seguinte exemplo:

EX: mi=r e mi='2;

Solugdo admissifvel para

0 @ o problema relaxado e nio
e admissivel para o m-TSP

Fig. 5.1.

Considere-se entdo a relaxagdo das restrigdes (4), € a inclusdo de (8). Multiplicando as
n-1 restrigdes (4) por um vector de multiplicadores de Lagrange :
a1 iy nen e )
e adicionando o resultado a fung@io objectivo, pode penalizar-se a sua violagéo.




Cap. 5

Determinagdo de Minorantes

m-TSP.

Assim, tem-se para cada je€S (j=2,.,n):

T [2-(le *iz;'j xij"’grj"ji)]

j-€ésima restrigdo relaxada

O problema relaxado € entdo dado por:

(LRP)
n- n n#b

L{m)i= Min{_ . Z cux +2c|1xﬂ +z [2 (x 1+Zx i+ ijl)]} ©
=1 j=T+1

-

sa: (2,03).(5-98)

onde Tisi= 2 ,.,n sdo livres dado serem multiplicadores associados a

restrigoes de igualdade.

Reordenando os termos de L(m) tem-se:

n j-1 n-1
- 2 x - "5.2

L(n)= Mm{ 2 °u"i1“"zcu"|1*’227‘j lel T = "|=l 5,

como :
i j-1 n-1 i
;i X;e = i x
T e e e e e
n-1 n n-1 n
> T Xj; = > T X
j=2 i=j+1 i=2 j=i+l
-m-m com Wy =0

(*) Nota: Prova-se fcilmente que se C 6 simétrica C também 6. Logo, o problema a resolver
permanece com a matriz de distincias simétrica.

5381 =
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vem:
(LRP)
n-1 n nék n
L(n):Ng‘m{ |=1j=2i‘11cijxij+i=2ic“ xiﬁzj;nj } (10)
s.a:
X135 = m 2)
jgs 1j @
Xfgo = m 3)
E‘s i1
xS ISel- 1 Yisic 8 S0 ®
ijes,
Ps)
xij=0,1 1gsic<jsn ©®
xj1 =01 VieS$§ m
n-1 i
X:: = n-1
=1 jse1 Y -

A solugdo do problema relaxado fornece, para um dado vector de multiplicadores de
Lagrange, um minorante para o valor 6ptimo do m-TSP, ou seja:

Teor. ([22]): L(rn) < z* onde m € um certo vector de multiplicadores de Lagrange

e z* o valor da solugdo 6ptima do problema (P).

O valor deste minorante, estando relacionado com os valores dos multiplicadores,
pode ser melhorado optimizando os valores de T, 0 que se consegue com a resolugdo do
problema Dual Lagrangeano definido por:

(DL) L (=*) = N;céx {L(m} an
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A resolugdo de (DL) ndo oferece em geral a solugdo do m-TSP (P), sendo contudo
vélida a seguinte relagdo como caso particular do teorema anterior:

Cor.: L(n:') 7"

As restrigoes do problema (LRP) - (2), (3), (5-8) - originando um conjunto discreto de
pontos, dificultam a resolugéo de DL devido a L(n) (fungdo objectivo de (LRP)) ndo
ser diferencidvel em toda a parte. Sabendo-se que a resolugdo do problema relaxado, para
um certo vector de multiplicadores, fornece um subgradiente da fungdo objectivo L(r),
tal facto pode ser contornado pelo recurso a métodos de optimizagdo por subgradiente
para a lugdo do dual Lagrang ) (122]). O método utilizado € descrito no ponto 5.4.,
sendo préviamente explicado o algoritmo para a determinagdo do valor do problema
relaxado, para um certo vector de multiplicadores de Lagrange.

5.3. Resolucio do Probl Relaxado

Considere-se o problema relaxado (LRP) atrds definido (pg. 39). Na formulagdo pode
observar-se que as varidveis X;, i = 2,..,n se encontram isoladas num dos membros
da fungdo objectivo, bem como nas restrigdes (3) e (7). O mesmo acontece no que diz
respeitc s varidveis Xjj » i=1,.,n1;j=2,..n relativamente as restrigdes
(2), (5), (6), e (8). Resultam entdo dois subproblemas de f4cil resolu¢do, podendo o valor
do minorante ser calculado com base no valor do solugdo fornecida por cada um dos
subproblemas.

E fAcil notar que a parte respeitante As varidveis x;j de (LRP), ou seja:

n-1 n
Min Cii Xji
=1 jany el

sa.:(2), (5), ) e @®)

M.CM. = (400 =
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traduz o problema da determina¢do de uma 4rvore de suporte com restrigdes de grau no
vértice inicial, 1, pois a restrigdo (2) impde que grau (1) = m, de menor custo possivel
(m-SST).

Por outro lado, e no que concemne s varidveis x;; tem-se:
n
Min 2 Ti1 Xiq
i=2
sa.:(3)e(?)

I do a determinag@o das m arestas de menor custo incidentes no vértice 1, as
quais dir-se-4, representarem as arestas de retorno dos caixeiros viajantes a cidade inicial.

Deste modo, o valor do problema relaxado, para um dado vector de multiplicadores de
Lagrange, pode ser encontrado com o algoritmo que se descreve de seguida:

Algoritmo (III ) : Determinagdo do valor de (LRP);

Dados: Matriz de custos transformados, é;
Vector de multiplicadores de Lagrange, ;

Resultado: Valor do problema relaxado para , L(r);

1. Determinar, em G = (V,A) utilizando a matriz de custos transformados E
uma 4rvore de suporte onde o vértice 1 tenha grau m, de menor custo possivel
(utilizou-se 0 /' geritmo (I) - cap.3-com b=m e (~3);

Seja T am-SST e csst (w) o seu custo;

2. Seleccionar m arestas que representem o retorno dos caixeiros, utilizando C.
Seja cret (t) a soma dos custos destas arestas;

3. Calcular o valor do problema relaxado, fazendo :
n

L(n) = csst (n) + cret (w) + 2 jzz .

M.CM. - 41 -
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O passo 2 deste algoritmo consiste na identificagio das m arestas de menor custo
incidentes em 1. No entanto, esta escolha pode originar um conjunto de arestas que
conjuntamente com as da m-SST, T, formem m subcircuitos imediatos, ou seja,
circuitos da forma {(1,j), (j,1)}. Sabendo-se que qualquer solugdo admissivel para o
m-TSP tem no mdximo m-1 subcircuitos imediatos, desde que n > m-1, o valor do
minorante para o m-TSP, obtido com a resolugdo do problema relaxado, pode ser
melhorado sempre que na jungdo de arestas referida haja m subcircuitos imediatos.
Neste caso as m arestas representativas do retorno dos caixeiros serdo as m-1 de menor
custo incidentes em 1 e a m+1-ésima nas mesmas condigdes, em vez das m de menor
custo.

Procedendo desta forma, consegue-se encontrar, sem grande esforgo computacional,
um minorante para o valor do m-TSP nunca inferior ao que se obteria com a escolha das
m arestas de menor custo incidentes em 1 ([21]).

Logo, a escolha das arestas de retorno € feita da seguinte forma:

2A. Seleccionaras m arestas de menor custo incidentes em 1;
2B. Se asm arestas seleccionadas conjuntamente com as da drvore T, encontrada

em 1, formarem no mdximo m-1 subcircuitos imediatos ir para 3;

C.c., substituir a m-ésima aresta de menor custo, ou seja a de maior custo
entre as seleccionadas em 24, pela m+1-ésima de menor custo incidente

em 1.

5.4. Método de Subgradiente

Na presente secgio descreve-se o método de optimizagdo subgradiente utilizado na
resolugdo do problema Dual Lagrangeano, anteriormente definido como sendo:

(DL) L (n*) = ]V!tﬁx {L(n)} an

M.CM. AN
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Para a actualizagio dos valores dos multiplicadores é necessério o célculo de um
majorante para o m-TSP, tendo neste trabalho sido utilizado o fornecido pela heuristica de
Frieze (Algoritmo (II) - cap. 4).

O primeiro passo para a determinagio dos multiplicadores de Lagrange consiste no

cdlculo das direcges de subgradiente que, estando relacionadas com a violagdo de cada
uma das restrigdes relaxadas, sdo na k-ésima iteragao dadas por:

j-1
k 5
‘{j =2.(le +§1xij+i§”xﬁ) VijeS (12)

indicando assim, de quanto foi violada cada uma das restrigoes relaxadas na solugdo
obtida para o problema relaxado. O vector subgradiente, Y, embora nem sempre
originando um melhor valor para o minorante, indica sempre o semi-espago que contém o
6ptimo.

A actualizagdo dos valores dos multiplicadores de Lagrange foi feita a custa dos valores
anteriores e das direcgdes de subgradiente, de acordo com a férmula:
k+1

k k
T, =% +4 Y, 13
j § le 13)

onde:  t, =2 (2 - L) /]| Y* P a4)

em que: L(nk) €é o valor obtido para o problema relaxado na k-ésima iteragao;
|l || éanorma Euclidiana do vector Y;

Z € o valor do majorante fornecido pela heuristica de Frieze;
A € um escalar;

Um dos maiores problemas na utilizagdo dos métodos de subgradiente estd na escolha
dos valores de N, determinantes do passo do algoritmo t;.. Os valores de {\} foram
fixados de acordo com a seguinte regra empirica: inicia-se com o valor g = 1, o qual se
divide ao meio sempre que em cinco iteragdes sucessivas ndo se obtenha melhoria no
valor da solugdo do problema relaxado.

Esta regra, semelhante 2 proposta por Held et al. (28], € a que tem proporcionado
melhores resultados préticos, embora ndo seja possivel demonstrar a sua convergéncia
(22)).
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O valor inicial de X (=1) foi escolhido apés a realizagdo de diversos testes em que se
compararam os resultados obtidos com )\0 =.25;.5;1; 2. Nestes observou-se que,
na maior parte dos casos em que o melhor valor para A, era 1 a escolha de outro

qualquer dos valores originava valores significativamente piores para os minorantes. Por
outro lado, quando a melhor inicializagdo ndo era 1, os minorantes obtidos com N=1

ndo se encontravam muito afastados dos obtidos com a melhor das inicializagGes.

Foram igualmente realizados testes para encontrar o niimero de iteragdes sem melhoria
para o minorante e em que ndo se deveria dividir A. Nos exemplos experimentados A
foi dividido ao fim de k = 1, 5, 10, 15, 20 iteragdes sucessivas sem melhoria no
valor do minorante, tendo sido os melhores resultados obtidos para k = 5.

Nos testes computacionais elaborados, cujos resultados se apresentam no capitulo 7,
foram impostas condigbes de paragem relacionadas com os valores dos minorantes
obtidos, com o mimero de iteragSes e com o valor de A, como se verd no algoritmo que

se apresenta.

A resolugdo do problema dual Lagrangeano foi entdo feita com base no método de
subgradiente descrito no algoritmo seguinte:

Algoritmo (IV):

Dados: Matriz de custos, C;
Valor minimo pretendido para o majorante do erro relativo, €;
Uma solugdo admissivel e o respectivo valor, representanu.- um majorante

para o valor 6ptimo do problema, Z (Algoritmo (II) - cap.4);

Resultado: Minorante para o valor 6ptimo do problema, z;

1. Inicializar o vector de multiplicadores de L fazendo ([21]):
=0
m =

jesx =Min{g, i=lon; iz0)

onde P € o vértice a menor distanciade j, i.€.:
cpj = Min { Gij 3 =815 it
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Fazers N /13
k « 0 {contador do n® de iteragdes)
kl < 0; ({contador do n? de iteragdes em que o valor do
minorante ndo € alterado e A ndo € dividido}
k2 < 0; (contador do n? de iteragdes em que o valor do

minorante ndo € alterado)
max_iter « 100; { n® maximo de iteragSes permitidas)
Ze -eo; {valor do minorante}

2. Determinar, para o vector de multiplicadores de Lagrange ¥, o valor do
problema relaxado (Algoritmo (III) - 5.3. - comEij = G- n:.(- nl;). Seja L(nk);
Se L(7nk)>z fazer z « L(n¥);

3. Terminar se:

(i) L(rk) =% se se estd na rafz da 4rvore a solugdo admissivel
encontrada pelo algoritmo (II) € 6ptima @) ;

(i) (Z -z )/Z < & o valor do majorante € suficientemente préximo do
do minorante;

Cc. irpara 4;

4. Se, L(rn¥) <z Fazer: kl e« kl+1; k2 e k2+1;
Cic. Fazer: kl « 0; k2 « 0;

ke k+1;
Parar se, k > max_iter;

5. Se kl=5 Fazer: A& M2; kl« 0;
Calcular as direcgdes de subgradiente (férmula 12) € 0 quadrado da norma do
vector Y;
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Parar se:

Il Y Il = 0 o valor do minorante coincide com o valor éptimo do
problema ®);

k2 = 15 foram realizadas quinze iteragGes sem melhorar o valor do
minorante;

A < .001 o minorante ndo é melhorado para valores pequenos de \;

C.c. continuar;

6. Calcular t, (férmula 14);

Actualizar o vector de multiplicadores de (f6rmula 13);
Voltara 2.
Observagdo: Como se verd no capitulo 6, este procedimento vai ser integrado num

"branch and bound" (b&b). No b&b ele serd usado quer para o problema inicial quer para
subproblemas resultantes de ramificagdes. Neste iltimo caso terdo de ter-se em
consideragdo alguns aspectos, nomeadamente, o significado dos critérios de paragem ((a)
¢ (b) nos passos 3 e §, respectivamente) e a inicializagdo dos valores dos multiplicadores
de Lagrange (passo 1).

A inirializagio dos valores dos multiplicadores de Lagrange (em 1), proposta por
Gavish & Srikanth, foi comparada com a inicializagdo a zero e ao minimo de cada linha da
matriz de custos, sendo a utilizada a que proporcionou melhores resultados.
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6. Método de Particoes e Avaliacoes Sucessivas

6.1. Introducao

A solugdo éptima do problema foi determinada com recurso a um método de partiges
e avaliagOes sucessivas (b&b - " branch and bound"). As primeiras referéncias a este tipo
de métodos surgiram na década de 50, sendo de salientar os trabalhos de Dantzig et al.
[11,12] e o de Eastman [15] para o TSP simétrico. O termo "branch and bound" surge uns
anos mais tarde com um algoritmo para o TSP apresentado por Little et al. [37].

Os métodos de pesquisa em 4rvore consistem na partigdo do problema inicial, Py, em
subproblemas, Py, P, ,..., P, (que em conjunto representam Pg), que possam ser
mais fécilmente resolvidos. Entende-se por resolugdo dum subproblema:

- determinar a sua solugao 6ptima;
ou
- mostrar que o valor da sua solugdo éptima € pior que o da melhor solugdo
admissivel, encontrada até ao momento;
ou
=~ concluir que é um problema impossivel.

A partigdo € representada por uma 4rvore, em que cada nodo estd associado a um
subproblema (Fig. 6.1). A rafz da 4rvore diz respeito ao problema inicial, Py.

MCM. AT
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A partigdo do problema inicial € justificada pelo facto dos subproblemas resultantes
serem de mais "f4cil" resolugdo, pois de dimensGes menores, podem ainda ter estruturas
mais simples, ndo partilhadas por Py,

Porém, uma s6 parti¢do, pode ainda originar subproblemas de "dificil" resolugo.
Assim, para cada um destes subproblemas, P;, € feita uma nova parti¢do, num conjunto

de subproblemas menores, Pil' Piz sy P; (Fig. 6.2).
T

Estas parti¢des sdo repetidas para ¢.<iu um dos subproblemas que ndo possa ser
resolvido.

Os nodos da 4rvore de grau um ou representam subproblemas que ainda ndo foram
resolvidos - designando-se por nodos pendentes - ou contém a informagdo da solugdo
desse subproblema.

Para que a solugdo 6ptima de Py scja garantidamente encontrada por estes métodos, €
necessério que os subproblemas criados englobem todas as hipéteses de solugdes para
Py. Por outro lado deve ser impedida a ideragdo de subprobl idénticos, para
garantir que a solugo 6ptima de P ¢ solugéo dum e dum s6 subproblema, caso nao




m-TSP. Método de Particdes e Avaliagdes Sucessivas Cap. 6

existam 6ptimos alternativos. Assim, considerando {P} como o conjunto de todas as
solugdes admissiveis do problema P, deve ter-se:

{r}- {Pi,} Y {Piz} V.Y {Pi,_}

(r,} o {r,} <0, eq

A partigéio, pode ser bindria ou miiltipla. No primeiro caso cada subproblema é
subdividido em apenas dois subproblemas, enquanto no segundo ¢ subdividido em dois
ou mais.

No método utilizado neste trabalho, proposto por Gavish & Srikanth [21), optou-se
pela partigdo bindria. Assim, nos dois novos subproblemas que se consideram, a partir
de um nodo da 4rvore, fixa-se uma mesma vari4vel, num deles com o valor um e no outro
com o valor zero (Fig 6.3).

Fig. 6.3

A medida que se "desce" na 4drvore, vao-se tendo subproblemas em que o niimero de
varidveis fixadas (em um ou zero) é progressivamente maior, ou seja, vdo-se obtendo
problemas de dimensdo progressivamente menor. Tal leva a que, a certa altura, dado o
niimero de varidveis j4 fixadas, seja possivel a determinagdo da solugdo do subproblema
resultante.

A regra de selecgdo, ou seja, a escolha da varidvel a fixar, bem como o ramo a seguir,
ndo € tinica. Neste capftulo € apresentada a que se utilizou, sendo ainda referidas algumas
alternativas.

Para além do tipo de partigdo e da regra de selecgdo utilizada, os métodos de pesquisa
em 4rvore, diferenciam-se ainda pelo tipo de procura. A procura pode ou ndo incorporar

MCM. =496
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informag@o subjacente aos subproblemas em nodos pendentes. Quando ndo incorpora,
consideram-se os dois tipos seguintes:

(1) Em profundidade; {

(2) Em largura; o, ] L‘ /

Estes, quando considerados isoladamente designam-se por estratégias de procura
puras. Na resolugdo de problemas de optimizagdo combinatéria, ndo € usual o recurso &
procura em largura pura, sendo mais frequente o uso de estratégias mistas com
incorporagdo de informagao.

(1) Procura em profundidade

Na procura em profundidade, a partigdo € feita a partir do ltimo subproblema gerado,
até ser atingido um que possa ser resolvido. Apés a resolugdo deste subproblema,
comega-se 0 passo de retrocesso em que se estuda o iltimo subproblema num nodo
pendente da drvore. A Fig. 6.4, ¢ um exemplo deste tipo de procura, em que a numeragao
dos subproblemas indica a ordem por que sdo estudados (estd a supdr-se que se utiliza
partig@o bindria).

@ Subproblemas que foram resolvidos

Fig. 6.4

Neste exemplo foi dada prioridade ao sucessor esquerdo sobre o sucessor direito. Tal
nao € porém necess4rio.
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(2) Procura em largura

O estudo € feito de nivel para nivel, em que o nivel 0 da drvore representa o problema
P, e o nivel k contém os subproblemas gerados a partir dos subproblemas no nivel k-1.
P, € subdividido nos subproblemas Py, P, (ou Py, Py .., Pj se ndo se utilizar
pesquisa bindria) no nivel 1 da 4rvore e cada um destes é estudado antes de se passar ao
nivel 2. Os subproblemas do nivel 1 que néio possam ser resolvidos sdo subdivididos em
subproblemas no nivel 2, que sdo investigados antes de se passar ao nivel 3. Repete-se o
processo até ndo existirem nodos pendentes. A Fig. 6.5, exemplifica este tipo de procura,
em que os nimeros dos subproblemas indicam a ordem por que foram analisados.

nivel 0
nivel 1
nivel 2

nivel 3

nivel 4 © Subproblemas que foram resolvidos

Fig. 6.5

Assim, o problema que se selecciona depende do método de procura utilizado,
podendo originar a resolugdo de mais subproblemas. Tal depende dos valores das
solugdes dos subproblemas que se vdo encontrando.

Sendo o problema em estudo um problema de minimizagdo, € 6bvio que, as solugdes
admissfveis a que um certo subproblema d4 origem t€m valor nunca inferior a0 minorante
desse subproblema. Entdo, se se obtiver, para um subproblema, um minorante de valor
superior ao da melhor solugo admissivel, encontrada até ao momento, pode ser cancelada
a ramificag@o a partir desse nodo. Pois as solugdes admissfveis que se iriam encontrar,
niio podem representar a solugdo 6ptima, dado j4 se dispdr de uma melhor. Tal justifica a
importancia da determinagio de minorantes para cada subproblema.
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Utilizando métodos diferentes de parti¢do, de selecgdo, de procura e de determinagio
de minorantes e de majorantes outros autores, que se passam a referir, resolvem o m-TSP
por métodos do tipo b&b.

Jonker & Volgenant [32) resolvem por um algoritmo de tipo b&b, o TSP resultante da
transformagdo mensionada, utilizando no c4lculo de minorantes a relaxagdo referida no
capitulo anterior. Com base nos resultados ¢
seu método com o de Gavish & Srikanth [21].

p ionais que ap comparam o

Ali & Kennington (1] apresentam, um método de b&b, para o caso assimétrico, com
base na relaxagdo anteriormente referida. Utilizam uma estratégia de partigdo muiltipla
escolhendo para analisar, em cada caso, o problema que tiver originado menor valor para
o minorante. Aplicam o algoritmo também ao caso simétrico, resolvendo problemas com
cem cidades no méximo. Estes autores criticam o método de Gavish & Srikanth por ndo
permitir o uso de um algoritmo de tipo "greedy" para a determinagdo de uma solugdo
admissivel para os subproblemas, facto que se comentar4 neste ponto.

A solugdo 6ptima de problemas como o m-TSP pode também ser encontrada por
recurso a algoritmos de planos de corte. Nestes, resolve-se o problema inicial sem se
considerarem algumas das restri¢des que dificultam a sua resolugéo. Dada uma solugio
que verifique todas as restrigdes ndo eliminadas, sdo testadas as restantes e introduzidas
no problema quando violadas. O processo repete-se até ser encontrada uma solugdo
admissivel.

Laporte & Nobert [34], estudando o caso em que m € varidvel, recorrem a um método
de planos de corte para a resolugdo do m-TSP, apresentando e comparando dois
algoritm.:. Em ambos, sdo eliminadas as restrigdes que impedem a formagdo de
subcircuitos "ilegais" (ou seja subcircuitos que ndo possam fazer parte de uma solugdo
admissivel do m-TSP) e as de integralidade. Diferenciam-se por, num deles (o qual
designam por "straight algorithm") s6 serem consideradas as restri¢oes de eliminagao de
subcircuitos apés ter sido encontrada uma solugdo inteira, enquanto que no outro
("reverse algorithm") é procurada em primeiro lugar uma solugdo que ndo contenha
subcircuitos "ilegais" e s6 depois consideradas as restrigdes de integralidade.

Orloff [40) transforma o m-TSP num TSP e propde o algoritmo de planos de corte de
Bellmore & Malone (3] em que se eliminam apenas as restri¢des que impedem a formagéo
de subcircuitos, provando que este algoritmo resolve o problema em estudo.
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Neste capitulo comega-se por descrever a forma como € escolhida a varidvel a fixar em
cada nodo da drvore - regra de selecgdo. Com o objectivo de tentar fixar implicitamente
varidveis € feita uma andlise sensitiva as solugdes dos problemas relaxados em cada nodo
da 4rvore, que se explica no ponto seguinte. Por fim, é descrito o método utilizado e
apresentado o algoritmo global (*).

6.2. Regra de Selecgao

A escolha da varidvel a fixar em cada nodo da 4rvore, bem como o seu valor, afecta a
eficiéncia de algoritmos do tipo b&b. Torna-se, entdo conveniente escolher as varidveis
mais crediveis de pertencerem/ndo pertencerem a uma solugdo admissivel do m-TSP,
fixando-as com valor um, caso seja "elevada" a credibilidade de pertencerem e a zero no
caso contrério.

A escolha foi feita de acordo com a regra ([21]) que se justifica neste ponto, sendo

Aas al

prévi p la notagdes.

Sejam:
ALRrp) = {(ivjl)' (155002 5 (i“+m_1,jn+m_1)} o conjunto das
arestas numa solugdo do problema relaxado;

Xije ® vari{ ¢l correspondente & aresta (i, ji) € AqRrp)
P alteragGes no valor da solugdo se x; : € fixada com valor zero;
k gy
qx alteragGes no valor da solug&o se X € fixada com valor um;
N niimero de arestas de A gp) que terdo de ser retiradas se Xy iy for

fixada com valor um.

) Nota: No que se segue, com o objectivo de simplificar o texto, fala-se de fixagio de arestas e de
varidveis sempre com o mesmo significado, ou seja representando sempre fixagao de varidveis.
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Os valores de py, podem ser determinados de acordo com o método que se apresenta
no ponto seguinte (§6.3.1; § 6.3.2.).

Para o cdlculo de gy, note-se que fazer x; =1 s6 altera a solugdo se, estando

Kk
livre, existirem arestas incidentes em iy e/ou j, anteriormente fixadas, com valor um. Os
valores de q; podem determinar-se a partir dos de Ny, 1 <k < n+m-1, sendo estes

fdcilmente encontrados para uma dada solug@o do problema relaxado. Assim, tem-se:

i) Np=0 = q,=0, poisafixagdoaumda k-ésima varidvel ndo origina
alteragGes na solugao;

ii) Ny=1 = qy=pp; onde xia:in € a varidvel que tem de ser nula se
SR

iii) N > 1 tem que ser encontrada uma nova solugdo para o problema relaxado,

pois sendo fixada a um a k-ésima varidvel, pelo menos duas arestas tém que ser

retiradas da actual solugdo.

Como € 6bvio, se iy =1, N s6 depende do niimero de arestas incidentes em jy.

Ex.: Suponha-se que num problema com 8 cidades e 2 caixeiros, se obteve, num nodo
da drvore, a solugdo do problema relaxado:

N\ Arestas da m-SST

o N\ Arestas de retorno

Fig. 6.6

em que estdo fixadas a um as arestas (1,2) e (5,7)
i) q1,4) = 0 (N(l,‘) =0), pois se se fixar a um a aresta (1,4), a solugdo
nio € alterada, dado ndo existirem arestas incidentes em 4 fixadas a um;

i) N(s,s) =1, se (5,6) for fixada a um, como X57 = 1 e ndo pode haver
mais de duas arestas incidentes em cada vértice de S, a aresta (2,5) tem que
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ser fixada a zero. Assim, a alteragdo no valor da solugdo por fixar a um
(5,6), coincide com a alteragdo no mesmo valor por fixar a zero (2,5).
Logo, 4(s,) = P(2,5);

i

N(2.3) = 2, pois como (1,2) estd fixada a um, as arestas (2,5) e (2,4)
ndo podem pertencer a solugdo em que se fixa a um (2,3). Logo, para
calcular q(, 3) € necessdrio encontrar uma nova solugdo para o problema

relaxado, em que ndo se permita mais nenhuma aresta incidente em 2, para
além de (2,3) e (1,2);

Para calcular 42,5 (N(z,S) = 3), dado (1,2) e (5,7) estarem fixadas a
um, as arestas (2,3), (2,4) e (5,6) terdo de ser fixadas a zero se (2,5)
for fixada a um. Assim, é necessédrio encontrar uma nova solugdo que inclua
apenas as arestas (1,2), (2,5) incidentes em 2 e (2,5), (5,7)
incidentes em 5.

Os valores de py e qy sdo calculados para se poderem identificar as varidveis com
maior credibilidade de serem inclufdas/excluidas da solugdo do m-TSP. Se gy €

"elevado” faz sentido pensar que x; ndo deve pertencer a solugdo. Por outro lado,

Kk
se py € "alto" € credivel pensar que xik i deve pertencer a solugdo.

Assim, selecciona-se para fixar ([21]), em cada nodo da érvore a varidvel xil i que
corresponder a:

Mix { i1 } , onde[.] representa o maior inteiro inferior a qy.

Com base no que foi afirmado, e com o objectivo de obter "répidamente” uma melhor
solugdo admissfvel, o préximo nodo da 4rvore a analisar € o que corresponder a seguinte
fixagdo da varidvel:

1 se [qp]<[pgl
by =
cc.

Como alternativa a este método, poderia fixar-se a varidvel que verificasse
Mix { rpk]} , sendo, em primeiro lugar, analisado o problema que correspondesse a

expressao anterior.
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Uma outra hipétese, seria fixar a varidvel correspondente 2 aresta incidente nos vértices
cujos graus sejam mais violados, ou seja, cuja soma dos graus é méxima. Assim, fixar-
se-ia, a um, a varidvel x;

lka:
Max { [ 0; grauGiy) - 2] + [0 grauGy) - 2]} se #1541
Mix { [ 0; grauiy) - z]} se jy =1
Max { [0; grauGi) - 2] } e i =1

Esta iltima regra € a que envolve menos tempo de execugdo, se 3 :Np> L
Embora a escolha da varidvel a fixar seja, neste caso, mais "rdpida", pode ter como
consequéncia que sejam necess4rios mais nodos na drvore o que torna o tempo total pior.
Seria, no entanto, interessante a comparagao das diversas regras.

6.3. Fixacao Implicita de Varidveis

No ponto anterior justificou-se o critério utilizado para fixagdo explicita de varidveis.
Nos processos de ramificagdo em 4rvore € vantajoso analisar a solugdo do problema
relaxado de forma a tentar, em cada nodo da 4rvore, fixar implicitamente varidveis
cons- Juindo-se assim, diminuir o niimero de nfveis da drvore a partir do nodo em anélise.
Esta fixagdo foi feita de acordo com dois critérios, um baseado nas restri¢oes de grau e
outro com base numa andlise dos custos.

Relativamente ao primeiro destes critérios sdo analisados os graus dos vértices que
correspondem a cada varidvel que se fixa. Assim, sempre que uma varidvel Xjj € fixada
com valor um vé-se se existe alguma outra varidvel incidente em i (j) anteriormente fixada
aume, em caso afirmativo fixam-se todas as restantes varidveis incidentes em i (j) a zero,
pois qualquer solugdo admissivel para o m-TSP tem duas e s6 duas arestas incidentes em
cada vértice, com excepgdo do inicial. Se i=1, faz-se um estudo andlogo, fixando a zero
as restantes varidveis incidentes em 1, caso j4 existam fixadas com valor um 2m
varidveis. Se Xjj ¢ fixada com valor zero, contam-se o nimero de varidveis fixadas a zero




m-TSP. Meétodo de Particdes e AvaliagSes Sucessivas Cap. 6

incidentes em i (j) e caso seja n-3 fixam-se as duas restantes a um. Tal como no
primeiro caso, se i=1, s6 se fixam as restantes a um quando o niimero de varidveis
incidentes em 1, fixadas a zero for n-m-2, pois qualquer solugdo admissivel para o
m-TSP tem no minimo m+1 arestas incidentes em 1, caso em que mstém que ser
duplicadas.

O segundo critério engloba um estudo da alterag@o no valor da solugdo do problema
relaxado se uma varidvel, ainda livre, for retirada/incluida da referida solugdo, que se
designou por andlise sensitiva. Uma varidvel, ainda livre, pode ser fixada a um se fazendo
parte da solugdo do problema obtida, o acréscimo no valor da solugéo - que se designard
por penalidade - originado por a retirar da solug@o for "elevado”. Ou seja, se o valor do
problema relaxado obtido com a imposi¢do x;; = 0 for superior ao do majorante, tem-se
a garantia de que x;; tem que ter valor 1 na melhor solugdo admissivel do subproblema
em estudo. Neste caso, Xjj é fixada com valor um. Relativamente a uma variavel livre e
ndo pertencente 2 solugdo do problema relaxado, pode ser feito um estudo andlogo na
tentativa de a fixar a zero. Assim, uma varidvel nestas condigoes, pode ser fixada com
valor zero se for elevada a penalidade originada pela sua inclusdo na solugdo. Dada uma
solugdo do problema relaxado €, entdo, feito este estudo para cada uma das varidveis
livres, tentando fixar a um as que pertengam 2 solugo e a zero as restantes.

Com o objectivo de detalhar o estudo desta andlise sensitiva torna-se conveniente
relembrar que o método utilizado no célculo de minorantes fornece, em cada nodo da
4rvore, uma solugdo com base numa 4rvore de suporte, onde o vértice 1 tenha grau m, de
custo mfnimo e m arestas representativas do retorno dos caixeiros a cidade de partida.

No parégraf inte é introduzido e justificado um algoritmo para a andlise sensitiva
as varidveis da m-SSi  Scgui o estudo do as m varidveis de retorno, sendo
por fim apresentada a anélise efectuada as varidveis que ndo pertengam 2 solugao.
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6.3.1. Andlise Sensitiva as Varidveis da m-SST

Para uma varidvel x; jj que pertenca a m-SST, e tendo como objectivo determinar uma

solugdo do problema relaxado que ndo a inclua, poderia encontrar-se nova m-SST onde

gj=o. Porém, sendo n-1 estas varidveis e O(IAl loglVI + VI loglV1) a complexidade do

algoritmo implementado, para este estudo resultaria uma complexidade da ordem de n3.

Gavish & Srikanth [20], provando que as arestas que formam as novas 4rvores
pertencem todas a uma mesma m-SST, apresentam e demonstram a validade de um
algoritmo, da ordem de nZ, para a determinagdo simultinea de todas as arestas que
substituem cada uma das que se pretendem excluir da m-SST.

Comegam por apresentar um método para a andlise sensitiva s varidveis de uma SST,
que serd necessdrio ao estudo que se pretende efectuar, sendo portanto justificado em
primeiro lugar. Segundo se pensa, este caso foi o Unico anteriormente abordado, por
Spira & Pan [43] e por Chin & Houck (8], ndo tendo sido generalizado a 4rvores com
restrigdes de grau.

(2) Anélise ds arestas de uma SST

Seja T = (V, Ap) e Ay ={ay, a5 ,.., a;_1}. Se T for uma SST em
G = (V, A), uma SST em G{ = (V, A\{ai}) difere de T numa s6 aresta pertencente
auma SST, T".em G" = (V, A7), onde Ap = A\Aq.

Este resultado € facilmente compreensivel, se se pensar que as arestas de uma SST
num grafo sdo as de menor peso incidentes em cada vértice do grafo, que ndo originam
ciclos. Deste modo, retirada a aresta a; de A e encontrada uma SST em q‘, ela inclui
forgosamente todas as arestas de  Ap\{a;}, pois representam as arestas de menor custo
incidentes nos vértices de V. que ndo originam ciclo, e a aresta de menor peso que liga as
duas subdrvores resultantes de A \ {a;}. Esta nova aresta pertence Sbviamente a T".

E importante salientar que nem todas as arestas de T" substituem arestas de T, ou seja,
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pertencem a uma 4rvore de um dos (}I'. Para melhor compreensdo considere-se o seguinte

exemplo:

Fig. 6.7
Como T € umaSST em G e T" uma SST em G", tem-se a garantia que todas as

restantes arestas incidentes em cada vértice de V ou t8m custo superior ou igual s de T",
ou originam um ciclo em T".

Se se retirar de T a aresta (1,2), resultam as duas sub4rvores:

T\ {12}

©

Fig. 6.8

A aresta que liga estas duas subdrvores de menor custo € (1,3), dado que:

¢1,3 =3 = Min { 1,35 1,88 75,85 c6’3)
Assim, uma SST em G'(y 5) = (V, AV{(1,2)})
¢ T'gq = (v, ApM@,2)}0{,3)}).

Por outro lado, (1,3) é também a aresta que substitui (2,3) numa SST em
G'y3 = (v, A{2,3)}).
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Analisando de outra perspectiva, a introdugdo em T da aresta de menor custo de T",
(1,3), origina o ciclo {(1, 3, 2, 1)}. Assim, ela substitui as arestas a; de T
pertencentes a este ciclo, nas SST’s que se pretendem obter nos grafos

G] = (v, A{a}}).

Se, no exemplo, forem ordenandas as arestas de T" por ordem crescente relativamente
a0 seu custo resulta:

A;=[(1,3) (3,4) (2,8) (3,6) (4,7) (5,8) (1,9i| (aresta)

3 4 4 5 5 6 6 (custo)

Por este processo, as arestas das SST’s nos n-1 grafos Gi', sdo as de A—;, que
figuram na Tab. 6.1.

Tab. 6.1.

Aresta | Ciclo que a; - aresta que se Arestas de uma SST
de T" origina em T | quer excluir de G | em G| = (V, A\{ai})
(1,3) {1, 3,2, 1)} (3.2) A\ (B2} v ((1.3))

2,1 A\ ((1.2)} U ((1,3)}
34 (3, 4, 2,3)) 4.2) A\ (@2)) v (G4)
28) (2,8,7,2) (8.7) A\ (8D} L ((2.8)}

(1.2) Ar\ (2D} U {(2,8)}
(3,6) {(3,.6,.5, 1,12, 3) (6,5) A\ {(6,5)) L ((3,6))

(5,1) Ar\ {1} v {(3.6))

(*) A aresta (2,3), embora pertenga ao ciclo originado pela introdugo de (3,4) em: 7, ;4 foi considerada
quando da inclusdo de (1,3) em T, que tem custo inferior ao de (3,4). Logo, (2,3) é substituida por
(1,3).

Assim, as arestas de uma SST em G" sdo suficientes para se construirem as SST's
em Gj = (v, A\(ai)), V a; € A, as quais se podem determinar com base no
algoritmo que se segue.
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Algoritmo (A) :
Dados: Matriz de custos, C; Uma SSTem G, T;

Resultado: Uma SST, para cada um dos n-1 grafos G Seja Ty, i = 1,...,n-1;
1. Construir T", uma SST em G";

2. Ordenar, por ordem crescente, relativamente aos custos, as arestas de T";
Seja {by, by sy by 1} 0 conjunto ordenado das arestas de T";

ke1;

3. Identificar as arestas de T que pertencem ao ciclo originado pela introdugdo da
aresta by em T. Para cada aresta a; de T neste ciclo, uma SST em Gi' &
T = (V, Ap\{a} U {by});

ke—k+1

4. Parar se todas as arestas de T j4 foram analisadas;
C.c., identificar o ciclo formado pela introdugdo da aresta by, em T. Para cada
aresta ndo analisada, a; de T neste ciclo, uma SST em Gi' &
T{ = (v, Ap\{a;} U {b,});
ke—k+1;

Voltar ao inicio de 4.

(b) Andlise s arestas de uma m-SST

Um estudo idéntico para as arestas de uma m-SST ndo € tdo simples dado ser
necess4rio respeitar o grau do vértice 1. Veja-se agora como abordar este problema. Para
tal retome-se a formulagdo da m-SST apresentada no capftulo 5, aqui reproduzida por
conveniéncia:
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n-1 n
Min 2 X ¢ c;
i=1 j=i+1 J
s.a:

Es X =m ©)
Z xij < ISyl -1 VS 1SS, ~0 ®
bies
n-1 n
X X x;=nl @®
i1 j=is1 Y
xij=0,1 1<i<j<n ©

Relaxando a restrigao (2) que imp&e que seja m o grau do vértice 1, resulta:

Min 2 Z c i i -w(lej-m)
i=1 j=i+l jeS

s (5),(6), (8)

o que € equivalente a:

n j-1
wm + Min 2 (E Cij Xij - lej)
=21 4=1

s.a: (5), (6), 8)

Deiuiindo:

i se i#l
Ci-w se i=1

resulta o problema:
n  j-1

(PR) wm + Min & X djj(w) x;5

j=2 i=1

s.a: (), (6), (®)
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A solugdo 6ptima do problema relaxado (PR) € a solugdo 6ptima do problema inicial,
se a restrigdo relaxada ndo for violada, i.€., se:

2 x;;=m
jes M

Como se pode observar, (PR) traduz o problema da determinagdo de uma SST em G,
onde a distincia associada 2 aresta (i,j) é dij- Deste modo, se existir um valor de w

para o qual 1 tenha grau m na SST solugéo de (PR), estd-se na presenga da solugdo
6ptima do problema inicial.

No que se segue provar-se-d4 que se pode encontrar uma m-SST determinando uma
SST num grafo em que se penalizem convenientemente as arestas incidentes em 1. Torna-
se entdo necessdrio demonstrar a existéncia de tal valor de w.

Sejam:

E'={llegs ey en o =iy, i) ip) b\ gs dai2) |

R= (1) rp) i@y s (@5 e )Y

onde ey ; (1, r,) éa troca de arestas que permite obter uma (k+1)-SST a partir
de uma k-SST. Ou seja, se T for uma k-SST,
T\{e,} u{(1,r)} éuma (k+1)-SST (a existencia de
arestas nestas condicdes foi demonstrada no cap. 3 - teor.1);

W = { Wi, Waseees Wy o'}

Nas propriedades seguintes exprime-se a relagdo existente entre os valores de w; €W e
o multiplicador de Lagrange w.

Provar-se-2 que, definindo: wk=31,,k- zik'jk’ k=1, .,n2

o resultado de (PR) para:
w < wy € uma 1-SST;
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we [ Wp.1s W 1 ¢ uma p-s5T;

W 2w, »éuma (n-1)-SST.

Tendo em consideragdo que a diminuig¢do do valor de w origina um aumento na
distincia dy; (= Elj - w), é 6bvio que se w for muito pequeno a solugdo de (PR) é
uma 1-SST. Logo, a solugdo de (PR) para w = -M (em que M representa um niimero
arbitrdriamente grande) € uma /-SST e para w =M ¢é uma (n-1)-SST. Assim, & medida
que se diminui o valor de w estd-se a penalizar o facto de se terem arestas incidentes
em 1.

Teor.1: Se existir um valor w* do multiplicador para o qual a solugdo de (PR) seja
uma k-SST, entdo:

i) w*s< Wi

ii) Existe uma (k+1)-SST solugdo do (PR) para w = Wi

Dem.:
i) Suponha-se que W* > w; = El,rk a zik'jk
entdo,

iy, 791 - d; 5 Iw®] =@, -w*-T

i Tk iy
<y

<0

A c1,1'k + cik,jk' cik,jk

o que traduz que, se na solugdo de (PR) se substituir a aresta (iy, j,) por
(1, rp.), se obtém outra SST de custo inferior ao da actual. Assim, a solugdo

de (PR), para w = w*, ndo era uma k-SST, o que contradiz a hipétese;

w* < wy
s weE By 0
Por definigdo, dl,rk w'] = E’er- w' ®

MHe@ = dl,rk w'] =Eik‘jk= dik’jkIWI]
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Logo, a 4rvore de suporte, que se obtém se & solugdo de (PR), para
w=w', for introduzida a aresta (1, 1) eretirada (iy, ji), tem custo total

igual ao da inicial;

Assim, se w* = w' =¢ Loy cika. pode passar-se de uma SST

solugdo de (PR) onde o vértice 1 tenha grau k,auma SST de igual custo

onde o vértice 1 tenha grau k+1. - (cqd)

Cor.1: Se um dado valor w' for tal que: Wy.1 S W < w, entdo, existe pelo
NSRS -

menos uma SST solugdo de (PR), para w = w', que € uma k-SST.

Ty ak-SST solugdo de (PR), para w = w;

Tf(‘ uma solugdo de (PR), para w = w,, definida por:
Tf =Ty \{ek} 0] {(l, rk)};
Logo,em Ty, 1tem grauk+l e Ty = kal;

{ aj, a5 ,..., a,.1} asarestasde Tk*_'l;

Lema l: Paracadaaresta a; e T,
= i k-1

i) existe uma 4rvore solugdo de (PR), para w = wy 4, no grafo
G = (V, A\{a;}), onde: k-1 < grau(l) < k+1;

i) existe uma 4rvore solugdo de (PR), para w = Wy ;, no grafo
G{ = (v, A\(ai)), onde: k-2 < grau(l) < k.

MCM. FESRE
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Dem.:

i) Seja Ty a solugdo de (PR), para w = Wi.1» €m Gi', que difere de kal numa
s6 aresta (). Ou seja: Ty = Tk"_’I \{a;} u {bj);
Podem entio ter-se os seguintes casos:
1) a; e bj sdo ambas incidentesem 1 = em TI, 1 tem grau k;
2) se nenhuma das arestas incide em 1 = em Ty, 1tem grau k;
3) a;incideem1e hj nio = em Ty, 1tem grau k-1;
4) a;ndoincideemle bj incide = em Ty, 1tem grau k+l;

i) Considere-se a drvore Tkjl. Pode ter-se um dos dois casos seguintes:

D a; & Tyy
Seja T, a solugéo de (PR), para w = W, 1, em G;
Ty= Tk.-l = em T,, grau(l) = k-1;

2) Se a;eTy y;
Seja T, a solugdo de (PR), para w = Wy ¢, em Gi' que difere de T}
por uma s6 aresta. Ou seja, T,=T, ; \{a;} U {bj};
Se ajincide em 1¢ bj nio = grau(l) = k-2, em T5;
Se a;ndo incideem 1 ¢ b.i incide = grau(l) =k, em Tj;
Se sdo ambas incidentes em 1 = grau(l) = k-1, em T,;
Se sd@o ambas ndo incidentes em 1 = grau(l) =k-1,emT,;  (c.qd)

As propriedades anteriores fundamentam o teorema seguinte, que se.ve de base ao
algoritmo (V), utilizado na an4lise sensitiva s arestas da m-SST.

Teor.2: Seja T uma k-SST em G. Entdo, para cada aresta a; € T, existe uma
k-SST, Tj,em G| = (v, A\{ai}) tal que:

i) T difere de T em duas arestas no maximo.

(*)Nota:  Esta assumpgo é vlida, pois viu-se que uma SST em G difere de uma SST em G por uma
6 aresta.
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ii) Seja T" uma drvore solucdo de (PR), para W =w, ¢, em
Gl = (V, A\{a,, az,...,an});
As arestas de troca, ou seja que subtituém a; numa k-SS7 em Gi',
pertencema Ay U {e, 1} U {(1, r)}.

Algoritmo (V) : (Andlise Sensitiva as arestas da m-SST')

Dados: Matriz de custos transformada, C; Niimero de caixeiros, m;
Uma m-SST, T, em G, e o respectivo custo, csst ;

Resultado: Uma m-SST, Ti', para cada um dos n-1 grafos q' €0 respectivo
custo, csst;;

1. Identificar as arestas que se tém de trocar para se passar da m-SST dada a uma
(m-1)-SST e auma (m+1)-SST;

Sejam, respectivamente, ey 1 = (i 15 m.1) » (I Fp.y)
e en= 00 i@

2. Determinar uma m-SST em G" = (V,A") (Algoritmo (I) - cap. 3);
Seja T" am-SST e A; = {bl, b3 seus bn-l} o conjunto ordenado das

suas arestas;

3. Encontrar todas as arestas de troca para as arestas da m-SST inicial (Algoritmo
(A), com é e T); Sejam {bl, Dy yeees bs};
iecl;

4. Para a; € T, seja hj a aresta de troca;

4y. Se a; e b incidem ambas /nenhuma incide em 1
anovam-SST € Ty =T\ {a;} U {v;};
sendo o seu custo: csst; = csst - cnl + cbj;
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4. Se bj ¢ incidente em 1 ¢ a; ndo
Se Tu{ey, }\{a]} €éuma drvore de suporte
Ty=Tu{ey, 3V ak;
csst; = csst - Cay * cb,;
Cc. Ti' = Tu{em_l}u{bj}\{ai}\{(l, rm_l)};
csst; = csst - (:nl + cbj;

43. Se a; éincidenteem 1e b; ndo
S¢e Tu {(l, rm)} \{ ai} € uma érvore de suporte
i e

csst; = csst - c.| + cbj;

Cic. Ty = Tu{Q, rm)}u{hj}\{ai}\{em};

csst; = csst - cnl + cbj;

S.ie i+l
Se i<n-1 voltara 4;

C.c. terminar, foram analisadas todas as arestas da m-SST.

Torna-se assim possivel saber o custo de uma m-SST para cada um dos grafos Gi'A
Com base neste e no da m-SST inicial determina-se a penalidade de retirar a aresta a; da
solugdo em causa e o valor do novo problema relaxado. Se este exceder o majorante a; é

fixada com valor um.
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6.3.2. Analise Sensitiva as Varidveis de Retorno

Como se viu, as arestas de retorno s3o as m de menor custo incidentes em 1, caso
estas conjuntamente com as da m-SST originem menos de m subcircuitos imediatos; ou

as m-1 de menor peso incid em 1 conj com a m+1-ésima de menor custo

incidente em 1, no caso contrério.

E 6bvio que se for retirada uma das arestas de retorno a que a substitui, no primeiro
caso em que foram detectados menos de m subcircuitos imediatos, € a m+1-ésima de
menor custo incidente em 1. No segundo caso, se a aresta que se retirar for a m+1-ésima
de menor custo incidente em 1, a que a substitui é a m+2-ésima nas mesmas condigdes,
se a aresta retirada for outra a que a substitui € a que foi trocada pela m+1-ésima, ou seja
am-ésima de menor custo associado. Assim, a nova solugdo pode sempre encontrar-se
com a troca de um par de arestas. Designe-se por a a aresta que € incluida na solugio se
for retirada uma aresta de retorno.

A andlise de cada uma das arestas de retorno que ndo pertengam simultaneamente
m-SST, foi, entdo, elaborada calculando o valor do problema relaxado originado pela
troca de arestas referida. Se este valor for maior que o valor do majorante a aresta em
causa pode ser fixada com valor um.

As arestas de retorno que pertengam simultdneamente & m-SST tém que ser analisadas
quando as da m-SST, pois o facto de serem retiradas origina por um lado uma troca de
arestas como a que se aca_ou de frizar, e por outro alteragdes na m-SST. Tal foi feito
alterando o método descrito para a andlise as arestas da m-SST (Algoritmo (V)) nos
seguintes passos:

4,. Se a; ¢ b; incidem ambas em 1
anovasolugioé T =T \ {ai} \{ai} U {bj} v {a};
sendo o seu custo: csst; = csst - 2 Ca, *+ cb.l + ¢

43. Se a; éincidente em 1 e b; nio
Se T;=Tu {(l,rm)} \{a;} ¢ uma édrvore de suporte
a nova solugio ¢ T, \{ ai} (©] {é};
C.c. a nova solugio é Ty\ {em} €} {bj} \{ai} v {ﬁ};

MCM. = 6
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6.3.3. Anélise Sensitiva as Restantes Variaveis

Neste ponto justifica-se a forma como foram fixadas, sempre que possivel, varidveis
que sendo livres ndo pertengam a solugdo do problema relaxado. Uma varidvel nestas
condigdes, pode ser fixada com valor zero se o valor do minorante resultante da sua
introdugZo na solugdo do problema relaxado exceder o valor do majorante.

A introdug@o duma destas arestas, na solugdo do problema relaxado, pode ou no
originar uma alteragdo total da solugdo. Comega-se por descrever os casos em que a
andlise se pode fazer com a troca de apenas um par de arestas, finalizando-se com o
estudo do caso mais complicado.

As arestas em andlise podem ser de dois tipos:
(i) Incidentesem1;

(ii) Nio incidentes em 1.

Para mais fécil compreensdo foi considerado o exemplo seguinte que acompanharé
este estudo.

2
Ex: Sejan=9 ;m=2 e

N\ Arestas da m-SST

N\ Arestas de retorno

a solugdo do problema relaxado
Fig. 6.9

MCM. E e
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(i) Arestas incidentes em 1 :

O valor da solugdo do problema relaxado incluindo a aresta (1,x), pode calcular-se
com base na solugdo que se obtem substituindo a aresta de retorno de maior custo
associado por (1,x). Esta troca de arestas nunca origina mais subcircuitos imediatos que
os existentes na solugo do problema relaxado, pois (1,x) ndo pertencendo & solugio nio
representa uma aresta da m-SST. Assim, a nova solugdo contem as n-1 arestas da
m-SST, as m-1 arestas de menor custo incidentes em 1 e (1,x).

Considerando-se o exemplo da Fig. 6.9, suponha-se que se pretendia analisar a aresta
(1,12) eque €12 <C11- Neste caso, a nova solugdo inclui (1,12) em vez de
(1,11), vindo:

N\ Arestas da m-SST

™\ Arestas de retorno

Fig. 6.10

Se (1,2) e (1,10) fossem as duas arestas de menor peso incidentes em 1 (caso em
que foram detectados m subcircuitos imediatos, sendo (1,10) substituida por (1,11) na
solugdo do problema relaxado), a nova solugdo viria igual a da Fig. 6.10, pois de qualquer
forma inclui sempre as m-1 arestas de menor custo incidentes em 1 ¢ a aresta (1,12).

Assim, uma varidvel livre, que ndo pertenga 2 solugdo « o problema relaxado e seja
incidente em 1, pode ser fixada a zero se o resultado da soma do valor do problema
relaxado com o custo desta aresta subtraido do da m-ésima aresta de retorno de maior
custo associado exceder o valor do majorante.

No exemplo, X112 € fixada com valor zero se L(m) + 1,12 - ¢1,11 > Z, caso

contrério, ndo se pode concluir nada e a varidvel permanece livre.

MCM. ENTI



m-TSP. Meéitodo de Particdes e Avaliagdes Sucessivas Cap. 6

(ii) Arestas n#o incidentes em 1 :

Para se conhecer o valor do problema relaxado se a aresta (x,y), que ndo pertenga a
esta solugdo nem seja incidente em 1, for introduzida na referida solug@o € necessério
determinar a nova solugao.

A introdugdo de (x,y) na solugdo origina um ciclo na m-SST e, como se vé de
seguida, existem casos em que a nova m-SST pode ser encontrada se retirada uma das
arestas desse ciclo.

Designe-se por subdrvores as érvores que resultam de retirar o vértice 1 da m-SST e
por rafz de uma subdrvore o vértice dessa subdrvore adjacente a 1 na m-SST.

As subdrvores, para o exemplo da Fig. 6.9, sdo:
® O—0
©,
O—@ S
® ho=0

Fig. 6.11
Onde, 10 é araiz da subdrvore (a) e 2araiz de (b).

A aresta (x,y) pode estar num dos casos:

(ii;) x e y pertencem A mesma subdrvore ;

(ii,) x e y pertencem a subdrvores diferentes;

(ii,) Sabe-se que uma m-SST € formada por m SST’s em subgrafos gerados por

conjuntos de vértices disjuntos e cuja unido representa o conjunto S, pelo vértice 1 e por
m arestas ligando 1 com cada uma das m SST's.

MCM. ST
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No que se segue provar-se-a que a m-SST que contém a aresta (x,y) € formada por m
§ST’s nos mesmos subgrafos que a inicial. Assim, a nova m-SST pode ser encontrada
por alteragdo de apenas uma das m SST’s.

Seja:
T = Ty Ul Ty UV Ty U (LI} Vo0 {@51)} U f @i )}
a m-SST inicial;

x,y € Ty com (x,y) & Ty;

A introdugdo da aresta (x,y) em T origina um ciclo em Ty. Provar-se-4 de seguida

que:
19) As SST's Tj 350=1,.,m, j#k ndo se alteram;

2%  As arestas incidentes em 1 ndo se alteram;

3?) Ty éalterada pela troca de um par de arestas, resultando:
T'y = Ty U {(x,1)} \{(@@,b)};

19) Pela forma de construgdo da m-SST (cap. 3), sabe-se que as arestas das SST's, Tj
j#k, foram escolhidas de acordo com as prioridades. A introdugdo de (x,y) em T ndo
altera as prioridades das arestas destas 4rvores, ndo originando, portanto alteragdes nestas
SST's, caso ndo haja alteragdes nos subgrafos. No fim vé-se que os subgrafos ndo se
alteram.

29) Pela razio anterior as arestas (L,i;) com r#k ndo se alteram. A aresta (1,i)
s seria alterada se:

Cxyi STx > Sxiyi= T2 ST S S e
ou
Cry = Sy > Sey t L & Sy <Oy, #y

ou
Cx,y - Cl" > Cx’y = clyik < CI'W < cl,ik I W
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Mas, se tal fosse vilido ndo existiria em T a aresta (L,iy) mas sim (1,x) ou (1,y)

ou (1,w), consoante o caso que se verificasse. Logo, ndo h4 alteracdo das arestas
incidentes em 1.

3% Sendo Tk uma SST € 6bvio que a introdugdo de (x,y) em Ty, origina um e um
s6 ciclo. Uma SST no mesmo subgrafo, que contenha (x,y), resulta de substituir a aresta
de maior custo associado, (a,b), nesse ciclo por (x,y).

T'y =T, L {(x,y)} \ {(a,b)} é uma SST, que contém (x,y), no
subgrafo gerado pelo mesmo conjunto
de vértices.

Assim, se se provar que os subgrafos ndo se alteram, fica demonstrado que a m-SST,
T', que contém (x,y) difere de T num par de arestas, ou seja:

T'y =T, v {(x,»} \ {(a,b)}

onde (a,b) representa a aresta de maior custo associado no ciclo originado pela
introdugdo de (x,y) em T.

Os subgrafos s6 se alterariam se a introdugdo de (x,y) alterasse as prioridades das
arestas que em Ty unem vértices de Tk\{(a,b)), podendo um destes vértices mudar de
SST. Porém, a alteragdo da 4rvore, ndo tem nada a ver com estas filas de prioridades,
como se ilustra no exemplo que se apresenta de seguida.

A nova m-SST é entdio formada por m SST’s nos mesmos subgrafos que a inicial, o
vértice 1 e as mesmas arestas a uni-lo com as m SST"s. A tinica SST que vird alterada
serd a que contém os vértices X e y, sendo incluida a aresta (x,y) em substituigio da
aresta de maior custo associado no ciclo originado pela introdugdo de (x,y) nesta SS7.

A aresta (x,y) é fixada com valor zero se o valor da nova solugdo do problema
relaxado exceder o do majorante.

Ex.: Considere-se a introdugdo da aresta (3,4) no exemplo da Fig. 6.9. Os seus
vértices pertencem 2 mesma subdrvore (Fig. 6.11 (b)), sendo esta uma SST no
subgrafo gerado pelo conjunto de vértices {2,3 ,..., 9}.
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Veja-se que a m-SST resultante da introdugdo de (3,4) na solugdo € formada
pelas m SST s nos mesmos subgrafos que a inicial.

Suponha-se que €3>C 4 E 6bvio que uma SST, neste subgrafo, que
inclua a aresta (3,4) é:

Fig. 6.12

Por razdes Gbvias, as unicas arestas que pertenciam & m-SST inicial e que
poderiam nd@o pertencer a nova sdo: (3,6), (3,7), (7,8), (7,9). Porém, elas
estdo na m-SST inicial por representarem, a dado passo, a melhor troca de
arestas. Por exemplo, (3,6) pertence & m-SST inicial porque a dado passo de
construgdo desta 4rvore (3,6) , (1,d), em que d € a raiz da 4rvore a que 3 ou 6
pertence, representou a troca de arestas prioritdria, ou seja €36 Cpq cMa
minimo. Esta relagdo ndo sendo alterada com a substituigdo de (2,3) por (3,4)
mantem-se vilida. Logo os subgrafos ndo se alteram.

(iiz) Se x e y pertencem a subdrvores diferentes o ciclo originado na m-SST com a
introdugdo de (x,y) contém duas arestas incidentes em 1. Assim, um procedimento
semelhante ao efectuado em (ily) pode fazer com que se deixe de ter grau(1)=m, se for

incidente em 1 a aresta de mair custo no ciclo. Por outro lado, mesmo sendo néo incidente
em 1 esta aresta, ndo se consegue garantir que a drvore resultante da substituicdo desta
por (x,y) seja uma m-SST, como se mostra no exemplo seguinte.

Ex.: Considere-se, de novo o exemplo da Fig. 6.9. A inclusdo da aresta (3,11)
origina o ciclo {(1, 10, 11, 3, 2, 1)}. Suponha-se que:

0,11 = Max { ey 100 €10,110 2,30 2

MCM. 5 B
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€ construa-se a nova arvore:

T\ {(10,11)} U {(3,11)}

Fig. 6.13

Esta 4rvore pode ndo representar uma m-SST. Do que se sabe, a aresta
(11,12) pertence 2 m-SST inicial porque €11,12 - ©1,11 ¥ 11,12 - ©1,10
€, para a 4rvore da Fig. 6.13 ser uma m-SST € necessério garantir que C11,12 "
¢1,12% €11,12 - €1,2- Tal seria vdlido se ¢y 19X ¢;,. Podendo ainda ter-
se uma solugdo com mais vértices ligados a 12, a andlise deste caso pode tornar-
se bastante mais complicada, pois uma 4rvore em que 12, ou qualquer um dos
que estivessem ligados a 12, fosse adjacente a 1, pode ter custo inferior a esta.

Assim, para os casos em que X e y pertencem a subdrvores diferentes foi encontrada
uma nova m-SST, de acordo com o algoritmo (I) - cap. 3. Com base nesta nova drvore e
nas arestas de retorno, determina-se a nova solugdo do problema relaxado. A aresta (x,y)
€ fixada com valor zero se o valor desta solugdo exceder o valor do majorante. As arestas
de retorno s6 sdo alteradas se, conjuntamente com a nova m-SST originarem m
subcircuitos imediatos.

MCM. R
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6.4. Descricao do Método

Comegando com os valores do majorante e do minorante fornecidos pelos métodos
anteriormente descritos €, em cada nodo da 4rvore ap6s escolhida a vari4vel a fixar bem
cOmo 0 ramo a seguir (§ 6.2.), encontrado um minorante para o subproblema em causa
(cada subproblema difere do problema inicial pelo nimero de varidveis jé fixadasa zeroe
a um). Tal como inicialmente, o valor deste minorante é melhorado com o recurso ao
método de éptimizagdo subgradiente j4 descrito. Determinada a solugdo do problema
relaxado, esta € analisada na tentativa de fixar implicitamente varidveis (§ 6.3.).

Com o objectivo de tentar reduzir o nimero de subproblemas a analisar, foi
introduzido o seguinte critério de paragem:
( Z-z ) / z<e onde: Z €o valor do majorante
z € o valor do problema relaxado
; € uma constante "pequena”

Assim, a diferenga entre os valores da solugio admissfvel, Z, que se obtem e o 6ptimo
do m-TSP nunca excede €.

Algoritmo (VI ): (Determinagdo da solugdo 6ptima do m-TSP)
Dados : Matriz de custos, C; n®de cidades, n; n° de caixeiros viajantes, m; &;

Resultado:  Vector contendo as arestas da solugio 6ptina, SOL;

Valor da solugdo 6ptima, Z;

1. Calcular uma solugdo admissfvel e o seu valor (Algoritmo (II) - cap. 4);

Seja SOL a solugdo e Z o seu valor;

2. Resolver o problema Dual Lagrangeano (Algoritmo (IV) - cap. 5);
Seja, z o valor do minorante;

3. Parar se (i-z)/zSe - SOL ¢ uma solugdo Gptima;

c.c., continuar;
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4. Inicializagdes: n_nodos « 1; {n® de nodos na 4rvore}
niv_ram <« 0; {nivel da ramificagdo}
n_fixasl « 0; (n®de varidveis fixadas a um}
n_fixas) « 0; (n®de varidveis fixadas a zero}

5. Escolher a varidvel a fixar bem como o seu valor (§6.2.1.), seja Xjj
n_nodos < n_nodos + 1;
niv_ram ¢« niv_ram + 1;

Se Xjj = 1 fazer:

cij RGO

n_fixasl « n_fixasl + 1;

Se i (§)# 1 e se o n?de arestas fixadas a um e
incidentes em i (j) for dois, fixar as restantes
incidentes em i (j) a zero, actualizando n_fixas0;

C.c. se o n®de arestas fixadas a um e incidentes em 1 for
2m, fixar as restantes arestas incidentes em 1 a zero,
actualizando n_fixas0;

n_fixas0 « n_fixas0 + 1;

Se i (j)# 1 e se on®de arestas fixadas a zero e
incidentes em i (j) for n-3, fixar as restantes
incidentes em i (j) a um, actualizando n_fixasl;

C.c. seon®de arestas fixadas a zero e incidentes em 1 for
n-m-2, fixar as restantes arestas incidentes em 1 a
um, actualizando n_fixasl;

6. Resolver o problema relaxado para o subproblema e melhorar o valor do

minorante recorrendo ao método de optimizagdo subgradiente (Algoritmo (IV)
*)), seja z o valor deste minorante;

('>Nma: A iniciali: dos valores dos ipli (passo 1 do algoril IV) s6 é feita quando se
faz o retrocesso na 4rvore. Caso io € i o vector de ipli que
proporcionou melhores valores no nodo anterior.
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7. Se n_fixasl < n-1+m e n_fixas0 < n (n-1)/2 - (n-1+m) tentar

fixar implicitamente varidveis fazendo a andlise sensitiva solugdo do
problema relaxado (Algoritmo (V) - § 6.3.);
Actualizar n_fixas0 e n_fixasl;

8. Se n_fixasl < n-14m ; n_fixas0 < n (n-1)/2 - (n-1+m) ;
('z'-E)/E>ee z<Z  voltar a §;

c.c.ir para 9;

9. Se n_fixasl = n+m-1 encontrar o valor desta solugdo admissivel;

Se n_fixas0) = n(n-1)/2-(n+m-1) encontrar a solugdo admissivel for-
mada por todas as varidveis livres e

fixadas a um e calcular o seu valor;
c.c. ir para 10;

Se o valor da solugdo admissivel for menor que o actual majorante,
actualizar o majorante, fazendo:

Z « valor desta solugdo e guardar a solugdo, SOL;

10. (Retrocesso na drvore}
Repetir
Considerar livres todas as varidveis fixadas neste nodo,
decrementando o nimero de varidveis fixadas a zero ou a um e
recuperando o custo inicial associado a cada varidvel;
niv_ram ¢« niv_ram - 1;

Considerar 0 nodo "pai" do actual;

Até  ser encontrado um nodo com apenas um descendente analisado para

o qual: (2-3)/5>£;

Parar se ndo existe nenhum nodo nestas condi¢oes - SOL representa a
solugdo 6ptima;
C.c., fazer: n_nodos < n_nodos + 1;
niv_ram < niv_ram + 1;
ir para 11;
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11. Se, no subproblema representado pelo descendente deste nodo jd
analisado:

(i) X, foi fixada com valor um, fix4-la a zero, fazendo:
n_fixasl « n_fixasl - 1;
X 0;
Cre) = Car S %205
n_fixas0 « n_fixas) + 1;

Se i (j)# 1 e se on®de arestas fixadas a zero e
incidentes em i (j) for n-3, fixar as restantes
incidentes em i (j) a um, actualizando n_fixas1;

C.c. seon®de arestas fixadas a zero e incidentes em 1 for
n-m-2, fixar as restantes arestas incidentes em 1 a
um, actualizando n_fixasl;

(i) x, foi fixada com valor zero, fix4-la a um, fazendo:
n_fixas0 « n_fixas0 - 1;
s
L e S
n_fixasl « n_fixasl + 1;

Se i (j)# 1eseon® de arestas fixadas a um e
incidentes em i (j) for dois, fixar as restantes
incidentes em i (j) a zero, actualizando n_fixas0;

C.c. seon?de arestas fixadas a um e incidentes em 1 for
2m, fixar as restantes arestas incidentes em 1 a zero,

actualizando n_fixas0;
Voltara 6.

Nota: A solugdo designada por solugdo 6ptima, SOL, é a solugdo Gptima exacta se
€=0 e e-optimal se €> 0.

Diversas vezes os algoritmos de b&b recorrem a processos que permitem, sem grande
esforgo computacional, determinar em cada nodo da drvore uma solugéo admissivel para o
subproblema em causa, diferindo pouco da solugdo do problema relaxado. Tal
procedimento auxilia a que sejam necessérios menos nodos na ramificag@o, pois se o
valor de uma solugdo admissivel exceder o do majorante para o m-TSP pode ser cancelada
a ramificagdo a partir desse nodo. Contudo, no método implementado néo € vantajoso,
segundo se pensa, a utilizagdo de tais procedimentos.
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7. Anélise dos Resultados Computacionais

Os métodos apresentados foram testados num Microcomputador PC-AT/386, sistema
operativo MS-DOS 3.30. Os programas foram codificados em Pascal e compilados em
Turbo Pascal 5.0. O programa para a determinagdo do emparelhamento perfeito de custo
minimo [6] (cap. 4) estando codificado em Fortran foi compilado em Profor.

As coordenadas dos pontos foram geradas aleatériamente, sendo de seguida calculadas
as distancias Euclideanas entre os diversos pontos. Gavish & Srikanth [21] com o mesmo
tipo de dados, testam problemas com um méximo de 100 vértices e 10 caixeiros num
IBM 3082, tendo sido, neste trabalho, conseguidas as dimensdes méximas de 30 vértices
¢3 caixeiros.

Embora o compilador utilizado seja o melhor que se conhece para programas
codificados em Pascal em microcomputadores, tornou-se dificil testar problemas com
mais de 20 vértices. Em primeiro lugar apresentam-se os resultados obtidos para
problemas em que foi possivel determinar a solugdo 6ptima pelo método exacto
implementado. Sempre que por falta de espago de meméria o programa ndo chegou ao fim
do b&b os resultados foram obtidos por etapas. Nestes casos, se o valor do majorante foi
actualizado, repetiu-se o b&b desde o inicio com este novo valor em vez do fornecido
pelo método heuristico. Houve, contudo, problemas em que nio foi possivel a
determinagdo da solugdo 6ptima. Por este motivo a andlise dos resultados para os diversos
problemas ¢ feita separadamente. Primeiro sdo analisados os resultados dos problemas de
menores dimensGes, sendo por fim estudados os restantes.

As tabelas 7.1 e 7.1(a) contém informagdo sobre o nimero de problemas gerados,
sendo agrupados os que se geraram em quadrados de iguais dimensdes, indicando em
quantos deles foi necess4rio entrar em b&b e o niimero médio de nodos efectuados. Os
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resultados de problemas de iguais dimensdes, separados nas diversas linhas, foram
obtidos em quadrados de dimensdes sucessivamente maiores. E ainda apresentado o
tempo médio de execug@o gasto no nodo inicial, ou seja na determinacio do minorante e
do majorante iniciais, € o tempo médio de ramificacio. Os resultados destes mesmos
problemas, em que se trabalha com valores médios sempre que sdo gerados de igual
forma, sio detalhados nas tabelas 7.2 € 7.3.

115
12,
12,
12,
12,
12,

27 | 61 |94 | 4.10] 108.37
9| 13 18 | 1.54| 17.52
17 | 25 | 33 | 3.54] 27.43
3124 |48 | 2.83] 19.17
14 | 31 |61 | 3.67| 42.52
3 8 14 | 443( 9.21

Dimensdes|_N° de Problema Ne de nodos TCPU (em s)
n, m Total B&B | Min | Méd.| M4x| inicial | B&B
8, 2 2 1 - 31 - 0.41 6.18
8, 2 5 0 - - - 0.38 =
8, 2 S 1 - S - 0.45| 0.58
8, 2 >) 2 3 6 9 ] 0.86] 2.90
8, 2 5 4 5 6 11 | 1.39 1.76
8, 2 5 1 - 4 - 0.68 0.71
8, 3 6 0 - - - 0.80 -

8, 3 S5 1 - 11 - 1.09| 6.66
8 3 5 1 - 3 - 1.01 0.44
8, 3 5 3 71 16 21 1.31]| 10.85
8, 3 5 2 12 | 26 | 40 | 1.26| 17.57
11552 S 1 - 13 - 1.55| 10.36
11,52 3 1 - 16 - 1.70| 15.53
11572 S 2 7110 |12 | 2.64] 9.28
1557 5 4 7 9 |[13 | 3.84| 10.20
11,2 & 5] 3| 18 |49 | 4.84| 1697
11503 & 3 10737 |71 | "3:82] '64.95
11,3 3 0 - - - 1.83 -
11573 3 1 - 124 - 2.82| 36.40
11, 3 3 1 - 11l - 2.37| 19.84

3 3 2

2 5 3

2 5 3

2 5 4

2 5 3

2 4 3

MCM. e
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Dimensoes|_ N2 de Problemas N2 de nodos TCPU (em s)

n, m Total B&B | Min | Méd.| Méx| inicial | B&B

192 &) 3 2 2101521 21 | 4.03| 39.43
1203 3 1 - 14 - 3.06| 31.47
12,3 4 3 3116 |35 | 451| 2538
12,3 3 2 13 ] 22 |30 | 452| 43.05
12, 3 3 2 2718 3301139052511 6711
12, 4 1 1 - 19 - 2.91° | " 1771
12, 4 1 0 - - - 15912 =

12, 4 1 0 - - - 1.16 -

12, 4 1 0 - - - 1.44 -

12, 4 1 1 - | 41 - 2.84| 20.71
1552 5 2 27 | 49 71) 143] 57.33
15,2 3! 2 26 | 30 34| 6.34| 66.42
15,2 5 1 - 56 = | 1.92] 163.36
1542 3 2 701522 37| 6.11| 56.38
15,2 3 2 3 16 29| 7.51| 28.18
1582 5) 0 - - - | 4.62 -

15, 3 2 0 - - - | 2.09 -

15,3 3 0 - - SHI|E31938 =

15,:3 S5 1 - | 65 - | 4.07] 165.14
15553 3, 2 39 | 59 79 | 7.81] 210.77
15;:3 4 3 8 18 25 |10.66| 65.02
20, 2 3, 3 29 | 50 83 119.84| 291.15
20, 2 4 4 56 | 66 77 | 15.58| 316.75
20, 2 5 2 65 |123 181 |11.88| 672.04
20, 2 2 2 FOL {72 73 116.31| 344.38
20, 2 3 3 25 | 63 119 131.94| 298.79

Nota: TCPU representa o tempo de CPU gasto na execugao dos programas.
Tab. 7.1 (a)

Desta tabela pode observar-se que em 94 dos 191 problemas teste foi necessdrio
ramificar.
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Nio tendo sido implementadas regras alternativas de fixagdo explicita de varidveis,
torna-se dificil comentar a regra utilizada. Pode-se porém afirmar nio ser, na maior parte
dos casos, elevado o nimero médio de nodos necessérios para obter a solugdo Sptima.
Nos resultados obtidos observou-se que embora raras vezes a solugdo Gptima coincidisse
com a solugdo dos dltimos subproblemas de cada 4rvore, também ndo era representada
pela solugdo dos primeiros subproblemas que se conseguiam resolver. Tal leva a suspeitar
que a regra adoptada talvez ndo seja a que proporcione melhores resultados.

Os desvios percentuais do majorante e do minorante que constam nas tabelas seguintes
foram determinados, respectivamente, de acordo com as férmulas:

(Z-2%/2z* ¢ (z*-2) /2*

onde: z* €o valor da solugdo 6ptima;
Z € o valor do majorante no nodo inicial;
z € o valor do minorante no nodo inicial.

Estes valores foram calculados para cada problema testado, sendo nas tabelas 7.2 ¢ 7.3
apresentadas as médias dos problemas gerados de igual forma.

Dimensdes |___Desvio Percentual do Dimensdes| _ Desvio Percentual do
n, m majorante minorante n, m majorante minorante
802 9.03% 2.56%

8 2 11.68% 0.47% 8113 0.23% 0.00%
8, 2 5.73% 2.32% 8 3 14.41% 2.52%
8 2 10.3% 0.72% 8 3 19.17% 0.76%
) 4.75% 1.40% 83 31.12% 2.79%
8, 2 7.91% 0.44% 8, 3 18.34% 3.96%
10552, 5.15% 1.23% 1153 9.26% 5.95%
12 7.18% 0.35% 1933 19.93% 0.00%
11552 6.76% 1.84% 18 18.77% 2.56%
11502 5.77% 3.32% 1133 18.24% 0.00%
11552 2.32% 2.40% 1153 4.87% 6.28%
12,22 0.12% 0.00% 12853 8.51% 2.43%
1252 0.09% 0.02% 1283 22.33% 0.25%
12,2 5.47% 3.62% 1293 8.49% 1.41%
Tab. 7.2
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Dimensoes Desvio Percentual do Dimenstes| _Desvio Percentual do
n, m majorante minorante n, m majorante minorante
12,2 5.96% 3.63% 12,%3 11.75% 1.23%
12, 2 1.81% 1.82% 1273 31.86% 2.04%
12, 4 0.00% 7.22% 15,02 13.57% 3.39%
12, 4 22.97% 0.00% 15, 2 8.83% 2.56%
12, 4 18.18% 0.00% 1512 11.27% 1.54%
12, 4 19.64% 0.00% 15,94 11.63% 2.57%
12, 4 13.71% 9.68% 15,22 8.47% 0.00%
15, 3 17.27% 0.29% 20, 2 7.22% 3.59%
1553 18.58% 0.00% 20, 2 10.83% 3.22%
15,3 12.15% 0.00% 20, 2 7.60% 0.66%
15,43 11.79% 2.29% 20, 2 13.37% 1.14%
15,3 9.74% 5.47% 20,52 0.00% 4.45%
Tab. 7.3

Como se pode observar nos resultados em anélise o desvio percentual do majorante,

relativamente a0 valor 6ptimo do problema, é na maior parte dos casos bastante superior

a0 desvio percentual do minorante. Considere-se o quadro seguinte que resume alguns

resultados das tabelas em foco.

Dimensdes |__Valor minimo para o desvio do Valor méximo para o desvio do
n, m Majorante Minorante Majorante Minorante
8.2 4.75% 0.44% 11.68% 2.56%
8 3 0.23% 0.00% 31.12% 3.96%
1152 2.32% 0.35% 7.18% 3.32%
16153 4.97% 0.00% 19.93% 6.98%
122 0.09% 0.00% 5.96% 3.63%
1253 8.49% 0.25% 31.86% 2.43%
12, 4 0.00% 0.00% 22.97% 9.68%
15,2 3.25% 0.00% 13.57% 3.39%
1553 9.74% 0.00% 18.58% 5.47%
20, 2 0.00% 0.66% 13.37% 4.45%
Méx 9.47% 0.44% 31.86% 9.68%
Mifn 0.00% 0.00% 5.96% 2.56%
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Held et al. (28] afirmam, com base em testes que realizaram, que os resultados obtidos
pelo método subgradiente ndo parecem depender muito do valor do majorante. Tal
justifica que o método descrito para a determinagdo de minorantes, embora faga uso do
majorante, conduza a resultados significativamente mais préximos do valor 6ptimo que os
obtidos pela heurifstica implementada.

Deve ainda salientar-se que dos 97 problemas cuja solugdo 6ptima foi encontrada no
nodo inicial apenas em 8 (cinco dos quais dizem respeito aos problemas de menores
dimensdes) se obteve a igualdade entre os valores do minorante e do majorante. Nos
restantes 89 a solugdo 6ptima foi encontrada por ser admissivel a solugdo do problema
relaxado. Este facto verificou-se ainda diversas vezes na ramificag@o, obtendo-se solugdes
dos problemas relaxados que representaram solugdes admissiveis dos subproblemas.

Gavish & Srikanth [21], ndo referindo qual o método heurfstico que utilizam, propdem
o uso de majorantes artificiais, sempre que a diferenga entre o valor do majorante e 0 do
minorante for relevante. Um majorante artificial € um valor menor que o valor da solugdo
admissivel fornecida pela heuristica e superior ao melhor minorante. A escolha de tal
majorante origina uma significativa redugdo no tempo de excugdo ([21]), se no método de
ramificagio em drvore for encontrada uma solugdo admissivel de valor menor ou igual ao
do majorante artificial. Caso tal ndo seja possivel, significa que se tomou para majorante
um valor inferior ao do valor 6ptimo do problema, tendo que se repetir o processo desde
o inicio o que provoca um aumento significativo no tempo de execugdo computacional.
Segundo afirmam, poucas vezes necessitaram de repetir o b&b e na tabela de resultados
que apresentam, em 62 problemas, que necessitaram de ramifica¢@o, o processo foi
repetido apenas duas vezes nos problemas de menores dimensdes.

Os resultados das tabelas 7.4 e 7.5 conduzem a uma andlise semelhante 2 j4 feita para

i

p de menores di oe:

os

Note-se porém que nestes problemas o desvio médio do majorante, embora mantendo-
se superior ao do minorante, diminui com o aumento das dimensoes do problema.

Embora em proporgdes menores, também para estes problemas houve casos em que a
solug@o do problema relaxado representou a solugdo éptima do problema.
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Dimensdes [Majorante| Minorantel _ Solugéio Optima | Desvio Percentual do | TCPU (s)
n, m inicial inicial Valor | N? nodos | majorante | minorante | inicial | b&b
117 190 1097.5
110 101 109 139 7.34% 7.34% 1757 658.7
109 84 3145
169 45 148.4
20, 3 | 166
55 175.1
164 149 149 7n 13.42% 0.00% 7.1 168.4
154 36 70.6
166 79 219.7
164 140 140 0 18.57% 0.00% 8.1
Média 13.11% | 2.45%
74 54 385.7
73 64 480.4
7 65 66 103 12.12% 1.54% 24.0 673.1
70 138 774.0
25, 2
175 162 162 R 8.02% 0.00% 311 —
221 37 265.8
206 199 206 23 7.30% 3.40% 27:2 119.8
Média 10.14% | 1.5%
147 143 | 143 8 280% | 000% | 242| 257
189 157 157 —_— 20.38% 0.00% G| ———
25, 3
146 137 137 | — 6.57% | 0.00% 33| —
159 76 399.8
151 147 | 151 19 530% | 2.65% | 15.6| 4775
Média 8.76% | 0.60%
168 161 165 89 1.82% 2.42% 28.9| 368.0
78 102 667.4
77 71 72 110 8.33% 1.39% 24.2 703.2
73 28 135.0
69 49 422.3
30, 2 66 60 61 169 13.11% 1.64% 20.1 | 1264.7
64 61 658.5
188 169 169 — 11.24% 0.00% 56| —
165 59 367.0
161 154 157 111 5.10% 1.91% 23.6 | 566.9
157 35 130.4
Média 7.92 % 1.47%
Tab. 7.4
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Dimensdes| Majorante | Minorantd _Soluco Optima Desvio Percentual do | TCPU (s)
n,_m | inicial inicial | Valor | N® nodos| majorante | minorante | inicial | b&b
167 157 161 99 3.73% 2.48% 27.9 | 578.7
30,3 168 s | s [ B || assw [asm | one |10
199 189 192 19 3.65% 1.56% 43.6 | 126.0
Média 3.97% | 2.43%
Tab. 7.5

Para finalizar este anélise resta dizer que houve exemplos em que néo foi possivel
encontrar a solugdo éptima do problema por o programa ter "rebentado” sem actualizar o
valor do majorante, dado a problemas de falta de espago de meméria. Por ndo ser possivel
qualquer conclusdo com base nestes casos os resultados nao sio apresentados.

Alguns autores comparam o método que apresentam com outros j existentes para a
determinagdo da solugdo éptima do m-TSP e referidos ao longo deste trabalho. De
seguida é feito um breve resumo destas comparagdes para problemas Euclideanos.

Gavish & Srikanth [21] comparam o seu método com os de Laporte & Nobert [34] e de
Ali & Kennington (11, concluindo que resolvendo probl de maiores di oes €

ainda, em termos de tempo de execugdo, comparével ao primeiro e mais rdpido que o
segundo.

Jonker & Volgenant [31] geram dados em recténgulos de dimensdes diferentes que os
gerados por Gavish & Srikanth, afirmando que os dados gerados por estes autores

Py

[ a melhores

Tead,

comparativamente aos por eles gerados. Para problemas
Euclideanos com um méximo de 80 cidades, obtém geralmente minorantes menos
afastados do valor 6ptimo do problema, necessitando ainda de menos nodos na
ramificagio. Afirmam ser de esperar que o seu método seja tanto melhor quanto maior for
o niimero de caixeiros. O método de Gavish & Srikanth, como os préprios autores
referem, ndo proporciona conclusdes a este respeito.

M.CM.
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8. Conclusoes

Com base na andlise dos resultados feita no capitulo anterior pode inferir-se que o
método heuristico de Frieze, embora seja o que proporciona melhor andlise de pior caso,
em problemas simétricos e em que € vélida a desigualdade triangular, caso em que se
englobam os problemas testados, ndo conduz em geral a bons resultados préticos. Este
resultado estd em concordancia com o obtido na impl ¢do comp ional da
heuristica de Christofides para o problema do caixeiro viajante simples ([39]). Trata-se
portanto de um método com interesse essencialmente tedrico, por ser o que tem melhor
andlise de pior caso sob condigdes de simetria e sendo v4lida a desigualdade triangular.

0O método subgradiente utilizado origina significativas melhorias para os valores dos
minorantes, proporcionando, como se viu, valores ndo muito afastados do valor 6ptimo
do problema. Conforme anteriormente referido, a inicializagdo dos multiplicadores
proposta por Gavish & Srikanth [21] foi testada, tendo-se observado originar melhores
minorantes iniciais do que tomar como vector de multiplicadores inicial o vector nulo.

A regra de fixagdo implicita de varidveis ndo conduz "répidamente” & obtengdo da
solugdo ptima, sendo de suspeitar que talvez uma das outras regras mencionadas (§ 6.2.)
proporcione melhores resultados.

Sendo os valores dos minorantes "razodveis” e os dos majorantes "afastados" do valor
6ptimo, ndo € descabido pensar que o uso de majorantes artificiais proporcione a
resolugdo de problemas de maiores dimensdes. Porém, tal ndo foi testado ficando em
aberto para trabalhos futuros.
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Uma forma de reduzir o tempo de execugdo e o espago de memoéria necessério ao
algoritmo implementado, seria fazer a anlise sensitiva as varidveis que ndo fazem parte da
solug@o do problema relaxado e que unem vértices de subarvores distintas (&6.3.3. - (i,))

sem recalcular uma nova m-SST. Porém, tal s6 € possivel se se provar a existéncia de um
processo de reencontrar a nova m-SST a partir da que faz parte da solugdo do problema
relaxado.

Sendo o m-TSP generalizdvel a problemas de maior aplicabilidade prética torna-se
também importante a generalizagdo dos métodos para ele existentes. Gavish &
Srikanth [21] apresentam duas generalizagdes para o método proposto, que se descrevem
de seguida.

Afirmam ser possfvel provar que um m-TSP em que m ¢ varidvel pode ser resolvido
pelo método que apresentam para o m-TSP com m fixo, num grafo com mais m-1
vértices que o inicial, ou seja com n+m-1 vértices.

O método pode ainda fécilmente generalizar-se a problemas em que existem limites
para o niimero total de subcircuitos imediatos, bastando para tal alterar a forma como sdo
encontradas m as arestas representativas do retorno dos caixeiros a cidade inicial.
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