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Resumo

Este trabalho foi realizado no ambito da dissertagdo para o Mestrado de Matematica Aplicada a
Economia e Gestao, tem como principal objetivo mensurar o desempenho de cinco métodos numéricos
iterativos de resolucao de equagdes ndo lineares implementados no Python. Os métodos utilizados séo:
Bisseccao;

Falsa Posicao;

Ponto Fixo;

Newton-Raphson;

Secante.

Foram solucionadas diferentes equagdes nao lineares, buscando, ao longo das analises, comparar a
eficiéncia de cada método, no que concerne ao numero de iteragdes e tempo de processamento
necessario para se atingir uma solucao aceitavel. No fim, é apresentada uma classificagdo dos métodos
de acordo com as métricas utilizadas.

Palavras-chave: Métodos numéricos, Convergéncia, Python, Métodos iterativos, Equacdes nao
lineares.



Abstract

This work was carried out as part of the dissertation for the Master of Mathematics Applied to
Economics and Management. Its main objective is to measure the performance of five iterative
numerical methods for solving non-linear equations implemented in Python. The methods used are:
Bisection;

False Position;

Fixed point;

Newton-Raphson;

Secant.

Different nonlinear equations were solved, seeking, throughout the analyses, to compare the efficiency
of each method, with regard to the number of iterations and processing time required to reach an
acceptable solution. At the end, a classification of the methods is presented according to the metrics
used.

Keywords: Numerical methods, Convergence, Python, Iterative methods, Nonlinear equations.
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Capitulo 1: Introducio

Este projeto enquadra-se no ambito da obtengdo do grau de Mestre em Matematica Aplicada a
Economia e Gestao.

O estudo das raizes de equacdes tem atraido ao longo do tempo a atengdo de varios estudiosos, visto
que sistemas de equagdes nao-lineares sdo problemas que podem surgir nas mais diversas areas da
Matematica Aplicada. Sabendo que na maior parte dos problemas matematicos ndo € possivel
encontrar solu¢des por métodos diretos, ou seja, solugdes exatas, opta-se pela resolugdo usando
métodos numéricos.

Num método numérico ¢ possivel distinguir trés fases:

—T N
Escolha do Cdlculo numérico
Formulagdo do problema método de y da solugdo
resolugado aproximada
Figura 1.1: Fases de um método numérico

O método numérico é essencialmente um conjunto organizado de operagdes logicas e aritméticas
baseadas em teoremas da Analise Matematica, que levam a uma solug@o aproximada de um problema.
Um algoritmo sempre acompanha um método numérico.

O surgimento dos computadores tornou possiveis os calculos numéricos que antes eram humanamente
impossiveis. Isso levou ao desenvolvimento de novos métodos numéricos e ao aprimoramento dos
métodos ja existentes.

A Teoria Dos Erros ¢ uma teoria exclusiva da analise numérica. Um método numérico deve sempre
ser acompanhado de um estudo de convergéncia e majoragdes de erros. Assim, para resolver equagoes
nao lineares, é necessario um bom conhecimento de analise matematica, principalmente em teoremas
basicos.

Como resultado, a primeira parte deste trabalho esta reservada aos conceitos basicos da Analise
Matematica, seguidos de conceitos basicos da teoria dos erros.

Na segunda parte sdo apresentadas as bases tedricas para os principais métodos de resolucdo de
equacdes ndo lineares, juntamente com os algoritmos correspondentes que permitem a traducao desses
métodos num programa inteligivel para o computador.

As versoes finais de cada algoritmo serdo apresentadas no final em forma de anexo, devolvendo tanto
o resultado final quanto os calculos intermédios. Por outro lado, os cddigos apresentados serdo apenas
versdes simplificadas, que devolverdo apenas o resultado final.



Capitulo 2: Conceitos preliminares

2.1 Teoremas e conceitos basicos da Analise Matematica

Teorema 2.1.1 (do Valor Intermédio) Seja f: [a, b]— R, uma fun¢o continua. Dado um nimero y
entre os valores f(a) e f(b) existe um ponto intermédio ¢ € ]a, b[ tal que f(c) = .

Corolario do teorema do valor intermédio

Se f € uma funcdo continua em [a, b], © R e se f(a) e f(b) tiverem sinais contrarios, entdo existe
pelo menos um nimero real ¢ entre a e b tal que f(c) = 0

Teorema 2.1.2 (do Valor Intermédio de Bolzano também conhecido como Teorema de Lagrange):
Dada uma fungdo continua f definida num intervalo fechado I = [a, b] de R e diferenciavel em ]a, b|[,
existe um ponto ¢ em ]a, b[ tal que

fi(e) = Lo[e 2.1.1)

Corolarios do Teorema de Lagrange:

1. Sef'(x) =0vVx € I, féconstanteem .
2. Sef'(x) =2 0(f'(x) £0), Vx € I, f(x) é crescente (decrescente) em I.
3. Sef'(x) >0(f'(x) <0), Vx € I, f(x) e estritamente crescente (decrescente) em .

Defini¢do 2.1.1 (extremos relativos): Seja X uma parte ndo vazia de R. Diz-se que f: X — R tem
um maximo local ou relativo no ponto a, quando existe € > 0 tal que, para qualquer, se tem

f(x) = f(a). Do mesmo modo f tem um minimo local ou relativo no ponto a, quando existe € > 0
tal que, para qualquer x € Ja — g, a + ¢ N X,setem f(x) = f(a). Dizemos também que f tem
um extremo local ou relativo no ponto a.

Teorema 2.1.3 (Teorema de Fermat) Se / ¢ um intervalo de R com mais de um ponto, f: I - R ¢
diferenciavel no ponto a interior a I e f tem um extremo local em a, entdo f'(a) = 0.

Teorema 2.1.4: (Teorema de Rolle) Se f ¢ uma fungdo continua em [a, b] derivavel em [a, b] e
f(a) = f(b) entdo existe pelo menos um ponto ¢ € ]a, b[, tal que f'(c) = 0.

Corolario do Teorema de Rolle: se c,ec, sdo dois zeros consecutivos de f' entdo entre c,ec, existe

quanto muito um zero de f.

Teorema 2.1.5 (Teorema de Taylor) Seja f uma fungao derivavel até ordem n + 1 no intervalo
[a, b], e supondo que f D ¢ continua no intervalo [a, b].Sexex o sdo dois pontos de [a, b], com

X # X entdo existe um ponto ¢ entre x e X, tal que:



n f(k)(xo) K (n+1) w1
fG) =¥ —(x —x) + 'u-l(nﬂ), (x—x)" (2.1.2)
k=0

A igualdade acima ¢é conhecida por formula de Taylor com o resto de Lagrange, onde

(n+1)

R(x) = f(n+1()”,> (x —x)"" (2.1.3)

R(x) é chamado de Resto de Lagrange, ou mais precisamente, resto na forma de Lagrange.

Teorema 2.1.6 (estimativa elementar de erros de raizes). Seja x uma aproximagao da raiz z da funcao
f € Cl([x; z]), entdo
JAC3]]
<
| | |z — x| i O (2.1.4)

Teorema 2.1.7 (teorema de erro da interpolagdo) sejam Xpp o X, M 1 pontos distintos reais, € seja

pn(x) o polinémio interpolador a f: D — R de grau até n nos x, entdo para cada x € D o erro de

k
interpolagdo ¢

() = p, (0 = flxy %, ]]no(x - x) (2.1.5)
com
flxy %y o x, %] = Doty 7] £x°’ ) (2.1.6)
¢
flxl = flx) (2.1.7)

2.2 Conceitos basicos da teoria dos erros

Todos os campos do calculo numérico tém a nogéo de erro. Por um lado, os dados em si néo séo
sempre precisos; por outro lado, as operacdes sobre valores inexatos propagam esses erros aos seus
resultados. Finalmente, a fim de minimizar os erros, os proprios métodos numéricos, que geralmente
sdo aproximados, procuram os resultados mais proximos possivel do que seriam valores exatos.

Erro ¢ a diferenca entre o valor exato e o valor aproximado.

Para facilitar a apresentacdo das fontes de erros, o processo de solugdo de um problema fisico, por
meio de aplicagdo de métodos numéricos, € representado abaixo de uma forma geral.

A RESOLUCAO
PROBLEMA MODELACAO MODELO ¢ SOLUCAO
Fisico MATEMATICO

Figura 2.2.1: Processo de solu¢do de um problema fisico



Duas fases podem ser identificadas no diagrama anterior:

a) Modelacao — ¢ a fase de obtengdo de um modelo matematico que descreve o comportamento
do sistema fisico em questao.

b) Resolugdo — ¢ a fase de obteng@o da solucdo do modelo matemadtico através da aplicagdo de
métodos numéricos

2.2.1 Erros na Fase de Modelacao

Raramente se obtém uma descri¢ao precisa de um fenomeno do mundo fisico quando se usa um
método matematico para representa-lo. Um modelo geralmente requer varias simplificagdes do mundo
fisico.

Exemplo:
Estudo do movimento de um corpo sujeito a uma aceleragdo constante. Tem-se a seguinte equacao:

2
at
2

d=d0+v0t+ (2.2.1.1)
Onde:

d: distancia percorrida

d 0 distancia inicial

v, velocidade inicial

t: tempo
a: aceleracdo
Determinar a altura de um edificio com uma bola de metal € um crondémetro: 3s

9.8x3
d=0+0x3+2% =441 (2.2.1.2)

Este resultado é confiavel?

1. Fatores ndo considerados:
e resisténcia do ar
o velocidade do vento, etc.
2. Precisdo dos dados de entrada:
e Se o tempo fosse 3,55 — d = 60.025m
e Variagdo de 16,7% no crondémetro — 36% na altura.

2.2.2 Erros na Fase de Resolucao

Muitas vezes, a resolugdo de modelos matematicos requer o uso de instrumentos de calculo que
requerem certas aproximacgodes para funcionar. Tais aproximagoes podem gerar erros, tais como:
conversdo de bases, erros de arredondamento e erros de truncamento.

2.2.3 Erros Absolutos e Relativos

Erro absoluto (EA) ¢ a diferenga entre o valor exato de um ntimero N e o seu valor aproximado N’:



EA =N - N' (2.2.3.1)

Por exemplo, sabendo-se que 1 € (3.14, 3.15) tomaremos para w um valor dentro deste intervalo e
teremos, entdo, | EAN| =|n-7n<0.01.

O erro absoluto pode ndo ser suficiente para informar sobre a qualidade de uma aproximacao.

Erro Relativo ¢ definido como o erro absoluto dividido pelo valor aproximado:

(2.2.3.2)

E claro que E AN s0 podera ser determinado se N for exatamente conhecido; como isso ¢ raro, em

calculos numéricos ¢ habitual trabalhar com uma limitagdo maxima para o erro (estimativa do erro),
ao invés do proprio (indicando-se, entdo, |E| < &, onde € € a estimativa).

Por exemplo, se a = 3876.373 e s6 desejamos a parte inteira o’, o erro absoluto sera:

A =|a-a|=0373 (2.2.3.3)
Se fizermos 0 mesmo com o ntimero B = 1.373, teremos:

A= B - B|=0.373 (2.2.3.4)

Obviamente, o efeito de aproximacdo de  é muito maior do que em o, mas o erro absoluto é o0 mesmo
nos dois casos. O erro relativo, no entanto, pode traduzir perfeitamente este fato, pois:

§ =-222220.000096 < 10 " (2.2.3.5)
8, = “1-=0.373 <5 * 10 (2.2.3.6)

2.2.4 Erro de Arredondamento

Quer os calculos sejam efectuados manualmente, quer obtidos por computador, somos conduzidos a
utilizar uma aritmética de precisdo finita, ou seja, apenas podemos ter em consideragdo um nimero
finito de digitos. O erro devido a desprezar os outros e arredondar o nimero é designado por erro de
arredondamento, os erros de arredondamento podem ser: iniciais, intermédios ou finais.

Os erros iniciais ocorrem quando os dados iniciais sdo arredondados. Os erros intermedidrios e finais
sdo causados pela apresentagdo final dos resultados e pelos erros cometidos durante o uso do método
numérico. Os tipos de arredondamentos mais conhecidos sao:

e Arredondamento para baixo;
e Arredondamento para cima;
e Arredondamento para o nimero de maquina mais proximo

Critério de Arredondamento: no célculo manual, ao registar um valor aproximado, ¢ habitual usar a
seguinte regra:

1. somar meia unidade apés a Gltima casa decimal a conservar;



2. desprezar as demais casas.

Assim, tem-se:

V2 = 1.414..=1.41 (1.414... + 0.005 = 1.419... »1.41) (2.2.4.1)
V2 = 1.259 ..=1.26 (1.259... + 0.005 = 1.264...>1.26) (2.2.4.2)

O uso deste critério limita o erro a meia unidade da Gltima casa conservada:

E=+2-1.41 = 1.41421... — 1.41 = 0.00421 < 0.005 (2.2.4.3)

Os valores aproximados obtidos podem ser inferiores (valor aproximado por falta) ou superiores (valor
aproximado por excesso) aos exatos;

e 1.41 ¢ o valor aproximado de \/E (arredondamento para baixo);

® 1.26 ¢ o valor aproximado de \35 (arredondamento para cima).

Para concluir este topico de erro de arredondamento, ¢ fundamental saber o nimero de digitos
significativos do sistema de representagdo da maquina que sera utilizado para se ter uma ideia da
precisao do resultado que serd obtido.

Além da precisdo decimal, o calculo do chamado Epsilon da maquina da-nos uma ideia da exatidao da
maquina.

O ¢ da maquina é o menor namero de ponto flutuante, tal que: 1 + € > 1. Alguns métodos para
calculo de € ndo ddo o seu valor exato, mas isto nem sempre é necessario, pois o que importa ¢ a sua
ordem de grandeza.

O programa abaixo, escrito na linguagem Python, calcula uma aproximagao do € da maquina:

Tabela 2.2.4.1: Aproximacao de epsilon

Eps=1;
while (Eps + 1> 1):
Eps = Eps/2;

print("A maquina acha que", Eps, "somado ao 1, da 1.")

O programa acima, executado no Python, obteve a seguinte resposta:

A maquina acha que 1.1102230246251565¢-16 somado ao 1, da 1.
Logo, o nimero de digitos significativos € 16.

2.2.5 Erro de Truncamento

Sédo erros causados por processos que devem ser infinitos ou muito grandes para determinar um valor
e, por motivos praticos, sdo truncados.

Estes processos infinitos sdo amplamente utilizados para avaliar fungdes matematicas como
logaritmos, exponencial, trigonométricas e muitas outras que uma maquina pode ter.



Exemplo: uma maquina poderia calcular a fung@o seno e exponencial utilizando os seguintes métodos:

3 5 7

sen(x)=x — S +5 -5+ . (2.2.5.1)

x XX

e =1+X+T+?+"' (2.2.5.2)

Fazendo truncamento:
x3 x5 x7 nx"
sen(x)~x -+ -5+ .+ (=1 5 (2.2.5.3)

X Xz X3 Xn
e~1l+x+S+50+ .+ (2.2.5.4)

A solugdo ¢ interromper os calculos quando uma determinada precisdo € atingida.

De uma maneira geral, pode-se dizer que o erro de truncamento pode diminuir até ficar na ordem do
erro de arredondamento. A partir desse ponto, ndo faz sentido diminuir o erro mais, pois o erro de
arredondamento serd dominante.

2.2.6 Propagacao de erros

A maneira como um erro que ocorre em algum passo dos célculos se propaga ¢ uma questio
importante na Analise Numérica. E importante saber se o impacto desse erro sera maior ou menor a
medida que as operagdes restantes sdo executadas.

Supondo que as operagdes abaixo sejam processadas em uma maquina com 4 digitos significativos
fazendo-se

x. = 0.3491 * 10" (2.2.6.1)

0.2345 * 10" (2.2.6.2)

=
1

Tem-se

(x, +x) —x, =(0.3491 * 10" + 0.2345 * 10") — 0.3491 * 10"

= 0.3491 * 10" — 0.3491 * 10* (2.2.6.3)

= 0.0000
0 4 4
x,+ (x, —x) = 0.2345 * 10" + (0.3491 * 10" — 0.3491 *10")
= 0.2345 + 0.0000 (2.2.6.4)

= 0.2345

Como a adicdo € uma operagdo associativa e comutativa, os dois resultados sdo diferentes, o que ndo
deveriam ser. A diferenga foi causada por um arredondamento feito ao adicionar (x1 + xz), cujo

resultado tem 8 digitos. Como a maquina s6 armazena quatro digitos, os digitos menos importantes
foram desprezados.



Ao usar maquinas de calcular, deve-se estar atento a essas particularidades causadas pelo erro de
arredondamento, ndo apenas na adi¢ao, mas também em outras operagoes.

2.2.7 Avaliagao pratica do efeito dos erros de arredondamento

Em algoritmos de uma certa complexidade, qualquer método de analise de erros dificilmente podera
ser aplicado. Nesta circunstancia, que podemos fazer para verificar a influéncia dos erros de
arredondamento nos resultados? Existem basicamente duas técnicas empiricas que, embora ndo
totalmente seguras, contribuem para esse objetivo.

1. A primeira, dirigida principalmente a verificagdo da influéncia da precisdo finita, consiste em
resolver o problema em causa com precisdo aumentada, adoptando, por exemplo, precisao
dupla para todas as variaveis. Se os resultados vierem substancialmente alterados, entdo
podemos concluir que o nosso algoritmo € muito sensivel aos erros de arredondamento, e
neste caso ha que examinar o problema a fim de averiguar se ¢ apenas o algoritmo que ¢
instavel ou se é o proprio problema que é mal condicionado e tomar as medidas adequadas;

2. A segunda técnica consiste em produzir pequenas perturbagdes nos dados e analisar a sua
influéncia nos resultados. Uma grande variagdo destes aponta para a instabilidade do
algoritmo e /ou mau condicionamento do problema.

Deve-se sublinhar que qualquer uma destas técnicas requer alguma experiéncia, quer na sua aplicagido
quer na correta interpreta¢do dos efeitos que produzem.



Capitulo 3: Determinac¢ao de raizes - equacoes nao-lineares

Este capitulo examinara varias abordagens para a resolu¢do numérica de equagdes algébricas ndo
lineares, isto ¢, equacdes que podem ser representadas como f(x) = 0, onde f é uma funcdo real de
variavel real. Um valor s que anula f, isto ¢, tal que f(s) = 0, chamamos de zero da funcio f ou
solucdo da equacdo f(x) = 0.

[

v )

Y

Figura 3.1: Uma fung@o com dois zeros

Antes de tentar aplicar qualquer método de resolugdo a uma equagdo do tipo f(x) = 0, é fundamental
verificar se a equagao realmente possui uma solugdo, ou seja, se existe um numero real s tal que

f(s) = 0.

Muitas vezes também ¢ importante descobrir se a solugo é tinica ou se existem diferentes solugdes.
Nesses casos, € importante saber qual ou quais das solugdes escolher.

Os métodos de resolugdo de uma equagdo do tipo f(x) = 0 podem dividir-se em dois grandes grupos:
e métodos diretos
e métodos iterativos.

Nos métodos diretos, a equagdo € resolvida por intermédio de expressoes que envolvem a fungéo f. As
solugdes de uma equagdo sdao encontradas de forma precisa apoés um niimero finito de operagdes
supondo que a aritmética exacta ¢ usada). Estes métodos sdo limitados a determinados tipos de
problemas. Por exemplo, resolver uma equacdo linear ax + b = 0 reduz-se a efetuar a divisdo — b/a

~ 2
, enquanto para resolver uma equagdo de segundo grau ax + bx + ¢ = 0, podemos usar uma

—bi\/b2—4ac

formula resolvente que nos da x = o’

, valores que sdo trivialmente calculaveis.

A determinacdo de uma formula resolvente para equagdes de terceiro e quarto grau constitui um
problema algébrico que perdurou por dois milénios e foi finalmente resolvido por matematicos
italianos do séc. X VI (Tartaglia, Cardan, Ferrari). No entanto, a determinagao da formula resolvente
para uma equacao de grau 5 voltou a causar grandes dificuldades aos matematicos seguintes, durante
quase trés séculos.

No seguimento de trabalhos de Lagrange, Vandermonde e Ruffini, demonstrou-se no séc. XIX (Galois,
Abel), que é impossivel obter uma formula resolvente geral para equagdes algébricas de grau maior ou



igual a cinco. Este resultado surpreendente apresenta logo grandes restri¢des a possibilidade de
resolucdo algébrica de equagdes. Com efeito, se existe dificuldade em determinar zeros de polindmios,
essa dificuldade assume ainda maiores propor¢des quando analisamos fung¢des f ndo polinomiais.

Por exemplo, se ¢ simples dizer que os zeros da fungdo f(x) = sin(x) sdo valores x = km para
k € Z,janos ¢ impossivel determinar de forma geral as raizes de equacdo da forma

, 2 . o o g
sin(ax + b) = cx + d, etc. Para este tipo de equagdes nao lineares temos, no entanto, a
possibilidade de encontrar solu¢des usando métodos iterativos.

3.1 Métodos iterativos

Os métodos iterativos caracterizam-se por gerarem sucessdes convergentes para as solugdes da
equacdo a resolver. Estes métodos distinguem-se entre si pela forma como sao geradas as sucessoes de
solugdes aproximadas. Os métodos iterativos sdo aplicaveis a uma variedade de problemas e podem
ser classificados da seguinte forma:

x,., = &) k=0123,. (3.1.1)

Usando uma estimativa inicial da solu¢ao, x o ¢ possivel gerar uma sequéncia de valores a partir da

formula iterativa:

x, = &(x)
x, = q)(xl) (3.1.2)
x, = d(x,)

A aplicagdo de métodos iterativos exige apenas a satisfacdo de condigdes sobre propriedades mais
gerais da fung@o f, como continuidade, monotonia, diferenciabilidade ou limites inferiores ou
superiores de derivadas. Isso difere dos métodos diretos, que exigem formas bem especificas da
fungdo f, como fungdes quadraticas ou fungdes afins, por exemplo.

3.1.1 Convergéncia de sucessoes

Um método iterativo consiste, de um modo geral, numa aproximagao inicial X, também designada por
iteragdo inicial, e num processo de obter sucessivamente novas iteracdes x .. partir das anteriores

X, X
n—

0 o

Ao executar este procedimento criamos uma sucessao (xn) que idealmente converge para o valor

pretendido z.

Seré crucial estabelecer de que forma um elemento da sucessao estd mais ou menos proximo de z, e
para isso definimos em cada iteragdo o erro

e =z—x (3.1.1.1)
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E claro que, havendo convergéncia, o erro cometido em cada iteracdo e =z-x vai tender para
zero, permitindo assim considerar os valores X como aproximacdes da raiz z a menos de um valor

€ > 0 suficientemente pequeno, majorante do erro absoluto, |en| < e

Devemos distinguir conceptualmente entre dois tipos de estimativas de erros que podemos estabelecer,
as estimativas a priori ¢ as estimativas a posteriori.

Numa estimativa a priori ndo € necessario calcular a iterada X para podermos apresentar uma
majoracao do erro |en|, ou seja, a partir da funcdo conseguimos prever (sem efetuar iteragdes) que x €

um valor suficientemente proximo do resultado. Ao contrdrio, numa a posteriori apenas podemos
estabelecer qual a majoracao do erro |en| se calcularmos o valor X, através do calculo efetivo das

iteragdes.

Como ¢ suposto o erro e convergir para zero, comeg¢amos por relembrar as notacdes, que permitem

comparar a convergéncia de sucessdes que tendem para 0,

e
n

e =0(a), se3c>o: <C (3.1.1.2)

-0 (3.1.1.3)

. 1\ .. ~
Assim quando escrevemos e = 0(—2), significa que a sucessdo e converge para zero de forma
n

1 . . . . A .
semelhante a —-. I[remos abordar métodos iterativos para os quais a convergéncia do erro para zero €
n

. . 1 . A .
muito superior a —-. Na realidade, podemos obter, em alguns casos, convergéncias do erro para zero
n

do tipo O(Z_n) ou mesmo 0(2_211).

Um erro frequente é supor que se verificarmos que X ., — X, converge para zero, isso significa que ha

convergéncia, isso deve-se ao facto de o critério |x - xn| < & ser muitas vezes utilizado como

n+1
critério de paragem de um método.

Um exemplo seria considerar a série

n
1
s = X (3.1.1.4)
k=0
x 1 . o :
Que ndo é convergente enoentanto s | — S = tende para zero. Porém, uma analise mais
n+1 n n+1
detalhada permite concluir o seguinte lema.
Lema 3.1.1.1 Seja dn =X T X A sucessdo x € convergente se e sO se a série
n
s =Y d (3.1.1.5)
n k=0 k

11



for convergente. Em particular, se existir p tal que

|xn+1 - xn|np—>c, (3.1.1.6)

entdo X convergesep > le ¢ <+ oo,edivergesep < 1.

Demonstracao: basta reparar que
X —x =Y x —x =Yy d=s _—s5 (3.1.1.7)
Assim s ¢ uma sucessdo de Cauchy se e so se x também o for. O resultado particular surge de aplicar

ey ~ ;. 1 , .
o critério de comparagdo com a série );—-, que € convergente para p > 1 e divergente parap < 1.
n

. . .. . . 1
Aplicando o lema anterior, basta que x =~ — x convirja para zero mais rapidamente que —-, com
n+1 n n’
p > 1, para podermos concluir a convergéncia. Quando X ., — X converge para zero tio ou mais

1 . , . A . . o
lentamente que - € impossivel garantir a convergéncia. Este facto permite extrair informagdes

importantes em circunstancias em que ndo se sabe se uma sucessao converge ou nao.

Exemplo Consideremos a sucessao X, definida recursivamente por

2
X
x=1=x =1+ T (3.1.1.8)
Calculando os termos da sucessao, obtemos por exemplo
Xgog = 43.7122, x, = 43.7345,x1000 = 43.7569, X 001 = 43-7792. (3.1.1.9)

E reparamos que os termos se estdo a aproximar, embora muito lentamente. Uma observagao
descuidada poderia levar-nos a atribuir uma aproximacao 43.7... para o limite da sucessdo.

1
— x | com —
n

\n

Apesar disso, a sucessdo x nao converge. Com base na comparacao da sucessao |x )
n n

obtemos o grafico seguinte:

Figura 3.1.1.1: Estudo de convergéncia
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Sendo assim,

X 1= xn|\/ﬁ ~ 0.706..., e portanto segundo o critério apresentado x ndo devera

+1
convergir.
. 1 1 0.706
Ainda com base nestes valores e reparando que x = — x = , podemos escrever ~ \
n+1 n x +1 x +1 N
0 que nos da X =06 T 1. Assim podemos efetuar uma estimativa para o valor x 5000 SOM O

simples célculo da raiz e sem fazer as 4000 iteracdes restantes. O valor obtido pela estimativa ¢ 99.02

(erro relativo de 0.1%). Se o mesmo fosse efetuado para x 00 obtemos pela estimativa 140.6 ao invés

100
de 140.4, com erro relativo de 0.14%, mas poupando 9000 iteragdes. Este exemplo ilustra a utilidade
da previsdo do comportamento assimptotico.

Podera pesar-se que ¢ bem conhecida uma justificagdo tedrica global que permite concluir a estimativa

x = 0(\/;1), mas nfo... Neste caso, o problema “mais simples” consiste em mostrar que para

1

*+1
n

sucessoes definidas recursivamente por x =%+ 0 comportamento assimptdtico de x ¢ um

1
O(n""). Repare-se que isto é consistente nos casos limite, p = 0, quando se reduz ao somatério, €

quando p = oo, em que se reduz a constante inicial.

3.1.2 Ordem de convergéncia

Consideremos diversos tipos de sucessdes que convergem para 1,

1

2’

1 1
x=1+?, yn=1+F, Zn=1+ (3.1.2.1)

n n n 3 n

Qualquer uma destas sucessdes ¢ uma aproximagdo do niumero 1, enquanto sucessdes de Cauchy de
racionais que convergem para 1. No entanto, reparamos que podem ser distinguidas pela rapidez de
convergéncia, verificando que a mais lenta € a primeira, u.ca mais rapida ¢ a ultima zZ .

Assim comecamos a estabelecer essa diferenga definindo ordem de convergéncia.

Defini¢dao 3.1.2.1 (ordem de convergéncia linear) Seja X uma sucessdo convergente para z, € seja

e =2z~— antO. Consideremos a sucessao

le

|
K =—2z (3.1.2.2)

n le|

+ . . ~
Se Kn < K < 1, para n suficientemente grande, dizemos que a sucessdo tem pelo menos ordem de

convergéncia 1 ou linear.
Se, para além disso, K = K > 0 dizemos que a sucessdo tem ordem de convergéncia linear.
® (Quando existe limite finito

e
n+1

le |

K, =lmK = lim (3.1.2.3)

oo

este valor ¢ designado coeficiente assimptético de convergéncia.
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e SeK_ < 1,¢ facil verificar que estamos numa situa¢do em que ha pelo menos convergéncia

linear.
® Se0 < K_ < 1,entdo podemos concluir que estamos numa situagdo em que a convergéncia

¢ linear.

® SeK_ = 0,dizemos que a sucessdo tem ordem de convergéncia supralinear

e Falta analisar se a situagdo K_> 1 ocorre. Suponhamos que K > 1, entdo, a partir de certa
ordem, teriamos K L 1, ou seja

> le | (3.1.2.4)

e
| n+1

e isto contraria o facto de a sucessdo convergir. Portanto, apenas podemos ter K_ = 1.

Quando a sucessdo converge ¢ K_ = 1, entdo dizemos que a ordem de convergéncia ¢ logaritmica.

Exemplo. Vejamos os exemplos apresentados de sucessoes que convergem para 1.

e A sucessdo u_tem convergéncia logaritmica, porque
n

le .| _ I1-u | — e (3.1.2.5)

le | 1—u | % n+1°

concluimos que K_ = 1.

e A sucessdo v_tem convergéncia linear, porque
n

le, ol v 1 37™
R (3.1.2.6)
n n 3
. 1
concluimos que K_ = < €]0, 1[.
® A sucessao x tem convergéncia supralinear, porque
|en+1| |1_xn+1| 372@”1) 37271 o o
el - i S 7 3" =3"-0 (3.1.2.7)
n n 3 3

concluimos que K_ = 0.
Por célculos semelhantes concluimos que y ez também tém convergéncia supralinear.

Observagéo: a defini¢do ndo ¢ enunciada diretamente no caso em que o limite K__ existe, porque pode
haver situagdes em que tal limite ndo exista, e até se verifique em algumas iteradas |en+ 1| > |en|. Por

exemplo, consideramos a sucessao

w =1+ 20 (3.1.2.8)

n 4"

que converge para 1, com rapidez semelhante a de v Neste caso
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|1—W | n+1 n+1

2 G O S I I S G S M

K = = 3.1.2.9
no fewl R I TG ( )
R ;
= -, casonsejapar
ou
= % caso n seja impar
e, portanto, ndo ha limite. No entanto, como enquadramos
1 3
O<T<Kn<7<1 (3.1.2.10)

podemos assim concluir que se trata de uma convergéncia linear.
Definicao 3.1.2.2 (ordem de convergéncia superior) Seja X uma sucessao convergente para z. Para

p > 1 consideramos a sucessao

el
g = S (3.1.2.11)

n p
le |
[P] + . . ~
Se K " < K <+ oo, para n suficientemente grande, dizemos que a sucessdo tem pelo menos ordem
n
de convergéncia p.

T [r] - . ~ N
Se, para além disso, Kn > K > 0 dizemos que a sucessdo tem ordem de convergéncia p.

e Mais uma vez, quando existe o limite finito,
SO ) ISP LoWet
K~ =lim K == lim —— (3.1.2.12)

designamos este valor coeficiente assimptotico de convergéncia de ordem p (quando for clara qual ¢ a
ordem, ndo colocamos o indice p).

o Sel0 <K Z] <+ oo, entdo podemos concluir a convergéncia tem ordem p.

e Sep = 2aconvergéncia diz-se quadratica e se p = 3, cubica. Se K z] = 0 para qualquer p,

entdo diremos que se trata de uma convergéncia exponencial.

Observacio: note-se que se a sucessao tiver ordem de convergéncia p, entdo terd pelo menos ordem

N . . ~ . ) . P—q
de convergéncia g < p, o que o torna a designa¢@o consistente. Com efeito, como llm|en| = 0,

len+1| len+1|

= —Le 5 K limle 777 = 0 (3.1.2.13)

q p
le | le [” ' n
. ; r—q
Se, por outro lado, considerarmos q > p, temos llm|en| =+ 00, € como Kp 70,

| [ — _
—t e P70 kP e 77T =+ oo (3.1.2.14)

q P
le,| N
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donde se conclui que nao poderia ter ordem de convergéncia superior.

Exemplo Analisamos agora os exemplos das sucessoes X,y .z que tinhamos verificado terem

convergéncia supralinear. No caso da sucessdao X,

_pmh (n+1) n n
p] _ 1€l 37 2" 42" -2"(2-p)
Kn = |"+|; =——=3 =3

e —2"

n

(CI)

(3.1.2.15)

e reparamos que se p > 2, temos K Z] = 0. Portanto apenas no caso p = 2, obtemos K Z] =3,e

concluimos que se trata de uma convergéncia quadratica.

~ . N [3]
No caso da sucessao y ¢ facil ver que a sua convergéncia ¢ cubica e que temos K_~ = 3.

. - A e, . . . p
Finalmente, no caso da sucessao z_aconvergéncia ¢ considerada exponencial, pois K 7[1 1= 0, qualquer
que seja p, ja que
o ? 2n+1
le .| 3P 3" -3~
R .- | v (3.1.2.16)
n |en| 33" +2n+1

Observacio: Um dos processos muito utilizados para o calculo de valores de fungdes baseia-se no
desenvolvimento em série de Taylor. Reparamos que se tivermos um desenvolvimento em série de
poténcias em torno de z o

k

f(2)= IEO a(z—-z), (3.1.2.17)

o calculo dos termos de série pode ser considerado um processo iterativo da forma

comos. = a
0 0

n+1
€51 = 51 2,,Z-2) (3.1.2.18)

tant = - ,
portanto, s = » ak(z ZO)

)
. . [z .
No caso da série de Taylor é bem conhecido que a = TO O caso mais simples ocorre quando os

termos a sdo constantes. Por exemplo, se a = 1,z 0= 0, obtemos para |z| < 1,

fo= 3 7= = (3.1.2.19)
k=0

ou seja, a bem conhecida férmula da série geométrica.

Para avaliarmos a rapidez de convergéncia da série de Taylor, reparamos que

e
n+l

e
n

_ f(z)—sn+sn—sn_1 _ Spi1” Sn
o Sl ey (3.1.2.20)
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Como

(n+1)

f

(Zo) n+1
Sn+1 —Sn—w(z —ZO) , (3. 1.2.21)
AR 1
f(2) — s = Tl)'(z - ZO) (3.1.2.22)

onde En+ ) €z o z|[, pelo resto de Lagrange da série de Taylor.

Efetuando a razdo entre termos, ficamos com

)
= 1—}(01?@“), (3.1.2.23)

n+1

e como admitimos a continuidade de todas as derivadas, para valores de z proximos de z , temos

(n+1)
Gy . .. .
W proximo de 1, o que significa que sera possivel majorar o valor

n+1
inferior a 1, concluindo-se a convergéncia linear (apenas poderia ser supralinear se § — z 0).
n

e
n+1

e
n

por uma constante

3.1.3 Tempo de calculo
Notamos que nem sempre uma maior “rapidez” de convergéncia € proficua.

Assim, suponhamos que x € uma sucessao que converge para z mais rapidamente do que y . A priori,
podemos pensar que € melhor utilizar a sucessao X ,mas se o calculo de cada y. envolver um tempo

médio ty menor que t (o tempo médio de célculo de cada xn), isso podera ndo acontecer.

Existe também a situacdo em que os tempos de calculo aumentam com n, por exemplo, no caso de
métodos iterativos em que o calculo de cada iteragdo necessita do valor de uma ou mais iteragdes
anteriores. Com efeito, podemos assumir que os tempos totais sdo Tx e Ty, necessarios para o célculo

x ey, (respetivamente), serdo Tx =nt, Ty = nty. Contudo, ndo iremos considerar esta situagao.

Suponhamos que pretendemos obter um erro absoluto inferior a €. Examinemos o niumero de iteragoes
necessario para garantir essa estimativa, considerando varias majorac¢des de erro, de acordo com a
ordem de convergéncia.

e caso de convergéncia logaritmica
—s -5
Suponhamos que |en| < an ,coms > 0.Paraque |en| < g bastaque an = < g, donde obtemos a
relacdo

logn >-2g@—lg® (3.1.3.1)

N

e caso de convergéncia linear

-n
Suponhamos que |en| < ar ,comr > 1.Desta mesma forma, para que |en| < g, basta que

n .
ar < g, donde obtemos a relagao
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n z -0l (3.1.3.2)

e caso de convergéncia supralinear, de ordem p > 1

_pn
Suponhamos que |en| < ar ~,comr > 1. Desta mesma forma, para que |en| < g, basta que
_pn
ar = < g, donde obtemos a relacdo

n log(a) — log(e)
p 2 W (3 1 3 3)

Estabelecendo a relagdo a = Me em que M sera um valor elevado (pois € pretende-se pequeno) e
assumindo que escrevemos s = log r, obtemos:
1

e n > M’ no caso de convergéncia logaritmica

1
5 log(M A
e n=logM’) = %, no caso de convergéncia linear

ks
e n> lng(lOg(M ) = logp(%), no caso de ordem supralinear (de ordem p)

Desta forma, ¢ bem visivel a diferenca no niimero de iteragdes a calcular para obter uma certa
precisdo. Nestas trés classes o numero de iteragdes cresce de forma diferenciada e podemos ver que:

1. se X converge linearmente e y. logaritmicamente, para atingir um erro absoluto inferior a €, a
relagdo entre os tempos totais sera

Tx log(M)tx
m =—%—>O(M—>00) (3.1.3.4)
y log(r)M ty

ou seja, como a € fixo, assumimos M — oo corresponde a considerar € — 0. Nesse caso, qualquer que
seja a relagdo entre t e ty (considerados constantes), o tempo total de calculo Tx sera inferior a Ty,

quando se pretendem erros cada vez mais pequenos. Isto ndo invalida, como € 6bvio, que para alcangar
~ . . _N
um certo erro, ndo possa ser inferior Ty. Por exemplo, sendo a = 1, para alcangar € = 10 , teremos
T =T se
x y

N

¢ log. (10™) -
L=—t -2 1 (3.1.3.5)
. 0g,,(r)
x logw(r)lo 10

Num caso concreto, r = 10, s = 4, N = 8, obtemos

¢ log. (10%
_L=LH=L2=O.08, (3.1.3.6)

" =
x log,,(10)10° 10

. . N o —4
e portantose t < 0. 08tx, o calculo de 100 iteragdes para obter Yo COM a estimativa |en| <n

y
-8, ., . . ~
(portanto |6100| < 10 "), irda demorar menos tempo que o calculo de 8 iteragdes para obter X com

. . -n , . ~ .
estimativa |en| < 10 . E também claro que se mantivessemos esta relagdo entre ty e tx, ao considerar
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. -16
um erro mais pequeno € = 10, o tempo para calcular y

t < 0.0016t).
y x

ria maior men
100p SETia maio quex16(a enos que

2. De forma semelhante existe uma grande diferenca entre considerar x a convergir
supralinearmente e Y, linearmente. Célculos semelhantes levariam ao mesmo tipo de

conclusoes.
3. Sera que existe também uma grande diferenga entre varias ordens de convergéncia
supralinear?

Resposta: Nao, suponhamos que X converge com ordem p e y com ordem g, com p > q. Obtemos

(para coeficientes iguais, para coeficientes diferentes podemos obter a mesma relagdo no limite),

T, 1ogp(zog(1v17))tx _ log(@)t,
- = g, (3.1.3.7)

1
y logq(log(M ))ty
ou seja, neste caso obtém-se uma razao constante. Podemos concluir que se t = ty, aumentar a ordem

. ~ . !
do método g > 1 para p, apenas se traduz na relagdo de tempo de calculo no factor %. No caso de
passarmos de ordem convergéncia quadratica para cubica o salto ndo ¢ significativo e traduz-se um

. , . 1 2 . . . . .. ~
simples decréscimo de —OM, ou seja, aproximadamente 63%. Isto significa que a priori pode nao
log(3)

compensar executar um algoritmo que nos dé ordem de convergéncia cubica ao invés de quadratica se
ele demorar o dobro do tempo. Para que houvesse uma grande diferenga entre estes valores, o p teria
que ser tdo grande quanto possivel, ou seja, iriamos entrar no caso de convergéncia exponencial.

4. Comparagao entre métodos com a mesma ordem de convergéncia, mas com coeficientes
diferentes.

Ja mencionamos que no caso de convergéncia supralinear, para os exemplos considerados, a diferenga
esbate-se no limite. No caso de convergéncia linear, essa diferenca assume um carater de
proporcionalidade tal como acontecia anteriormente, no caso supralinear, ao considerar diferentes
ordens p.

Com efeito, se considerarmos Mx = CMy er * ry, obtemos

Tx log(MX)log(ry)tx log(ry)tx

_= -
Ty log(rx)log(My)ty log(rx)ty

com My — 00 (3.1.3.8)

ou seja, verifica-se uma relagdo semelhante a anterior, mas agora para os coeficientes assimptoticos

~ 1 1
quesio K =—eK =—
X,00 Tx Yy, ry

3.1.4 Composi¢ao de um método iterativo

Nos capitulos anteriores, vimos que, utilizando aproximagdes anteriores para calcular as novas

aproximagdes, um método numérico iterativo constrdi uma sequéncia de aproximacoes X5 Xy Xy oo

de uma raiz de f.
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Observamos que, em condi¢des especificas, a sequéncia construida converge para o valor preciso da
raiz. Portanto, € possivel obter uma aproximacao que satisfaca uma precisdo previamente determinada
por meio de um niimero finito de repeti¢des do procedimento.

Tipicamente, a aplicacdo de um método iterativo parte de uma estimativa inicial ( xO), da solugdo a

determinar. Por aplica¢do de um procedimento bem definido, vao sendo gerados os termos de uma
sucessdo de estimativas X quese pretende que convirja para a solugdo s pretendida. Em cada iteracéo

¢ calculado um termo da sucessdo, ou seja, uma nova estimativa, x_, a custa da estimativa anterior,

k’
X, > por intermédio de uma regra que caracteriza o método. Este processo iterativo € terminado assim
que a estimativa X, satisfaz um dado critério de paragem (por exemplo X, estar proximo de s ou
f (xk) ser proximo de 0) ou apds um nimero maximo de iteragcdes ou tempo de processamento. Os

critérios de paragem mais frequentes, quando se pretende aproximar a raiz s com uma precisao €, sao:

<
el S
|

2. Critério do erro relativo: |xk —-x = s|xk|

1. Critério do erro absoluto: |xk - X

3. Critério do valor da fungdo: |f (xk)l < e

O fluxograma seguinte mostra como funcionam os métodos iterativos no calculo de raizes.

| Inicio I
, Dados Iniciais g

Caleulas Iniciais

Calculo da nova
aproximaggo

Aproximagio
suficienteme
nte proxima

Calculos finais H Fim ]

de zero?

4{ Calcules intermediarios ]

Figura 3.1.4.1: Fluxograma de um método iterativo
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Podemos ainda considerar acrescentar ao nosso modelo iterativo uma restri¢@o inicial que seria, por
exemplo, verificar se sdo satisfeitas as hipdteses do Teorema de Bolzano no intervalo [a,b] para o
qual estamos a usar nos dados iniciais.

3.1.5 Classificacao dos métodos iterativos

Métodos de quebra: ainda que os métodos de quebra sejam os mais intuitivos geometricamente, eles
convergem mais lentamente. Estas técnicas sdo chamadas assim porque dividem um intervalo que
contém uma raiz da fungdo em intervalos menores que ainda contém a raiz. Podemos usar varias
abordagens dependendo do ponto de quebra do intervalo, como

e Me¢todo da bissecgao
e M¢étodo da falsa-posi¢do

Métodos de ponto fixo: Nos métodos de ponto fixo comegamos de uma aproximagao inicial X,
construimos a seqiiéncia X, na qual cada termo ¢é dado por X1 ™ Z(xk), onde { é uma fungao de

iteragdo. Conforme a escolha de { (zeta),teremos diferentes métodos de ponto fixo, tais como.

e Me¢todo de Newton
e Me¢todo do ponto fixo

Métodos de miiltiplos pontos: os métodos de multiplos pontos sdo uma extensao do método anterior,

onde para determinar um ponto X1 utilizamos varios pontos anteriores: X Xy oo Xy

e Método da Secante.

3.2 Método de Bisseccao

3.2.1 Descricao do método

O método da bissec¢ao ¢ um método bastante simples que se baseia na continuidade da fungdo. Se
considerarmos uma fungdo continua f no intervalo finito I = [a, b], tal que f(a) e f(b) tém sinais
diferentes, podemos concluir (pelo Teorema do valor intermédio ou de Bolzano) que existe pelo
menos um valor s entre a e b tal que f(s) = 0.

O método da bissec¢@o consiste em construir subintervalos / L= [ak, bk] C [a, b] por divisdes
sucessivas a meio e relativamente aos quais também se verifique que f (ak) e f(b k) tenham sinais

diferentes. Deste modo vamos confinando uma raiz da fungao f a intervalos tdo pequenos quanto
desejarmos.

O algoritmo que concretiza este método ¢ o seguinte. Ponhamos

I,=[a, b)=1=[ab, I =[a,b]l k=12. (3.2.1.1)
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e seja X, ., 0 ponto médio do intervalo Ik, ie.,

a, + bk
X1 = "3 (3.2.1.2)
Vamos considerar 3 situacdes diferentes:
1. f(xk+1) = 0, entdo X, ,, € um zero;
2. f(xk+1) X f(ak) < 0, faca-se
Y1 =™ X € bk+1 = X 3.2.1.3)

de modo a que o novo subintervalo [ a1 = [ak+ v b s 1] contenha pelo menos um zero de f.

3. f(xk+1) X f(bk) < 0, faga-se

a. =X e bk+1 = bk (3.2.1.4)

de modo a que o novo subintervalo / a1 = [a b

contenha pelo menos um zero de f.
k+1 k+1] p f

Pela forma como foi construido, este subintervalo tem um comprimento que ¢ metade do comprimento
do subintervalo que o precedeu. Portanto

Tk Tk
1~ G = (3.2.1.5)

A Figura 3.2.1.1 representa esquematicamente este método.

Figura 3.2.1.1: Método da Bissec¢ao
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3.2.2 Erro e Convergéncia

A simplicidade do método da bissec¢ao torna intuitiva a analise da respectiva convergéncia. Todavia, é
util proceder a uma analise rigorosa que apresentamos no teorema seguinte.

Teorema 3.2.2.1 Seja f € C[a, b] e tal que f(a) e f(b) tenham sinais diferentes. Entdo, a sucessao
X, determinada pelo método da bissecgdo converge para uma raiz de f neste intervalo, e o erro satisfaz

arelagdo

le, = =% (3.2.2.1)
Demonstracdo: Tendo em conta que
ba,
o1 " Y = T (3.2.2.2)
demonstra-se por indugdo matematica que
b, —a, = bz‘k“. (3.2.2.3)

A sucessao a, k = 0, 1, ... é crescente ¢ limitada superiormente por b, € a sucessao b v k=01, ..

¢ decrescente e limitada inferiormente por a. Entdo ambas as sucessdes convergem e denotemos por a

e b os respectivos limites. Pela forma como o método foi elaborado podemos dizer que

a, <x < bk e lim |ak— bkl =0 (3.2.2.4)
k— oo
e, portanto,
a= lim a =b= lim b = lim x (3.2.2.5)
k— oo k k— oo k k— oo k+1

Por outro lado, atendendo ao modo de construcdo dos os intervalos,

fla) x fb) <0,  k=01,. (3.2.2.6)

Como f ¢ continua, temos que

0= lim |[f(a) X f(b)| =

k— oo

= | lim f(ak)| X | lim f(bk)| = (3.2.2.7)

k— oo k— oo

= f(@) x f() = F@]° = [F®]’ = 0
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Destas desigualdades concluimos que f (E) =f (E) = 0 e que, por conseguinte, a=b=séumzero
da funcéo f.

O erro cometido na iteracdo k satisfaz

_bl

le | < - nd (3.2.2.8)
s =5

Tendo em conta que cada subintervalo tem um comprimento que ¢ metade do comprimento do
subintervalo que o precedeu deduz-se imediatamente que

e
k+1

€

0< <— (3.2.2.9)

O que mostra a convergéncia do método da bissec¢do ¢ linear. Todavia, a analise feita ndo permite

. . o . 1
concluir que a constante de erro assimptotico s€jac = X

3.2.3 Estimativa do niumero de iteragoes

Considerando uma precisdo € e um intervalo inicial [a, b] é possivel saber quantas iteragdes devem
ser efetuadas pelo método da bissecgdo até que se obtenha |a — b| < €, usando o algoritmo deste
método.

b —q =— e o Jo b (3.2.3.1)

b —a b —a k
— < £> <2

loglb — a) — log(e) < k x log(2) (3.2.3.2)

log(b —a ) —log(e)
log(2)

Portanto, se k satisfaz a relagdo acima, ao final da iteragdo k teremos o intervalo [ak, b k] que contém a

raiz s e cujo comprimento € inferior a €.

3.2.4 Tempo de calculo do método

Em cada iteracao, a funcado ¢ calculada apenas uma vez (no ponto xk+1), ja que os valores f(a k) e
f(b k) devem estar guardados, ndo devem ser recalculados! Portanto, sendo ¢ 0 tempo de célculo

médio da fungdo f, o tempo total para obter x sera aproximadamente

T =nt, (3.2.4.1)
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desprezando o tempo necessario para verificar se tem o mesmo sinal (a multiplicacdo ¢é

suficientemente rapida para poder ser desprezada).

3.2.5 Algoritmo do método

O seguinte codigo é uma implementacdo em Python do algoritmo da Bissec¢do. As variaveis de

entrada sdo:

f - funcdo

n - numero maximo de iteracoes
A variavel de saida é:

e p - aproximagdo daraiz de f, isto é, f(p) = 0.

a - extremo esquerdo do intervalo de inspecgdo [a, b]
b - extremo direito do intervalo de inspegéo [a, b]
tol - tolerancia (tipo de tolerancia: convergéncia da fungao)

Tabela 3.2.5.1: Versdo simplificada do método da Bissec¢do em Python

PASSO 1: importamos a biblioteca “math”.
PASSO 2: comecamos com i = 0.
PASSO 3: enquanto ndo chegarmos ao numero maximo
de iteragoes (n):
PASSO 4: o programa apenas ira continuar se o
Teorema de Bolzano for cumprido.
PASSO 5: criamos o ponto médio m.
PASSO 6: se o valor da tolerdncia for superior a
|b-a|/2 (se esta condi¢do for quebrada, o
programa salta para o PASSO 8.
PASSO 7: devolve o ultimo m obtido
(raiz) e o programa termina.
PASSO 8: caso contrario:
PASSO 9: se f(a)*f(m) for positivo,
voltamos ao PASSO 3 mas desta vez no
intervalo [m,b]
PASSO 10: caso contrario, voltamos ao
PASSO 3 mas desta vez no intervalo

[a,m]

import math
def Bissecgdo (a,b,tolnf):

foriinrange(n+l):

assert f(a) *f(b) <=0

m = (a+b)/2.0

if abs(b-a)/2.0 < tol:
return m

if fla)*(m) > 0:
a=m

else:
b=m

Outros critérios de paragem podem ser utilizados no PASSO 6 mas iriam levar a varios problemas que

poderiam vir a prejudicar o resultado final deste método. Por exemplo, nds podemos selecionar a

tolerancia como € > 0 e geramos m, ..,m. até que uma das condicdes seja cumprida:

|mn - mn_1| < e (3.2.5.1)
|m —m__ |
— l”’l <g m #0 (3.2.5.2)
If(m)] < e (3.2.5.3)
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Infelizmente, podem aparecer certas dificuldades se utilizarmos algum destes critérios. Por exemplo,

~ . 8] . .
podem ocorrer sequéncias {mn} com a propriedade de que as diferengas m — m_ _ convergem
n=0

para zero, enquanto a propria sequéncia diverge. Também ¢ possivel que f (mn) esteja proximo de
zero, mesmo quando m for significativamente diferente de s. Sem outras informagdes sobre f oum, a

segunda desigualdade ¢ o melhor critério de paragem a ser aplicado, pois € o que mais se aproxima de

testar o erro relativo.

E também importante realgar a importancia de definir um limite superior para o nimero de iteragoes,
pois assim ¢ possivel evitar a ocorréncia de um ciclo infinito, algo que pode ocorrer quando a

sequéncia diverge (e também quando a codificagdo do programa ¢ incorreta).

3.2.6 Aplicacao

. . 3 . , . s
Vamos considerar a equacdo x — x — 3 = 0 para permitir o uso do método da bissecgdo utilizando

a funcdo definida por f(x) = x> — x — 3.Na Tabela 3.2.6.1 pode observar-se o desenvolvimento do

método com a apresentagdo de 14 iteragdes, desde o intervalo [0, 2]. Este ¢ um intervalo aceitavel

para iniciar o processo, uma vez que sao satisfeitas as condigdes do Teorema de Bolzano, ou seja,
f(0) X f(2) < 0, garantindo assim a existéncia de uma solugao.

Tabela 3.2.6.1: Aplicacdo do método da Bissec¢do em Python

Iteracao a b PM(m) |b-a|/2 Tolerancia f(m)
0 0 2 1 1 0,0001 -3
1 1 2 1,5 0,5 0,0001 -1,125
2 1,5 2 1,75 0,25 0,0001 0,609375
3 1,5 1,75 1,625 0,125 0,0001 -0,3339843
4 1,625 1,75 1,6875 0,0625 0,0001 0,1179199
5 1,625 1,6875 1,65625 0,03125 0,0001 -0,1128845
6 1,65625 1,6875 1,671875 0,015625 0,0001 0,0012931
7 1,65625 1,671875 1,6640625 | 0,0078125 0,0001 -0,0561003
8 1,6640625 1,671875 1,6679687 | 0,0039062 0,0001 -0,0274799
9 1,6679687 1,671875 1,6699218 | 0,0019531 0,0001 -0,0131124
10 1,6699218 1,671875 1,6708984 | 0,0009765 0,0001 -0,0059144
11 1,6708984 1,671875 1,6713867 | 0,0004882 0,0001 -0,0023118
12 1,6713867 1,671875 1,6716308 | 0,0002441 0,0001 -0,0005096
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13

1,6716308

1,671875

1,6717529

0,000122

0,0001

0,0003917

14

1,6716308

1,6717529

1,6716918

6,1035156

0,0001

-5,97E-05

Podemos assim concluir que, segundo o método da bissec¢do, o zero da fungdo f ¢ 1. 6716918. A

evolugdo dos valores centrais m, ¢é representada graficamente na Figura 3.2.6.1. Estes valores parecem

estabilizar entre 1.6 e 1.7.

1,8
16
1,4
1,2

0,8
0,6
0,4
0,2

6 8

Iteracdo

10 12

14

Figura 3.2.6.1: Evolugao dos valores centrais (m) para o método da Bissec¢ao
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Podemos confirmar a conjectura da estabilizagdo fazendo mais iteragcdes, como mostrado na Tabela
3.2.6.2 e na Figura 3.2.6.2.

Tabela 3.2.6.2: Aplicagcdo do método da Bissec¢do sem limite em Python

Iteracao a b PM(m) |b-a|/2 Tolerancia f(m)
0 0 2 1 1 0,0001 -1
1 1 2 1,5 0,5 0,0001 0,875
2 1 1,5 1,25 0,25 0,0001 -0,296875
3 1,25 1,5 1,375 0,125 0,0001 0,2246093
4
5
22 1,6716995 1,6717 1,6716997 | 2,3841857 0,0001 -1,34E-06
23 1,6716997 1,6717 1,6716998 | 1,1920928 0,0001 -6,03E-07
24 1,6716998 1,6717 1,6716999 | 5,9604644 0,0001 1,35E-07
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Figura 3.2.6.2: Evolugdo dos valores centrais (m) para o método da Bissec¢ao sem limite

3.2.7 Consideracdes finais

Depois de analisarmos o método da bissec¢ao podemos tirar as seguintes conclusoes:

1) Asiteragdes ndo envolvem calculos laboriosos, devido a sua simplicidade este método acaba
por ser facil de utilizar;

2) O método da bisseciio é sempre convergente, ja que este método enquadra a raiz e os
intervalos estdo sempre contidos no intervalo inicial;

3) O intervalo estudado ¢ sempre reduzido para metade em cada iteragio, entdo, pode se
garantir sempre o erro na solucdo da equagéo;

4) Se ocorrer um erro de arredondamento, mesmo que pequeno, no momento em que a
maquina avalia o sinal da fung@o no ponto médio, poderemos encontrar um intervalo que

efetivamente ndo contém uma raiz, apesar de o método ser teoricamente seguro;

5) Pode ser dificil encontrar um intervalo inicial [a, b], tal que f(a) X f(b) < 0, em
equagdes com raizes multiplas ou muito proximas;

6) A convergéncia é lenta, pois se o intervalo inicial for muito comprido e se € for muito
pequeno, o nimero de iteragdes (k) tende a ser muito grande;

7) Muitas vezes este método ¢é aplicado no inicio do processo de procura da solugdo. No final
deste processo € usado outro método mais rapido;

8) Incapaz de encontrar mais do que uma raiz, quando essas existem, dentro do intervalo
[a,b], sendo que o método ira apenas se concentrar numa delas. Para se resolver este problema
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pode-se até considerar um método da bissec¢do modificado em que se introduz um ntimero
natural k tal que o intervalo [a, b] é dividido em k sub-espagos, podendo assim analisar a
existéncia de uma solugdo em cada um deles. Quando ndo fosse encontrada nenhuma raiz no
intervalo este seria rejeitado, este método s6 iria terminar quando ja ndo houvesse mais
intervalos para analisar. Mesmo assim o método nio iria garantir a obtengdo de todas as
solucdes de uma determinada equagao ja que € quase impossivel garantir que num dado
intervalo nao ha raizes (a ndo ser estudando o sinal de f").

3.3 Método da Falsa Posicao

3.3.1 Descricao do método

Embora a bissec¢ao seja um método absolutamente confiavel para identificar raizes, a sua abordagem
do tipo “forga bruta” ¢ relativamente ineficiente. Uma alternativa baseada na percepgdo grafica é a
falsa posicao. Uma desvantagem do método da bissecgdo é que, na divisdo do intervalo de [ak, bk] em

metades iguais, ndo sdo levados em conta os moédulos de f (ak) ef (bk). Por exemplo, se f (ak) estiver

muito mais proximo de zero do que f(b k), sera provavel que a raiz esteja mais proxima de a, do que

de bk.

Um método alternativo que explora essa percepgao grafica € ligar f (ak) ef(b k) por uma reta. Uma

estimativa refinada da raiz ¢ representada pela intersecgdo dessa reta com o eixo x. O nome, método
da falsa posicéo, ou, em latim, regula falsi, vem do facto de usar uma reta em vez de uma curva para
produzir uma "falsa posi¢ao" da raiz. Ele também ¢é conhecido como técnica de interpolagao linear.

f(x)

Figura 3.3.1.1: Método da Falsa Posi¢ao

Usando tridngulos semelhantes (Figura 3.3.1.1), a equacdo desta secante pode escrever-se nas
seguintes formas alternativas

y=f@a) + fla, b](x —a) (3.3.1.1)

y = f() + fla, b](x —b) (3.3.1.2)

29



pelo que a sua intersecdo com eixo dos xx ocorre no ponto X0 dado por qualquer das seguintes

expressoes
X, =a - f(::ikl (3.3.1.3)
xk+1=bk—% (3.3.1.4)
X = A SN (3.3.1.5)

ket fb) - f(a)

Como se adota 0 mesmo principio na escolha de subintervalos, f (ak) ef (bk) possuem sinais
diferentes, e, por conseguinte, o denominador nunca podera ser nulo. Este facto implica que ndo sao de
recear efeitos negativos resultantes dos erros de arredondamento numa subtragdo de dois nimeros
tendencialmente muito pequenos e semelhantes em valor absoluto, ou seja, ndo € preciso recear o
aparecimento de cancelamento subtrativo.

E importante também realgar, apesar de intuitivo, que x € ]ak, b k[. Suponhamos

k+1
que f (ak) < Oequef (bk) > 0. Verificamos que

@ xf(b) ~bXxf(a)
a <x . = )~ @) < bk (3.3.1.6)

é equivalente a (porque £(b,) > f(a,))
fbpa, — f(a)a, < f(b)a, — f(a)b, < f(b)b, — f(a)b, (3.3.1.7)

ou seja,
fla)b, —a) <0, 0 <f(b)(b, —a) (3.3.1.8)

Como b L entdo por hipotese, estas condi¢des sdo verificadas (o mesmo iria acontecer na outra

situacdo possivel, f (ak) >0ef (bk) < 0)

3.3.2 Erro e Convergéncia

O teorema seguinte fornece condigdes suficientes para a convergéncia do método da falsa posigdo e
uma estimativa de erro

Teorema 3.3.2.1 Seja f uma fungdo convexa ou concava no intervalo I = [a, b] com f(a) e f(b) de
sinais diferentes. Entdo, o método da falsa posicao converge linearmente para a raiz de f neste
intervalo.
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Demonstragao: Vamos desenvolver a demonstragdo para o caso de f ser convexa e crescente, ja que
para fungdes cOncavas o tratamento € inteiramente analogo. A sucessdo X, determinada pelo algoritmo

¢ ndo-decrescente e limitada a direita por b. Logo, converge para um limite x e, se este valor verificar

f (;c) = 0, o método da falsa posi¢@o converge para o unico zero de f no intervalo [a, b]. Vejamos se
assim acontece ou ndo.
Suponhamos que o limite x ndo verifica f (;) = 0. Entdo, existem valores de N e € > 0 tais que

f(xn) <— € para n>N (3.3.2.1)

Por outro lado, tira-se que

I A i () N _ f(b)
xn+1 b = f[b,xn] - (b xn) f(b)_f(xn) (3322)
Como M = f(b) > 0, entdo
|, ,, — bl <5f=lx — bl (3.3.2.3)
n+1 — M+e n
e, por aplicagdo repetida desta expressao, deduzimos que
vk
ka+n_ bl < (M+E) |xn_ bl (33 24)
pelo que fomos forcados a concluir que
x= lim x =b (3.3.2.5)
k— o

Mas as hipoteses do teorema e a propria construgdo do algoritmo garantem que se verifica
f(x)f(b) < 0 e, por conseguinte,

02 lim fx)f(b) =[f(B)] >0 (3.3.2.6)

k— o

o que ¢ uma contradi¢do. Portanto, a sucessao x, tem de convergir para o zero da funggo f no intervalo

[a, b].

Passamos agora para o estudo do erro, utilizando o teorema de erro da interpolagdo (Teorema 2.1.7),
sendo s raiz de f, podemos escrever que

f(s) =0 = f(b) + f[b, x,](s — b) + f[b, x,, s](s — b)(s —x,) (3.3.2.7)

Por outro lado, vimos no inicio deste capitulo que
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fC, ) =0=fb)+ flx, bIx,,, —b) (3.3.2.8)

Subtraindo estas tltimas duas equa¢des membro a membro e tendo em atengdo que b = b P

facilmente obtemos

_ o 3.3.2.9
€= TN (b — s)e, (3.3.2.9)
Passando ao limite,
. lek+1| _ . _ Zb,S,S _
k11_r>noo | kh_r)n | f[bx] (b )| = | Fb o] b—-9)=c (3.3.2.10)

A constante de erro assimptotico ¢ €, como vamos provar, inferior a um. Desenvolvendo as diferencgas
divididas, obtemos as expressdes

—f(b
fIb, s] = % (3.3.2.11)
b,
flb, s, s] = L=l (3.3.2.12)
chegando por fim a conclusdo que

fls.5] f(s)
c=1—-—F—=1——= 3.3.2.13
fib.s] f® ( )

com§ € (s, b). Como, por hipotese, f € crescente e convexa, podemos afirmar que f” é crescente e

positiva, logo, 0 # f (s) < f (£), o que implica imediatamente que ¢ < 1. Fica assim concluida a
demonstracao.

3.3.3 Estimativa do niumero de iteragoes

Considerando uma precisdo € e um intervalo inicial [a, b] é possivel saber quantas itera¢des (1) sdo
efetuadas pelo método da falsa posicao até que se obtenha |[a — b| < €, usando o algoritmo deste
método.

log(b — a) —log(2¢)
log(2)

<n (3.3.3.1)

3.3.4 Tempo de calculo do método

Tal como o método da bissec¢ao, em cada iteragdo a fungdo ¢ apenas calculada uma vez, no ponto

X @ partir dos valores f (ak), f (bk) guardados. Normalmente, o tempo de calculo da fungdo é muito

maior que o tempo de calculo das operagdes elementares (trés subtragdes, uma divisdo e uma
multiplicacdo) que sera designado €. Sendo ¢t 0 tempo de calculo médio da fungdo f, o tempo de

calculo total, ao fim de n iteragdes, serd aproximadamente
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T=n(tf+ g) = nt (3.3.4.1)

f

desprezando o tempo de calculo para as operagdes elementares.

3.3.5 Algoritmo do método

O seguinte co6digo é uma implementagdo em Python do algoritmo da Falsa Posig@o. As variaveis de
entrada sao:

f - fungdo

a - extremo esquerdo do intervalo de inspegdo [a, b]

b - extremo direito do intervalo de inspegdo [a, b]

tol - tolerancia (tipo de tolerancia: convergéncia da fungao)

n - nimero maximo de iteragdes
A variavel de saida é:

e p - aproximagdo da raiz de f, isto &, f(p)=O0.

Tabela 3.3.5.1: Versdo simplificada do método da Falsa posicao

PASSO 1: importamos a biblioteca “math”.
PASSO 2: enquanto ndo chegarmos ao nimero maximo
de iteragoes (n): import math
PASSO 3: o programa apenas ira continuar se o
Teorema de Bolzano for cumprido. def FalsaPosicdo(a,b,tol,n.f):
PASSO 4: criamos o ponto x0. foriin range(n+1):
PASSO 5: se o valor da tolerancia for superior a assert f(a) *f(b) <=0
[f(x0)| (se esta condicdo for quebrada, o x0 = (a*f(b) - b*f(a))/({(b)-f(a))
programa salta para o PASSO 7): if abs(f(x0)) < tol:
PASSO 6: devolve o ultimo x0 obtido return x0
(raiz) e o programa termina. if fla) *f(x0) < 0:
PASSO 7: caso contrario: b =x0
PASSO 8: se f(a)*f(x0) for negativo, else:
voltamos ao PASSO 3 mas desta vez no a=x0
intervalo [a,x0]
PASSO 9: caso contrario, voltamos ao
PASSO 3 mas desta vez no intervalo
[x0,b]
3.3.6 Aplicacio

. . 3 2 .. , -
Vamos considerar a equagdo x + 2x — 3x — 1 = 0 para permitir o uso do método da falsa posi¢ao

utilizando a fungao definida por f(x) = x>+ 2x° — 3x — 1. Pode observar-se o desenvolvimento
do método, desde o intervalo [1, 1. 3], com a apresentacdo de 3 itera¢Ges na Tabela 3.3.6.1. Este é um
intervalo aceitavel para iniciar o processo, uma vez que este satisfaz as condi¢des do Teorema de
Bolzano, ou seja, f(1) X f(1.3) < 0, garantindo assim a existéncia de uma solugéo.
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Tabela 3.3.6.1: Aplicagdao do método da Falsa Posicdo em Python

Iteracao a b f(a) f(b) x0 Tolerancia f(x0)
0 1 1,3 -1,00 0,6769 1,1788 0,0001 -0,11870
1 1,1788 1,3 -0,12 0,6769 1,1969 0,0001 -0,01057
2 1,1969 1,3 -0,01 0,6769 1,1985 0,0001 -0,00092
3 1,1985 1,3 0,00 0,6769 1,1986 0,0001 -0,00008

Podemos assim concluir que, segundo o método da falsa posi¢do, o zero da fungdo f é 1.1986. A

evolugdo dos valores centrais X, ¢ representada graficamente na Figura 3.3.6.1.

x0

1,2

1,195

1,19

1,185

1,18

1,175

3.3.7 Consideracdes finais

Depois de analisarmos o método da falsa posigdo podemos tirar as seguintes conclusoes:

1) Estabilidade e convergéncia para a solugdo procurada;

2) Desempenho regular e consistente;

2

Iteragdo

25

3,5

Figura 3.3.6.1: Evolugdo dos valores centrais para o método da Falsa Posi¢do sem limite

3) Lentidao do processo de convergéncia (que exige o calculo de f(x) em um elevado nimero
de iteragdes);

4) Necessidade de conhecimento prévio da regido na qual se encontra a raiz de interesse (0 que

nem sempre ¢ possivel).

5) Se f ¢ uma funciio concava ou convexa em [a, b], entdo uma das extremidades permanece

fixa no método da falsa posi¢o. (vamos analisar isto com mais detalhe)
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Proposicio 3.3.7.1 Consideremos f, com f € C Z(VS), em que VS ¢ uma vizinhanga da raiz. Se
f"(s) # 0, entdo, a partir de certa ordem, um dos extremos do intervalo [ak, b k], definido pelo

método da falsa posicao, fica fixo.

Demonstragao: Sejaa = lim a, b =lim bk. Quando b # a = s, isso implica que a sucessdo bk
seja constante a partir de certa ordem, por que se ndo tomaria valores X, , que convergem para s e
teriamos b = s. Situagdo semelhante ocorre quando a # b = s, sendo neste caso a, constante a

partir de certa ordem.

Resta ver que a hipdtese a = b = s ndo pode ocorrer sob as hipoteses da proposi¢do. Como
f(a)f(b) < 0 e ha apenas uma raiz, s6 podemos ter f'(s) = 0se f''(s) = 0, caso excluido.

Portanto f'(s) # 0 e entdo uma vizinhanca VE,(S) a fungdo f"' (que ¢ continua) tem o mesmo sinal que

f'(s). Da mesma forma, uma vizinhanga VE,,(S), na fung@o f"' terd o mesmo sinal que f''(s). Assim

f

considerando VS = VS..(S), o sinal de 7 ¢ fixo em VS.
Por outro lado, se consideramos que
1)
€1 = o) (s — ak)(s - bk) (3.3.7.1)
inal d = { igual ao sinal de s I b)é
osinaldee, ~=s —x,  ¢igualaosinal de TR porque o valor (s — ak)(s — k) ¢ sempre

negativo.

Se, por absurdo, a = b = s, temos a, bk — s. Notando que Ek, n, € ]ak, bk[ temos Ek, n, € VZ, para

k suficientemente grande. Isto significa que o sinal de e i1 ¢ fixo, ou seja, ou X, . € sempre maior que

1
s, ou sera sempre menor. Isto significa que um dos extremos fica fixo, ndo podendo convergir para s, o
que contradiza = b = s.

A condigdo de f" se anular na raiz raramente acontecera, e assim o método da falsa posigao, a partir de
certa ordem p, um dos extremos de [ak, b k] ira ficar imobilizado. Temos assim duas hipoteses:

1) Se f"(s)f'(s) > 0, ou que ¢ equivalente, f"(s)f(bp) > 0 (pois o sinal de bp ¢ igual ao de f"
), entdo as iteragdes X Xy o vao ficar a esquerda da raiz significando isso que temos

1’ Tp+2
b =b
p p+

=b = ..
p+

1 2

2) Se f"(s)f'(s) < 0, ou que é equivalente, f''(s)f (ap) > 0 (pois o sinal de a, ¢ o oposto de f"

),entdoa =a . =a = ..
p p+1 p+2
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Resumindo, se f"' tiver sinal constante num intervalo [ap, bp] entdo o extremo do intervalo para o qual

f possui esse sinal, permanece fixo.

3.3.8 Método da falsa posicao modificada

Trata-se de uma pequena modificagdo no método anterior de forma a evitar que um dos extremos se
imobilize permanentemente. A ideia principal € dividir o valor da func¢do por 2 no extremo que se
imobiliza.

Suponhamos que se imobilizou o extremo a, tendo-se a,. ., = a,nestecaso consideramos
fa)
F =3 mantendo F by = f (bk) e calculamos
- b,—a,
x, . =b —F (3.3.8.1)

)
k+1 k b F —F
~
o valor X1 ainda pertence ao intervalo [ak, b k] mas € menor que o valor X1 calculando usando a

formula do método da falsa posi¢do original, que neste caso seria maior que a raiz, ou seja z < X
~ ~

~
Portan m ¢ provavel z ndo n r- = .
ortanto como X1 < X, Cprovavelque x, < z, passando neste caso a ter-se X1 = Yen

~

F

-~ ~
Se isso nao acontecer, podemos ainda considerar um F = 2“ que levaria a um X1 ainda mais
a

~
~

pequeno..., € assim sucessivamente até que obtivéssemos um valor X . <z

Desta forma consegue-se uma maior rapidez de convergéncia.

(b1, flby_y))

(ag, 5f(a)

(ag_ys flag_y))
Figura 3.3.8.1: Método da Falsa Posi¢do modificado

Para este método ndo iremos criar um algoritmo ja este ndo sera analisado com tanta profundidade
quanto os outros nem sera comparado com os restantes.

Nao iremos apresentar também estimativas de erro especificas para este método, mas podemos sempre

recorrer ao teorema que apresentamos inicialmente e que nos da estimativas de erro a posteriori
elementares, baseadas no teorema do valor médio.
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Quanto ao tempo de calculo, sera semelhante ao método da falsa posigdo, ja que a divisdo por 2 ndo €
significativa, compensando em termos de eficécia, ja que ira evitar que um dos extremos fique
constante, acelerando a convergéncia.

3.4 Método do Ponto Fixo

3.4.1 Descricao do método

Nesta sec¢do, consideremos a determinagao das solugdes dos problemas de ponto fixo e a relagdo entre
estes e os problemas de determinacdo de raiz que desejamos resolver.

Os resultados de ponto fixo ocorrem em muitas areas da matematica e sdo uma das principais
ferramentas utilizadas pelos economistas para fornecer resultados relativos ao equilibrio. Embora a
ideia basica da técnica seja antiga, a terminologia foi empregada pela primeira vez pelo matematico
holandés L.E.J. Breouwer (1881-1966), no inicio do século passado.

Todos os métodos estudados até agora reportavam a equacdo ndo linear f(x) = 0, mas para este
método vamos ter de considerar a seguinte forma

x = g(x). (3.4.1.1)
E importante realgar que este modo de escrever a equagdo nao introduz qualquer restrigio
relativamente ao caso f(x) = 0, pois ¢ sempre possivel transformar esta equagdo numa do tipo
x = g(x), pondo, por exemplo, g(x) = x + f(x). Esta ndo € a unica escolha possivel para a fungao

g, poderiamos também escolher, por exemplo, g(x) = x — f(x), ou outras.

Diferentes escolhas para a fungdo g, representando a mesma equagado f(x) = 0, ddo lugar a métodos
do ponto fixo com diferentes niveis de eficiéncia (ver também a seccao 3.4.7).

A equacdo escrita na forma x = g(x) sugere imediatamente o seguinte esquema iterativo

X 1= g(xk), k=01, .. (3.4.1.2)

p.=2(p)

p = g(p )
p=2p

3
Po P, P

Figura 3.4.1.1: Método do ponto fixo - caso de convergéncia
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y=g(x)

Figura 3.4.1.2: Método do ponto fixo - caso de divergéncia

A Figura 3.4.1.1 e 3.4.1.2 mostram uma representacdo geométrica deste processo iterativo, exibindo

dois casos distintos (esta diferenga de comportamento sera explicada mais a frente):

a) um em que se verifica convergéncia
b) um em que se verifica divergéncia

3.4.2 Visualizacao do método iterativo

E importante ter-se uma nog¢ao visual deste processo de iteracdo de uma fungdo ¢, € para isso veremos

como fazer iteragoes usando apenas o esbogo da fungao.

A primeira coisa que devemos fazer é
desenhar o grafico da fungdo, e em seguida
a bissetriz, que nos auxiliara. Depois
escolhemos uma condig¢ao inicial X0

objetivo € encontrar a posi¢do, na abscissa,
de x .= cp(xo).

Movendo-nos verticalmente, encontraremos
o grafico de , na posi¢ao (x o ©(x 0)).

Como (p(xo) =x,este ¢ o ponto (xo, xl), ou
seja, ja encontramos x > mas ele é a segunda

coordenada do ponto encontrado. O nosso
objetivo, no entanto, é encontrar o ponto de
coordenadas (xl, 0).

;. 0)

g )

'!’:\:;,x;} (x5, xp)

Figura 3.4.2.1: Visualizagdo do método iterativo

Ent2o movemo-nos horizontalmente, isto ¢, mantendo fixa a segunda coordenada, a partir de (x o X 1)

até encontrar a bissetriz. Na bissetriz, os valores da primeira e da segunda coordenada s3o iguais;

como a segunda foi mantida sempre igual a X entdo esse ponto sera (xl, xl), € com um movimento

vertical determinamos x L sobre a abscissa.
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Para a determinagdo de X, 0 procedimento é analogo: movimento vertical até encontrar o grafico,

depois movimento horizontal até encontrar a abscissa ¢ finalmente movimento vertical até encontrar a
abscissa. E assim por diante!

Observamos que podemos poupar um pouco de trabalho quando fazemos uma série de iteracdes
sucessivas. De x , vamos verticalmente até o grafico (a altura xl), depois horizontalmente até a abcissa

(a posicao horizontal xl).

Depois, de acordo com o que foi descrito acima, iriamos verticalmente até a abcissa (a altura zero) e
entdo verticalmente até o grafico (a altura X, = q)(xl)). Ora, a composic¢do de dois movimentos

verticais ainda ¢ um movimento vertical, que poderia ser feito de uma vez s6. Ou seja, logo apds nos
movermos horizontalmente até a bissetriz, encontrando (xl, xl), podemos nos mover verticalmente até

o grafico, encontrando (xl, xz). Em seguida continuamos, indo horizontalmente até a bissetriz, no

ponto (xz, xz), e depois verticalmente até o grafico, no ponto (xz, x3), e assim por diante.

Coletando as primeiras coordenadas de cada ponto de encontro com o grafico, teremos a sequéncia de
iterados a partir de x o Veja na figura abaixo uma ilustracdo desse procedimento.

Figura 3.4.2.2: Procedimento do método do ponto fixo

3.4.3 Erro e Convergéncia

Antes de passarmos ao estudo da convergéncia deste método ¢ necessario introduzir a seguinte
definicao.

Definicao 3.4.3.1 Uma fungdo g diz-se contractiva no intervalo I = [a, b] se existir uma constante M
com0 < M < 1talque

lgCx) — g(x )l = Mlx, — x, (3.4.3.1)

para todos os X, x, € L.
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E importante notar que a propria formulacao desta defini¢cao implica que uma fun¢@o contractiva ¢
necessariamente continua. A verifica¢do da contractividade nem sempre ¢é facil. Um dos casos mais

. . .. e , 1 . ~
simples e simultaneamente dos mais interessantes na pratica ¢ quando g € C (I) e em que a aplicacao
do teorema do valor médio nos conduz a

g(x) = g(x,) = gk, —x), com § € inter(x,, x,) (3.4.3.2)

Portanto, se |g'(§)| < 1 paratodo o & € I, a fungdo g é contractiva. Nestas condi¢cdes podemos tomar
para M o valor

M = max |g'(x)|, x €1 (3.4.3.3)

Teorema 3.4.3.1 Se existir um intervalo I = [a, b] tal que g(I) < I e relativamente ao qual a fungdo
g € contractiva, entdo esta fun¢do possui um unico ponto fixo neste intervalo, e a sucessao X, acima

definida, converge para este ponto fixo qualquer que seja a estimativa inicial x o € I

Demonstragao: Vamos comecar por demonstrar que as condi¢des enunciadas garantem a existéncia
de ponto fixo. Introduzimos a funcédo auxiliar h(x) = g(x) — x, que satisfaz, uma vez que g(I) c I,
as desigualdades obvias

h@) =g —a =0 e h(b) = g(b) — b < 0 (3.4.3.4)

Como h ¢ continua em /, pelo teorema do valor intermédio, existe (pelo menos) um valor s tal que
h(s) = g(s) — s = 0.

Fica deste modo provada a existéncia de (pelo menos) um ponto fixo de g, pelo que podemos passar a
demonstracao da sua unicidade. Suponhamos que existem dois pontos fixos, s e s'. Entdo, devemos
ter, por defini¢do, que

Q

s = g(s) s'=g(s") (3.4.3.5)
Subtraindo membro a membro estas desigualdades, tomando valores absolutos e majorando, vem que

s — s'| = 1g(s) — g(s)| < M|s — s'| (3.4.3.6)

Esta relac@o implica imediatamente que (1 — M)|s — s'| < 0, e, portanto, como 0 < M < 1,
concluimos que s = s', ou seja, o ponto fixo ¢ nico.

Estudemos em seguida a convergéncia do método iterativo. O erro e =S X, satisfaz as relagoes

evidentes

le = Is = x| = 19() = gCx,_)| < Mls —x,_,| = Mle,_| (3.4.3.7)

Aplicando esta relag@o repetidamente, temos que

40



2 k
|ek| < M|ek_1| <M |ek_2| <. <M |eO| (3.4.3.8)

e, por conseguinte, uma vez que M < 1, lim |ek| = (. Concluimos assim que o método do ponto
k— oo

fixo é convergente, independentemente da escolha de x, €I

Seafuncdo g € C 1(I ), a expressao anterior pode escrever-se da seguinte forma
le,] = 1g'Ells — x| = lgG)lle, | com € inter(x, s) (3.4.3.9)

e no caso de se verificar convergéncia,

lim f"' = lim |g'E)Il = 19'(s)] (3.4.3.10)

k— o |k—1| k— o

Portanto, se g'(s) # 0, a convergéncia do método ¢ linear. Por outro lado, se g'(s) = 0, obtemos
uma convergéncia quadratica conforme iremos provar na secc¢ao 3.5.2.

Um ponto fixo que possua uma
vizinhanga na qual g € contractiva e
para o qual o processo iterativo ¢
convergente diz-se que ¢ um ponto de
atracio (ou atractor) da fungéo g;
caso contrario, diz-se que ¢ um ponto ,
de repulsao (ou repulsor). :

-2 -1 1

-1
Um ponto fixo atractivo € como um
“buraco negro”, ou seja, as iteracdes

que se aproximem demasiado dele sdo

. , Figura 3.4.3.1: Ponto de repulsdo
inexoravelmente atraidas. gu p

Teorema 3.4.3.2 (ndo convergéncia para um ponto fixo) Seja VZ vizinhanga de um ponto fixo z de

gEecC 1(VZ), tal que |g'(z)| > 1. Neste caso, a sucessdao x, = = g(xk) ndo pode convergir para esse

k+1
ponto fixo z (exceto se, excepcionalmente, X = zpara algum m).

Demonstrac¢ao: Supondo por absurdo, que X, converge para o ponto fixoz € VZ, entdo:
Ve > 0Vk € N3ap: k = p: |Z—xk|<s (3.4.3.11)

Como |g'(z)| > 1, podemos sempre considerar um € > 0 suficientemente pequeno tal que
I=[z—¢2z+ €] C V_em que |g'(x)] > 1, Vx € I. Aplicando o teorema do valor médio
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|z = x| = 19'GIllz — x,|. (3.4.3.12)

como x,, z € I também ‘g’k € I,logo |g'(x)| > 1letemos |z —x, | > |z — xkl para k = p, pois

k+1
zZ#X,. Isto significa que a sucessdo |z — xk| ¢ crescente e consequentemente ndo converge para

zero, 0 que provoca contradigdo.

Teorema 3.4.3.3 (ordem de convergéncia do método do ponto fixo) Seja g uma fungéo c’ (VZ), com
p = 2,onde VZ ¢ uma vizinhanga de z ponto fixo de g.
Se

gd@ = . =g9%""@ =0,comg?) =0 (3.4.3.13)

entao

ﬂL 37 (2) (3.4.3.14)

lim
m— oo k

ou seja, o ponto fixo tem convergéncia de ordem p, e o coeficiente assimptotico €

®)
K =4l (3.4.3.15)

o) p!
Demonstragao: Fazendo o desenvolvimento em série de Taylor, para um x, € I

®

: " @ -1 9 &) p

9(x) =92 + g@x, —2) + .. + =] (x,—2) + T(xk - Z) (3.4.3.16)
com Ek € ]xk, z[. Usando as hipdteses, temos

g(p)(

X, =9(x) =z+—"x —2) (3.4.3.17)
ou seja,
®)
(E )
= (- D' e (3.4.3.18)

le | ®
Concluimos, reparando que § - z, logo lim =g @ — =K_>0.

pl
k

3.4.4 Tempo de calculo do método

O método do ponto fixo envolve apenas o calculo de g em cada iterada, pelo que podemos escrever

T =nt (3.4.4.1)
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E claro que, uma vez que podemos escolher diferentes fungdes g modelando a mesma equagdo, o
tempo de calculo tg ira variar com a maior ou menor complexidade de g.

3.4.5 Algoritmo do método

O seguinte codigo ¢ uma implementacdo em Python do algoritmo do Ponto Fixo. As variaveis de
entrada sdo:

g — funcao cujo ponto fixo pretendemos determinar
Xy~ valor inicial

tol - tolerancia (tipo de tolerancia: convergéncia da fungao)
n - nimero maximo de iteragdes

A variavel de saida é:

e p - aproximagdo do ponto fixo de g, isto é, g(p) = p.

Tabela 3.4.5.1: Versdo simplificada do método do Ponto Fixo

PASSO 1: importamos a biblioteca “math”.
PASSO 2: comecamos com i = 0. import math
PASSO 3: enquanto ndo chegarmos ao numero maximo de
iteragoes (n): def PontoFixo(x0,tol,n,g):
PASSO 4: se o valor da tolerancia for superior a |g(x0) for i in range(n+1):
- x0| (se esta condigdo for quebrada, o programa salta if abs(g(x0)-x0) < tol:
para o PASSO 6): return x0
PASSO 5: devolve o ultimo x0 obtido (ponto else:
fixo) e o programa termina. x0 = g(x0)
PASSO 6: calculamos o novo x0, que passa a ser g(x0)
e regressamos ao PASSO 3.
3.4.6 Aplicacio

Vamos agora aplicar o método do ponto fixo a solug¢do da equagdo x = cos(x) no intervalo
— — LS
I = [a, b] = [0, -]

Vamos primeiro verificar se as condigdes suficientes de convergéncia se verificam. Pondo
g(x) = cos(x) e como

g@a) =cos(0) =1>0 e gb) = cos(%) =0 <% (3.4.6.1)
e g ¢ monotona no intervalo I, concluimos que g(I) < I. Além disso, como g'(x) =— sin(x), temos
que |g'(x)| < 1 numa vizinhanca suficientemente pequena da raiz, vizinhanga que neste caso

podemos tomar como intervalo aberto I = (a, b) = (0, %) Estao assim reunidas todas as condigdes

de convergéncia. O calculo das sucessivas iteracdes fornece os resultados do quadro seguinte:
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Tabela 3.4.6.1: Aplicacdo do método da Falsa posi¢ao

Iteracao x0 g(x0) Tolerancia
0 1 0,5403 1,00E-05
1 0,5403 0,85755 1,00E-05
2 0,85755 0,65428 1,00E-05
3 0,65428 0,79348 1,00E-05
4 0,79348 0,70136 1,00E-05
5 0,70136 0,76395 1,00E-05
6 0,76395 0,7221 1,00E-05
7 0,7221 0,75041 1,00E-05

25 0,73907 0,73909 1,00E-05
26 0,73909 0,73907 1,00E-05
27 0,73907 0,73908 1,00E-05
28 0,73908 0,73908 1,00E-05

Podemos assim concluir que, segundo o método do ponto fixo, o zero da fungdo f ¢ 0. 73908. Na

Figura 3.4.6.1 pode observar-se graficamente a evolugdo de x o

1,2

0,8 ®
'.‘o'oooooooooooooooooo

x0
o
[=2]

0,4

0,2

0 5 10 15 20 25 30

Iteracdo

Figura 3.4.6.1: Evolugdo de estimativas no método do Ponto Fixo



3.4.7 Consideracoes finais

Depois de analisarmos o método do ponto fixo podemos tirar as seguintes conclusdes:

1) Simples e facil de entender — O Método do Ponto Fixo € direto e descomplicado, tornando-o
facil de ser entendido e aplicado por qualquer pessoa.

2) Requer menos esfor¢co computacional — E menos exigente em termos de computagdo, o que
significa que necessita de menos recursos e tempo para obter resultados.

3) Aplicavel a problemas complexos — Este método pode ser aplicado a uma ampla gama de
problemas, mesmo aqueles que sdo complexos e intrincados, tornando-o versatil.

4) Naio ha necessidade de informagdes sobre derivadas — Nao requer conhecimento de
derivadas, tornando-o mais acessivel e facil de usar, principalmente nos casos em que o

calculo da derivada é muito laborioso.

5) A convergéncia nem sempre ¢é garantida — O Método do Ponto Fixo pode nem sempre levar
a uma solucdo, o que significa que a convergéncia nem sempre ¢ garantida.

6) Pode ser generalizado para a resoluciio de sistemas de equagdes ndo lineares.

7) Requer um bom palpite inicial — Depende muito de um bom palpite inicial, um ponto de
partida mal escolhido pode levar a divergéncia.

8) Sensivel a escolha da fun¢do — A eficacia do método é sensivel a fun¢do g escolhida, com

algumas fungdes levando a melhores resultados do que outras. Recordamos que a mesma
equacdo pode ser modelada por diferentes fungdes g.

3.5 Método de Newton

3.5.1 Descricao do método

O método de Newton ou de Newton-Raphson, como por vezes é chamado, pode ser considerado
como um caso particular do método do ponto fixo, definido pela escolha da fungéo

g(x) = x — % (3.5.1.1)

Graficamente, este método pode ser descrito aproximando o grafico da funcdo f pela sua tangente. A
intersec¢do desta tangente com o eixo dos xx é tomada como o novo valor da aproximagao a raiz de f.
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4
/F Xy X
Figura 3.5.1.1: Método de Newton

A equagdo da tangente a curva y = f(x) que passa pelo ponto (xk, f (xk)) ¢
y=fl) + ) —x) (3.5.1.2)

e, portanto, a sua intersec¢do com 0 €iX0 XX ocorre na posi¢ao

f@)

1 = % T T (3.5.1.3)
Sendo assim, a expressdo acima pode ser escrita nesta outra forma
f@x)
X, =%+ hk com hk = Fog (3.5.1.4)

que ¢ suscetivel de seguinte leitura: o novo valor X, .

correcao hk a calcular de acordo com a formula acima.

3.5.2 Erro e Convergéncia

A primeira observagdo que se deve fazer ¢ que o método de Newton nem sempre ¢ convergente. No
teorema seguinte apresentamos as condic¢des suficientes para que se garanta a convergéncia do
método.

Teorema 3.5.2.1 Se uma vizinhanga (a, b) da raiz s suficientemente pequena se verificar que

fec 2[a, b] e que para todo & nessa vizinhanga

0<m < |f®)l e If"®1 =M, (3.5.2.

entdo o método de Newton converge, € o erro que satisfaz a relacao

le. | < M|ek|2 com M=— (3.5.2.2)

k+1

L obtém-se do anterior x . adicionando a este uma

D
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Demonstrac¢ao: Desenvolvendo a funcao f em série de Taylor em torno de X, temos que

0=f(s) = f(x) + f(x)(s —x) + ! "f") (s —x)’, § € inter (s, x) (3.5.2.3)
donde se conclui
s=xk—%—%(s—xk)2 (3.5.2.4)
Recordando a expressdo do método de Newton, podemos escrever que
s—x, =e = % ()’ (3.5.2.5)

Majorando o segundo membro e introduzindo as condigdes do teorema, chega-se sem dificuldade a
conclusdo pretendida. Dai, concluimos que a sucessao e , tem como limite zero e, por conseguinte, o

método de Newton converge. Além disso

le,,.l _ ¥ I &I _ el
12f"(x I [2f"(s)]

(3.5.2.6)

koo ¢l k— o

e pelas hipoteses do teorema este valor ¢ finito. Logo, a ordem de convergéncia do método ép = 2,0
que completa a demonstragao.

Teorema 3.5.2.2 Se tivermos uma funcdo f de classe C ? tal que f(s) = 0e f'(s) # 0 entdo existe
uma vizinhanga [a, b] de s em que as condi¢des do teorema anterior estdo satisfeitas. Por outras
palavras, se a aproximacao inicial estiver suficientemente perto da solucdo s, o método de Newton
converge.

3.5.3 Tempo de calculo do método

O método de Newton, sendo um método de ponto fixo, também envolve o tempo de calculo T = ntg.

No entanto, como g assume aqui uma forma particular em que € necessario o calculo da derivada da
fungdo f, devemos considerar (desprezando o tempo de subtragdo e divisdo)

T =n(t, +t.) (3.5.3.1)

Note-se que para fungdes polinomiais o calculo da derivada envolve até menor tempo que o tempo
para calcular f, mas de modo geral passa-se a situagdo inversa. Por vezes, ¢ utilizado o subterfugio de
considerar um ponto adicional, proximo da iterada, para aproximar f' por diferengas finitas, € nesse
caso podemos considerar T = 2nt f (este artificio conduz a um método parecido com o método da

secante, que iremos estudar mais a frente).
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3.5.4 Método de otimizacao

Querendo encontrar um minimo para uma fungao regular ¢, isso corresponde a encontrar um z tal que

d'(z) = 0, pelo que o método de Newton pode ser aplicado desde que ¢ € C ? Convém apenas referir
que neste caso, ao definir

¢'x,)

X, =X = TG (3.5.4.1)
oponto x, ¢ 0 ponto de minimo para a parabola definida por
, "(x,) 2

que corresponde a uma aproximacao de ¢ pelo seu desenvolvimento em série de Taylor (de segunda
ordem).

3.5.5 Método de Newton no caso de zeros multiplos

Defini¢do 3.5.5.1 Dizemos que uma fungdo f tem um zero z de multiplicidade p > 1 se existir uma
fungdo h continua em z tal que h(z) # 0 e que

f(x) = (x — 2)"h(x). (3.5.5.1)

Seh € Cp(VZ) entdo significa que

. (-1 ®
fOO=f@=. =f (z) =0, f(z)#0 (3.5.5.2)
O facto de, para zeros multiplos, se ter f'(z) = 0 coloca algumas questdes relativamente a
aplicabilidade do método de Newton. No entanto, podemos ver que mesmo nesse caso 0 método

apresenta convergéncia local, embora ja ndo seja de ordem quadratica.

Com efeito, calculando,

F10) = (x — 2)PR() + plx — 2)P " h(x) (3.5.5.3)
e considerando
Cf(x) C(x—z)ph(x) C(x—z) h(x)
=y =@ _ =y — L) ) .5.5.4
900 =x =gy =x (—2)" k' (@) +p(x—2)""h(x) X (x—2) h'()+ph(x) (3.5.5.9)

temos a func¢do iteradora do método de Newton apenas quando C = 1.

Calculando a derivada, obtemos facilmente g'(z) = 1 — %. Ou seja, de acordo com o teorema que

vimos, acerca da convergéncia do método do ponto fixo, quando p > 1, podemos ainda assegurar
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convergéncia local para o método de Newton usual (C = 1), porque 0 < g'(z) = 1 — % < 1, mas a

ordem de convergéncia sera linear e ndo quadratica.
Uma pequena modificagdo no método de Newton, usando C = p, ou seja,

pxf(x)
xk+1_xk_Txk) (3.5.5.5)

permite voltar a obter a convergéncia quadratica, pois neste caso g'(z) = 0. No entanto, ha que
salientar que isto pressupde que saibamos a partida p, a multiplicidade do zero que pretendemos
aproximar (esse conhecimento pode ser obtido através de resultados teoricos).

3.5.6 Algoritmo do método

O seguinte codigo ¢ uma implementacdo em Python do algoritmo de Newton. As variaveis de entrada
sdo:

f - funcdo

df — primeira derivada da funcédo objetivo

x0 — valor inicial

tol - tolerancia (tipo de tolerancia: convergéncia do ponto fixo)

n - nimero maximo de iteracdes
A variavel de saida é:

e p -aproximagdo daraiz de f, isto &, f(p) = O.

Tabela 3.5.6.1: Versdo simplificada do método de Newton

PASSO 1: importamos a biblioteca “math” import math
PASSO 2: comecamos com i = 0.
PASSO 3: enquanto ndo chegarmos ao numero def NewtonRaphson (x0,tol,n.f,df):
mdximo de iteragoes (n): foriinrange(n+1):
PASSO 4: o programa apenas ird continuar assert df(x0) != 0
se a derivada de f no ponto x0 (df(x0)) é x1 = x0-f(x0)/df(x0)
diferente de 0. if abs(x1-x0) < tol:
PASSO 5: calculamos x1. return x1
PASSO 6: se o valor da tolerdncia for break
superior a |x1- x0|(critério de paragem, caso x0 =x1
isto ndo se verifique, saltamos para o PASSO
8):
PASSO 7: devolve o ultimo x1 obtido
(raiz).
PASSO 8: x0 passa a ser x1 e regressamos ao
PASSO 3.
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3.5.7 Aplicacio

Vamos agora aplicar o método de Newton para determinar uma aproximag¢ao, com um erro absoluto

inferiora 5 X 10_6, do (nico) zero da fungdo f(x) = 1 + x + e, que se sabe estar no intervalo
[—2 —1].

Vamos primeiro verificar se as condi¢des suficientes de convergéncia se verificam.

o (M) =1+¢e > f(x) >0
o f'x)=¢ > f'(x) >0

Logo, o método converge desde que X, esteja a direita de zero, garantindo f (xo) f "(xo) > 0. Entao,

escolhendo X, == 1, garante-se a convergéncia do método.

Estao assim reunidas todas as condi¢des de convergéncia. O célculo das sucessivas iteragdes fornece
os resultados do quadro seguinte:

Tabela 3.5.7.1: Aplicagdo do método de Newton

Iteracao x0 x1 [x1 - x0| Tolerancia f(x0)
0 1 -0,268941 1,27 0,000001 4,718281
1 -0,268941 -1,116496 0,85 0,000001 1,495246
2 -1,116496 -1,275396 0,16 0,000001 0,210928
3 -1,275396 -1,278463 0,00 0,000001 0,003923
4 -1,278463 -1,278464 1,03 0,000001 1,97E-06
5 -1,278464 -1,278464 1,15 0,000001 6,94E-07

Podemos assim concluir que uma aproximacao do zero da fungao, obtida pelo método de Newton ¢
— 1.278464. Na Figura 3.5.7.1 pode observar-se graficamente a evolucao de X,
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Figura 3.5.7.1: Evolucdo dos valores da estimativa no método de Newton

3.5.8 Consideracoes finais
1. Dada uma estimativa inicial x o esta férmula gera uma sucessao x , que presumivelmente ira

convergir para a raiz da funcao.

2. A realizacdo deste método implica que se tenha de programar, além da funcéo f, a sua
derivada f".

3. Se f for uma fung¢do com expressdo analitica muito complicada, o calculo da derivada e a
respetiva programacao serao tarefas trabalhosas. O proprio co6digo pode ficar mais lento
devido ao calculo desta expressdo complicada de f".

4. Este método converge quadraticamente, sendo o método que converge mais rapidamente
apresentado até agora.

5. Este método pode ser generalizado para resolver sistemas de equagdes nao-lineares.

3.6 Método da Secante

3.6.1 Descricao do método

Como ja tinha sido referido anteriormente, este método ¢ uma modificacdo do método de Newton
onde se evita o calculo de f'. Vamos recordar a formula para se calcular a iteragdo seguinte no método
de Newton.

B fex)
Y1 T % T TR

(3.6.1.1)
No método da secante, nds substituimos f '(xk) por uma aproximacdo. Ja que a derivada ¢é definida por

flx) = lim LEb-r& (3.6.1.2)

h
h— o
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nos dizemos que para h pequeno mas fixo,

f(x) ~ LRI (3.6.1.3)
Em particular, se x = X, e h = X, | — X,,nos temos
flx,_)—fx)
flix) = ﬁ;l—_xkk (3.6.1.4)
-1

que quando inserida na formula do método de Newton da lugar a equagdo do método da secante.

Sendo muito semelhante ao método de Newton, o método da secante substitui o calculo das derivadas
pelo calculo de uma razao incremental. Geometricamente, corresponde a substituir o papel da reta
tangente, no método de Newton, por uma reta secante (de onde vem o nome).

Sendo assim, o método da secante consiste em, partindo de duas iteragdes quaisquer (xk_l, f (xk_l))
e (xk, f (xk)), obter o valor seguinte X, ., COMO intersec¢ao da secante que passa pelos referidos

pontos com o eixo dos xx.

A expressdo que permite obter X1 pode ser escrita da seguinte forma

Yo~ YiX
x @ m ekl Tkl k (3.6.1.5)
k+1 Ve Vi

E claro que agora, ndo havendo certeza de que Y. ¥, _, tenham sinais contrarios, a expressao acima

pode originar cancelamento subtrativo. Uma expressdo equivalente a anterior mas menos sensivel a
erros de arredondamentos ¢

X =X, = AR (3.6.1.6)

Esta expressao pode ser escrita noutra forma equivalente mas mais elucidativa

X =%t hk com h =———— (3.6.1.7)

que ¢ suscetivel de seguinte leitura: o novo valor X0 obtém-se do anterior X, adicionando a este uma

corregao hk a calcular de acordo com a formula acima.
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Figura 3.6.1.1: Método da Secante

E importante observar a semelhanga entre o método da secante e o método da falsa posigdo. Por
exemplo, as equagdes para calcular a iteracdo seguinte sdo idénticas numa comparago termo a termo.
Ambos usam duas estimativas iniciais para calcular uma aproximacao do declive da fungdo que ¢
utilizada para projetar para o eixo x e assim obter uma nova estimativa da raiz.

No entanto, ha uma diferenga significativa entre os dois métodos: no método da falsa posicao, as duas
estimativas sempre delimitam a raiz, enquanto no outro método, um dos valores iniciais € substituido
por uma nova estimativa. Portanto, para todos os propositos praticos, o método sempre converge
porque a raiz ¢ mantida dentro do intervalo.

Em contraste, o método da secante substitui os valores em sequéncia estrita, com o novo valor X

substituindo X, ex, substituindo X, Para certos casos, isso pode levar a divergéncia. Todavia,

quando converge, fa-lo com uma ordem de convergéncia superior a um, como veremos mais adiante.

3.6.2 Erro e Convergéncia

O teorema seguinte da-nos condi¢des suficientes que garantem a convergéncia do método da secante e
revela a respetiva ordem de convergéncia.

Teorema 3.6.2.1 Se todas as iteragdes estiverem contidas numa vizinhanga (a, b) suficientemente

. ~ 2 ~ , , .
pequena da raiz s da funcdo f € C [a, b], entdo o método da secante é convergente, ¢ o erro satisfaz a
relacdo

le,,,| < Mle,lle, || (3.6.2.1)
com

M=— 0<m <|f @ e F'®I <M, (3.6.2.2)

2m1

paratodo o § € [a, b], e a ordem de convergéncia é p = (1+® ~ 1.618.
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Demonstragao: Como sabemos, a interpolagdo linear da fung¢do f nos pontos X, _, ex, fornece a

identidade

0=f(s) = f(xk) + f[xk, xk_l](s — xk) + f[xk, X, x](s — xk)(s - xk_l) (3.6.2.3)
donde se tira que o zero z € expresso por
Sy
zZ=Xx, — T ] (s — xk)(s — xk_l) (3.6.2.4)
e/ L N .
Mas, tendo em conta que X1 =%, —f[xk,lf T podemos simplificar a expressao anterior da
seguinte forma
_ flt, %, )
S _xk+1 —W(S —Xk)(S —xk_l) (362 5)
do qual resulta que
_ Syl
€ = Tl ] ee, . (3.6.2.6)
Recordando a relacao entre diferencas divididas e derivadas (teorema 2.1.7), podemos por que
, f'@)
flx, x,_1=fGE) e flx, x,_, sl = — (3.6.2.7)
com Ek € inter (xk, xk_l) en, € inter (xk, X, x). Portanto,
f'm)
ek+1 =— T(Ek)ekek—l (3. 6.2. 8)

Tomando os valores absolutos de ambos os membros desta expressdo e majorando de forma 6bvia,
vem que

M
_1 —
le < |ek||ek_1| = M|ek||e (3.6.2.9)

k+1! = 2m k—1|

Utilizando a notagao u, = Mle k|, a relacdo anterior transforma-se nesta outra com aspecto

ligeiramente mais simples

U Suu (3.6.2.10)

Admitimos que os pontos X, € X, pertencem a uma vizinhanga suficientemente préxima do zero no

sentido de que

54



u <1 e u <96 (3.6.2.11)

com § < 1. Entdo, deduzimos que

2 3 Y,
u, < 5, u3<8, u4<6, , ukSS (3.6.2.12)
em que os exponentes Y, satisfazem a seguinte relagdo de recorréncia
Vi =V, T Yy k=12, .. (3.6.2.13)

comy, = Oey .= 1. As relagdes anteriores permitem concluir que lim u, = 0 e que, portanto, o
k— oo

método da secante converge. Os numeros Y, gerados sdo os célebres numeros de Fibonacci, e ndo ¢
dificil demonstrar a férmula de Binet.
S ESV NS VN
y = (5 -5 )]
k 5

(3.6.2.14)
Em particular, é verdadeira a igualdade

lim ke = L5 (3.6.2.15)

k— o Vi 2

Entao, para k suficientemente grande, podemos escrever as seguintes relagdes aproximadas

~ Yier1 ~ pyk~ p
U~ O (uk) (3.6.2.16)

ondep = ﬂzﬁ E, portanto, plausivel que

R LY
lim —-~=1 (3.6.2.17)

k— lukl

Nestas condigdes também se deve ter que

le, . .| —
lim — ~ ¢ = M7 (3.6.2.18)

k— o0 Ieklp
Este resultado sugere que a ordem do método da secante ¢ p = 1+Tﬁ ~ 1.618. A hipdtese

|f'(])] > 0 implica que a raiz s ¢ simples, pelo que este teorema néo contempla o caso de zeros
multiplos.
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3.6.3 Tempo de calculo do método

Como o método da secante envolve apenas o calculo de f uma vez o tempo de calculo pode ser escrito
da seguinte forma

T =nt (3.6.3.1)

Se compararmos o tempo de célculo relativamente entre o0 método da secante € 0 método de Newton,
para obter o mesmo majorante de erro €, assumimos constantes semelhantes, que

logp (t, +t )T
- f frs

t
~ ,
VT iz = 06942 x (1 +—Ltf )T, (3.6.3.2)

pelo que podemos concluir que o método de Newton serd mais eficaz se o tempo de calculo da
derivada verificar

t, t,
0.6942 x (1 +-5) < 1 & = < 0.4405, (3.6.3.3)
f f

ou seja, sera conveniente que o calculo da derivada demore menos que metade do tempo do calculo de
f, 0 que normalmente ndo acontece!

3.6.4 Algoritmo do método

O seguinte codigo ¢ uma implementacdo em Python do algoritmo da Secante. As variaveis de entrada
sdo:

f - fungdo objetivo
Xy~ aproximacao inicial 1
® x - aproximacao inicial 2

tol - tolerancia (tipo de tolerancia: convergéncia da fungao)
n - nimero maximo de iteragdes

A variavel de saida é:
e p -aproximagdo daraiz de f,isto &, f(p) = O.
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Tabela 3.6.4.1: Versdo simplificada do método da Secante

PASSO 1: importamos a biblioteca “math”.
PASSO 2: comecamos com i = 0.
PASSO 3: enquanto ndo chegarmos ao nimero
maximo de iteragoes (n):
PASSO 4: calculamos x2.
PASSO 5: se o valor da tolerdncia for
superior a |f(x2)| (se esta condi¢do for
quebrada, o programa salta para o PASSO
7):
PASSO 6: devolve o ultimo x2 obtido
(raiz) arredondado a casa decimal
definida no inicio (arre) e o
programa termina.
PASSO 7: calculamos o novo x0 e x1, que
passam a ser, respectivamente, x1 e x2 e
regressamos ao PASSO 3

import math

def Secante(x0,x1,tol,n.f):
foriinrange(n+l):

x2 = x1 - (fx1) *(x1-x0))/(f(x )£(x0))

if abs(f(x2)) < tol:
return x2

x0 =xI

xI =x2

3.6.5 Aplicacao

Vamos agora aplicar o método da Secante para procurar uma aproximagdo, com um erro absoluto

inferior a 10_6, do zero da funcéo f(x) = e !

X . ~ ~
+ €. Salientamos que esta fun¢do ndo tem zeros,

pelo que este ¢ um bom exemplo de uma situagdo que ndo converge devido a ma escolha da fungao.

Verificamos que algumas das condi¢des suficientes de convergéncia estdo satisfeitas.

° f'(x) — 3€3x+ 1
3x+1

o f'(x) =9e

+e - f'(x) >0
+e - f'x) >0

Contudo, o método ndo converge: apesar de os valores de f (xn) convergirem para zero a sucessao x

ndo converge.

O calculo das sucessivas iteragdes fornece os resultados do quadro seguinte:

Tabela 3.6.5.1: Aplicacdo do método da Secante

Iteracao x0 x1 x2 f(x2) Tolerancia
0 -2 -1 -2,3934 0,0933 1,00E-06
1 -1 -2,3934 -2,7109 0,0672 1,00E-06
2 -2,3934 -2,7109 -3,5288 0,0294 1,00E-06
3 -2,7109 -3,5288 -4,1640 0,0155 1,00E-06
4 -3,5288 -4,164 -4,8773 0,0076 1,00E-06
5 -4,164 -4,8773 -5,5620 0,0038 1,00E-06
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6 -4,8773 -5,562 -6,2583 0,0019 1,00E-06
7 -5,562 -6,2583 -6,9502 0,0009 1,00E-06
8 -6,2583 -6,9502 -7,6438 0,0004 1,00E-06
9 -6,9502 -7,6438 -8,3367 0,0002 1,00E-06
10 -7,6438 -8,3367 -9,0300 0,0001 1,00E-06
11 -8,3367 -9,03 -9,7231 5,99E-05 1,00E-06
12 -9,03 -9,7231 -10,4162 2,99E-05 1,00E-06
13 -9,7231 -10,4162 -11,1094 1,50E-05 1,00E-06
14 -10,4162 -11,1094 -11,8025 7,49E-06 1,00E-06
15 -11,1094 -11,8025 -12,4957 3,74E-06 1,00E-06
16 -11,8025 -12,4957 -13,1888 1,87E-06 1,00E-06
17 -12,4957 -13,1888 -13,8820 9,36E-07 1,00E-06

Na Figura 3.6.5.1 pode observar-se graficamente a evolugao de x ,» ou seja, se continuassemos as

iteragoes, x ; iria continuar a descer.

0,0000
-2,0000
-4,0000 °
-6,0000 ®

S -8,0000 ®

-10,0000 °
-12,0000 L
-14,0000 ®

-16,0000 N
[teracao

Figura 3.6.5.1: Evolugao dos valores da estimativa no método da Secante



3.6.6 Consideracoes finais

1.

Este método precisa de dois “bons” pontos de partida.

A velocidade convergéncia de convergéncia deste método ¢ quase tdo rapida quanto o
método de Newton.

Nao existe uma necessidade de se calcular a derivada neste método, o que por sua vez leva a
uma diminuicio da dificuldade de processamento computacional mas pode levar ao
aumento do erro devido a usar-se uma aproximagao da férmula da derivada para o calculo da
proxima iteragao.

Durante o processo de iteragdo deste método, nfo se precisa de se satisfazer as condi¢oes do

teorema de Bolzano-Cauchy (sendo esta a principal diferenca entre o método da secante e o
da falsa posigao).
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Capitulo 4: Comparacao de métodos iterativos

A eficiéncia de um método iterativo é determinada fundamentalmente pelo trabalho computacional
envolvido no calculo de cada iteragdo e pela rapidez de convergéncia para a solugao.

O trabalho envolvido no calculo de cada iteragdo pode ser estimado contando o nimero de operagoes
aritméticas executadas. Note-se que isto se complica quando estdo envolvidos célculos de valores de
fungdes transcendentes. Em geral, a maior percentagem do esforgo computacional no calculo de cada
iteracdo ¢ devida ao célculo de valores de uma funcao e eventualmente das suas derivadas.

1) Na primeira iteragdo do método da bisseccdo sdo calculados dois valores de f. Depois, em
cada iterag@o posterior é calculado um valor de f.

2) Na primeira iteragdo do método da falsa posicao sdo calculados dois valores de f. Depois, em
cada iterag@o posterior ¢ calculado um valor de f.

3) Em cada iteragdo do método do ponto fixo € calculado um valor da fungéo g.

4) Em cada iteragdo do método de Newton sdo calculados um valor da fun¢éo f e um valor de f"
(sem considerar divisdo necessaria entre ambas).

5) Na primeira iteracdo do método da secante sdo calculados dois valores de f. Depois, em cada
iteracdo posterior ¢ calculado um valor de f.

Vamos assim aplicar as equagdes listadas na Tabela 4.1 para cada um dos métodos iterativos (estas
equacdes foram escolhidas por representarem uma gama de situagdes, como a necessidade de se
trabalhar com fungodes logaritmicas, trigonométricas, algébricas e exponenciais).

Tabela 4.1: Comparag@o dos métodos iterativos

Nimero f(x)
1 X—x—1
2 xlog(x) — 1
3 cos(x) — x
4 X = 4x’ = 10
S X' — 5x + 2
6 (x + 1)2e(x2_ C |

Foram implementados codigos referentes a cada método no Python e, assim, executados para todas as
equacdes a fim de realizar a analise comparativa, restringindo um numero de iteracdes de até 100, e

uma tolerancia de 10_6. Os resultados sao exibidos da Tabela 4.2 a 4.7. No final, uma analise referente
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a média desses valores foi realizada para se comparar a efetividade geral dos métodos, e definir qual o

melhor.
Tabela 4.2: Aplicagdo dos métodos estudados na fungio |
Método Dados iniciais | Tempo de execucdo | N°de iteracoes Raiz
Bissecgao [0, 2] 0,000685453415 20 1,3247175216
Falsa Posi¢do [0, 2] 0,000633478165 19 1,3247177315
Ponto Fixo 1 0,000462532043 23 1,3247163448
Newton 1 0,000153064728 4 1,3247179572
Secante [0, 2] 0,000556468964 13 1,3247179475
Tabela 4.3: Aplicagdo dos métodos estudados na fungdo 2
Método Dados iniciais | Tempo de execucio N° de iteragoes Raiz
Bissecgao [1, 3] 0,000957727 20 1,7632226943
Falsa Posicdo [1, 3] 0,000327826 7 1,7632224657
Ponto Fixo 1 0,000646353 24 1,7632222963
Newton 1 0,000185013 4 1,7632228343
Secante [1, 3] 0,000144958 4 1,7632228338
Tabela 4.4: Aplicagdo dos métodos estudados na fungio 3
Método Dados iniciais | Tempo de execuciao N° de iteracoes Raiz
Bisseccgdo [-7t, 7] 0,0006175041 22 0,7390858752
Falsa Posi¢do [-7t, @] 0,0002110004 6 0,7390850204
Ponto Fixo -1 0,0004210472 34 0,7390845495
Newton -1 0,0001506805 8 0,7390851332
Secante [-m, 7] 0,0001583099 7 0,7390851331
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Tabela 4.5: Aplicacdo dos métodos estudados na funcdo 4

Método Dados iniciais Tempo de execucao N° de iteracoes Raiz
Bisseccgdo [1, 2] 0,000379562 19 1,324717522
Falsa Posicdo [1, 2] 0,000271797 16 1,324717763
Ponto Fixo 1 0,000370741 30 1,365229444
Newton 1 0,0000777245 4 1,324717957
Secante [1, 2] 0,000108957 5 1,324717965

Tabela 4.6: Aplicacdo dos métodos estudados na fungdo 5

Método Dados iniciais Tempo de execucgio N° de iteracoes Raiz
Bissecgao [0, 1] 0,000363111 19 0,438446999
Falsa Posicdo [0, 1] 0,000127792 6 0,438447236
Ponto Fixo 1 0,00018096 8 0,438448209
Newton 1 0,00009036 4 0,4384471871
Secante [0, 1] 0,000075817 4 0,438447187

Tabela 4.7: Aplicacdo dos métodos estudados na fungdo 6

Método Dados iniciais | Tempo de execucio N° de iteracoes Raiz
Bissecgdo [0, 1] 0,000603437 19 0,866873741
Falsa Posi¢do [0, 1] 0,000322342 9 0,866873368
Ponto Fixo 1 0,000977755 82 -0,4767445%*

Newton 1 0,00017548 4 0,8668735434

Secante [0, 1] 0,000155210 5 0,866873687

*Reparemos que, para a fungdo 6, 0 método do ponto fixo encontra outra solugao fora do intervalo

desejado.
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Fazendo-se uma média entre todos estes valores, chega-se ao seguinte grafico, visualizado na Figura
4.1:

Comparagao de métodos

Secante
Newton
Ponto Fixo

Falsa Posicédo

v\"

Bisseccédo
Bisseccéo Falsa Posicdo Ponto Fixo Newton Secante
mN° de iterag8es 20 " 34 5 8
B Tempo de execugédo (*10"-4) 6,01 3,16 5,10 1,39 2,00

Figura 4.1: Comparacdo de métodos

Chegamos assim a conclusdo que o método mais eficiente ¢ 0 método de Newton ja que possui o
menor tempo de execugdo e é o método que consegue chegar ao resultado com o menor niimero de
iteracdes.
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Capitulo 5: Conclusio

Como vimos, resolver equagdes nao lineares ndo ¢ uma tarefa facil.

As técnicas analiticas resolvem uma grande quantidade de equagdes, mas ¢ preciso certa pratica com
as manipulacdes algébricas. Especialmente, € necessario ter-se atencdo ao dominio das fungdes
envolvidas para determinar corretamente as condi¢des de existéncia de solugdo.

Todos os métodos numéricos que foram estudados encontraram as solugdes de forma aproximada,
porém com bastante precisdo. Este trabalho tem como objetivo ndo s6 comparar multiplos métodos
iterativos como também escolher o melhor entre eles, tendo em conta as caracteristicas de cada
método como aplicabilidade, vantagens, desvantagens, tempo de execucdo, condigdes para
convergéncia e ordem de convergéncia, permitem-nos escolher o método mais adequado para o
problema.

O método da Bissec¢do foi escolhido por ser bastante intuitivo e de facil aplicacdo apesar de
apresentar uma desvantagem no facto de ter de tomar um intervalo inicial especial. O método da Falsa
posigao foi escolhido pela sua estabilidade e convergéncia, apesar de apresentar a mesma desvantagem
que o método da Bissec¢do. O método do ponto fixo foi escolhido pela sua facilidade em calcular a
iteracdo seguinte apesar de o resultado desse método depender bastante da fungdo g(x) que for
utilizada. O método de Newton foi escolhido ndo s6 por ser o mais famoso como também por ter a
maior ordem de convergéncia, tendo como desvantagem a necessidade de se calcular a derivada. Por
fim, o método da Secante foi escolhido por ser uma modificagdo do método de Newton em que ndo ¢
necessario o calculo da derivada.

Apesar de cada um destes métodos poder ser considerado o mais adequado dependendo da situagéo,
podemos concluir que o método de Newton ndo foi apenas o que mostrou o melhores resultados, com
a vantagem de ter um menor esforgo computacional, € com o maior nimero de vantagens, sendo a
unica desvantagem a necessidade de se calcular a derivada.

Na atualidade, o método de Newton é o método mais utilizado ndo sé na resolucdo de equagdes ndo
lineares relacionadas com problemas reais como também na realizacdo de varios projetos cientificos.

Um exemplo de uma aplicagdo real seria utilizar o método de Newton para calcular a taxa de
crescimento de uma populacao tendo em conta a seguinte formula que representa o numero de
individuos da populagdo em um tempo t.

kt m kt .
P(t) = Poe +— (e — 1),sendo k a taxa de crescimento (5.1

Suponha-se que certa populagdo se desenvolve de acordo com os seguintes dados:

e Populacido inicial: P0 = 2000000

e Numero de imigrantes no primeiro ano: m = 500000
e Populacio ao final do primeiro ano: P1 = 2800000
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Para determinar a taxa de natalidade dessa populagdo, devemos determinar k na equacdo

k 500000 k
2800000 = 2000000 + =<2 (e* — 1) (5.2)

Como ndo ¢ possivel isolar k, o método de Newton tera que ser utilizado para encontrar a solugdo
aproximada de k. Para isso teremos que determinar o zero da fungao

flk) = 20e" + > (" — 1) - 28, (5.3)

. . TR e -6
Aplicando o método de Newton com estimativa inicial k 0= 0, 5 com um erro inferiora 10

obtemos a solugdo k = 0,1254369529. Com essa taxa de crescimento podemos, por exemplo, prever

a populacdo ao final do segundo ano supondo que m = 500000 nesse ano. Assim, a equagdo

_ kt m kt .
P(t) = Pe +-- (e — 1) pode ser escrita

P(2) = 3, 706915250 x 10°. (5.4)
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Capitulo 7: Anexos

7.1 Método da Bissec¢cao em Python (versiao completa)

import math

def format_float(x, num_digits):

o formats a floating-point number for printing in tables with
variable number of digits."""

formatted_string = "{:.{}f}".format(x, num_digits)

formatted_string = formatted string.rstrip('0').rstrip('.') if '.' in
formatted_string else formatted_string

return formatted_string

def Bissec¢do (a,b,tol,n,f):
""" Approximate solution of f(x)=0 on interval [a,b] by bisection
method.

Parameters
f : function
The function for which we are trying to approximate a solution
f(x)=0.
a,b : numbers
The interval in which to search for a solution.
n : (positive) integer
Maximum number of iterations
tol : (positive) number
Returns a table with all the iterations until the stopping criteria
is met or we reach the maximum number of iterations (n) ."""
D_frame = []
for i in range(n+1):
assert f(a)*f(b) < @
m = (a+b)/2.0
D_frame.append([i, a, b, m, abs(b-a)/2.0, tol, float(f(m))])
if abs(b-a)/2.0 < tol:
print ("Iteracdo a b PM(m) |b-a|/2 Toleradncia f(m)")
for 1 in D_frame:

print ( format_float ( 1[@], 3 ) + " " + format_float (
1[1], 9) + " " + format_float ( 1[2], 9) + " " + format_float ( 1[3],
9) + " " + format_float ( 1[4], 9 ) + " " + format_float ( 1[5], 9 ) +
" " + format_float ( 1[6], 9 ) )
break
if (f(a)*f(m) > 0):
a=m
else:
b=m
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7.2 Método do Ponto Fixo em Python (versao completa)

import math

def format_float(x, num_digits):

e formats a floating-point number for printing in tables with
variable number of digits."""

formatted_string = "{:.{}f}".format(x, num_digits)

formatted_string = formatted_string.rstrip('0').rstrip('."') if ".
formatted _string else formatted_string

return formatted_string

def PontoFixo(x@,tol,n,g):
""" Approximate solution of f(x)=0 on starting from x0@ by fixed
point method.

Parameters

g : function
The function for which we are trying to approximate a solution
g(x)=x.
X0 : number
The number for which we start our search for a solution.
n : (positive) integer
Maximum number of iterations
tol : (positive) number

Returns a table with all the iterations until the stopping criteria
is met or we reach the maximum number of iterations (n) ."""
D_frame = []
for i in range(n+1l):
D_frame.append([i, x0, g(x0), tol])
if abs(g(x@)-x0) < tol:

print ("Iteracao X0 g(x0) Tolerancia")
for 1 in D_frame:
print ( format_float ( 1[@], 3 ) + " " +

format_float ( 1[1], 9 ) + " " + format float ( 1[2], 9 ) + " " +
format_float ( 1[3], 9 ) )

break

else:
x0 = g(xo0)

in
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7.3 Método da Falsa Posicio em Python (versiao completa)

import math

def format_float(x, num_digits):

e formats a floating-point number for printing in tables with
variable number of digits."""

formatted_string = "{:.{}f}".format(x, num_digits)

formatted_string = formatted_string.rstrip('0').rstrip('."') if '."' in
formatted _string else formatted_string

return formatted_string

def FalsaPosicao(a,b,tol,n,f):
""" Approximate solution of f(x)=0 on interval [a,b] by false
position method.

Parameters

f : function
The function for which we are trying to approximate a solution
f(x)=0.
a,b : numbers
The interval in which to search for a solution.
n : (positive) integer
Maximum number of iterations
tol : (positive) number

Returns a table with all the iterations until the stopping criteria
is met or we reach the maximum number of iterations (n) ."""
D_frame = []
for i in range(n+1l):
assert f(a)*f(b) < o
x0 = (a*f(b) - b*f(a))/(f(b)-f(a))
D _frame.append([i, a, b, f(a), f(b), x0, tol, float(f(x@))])
if abs(f(x@)) < tol:

print ("Iteracao a b f(a) f(b)
X0 Tolerancia f(x0)")
for 1 in D_frame:
print ( format_float ( 1[@], 3 ) + " " + format_float (
1711, 9 ) + " " + format_float ( 1[2], 9 ) + " " + format_float ( 1[3],
9 )+ " " + format_float ( 1[4], 9 ) + " " + format_float ( 1[5], 9 ) +
" " + format_float ( 1[6], 9 ) + " " + format_float ( 1[7], 9 ) )
break
if f(a)*f(x0) < o:
b = x0
else:
a = x0
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7.4 Método de Newton-Raphson em Python (versao completa)

import math

def format_float(x, num_digits):

e formats a floating-point number for printing in tables with
variable number of digits."""

formatted_string = "{:.{}f}".format(x, num_digits)

formatted_string = formatted_string.rstrip('0').rstrip('."') if '."' in
formatted _string else formatted_string

return formatted_string

def NewtonRaphson (x0,tol,n,f,df):
""" Approximate solution of f(x)=0 starting from x@ by the
NewtonRaphson method.

Parameters
f : function
The function for which we are trying to approximate a solution
f(x)=0.
X0 : number
The number which we start our search for a solution.
n : (positive) integer
Maximum number of iterations
tol : (positive) number
df : function
The derivative of f

Returns a table with all the iterations until the stopping criteria
is met or we reach the maximum number of iterations (n) ."""
D _frame = []
for i in range(n):
assert df(xe) != 0
x1 = x0-f(x0)/df(x0)
D_frame.append([i, x0, x1, abs(x1-x0), tol, float(f(x@))])
if abs(x1-x0) < tol:

print ("Iteracao X0 x1 |x1 - x@| Tolerancia
f(x0)")

for 1 in D_frame:

print ( format_float ( 1[0], 10 ) + " "oy

format_float ( 1[1], 9 ) + " " + format_float ( 1[2], 9 ) + " " +
format_float ( 1[3], 9 ) + " " + format_float ( 1[4], 9 ) + " " +
format_float ( 1[5], 9 ) )

break

X0=x1
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7.5 Método da Secante em Python (versiao completa)

import math

def format_float(x, num_digits):

e formats a floating-point number for printing in tables with
variable number of digits."""

formatted_string = "{:.{}f}".format(x, num_digits)

formatted_string = formatted_string.rstrip('0').rstrip('."') if '."' in
formatted _string else formatted_string

return formatted_string

def Secante(x@,x1,tol,n,f):
""" Approximate solution of f(x)=0 starting from x@ by the Secant
method.

Parameters

f : function
The function for which we are trying to approximate a solution
f(x)=0.
x0, x1 : numbers
The interval in which to search for a solution.
n : (positive) integer
Maximum number of iterations
tol : (positive) number

Returns a table with all the iterations until the stopping criteria
is met or we reach the maximum number of iterations (n) ."""
D_frame = []
for i in range(n+1l):
x2 = x1 - (f(x1)*(x1-x0))/(Ff(x1)-f(x0))
D_frame.append([i, x0, x1, x2, float(f(x2)), tol])
if abs(f(x2)) < tol:

print (" Iteracao X0 x1 X2
f(x2) Tolerancia")
for 1 in D_frame:
print ( format_float ( 1[9], 10 ) + " " + format float (
1[1], 9 ) + " " + format_float ( 1[2], 9 ) + " " + format_float ( 1[3],
9 )+ " " + format_float ( 1[4], 9 ) + " " + format_float ( 1[5], 9 ) )
break
X0 = x1
X1l = x2
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