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RESUMO

Apresenta-se um método de opt'mizagio dos parimetros dos modelos de
exaurimoento composto utilizando o método dos minimos quadrados com ponde-
racio (MQP) para resslugio de equacgdes nilo lincares. O método € descrito com
particular incidéncia no modclo exponencial de trés tcrmos (MEC 3), sendo
porém aprcsentados os aspectos particularcs rclotives a cutres maodelos.

Depois de uma revisio dos métodos ncrmalmente utilizados para est'mar
o5 parimeiros dos modalos, € descrito o méiodo do lincorizagao utilizads (método
do Gauss-Nowton modificado). Scguidamcnts, apresentam-sc as solugdes cneen-
tradas para resolucdo dos pproblemas postos na optimizacfio: @) cstimativa dos
valores iniciais dos parametros; b) procedimento para melhorar o cdlculo matricicl
e a convergéncia dos resultados; ¢) procedimentos para controle do rigor dos
calculos, Finalmente, é feita a apreclacdo dos resultados da aplicagio do mdétodo
proposto, concluindo-se pela sua adeguacdo ac tratamento dos probltemags de exau-
rimento hidrico.

RESUME
On présente une méthode doptimisation des paramétres des modéles de

tarisscment composé en utilisant la méthode des meindres carrés avec pondéra-
tion (MQP) pour la solution des éguations non lintaires. La méthode est descripte
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en visant spéciellement le modéle exponentiel avec trois termes (MEC 3), mals
les aspects particuliers concernant les autres modéles sont aussi présentés.

Aprés une révision des méthodes couramment utilisées pour estimer les
paramétres de tels modéles, ou décrit la méthode de llnéarisation choisie (méthode
de Gauss-Newton modifiée). Par la suite, on présente les solutions trouvées pour
résoudre les problémes posés par la procédure d'optimisation: a) estimatlon des
valeurs initiales des parameétres; b) amélioration du calcul matricie!l et de la con-
vergence des résultats; ¢) contrble de la fiabllité des solutions. Finalement, on
fait I'analyse des résultats de l'application de la méthode proposée en concluant
par son adéquation aux problémes de tarissement hldrique.

SYNOPSIS

It is presented a method for optimlzatlon of the parameters of complex
recession models utilizing a welghted least squares method (MQP) for solving
non-linear equations. The description herein presented ls orlented for the three
terms exponential model (MEC 3) but the particular aspects for using the
method for other complex recession models are also presented.

A review of available methods for estimating parameters of complex reces-
sion models is first presented, fcllowed by the description of the linearization
method adopted (modified Gauss-Newten method). The solutions adopted for
solving the problems faced during the optimization process are presented: a) esti-
mation of the initial se of parameters: b) improvement of matricial calculations
and of convergence of results; ¢} control of solutions’accuracy. Finally, the results
or applicatlon of the proposed method to MEC 3 optimization is analysed, showlng
itz adequateness for studylng flow recession problems.

1. INTRODUCAO

A caracterizacdo do exaurimento hidrico tem sido via pouco
explorada para o estudo das influéneias da cobertura vegetal sobre
08 processos de escoamento. Para atingir tal objectivo torna-se neces-
sario escolher um modelo de exaurimento cujos paridmetros registas-
scm com sensibilidade os factores que influenciam os principais
componentes do escoamento, e consequentemente desenvolver meto-
dologia para a estima rigorosa dos parimetros do modelo.

Optou-se, assim, por um processo de optimizagao dos parimetros
dos modelos de exaurimento composto.
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Tal metodologia é seguidamente apresentada, tomando como
exemplo o modelo exponencial composto com 3 termos (MEC 3)

CI'.')t

+Q, e (1)

- azt

Q=q, e *tiq e

por ser ¢ modelo de aplicagdo mais generalizada e de maior interesse
conceptual e pratico (Pereira, 1984 a). Acerca dos restantes modelos,
far-se-ao referéncias menos desenvolvidas, focando apenas os aspectos
particulares dos correspondentes processos de optimizacao.

2. METODOS PARA O CALCULO DOS PARAMETROS DOS
MODELOS MEC E PARA A SEPARACAO DOS COMPONEN-
TES DO ESCOAMENTO

O métode grafico classico foi concebide por Barnes (1939) para
separacio dos componentes do escoamento e ahalise de hidrogramas.
Considerando que o escoamento total @ € composto por escoamento
directo Q,, por escoamento subsuperficial ou hipodérmico Q. e por
escoamento de base Q,, aquele autor propds-se calcular o hidrograma
do escoamento directo (ou da chuvada) através da relagio

Q.= Q — (Qu + Q) (2)

Assumindo que Q, e Q, podem ser descritos por um modelo MES
{vide Pereira, 1984 a) e adoptando consequentemente uma represen-
tagao semilogaritmica (t, log Q), como mostra a figura 1, tratava-se
de ajustar em primeiro lugar a recta

t —
Q = Q, K, (com K, =e =) (3)

tracar o correspondente hidrograma Q. e, seguidamente, obter o
hidrograma Q' = Q — Q,; sobre o novo hidrograma podia entdo
ajustar-se a recta

Q= Q, K 4)
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e, por diferenga, obter-se o hidrograma do escoamento directo (Equa-
cdo 2). Como se pode depreender, o método de Barnes nfo visa obter
os pardmetros Q, e K (ou &) mas tdo s6 gerar novos hidrogramas.
Entretanto, este método tem constituido base muito importante para

Caudal _‘

(1/5/km¢) |
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S, 20 - 5280¢ -121.008 I
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Figura 1— Cdlculo grifico dos pardimeiros das curvas de exaurimento pelo mé-
todo de Barnes

a separacido dos componentes do hidrograma (OMM, 1970) e tem
sido objecto de varias modificagbes (Singh e Stall, 1971) ; em parti-
cular, os métodos de analise das curvas de descida do hidrograma,
ou de analise das curvas de exaurimento através do modelo MEC
(equagdo 1), resultam de adaptagdes do método de Barnes (1939)
dos ajustamentos sucessivos de modelos MES aos diferentes compo-
nentes do hidrograma (Dickinson et al. 1967; Holtan, 1970; Kovacs,
1975). Uma adaptagdo deste método é descrita adiante (Figura 3).

Um outro método desenvolvido na mesma época por Langbein
(1940) teve alguma aceitacfio, Este autor considerou intervalos de
tempo unitarios na analise das curvas de descida e procurou assim
encontrar as constantes de exaurimento através dos coeficientes de
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regressio entre valores do caudal observados a intervalos de tempo
fixos (1 dia ou 1 hora, em geral). Assim as equacgoes 3 e 4 déo lugar a

Q) =K@t —1) (5)

Qh (t) = Kth(t — 1) (6)

Representando graficamente (figura 2) os pares de valores
Q (t) e Q (t-1), & entio possivel estimar as correspondentes rectas
de regressio e, portanto, através dos respectivos coeficientes angu-
lares, estimar as constantes de exaurimento K, e K,. A sua descrigio
pode encontrar-se, por exemplo, em Hjelmfelt e Cassidy (1975). De
salientar as limitacSes que derivam do facto de nido ser possivel
estimar os paridmetros Q, e de ser apenas aplicdvel a um modelo
MEC com dois termos, ou seja, usando a notacioc de Barnes,

t
Q () =Q., K- +Q, Kr 7
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Figura 2 — Cdlculo grdfico dos coeficiontes de exaurimento pelo método Langlbein
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2.2. Métodos numéricos

Sob esta designacdo incluimos métodos muito diferentes. E o
caso dos que designamos por métodos indirectos, em que a separacao
do caudal de base se realiza de acordo com os niveis freaticos adja-
centes ao curso de dgua (Rasmussen e Andreasen, 1959; Svoboda,
1970), ou com referéncia i concentracio de determinados ides (Hall,
1971) ou isétopos (Fritz et al., 1976).

Devem igualmente considerar-se os métodos em que o escoamento
de base & simulado por convolucic (Aron e Borrelli, 1973; Yates
e Snyder, 1975), on aqueles em que o caudal de base é simulado
através da relagGes, semi-empiricas e estatisticas, com o caudal total
{Slepicka, 1970; Bethlamy, 1972; Storr, 1974),

Qualquer dos casos citados tem interesse para estudos de balanco
hidrico e de simulacio e constituem, de certoc modo, alternativa ao
emprego do modelo MEC. Nao permitem, porém, o calculo dos para-
metros deste modelo nem se adequam, em geral, 4 separacio de mais
de um componente do escoamento (excepcio feita ac método de
convulag¢ao, o que dependera da fun¢io memoria a utilizar).

O método dos minimos quadrados foi entretanto utilizado por
Snyder (1962) para o modelo exponencial duplo (MED)

. tn
Q=Q. e *° (8)

mas utilizando procedimentos que nao foram retomados posterior-
mente. James e Thompson (1970) adoptaram iguaimente o método
dos minimos quadrados para ajustamento do modelo MEC com dois
termos (equac¢ao 7), visando apenas o calculo das constantes de
exaurimento e no intuito de resolver numericamente o meétodo de
Langbein (1940) acima referido. A sua adaptacao a um modelo de
trés termos revelou-se, no entanto, infrutifera (Pereira, 1977).

2.3. Necessidade de utilizacdo de técnicas de optimizacdo dos
pardmetros

A anilise dos métodos em referéncia mostrou que o métedo de
Barnes modificado era o que methor se adaptava ao problema geral
da separacido de componentes de escoamento e determinacio dos
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correspondentes parametros de exaurimento. No entanto, por se tratar
de caleulo grafico, a estimagiio dos parimetros e dos proprios volumes
de escoamento traduz erros que podem ser importantes; por outro
lado, ndo permite que o rigor dos calculos seja medido.

Nestas condicOes torna-se necesséirio o uso de técnicas de opti-
mizacio dos parimetros dos modelos de esgotamento composto,
nomeadamente quando tais modelos visam a interpretagao do escoa-
mento, como é o caso do modelo MEC (Nutbrown and Downing,
1976). Foi assim desenvolvido um método de optimizagdo dos para-
metros pelos minimos quadrados com ponderagio (Pereira, 1977;
1978 a). Trabalhos posteriores confirmaram a adequacao da escolha
do método dos minimos quadrados e a possivel extensdo da sua
utilizacdo (Birtles, 1978) e, por outro lado, a importincia do rigor
na construcdo de modelos para a interpretacdo do exaurimento,
o qual é impossivel de obter pelo simples uso do caleculo grafico
(Anderson e Burt, 1980).

3. 0 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS COM PONDERACAO
PARA CALCULO DOS PARAMETROS DO MODELO MEC 3

3.1. Formula¢do do problema de optimizagdo
3.1.1. Aspectos gerais

Um modelo MEC (equacdo 1) pode representar-se independente-
mente do numero N de termos sob a forma

Q=3Q, exp (—out) (9)

ou ainda pela eguagido geral

Ql e f {tl; Qolu R Q“.\‘; A1y vy U-.\') + Ei (10)

comi=1,2...,n. Trata-se, nesta forma, de um sistema de n equacses
com 2 N parimetros (incognitas), em que o caudal observado Q
é funcio do tempo t,, sendo os residuos representados por ..
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Para a solugio deste sistema é vantajoso realizar adequadas
transformacdes dos parimetros com vista a restringir os valores
que os mesmos podem assumir#®Assim, considerando que Q, deve ser
sempre positivo, fazendo

Q = w? (11)
podemos substitui-lo por

w=+ vQ, (12)
Por outro lado, tomando a constante de exaurimento

K =exp (— a) (13)
em lugar do coeficiente de exaurimento o reconhece-se facilmente
que aquela deve estar sempre sujeita a4 condicio 0 < K <« 1. Entio,
fazendo

K=1/(1+E&? (14)
podemos substituir o parimetro o pela incognita

£E=+ V(1 —-K)/K (15)
Assim, para se obter o vector 0 das incégnitas basta fazer

el = El) e:.' = Wy ey em-l = EN; 9m == W~ {16)

Nestas condi¢des o sistema (10) pode substituir-se por

Q=f (t; 8, ..., 0,) + & (17)
e o problema da optimizacic dos parimetros do modelo MEC (9)
reduz-se  resolugio de um sistema de n equacgdes nio lineares com m
incognitas. Tal solucio pode ser encontrada pelo método dos minimos

quadrados desde que seja possivel linearizar as equagdes (17) e os
residuos sigam uma distribuicio normal.
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3.1.2. Linearizagdo do sistema de equacoes

Dando as equagbes (17) a forma vectorial, vem

yi=f (X4, 8) + & (18)

em que y; corresponde a variivel observada, X; 4 variavel explicativa
e 0 e g tém a significagio que acima lhes foi atribuida. Podemos
linearizar a equacio (18) desenvolvendo a fungio f segundo umz
série de Taylor

] m 0f(X,,0)
f (X, 08 =1f(X,08)+L {—}

j=1 1

(g, — 6, (19)
9.

em que ®, ¢ o vector constituido pelas estimacfes iniciais dos paré-
metros 6.
O calculo das derivadas parciais pode fazer-se por

of (X,,0) B
{ G GJ- }9 - 90
— f(xhoelj 1y oej+aj) "'IOBm) - f (Xi: @n) (20)
&;

desde que os valores dos acréscimos 0; sejam convenientemente

escolhidos (Draper e Smith, 1966}, o que representa uma simplificagio

importante para o calculo automético (Koelbl 1975; Pereirn, 1978 a).
Usando uma notacio abreviada

£ =£ (X, 8,) (21)
8 Xiv @
Ty = {_i._(__._._)_} (22)
8 9,- 9 - Bg
OBJ = Gj - oéj (23)

a equacio (19) passa a escrever-se

Bo=of+ o o (24)
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e, consequentemente, o sistema (18) toma a forma linear
Yy = ofi + j:f] oy nBi + € (25)

As incOgnitas passam agora a ser os acréscimos .f; que constituem
o vector B..
A solucio deste sisterna (25) & dada, usando ¢ método dos

minimos quadrados, pele vector B, que minimiza a soma dos quadra-
dos dos residuos

n n w E,, f3)2 (26)
2 * 1 o i) oFy
I 2= iEl (y: — [ b

i=1 o i=1
ou seja o vector dos estimadores b, de .fj;

B = (2'Z

‘2 L (Y —F)) (27)
em que Z, ¢ a matriz rectangular n x m das derivadas .z, ; e (Y—F.)
¢ a matriz coluna, de dimensao n, constituida pelas diferencas entre
as varidaveis dependentes y, ¢ 08 seus estimadores .f..

3.1.3. Metodo dos minimos quadrados com ponderacao
(MQP)

A natureza exponencial decrescente do modelo em questio cor-
responde também uma variacio dos residuos g dos ajustamentos de
acordo com a forma da curva. Desta maneira, e no sentido de se
obter uma distribuicio normal dos residuos, houve que introduzir
pesos para as observagoes.

Por escolha experimental, adoptou-se

Wi — 10
Wi = Wiy o+ 0.2 (i=23,...,5
Wi = Wi, ia + 2.0 {(i=6,7,.., 30) (29)

Wi =W, ig + 1.0 (i=3132,.... 50)
Wii = Wi i+ 0.5 (i =258152,..,)
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designando-se por W a respectiva matriz quadrada n x n. Natural-
mente, para outros dades é possivel obter outros valores para w,
que assegurem uma melhor distribuicio dos residuos.

3.1.4. Calculo iterativo

Introduzindo a ponderacio das observacGes, a solucdo (27) &
agora substituida por

B,=(Z'WZ)1Z W (Y—F) (30)

Este vector permite corrigir os valores inicialmente estimados para
os parimetros .6, e obter novas estimacdes

8 =0, + B, (31)

iniciando-se assim wm processc de cilculo iterativo das incégnitas
13 que fornecem estimativas melhoradas para os parimetros 8, ap6s
I iteragoes

el . elvl + {z;l w ZIrl )_Iz'l’-l W(Y - Fl—l) (32)

com I =1,2..., I,. O processo iterativo conclui-se quando haja
convergéncia dos resultados, isto é quando

1< (2, /8 <1+ (33)

sendo as variéncias dos residuos definidas por

2= X {y,—f (X,, 8,))%(1—m) (34)

sendo v convenientemente escolhido (no caso presente v = 0,05).
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3.2. Estimativae dos valores iniciais dos pardmeiros

A obtengio do primeiro conjunto de valores para os parametros
Q., € a. revelou-se um problema de solugao delicada porque o vector

correspondente 68, tem particular importincia na marcha subsequente
dos cileulos, sendo efcetivamente necessario partir de uma boa csti-

mativa dos valores iniciais dos parimetros .9;.

Para o efeito adaptou-se ao calculo numérico o processo normal
do célculo grafico atras referide. O procedimento adoptado para o
modelo MEC com 3 termos (MEC 3) é o seguinte (Figura 3):

a) estimativa do intervalo de tempo T, a partir do qual se assume
que os caudais observados Q, se podem considerar caudais de base;

b) ajustamento da exponencial {Pereira, 1975 b)
Q:, exp (—ai t)
acs valores de Q. tais que t > T, e calculo de QI e ai;

¢) cilculo de

Q=Q — Q) exp (—ast) (35)

d) estimativa do intervalo de tempo T, a partir do qual se assume
que os valores do Q) se podem considerar de origem subsuperficial;

e) ajustamento da exponencial
Q:, exp (—as t)
aos valores de Q, para T < t < T, com Q > Qqin, sendo Qun

previamente escolhido, e censequentemente calculo de Qf'.,__ e &3;

f) calculo de

Q =Q —Q exp (—a3t) (36)
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Figura 3 — Esguema da determinagdo dos valores iniciais dos pard-
metros do modelo MEC 3

g} Ajustamento da exponencial

Q: exp (—ag t)

1

aos valores de Q), para t < T, e com Q7 > Q,_, , e cleulo de Q° e f;
1

k) dado que a varidneia residual o2 (equagao 34) relativa ao
vector dos valores iniciais dos parametros, @, (equacoes 11 a 16),
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depende muito dos parimetros estimados Q. e Q%, efectuar-se-a
o controlo

IQn_ (Qg +Qz +Qﬁ )lngim (37)
no caso presente com

Dijm = Q./10 (38)

em que Q, = Q. para t = 0; se a condigao (37) ndo se verificar, os
pardmetros Q. e Q,, serao corrigidos pela adigio de pequenos acrés-
cimos, positivos ou negativos, num processo iterativo simplificado
abrangendo igualmente os parimetros d‘; e al;’, de forma a mini-
mizar ¢?

3.3. Procedimento para melhorar o cdloulo matricial e a con-
vergéncia

3.3.1. Procedimentos adaptados para melhorar o cdlculo
matricial

Uma das maiores dificuldades de céilculo reside na inversio da
matriz

A=Z2WZ (39)
cujos elementos sao definidos por

—g (=12, ..., m)
aj.l . l§l wl.i zl,] zi.l (1=12, ..., m) (40)

Consequentemente, adoptou-se a normacio desta matriz escolhendo
para unidades da escala do espaco ® os desvios padrdo das derivadas
parciais de f em relagio aos diferentes 8; (Marquardt, 1963). Deste
modo os calculos realizam-se com a matriz C definida pelos elementos

C = —;il'—: (41)
\/a’ij Jall
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Naturalmente isto implica que a matriz

D=2"W (Y - F) (42)
seja substituida pela matriz G de elementos

g =4/va, (43)
Em lugar de B (equacdo 30) calcula-se agora o vector

P=C1G (44)
e é a partir deste que se obtém as solugdes

b =p,/va, (45)

que constitzemn efectivamente o vector B das solugdes.

Além disso, é vantajoso (Pereira, 1978 a) para os céilculos que
exista um equilibrio na ordem de grandeza das j colunas da matriz Z.
Nestas condigdes, escolhidas convenientemente as grandezas );, pode
obter-se uma matriz modificada Z* de elementos

z} =3 /h (46)

¢ que arrasta a modificacio da matriz A através de

a¥ =a /k X 47)

A matriz C nio se modifica mas o vector das solucdes vem alterado.
Isto significa que o vector B, conjugando com a equacdo (45), devera
ser obtido de

b, = b,/Va, %, 4®)

3.3.2. Comtrolo dos valores dos determinantes

As precaugdes indicadas podem ainda ser insuficientes. Nestas
condigGes € adequado controlar o valor do determinante A da matriz
C a inverter. Como o seu valor depende das incognitas consideradas
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e da forma como as mesmas sao introduzidas no processo de calculo,
optou-se por controlar os efeitos de cada uma sobre A.

Sejam A; os determinantes que se obtém de A suprimindo as
linhas e as colunas superiores a j; entdo 2 influéncia da incognita ;
pode ser medida calcuiando a razao

P =28,/ (49)

Estabelecendo valores minimos para p, (y, = 1 % 10~) ¢ para
A; {n. = 1 X 10*) pode evitar-se que, em dada iteragio, a introdugéo
da correspondente inedgnita B; conduza a dificuldades na inversdo da
matriz; consequente, fixando para 6, o valor estimado na iteracio
anterior evita-se a entrada da incégnita f; nos cileulos correspon-
dentes a essa iteragdo e o processo iterativo pode prosseguir até 2
convergéncia (Pereira, 1977, 1978 a).

3.3.3. Halving

Embora o método de Gauss-Newton adoptado deva conduzir teo-
ricamente 4 convergéncia dos resultados (Hartley, 1961), verificou-se
que, por vezes, podia conduzir a divergéncia, Adoptou-se assim o pro-
cedimento <halving» (Draper e Smith, 1966) para corrigir o vector
resultados (equacio 27).

Assim, relativamente 4 iteracio I, se a solucio B, corresponder
divergéncia, buscar-se-4 o vector

Bl: = = B‘I/zu (50)

S comu=12 .., U,,, que minimize a variincia residual. Este vector

B, substitui entdo B, e o processo iterativo normal continua de novo.
Apesar da sua simplicidade, e de nioc procurar solugoes fora da
direccdo do vector B,, o procedimento revelou-se adequado.

3.34. Convergéncia por fases

Considerando o procedimento para controlo dos determinantes,
pareceu adequado que nos calculos dos modelos ecom 3 termos se
procedesse primeiro & convergéncia de apenas dois dentre eles (por-
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tanto de 4 par@metros) e s6 depois se iniciasse o processo para os
restantes, relativos ac escoamento de base. Verificou-se que este pro-
cesso conduziu a melhores resultados — nomeadamente guanto a dis-
tribuicdo dos residuos, como se observa no exemplo do Quadro I —
uma vez que o niumero de incognitas s6 é aumentado quando ja se
verificou uma primeira convergéncia.

QUADRO 1

Efeitos da convergéncia em duas fases. Comparagdo das distribuigdes dos residuos

{exemplo)
Caudais Reslduos (1/8)
{BYs. km} 1 fase 2.« fase
183.351 0140 0018
66.167 —.1509 0024
39.607 -3091 —.1734
28.546 .8316 8810
23.465 —.3952 —.2234
19.289 —.5092 —.2080
16.058 —.3051 —.0083
14.085 —.5084 —.2868
12.354 —.3706 —.2471
10.836 —.0437 -.0160
9.505 3747 .3215
8.890 2711 1560
8.344 2347 0770
7.832 2607 0779
7.408 .2680 0747
7.126 .1838 —.0082
6.856 .1252 —.0564
6.595 .0863 —.0783
6.345 0588 —.0840
6.104 0404 —.C775
5.872 0281 —.0631
5.649 0185 —.0439
5.434 0141 —.0214
5.228 .0098 .0018
5.030 .0065 0254
4.839 0047 0494
4.655 0037 0731

Varlincias
dos residuos 061 024
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34. Procedimento para controlo do rigor dos cdlculos

Pode verificar-se gque a matriz C (equacdo 41) corresponde a
matriz dos coeficientes de correlagdo simples entre as variaveis z;
e z,. De facto, substituindo os elementos a;, pelos seus valores obtem-se

tow, 2,

Il (%] l.
\/ o . \/ n ,
lzl wi.l zui‘] I§I wl.lzl.l

Nestas condigbes (Lussigny, 1971), os coeficientes de correlagao parcial
calcular-se-do atrapés dos determinantes menores de A

=T (51’

Ci1 =

—Aj

Rj.] = {52)
Va, A,

Considerando que os elementos de C~! sdo dados por

il — 1) A

c;, = # (53)
A

Combinando as equacdes (52) e (53) obtem-se

c

Rj) = ———— (54)

it
I =
g \/ ¢

Deste modo, a normagio da matriz A conduz também & obtencio
da matriz R, de elementos R;,, que exprime o grau de dependéncia
entre os pardmetros 6, do modelc a optimizar. Consequentemente
pode avaliar-se da adequacido do modelo visto que se forem obtidos
valores de R;, proximos da unidade tal facto indicara que os pari-
metros deixavam de ser independentes, sendo excessivo o nimero
de termos do modelo MEC considerado.

Para além deste estimador estatistico e da préopria varidncia dos
residuos ¢ possivel calcular os desviog padrio das incognitas (Lus-
signy, 1971: Pereira, 1977)
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Sh, :\/ &Py o} (65)

e, consequentemente, conhecer os intervalos de confianca dos valores
optimizados dos parimetros, o que constitui importante estimador
do rigor dos calculos.

QUADRO 2

Intervalos de confianca, com probabilidade de 95 %, dos pardmetros dos modelos
MEC 3 relativos as curvas tipo de eraurimento das bacias do Emmental duranie
o periodo ndo influenciado pela neve

puamaro  bmbe vl Limhe

Sperbelgraben Q. 48.618 49.994 53.487
o 0.6270 0.6822 0.7375
Q., 15.542 17.493 19.561
a 0.1020 0.1371 0.1762
Q., 3.210 4,892 6.927
o 0.0068 0.0140 0.0237

Rappengraben Qu, 117.205 123.189 129.322
o 0.8134 0.6462 0.6791
Q., 19.838 24,374 29.377
a 0.1296 0.1660 0.2057
Q, 8.416 9.604 10.870
o 0.0131 0.0192 0.0264

Exemplificando o que se referiu acima, apresentam-se no quadro
2 os resultados referentes as pequenas bacias experimentais do
Emmental, as primeiras bacias florestais objecto de estudos hidro-
logicos. Tais resultados mostram a qualidade e o rigor dos valores
estimados para os parimetros dos modelos MEC 3. Os resultados
sdo igualmente consistentes quanto i influéncia da floresta (a &rea
florestal é de 99 % no Sperbelgraben e 49 % no Rappengraben), como
se analisa noutro artigo (Pereira, 1984 b).
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4. APRECIACAQO SUMARIA ACERCA DA APLICACAO DO
METODO

O método dos minimos quadrados com ponderacio foi utilizado
para optimizagdo do modelo MEC 3 para caracterizar as curvas tipo
e as curvas envolventes de exaurimento de doze pequenas bacias
experimentais e representativas dos Pré-Alpes suicos (Pereira, 1977;
Pereira e Keller, 1982), o que se desenvolve adiante.

Noutro artigo (Pereira, 1984 a) fez-se ja uma apreciagido geral
dos resuitados da aplicagio do método descrito ao compararem-se

QUADRO 3

Comparagdo dos residuos dos ajustamenios do modelo MEC 3 utilizando o método
clissico e o método doz minimos guadrados com ponderacdo (exemplo)
Residuos (1/s8. km?)

Cauwlais o
(I/8. km™ Ajustumento Oplimizacio ros
classico parimelros
101.049 8.993 0.081
58.514 —2.903 —-0.418
40.C81 —- 0.666 0.852
31.914 —~1.536 0.014
26.548 — 1.865 —0.344
22.657 —1.715 0.464
19.562 -1.181 —0.312
17.061 - 0.521 - 0,025
15.132 0.014 0.201
13.690 0.343 0.308
12.809 0.294 0.119
12.074 0.223 —-0.024
11.402 0.175 - 0.088
10.784 0.138 —0.1C1
10.214 0.103 -- 0.083
9.689 0.065 0.050
9.203 0.023 — 0.008
8.753 —0.023 0.032
8.335 —0.073 0.071
Variancigs

residuais 0.915 0.034
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os modelos de exaurimento composto. Tal analise mostrou que ©
modelo MEC 3, aqui em apreco, aprsentou em todos os casos varian-
cias residuais inferiores a 1,0 1 s! e menores do que 0,30 1 3°' em
95 ¢, dos casos, atestando assim a qualidade dos ajustamentos.

A adequacio do modelo e do método de optimizacio dos pard-
metros é igualmente comprovada pela qualidade das distribuicées dos
residuog. Tal facto é exemplificade no Quadro 3, em que se comparam
as distribuicdes dos residuos quando o modelo MEC 3 é ajustado
graficamente ou por optimizacio dos seus parimetros. Assinale-se
que em 80 % dos casos fol possivel aceitar a distribui¢do normal
dos residuos enquanto tal distribui¢do ndo era aceitavel em nenhum
caso de ajustamento seguindo o método classico atras referido.

5. APLICACAO DO METODO DE OPTIMIZACAO A OUTROS
MODELCOS DE EXAURIMENTO COMPOSTO

5.1. Aspectos gerais

A metodologia proposta, gquer para a linearizagdo das equacoes
dos modelos, quer para a optimizagio dos respectivos parimetros,
é aplicavel aos restantes modelos de exaurimento compostos estu-
dados e avaliados noutro artigo (Pereira, 1984 a). Ha porém parti-
cularidades decorrentes da natureza de cada um dos modelos.

Assim, no caso dos modelos de exaurimento composto com dois
termos (MEC 2} os procedimentos aplicaveis sao os mesmos, havendo
apenas que considerar a simplificagio resultante de a convergéncia
visar apenas 4 paridmetros em lugar de 6. Registamos que nestas
condicbes o cilculo matricial resultou sempre simplificado, foi raro
o recurso ao «halving» e é evidentemente desnecessiria a convergéncia
por fases. Do mesmo modo, constatou-se que era possivel (embora
com mais dificuldades na estima dos valores iniciais dos parimetros)
aplicar o método MQP a modelos MEC 4. Tal aplicagido nao se revelou,
porém, interessante ji que os coeficientes de eorrelagio parcial (equa-
¢do 52) mostraram elevado grau de dependéncia entre os pardmetros
e, portanto, menor adequacdo do modelo de quatro termos relativa-
mente ao de trés termos.

Quanto 308 restantes modelos, apresentam-se a seguir 0s aspectos
essenciais da aplicacio da metodologia propostsa.
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9.2. Modelo hiperbdlico composto (MHC)

Um modelo MHC pode representar-se
N 1
BRI TR LT (56)
ou seja, como no caso dos modelos MEC (equacdo 9 e 10)

QI = f (tl; Qol, £, Qo_\.; iy ...y Gy) Ty (10 bis)

sendo igualmente necessiria a transformagio dos parimetros para
limitar a sua variacdo durante o processo de caleulo iterativo.
Quanto ao parimetro Q, é de aplicar a transformacdo relativa aos
modelos MEC, portanto fazer

w=+ vQ. (12 bis)

O coeficiente de exaurimento sujeita-se 4 condigio 0 < u < 5
pelo que se pode eacrever

5
o= (67)
1+ E2
e, portanto, tomar a transformada
' /95— a
ol " (58)
0 que permite obter o sistema (17)
Qi - f (tl; Bly nray 9m) + Ej (17 bis)

0 qual é objecto de processo de calculo em tudo idéntico ao que se
descreve para o modelo MEC (capitulo 3}, excepcio feita & estima
dos valores iniciais dos parimetros.

De facto, para obter o conjunto de valores 6, com que se inicia
o processo de optimizagio foi necessirio adaptar aoc modelo hiper-
bélico (56) o procedimento desenvolvido para o modelo MEC (des-
crito em 3.2), realizando um processo iterativo prévio para melhorar
a varifineia inicial dos residuos ¢. Assim:

J



MODELOS DE EXAURIMENTO 317

— obtencdo de um primeiro conjunto de valores Q. e ai, calcu-
lando-se o residuo

£=IQ —Q (59)

com Q.= Q. para t = 0;

— correc¢io do parimetro in por subtraccio da quantidade 2 ¢.;
— verificacio da condicdo (37), com

Din = Qo/zo {60)

— processo iterativo de correccdo dos valores dos parimetros
previamente estinados até ser satisfeita a condigao (37).

QUADRO 4

Exemplo de resullados de aplicag@o dos modelos MHC. Residuos dos ajustamentos
relativos @ estima dos valores iniciais dos pardimetros e a4 subsequente optimizacdo

Residuos (1/3. km?)

Caudais

(1/s. km3} MHC 2 MHC 3 - -
Estima Optimizacio Estima Optimizacio
101.05 1.140 1.299 2.265 — .256
58.51 — 16.270 — 1.019 — 13.558 585
40.08 — 7.996 105 — D.854 822
31.91 — 5.214 — .T16 — T.944 — 522
26.55 — 3.406 — .B62 — 6.055 - 987
22.66 ~ 2104 — 721 — 4.439 —~ P24
19.56 — 1.005 — .358 — 3.000 — .557
17.06 —.107 .C56 — 1.783 — .083
15.13 485 334 — .926 251
13.69 514 436 — .385 418
12.81 726 205 — 288 247
12.07 614 004 — .246 094
11.40 536 — 124 — 195 002
10.78 483 — 196 - .139 — .045
10.21 450 — .229 — 082 — 063
9.69 427 — 233 — .027 — 062
9.20 413 — 217 025 — 048
B8.75 406 — .185 073 — .026
8.33 402 — 143 A17 001
Variéncia

dos residuos 4.121 121 4.234 068
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Constatou-se que este processo empirico de reducfo progressiva
da variancia residual inicial era de importancia capital para o procesco
iterativo: os célculos conduziram a divergéncia sempre que os valores
iniciais dos pardmetros se caracterizavam por uma variincia residual
elevada, facto que justificou 2 adop¢ao de um limite mais baixo para
os desvios (equacao 60).

O quadro 4 mostra um exemplo da aplicacio do método descrito,
sendo de salientar a qualidade dos resultados obtidos com a optimi-
zacio dos parimetros. De notar que os procedimentos atras descritos
para melhorar a convergéncia, em particular o <halving» e a conver-
géncia por fases, se revelaram essenciais nas aplicacdes relativas
ao MHC 3.

5.3. Modelos semi-empiricos
5.3.1. Modelo exponencial duplo (MED)
O modelo MED tem a forma
Q=Q, exp (— a t») {61)

O calcule dos parimetros pode ser realizado graficamente,
ensaiando valores de n (Hall e Narasimhan, 1973; Pereira, 1975 a)
ou pelo método dos minimos quadrados (Snyder, 1962). A aplicacao
do método MQP revelou-se adequada.

A estima de conjunto de valores iniciais dos parimetros faz-se
a partir da equagio transformada de (61).

ImQ=1InQ, —a (t (62)

realizando um céalculo iterativo em que se ensaiam diversos valores
de n até se encontrar o que conduz 4 menor variincia dos residuos.
Assim, partindo de n, — 0,60, fazem-se u iteracgoes (u= 1,2,..., U)
para diferentes valores de

n,=mn,, +An {0,40 < n, < 1.,50) (63)

com | An| = 0,03, a esquerda e a direita do valor inicial n..
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Obtem-se assim uma boa estimativa inicial dos parametros
6, da equacido (17).

0, =+ vV Q
8.=+Va (64)
93 = + \/n—0,20

permitindo a aplicagio do método MQP, alids com facil convergénecia.

5.3.2. Modelo exponencial transformado (MET)

O modelo MET
Q=Q + (Q—Q.) exp (—at) (65)

é geralmente calculado graficamente apds estima grosseira de Q.
(Pereira, 1975 a).
Para aplicagio do métedo MQP tomou-se a transformada

In (Q—-Q.) =In Q,—Q.) — at (66)

realizando um calculo iterativo em que se fez variar o valor de Q..
Para o efeito partiu-se de Q. = 2/3 Qumin, em que Qui. € 0 menor
valor de Q na amostra, realizando-se entao u iteraccdes (u = 1,2, ..., U)

ch = ch-,‘l + Aq (1/3 Qmin < Qc“ < x) (67)
com | AQ| = Qnin/15 € x = (Quin — 0,20).

Encontrados assim os valores dos parameiros que conduzem
a menor varidncia residual, podem calcular-se os parimetros 6, da
equagdo (17)

8, =+ VvQ —Q
/1 —K
K
/% — Q
Q.

e, consequentemente, realizar os calculos de optimizagao.

0. =+ \/ com K = exp. (— a) (68)

93= -+ \J/
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5.3.3. Modelo hiperbdlico generalizado (MHG)

Neste modelo

Q=Q. L +at) " (69)

o calculo dos parimetros pode ser realizado graficamente (Pereira
1975 a) ou analiticamente (Drogue, 1972) por um processo iterativo.

Para a aplicacio do MQP efectucu-se a estima do conjunto dos
valores iniciais a partir da transformada

1 1 1

Q "=q "+@@ Mt (70)

realizando-se um célculo iterativo semelhante ao aplicado para o
modelo MED (equacédo 63), mas fazendo agora n, = 1,50, | An | = 0,20
e tomando como limites (0,50 < n, < 2,50).

Os parfimetros 6, da equagdo 17 sido entretanto definidos por

J 6, = + \/Q-
0.=+Va (71)
] 8.=++vn

Como nos outros casos, o processo de convergéncia é ripido.

5.3.4. Modelo hiperbdlico tramsformado (MHT)

Os parametros do modelo MHT

QU - Qc
Q=Q+—— (72)
(1-+ at) 2
tém sido geralmente calculados graficamente (Pereira, 1975 a). A
aplicacio do método MQP revelou-se altamente vantajosa.
Para estimar os valores iniciais dos parimetros utilizou-se a
transformada

1 1 1

Qe T—@-Q =g i (73)

realizando-se um céiculo iterativo visando o parimetro Q. em tudo
idéntico a0 do modelo MET (equacdo 673.
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Os parametros 0, da equacdo (17) sdo definidos também como

para ¢ modelo MET (equagdes 68) a excepcio do 0., aqui definido
por 8, = + V a.

5.3.5. Breve comentdrio sobre os resultados da aplicagio

O comportamento de todos os modelos na aplicacic do método
MQP foi semelhante. Para todos os casos se obteve uma evidente

QUADRO &

Residuos dos ajustamentos dos modelos semiempiricos de exaurimento composto
( Rappengraben, Set.-Out. 1971)

Caudal Residuos (1/5, km?®)

/8. km? MED MET MHG MHT
15.940 — 3.584 — 2472 - 702 - .830
12.248 — 1.356 — 1432 679 682
10.738 — .B29 165 453 543
8.228 — 127 616 614 723
9.228 - 821 - .317 - 461 — .365

7.970 — 175 119 - .080 - 007
71.970 - .720 — 606 — .BOT - .762
6.711 048 014 — .159 — .141
6.711 - .397 - .549 - .881 - 888
5.789 120 - .123 - 209 - 232
4.111 770 383 431 375
4111 479 .093 161 100
4,111 210 - .171 — .081 — .143
3.356 265 — 034 .081 028
2.768 651 385 506 459
2.768 462 2556 357 318
2.768 286 131 220 188
2.768 121 022 083 072
2.768 — .034 — 074 - .023 — .035
2.768 — .180 — 159 - 132 - .133
2.768 - .318 - .233 — 232 - .223
2.768 — 444 - .299 — 326 - .306
2.768 — .565H - 357 — 414 - .382
2.181 — .01 179 .CB2 134
2.181 — .198 134 015 069
2.181 —~ .298 094 — 067 008
Varidncias

dos resfduos 858 350 287 277
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melhoria da distribuicdo dos residuos quando comparada a utilizagdo
de pesos, definidos por

wi, = 10/Q, (74)

com a aplicacio do método dos menores quadrados sem ponderagao.

Um condensado dos resultados da aplicagio do método foi apre-
ciado noutro artigo (Pereira, 1984 a), mostrando a boa qualidade
do processo de optimizacio através das varidncias dos residuos.
Entretanto, vale a pena analisar as distribui¢des dos residuos, o que
se pode fazer através do exemplo constante do quadro 5 (1): ndo
86 os residuos sdo, em geral, percentualmente baixos, como as corres-
pondentes distribui¢cbes se podem assumir como normais (excepgao
feita a0 MED).

6. CONCLUSOES

Os resultados aqui apresentados, a avaliagdo realizada (Pereira,
1984 a) e a consequente aplicacdo A caracterizacao hidrolégica de
pequenas bacias florestais (Pereira, 1984 b) permitem concluir que
a2 metodologia desenvolvida para a optimizacdo dos parimetros dos
modelos de exaurimento composto é adequada, quer se trate dos
métodos utilizados para realizar g estima de um primeiro conjunto
de parimetros, quer do método dos minimos quadrados com ponde-
racao ¢ dos respectivos procedimentos de cilculo e convergéncia.

Dado o particular interesse dos modelos MEC, em especial o
MEC 3, a aplicacio desta metodologia introduz um rigor apreciivel
na estima dos componentes do escoamento e nas correspondentes
aplicagdes de caracterizacac hidrolégica, de anilise de hidrogramas
ou de modelacao e simulacio hidrolégica.

('} De sallentar que o exemplo em questio pode ser considerado eomo
tiplco J& que as varidnctas residuajs correspondentes aos modelos MET, MHG
¢ MHT sio mais frequentes no Intervalo 0,1 a 1,0 1/8. km?, respectivamente 52,7 9,
76,5 ¢ e 77,4 9, dos casos estudados; quanto a0 MED a malor frequéncia, 45,2 %
corresponde ao intervale 2,0 a 5,0 1/3. km?
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