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Amostragem de Aceitacdo para Variaveis nio Gaussianas

Resumo

No Controlo de Qualidade de um processo de produgdo, pode proceder-se ao controlo
do processo propriamente dito (Controlo Estatistico do Processo), ou ao controlo nas
suas fronteiras — Amostragem de Aceitagdo, por atributos ou por varidveis e ao
Planeamento de Experiéncias. Abordar-se-a, neste trabalho, a Amostragem de Aceitagdo
por variaveis.

A Amostragem de Aceitacdo ¢ utilizada para inspeccionar quer o “input” — matéria-
prima — quer o “output” — produto final — do processo de producdo. A Amostragem de
Aceitacdo determina um procedimento, que se aplicado a uma série de lotes, da o risco
de aceitar lotes com uma determinada qualidade. Por outras palavras, a Amostragem de
Aceitagdo permite assegurar a qualidade e ndo estima-la. Um plano de Amostragem de
Aceitagdo apenas aceita ou rejeita lotes, considerando a informacdo fornecida pela
amostra.

O caso classico de Amostragem de Aceitagdo por variaveis para a percentagem nao-
conforme, tratado em normas classicas [ANSI/ASQC Z1.9, 2008], baseia-se na hipdtese
de que a varidvel em estudo segue uma distribui¢do Gaussiana. Ora, assumir que a
caracteristica de qualidade em estudo ¢ Gaussiana, pode em algumas situagdes ser
abusiva, tal como no caso de varidveis assimétricas e/ou com caudas pesadas, dando
origem a decisdes erradas. A Amostragem de Aceitagdo para varidveis ndo Gaussianas,
¢ entdo, relevante.

Quando se estd a trabalhar com uma distribuicdo ndo Gaussiana, podem construir-se
planos especificos de Amostragem de Aceitagdo, para a distribui¢do subjacente, com
um unico limite de especificagdo (inferior ou superior) e planos com limites de
especificagdo simultdneos, ambos estudados neste trabalho. Na literatura encontram-se
alguns estudos limites simultdneos e um unico limite de especificacdo, mas a maioria
sobre o caso classico.

Neste trabalho, focar-se-a o problema de determinar planos de amostragem de aceitacdo
para variaveis, com um limite de especificagdo e limites de especificagdo simultaneos,
com distribuicdo Exponencial, Gama, Weibull, Fréchet ¢ Gumbel, comparando-se os
resultados com os obtidos para o caso Gaussiano (dando maior enfase ao caso em que
os parametros sao desconhecidos, recorrendo-se, neste caso, a métodos de simulagao).

Se a distribui¢do real dos dados € bastante assimétrica e/ou possui caudas pesadas, mas
¢ facil modelar os dados e estimar os seus parametros, o que usualmente nio acontece,
entdo podem construir-se planos de amostragem especificos. Alternativamente, pode
proceder-se a transformacdo dos dados originais em valores normais, através de uma
transformacdo tipo Box-Cox, que ndo requer a modelagdo prévia dos dados, e construir
de seguida um plano de Amostragem de Aceita¢do para o caso cldssico — o Gaussiano.



Considerando as distribuicdes ja referidas anteriormente, os dois métodos sao
comparados.

Palavras-chave: controlo de qualidade, amostragem de aceitagdo, amostragem de aceitagdo por
variaveis, amostragem de aceitagfio para variaveis ndo Gaussianas, transformagdes Box-Cox



Acceptance Sampling for Non-Gaussian Distributions

Abstract

In the quality control of a production process (of goods and services), from a statistical
point of view, focus is either on the process itself with application of Statistical Process
Control, or on its frontiers, with application of Acceptance Sampling (AS) — studied
here — and Experimental Design.

AS is used to inspect either the output process — final product — or the input — initial
product. The purpose of AS is to determine a course of action, not to estimate lot
quality. AS prescribes a procedure that, if applied to a series of lots, will give a
specified risk of accepting lots of given quality. In other words, AS yields quality
assurance. An AS plan merely accepts and rejects lots, considering sampling
information.

The AS by variables is based on the hypothesis that the observed quality characteristics
follow a known distribution, namely the Gaussian distribution (classical case of the AS
by variables — treated in classical standards, [ANSI/ASQC Z1.9, 2008]). This is
sometimes, however, an abusive assumption, as in the case of asymmetric variables
and/or heavy tails, that leads to wrong decisions. AS for non-Gaussian, is thus relevant.

When we have a non-Gaussian distribution we can build specific AS plans associated
with that distribution. In acceptance sampling we can build plans with a single
specification limit (upper or lower) or simultaneous specification limits — both situations
are studied in this work. In the literature there are few studies on simultancous limits,
single limits on AS, but most of the classical case.

In this work we will address the problem of determining acceptance sampling plans by
variables with single and simultaneous specification limits for Exponential, Gamma,
Weibull, Fréchet and Gumbel distributions, the results being compared to the Gaussian
case (greater emphasis will be given to the case of unknown parameters, using, in this
case, simulation methods).

If the real distribution of data is very asymmetric and/or has heavy tails, but we are able
to adequately model the data and estimate its parameters, which usually is not easy, we
can use those specific AS plans. Alternatively, we can make the transformation of the
original data into normal values through a transformation of the Box-Cox type, which
requires no prior modeling process of the data and then use AS plans for the classical
case — the Gaussian case. Considering the previous distributions, both methods being
compared.

Keywords: quality control, acceptance sampling, acceptance sampling by variables,
acceptance sampling for non-Gaussian variables, Box-Cox transformation.
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Figura 8.58: Curvas OC para os casos Gumbel (4=5,0=0.6) () ¢ Gaussiano para ¢
desconhecido (°), ja com o ajuste dos s e considerando AQL=1%, n=50 146
Figura 8.59: Curvas OC para os casos Gumbel (4=1,6=0.5) (¢) ¢ Gaussiano para o
desconhecido (°), ja com o ajuste dos s e considerando 4AQL=1%, n=100 146
Figura 8.60: Curvas OC para os casos Gumbel (4=5,0=0.6) () ¢ Gaussiano para &
desconhecido (°), ja com o ajuste dos s e considerando AQL=1%, n=100 146
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Amostragem de Aceitagdo para Variaveis nao Gaussianas

Capitulo 1.

Introducao

Qual o significado de Qualidade?

Realmente ¢ dificil defini-la, mas com toda a certeza, que se consegue ter a sua percep¢do quando
se esta perante ela. O conceito de qualidade esta dependente da percepcdo dos individuos, ou
conjunto de individuos que poderdo proceder a sua defini¢ao.

Pode-se concordar com a qualidade de algo ou discordar completamente. Se um servigo,
actividade ou produto satisfazem o consumidor/utilizador, ¢ julgado como algo com qualidade. Se
ndo se ficar satisfeito entdo poder-se-a classificar a qualidade como ma. O senso comum, permite
julgar e classificar a qualidade de algo, com base em comparacdes, explicita e implicitamente,
com situacdes andlogas e/ou com base na experiéncia de vida.

Os individuos que fagam um julgamento relativo a satisfagdo de um produto/servigo, podem ser
classificados como “clientes”. No entanto, a sua classificagdo pode definir-se consoante o tipo de
servicos que lhes sdo prestados, por exemplo, os engenheiros preferem designé-los por “clientes”;
companhias de software poderdo classifica-los como “utilizadores” ou “subscritores”; os médicos
utilizam o termo “pacientes” ou “doentes”; os educadores preferem a designagdo de “estudantes”;
os actores ou cantores designa-los-ao por “audiéncia” ou “fans”; etc.

E completamente indiferente qual o termo utilizado, em senso comum, todos sio clientes e sdo os
que devem ser satisfeitos.

Qualidade entdo deverd ser correlacionada com a satisfacdo de clientes. Em suma, qualidade de
um produto ou servico, ndo ¢ mais do que a sua adequabilidade para ser consumido ou utilizado.
Em consequéncia, qualidade é o factor chave para o sucesso, crescimento e competitividade das
empresas ¢ instituigdes. Efectivamente a implementacdo de programas de qualidade pode resultar

num aumento da inser¢do no mercado, uma maior produtividade e menores custos globais quer de
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producdo quer de servicos. Desta forma, as institui¢des ou empresas que implementem programas
de qualidade podem desfrutar de significativas vantagens de competitividade.

A rapida evolucdo tecnoldgica vem aumentar a dificil tarefa de definir qualidade, quer nas
empresas quer nas instituicdes que produzem bens e servigos. Nos ultimos 30 anos, houve uma
evolugdo tecnologica em varias areas, como por exemplo, na electronica, na composi¢cdo de
materiais, nas ciéncias quimicas e farmacologicas. Um dos aspectos da evolugdo recente e rapida
em todas as areas é, consequentemente, a preocupacio com a Qualidade.

Facilmente se constata que a procura da qualidade estd fundamentada num “compromisso”, que ¢
essencialmente econdmico, entre clientes (consumidores) e produtores. Este “compromisso”
reflecte, apenas, um momento do desenvolvimento tecnolégico e industrial, sendo portanto,
mutavel ao longo do tempo. A confiabilidade deste “compromisso” ¢ garantida por determinados
critérios estatisticos e probabilisticos que subsidiam os critérios de inspec¢o, aceitagdo e rejeicio
de bens e servigos aquando do seu recebimento.

Segundo Montgomery (1991), ha dois aspectos gerais de qualidade: a qualidade do planeamento e
a qualidade da conformidade. Todos os bens e servigos sdo produzidos em varios graus ou niveis
de qualidade. Estas variagdes dos graus ou niveis de qualidade s3o intencionais e,
consequentemente, o termo técnico apropriado ¢ “qualidade do planeamento”. A “qualidade da
conformidade” pode ser definida como ‘“qudo bem, o produto ou servigo se ajusta as
especificagdes e tolerdncias requeridas pelo projecto” e € influenciada por véarios factores, tais
como, a escolha do processo de producio, a experiéncia dos intervenientes no processo, processos
de controlo, testes, actividades de inspeccao, etc.

Ainda segundo Montgomery (1991), planear a qualidade do produto ou servico desta forma,
resulta muitas vezes no aumento do custo do produto ou servico. No entanto, tais aumentos nos
custos, sdo efectivamente “custos preventivos”, pois o planear a qualidade do produto ou servigo,
tem por objectivo prevenir problemas de qualidade em fases posteriores do ciclo de vida do
produto ou servigo.

Todos os produtos ou servigos possuem um nimero de elementos, que em conjunto descrevem a
sua adequabilidade para uso. Estes parametros sdo muitas vezes designados por caracteristicas de
qualidade. Estas caracteristicas de qualidade podem ser de vérias formas: fisicas (ex. peso,
viscosidade, etc.); sensoriais (ex. cheiro, gosto, aparéncia, cor, etc.); de cardcter temporal (ex.
fiabilidade, durabilidade, manuteng¢ao, funcionalidade, etc.).

De forma a facilitar o controlo da qualidade e a criacdo de processos de Controlo de Qualidade,
pode classificar-se as caracteristicas de qualidade em atributos (quando se efectua o registo de um

nimero de itens que atendam ou ndo a qualquer requisito especificado, ou seja a caracteristica de
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qualidade ¢ observada e classificada como conforme — ndo defeituoso — ou ndo conforme —
defeituoso) e em variaveis (quando se efectua o registo de uma caracteristica de qualidade que ¢
mensuravel e que pode assumir todo e qualquer valor entre quaisquer dois valores e € expressa em
termos de unidades de medida apropriadas).
Apesar da classificagdo das caracteristicas de qualidade em varios tipos, de forma a facilitar o
controlo da qualidade e a criagdo de processos de controlo da qualidade, torna-se muito
complicado para as empresas/instituigdes servirem o cliente/consumidor com produtos ou servigos
que possuam caracteristicas de qualidade perfeitas. A principal razdo para esta dificuldade ¢ a
variabilidade. Assim sendo, uma das chaves para melhorar a qualidade de um produto ou servigo
consiste em reduzir a variabilidade de uma ou mais caracteristicas. O Controlo Estatistico de
Qualidade, assume aqui um papel fundamental, pois 0os métodos estatisticos permitem detectar
formas estranhas de variacdo, testar alteracdes nos valores dos pardmetros do processo e
identificar factores que influenciem as caracteristicas do processo.
E de salientar que apesar de as técnicas estatisticas desempenharem um papel fundamental, elas
sdo implementadas e fazem parte de um sistema de gestdo de qualidade que apresenta varias
estratégias, das quais destacamos o Total Quality Management, que numa primeira abordagem
tem em atencdo a estreita relagdo entre qualidade e produtividade e o conceito de custos de
qualidade (que ndo vao ser aqui objecto de estudo) em que um dos objectivos ¢ diminuir estes
ultimos. No entanto, hd outros aspectos relevantes do Total Quality Management, tais como
desempenho, fiabilidade, durabilidade, funcionalidade, estética, caracteristica, qualidade
percebida, conformidade com as especificagdes.

O Controlo Estatistico de Qualidade tem duas vertentes de avaliagdo: 1) vertente on-line — o

controlo ¢ efectuado durante o processo; ii) vertente off-line — o controlo ¢ efectuado nas

fronteiras do processo (a entrada ou a saida).

Um grande numero de técnicas estatisticas faz parte do Controlo Estatistico de Qualidade, que sao

utilizadas na andlise de diferentes problemas directamente ligados a qualidade e melhoria do

desempenho dos processos. Destas técnicas destacam-se:

i) O Planeamento de Experiéncias, que ¢ uma técnica off-line que procede a um planeamento
cuidado do processo de producdo, cujo objectivo é reduzir a variabilidade das caracteristicas
de qualidade e permite identificar os niveis Optimos das caracteristicas de qualidade —
variaveis controldveis — de forma a optimizar o funcionamento do processo de produ¢do. O
planeamento de experiéncias ¢ a maior ferramenta off-line do Controlo de Qualidade, uma
vez que ¢ muitas vezes utilizada durante o desenvolvimento das actividades e fases primarias

de produgdo, em vez de ser utilizado como uma rotina on-/ine do Controlo de Qualidade.
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iii)

Uma vez identificada a lista de varidveis que podem afectar o output do processo ¢&,
normalmente, necessario modelar a relag@o entre as variaveis de input que podem influenciar
e as caracteristicas de qualidade de output. Da pandplia de técnicas estatisticas utilizadas na
constru¢do de tais modelos, destacam-se a analise de regressdo e a analise de séries
temporais.

O Controlo Estatistico do Processo que procura detectar alteragdes no processo ao longo do
tempo, ¢ uma técnica on-/ine do controlo do processo de produgdo, ou seja, acompanha o
processo. Tem como principal objectivo eliminar ou, pelo menos, reduzir a variabilidade do
processo de producdo. Quando a variabilidade ¢ devida ndo s6 a causas aleatorias — que sdo
inerentes ao processo, constituindo a sua variabilidade natural, sendo portanto variacdes
negligiveis — mas também a causas assinalaveis (ddo origem a maiores variagdes que as
anteriores, provocando alteracdes nas caracteristicas de qualidade que sdo inaceitaveis), o
processo diz-se fora de controlo. Devem entdo, estas ultimas, ser detectadas e eliminadas do
processo, para que se possa contribuir para a melhoria da qualidade do processo. Na presenga
exclusiva de causas aleatorias, o processo diz-se sob controlo. Também aqui no Controlo
Estatistico do Processo muitas técnicas estatisticas s@o utilizadas, das quais se destacam a
analise multivariada, métodos ndo paramétricos, analise bayesiana, diagramas e cartas de
controlo. Estas ultimas foram introduzidas por A. Shewhart em 1924. Trata-se de uma
ferramenta simples mas poderosa, que permite avaliar e controlar o desempenho do processo
ao longo do tempo.

A carta de controlo € uma representacdo grafica de valores de uma estatistica em funcdo do
tempo. A estatistica mede uma determinada caracteristica da qualidade com base nos
elementos seleccionados aleatoriamente do processo.

Se a caracteristica de qualidade for de natureza quantitativa (ex. temperatura, pressdo,
diametro, etc.) utilizar-se-a3o cartas de controlo por varidveis (ex. cartas de controlo para a
média — carta X , para a amplitude — carta R e para o desvio padrdo — carta S, entre outras).
Quando a caracteristica de qualidade ¢ de natureza qualitativa, onde cada unidade de produto
¢ classificada como ndo defeituosa ou defeituosa, ou se se puder contar o nimero de defeitos
numa determinada unidade produzida, utilizamos cartas de controlo por atributos (ex. carta
de controlo para a proporcdo de defeituosos — carta p e para o nimero de defeitos por
unidade — carta c, entre outras).

A Amostragem de Aceitacdo que ¢ uma técnica off-line do Controlo Estatistico de Qualidade
e ¢ utilizada na tomada de decisdo sobre lotes de bens ou servigos — aceitar ou rejeitar — a

entrada e/ou a saida de um processo de produ¢do com base na informagdo fornecida por uma
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amostra aleatéria. A Amostragem de Aceitacdo, tem entdo por objectivo determinar quando
aceitar ou rejeitar um lote de material que pode ser constituido por matéria-prima, produtos
semi-acabados ou produtos ja acabados, por forma a avaliar a qualidade da matéria-prima
e/ou do produto final que ¢ enviado para o consumidor. A figura 1.1 mostra claramente a
integracdo do Controlo Estatistico do Processo e a Amostragem de Aceitacdo no Controlo

Estatistico de Qualidade.

|Estado normal do processo - esta sob controlo

Fornecedor

Consumidor
especifica o
CEP.

processo sob Sob

controlo
reontrolo CEP CEP
CE/'

—> Processo de produgido Produto final

4’/ K AmRN_
Am. Ac.
Fornecedor Am. Ac.

Temporariamente
fora de controlo

Consumidor
especifica a
Am. Ac.

processo fora

[ceatrolo

|

|A tendéncia do estado do processo é desconhecida ou fora de controlo |

Figura 1.1: Esquema de integra¢do do Controlo Estatistico do Processo (C.E.P) e da Amostragem de Aceitacdo

(Am. Ac.) no Controlo Estatistico de Qualidade

O procedimento da Amostragem de Aceitacdo é necessariamente uma medida defensiva. E
implementado como um dispositivo de proteccdo contra a ameaga de deterioragdo da qualidade.
Como tal, deve ser criado com o objectivo de descontinuidade a favor de procedimentos de
controlo do processo, tdo cedo quanto possivel.

O Controlo de Qualidade € o aspecto do sistema de qualidade relacionado com a monitorizacdo e
aperfeicoamento do processo através de andlise de tendéncias e sinais de problemas de qualidade
ou criagdo de oportunidades para a melhoria da qualidade. Assim, no inicio e no final de um
procedimento de Amostragem de Aceitacdo, o Controlo de Qualidade do processo desempenha
um papel importante. Contudo, para que haja uma melhoria efectiva da qualidade, é necessario o
recorrer a planos de Amostragem de Aceitagdo adequados, o que na pratica nem sempre ocorre.
Encontra-se na literatura, duas abordagens sobre Amostragem de Aceitacdo. A primeira, versa
sobre a Amostragem de Aceitagdo por Atributos, na qual, cada produto € classificado como
conforme (ndo defeituoso) ou ndo conforme (defeituoso), consoante um determinado critério

especifico. O numero de unidades ndo conformes ¢é entdo utilizado. A segunda, trata da
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Amostragem de Aceitagdo por variaveis, quando a caracteristica de qualidade de interesse ¢ uma
variavel continua. Relativamente a Amostragem de Aceitagdo por variaveis, existem varios tipos
de planos de amostragem, nomeadamente planos para controlar a média do processo, planos para
controlar a amplitude, entre outros.

Este trabalho ird abordar a Amostragem de Aceitacdo na modalidade por varidveis para controlar
a média/localizagdo através da fraccdo (percentagem) ndo conforme com base em planos de
amostragem simples. Nota-se, na literatura, a frequente auséncia desta em favor da modalidade
por atributos.

O caso tipico de Amostragem de Aceitacdo por varidveis “para percentagem ndo conforme”
(percentagem defeituosa), tratado em normas classicas [ANSI/ASQC Z1.9, 2008], baseia-se na
suposicdo de que a variavel observada ¢ Gaussiana, suposi¢do, porém, abusiva em variadas
circunstancias, prestando-se a decis@o errada, conduzindo a prejuizos para o produtor/consumidor.
Assim, ¢ relevante a Amostragem de Aceitacdo para varidaveis ndao (Gaussianas, mormente
assimétricas e com peso de cauda acentuado, focando-se os casos por variaveis com distribui¢ao
Exponencial, por varidveis com distribuicdo Gama e por varidveis com distribuicdes de Extremos
(Weibull, Gumbel e Frechet).

Planos de Amostragem de Aceitacdo para variaveis com distribuicdo Gaussiana Inversa foram ja
abordados por Aminzadeh (1996), Das et al. (2002), Constantino (2004) e Casquilho et al. (2005).
De acordo com o exposto anteriormente, este trabalho tem como objectivos gerais, alertar as
instituicdes/industria e servigos, sobre os erros que sdo cometidos com a utilizagdo indevida dos
planos de Amostragem de Aceitacdo classicos, quando a caracteristica de qualidade de interesse
ndo ¢ Gaussiana e propor alternativas que facilitem a implementagdo da Amostragem de
Aceitagcdo. Como objectivos especificos, estudar os casos Exponencial, Gama, Weibull, Fréchet e
Gumbel, avaliando a influéncia do grau de assimetria assim como o indice de peso de cauda da
distribuicao.

Uma breve resenha histérica e a definicdo de Amostragem de Aceitacdo sdo efectuadas no
capitulo 2, subcapitulos 2.1 e 2.2 respectivamente. A Amostragem de Aceitacdo por atributos ¢
abordada no subcapitulo 2.3, com o objectivo de poder constituir uma alternativa a Amostragem
de Aceitacdo por varidveis quando o produto poder ser classificado como conforme ou nio
conforme, no caso em que a caracteristica de interesse ndo ¢ Gaussiana.

A Amostragem de Aceitacdo por varidveis ¢ adiante tratada, primeiro, no caso de varidvel
Gaussiana (capitulo 3) e, depois, nos casos de varidvel Exponencial (capitulo 4), variaveis Gama
(capitulo 5) e varidveis de Extremos (capitulo 6). Aborda-se em primeiro lugar o caso de um unico

limite de especificagdo para a caracteristica de qualidade (limite superior), enquadravel na
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extensdo do estudo. Esta opcdo prendeu-se com a aplicacdo industrial subjacente, relativa a
presenca de contaminantes quimicos vestigiais que devem encontrar-se abaixo de dado limite (tdo
proximo de zero quanto possivel). O caso do limite inferior é andlogo (também de interesse em
quimica ou, por exemplo, no controlo de tempos de vida de componentes), apresentado em
segundo lugar. O caso de limites simultdneos (inferior e superior, também de interesse em
quimica, por exemplo, a 4gua de abastecimento para consumo humano ¢ considerada propria para
consumo desde que a quantidade de cloro esteja dentro dos limites 0.2 — 0.4 mg/l), de maior
complexidade tedrica, sera apresentado por ultimo em cada um dos casos.

No capitulo 7 sdo abordadas as transformacdes de Box-Cox para as varidveis ndo Gaussianas,
como uma alternativa aos planos de Amostragem de Aceitacdo especificos, propostos para cada
situag@o. Procede-se a transformacdo adequada e aplica-se a Amostragem de Aceitagdo para o
caso Gaussiano com ¢ desconhecido. A comparagdo dos resultados ¢ feita com base na decisdo
tomada sobre o lote através dos planos de Amostragem de Aceita¢do especificos para cada tipo de
variavel e dos planos de Amostragem de Aceita¢do para o caso Gaussiano com 6 desconhecido
(ap6s transformagdo).

Por fim, discutem-se os resultados obtidos (capitulo 8), comparando-se os resultados face ao caso
Gaussiano e apresentando-se algumas conclusdes, das quais se destacam as que se descrevem de
seguida.

A aplicag@o de planos de Amostragem de Aceitacdo classicos (utilizagdo da Norma) quando a
caracteristica de qualidade em estudo ¢ uma variavel aleatdria (v.a) ndo Gaussiana, erros sio
cometidos quer relativamente ao produtor quer relativamente ao consumidor. Independentemente
da distribui¢@o, ndo Gaussiana, subjacente a caracteristica de qualidade, se se utilizar os valores
das Normas cldssicas da Amostragem de Aceitagdo, o risco do produtor, assim como o do
consumidor sdo mal calculados. Esta situacdo conduziu a que se proceda em primeiro lugar ao
ajuste dos erros tipo I (a’s) para que os planos de amostragem cléssicos e especificos de cada
distribuicdo possam ser comparados e ser avaliada a performance de ambos.

Independentemente da distribui¢do da caracteristica de qualidade, verifica-se sempre que com o
aumento da dimensdo das amostras, #n, as curvas caracteristicas — Operating Characteristic Curve
— (curvas OC) decrescem mais rapidamente, significando que a probabilidade de aceitagdo do lote
com uma frac¢do ndo conforme elevada diminui, assim como a frac¢do ndo conforme “assumida”
pelo consumidor.

Relativamente ao caso Exponencial, que ¢ uma distribuicdo acentuadamente assimétrica positiva e

com um indice de peso de cauda proximo do da Gaussiana, verifica-se que o pardmetro J, ndo
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exerce influéncia nos resultados, e apds o ajuste dos a’s os planos classico e especifico coincidem.
Neste caso, ¢ plausivel a utilizagdo da Norma classica, apds o ajuste dos o’s.

No que diz respeito ao caso Gama, duas situagdes se distinguem, parametro de forma, 6,
conhecido e desconhecido. Quando @ conhecido, verifica-se que apds o ajuste dos a’s os planos
classico e especifico coincidem, situag¢do andloga a do caso Exponencial. Com o aumento do valor
de 6, distribui¢des menos assimétricas positivas ¢ com indice de peso de cauda proximo do da
Gaussiana, as curvas OC decrescem mais rapidamente. Quanto ao parimetro de escala, o, ndo
exerce influéncia nos resultados, nem no coeficiente de assimetria e indice de peso de cauda.
Quando @ desconhecido, por problemas computacionais, nomeadamente na estimag¢do dos
parametros, ndo foi possivel chegar a bom porto, nem retirar conclusdes crediveis.

Quanto ao caso Weibull, duas situagdes se distinguem também, parametro de forma, 6, conhecido
e desconhecido. Em ambas as situa¢des, verifica-se que apos o ajuste dos a’s, se obtém melhores
resultados com os planos de Amostragem de Aceitacdo especificos uma vez que as curvas OC
vém abaixo das dos planos classicos, independentemente dos valores dos pardmetros 6 ¢ O
(parametro de escala), significando que a probabilidade de aceitacdo do lote no caso classico ¢
superior a do caso especifico, o que € prejudicial para o consumidor. Com o aumento de 7, além
do decréscimo mais rapido das curvas OC, as discrepancias entre os planos classico e especifico
diminuem. A varia¢do do valor de &, influencia os resultados, nomeadamente para valores de &
baixos — (por exemplo, 6=0,5) distribui¢cdes com acentuada assimetria positiva e indice de peso de
cauda elevado — e para valores de @ elevados — (por exemplo &=10) distribuicdes com acentuada
assimetria negativa e um indice de peso de cauda inferior ao da Gaussiana — as diferencas entre os
planos cléssico e especificos sdo superiores as das situagdes em que assimetria das distribuigdes
ndo ¢ tdo acentuada e o indice de peso de cauda ¢é proximo do da Gaussiana. Relativamente ao
parametro de escala, d, ndo exerce influéncia nos resultados, nem no coeficiente de assimetria e
indice de peso de cauda.

Quando a caracteristica de qualidade ¢ uma v.a. com distribui¢do Fréchet, também sdo
distinguidas duas situagdes, parametro de forma, &, conhecido e desconhecido. Em ambas as
situagdes, apos o ajuste dos a’s, verifica-se que as curvas OC dos planos especificos vém abaixo
das dos planos cléssicos, a excep¢do do caso de amostras de dimensdo reduzida quando & ¢
desconhecido devido a estimagdo pouco precisa dos parametros da distribuigao. Isto indica que se
obtém melhores resultados com os planos de Amostragem de Aceitacdo especificos. Verifica-se
ainda, ndo existir influéncia do parametro de escala, o, nos resultados, enquanto que o aumento do

valor do pardmetro de forma, 6, as curvas OC decrescem mais rapidamente. Com o aumento de 7,
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além das curvas OC decrescerem mais rapidamente, verifica-se também que as diferencas entre os
planos classico e especifico se esbatem.

Finalmente, quando a caracteristica de qualidade ¢ uma v.a. com distribuicdo Gumbel, duas
situacdes sdo também distinguidas, pardmetro de escala, 6, conhecido e desconhecido. Em
qualquer uma das situagdes, ndo se verifica influéncia dos pardmetros de localizagdo, 4, e de
escala, J neste caso, pelo facto de que o coeficiente de assimetria ¢ indice de peso de cauda serem
constantes para qualquer valor de 4 e . Em ambas as situac¢des, apos o ajuste dos a’s, verifica-se
que as curvas OC dos planos especificos vém abaixo das dos planos classicos, indicando a
obtencdo de melhores resultados para os planos especificos, esbatendo-se as diferengas entre os
dois planos com o aumento de ».

No que diz respeito a metodologias alternativas a utiliza¢@o dos planos especificos, propde-se para
0 caso em que os parametros sdo desconhecidos, situacdo de maior complexidade de
implementa¢do dos planos especificos, o recurso ao método Delta, para determinar a distribuigao
assimptotica do indice de qualidade, somente para o caso de amostras de elevada dimensao.
Verifica-se que este método sé constitui uma alternativa vantajosa aos planos classicos, pois os
resultados de ambos os métodos sdo muito proximos, para amostras de dimensao bastante elevada
(n>100), sendo variavel de caso para caso. Para qualquer uma das situagdes, parametros
conhecidos e desconhecidos, propde-se o recurso as transformag¢des Box-Cox, que ndo requer a
modelagdo prévia dos dados, o que constitui desde ja, uma vantagem, pois nem sempre ¢ facil a
modela¢do dos mesmos, assim como a estimacdo dos pardmetros das distribuicdes quando estes
sdo desconhecidos. Verifica-se que esta metodologia constitui boa uma alternativa a utilizagcdo dos

planos especificos.
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Capitulo 2.

Amostragem de Aceitacio

2.1. Resenha historica

Técnicas estatisticas aplicadas aos processos de produgdo e garantia de qualidade t€ém uma longa
historia. Em 1924, Walter A. Shewart de “Bell Telephone Laboratories” desenvolveu o conceito
estatistico de cartas de controlo e é considerado o fundador do Controlo Estatistico de Qualidade.
No final da década de 1920, H. F. Dodge ¢ H. G. Romig, ambos de “Bell Telephone
Laboratories”, desenvolveram, com base estatistica, a Amostragem de Aceitagdo, como uma
alternativa a inspec¢do a 100%. Entre 1925 e 1926 foram desenvolvidas a terminologia da
Amostragem de Aceitagdo (risco do consumidor, risco do produtor, probabilidade de aceitagdo,
curvas caracteristicas, OC, LTPD — Lot Tolerance Percent Defective, controlo total médio —
average total inspection, amostragem dupla, riscos tipo A e tipo B) e tabelas de Amostragem de
Aceitagdo LTPD. Em 1927 foram desenvolvidas tabelas de amostragem AOQL — Average
Outgoing Quality Limit, ¢ o conceito de amostragem multipla. Segundo Stephens (2000) as
tabelas 4OQL (para um AOQL fixo determinam-se os valores da dimensdo da amostra, da
constante de aceitacdo e de LTPD) apresentam basicamente a mesma estrutura das tabelas LTPD.
Em meados da década de 1930, os métodos do Controlo Estatistico de Qualidade, em particular a
Amostragem de Aceitagdo, foram amplamente utilizados na “Western Electric”, brago de
producdo do Sistema Bell. Contudo, o valor do Controlo Estatistico de Qualidade, ndo era
geralmente reconhecido pela industria.

No inicio da década de 1940, Dodge e Romig (1941), publicaram o artigo “Sampling Inspection
Tables” que provém de planos baseados no risco do consumidor que ¢ fixo, (proteccdo LTPD) e
também planos para rectifica¢do (proteccdo 4OQL) que garantem a protec¢do apds a inspeccio a

100% de lotes rejeitados.
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A II Guerra Mundial, proporcionou a utilizacdo e aceitacdo, em larga escala, dos conceitos
estatisticos do Controlo de Qualidade na industria fabril. A experiéncia da guerra, tornou clara a
necessidade das técnicas estatisticas para controlar a qualidade dos produtos. Por outras palavras,
com a II Guerra Mundial, o Controlo de Qualidade, em particular a Amostragem de Aceitacdo
emergiram. Isto inclui o desenvolvimento de normas de procedimentos de inspecc¢do por parte do
gabinete do chefe da Artilharia do Exército dos Estados Unidos da América (EUA) (1942), das
quais as tabelas de amostragem da Artilharia, utilizando sistemas de amostragem baseados no
AQL — Acceptable Quality Level (as utilizadas neste trabalho), eram uma parte. Este trabalho, foi
desenvolvido mais tarde nas tabelas do Servigo do Exército dos EUA em 1944 (U.S. Department
of the Army, 1944).

Tabelas estatisticas de amostragem e procedimentos desenvolvidos pelo grupo de investigacio
estatistica da Universidade da Columbia para a Marinha dos EUA foram publicados pela primeira
vez em 1945. O padrio destas tabelas e procedimentos foi semelhante ao utilizado pelo Servigo do
exército dos EUA. No entanto, varios planos de amostragem foram disponibilizados. Apds a
unificagdo das forcas armadas dos EUA, estas tabelas da Marinha foram aprovadas pelo
Departamento de Defesa no inicio de 1949, Norma JAN (Joint Army Navy) 105. MIL-STD-105A
vem substituir a JAN-STD-105, em 1950. Contudo, embora o padrdo subjacente tenha sido
semelhante aos padrdes anteriores, houve novamente importantes mudangas em varios detalhes.
Apenas pequenas alteragdes da Norma 105A estavam vertidas em MIL-STD-105B, aprovado pelo
Departamento de Defesa dos EUA em 1958 e em MIL-STD-105C, aprovada em 1961.

Entre 1960 e 1962 um grupo de trabalho das agéncias militares dos EUA, Gra-Bretanha e Canada,
desenvolveu normas comuns de Amostragem de Aceitagdo por Atributos a serem utilizadas pelos
trés paises. A comissdo trabalhou com o apoio e a cooperagdo de organizagdes americanas e
europeias para o Controlo de Qualidade. Nos EUA, estas normas s3o adoptadas em 1963 e foram
designadas por MIL-STD-105D. A designacdo internacional foi ABC-STD-105 até a Organizagao
Internacional de Normas alterar a designagdo para ISO 2859 em 1974. Esta norma foi adoptada
para fins comerciais nos EUA pelo Instituto Nacional de Normas Americano em 1971 e foi
designada por ANSI/ASQC Z1.4 e foi, ao longo dos anos actualizada em detalhes. A versdao mais
recente ¢ a ANSI/ASQC Z1.4 de 2008.

Em 1972, foram criadas as normas para a Amostragem de Aceitacdo por varidveis, ANSI/ASQC
71.9-1972 que corresponde directamente a norma militar MIL-STD-414. Tal como as normas da
Amostragem de Aceitacdo por Atributos, também estas t€ém vindo a sofrer actualizagdes em
detalhes ao longo dos anos. A versdo mais recente ¢ a ANSI/ASQC Z1.9-2008, sendo designada

também por ISO/DIS 3951:1 2008. As tabelas e procedimentos contidos na presente norma sao os
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do original MIL-STD-414, com as devidas actualizacdes para obter uma correspondéncia com a

norma ISO/DIS 3951 e combinando com a norma MIL-STD-105D (para atributos).

2.2. O que é a Amostragem de Aceitacio?

A Amostragem de Aceitag@o ¢ utilizada, frequentemente, para avaliar a qualidade “a saida” do
produto final ou “a entrada” da matéria-prima, sendo portanto, uma técnica “off-line”. Consiste
em retirar uma amostra aleatéria de » unidades de um lote de dimensdo N (N>n), de bens ou
servigos € com base na informagao fornecida por essa amostra decidir se aceita ou rejeita o lote.
Montgomery (1991) e Foster (2010) elencam vérias situagdes onde a inspec¢do a 100% ndo €
viavel (quando a inspec¢@o implica a destruicdo das unidades do lote, quando os custos de
inspeccdo sdo extremamente elevados, quando o tempo ou limitagcdes tecnoldgicas sdo uma
limitag¢do, quando a dimensdo dos lotes ¢ muito grande e a probabilidade de erros de inspecgado ¢
elevada, quando o historial do fornecedor ¢ bom o suficiente para permitir uma inspecg¢ao inferior
a 100%) e que podem conduzir a utilizacdo da Amostragem de Aceitacdo que ¢ uma técnica que
se encontra num ponto intermédio entre dois extremos, a inspec¢do a 100% e a aceitacdo cega do
lote (sem qualquer inspecc¢do). Desta forma, as vantagens da Amostragem de Aceitagdo, sdo as
desvantagens da inspec¢do a 100%, ou seja: diminui os custos de inspec¢do quando a mesma
implica a destrui¢do das unidades do lote; ¢, geralmente, menos dispendiosa; diminui,
frequentemente, os erros de inspecc¢do; quando o historial do fornecedor ¢ suficientemente bom,
de tal forma que a inspec¢do a 100% nao faz sentido, mas a falta de inspecgdo € arriscada, pois
conduziria a aceitagdo “cega” dos lotes; os planos de Amostragem de Aceitacdo permitem poupar
tempo e esfor¢o, testando e inspeccionando ndo mais do que o necessario, a fim de minimizar
custos; dd uma maior motivagao ao produtor para a procura de uma melhor qualidade para os seus
produtos, mediante a rejeicdo de lotes completos contra o simples rejeitar de unidades defeituosas.
Este ultimo ponto vem de encontro a no¢do que todos t€ém: “O consumidor pretende que a
inspec¢do o proteja contra a aceitagdo de um lote com muitas unidades defeituosas. Por outro
lado, o produtor quer evitar a devolucdo de um lote, por ele enviado, com uma frac¢do de
unidades defeituosas que considera suficientemente pequena.”

Apesar de todas as vantagens anteriormente referidas, a Amostragem de Aceitagdo apresenta
também alguns inconvenientes, face a inspeccdo a 100%, tais como (Montgomery, 1991): existe o
risco de aceitar “maus” lotes e rejeitar “bons” lotes; gera, normalmente, menos informagdo acerca

do produto ou do processo de producdo; a Amostragem de Aceitagdo requer o planeamento e a
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documentacdo dos planos de Amostragem de Aceitagdo, contrariamente a inspec¢do a 100% que

ndo necessita.

Da primeira desvantagem da Amostragem de Aceitacdo, referida anteriormente, surgem os erros

tipo I e tipo II. Uma vez que a tendéncia de decisdo sobre o lote ¢ baseada nos resultados da

amostra, existe a probabilidade de cometermos decisdes incorrectas sobre o lote, ou seja:

» a probabilidade de rejeitar um lote que é realmente aceitdvel, chamamos de probabilidade de
erro tipo I (@), designada por risco do produtor.

» a probabilidade de aceitarmos um lote que ¢ realmente inaceitdvel, chamamos de
probabilidade de erro tipo II (f), designada por risco do consumidor.

De acordo com o exposto anteriormente, ¢ segundo Foster (2010), o objectivo da Amostragem de

Aceitagcdo ¢ entdo reduzir o risco do produtor a baixos niveis enquanto mantém o risco do

consumidor em niveis aceitaveis.

Os planos de Amostragem de Aceitagdo, que determinam a qualidade do lote, dividem-se em

planos de (Gomes, Figueiredo e Bardo, 2010):

1) Amostragem por atributos, na qual o produto ¢ classificado como conforme ou ndo conforme
segundo um determinado critério. O numero de unidades ndo conformes ¢ entdo utilizado para
a decisdo quanto ao lote;

i1) Amostragem por variaveis, quando a caracteristica de qualidade de interesse ¢ uma variavel
continua. Na Amostragem de Aceitacdo por varidveis, existe uma série de planos de
amostragem: planos para controlar a frac¢do de ndo conformes, planos para controlar a média
do processo, planos para controlar a amplitude (R), etc.

Quer na amostragem por atributos, quer na amostragem por variaveis podemos proceder a:

» planos de amostragem simples, quando o processo de decisdo sobre o lote, utiliza informacao
de uma amostra aleatoria de dimensao n retirada do lote de dimensao N — situagao ilustrada na

figura 2.1;

Populagdo ou | Selecgdo da .| Inspecgdo da . | Decisdo
lote amostra | amostra "] sobre o lote

Figura 2.1: Esquema de um plano de amostragem simples

» planos de amostragem duplos, quando ndo ¢ clara a tomada de decisd@o quanto a rejeicdo ou
aceitagdo do lote a partir da informagdo fornecida por uma primeira amostra aleatéria, entdo

tomamos a decisdo de retirar uma segunda amostra. Assim, para decidirmos pela rejei¢do ou
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ndo do lote, combinamos a informacdo fornecida pelas duas amostra, tal como mostra o

esquema da figura 2.2;

Decisdo

sobre o lote )
v

A decisdo
i Selecgdo da a A reieica i
Populagdo ¢ Inspecgdo quanto a rejei¢do Inspecgdo
ou lote amostra da amostra ou ndo do lote é da amostra

clara?

Retirar uma J

segunda amostra

Figura 2.2: Esquema de um plano de amostragem duplo

» planos de amostragem multiplos; planos de amostragem sequenciais. Nos planos de
amostragem multiplos, o nimero de amostras necessario para podermos tomar uma decisdo
quanto ao lote ¢ superior a dois, tratando-se portanto, de uma extensdo dos planos de
amostragem duplos. Nos planos de amostragem sequenciais, as unidades sdo retiradas e
inspeccionadas uma a uma (plano sequencial unidade a unidade) e a tomada de decisdo quanto
a rejei¢do ou nao do lote, ou a necessidade de reamostragem, ¢ tomada apo6s cada unidade ter
sido inspeccionada.

Qualquer um destes planos de amostragem pode ser delineado de modo a produzir os mesmos

resultados que os restantes. Isto significa que estes planos podem ser desenvolvidos de tal forma

que a probabilidade de aceitagdo do lote para determinada qualidade seja a mesma, qualquer que
seja o plano escolhido: o simples, o duplo, multiplo ou sequencial.

Neste trabalho irdo ser abordados planos de amostragem por varidveis para controlar a fracgdo de

ndo conformes, segundo planos de amostragem simples, tal como mostra o esquema da figura 2.1.

Quer a Amostragem de Aceitagdo por atributos, quer a Amostragem de Aceitacdo por variaveis

apresentam vantagens e desvantagens uma relativamente a outra (Montgomery (1991)): O plano

de amostragem por variaveis requer uma amostra de dimensdo mais reduzida que os planos de
amostragem por atributos para o0 mesmo nivel de protec¢do; A medi¢cdo dos dados fornece mais

informacdo acerca do processo de producdo ou lote que os atributos dos dados. Geralmente, a

medi¢do numérica das caracteristicas de qualidade ¢ mais util que a simples classificacdo de cada

item, em conforme ou ndo conforme; num plano de amostragem por atributos podemos rejeitar
um lote, mesmo que ndo se observe, na amostra, nenhum elemento defeituoso (por exemplo, para

um lote de dimensdo 100, uma amostra de dimensao 15, a=5% ¢ uma frac¢do defeituosa de 1%,

rejeita-se o lote). A ocorréncia desta situacdo € rara, mas quando ocorre, surgem sérios protestos

por parte do produtor sobre o processo de rejeicdo. Apesar das vantagens anteriormente referidas,

a Amostragem de Aceitag@o por varidveis apresenta também algumas desvantagens, tais como: as

medig¢des requeridas pelo plano de amostragem por varidveis podem dar origem a maiores custos

por observagdo que um plano de amostragem por atributos; na Amostragem de Aceitacdo por
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variaveis, deve utilizar-se um plano de amostragem para cada caracteristica de qualidade,
enquanto que para a Amostragem de Aceitacdo por atributos apenas € necessario um plano de
amostragem para rejeitar ou aceitar o lote. No entanto, a principal desvantagem da Amostragem
de Aceitagdo por variaveis relativamente a amostragem por atributos € o facto de a distribui¢do da
caracteristica de qualidade em estudo ter que ser conhecida. Além disso, muitos dos planos de
amostragem por variaveis, “Standard”, assumem que a distribuicdo da caracteristica de qualidade
¢ Gaussiana. Se a distribuicdo da caracteristica de qualidade ndo for Gaussiana e se for aplicado
um plano baseado no pressuposto de Gaussianidade, sérios riscos se correm na decisdo de rejeitar
ou aceitar o lote.
Na amostragem “baseada no AQL” (Wetherill et al., 1991), associam-se: o risco do produtor ao
AQL (Acceptable Quality Level), nivel de qualidade aceitavel; e o risco do consumidor ao L7PD
(Lot Tolerance Percent Defective), qualidade toleravel. O procedimento para a resolucdo do
problema da Amostragem de Aceitacdo assenta na defini¢do do plano de amostragem, isto €, na
determinacdo da dimensdo da amostra, »n, a retirar do lote de dimensdo N, e no critério de
aceitacdo, ou seja, na determinagdo do valor critico da medida da qualidade, &, também chamado
como constante de aceitagdo, condi¢des expressas em (2.1).
Uma vez que o objectivo ¢ determinar os valores da dimensdo da amostra, n, € do nimero de
aceitagdo, k, que satisfacam as condi¢des relativas aos riscos assumidos pelo produtor e pelo
consumidor, onde (Gomes, Figueiredo e Bardo, 2010):
» o produtor pretende que se aceitem os lotes com uma pequena frac¢do de ndo conformes, AQL,
com uma probabilidade elevada 1-« (o pequeno);
» quanto ao consumidor, pretende aceitar o lote com probabilidade /3 (o mais pequena possivel)
se a frac¢do de ndo conformes for LTPD, com LTPD>AQL,

surge o sistema

{Pac(w=AQL)=1—05’ 2.1)

P.(@=LTPD)=p

onde P,. ¢ a probabilidade de aceita¢do (dependente de n ¢ k) e @ = AQL e w = LTPD sio
fraccdes ndo conformes. A resolucdo deste sistema de equagdes fornece entdo a dimensdo da
amostra, 7, a extrair, ¢ a constante de aceitagao, .

Como #n deve ser inteiro, as duas equagdes ndo se podem verificar exactamente e passam, na
pratica, a desigualdades do tipo < e 2, respectivamente (condigdes, por vezes, ndo verificadas

rigorosamente, se se usar um mero arredondamento de » sem posterior recalculo de k).
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O procedimento referido, se aplicado a gama de frac¢do ndo conforme entre 0 e 1 (e ndo apenas as
frac¢des ndo conformes AQL e LTPD), leva ao estabelecimento da curva caracteristica (Operating
Characteristic Curve, OC) (Gomes, Figueiredo e Bardo, 2010), a qual indica a probabilidade de
aceitagdo de um lote em fun¢do da sua qualidade, dada pela fraccdo ndo conforme, , tal como
ilustrado na figura 4. Temos entdo aqui, dois pontos de interesse da curva caracteristica, (AQL, 1-
o) e (LTPD, ), que nos irdo auxiliar no calculo de n ¢ k.

H. F. Dodge ¢ H. G. Romig (1959) fazem a distingdo entre dois tipos de curvas caracteristicas
(OC), curvas Tipo A e curvas Tipo B. As curvas Tipo A dao a probabilidade de aceitacdo, para
varias frac¢des ndo conformes, como uma fun¢do da qualidade do lote, considerando lotes de
dimensdo finita. As curvas Tipo B, as utilizadas neste trabalho e ilustradas na figura 2.3, ddo a
probabilidade de aceitacdo do lote como uma fun¢io da qualidade do lote, considerando lotes de
dimensdo infinita. Na préatica, estas curvas ddo a probabilidade de aceita¢do para um determinado
plano de amostragem, sob o intervalo de possiveis valores de frac¢do ndo conforme do lote.
Quando a dimensdo do lote ¢ elevada, isto €, em geral, quando o tamanho da amostra, »n, ndo ¢
mais do que um décimo do tamanho do lote, N, as curvas Tipo A e Tipo B podem ser
consideradas como idénticas para a maioria das situagdes praticas.

De ora em diante, sempre que for feita referéncia a curva OC, esta correspondera a curva tipo B.
Em alternativa a fornecer (AQL, 1-a) e (LTPD, p) e retirar n ¢ k do sistema (2.1), optou-se, face ao
objectivo de comparar varios planos de amostragem, por seguir o procedimento das Normas:

fornecer n, AQL, o e f, e retirar do sistema (2.1) os valores de k e LTPD.

1™ L, — Ponto do produtor (AQ0L, 1-0)

Ponto do consumjdor (LTPD, B)

Figura 2.3: Curva OC, Tipo B
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O que é a Amostragem de Aceitagdo?

Um aspecto importante a ter em conta quando se trabalha com a inspec¢do (a 100% ou por
amostragem) de produtos ou servigos € os erros de inspeccdo. Segundo Schilling e Neubauer
(2009), nenhuma inspeccdo ¢ perfeita todo o tempo. De facto, ¢ geralmente reconhecido que a
inspeccdo a 100% nado ¢ 100% eficaz na detec¢do de produtos/servigos defeituosos. Varios
estudos apontam para que apenas 80% dos defeituosos sejam detectados, como consequéncia da
monotonia e cansago (Juran e Gryna, 1970). Algumas das razdes que conduzem a imprecisdo da
inspecgdo so: erros intencionais (actos criminosos tais como fraude e conluio, falsificago), erros
de arredondamento, erros devido a excesso de zelo, erros devido a fadiga e monotonia, erros
involuntarios, entre outros.
A inspec¢do por amostragem estd também sujeita a este tipo de erros. Uma das vantagens da
amostragem ¢ a redu¢do do nimero de pegas sujeitas a inspec¢do. No entanto, as circunstancias e
motivagdes existem e podem conduzir a imprecisdo do inspector. O resultado pode ser entdo uma
incorrecta representacdo da qualidade recebida.
Muito do efeito de um plano de amostragem depende da disposi¢cdo que se toma face ao produto
apds inspecc¢do. Lotes aceites, vdo para o consumidor. Lotes rejeitados, podem ser tratados de
varias formas:
1) Destruidos — Sem efeito sobre a qualidade geral se o produtor continua a apresentar um nivel
de qualidade constante.
i1) Reenviados — Sem efeito sobre a qualidade global se o produtor continua a apresentar um
nivel constante de qualidade.
ii1) Filtrados — A qualidade dos lotes rejeitados melhorard dentro dos limites de erro de
inspec¢do. A inspeccdo a 100% dos lotes rejeitados ira transforma-los em lotes perfeitos.
Como resultado, o nivel global de qualidade, do ponto de vista do consumidor, ird melhorar.
Esquemas de amostragem de aceitacdo que incluem a inspecc¢do a 100% dos lotes rejeitados sao

designados por “esquemas de rectificagdo” (Schilling e Neubauer, 2009).

As referéncias para este subcapitulo sdo Stephens (2001), Duncan (1986), Montgomery (2004),
Guenther (1977), Gomes, Figueiredo e Bardo (2010), H. F. Dodg ¢ H. G. Romig (1959), Juran e
Gryna (1970) e Schilling e Neubauer (2009).
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Amostragem de Aceitagdo para Variaveis nao Gaussianas

2.3. Amostragem de Aceitacio por Atributos

Quando o produto pode ser classificado como conforme ou ndo conforme, de acordo com
determinadas especificacdes (estamos a considerar que a caracteristica de qualidade ¢ uma
variavel categorica — discreta — que assume os valores correspondentes a conforme ou ndo
conforme) estdo reunidas as condi¢cdes para se poder aplicar a Amostragem de Aceitagcdo por
atributos. No entanto, a Amostragem de Aceitacdo por atributos, pode constituir uma alternativa a
Amostragem de Aceitagdo por variaveis quando a Gaussianidade da caracteristica de qualidade
em estudo ndo se verifica e € possivel classificar o produto em conforme e ndo conforme,
tratando-se portanto, de um atributo. Este ¢ o caso de variaveis tratadas como atributos em que,
inicialmente se tem interesse em observar, apenas, o valor que determinado item apresenta
(varidvel). De seguida, pretende-se verificar se este item € considerado bom ou nio (atributo), de
acordo com determinadas especificacdes. Em consequéncia, nesta fase, as varidveis sdo tratadas
como atributos, bastando para tal agrupar os itens de acordo com as especificagdes. Para
exemplificar considere-se o boletim de andlise ao leite em po integral e desnatado destinado a
merenda escolar, produzido por uma determinada fabrica da industria alimentar, do qual se
apresenta um excerto na tabela 2.1. Pode ver-se que do boletim de andlise constam vérias
caracteristicas de qualidade, umas sdo atributos e outras variaveis. Ora, no conjunto das varias
caracteristicas de qualidade pode classificar-se o produto como conforme ou nido conforme de

acordo com as especificagdes.

Departamento de Controlo de Qualidade de Alimentos

2. Analises Minimas:

Especificagdes de rotulo de acordo com as normas.............c.ccevevvennennnnne. presenca (toleravel)
Peso liquido inferior ao declarado.............cooeiiiiiiiiii i auséncia (toleravel)
Caracteristicas organoléptiCas..........ooevviieiiiiiiiiiiii et iiieeiieerieeeseeeeneeennnn.PrOPIIAS (Critico)
Sujidades, [arvas € Parasitas. .........o.ooueieiiniiitiiei e auséncia (critico)
Humidade. ... ... maximo 4% (critico)
Residuo mineral fiX0........c.ooiiiiiiii e maximo 8% (critico)
Acidez em acido 1ACtiCO. .. ..viiei i maximo 0.18% (critico)
Solubilidade. ... minimo 98% (critico)
AMIAO. ..o e auséncia (critico)
LO10] T8 1075 00 TSR (0] 723 maximo 10/g (critico)
ColIformes fECaAIS. . ...viitt i e maximo 1/g (critico)

Tabela 2.1.: Excerto de um boletim de analise ao leite em p6 desnatado destinado a merenda escolar, produzido por
determinada fabrica da industria alimentar
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Amostragem de Aceitagdo por Atributos

E este facto que conduz a uma descri¢io sumaéria da Amostragem de Aceitacdo por Atributos.
Suponha-se entdo que se tem um lote de dimensao N, cuja fraccdo de unidades defeituosas ¢ @. O
que se pretende € entdo, inferir quanto a aceitabilidade, ou ndo, do lote no que diz respeito a sua
qualidade. Do lote retira-se uma amostra aleatéria de dimensdo » (a determinar), apura-se o
nimero de unidades ndo conformes e compara-se com um valor critico, ¢ (a determinar) —
designado por nimero de aceitacdo. Se o numero de unidades ndo conformes for inferior a c,
entdo aceita-se o lote; caso contrario, rejeita-se o lote.

A defini¢do do plano de amostragem passa pelo célculo da dimensdo, n, da amostra aleatoria a
retirar do lote a inspeccionar e pelo célculo do nlimero de aceitacio, c.

O critério usual de optimalidade de um plano de Amostragem de Aceitacdo ¢ a curva
caracteristica, OC, que representa a probabilidade de aceitagdo de um lote em fungdo da fracgdo
de ndo conformes, no lote. A curva OC, mostra como a probabilidade de aceitagdo de um lote
varia com a qualidade do produto fornecido pela inspecg¢do, avaliada pela fraccdo ndo conforme.
De acordo com o exposto anteriormente e considerando que Nw ¢ o nimero esperado de unidades
ndo conformes (defeituosas) no lote, a varidvel aleatéria X, que representa o nimero de unidades
ndo conformes numa amostra aleatoria de dimensdo » — efectuada sem reposi¢do — segue uma

distribuicdo Hipergeométrica, cuja funcdo massa de probabilidade ¢ dada por (2.2):

L)

fv(x)=P(X =x)= 2.2)
("

N

n

Pelo que, a probabilidade de aceitagdo do lote ¢:

P, =P ()=P(X<c)=Y (waj(N”_‘waJ (23)

equacdo que determina as curvas OC tipo A.
Na pratica, a dimensdo da amostra tera de ser aproximada pelo valor inteiro que satisfaca as

condicdes:
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(N AQLJ(N—NAQLJ
c X _ o

(- wosia |0 )

>1
P.(LTPD)<f (NLTPDJ(N NLTPDJ
2

o que significa que a curva caracteristica passara acima do ponto do produtor e abaixo do ponto do

-

(2.4)

<p

x=0

consumidor.

Pode, ainda, determinar-se os parametros do plano de amostragem, n ¢ ¢, utilizando as seguintes

aproximacdes:

» Quando Nw>10, a distribui¢do da v.a. X, é bem aproximada pela distribui¢do Binomial de
parametros n ¢ @. Desta forma, para a obtencdo dos valores de n e ¢, para definir o plano de

Amostragem de Aceitagdo, basta resolver o sistema de equagdes (2.5):

{P (40L)21-« Zx,(n—'x)(AQL) (1-40L)" 21-«

S 2.5)
P.(LTPD)< f S — " _(LTPD) (1-LTPD)™ < B
= x(n—x)

» Baseada na utilizacdo da distribui¢do de Poisson como uma aproximacdo a distribuigdo
Binomial (quando » grande e @ pequeno - n constante) e recorrendo a relagdo da funcdo de

distribuicdo da Poisson com a fungao distribui¢do Qui-quadrado (Wetherill e Brown, 1991):

c e—nAQL(nAQL)x
{PM(AQL)zl—a 2, " 2l-«a {1—Flz (2nAQ0L)>1-

2(c+1)
= = ¢

PaC (LTPD) < ﬂ ) c efnLTPD (n LTPD) < uma chqucscprovaquc 1- Fl’zz(wl) (2”LTPD) < ﬂ
Z | ﬂ z" L , (2k)
x=0 X : Z3(es1)
2nAQL<F7 (a
oL<F (o) 2WAOLS o 2.6)
2nLTPD > F‘} (1-8) " |2nLTPD > 3 .11 5

Z3(c+1)

Nos capitulos seguintes descrever-se-a a Amostragem de Aceitagdo por varidveis, interesse

particular do presente estudo.
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Capitulo 3.

Amostragem de Aceitacdo para variaveis Gaussianas

3.1. Introduciao

Quando a caracteristica de qualidade em estudo ¢ uma varidvel continua que segue uma
distribui¢do Gaussiana, estdo reunidas as condi¢des para se poder aplicar a Amostragem de
Aceitacdo classica, por variaveis. Nestas condi¢des, os planos de Amostragem de Aceitagdo sao
baseados na média e no desvio padrdo amostrais.

A Amostragem de Aceitagdo por varidveis no caso Gaussiano estd essencialmente resolvida na
teoria e, para aplicacdo, vertida na norma americana MIL-STD 414, varias vezes actualizada (em
detalhes). A versdo internacional mais recente ¢ a ISO/DIS 3951-1:2008 [2008]. Embora a
variavel observada deva ser Gaussiana, a norma ¢ frequentemente aplicada como aproximagao,
eventualmente grosseira, a outras varidveis, com mais graves consequéncias se a distribui¢do for,
nomeadamente, assimétrica (Levinson, 1997, Zimmer e Burr IW., 1963), podendo a decisdo de
aceitar ou rejeitar o lote inverter-se.

Considere-se entdo que a caracteristica de qualidade a ser inspeccionada, X, ¢ uma v.a. continua

com distribuigdo Gaussiana, ou seja X N N(u,0). Esta distribuigio é matematicamente definida

pela sua funcdo densidade de probabilidade (f.d.p), que ¢ dada pela expressao:

fi(x)=———e > ,xelR 3.1)

onde u representa o pardmetro de localizacdo (o valor médio) e o o pardmetro de escala —

dispersao (o desvio padrdo).
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Amostragem de Aceitagdo para Variaveis Gaussianas: ¢ conhecido

O que se pretende entdo saber ¢ se o valor da média amostral, X , para a caracteristica de interesse
conduz a uma fraccdo de defeituosos pequena e neste caso, aceita-se o lote, ou se pelo contrario, a
fraccdo de defeituosos ¢ elevada e conduz a rejeicdo do lote. Assume-se que as alteragcdes da
qualidade no processo de produc¢do, sdo devidas a variagdo do parametro de localizagdo, 1 (e ndo
a alteracdes no parametro de escala, o).

A semelhanca dos planos de amostragem por atributos, o objectivo é determinar os valores da
dimensdo da amostra, n, e da constante de aceitacdo, k, que satisfacam as condi¢des relativas aos
riscos assumidos pelo produtor e pelo consumidor. Vai considerar-se, portanto, os dois pontos de
interesse da curva OC, (AQL, 1-@) e (LTPD, p), que irdo determinar os valores de n e k. Na
pratica, a dimensdo da amostra terd de ser aproximada pelo valor inteiro que satisfagca as
condig¢des indicadas em (2.1).

Para definir os planos de amostragem, baseados no limite superior de especificacdo, U, (Grant et
al., 1996), baseados no limite inferior de especificagdo, L, e baseados em limites de especificacio
simultaneos, vai considerar-se duas situagdes: o conhecido e o desconhecido. De referir que, os
limites de especifica¢do sdo valores da caracteristica de qualidade em estudo para além dos quais
se considera inaceitavel a sua qualidade.

Considere-se que X; (i=1,...,n) sdo v.a’s. Gaussianas independentes e identicamente distribuidas

(i.i.d).

3.2. oconhecido

3.2.1. Limite Superior de Especificacio

Considerando entdo a situacdo em que a caracteristica de interesse ¢ uma v.a. Gaussiana de
parametros / e 0, com o conhecido, e que se pretende definir planos de amostragem baseados no

limite superior de especificacdo, U, a frac¢do ndo conforme, @, ¢ dada por:
a):P(XzU):l—d)(—), (3.2)

pelo que, para que @ seja pequeno, 4 tem de ser o menor possivel. Assim, o que se pretende ¢

testar Ho: u<po v.s. Hy: >, sendo i o valor médio especificado.
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Neste caso, decide-se pela aceitag@o do lote quando a média amostral for pequena, ou se se definir
L . U-X . : :
o indice de qualidade, Qy, por O, =——, quando Qy for superior ou igual a constante de
o

aceitagdo, k, ou seja,

0, = >k (3.3)

Em consequéncia, a média amostral deve satisfazer a condi¢ao

X+ko<U. (3.4)

Uma vez que se esta a trabalhar com uma mostra de dimensdo » e u ¢ desconhecido, uma

estimativa da frac¢do ndo conforme, w, ¢ dada por

)=l—q>(QU>=q>(—QU>. G5)

A probabilidade de aceitagdo do lote ¢ entdo dada por
P, (@)= P(Ac.lotdw)= P(0, > k)= P(X <U - ko). (3.6)

ac

Uma vez que X; (i=1,...,n) é uma amostra aleatdria i.i.d. de uma populacdo Normal ou Gaussiana

de pardmetros 1 e o finitos, o conhecido e sendo X a média desta amostra, ento

)?mv(ﬂ,%). (3.7)
n

U—-ko—-u

P (w)=P < =0

Vn Vn Vn

(3.8)
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Por outro lado, para que a frac¢do de defeituosos seja @ o valor esperado de X, 4, com base em

(3.2), tera que ser'":

a):(D(—u)(:),u:U+azw, (3.9
(o}

onde z, = ® ' (w).
Finalmente, para definir o plano de Amostragem de Aceitagcdo, ou seja, para se obter os valores de

n ¢ k, basta resolver o sistema de equagdes dado em (2.1), isto €

o U-ko-u, - U_kG_U_GZAQL:zH,
g o
PO, 2klu,)=1-c -
(v 2 Kuy)=1-e _ Jn o Jn o
P(QU > k|ltll): ﬂ considerando (3.9) U - kG— U —_ GZLTPD _
@ U-ko—p |_ B o
o Vn
Jn
1 k= Zi-aZrrep T ZpZ 0L
k:_TZH’ _ZAQL Z/i _Zl—a
n =3 2, (3.10)
LZHz tZ00 = Ziep = LZIB n= _SaT%8
\/; \/; Zrrep ~ Za01

onde cada y; (i=0, 1), esta associado a uma frac¢do ndo conforme, AQL e LTPD, respectivamente.
Como n tem de ser inteiro, na pratica, as igualdades em (3.10) passam a desigualdades < e >
respectivamente.

O resultado dado em (3.10), da-nos a forma de célculo da dimensdo da amostra e da constante de
aceitagdo, para definir o plano de Amostragem de Aceitagdo no caso de a varidvel de interesse ser

Gaussiana com o conhecido e fixado o limite superior de especificacdo U.

U

P Z >
( My =U+02z,

_”|ﬂ=uo)=AQL
- @{

P(X>U|y:,ul):LTPD(:) U o =U+0z2,,

N {P(X >Ulu = p,)= AOL

P(Z > ;'ULU :ulj — LTPD
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3.2.2. Limite Inferior de Especificacio

Caso se pretenda fixar o limite inferior de especificacdo, L, o procedimento € andlogo ao anterior
e decide-se pela aceitagdo do lote quando o indice de qualidade, QO;, for superior ou igual a

constante de aceitacdo, &, ou seja,

QL:X_sz. (3.11)
o

pelo que, a média amostral tem que satisfazer a condi¢io
X-ko=>L. (3.12)

Sendo a frac¢do nao conforme, @, dada por
a):P(X<L):d)(L;’u):d)(—’u—_L), (3.13)

uma estimativa da fracgio nio conforme é @=®(-Q, ). Para que wseja pequeno, 1 tem de ser o

maior possivel. Assim, o que se pretende € testar Hy: u>o v.s. Hi: u<ply, sendo t o valor médio
especificado.

Assim sendo, a probabilidade de aceitagdo ¢ dada por

X-L
(02

P, (@)= P(Ac.lotelw)= P(Q, > k)= P( > kj = P(X > L+ko). (3.14)

Com base em (3.7) a probabilidade dada em (3.14), pode reescrever-se do seguinte modo:

(3.15)
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Por outro lado, para que a frac¢do de defeituosos seja @ o valor esperado de X, 4, com base em

(3.13), tera que ser'”:

AL oV w)eou=L-0z,. (3.16)
o

Resolvendo o sistema dado em (2.1), obtém-se os valores de n e k, para definir o plano de

Amostragem de Aceitagdo dado em (3.17).

@ L+kco>-_ﬂ0 — L+k6_L+GZAQL=Za
< e
P(QL2k|:uo):1_a(:)< Vn PN Jn N
P(QL > k|ﬂ1): ﬁ considerando (3.16) L +k6—L — GZLTPD _
_ o -8
o L+ko—u, “1-8 o
o Jn
Jn
1 k=— ZyaZ1rPp T Z8Z 40L
k:TZlZ—ZAQL Zﬁ_Zl_a
1 " 1 A R 2 ) (3.17)
= Za " Zaor T Zuep = = Z1p n=|—= "8
n n [ZLTPD ~ZaoL

onde cada ; (i=0, 1), estd associado a uma frac¢do ndo conforme, AQL e LTPD, respectivamente.

Comparando os resultados obtidos em (3.17) com os obtidos em (3.10), pode verificar-se que o
calculo da dimensdo da amostra é igual nas duas situag¢des (com limite de especificacdo superior
ou limite de especifica¢do inferior fixado), enquanto que o valor da constante de aceitagcdo ¢

simétrico.

My — L
D| - = AQL
@ {P(X<L|:U :/U0>: AQL ( (o ) ¢ PN {;uo =L-0z,,

=
P(X<L|ﬂ:/u1>:LTPD q)(—'ul_L):LTPD My =L—=0z,
o
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3.2.3. Limites de especificacdo simultaneos

Uma terceira situagdo a ter em ateng@o € o caso em que se pretende trabalhar com dois limites de
especificagdo em simultaneo (inferior, L, e superior, U). Esta situacdo ¢ de maior complexidade
tedrica pois, de uma forma simplista de dizer, € agregar os dois procedimentos anteriores num so,
como se descreve de seguida.

Ao considerar-se os dois limites de especificagdo em simultaneo, a frac¢do ndo conforme ¢ dada

por

o=PX<L)+PX2U)=w, +aw,, (3.18)

cuja estimativa ¢

D=0, +d),, (3.19)

sendo @, a estimativa da expressdo (3.5) e @, a estimativa obtida com base em (3.13), ou seja

é)U = 1_ ®(Qu )
3.20
{é)L = (I)(— QL) ( )

Para que @ seja pequeno, 1 tem de obedecer a duas condi¢des em simultaneo, pelo que, o que se
pretende € testar Hy: U=Wo v.s. Hj: W#Wo.

Quando se pretende construir planos de amostragem por variaveis com limites simultaneos, ter-se-
4, no fundo, que proceder a construcdo de dois planos de amostragem (Duncan, 1986) (E. G.
Schilling and D. V. Neubauer, 2009).

O critério de aceita¢do do lote é entdo

QL:X_szL A QU:U_szU (3.21)
(o2 (02

pelo que a probabilidade de aceitacdo do lote ¢ dada por
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Pac(a)): P(AC'IOte|a)): P(QL 2k, AQy 2 ku): P(X_L 2k, A v-X 2 ku), (3.22)
o o
e consequentemente, a probabilidade de se rejeitar o lote, sob as condi¢des de Hy, €
o = P(Rej. lotelH, ) = P(X_L < kL|HOJ+P(U_X < kU|H0j, (3.23)
o o

U-X
o

X-L

onde ¢, = P(

<kL|H0J, a, :P( <kU|H0J cea+tao,=q.

Salienta-se ainda o facto de que as frac¢des defeituosas AQL e LTPD, também sdo o resultado da
soma das frac¢des defeituosas relativas aos limites inferior e superior, respectivamente, tal como

referido em (3.18), ou seja

{AQL1 + AQL2 = AQL (3.24)

LTPD, + LTPD, = LTPD

Assim sendo, com base em (3.23) e (3.24) e, desenvolvendo em separado cada uma das
probabilidades relativas ao limite inferior e limite superior respectivamente, tal como feito (3.10)

e (3.17), obtém-se:

b o=— Zi—ZrTPD, — 2% 0L b = Zi—e,Zr1TPD, — Zp,% 0L,
L Zy, —Z v Zy —Z
B - 5 l-a,
2 e 2 . (3.25)
n = Zl_”’] _Zﬁl n. = Zl_”’z _Zﬁz
L= v =
Zrrep, ~ Z a1, Zrrep, ~ Za0L,

Dado que n; e ny tém de ser inteiros, na pratica, as igualdades em (3.25) passam a desigualdades
< e 2> respectivamente, em cada um dos sistemas.

Finalmente, para definir o plano de Amostragem de Aceitacdo, consideram-se os valores kz, ki e
n= max{n N }, de forma a satisfazer as condi¢des relativas ao limite inferior e limite superior.
Ao considerar-se n, o valor de k relativo ao outro limite deve ser recalculado. Relativamente a

dimensdo da amostra, poder-se-ia considerar também n=n, +n,, contudo, o plano de
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amostragem tornar-se-ia mais dispendioso — o que ndo ¢ conveniente —, uma vez que a dimensao
da amostra seria superior a sugerida em primeiro lugar.
Um caso particular ¢ considerar-se o caso equilibrado, em que os limites, inferior e superior, sao

AQOL

s A o
simétricos ¢ em consequéncia tem-se «, =, =5 B =5 :ﬁ, AQL, = AQL, = e

2

LTPD, = LTPD, :g. Sendo as igualdades relativas a AQL e a LTPD consequéncia da

. . w
alteragdo sofrida em (3.18) e consequentemente em (3.19), ou seja, @, = @, = > entdo as suas

o A oA . D . D .
estimativas sdo @, = @, = Utilizando-se um raciocinio andlogo apresentado em (3.25),
obtém-se
Z aZuep T ZpFa0L Z a0 T EpFaor
2 2 2 2 — 2 2 2 2
k, =— k, = —
ZpTF a ZpTF a
2 2 2 2
2 e 2, (3.26)
er - Zﬁ 2177 - Zﬁ
— 2 2 — 2
n,=|——— ny =
Zrrep T Za0L Zrrep T ZagL
2 2 2 2

em que as constantes de aceitacdo sdo simétricas (k, = —k, ) e a dimensdo da amostra ¢ igual nas
duas situacdes, pelo que, os valores a considerar para a defini¢do do plano de Amostragem de
Aceitagdo sdo -ky, ky e n. Estes resultados ja eram esperados, tendo em consideracio os ja obtidos

nos subcapitulos 3.2.1 ¢ 3.2.2.

3.3. odesconhecido

3.3.1. Limite Superior de Especificacio

Vai considerar-se agora a situagdo em que a caracteristica de interesse ¢ uma v.a. Gaussiana de
parametros i e o0, com o desconhecido, e em que se pretende definir planos de amostragem
baseados no limite superior de especificacdo, U. A frac¢do ndo conforme, @, ¢ dada por (3.2), pelo
que, para que @ seja pequeno, 4 tem de ser o menor possivel. Assim, a semelhanga do caso G

conhecido, o que se pretende € testar Hy: <y v.s. Hj: i>U,.

31



Amostragem de Aceitacdo para Variaveis Gaussianas: o desconhecido

Aceita-se o lote, a semelhanga das situa¢des anteriores, quando o indice de qualidade, Qy, for

superior ou igual a constante de aceitagdo, k, ou seja, o critério de aceitacdo do lote é:

U-X

Oy = 2k, (3.27)
S
(Xi - )_()2
onde §° = I:I—l ¢ um estimador nio enviesado para o”.
n—

Assim sendo, para que se possa decidir pela aceitagdo do lote, a média amostral tem que satisfazer

a condic¢do:

X+kS<U (3.28)

A probabilidade de aceitag@o do lote € entdo dada por

P, (@)= P(Ac.lotlw)= P(Q, > k)= P(U ;X > kj = P(X <U-kS). (3.29)
Sabendo que
7=X=H N0y), (3.30)
Jn
2
=S (3:31)
o
eque T, =22 A (2), (3.32)

onde 7, ,(A), é uma distribuicio # ndo central de parimetro de nio centralidade A, e considerando

32



Amostragem de Aceitagdo para Variaveis nao Gaussianas

=22V Lo (@)=/nz,® (3.33)

entdo (3.29) toma o seguinte aspecto

P (@)=P z+i<-"5 |- pl Z14 kS</n

HE

a*/(n-1)

= P, <—k+n). (3.34)

Com base em (3.34) e resolvendo o sistema de equagdes (2.1), obtém-se a definicdo do plano de

Amostragem de Aceitagdo, dado em (3.35).

1

k= 2o (-
(QUZkIﬂ Hy)=1- * r, luo( k*/_) ‘/I_F =) (3.35)
PO, 2 Hu=p)=B F, (k\/_) n:mzl |
F o) (1-e)

onde cada y; (i=0, 1) estd associado a uma frac¢do ndo conforme, AQL e LTPD respectivamente,

ficando A, :\/;ZAQL e A =nz,.,,. (3.36)

3.3.2. Limite Inferior de Especificacio

Fixando o limite inferior de especificacdo, L, o procedimento ¢ analogo ao apresentado para o
limite superior de especificagao.
Decide-se pela aceitacdo do lote quando o indice de qualidade, Q;, for superior ou igual a

constante de aceitagdo, &, ou seja,

X-L
S

0, = 2k. (3.37)

® A fracgiio ndo conforme, , & dada por @ = P(X >U) < <I)( #) =l-oeu=U+oz_

o
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Uma vez mais, para que se possa decidir pela aceitagdo do lote, a média amostral tem que

satisfazer a condig¢ao:
X-kS>L. (3.38)

Considerando os resultados dados em (3.16), (3.30), (3.31) e (3.32), fazendo

a=H=l_ (wWn=-z,n, (3.39)

a probabilidade de aceitacdo do lote ¢ entdo dada por

P.(0)=P(0, > k)=1-P(T, < k\n), (3.40)
onde T, =2 +Y/1 At (1) (3.41)
n-1

Resolvendo o sistema de equagdes (2.1), obtém-se a definicdo do plano de Amostragem de

Aceitacdo, dado em (3.42).

k= F (@)
e T
B

PO, 2 Hlu =) Fopln)=p T Fowl-8)_,
F;:l(%)(a)

(3.42)

onde cada y; (i=0, 1) estd associado a uma frac¢do ndo conforme, AQL e LTPD respectivamente,

ficando 4, = —\/;ZAQL e A = —\/ZZLTPD. (3.43)

Comparando os resultados aqui obtidos com os obtidos para a situacdo de ser fixado o limite
superior de especifica¢do pode ver-se que o parametro de ndo centralidade da distribuicdo ¢ ndo

central € simétrico entre as duas situacdes. Relativamente aos quantis da distribui¢do t ndo central,
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no caso do limite superior tem-se os quantis de probabilidade 1-a e f, e para o caso do limite

inferior tem-se os quantis de probabilidade o e 1-f.

3.3.3. Limites de especificacdo simultaneos

Fixando os dois limites de especificagdo, inferior, L, e superior, U, ficar-se-4 perante uma situago
analoga a ja apresentada no subcapitulo 3.2.3.

O critério de aceitagdo do lote ¢ dado por

>K, (3.44)

e consequentemente, a probabilidade de aceitacdo do lote ¢

P, (0)= P(Ac.lotw)= P(0, >k, AQ, 2 k,)= P(X;L >k, A U;X > kuj, (3.45)
pelo que a probabilidade de rejei¢do do lote, sob Hy, ¢

o= P(Rej. lotelH, ) = p(X;L < kL|HOj+P(U;X < kU|H0), (3.46)
sendo ¢, = P(X L < kL|H0] e, = P(U —X < kU|HOJ.

Com base em (3.24) e (3.46) e, desenvolvendo em separado cada uma das probabilidades relativas

aos limites inferior e superior, respectivamente, tal como apresentado em (3.35) e (3.42), obtém-se

| R 1

b= o @) ke == g Fil U e) 347
n 'E”_Ll"%‘)(l_'gl)—l ) 0 anj-l%n(ﬂz) _q ’ (3.47)
) E:-Mo)(“l) Y EZMUO) (1-e,)
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onde /ILO =L Z 01,5 ;LLI ==\ Zrrpp, > ﬂ'uo =Ny Z401, © /1(,1 =Py Zrrep, -
Para definir o plano de Amostragem de Aceitacdo, consideram-se os valores k;, ky e
n=max{n, ,n, }, de forma a satisfazer as condi¢des relativas ao limite inferior e limite superior.

Uma vez mais, ao considerar-se #, o valor de & relativo ao outro limite deve ser recalculado.

Passando agora ao caso particular, isto &, considerar-se intervalos equilibrados pelo que

AQL LTPD
o =a, :%, B =B, :g, aor, = dor, =2L o r7pD, = LTPD, ==~ Sendo as
igualdades relativas a AQL e a LTPD consequéncia da alteracdo sofrida em (3.18) e
. @ T )
consequentemente em (3.19), ou seja @, =, :E, e em consequéncia @, =, :5.
Utilizando-se um raciocinio analogo apresentado em (3.47), obtém-se
1 o 1 o
prald) g
L \/Z tap-1(Agg) 2 U \/Z tuy—1(Ag) 2
, B 4 B
E (1 - 2) € B, >(2j ’ (3:48)
n,: p =1 |n,: p =1
-1 -1
Ft,,HMLO ) (2j Fz,,u,l(zuo ) (1 - 2)
onde A, =—\n,z,5, A, =N, 205 Ay =AMy 2,49, € Ay =AMy 2, 7p, - Considerando que
2 2 2 2

n=max{n,,n, }, de forma a satisfazer as duas condigdes, os pardmetros de nio centralidade da

distribuicdo t ndo central ficam simétricos, pelo que recalculando, os sistemas (3.48) podem ser

reescritos da seguinte forma:

1 o 1
k, =——F"' (—) k, =——
L }nL fnL—l(/iLo) 2 U [nU

-1

O o
F;HU—] (_ALO ) (1 - Ej

B

F ~

tnUl(/‘LLl)( 2

(3.49)

F >(1 _'6) ©
L 1 2 :1

_ (04 o
o= =

e ]

Uma vez que a distribui¢do t ndo central, ndo ¢ simétrica em torno de zero, ndo se obtém um plano

n, : =1

n,
-1
F;HU -1 (_ZLO ) (1 -

de amostragem tdo simples como no caso de ¢ conhecido, em que a distribui¢do subjacente ¢

simétrica em torno de zero. Por este facto, para definir o plano de Amostragem de Aceitacdo os
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valores a considerar sdo valores k;, kiy € n. Uma vez mais, ao considerar-se #, o k relativo ao outro
limite deve ser recalculado.

Deve referir-se que nos capitulos seguintes ndo ira ser feita referéncia, sistematica, ao facto de n
ter de ser inteiro, pelo que na pratica as igualdades do sistema (2.1) passam a ser desigualdades do

tipo < e >, respectivamente, uma vez que apesar de omissa ele ¢ considerado.

3.4. Amostragem de Aceitacdo para variaveis com distribuicio Gaussiana

Inversa: breve referéncia

Os planos de Amostragem de Aceitagdo para o caso em que a caracteristica de qualidade em
estudo segue uma distribuicdo Gaussiana Inversa (GI) — também conhecida como distribui¢do de
Wald — ja foram tratados por Aminzadeh (1996), Das ef al. (2002) e Casquilho et al. (2006).
Motivo pelo qual, neste subcapitulo se ira apresentar somente uma breve descri¢do da construg@o
destes planos de amostragem, focando-se os resultados mais relevantes obtidos pelos autores.

Seja entdio X a caracteristica de qualidade de interesse. Diz-se que X N GI(u, 1) se e s6 se a sua

f-d.p. for dada pela expressado

1 J[MJZ
f(x)= / e A x>0,4>0,4>0, (3.50)
27 x

e a sua funcao distribuicdo dada por

FX(x):P(XSx)z@(\/%(%—ljj+e2;q{— %(%HJJ (3.51)

onde u representa o parametro de localizagdo e A o parametro de forma.

Segundo Aminzadeh (1996), a segunda parcela de (3.51) pode ser desprezada face ao pequeno

valor de d)(— \/Z(i + ID, para valores de x consideravelmente inferiores a ( e para valores de
X\ u

A . . . o
— suficientemente grandes, nomeadamente superiores a 10. Resultado que vai ser utilizado
X

posteriormente.
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A distribuicdo Gaussiana Inversa ¢ muito utilizada em estudos sobre o tempo de permanéncia de
um tracador num sistema bioldgico e duracdo de equipamentos (Folks e Chhikara (1978)).

E agora de todo o interesse ver de que forma a variagdo dos parAmetros afecta as caracteristicas da
distribuicdo e a forma da f.d.p.. Os gréaficos das figuras 3.2 e 3.3, ilustram o efeito da variagdo dos
pardmetros nas caracteristicas e na forma da f.d.p.. Da sua andlise verifica-se que fixando u e
aumento o valor de A, é notdria a diminuigdo do desvio padrio e da assimetria positiva da
distribui¢do, aumentando o peso da cauda direita, excepto quando A é muito maior que £ Fixando
A e aumentando y ocorre um aumento do desvio padrdo e da assimetria positiva da distribuigdo,

apresentando cauda direita mais pesada.

" 1=02

Figura 3.2: Efeito na f.d.p. dos valores do parametro ~ Figura 3.3: Efeito na f.d.p. dos valores do pardmetro de
de forma, A4, mantendo 4 constante (=1) localizagdo, &, mantendo A constante (=1)

A média e a variancia da distribuicdo Gaussiana Inversa, sdo dados respectivamente por:

U= U

Para a definicdo dos planos de Amostragem de Aceitacdo baseados no limite superior de
especificagdo, U, baseados no limite inferior de especificacdo, L, e baseados em limites de
especificagdo simultdneos, considera-se que as alteracdes da qualidade no processo de producio,
sdo devidas a variagdo do parametro de localizag¢do, i (e ndo pelas alteragdes no pardmetro de
forma, A. A semelhanca das situagdes anteriormente apresentadas para o caso Gaussiano, também
aqui se considera duas situac¢des, A conhecido e A desconhecido.

Tendo por base o trabalho de Casquilho et. al (2006), ira ser feita referéncia a situacdo de A
desconhecido, fixando-se o limite inferior de especificacao.

Considere-se entdo, que X; (i=1, ..., n) sdo v.a.’s i.i.d, com distribuicdo Gaussiana Inversa.
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Pretende-se entdo definir, para este caso os planos de amostragem baseados no limite inferior de

especificagdo, L, em que a fraccdo ndo conforme, @, ¢ dada por
a):P(X<L):FX(L)zq{ &[£_ID @ (3.52)

pelo que, para que @ seja pequeno € necessario que 4 seja o maior possivel. Assim o que se

pretende € testar Ho: 1214 v.s. Hi: p<up. Uma estimativa para @ ¢ dada por
é):P(X<L):FX(L)zd)[ i(ﬁqJ (3.53)

onde fI=X, estimador de maxima verosimilhanga de s, tal que, segundo Tweedie (1967)

X NGI(u,nh), e /i:% estimador de maxima verosimilhanga de A, com V = Z(L—LJ

i=1 X,‘ X

Tweedie (1957) provou também que que W =AV N y., e que X e V sdo v.a. independentes.

Folksne e Chhikara (1978) referem que R’ = ¢ um estimador centrado com variancia

n—1
uniformemente minima (UMVUE) de % A este respeito ainda, Aminzadeh (1996) com base em

estudos de simulagdo e testes de ajustamento afirma que:

T = X{1 - kRVL )AGI(ult - k4L ) nAll - kT). (3.54)

O critério de aceitac@o do lote, ¢ uma vez mais Q, =k, tal que

Y XRJL

(3.55)

@ Para valores de L consideravelmente menores que 4 ¢ para valores 4 suficientemente grandes, a segunda parcela
u

de Fx(x) pode ser desprezada, segundo Aminzadeh (1996).

® Indice de qualidade proposto por Aminzadeh (1996).

39



Amostragem de Aceitagdo para Variaveis Gaussianas Inversas: breve referéncia

Pelo que a probabilidade de aceitagdo do lote ¢

P, (@)= P(Ac.lotelw)= P(0, > k)=1-® (3.56)

Com base em (3.56) e resolvendo o sistema (2.1), obtém-se a definicdo do plano de Amostragem

de Aceitagdo, dado em (3.57).

: M(lLkm[M(lLkﬁJl

com cada g (i=0, 1) associado a uma frac¢@o ndo conforme e dados por

-1
My =L 1+\/ZZAL
{P(X<L|ﬂ:yo):AQL A7

_ _ = e
P(X < Lju=u,)=LTPD 7
H :L(l+\/%ZLTPD}

Procedendo-se as substituicdes e simplificacdes e considerando as condi¢des ja referidas
anteriormente, obtém-se a defini¢do do plano de amostragem, ou seja, os valore de » e k, dados

por

© Considerando (3.56) e (3.54) ¢ o facto de a segunda parcela da fungdo distribuicdo da Gaussiana Inversa ser
desprezavel.
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k= ZaZrrPD T Z1-8Z 40L

2y 52
2
Z, .=z
1—-
n=|_A "o
Zrrep ~Z 401

Finalmente, a probabilidade de aceitag@o do lote para a gama de fracgdes ndo conformes, ¢ dada

(3.57)

por

P ()= P(Ac. 10te|a)) =P(Q, 2k)=1- q)(\/;(k +z, ))

a

A abordagem utilizada por Casquilho ez. al. (2006) para a comparac¢do dos planos de amostragem
especificos da Gaussiana Inversa e os planos de amostragem classicos, os da Gaussiana, foi
idéntica a utilizada neste trabalho. Foram considerados fixos os valores de n, AQL, oo e e o
sistema (2.1) resolvido em ordem a k ¢ LTPD. Os resultados obtidos mostram as diferengas entre
os dois planos e evidenciam os perigos de decisdo errada quanto a aceitacdo ou rejei¢ao do lote,
podendo ocorrer prejuizo quer do produtor, quer do consumidor. No entanto, ndo ¢ feita qualquer
referéncia a influéncia do valor dos pardmetros nos resultados. Verifica-se, contudo, que a medida
que a dimens3o das amostras aumenta, diminuem as discrepancias entre o caso especifico e o

classico, como se esperava.
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Capitulo 4.

Amostragem de Aceitacio para Variaveis Exponenciais

4.1. Introducao

A distribuicdo Exponencial ¢ uma das distribui¢cdes continuas mais importantes e ¢ muito utilizada
no estudo de filas de espera e de fiabilidade de sistemas complexos.

A distribui¢io Exponencial tem uma larga aplicacio em Engenharia. E usada em situagdes em que
se pode identificar um processo de Poisson, isto €, de ocorréncia de eventos, a uma taxa constante,
num intervalo de tempo ou numa regido do espago. Esta distribuicdo ¢ utilizada, em particular
para representar o tempo e espaco entre eventos independentes. Por exemplo, o tempo entre
chegada de clientes a um estabelecimento, o tempo entre chegadas de encomendas a um armazém
ou o intervalo de tempo decorrido entre o instante em que uma peca ¢ sujeita a um esforgo
mecanico e o instante em que ocorre uma falha — por exemplo a quebra da pega.

Considera-se agora, entdo, o caso em que a caracteristica de qualidade é uma varidvel com

distribuigio Exponencial, ou seja, X N Exp(J). A sua fd.p. é dada por
fAﬂ:%eﬁx2Q§>O (4.1)
e a sua funcdo distribui¢ao por

F(x)=1-¢e?%,x20,5>0, (4.2)
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em que 0 ¢ a taxa média do processo, que reflecte, em média, quantos eventos ocorrem numa
unidade de tempo. Sendo o valor esperado e variancia da distribui¢do dados, respectivamente, por
E[X|=u=6ceV[X]=0*=6".

E de todo o interesse ver de que forma a variagio do pardmetro ¢ afecta as caracteristicas da
distribuicdo e a forma da fd.p.. A figura 4.1, ilustra a influéncia do parametro na forma da f.d.p., e
da sua andlise pode verificar-se que a medida que o valor do pardmetro ¢ aumenta a curva da f.d.p.

vai ficando mais achatada e com a cauda direita mais pesada.

Figura 4.1: Efeito na f.d.p. dos valores do pardmetro o

Como o pardmetro 0 ¢ desconhecido, ira utilizar-se o seu estimador de maxima verosimilhanga

o=X.
A semelhancga do caso classico, o que se pretende saber € se o valor da média amostral, X , para a

caracteristica de interesse conduz a uma frac¢do nao conforme baixa, levando a aceitar o lote, ou

se, pelo contrario, a fraccdo ndo conforme ¢ alta, levando a rejeitar o lote. Para tal, é necessario

determinar a distribui¢do da variavel aleatéria X .

Sejam entdo, X; (i = 1, ..., n) v.a.’s i.i.d., tais que é X, N Exp(d). Uma vez que F’mExp(l),

sabendo que Z%:%mGama(ml) e considerando Y :%, esta v.a. segue uma
i=l

distribuigio Gama de parimetros # e 2. Sabe-se também que uma distribuicio Gama(n,2) é uma

distribuigdo y;,, pelo que se tem

_ 2nX
o

Y

My, , variavel fulcral para 6. 4.3)
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2
Quanto as propriedades do estimador de § X, de (4.3) tira-se que E [)? ]:5 e V[)? ]:5—
n

Concluindo-se portanto, que & & um estimador centrado de de com variancia assimptotica nula, o
que significa que X & um estimador fracamente consistente de .

Estando-se a trabalhar com varidveis Exponenciais, assume-se portanto, que as alteragdes da
qualidade no processo de produgéo, sdo devidas a variagdo do pardmetro o.

A semelhanca dos planos de amostragem anteriormente abordados, o objectivo é determinar os
valores da dimensdo da amostra, n, e da constante de aceitacdo, k, que satisfagam as condicdes
relativas aos riscos assumidos pelo produtor e pelo consumidor. Vai considerar-se, portanto, os
dois pontos de interesse da curva OC, (AQ0L, 1-@) e (LTPD, p), que irdo auxiliar no calculo de n ¢
k. Na pratica, a dimensdo da amostra tera de ser aproximado pelo valor inteiro que satisfaga as

condig¢des indicadas em (2.1).

4.2. Limite Superior de Especificacdo

Comecando por fixar o limite superior de especificagdo, a fracgdo ndo conforme, ®, ¢ dada por

U

w=PX>U)=e ?, (4.4)

pelo que, para que ® seja pequeno, Jtem de ser o mais pequeno possivel. Desta forma, o que se

vou
pretende € testar Hy: 6<0y v.s. H;: 6>0y. Uma estimativa de ® é @ = P(X >U ) =e ?=e*.(4)5)

Neste caso, o indice de qualidade natural é Q, =g:% e o plano de amostragem a definir

)

aceitara o lote se se verificar

0, = (4.6)

1| S
\V2
=~

Esta condi¢do de Qu suficientemente grande ¢ aquela que a média amostral deve satisfazer para
que se possa aceitar o lote, isto é, pretende-se que o lote seja aceite para valores da média amostral

suficientemente pequenos (em relag@o ao limite de especificagdo), tal como atras referido.
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Para definir um plano de amostragem, como nas situacdes anteriores, determinam-se os valores da
dimensdo da amostra, n, e da constante de aceitacdo, k, que satisfacam as condi¢des relativas aos
riscos do produtor e do consumidor. Assim, para o caso de varidaveis com distribui¢ao
Exponencial, a dimensao da amostra, n, € a constante de aceitagdo, k, resultam da resolugdo de

4.7).

U
{P(QU2k|50):1—a@ P(QU=72’€|5=50)=1—0! “n
P(QU2k|5l):15 P(QU:%ka:é‘lj:ﬁ
com cada ¢ (=0, 1) associado a uma frac¢do ndo conforme:
v S =— u
P(X >U|6=6,)=40L e % = AQL *" In(40L)
= = . (4.8)
P(x >U|§=6,)=LTPD U

U
5 s=__Y
e " =LTPD '~ n(LTPD)

Com base no resultado (4.3) e atendendo a (4.8), o sistema (4.7) pode ser reescrito da seguinte

forma:

P(YSan|5:50):l—a - (_2nln(AQL)):l_a L __2nin(40L)

k5 ;(22” k ZZzn'lf(Z
< & 2 . (4.9
In(4Q0L
P(YS2nU|5:51):IB FZ(_M):IB n: {Zn;ﬁ n( 0 ) -1
ko o k Xoni-a In(LTPD)

onde )(,fm , representa o quantil da distribui¢ao }(2 com 2n graus de liberdade e de probabilidade
p.

Da resolugdo de (4.9), obtém-se, como se disse, os valores de » ¢ k, ficando assim definido o
plano de Amostragem de Aceitagdo para variaveis Exponenciais, fixado o limite superior de

especificagao.
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4.3. Limite Inferior de Especificacdo

Fixando-se agora o limite inferior de especificacdo, o processo ¢ analogo ao anterior, sendo a

frac¢do ndo conforme, ®, dada por

L

w=PX<L)=1-¢ 7, (4.10)

pelo que para que ® seja pequeno ¢ necessario que O seja o maior possivel, pretendendo-se

portanto, testar Ho: >0y v.s. H;: 6<0p. Uma estimativa para ® ¢

L

L
O=P(X<L)=1-e®=1-e*. (4.11)

O indice de qualidade proposto ¢ entdo Q', = e o plano de amostragem a definir,

Bl| e
~ | |

aceitara o lote se se verificar

(4.12)

A defini¢do do plano de Amostragem de Aceitagdo, passa pela resolucdo do sistema (4.13), com
cada ¢ (i=0, 1) associado a uma frac¢do ndo conforme'”, AQL e LTPD, respectivamente e

considerando o resultado (4.3).

2nin(l- AQL
P(QL21|5:50):1—05 k=- (2 oL
k ol , e . (4.13)
1o _ _Zzn;l—ﬁln(l_AQL)_
PO, 2—|6=6|=p n:=3 =1
k Xavo (1= LTPD)

L
@) P(X<L|50):AQL PEN 50 _ln(l—AQL)
P(x<Ls)=LTPD |5 __ L
" In(1-LTPD)
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Da resolucdo do sistema (4.13) obtém-se os valores de n e k que definem o plano de Amostragem

no caso de a caracteristica de interesse ser Exponencial e fixado o limite inferior de especificacéo.

4.4. Limites de especificaciio simultineos

Fixando agora os dois limites de especificagdo, inferior e superior, a fracgdo ndo conforme, tal

como no caso Gaussiano, ¢ dada pela soma das expressoes (4.3) e (4.9), ou seja,
o=PX<L)+PX2U)=w, +aw,, (4.14)
cuja estimativa ¢é

=0, +a0,, (4.15)

sendo @, a estimativa da expressdo (4.5) e @, a estimativa obtida com base em (4.11).

Uma vez mais, para que ® seja pequeno, O tem de obedecer as duas condigdes ja expostas
anteriormente, pelo que o que se pretende ¢ testar Hy: =& v.s. Hi: & &, com o, +, = .
o, 1 C1 1
O plano de amostragem aceitara o lote se O, = P AQ, 2k, erejeita-lo-ase O, < T v, <k,.
L L

Desta forma, a probabilidade de rejeitar o lote, sob Hy é:

P(Rej.lote]H, ) = P(QL < ki|HO] + PO, <k,|H,)= e, (4.16)
L
sendo ¢, =P(QL <kL|H0] e a, :P(QU <kU|H0).
L

Considerando (3.24), resolvendo em separado as duas probabilidades e utilizando um raciocinio

analogo ao caso de limites de especificagdo simples, obtém-se
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2n, In(1— AQL,) 2n, In(40L, )
k, =— . ky, = -4 =2
ZZnL;al e ZZnU;l—az
. /,(22nL;lf/j'l ln(l - AQLI) _ zZan;,Bz ln(AQL2)
L - U

7 (- LTPD) o In(LTPD,)

Para definir o plano de Amostragem de Aceitagdo,

(4.17)

consideram-se os valores k;, ky e

n=max{n, ,n, }, de forma a satisfazer as condi¢des relativas ao limite inferior e limite superior.

Uma vez mais, ao considerar-se #, o valor de & relativo ao outro limite deve ser recalculado.

Passando agora ao caso particular, isto &, considerar-se intervalos equilibrados e considerando as

condigdes ja expostas anteriormente, obtém-se

(4.18)

n, h{ - AQL) on, m( AQL)
k, = 2 k 2
an’E 2ny 1—3
> _A9L © 2 AQL
IZnL l—ﬁ ln( 2 ZZ”U ;ﬁ ln 2
n, 2 — n, 2 —
) LTPD ) LTPD
7 [1-22 In| =2
2 2 21— 2

Para o plano de Amostragem de Aceitagdo, consideram-se os valores k;, ky e n =max{n,,n, }, de

forma a satisfazer as condigdes relativas ao limite inferior e limite superior. Uma vez mais, ao

considerar-se 7, o valor de & relativo ao outro limite deve ser recalculado.
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Capitulo 5.

Amostragem de Aceitacdo para Variaveis Gama

5.1. Introducio

Considere-se que a caracteristica de qualidade em estudo, X, num processo de producdo, tem

fdp.

fy(x)= 5911(6?))66_165’ x>0,6>0,0>0, (5.1)

onde O corresponde ao parametro de escala e € ao pardmetro de forma , pelo que se diz que

X N Gama(0,65). De referir que T'(k) é a fungdo gama e é definida por I'(k)= _[ exdx.

0
Quanto a fungdo distribuicdo, Fx(x), se & ndo for um nimero inteiro, ndo existe nenhuma fungao
expressa por um numero finito de funcdes elementares cuja derivada seja a fung¢do densidade de
probabilidade Gama. Contudo, se € for um numero inteiro positivo, prova-se que a fungdo

distribui¢do é

x _ X 61 i
FX(x)zP(XSx)z_[ ! t""e ddt=1-e 9 (%) —,x>0, 6>0, (5.2)
. ;

e ¢ conhecida como distribuicdo de Erlang.

No entanto, neste trabalho ird utilizar-se o caso geral, ou seja
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! e 3dt ,x>0,0>0,5>0. (5.3)

As distribui¢cdes Exponencial e Qui-Quadrado sio casos particulares da distribuicdo Gama, em

que: i) se =1, entdo tem-se uma distribuicio Gama(@=1,8)= Exp(d); ii) se 6 =3 (com v

inteiro positivo) e 0 = 2, entdo tem-se Gama(e = %,5 = 2) =7,

A distribuicdo Gama, tal como a Exponencial, ¢ muito utilizada no estudo de filas de espera e de

fiabilidade de sistemas complexos. E também usada para representar a duracdo de uma tarefa, de

um equipamento, entre outros.
A semelhanca do que foi feito para as distribuigdes anteriores, também para a distribui¢io Gama é

de todo o interesse ver de que forma a variacdo dos parametros afectam as caracteristicas da
distribuicdo e a forma da fd.p. As figuras 5.1 e 5.2, ilustram a influéncia dos dois parametros na
forma da f.d.p. e da sua andlise pode verificar-se que a medida que o valor do pardmetro de escala,
0, aumenta a curva da f.d.p. vai ficando mais achatada e com a cauda direita mais pesada. Quanto

a influéncia do pardmetro de forma, pode ver-se que a medida que € aumenta a curva da f.d.p da

distribui¢do Gama aproxima-se da curva da distribui¢do Gaussiana.

=5
1 \
I‘ \\
) \
! \
{ Y
’Il /,—\1\ \5 = 10
[ NN
II| / N\ : ~
:: / \\ ~ ~0 =15
P e el -
Figura 5.1: Efeito na f.d.p. dos valores do pardmetro  Figura 5.2: Efeito na f.d.p. dos valores do parametro
de forma, 6, mantendo J constante

de escala, &, mantendo @ constante

A média e a variancia da distribuicdo Gama, sdo dadas respectivamente por:

> u=00;

> o' =65".
Para a definicdo dos planos de Amostragem de Aceitacdo baseados no limite superior de

especificagdo, U, baseados no limite inferior de especificagdo, L, ¢ baseados em limites de

especificagdo simultdneos, vai considerar-se que as alteragdes de qualidade no processo de
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producdo se devem a variagdo no pardmetro de escala, o (e ndo a alteragdes no pardmetro de
forma, 6). Vai considerar-se também, duas situagdes: & conhecido e & desconhecido.

Considere-se ainda que que X; (i=1,...,n) sdo v.a.’s i.i.d, com distribuicdo Gama.

5.2. @conhecido

5.2.1. Limite Superior de Especificacio

A semelhan¢a do que foi feito anteriormente, vai comegar por se fixar o limite superior de

especificagdo, U, sendo neste caso a fracgdo ndo conforme dada por

U t
w=P(X>U)=1-F,(x)=1 —j Lo oqy , (5.4)
0

pelo que, para que @ seja pequeno € necessario que J seja 0 menor possivel. Assim, o que se

pretende ¢ testar Hy: <& v.s. H;: &&. Uma estimativa para @, ¢ dada por

U t
A N 1 -1 _§
w=1-F, (x)=1-|— t""e °dt. (5.5)
. . . U A . ..
O indice de qualidade proposto para este caso ¢ Q,, :E’ sendo 0 o estimador de maxima

verosimilhanga de ¢, tal que é==

S

Seja X; (i=1,..,n) uma amostra aleatéria de uma popula¢do Gama(6,9), com 6 conhecido, entdo

ZXimGama(nﬁ,é'). Sendo 3:% entdo nHS:ZX[mGama(nH,J). Assim sendo, a v.a.
i=1 i=1
fulcral para ¢é
2108
V=20 L (5.6)
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Quanto as propriedades do estimador, de (5.6) tira-se que E [5]:ET:__

v 2
V[ﬁ]:V[%]: V[;g]— 50 Daqui se conclui que & é um estimador centrado de & e com
n n

variancia assimptotica nula, o que significa que 0 é um estimador fracamente consistente de .

O plano de amostragem a definir, aceitard o lote se se verificar a condi¢do O, = % >k. (5.7)

Para definir um plano de amostragem, tal como nas situag¢des anteriores, determinam-se os valores
da dimensdo da amostra, n, € da constante de aceitacdo, k, que satisfacam as condi¢des relativas

aos riscos do produtor e do consumidor:

PO, 2Ko=3,)=1- 59
Plo,2K6=6)=5
com cada ¢; (i=0, 1) associado a uma frac¢do ndo conforme:
5 = U
P(X>U|5:50):AQL ’ Gamaé’l (1 )
= . (5.9)
P(X>U|5=36)=LTPD "~ | 5 _ u
" Faunaton1 = LTPD)
Com base em (5.6) e (5.9), o sistema (5.8) pode se reescrito da seguinte forma:
oo Ply< 2”6('](] =l-a
n
Pl Y< 0=9, |=1-« -
( 6k | Oj FGama 6’1 (1 AQL)
2n0U it i
P(YS Sk |5:51J_ﬁ 200U
n
<
Pl Y< U B
Fanaton) (L= LTPD)
2n eFG_alma(H,l)(l - AQL) 2 k = 2n6FG;1ma(0’l) (1 _ AQL)
i = Xanoi1-a Zz
2n€1 o
. = (5.10)
2n eFGama )(1 LTPD) ZZ n: /1/2719 B Gama(ﬁ 1) (1 AQL)
k noh ZZnB l-a Gama(ﬁ 1) (1 LTPD)
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5.2.2. Limite Inferior de Especificacio

Fixando agora o limite inferior de especificagdo, L, a fraccdo ndo conforme ¢ dada por

w=P(X<L)=F,(x) (5.11)

Il
Sy S—
—_

~

®

® |
x|~

S8

pelo que, para que @ seja pequeno ¢ necessario que o seja o maior possivel. Assim, o que se

pretende ¢ testar Hy: &> v.s. Hi: &<&. Uma estimativa para @, ¢ dada por

t
t%e 4t . (5.12)

LS

. . . L
O plano de amostragem a definir, aceitard o lote se se verificar Q', = g <ksQ, = 7 .(5.13)

1
k
Para o célculo dos valores da dimensdo da amostra, », € da constante de aceitagdo, &, ter-se-a4 que
considerar, uma vez mais o sistema (2.1), onde se tem em consideragdo as condi¢des relativas aos

riscos do produtor e do consumidor:

P(QL 2%|5: 50):1—05
| : (5.14)
0,2 416-0)-p
com cada ¢; (i=0, 1) associado a uma frac¢do ndo conforme,
5 = L
0 _
P(x <L|§=6,)=40L o Funaton(AOL) 5.15)
P(X <1]6=6)=LTPD |5 _ L
1

- Gjma(@,l)(LTPD)

Com base em (5.6) e (5.15), o sistema (5.14) pode se reescrito da seguinte forma:
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ply< 2n6 L .
2n6 L - L a
Pl Y> 0=0,|=1-« k—
( k5 | OJ P FG;ma(G,l)(l - AQL) JEN
o)
n
P Y< =1-
7 )i
Fiapa(on) (L= LTPD)
- 2
2”9chma(a,1)(AQL) 2 k — 2” eFGama(ﬂ,l) (AQL)ZZVIH;(Z
k - Zzw;a o 2 Zzzne;a (5 16)
-1 -1 .
2n9FGama(6,l)(LTPD) _ /?,’2 s - ZZna;l—/iFGama(a,l) (AQL) _
2n@;1— . _
k ZZznG;aFG;ma(H,l) (LTPD)

A defini¢do do plano de Amostragem de Aceitagdo para o caso em que a caracteristica de
interesse ¢ uma varidvel com distribui¢do Gama, com @ conhecido e fixado o limite inferior de
especificagdo, passa pela resolucdo do sistema (5.16).

Comparando os resultados obtidos em (5.10) e (5.16), o que se destaca € que na primeira situagao
os valores de n e k s@o obtidos com base na cauda direita das distribuicdes Qui-quadrado e Gama

e na segunda s@o obtidos com base na cauda esquerda das distribuic¢des.

5.2.3. Limites de especificacio simultineos

Fixando agora os dois limites de especificacdo, inferior e superior, a frac¢do ndo conforme ¢ dada

pela soma das expressdes (5.4) e (5.11), ou seja,

w=PX<L)+PX2U)=w, +m,, (5.17)

cuja estimativa é

b=, +ady,, (5.18)

sendo @, a estimativa da expressdo (5.12) e @, a estimativa obtida com base em (5.5).
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Uma vez mais, para que ® seja pequeno, O tem de obedecer as condi¢bes ja expostas

anteriormente, pelo que o que se pretende ¢é testar Hy: =& v.s. Hy: &, com o, +a, = .

o 1 P 1
O plano de amostragem aceitara o lote se O, = T AQ, 2k, erejeita-lo-ase O, < P v, <k,.
L L

Desta forma, a probabilidade de rejeitar o lote, sob Hy, €

P(Rej. loteH, ) = P(QL < ki|HoJ +P0, <k, |H,)=a, (5.19)
L

sendo ¢, = P[QL < ki|H0j e &, = P(Q, <k,|H,).
L

Considerando (5.6) e resolvendo em separado as duas probabilidades utilizando um raciocinio

analogo ao caso de limites de especificacdo simples, obtém-se os resultados:

k= 2n0FG_alma(€,l) (AQLI )Zzana;al b = 2nU0FC;alma(9,l) (l - AQLz)

L 2 U 2
2 Fftang;atA . ) e 2 /iz,nblﬂ;l_az (l AOL ) (5.20)
0 ZZnLH;l—ﬂl Gama(8,1) Q 1) _ 1 . inue;ﬁz Gama(6,)\* Q ) 1
. - - U . _ -
‘ Zzane;al FG;ma(ﬁ,l) (LTPDI ) ZZanB;lfaz FGalma(H,l) (l - LTPDZ )

Uma vez mais, para definir o plano de Amostragem de Aceitagdo, consideram-se os valores &z, ky/
e n=max{n,,n, }, de forma a satisfazer as condi¢des relativas ao limite inferior e limite superior.
Ao considerar-se 7, o valor de k relativo ao outro limite deve ser recalculado.

Tal como para os casos anteriores, passando ao caso particular, isto €, considerar-se intervalos

equilibrados e considerando as condigdes ja expostas anteriormente, obtém-se o resultado (5.21).

_ AQL ) AOL
2I’lL9FG;ma(9,1)( > ) 22 0.2 2nU9FGalma(€,1)(l — Q)
k = "L ‘2 k — 2
L P U 3
2nL9;% 2nua;1—%
o (4eL) € N (A2 (5.21)
ang;l_g Gama(6,1) 2 | 2nu9;§ Gama(0,1) ) 1
n, . = n, . =
L  [PD T (it
ZZV:LH;% Gama(0,1) 2 ZnUB;l—% Gama(6,1) )
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Uma vez mais, para o plano de Amostragem de Aceitagdo, consideram-se os valores &z, ky e

n=max{n, ,n, }, de forma a satisfazer as condi¢des relativas ao limite inferior e limite superior.

Ao considerar-se n, o valor de k relativo ao outro limite deve ser recalculado.

5.3. @desconhecido

Considerando que o limite superior de especificacdo, U, ¢ fixado, a fraccdo ndo conforme ¢ dada

por

U t
1 -
0=P(X>U)=1-F,(x)=1- *le odr, (5.22)
0
pelo que, para que @ seja pequeno é necessario que O seja 0 menor possivel. Assim, o que se
pretende ¢ testar Hp: o5& v.s. H;: &¢&. Uma estimativa de o ¢

t

U
R 1 R
é):l—FX(x):l—J-ﬁT)tg_le Sdr, (5.23)
o°T\o

é;—nln(”)—nw(é)+iln(xi)=0 ')
r(6)

a funcdo digama de 6.

O indice de qualidade ¢ igual ao definido anteriormente, pois ndo depende de 6, ou seja O, =%
e o critério de aceitacdo do lote dado pela condigdo:
o, = % >k (5.24)
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Um vez que a distribui¢do exacta de Qy € desconhecida analiticamente, para determinar os valores

de n e k, que satisfazem o sistema

PO, 2Kw=40L)=1-«a

P(Q, >Kw=LTPD)= 5 ° (5.25)

ter-se-4 que recorrer a métodos de simulagdo. Sempre que possivel e para as comparagdes
propostas com o caso Gaussiano, utilizam-se os mesmos valores de n, o, f e AQL que constam
das normas para a distribuicdo Gaussiana com o desconhecido e resolve-se o sistema em ordem a
k e LTPD. Com estes valores fixos ¢ para varias combinagdes de ¢ ¢ 8, ¢ simulado em cada
“run”, n valores aleatérios de uma distribuicdo Gama, X mGama(H, 5), estimam-se os valores
dos parametros e obtém-se uma observagdo da v.a. Qp. Por fim, obtém-se uma amostra simulada,
de dimensdo 5000 para Qy e, considerando a primeira equacdo do sistema (5.25), obtém-se o
valor de k como um quantil da distribui¢do de Qy. Obtido o valor de k e utilizando a segunda
equacdo do sistema (5.25), obtém-se o valor de LTPD.

Para as situagdes em que se especifica o limite inferior e em que se especificam os dois limites,
inferior e superior, o procedimento a utilizar ¢ analogo ao descrito no paragrafo anterior,

considerando as especificidades de cada situagdo.
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Capitulo 6.

Amostragem de Aceitacio para Variaveis de Valores

Extremos

6.1. Introducao

A teoria dos valores extremos desempenha um papel fundamental na modelacdo de eventos
associados a probabilidades muito pequenas ou eventos raros. Permite inferéncia do
comportamento de eventos raros e extremos recorrendo ao Teorema de Limite Extremal (T.L.E.).
Os fundamentos desta teoria foram desenvolvidos por Fisher-Tippett (1928), que definiram os trés
tipos possiveis de distribui¢des assintoticas de valores extremos, conhecidas como Gumbel (tipo
I), Fréchet (tipo II) e Weibull (tipo III) (Gumbel, 1958), casos especiais da Distribuicio
Generalizada de Valores Extremos (GEV) desenvolvida por Jenkinson (1955), cuja funcdo de

distribuicdo de probabilidade acumulada, para o caso de maximos, ¢ dada pela expressao,

definida a primeira expressdo em, —co < x <A —6/&, para £<0 e 41— /& < x<+oo, para £>0,

sendo A4, de &£ os pardmetros de localizagdo (posi¢do), escala e de forma respectivamente, com
o>0.
A partir da distribui¢do GEV, obtém-se os trés tipos de distribuicdes de Valores Extremos,

Weibull, Fréchet e Gumbel, fazendo & = —l, £ :% e £=0, respectivamente.

)
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Os graficos da figura 6.1, ilustram a funcdo densidade de probabilidade da distribui¢do de Valores
Extremos Generalizada, para vérios valores de & Como se pode ver, sio distribui¢des claramente
assimétricas.

As distribui¢des de Valores Extremos tém grande aplicagdo em Engenharia (estudos de resisténcia

de materiais, fadiga de materiais, resisténcia a corrosdo), Quimica, etc.

06 0.6 M, 06
o=15 =15 _
0.4 / 04 0.4
02 / l ] 02 /\\_‘-—‘

- Mk I_F'_/ ‘\L"‘— (| _e/

- - I}
1 b7 T T 1
-4 -2 o1 -1 0 i 2 4 -2 -1 0 1 3

Weibull Fréchet Gumbel

Figura 6.1: Funcdo densidade de probabilidade da distribuicdo de Valores Extremos Generalizada, para varios

valores de & com A=0

Neste capitulo, vai comecar-se por propor planos de Amostragem de Aceitagdo para variaveis
Weibull, seguidos dos planos de Amostragem de Aceitacdo para variaveis Fréchet e por fim
planos de Amostragem de Aceitacdo para variaveis Gumbel. Utilizar-se-a a distribuicdo Weibull

de Minimos, a distribuicdo Fréchet de Maximos e a distribui¢do Gumbel de Maximos.

6.2. Amostragem de Aceitacdo para Variaveis Weibull

6.2.1. Introducio

A distribui¢do Weibull ¢ largamente utilizada no Controlo Estatistico de Qualidade, devido a sua
versatilidade e relativa simplicidade, como por exemplo aplicada na anélise de tempos de vida.
A distribui¢do Weibull de minimos ¢ matematicamente definida pela sua f.d.p., cuja expressdo

geral ¢ dada por:

-1 (x-2\?
fX(x)=§(x;l) A5 6.1)

onde, x>A1, >0, >0 e —o< A<+oo. @ representa o pardmetro de forma, O representa o

parametro de escala e A representa o parametro de localizagdo.
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Tendo em consideragdo que em muitas aplica¢gdes o pardmetro de localizagdo é nulo, A=0,

considera-se neste trabalho a Weibull biparamétrica com f.d.p.

frlx)= %(g)gl e{EJ x>0 (6.2)

e fung¢fo distribuicio

F,(x)=1- ef(gj x>0, (6.3)

No entanto se se pretender trabalhar com a distribuicdo Weibull triparamétrica com A#0, mas
conhecido, procede-se a transformagdo (X- 4) e todo o procedimento ¢é igual ao que a seguir se
descreve em 6.2.2. Caso A#0, mas desconhecido ter-se-a que proceder a métodos de simulago
como se descreve em 6.2.3.

Considerando entdo a distribui¢do Weibull biparamétrica, como € que os parametros de forma, 6,
e escala, o, afectam as caracteristicas da distribui¢do e a forma da fd.p.?

Os diferentes valores do pardmetro de forma podem ter efeitos determinantes no comportamento
da distribuicdo. De facto, alguns valores do parametro de forma ddo origem a reducdo das
equagoes da distribui¢do a outras distribui¢des. Por exemplo, quando &=1, a f.d.p. da Weibull bi-
paramétrica reduz-se a f.d.p. da distribuicdo Exponencial (situacao ja tratada no capitulo 4).

As figura 6.2 e 6.3, respectivamente, mostram o efeito dos diferentes valores dos parametros de
forma, 6, e escala, ¢, na forma da curva da f.d.p..

Da analise da figura 6.2, verifica-se que quando & aumenta, mantendo o constante, a distribui¢do
apresenta caudas mais leves e¢ assimetria menos acentuada. Quando € diminui, mantendo &
constante, ocorre exactamente o inverso, ou seja, a curva da distribuicdo apresenta caudas mais
pesadas e assimetria mais acentuada. Ainda relativamente ao parametro de forma, refira-se que
quando @>1, fx(x) assume vdrias formas:

> fx(x)=0 para x=0;

» fx(x) cresce no intervalo [0, Moda] e decresce de seguida;

» Para =2, a distribuicdo Weibull reduz-se a distribui¢do Rayleigh;

» Para 6<2.6, a fdp. da distribui¢do Weibull ¢ assimétrica positiva ou enviesada a esquerda

(isto &, tem cauda direita);

63



Amostragem de Aceitagdo para Variaveis de Valores Extremos: Variaveis Weibull

» Para 2.6<6<3.7, o coeficiente da assimetria aproxima-se de zero, pelo que neste caso a
distribuicdo Weibull, pode ser aproximada da distribui¢do Gaussiana;

» Para 6>3.7, a f.dp. da distribuicdo Weibull ¢ assimétrica negativa ou enviesada a direita (isto
¢, tem cauda esquerda).

Quanto ao pardmetro de escala, J, vem na mesma unidade de medida dos dados e provoca um

deslocamento do “pico” da curva no eixo das abcissas € no eixo das ordenadas (uma vez que a

area total abaixo da curva é 1). Assim, para € constante, tem-se:

» Se 0 aumenta, a curva é mais “achatada” (maior variabilidade) e o “pico” desloca-se para a
direita;

» Se, pelo contrario, ¢ diminui, o “pico” desloca-se para a esquerda e a curva é menos achatada

(menor variabilidade).

!\5 =10
\
I
!
Z El 4 !
TV 90=20
! S
! v ..0=30
! AT N T
Figura 6.2: Efeito na f.d.p. dos valores do parametro de Figura 6.3: Efeito na f.d.p. dos valores do parametro
forma, 6, mantendo O constante de escala, 6, mantendo @ constante

Como caracteristicas de interesse, para este trabalho, da distribuicdo Weibull, tem-se:

» Valor médio: u, =6 1"(% + 1) ;

2
» Desvio padrdo: o, =0 F(% + 1) - (F(é + ID :

Para a definicdo dos planos de Amostragem de Aceitacdo baseados no limite superior de

especificagdo, U, baseados no limite inferior de especificacdo, L, e baseados em limites de
especificagdo simultaneos, vai considerar-se que as alteragdes de qualidade no processo de
produgdo se devem a variagdo no pardmetro de escala, o (e ndo as alteragdes no parametro de
forma, 6). Vai considerar-se também, duas situagdes: & conhecido e &desconhecido.

Considere-se ainda que X; (i=1,...,n) sdo v.a’s. i.i.d., com distribuicdo Weibull.
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6.2.2. @conhecido
6.2.2.1. Limite Superior de Especificacao

Considerando entdo a situagdo em que a caracteristica de interesse ¢ uma v.a. com distribui¢do
Weibull de pardmetros d e 6, com & conhecido e que se pretende definir planos de amostragem

baseados no limite superior de especificagdo, a fraccdo ndo conforme, @, ¢ dada por:

=P(X >U)= e_(%) : (6.4)

pelo que, para que @ seja pequeno, O tem de ser o mais pequeno possivel. Assim, o que se
ot , {5
pretende € testar Hy: <& v.s. H;: &>&. Uma estimativa de w é @ = P(X > U) =e ‘9, (6.5)

[
. . . . U A . (-
O indice de qualidade proposto para esta situacdo ¢ O, = (g) sendo o, o estimador de maxima

verosimilhanga para J, que ¢ dado por:

[
Tirando partido do facto de (?’) (=1, 2, ..., n) serem v.’s a.’s independentes com distribui¢ao

Exponencial unitaria, isto €, com funcdo densidade de probabilidade e/ [O,M)(x), conclui-se que:

4
Y = 2n ~——ny;, ,sendo Yav.a. fulcral para & (6.6)

5’

Analisando agora as propriedades do estimador de ¢, de (6.6) tira-se que o momento de ordem k

E{Y} e 5kr(n+)
A A L Y™™ 1@ 2 2] A
para 0 (keIN) ¢é E[&k]:ék jY" ———~tdY =————=, pelo que & ndo

(2n) nT(n)

¢ um estimador centrado para ¢, a ndo ser quando @=1 (caso exponencial, tratado no capitulo 4).
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n'T(n+a)

Considerando que lim ):1 (resultado 6.1.46, pagina 257 de Abramowitz e Stegun,

n—teo n“F(n +b

1964), tem-se

2 2
l"(n + ) F(n + )
lim E[§|=6 ¢ lim V[S]: lim E[Sz]— 5? = lim &° 2—9—52 =6 lim 2—9—52 =0.
ngl"(n) ngl"(n)
%/—/

Daqui se conclui que ¢ ¢ um estimador assimptoticamente centrado de ¢ e com varidncia

assimptotica nula, o que significa que ¢ é um estimador fracamente consistente de O.

O plano de amostragem aceitara o lote, tal como no caso cléssico, se se verificar

o, :(%) 2k. (6.7)

Para definir o plano de Amostragem de Aceitacdo, isto €, para se obter os valores de 7 ¢ £, ter-se-a

que proceder a resolucdo do sistema (2.1), ou seja

P(QU2k|5=50):1—05 (6.8)
PO, 2Hs=6)=8 ‘
com cada ¢; (i=0, 1) associado a uma frac¢do ndo conforme:
50 ="
P(x>uUls=46,)= 40L )" m(40L) ©9)
P(X >U|6=8,)=LTPD so___ U '
' In(LTPD)
Com base em (6.6) e (6.9), o sistema (6.8) pode ser reescrito da seguinte forma:
o 2nIn(AQL
Ay ls=5 |=1-a |F, _2nIn(4QL)\ _,_, k=—w
ko o A2n k o Xoni-e (6.10)
2nU° 2nIn(LTPD) XansIn(40L)
PlY< 6=06|=p F,|- =f n: 2" =1
ko? & k Xoni-a In(LTPD)
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A resolugdo do sistema (6.10) d& os valores de n e k, que definem o plano de Amostragem de
Aceitacdo quando a caracteristica de qualidade de interesse € uma v.a. com distribuicdo Weibull
com @ conhecido e fixado o limite superior de especificacio.

De referir que, quando 6=1, esta situagdo reduz-se ao caso Exponencial, ja tratado no capitulo 4.
Pode verificar-se também que os resultados obtidos em (6.10) sdo iguais aos obtidos para o caso

Exponencial (4.9).

6.2.2.2. Limite Inferior de Especificaciao

Se se fixar o limite inferior de especificacdo, o processo ¢ andlogo ao anterior, sendo a frac¢do néo

conforme, m, dada por

a):P(X<L):1—e(fyj : (6.11)

pelo que para que ® seja pequeno ¢ necessario que O seja o maior possivel, pretendendo-se

L

portanto, testar Ho: & v.s. Hj: 0<&. Uma estimativa para ® ¢ @ = P(X < L) =1- e_(g) .(6.12)

9 ~ 9
O indice de qualidade proposto é Q', = (%) ou Q, = [%J e o plano de amostragem a definir,

0 AN

. ) L 1
aceitara o lote se se verificar Q', = (5) <ke Q= (%J > 7 (6.13)
A defini¢do do plano de Amostragem de Aceitagdo, passa pela resolugdo do sistema (6.14), onde
cada & (i=0, 1) esta associado a uma fraccdo ndo conforme®™, AQL e LTPD, respectivamente e

considerando o resultado (6.6), obtém-se:

s L

o [P <1)5=3,)=40L o) In(l-40L)
PlX<lé=6)=L1PD |4 _ I

" In(1-LTPD)
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2nln(l— AQL
P(QL21|5:50):1—(Z k=- (2 Q )
k o ;Ao (6.14)
Lo o) o pIn(l—AQL) - '
PQL2_|5—51 =p n:— =1
k Xno In(1=LTPD)

Expectavelmente, o resultado (6.14) € igual ao resultado obtido para o caso Exponencial (4.13).

6.2.2.3. Limites de especificaciio simultineos

Fixando agora os dois limites de especificagdo, inferior e superior, a frac¢do ndo conforme ¢

analoga ao caso Exponencial e ¢ dada pela soma das expressodes (6.4) e (6.11), ou seja,
o=PX<L)+P(X2U)=w, +m,, (6.15)

cuja estimativa é

=0, +a0,, (6.16)
sendo @, a estimativa dada pela expressdo (6.12) e @, a estimativa dada em (6.5).

Neste caso, o que se pretende ¢é testar Hy: =& v.s. H;: 6#&, com o, +«, =

o 1 C 1
O plano de amostragem aceitard o lote se O, = . AQ, 2k, erejeita-lo-dse O, < P vO,<k,.
L L

Desta forma, a probabilidade de rejeitar o lote, sob Hy, é:

P(Rej. loteH, ) = P(QL < ki|Hoj +P0, <k, |H,)=a, (6.17)

L

sendo ¢, = P(QL <ki|H0j e o, = P(O, <k,|H,).
L

Considerando (3.24), resolvendo em separado as duas probabilidades e utilizando um raciocinio
analogo ao caso de limites de especificagdo simples, obtém-se, uma vez mais, resultados iguais

aos do caso Exponencial dados em (4.17):
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_2n, In(1-40L)) _2n,1n(40L,)
ZZan;al ZZznu;lfaz
. /,(22nL;lf/j'l ln(l - AQLI) _ ZZan 355 ln(AQLZ)

42, . In(l-LTPD,) Y 4 . In(LTPD,)

k, = k, =

o (6.18)

L

Para definir o plano de Amostragem de Aceitagdo, consideram-se os valores k;, ky e
n=max{n, ,n, }, de forma a satisfazer as condi¢des relativas ao limite inferior e limite superior.
Ao considerar-se n, o valor de k relativo ao outro limite deve ser recalculado.

Passando agora ao caso particular, isto &, considerar-se intervalos equilibrados e considerando as

condig¢des j& expostas anteriormente, obtém-se o resultado (6.19).

2n, ln( —AzQL) 2ny, ln(AgL)
k, =— > ky=————=—=
ZZV:L;% 2nU;l—%
5 B AQL € 9 5 AQL . (6.19)
IZnL;l_ﬁ ln( - > ZZV!U ;ﬁ In 2
n, 2 — n, 2 —
5 ( LTPD) ) (LTPD)
1 ,Infl—— In| ——
2n; ;5 2ny31-— 2

Para o plano de Amostragem de Aceitagdo, consideram-se os valores k;, ky e n =max{n,,n, }, de

forma a satisfazer as condigdes relativas ao limite inferior e limite superior. Uma vez mais, ao

considerar-se 7, o valor de & relativo ao outro limite deve ser recalculado.

6.2.3. @desconhecido

Considerando que o limite superior de especificagdo, U, ¢ fixado, nesta situagdo, a fraccdo nio

(uy
conforme ¢é dada por w=P(X >U)=e (5j , (6.20)

pelo que, para que @ seja pequeno, O tem de ser o mais pequeno possivel. Assim, o que se

U 6
pretende ¢ testar Hy: 05 v.s. H;: &>&. Uma estimativa de w é @ = P(X > U) =e (5) ) (6.21)
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4
O indice de qualidade ¢ definido por O, =(%) e o critério de aceitacdo do lote dado pela

condicao:
0
Oy = (%) 2k, (6.22)

Um vez que a distribuicdo exacta de O ¢ desconhecida analiticamente, para determinar os valores

de n e k, que satisfazem o sistema (6.23)

{P(QU > klo=40L)=1- @ (6.23)

P(O, > klw=LTPD)=j

ter-se-a que recorrer a métodos de simulagdo. Para as comparagdes propostas com o caso
Gaussiano, resolve-se o sistema em ordem a k e LTPD, ¢ utilizam-se os mesmos valores de n, o, S
e AQL que constam das normas para a distribuicdo Gaussiana. Com estes valores fixos e para
varias combinagdes de 0 e 6, sdo simulados para cada “run”, n valores aleatdrios de uma

distribuicdo Weibull, X nWeibull (6’, 5), estimam-se os valores dos parametros ¢ obtém-se uma

observagdo da v.a. Qy. Por fim, obtém-se uma amostra simulada, de dimensdo 5000, a partir de
Qv e, considerando a primeira equagdo do sistema (6.23), obtém-se o valor de k como um quantil
da distribuicdo de Qpy. Obtido o valor de k e utilizando a segunda equagdo do sistema (6.23),
obtém-se o valor de LTPD.

Para as situagdes em que se especifica o limite inferior e em que se especificam os dois limites,
inferior e superior, o procedimento a utilizar ¢ analogo ao descrito no paragrafo anterior,

considerando as especificidades de cada situagdo.
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Um outro processo a que se pode recorrer, para o caso de amostras de dimensao elevada, é utilizar

o Método Delta para determinar a distribui¢do assimptotica conjunta de Qy, (Cohen (1965)).
U 4
Considere-se entdo o limite superior de especificag¢do e o indice de qualidade Q,, = (Ej , que €

uma fun¢do de ded, designando-se aqui por Q(S, é’), da qual se desconhece a sua distribui¢ao
analiticamente. Assim sendo, considere-se o desenvolvimento em série de Taylor da funcdo

Q(g, é’) em torno de (4, 6):

0(6.6)=0(5.0)+ (6- 8V 0)6 + (6 e{%jﬁ h{%j N

£lols.6)|= £ (%

Aol (5] |- rblecow B[] w(5)

L , (6.24)

oo (Gl

onde V[S] , V[é] e COV[S, é] sdo os valores da matriz de varidncias-covariancias assimptotica

de (5, é), que ¢ dada pela matriz inversa da matriz de informacao:

0’ In(L) 0 In(L) |

B corlsé))_|Tas oses
corls,6)  vlg] || #m) 2°m() (6.25)
0000 00’

5=6,0=6
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Sendo a funcédo de verosimilhanga (L) logaritmizada dada por

(L) = m(g] +3 (- 1)1%%} _ z(%) ,

i=1 i=1

9% In(L L6 x,

) aag ):_?Jrz?( )

_0’In(Z) _ 9’In(L) _n "g(_) ( .)_ 1
0006 0006 & =0 o) S
’In(L) n (xA je 2()0)

_ _ Zi |l i

e o 2ls) G
Finalmente, pode dizer-se que a distribuicdo assimptotica de Q(A,é) ¢

ova-(3] 4] 1)

Determinada a distribuicdo de Q(é‘, é): O, , pode definir-se o plano de amostragem baseado em

SR

5

(6.23), obtendo-se

(6.26)

6.3. Amostragem de Aceitacio para Variaveis Fréchet

6.3.1. Introducao

Considere-se entdo que a caracteristica de qualidade em estudo, X, num processo de producio,

tem f.d.p.
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_Q(x—/l

—6-1 _(x-4)"
fX(x)—(S 5) e(‘*) ,x>0,0>0,0>0, 1€ IR, (6.27)

sendo a funcdo de distribuicao traduzida pela expressao

FX(x):e_(5) ,x>0,6>0,6>0, ¢ IR, (6.28)

onde @representa o pardmetro de forma, A representa o parametro de localizagdo e Jdrepresenta o
pardmetro de escala. Trata-se portanto, da fun¢@o distribui¢do de uma v.a. com distribuicio
Fréchet triparamétrica. No entanto, tal como foi considerado para o caso Weibull, vai considerar-
se a distribui¢do Fréchet biparamétrica, considerando A=0. Contudo, se se pretender trabalhar com
a distribui¢do Fréchet triparamétrica com A#0, mas conhecido, procede-se a transformagdo (X- A)
e todo o procedimento ¢ igual ao que a seguir se descreve em 6.3.2. Caso A#0, mas desconhecido
ter-se-a que proceder a métodos de simulagdo como se descreve em 6.3.3.

Considerando entdo a Fréchet biparamétrica, as funcdes densidade de probabilidade e de

distribuicao dadas por (6.27) e (6.28), assumem agora o seguinte aspecto, respectivamente:

o(x\"" —(gf

felx)==|%| e ,x>0,6>0,6>0, (6.29)
s\o

FX(x):e(‘S) ,x>0,0>0,6>0. (6.30)

Um aspecto importante a ter em consideracdo €, como ¢ que os pardmetros de forma, 6, e escala,
o0, afectam as caracteristicas da distribui¢do e a forma da f.d.p. As figuras 6.4 e 6.5, ilustram a

influéncia dos dois parametros na forma da f.d.p.

0=2
0=10
o=15
- T~
Figura 6.4: Efeito na f.d.p. dos valores do pardmetro de Figura 6.5: Efeito na f.d.p. dos valores do pardmetro de
escala, 6, mantendo J constante escala, §, mantendo @ constante
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Da analise das figuras, pode verificar-se que a medida que o valor de € aumenta, o “pico” da
curva da f.d.p. desloca-se no eixo das ordenadas em sentido positivo, apresentando a curva caudas
mais leves. Relativamente ao pardmetro de escala, d, o “pico” da curva desloca-se no eixo das
abcissas a medida que o seu valor aumenta. Quaisquer que sejam os valores dos parametros de
escala e de forma, a curva da f.d.p. ¢ sempre enviesada a esquerda.

Para este caso biparamétrico, situacdo mais frequente na pratica, o valor médio e a variancia da

distribuicao Fréchet, sdo dados, respectivamente, por:

> U= 51“(1 —%), apenas para 6>1;

> o0°=0" [F(l - %) - Fz(l - é)] , apenas para 6>2.

A semelhanca do caso Weibull, para a definicio dos planos de Amostragem de Aceitaco
baseados no limite superior de especificacdo, U, baseados no limite inferior de especificacdo, L, e
baseados em limites de especificagdo simultdneos, vai considerar-se que as alteragdes de
qualidade no processo de produgido se devem a variagdo no pardmetro de escala, o (e ndo as
alteragdes no parametro de forma, 6). Vai considerar-se também, duas situacdes: & conhecido e €
desconhecido.

Considere-se ainda que que X; (i=1,...,n) sdo v.a.’s i.i.d., com distribuicdo Fréchet

6.3.2. @ conhecido
6.3.2.1. Limite Superior de Especificacdo

Fixando o limite de especificagdo superior, U, a frac¢do ndo conforme, @, ¢ dada por

a):P(X>U):1—e_((‘;j : (6.31)

pelo que, para que @ seja pequena ¢ necessario que O seja 0 menor possivel. Assim, o que se

U 4
pretende ¢ testar Ho: o5& v.s. Hi: >&. Uma estimativa para @, é dada por o =1-¢ (5 j . (6.32)
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-6 4
O indice de qualidade que se propde ¢ Q'U:(%j =3 =(%) , sendo & o estimador de

maxima verosimilhanga de o, tal que

9

=

C_(uY’ _(uY'.1
QU—(SJ <keQ, (Sj 2k. (6.33)

Considere-se X; (i=1, ...,n) uma amostra aleatdria da populagdo Fréchet(6,0), com & conhecido e,

-6
X.
como (?’) (i=1,...,n)sdo v.a.’s i.i.d., com f.d.p. e X I[o;m)(x), obtemos

2n67°

Y = = N %, ,sendo Y a v.a. fulcral para 6. (6.34)

Verificando agora as propriedades do estimador de ¢, de (6.34) tira-se que o momento de ordem k

E{Y 9] [ 5kp(n_k)
para & (keIN) ¢ E[Sk]:ﬁk ¥ J’YW Y ) dy:k—e, pelo que &
(2n) 6 0 n °T(n)
n'T(n+a)
ndo é um estimador centrado para O. Considerando, uma vez mais que lim ——==1
n—+eo (1 + b)

(resultado 6.1.46, pagina 257 de Abramowitz e Stegun, 1964), tem-se lim E[SJz& e

lim V[é']— lim E[52] 6° = lim 52—9—52 =5 lim—9 5 =0. Daqui se conclui
‘91“(;7) n T (n)
(N

que O ¢ um estimador assimptoticamente centrado de Je tem varidncia assimptética nula, o que

significa que 0 ¢ um estimador fracamente consistente de .
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Para definir um plano de amostragem, tal como nas situag¢des anteriores, determinam-se os valores
da dimensdo da amostra, n, e da constante de aceitagdo, k, que satisfacam as condigdes relativas

aos riscos do produtor e do consumidor. Desta forma,

1
PO, <H5=36,)=1-a P(QU2;|5=5oj=1—0‘
P( ' <k|5_5>_ﬂ And 1 > (635)
o'y < =0)= P(QU2E|5:51)215
com cada ¢ (=0, 1) associado a uma frac¢do ndo conforme, ou seja,
{z) 5, = v___

P(x >Ul6=46,)=40L l—e %/ =40L (~In(1— AQL)) @

= 4 . (6.36)
P(X >U|6=8)=LTPD {Y) _ u

5 2
l-e "/ =LTPD

) (-In(1- LTPD ))%

Tirando partido do resultado (6.34) e com base em (6.36), o sistema (6.35) pode ser reescrito da

seguinte forma

P(QU > %|5 - 50) “l-a p(y > _M) “l-a |F, (_ 2ﬂ1n(1k— AQL)) y
= =
PQU21|5=51 _ 5 pys_2nin(-LTPD) _ 5 F _2nIn(1-LTPD) _1-p
k k o k
_ 2nIn(1-A4QL)
k — _Zz—
2n,e
= ’ . 6.37
 Zwyl-d0r) (637
" 4. In(l-LTPD)
6.3.2.2. Limite Inferior de Especificacido
Fixando agora o limite inferior de especificacdo, a frac¢do ndo conforme, @, ¢ dada por
5
w=P(X<L)=e'% | (6.38)
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pelo que, para que @ seja pequena ¢ necessario que J seja o maior possivel. Assim, o que se
, ot , o8
pretende € testar Hy: &> v.s. Hy: 0<&. Uma estimativa para @, é dada por @ =¢ : (6.39)

-6
O indice de qualidade que se propde €, logicamente, Q, = (%) e o plano de amostragem a

-0
definir, aceitard o lote se se verificar Q, = (%) >k . (6.40)

Tal como anteriormente, para definir um plano de amostragem, determinam-se os valores da
dimensdo da amostra, n, ¢ da constante de aceitacdo, k, que satisfacam as condigdes relativas aos

riscos do produtor e do consumidor, pelo que,

PO, 2K6=6,)=1-a
) 6.41
{P(QL >H5=3)=p (04D
com cada ¢ (=0, 1) associado a uma frac¢do ndo conforme, ou seja,
_(LJ’Q 0, = ;1
Plx <1]5=6,)=40L o le %) = AQL (- In(40L)) s (6.42)
P(x<1|§=6)=LTPD o) 5 L ‘ ‘
e\ =LTPD !

(- In(z7PD)) s

Considerando o resultado (6.36) e com base em (6.42), o sistema (6.41) pode ser reescrito da

seguinte forma

2nin(40L)) _ 2n1n(40L))
P(QL 2k|5=50>=1—05 P(YS_T)—I—OK Flzzn(—T)_l—a
Plo,2H5=8)=p - 2mlirrol)_ e (-2uniirro))_ @
B k X k
o 2n In(40L)
KHoni-a
Xy I0(40L) (6.43)

: ZZzn;l—a ln(LTPD)

A solugdo do sistema (6.43) da a defini¢do do plano de Amostragem de Aceitacdo para o caso em
que a caracteristica de interesse ¢ uma variavel Fréchet com € conhecido e fixado o limite inferior

de especificacio.
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6.3.2.3. Obtencio do plano de Amostragem de Aceitacio para o caso Fréchet a partir da

Weibull

Poder-se-ia obter os resultados para a distribui¢do Fréchet a partir da distribuicio Weibull,

considerando que X N Fréchet(0,8)=Y = % N Weibull(@, %)

Assim sendo e considerando o limite de especificag@o superior da Weibull, Uy,

P X<L|5:50 = AQL
UW

1
{P(Y>UW|5:50):AQL P(}<UW|5:§OJZI_AQL o =
P >U,|6=6)=LTPD P(i<UW|5:51):1—LTPD —=
* Pl X <—|6=6,|=LTPD
UW
&) oL
0 — 0
i€ = AQL N In(40L) ’ 640

-0
o_ _ Lp

e_(‘slj —17PD |% = TWn(L1PD)

onde Lr representa o limite de especificacdo inferior da Fréchet. Desta forma, o sistema (6.8) pode

I€eSCrever-s€ Como

4 1 4
P U—lW >k,|6=06, |=1-a |P LTF >k,|6=06, |=1-a
Plo,, 2,5, = 50):1—05@ o - 5,
P(QUWZkW|5W: 1)213 ¢ 1 ’
P2 | 2k l6=6 |=p P2 | 2k,)5=0 =5
o O
-0
LF
Pl|=E| 2k,|6=6, |=1-a
Or
I -6
Pl| £ ZkW|5:51 =0
Or
-0
Atendendo a (6.40), O, = gF j , 0 sistema anterior fica
F
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a

PO, > k,|6=6,)=1-
P(QL >kw|5:50):ﬂ

Verifica-se que este sistema ¢ equivalente a (6.41), com k=ky. Daqui se conclui que kr para o
limite de especificacdo inferior da Fréchet € igual a kw para o limite de especifica¢do superior da

Weibull, de onde:

_2nIn(40L)
Zzzn;l—a
n: ZZzn;/f IH(AQL)
. Xjn;l—a ln(LTPD)

k=

Também para a situagdo de limite de especificagdo inferior fixo, se poderia obter os resultados a
partir da distribuicdo Weibull, de forma andloga a apresentada anteriormente, onde Ly representa
o limite inferior de especificagdo da Weibull e Ur representa o limite superior de especificagcdo da

Fréchet e considerando que kp=kr .

6.3.2.4. Limites de especificacdo simultaneos

Fixando agora os dois limites de especificacdo, inferior e superior, a frac¢do ndo conforme ¢ dada

pela soma das expressoes (6.31) e (6.38), ou seja,

w=PX<L)+P(X2U)=w, +m,, (6.45)
cuja estimativa ¢

=0, +a0,, (6.46)

sendo @, a estimativa da expressdo (6.39) e @, a estimativa dada em (6.32).

Neste caso, o que se pretende € testar Hy: o=& v.s. Hi: 8£%, com «a, +, = . O plano de

. 1 L 1
amostragem aceitard o lote se Q, 2k, AQ, Zk— e rejeitd-lo-4 se O, <k, vQ, <k—. Desta
U U

forma, a probabilidade de rejeitar o lote é
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P(Rej.loteH, )= P(Q, < k,|H, )+ P(Q‘U < ki|H0J =, (6.47)
U

sendo o, = P(Q, <k,|H,) ¢ @, = P(Q’U < %'HOJ'
U

Considerando (6.34) e resolvendo em separado as duas probabilidades utilizando um raciocinio

analogo ao caso de limites de especifica¢do simples, obtém-se os resultados:

_2n,In(40L) _ 2nyIn(1- 40L,)

kL: Zz kU: ZZ

2n; ;1-a; 21, .

n(4 : 6.48
s In(40L,) _ e | Mwas In(1-40L,) _ (6.48)
Y o aee N(LTPD)) Y o n(1- LTPD,)

Uma vez mais, para definir o plano de Amostragem de Aceitagio, consideram-se os valores &z, ky/
e n=max{n,,n, }, de forma a satisfazer as condi¢des relativas ao limite inferior e limite superior.
Uma vez mais, ao considerar-se #, o valor de & relativo ao outro limite deve ser recalculado.

Passando agora ao caso particular, isto &, considerar-se intervalos equilibrados e considerando as

condig¢des j& expostas anteriormente, obtém-se o resultado (6.49).

2n, ln(AQL) 2ny, ln( —AQL)
2 2
kp=——g—" ky =~ 2
2nL;l—% Z2nu ;%
5 AQL C 5 _ AQL . (6.49)
Zan ;ﬁ ln( 2 I2nu ;17£ ln 2
n, : 2 =1 |n,: =1
, LTPD , LTPD
P e 7 Inf1-=%
2"L;1*E 2 2ny ;E 2

Para o plano de Amostragem de Aceitagdo, consideram-se os valores k;, ky e n =max{n,,n, }, de

forma a satisfazer as condi¢des relativas ao limite inferior e limite superior. Uma vez mais, ao

considerar-se 7, o valor de & relativo ao outro limite deve ser recalculado.
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6.3.3. @desconhecido

Considerando que o limite superior de especificagdo, U, ¢ fixado, nesta situagdo, a frac¢do nao

conforme ¢ dada por

w=P(X>U)=1- e_(%) : (6.50)

pelo que, para que @ seja pequeno, O tem de ser o menor possivel. Assim, o que se pretende ¢

testar Hy: <& v.s. Hi: & &. Uma estimativa de o é
, {3
@=P(X>U)=1-¢"'% . (6.51)

4 4
O indice de qualidade ¢ definido por Q', = (%) ou por Q, = (%) e o critério de aceitagdo do

lote dado pela condicao:

, (6.52)

Uma vez que a distribuicdo exacta de Oy ¢ desconhecida analiticamente, para determinar os

valores de n e k, que satisfazem o sistema
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P(QU zl|a): AQLJ =l-a
k , (6.53)

P(QU > %|a) = LTPD) =

ter-se-4 que recorrer a métodos de simulagdo. Sempre que possivel e para as comparagdes
propostas com o caso Gaussiano, utilizam-se os mesmos valores de n, o, f e AQL que constam
das normas para a distribuicdo Gaussiana e resolve-se o sistema em ordem a k e LTPD. Com estes
valores fixos e para varias combinagdes de d e 6, é simulado para cada “run”, n valores aleatdrios
de uma distribuicio Fréchet, X N Fréchet(6, ), estimam-se os valores dos parimetros ¢ obtém-

se uma observacdo da v.a. Qp. Por fim, obtém-se uma amostra simulada, de dimensao 5000, a
partir de Qy e, considerando a primeira equagdo do sistema (6.53), obtém-se o valor de k como
um quantil da distribuicdo de Q. Obtido o valor de k e utilizando a segunda equacdo do sistema
(6.53), obtém-se o valor de LTPD.

Para as situagdes em que se especifica o limite inferior € em que se especificam os dois limites,
inferior e superior, o procedimento a utilizar ¢ andlogo ao descrito no paragrafo anterior,
considerando as especificidades de cada situacao.

A semelhanga do que foi feito para o caso Weibull, também aqui, e para amostras grandes, se

poderia recorrer ao Método Delta para determinar a distribui¢do assimptdtica de Qy.

6.4. Amostragem de Aceitacio para Variaveis Gumbel

6.4.1. Introducao

Considere-se entdo que a caracteristica de qualidade em estudo, X, num processo de producio,

tem f.d.p.

x=A *%
fX(x):le s ,xe IR, 1e IR, § >0, (6.54)

e a sua funcdo de distribui¢do dada por
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x=A

F,(x)=¢* "’ ,xeIR,Ae IR, 5>0, (6.55)

onde A representa o parametro de localiza¢do e drepresenta o parametro de escala (dispersdo).
A semelhang¢a do que foi feito para as distribui¢des anteriores, também aqui ¢ de todo o interesse
ver de que forma a variagdo dos parametros afectam as caracteristicas da distribui¢do e a forma da

f.d.p. As figuras 6.6 ¢ 6.7, ilustram a influéncia dos dois parametros na forma da f.d.p.

Figura 6.6: Efeito na f.d.p. dos valores do parametro Figura 6.7: Efeito na f.d.p. dos valores do parametro
de localiza¢do, A, mantendo J constante de escala, 6, mantendo A constante

Da analise das figuras, pode verificar-se que a medida que o valor de 4 aumenta, ha uma mudanga
de localiza¢do da curva da f.d.p. Relativamente ao pardmetro de escala, o, o “pico” da curva
desloca-se no eixo das ordenadas em sentido negativo a medida que o seu valor aumenta.
Quaisquer que sejam os valores dos parametros de escala e de forma, a curva da f.dp é sempre
enviesada a esquerda.

A média e a variancia da distribuicdo Gumbel, sdo dadas respectivamente por:

» W=A+y,sendo ya constante de Euler;

e
6

Para a defini¢do dos planos de Amostragem de Aceitacdo baseados no limite superior de
especificagdo, U, baseados no limite inferior de especificacdo, L, e baseados em limites de
especificagdo simultaneos, vai considerar-se que as alteragdes de qualidade no processo de
produgdo se devem a varia¢do no parametro de localizac¢do, A (e ndo pelas alteragdes no pardmetro
de escala, o). Vai considerar-se também, duas situa¢des: ¢ conhecido e ¢ desconhecido.

Considere-se ainda que X; (i=1,...,n) sdo v.a.’s i.i.d, com distribuicdo Gumbel.
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6.4.2. 6 conhecido
6.4.2.1. Limite Superior de Especificacao

Fixando o limite superior de especificagdo, U, a frac¢do ndo conforme é dada por

w=PX>U)=1-¢" ", (6.56)

pelo que, para que @ seja pequeno € necessario que A seja 0 menor possivel. Assim, o que se

U-4

pretende ¢ testar Ho: A<Ay v.s. H;: A>4. Uma estimativa para @, ¢ dada por & =1-¢"* B (6.57)

O indice de qualidade que se propdoe ¢ Q, ==~ sendo A o estimador de maxima

o

verosimilhanca de A, tal que A =—-6 ln(l z e5J :
=

Considere-se X; (i=1, ..., n) uma amostra aleatoria de uma popula¢do Gumbel, de parametros A e

XA

o, com ¢ conhecido e tirando partido do facto de e (=1, ..., n) serem v.a.’s independentes

com fun¢do densidade e X/ [O,M)(x), conclui-se que a v.a. fulcral para 4 ¢

A-A

Y=2ne ° Ny, . (6.58)

Verificando agora as propriedades do estimador de A, de (6.58) tira-se que

EA]- E[/I - 51%%)] —1- éE[ln(z—};ﬂ —2- 5T1n(2—ynj 2nrl - yre 2y

AT

2T(n) 2"T(n) 2T(n) 2"T(n)
= A~ ly(n)~1n(n)}

=A-0|

Sabendo que a funcdo digama pode ser aproximada por (resultado 6.3.18, pagina 259,

) 1 1 1 1 1
Abramowitz e Stegun, 1964 n)=nn)——-— + - +0| — |, entdo
8 ) l//( ) ( ) 2n  12n*  120m*  252n° (ng)
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lim £ lﬂJ— hm A—6ly(n)-1n(n)]= 21— & lim [y (n)—In(n)]= 1, concluindo-se que A ¢ um

n—>+oo n—>+oo

estimador assimtoticamente centrado de A.

Para verificar a consisténcia do estimador, vai comegar-se por se determinar a sua variancia.

vlal= £l - (]3] - E[(/l _ mn%m A ()= tn())F.

Calculando o primeiro termo do lado direito da igualdade, tem-se

S R R R e R I

7 —2/15(w(n)—ln(n))+52+f(ln l)) L gy

2\ \2n)) 2'T(n)

N—

)

_ 2~ 245(p(n ﬂ %)—ln(n)Jzﬁ(n)y"_le_zdy.

Calculando agora o integral do resultado anterior, obtém-se

fmm—mm—m

=2T"(n) =21"(n) =2T(n)

Entdo, E|2]= £ - 248(p(n)— In(n)) + 6° Fr(gj)) 28 In(nYp(n) + 8 (in(n))

Substituindo todos os resultados na expressio da varidncia de A, obtém-se

o - wior |

I(n)
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I ()0 () — (I ()"
(D))"

, entio y'(n)= . Resolvendo em

Tendo em consideragio que y(n)=—=

(D(n) y' () + (T ()

I'(n)

ordem a segunda derivada da funcio gama, obtém-se I"'(n)=

Substituindo este resultado na expressdo da variancia de A, obtém-se Vl/iJ: 5y (n).

Atendendo ao resultado 6.4.12, pagina 260, Abramowitz e¢ Stegun (1964), l//'(n) pode ser

aproximada por y'(n)= % + 2’112 + 6;113 - 3()1n5 + O(%) Assim, nliri V[/ijz 0, concluindo-se que

A ¢ um estimador com variancia assimptotica nula.
Dado A é um estimador assimptoticamente centrado e com variancia assimptotica nula, conclui-
se que ¢ um estimador fracamente consistente para A.

O plano de amostragem a definir, aceitara o lote se se verificar Q,, = u-4 >k. (6.59)

o

Tal como anteriormente, definir o plano de amostragem passa pelo calculo do valor da dimenséo

da amostra, n, e da constante de aceitacdo, k, que satisfagam as condi¢des relativas aos riscos do

produtor e do consumidor.

PO, 2HA=4)=1-
, (6.60)
PO, 2kKA=2)=p
com cada A; (=0, 1) associado a uma frac¢do ndo conforme:
Uk
PIX>UlA=A4,)=AQL —e ' = =0In(—In(l1- AQL))+U
{PEX > UI/I = j?))— LTQPD =7 s e {j? = 51n((— ln((l —LYQP;))H U (6.61)
C T l1-e* ' =LTPD B
Com base em (6.58) e em (6.61), o sistema (6.60) pode reescrever-se da seguinte forma:
U-8k-2 P
PlY22ne ° |A=A |=l-a |k=In|-—222 —
2nIn(1— AQL)
= . (6.62)
Lok 255 In(1-A40L)
PlY=2ne 2 |A=A4|=p o s =1
Ko In(l— LTPD)
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Calculados os valores de n e k, com base no sistema (6.62) define-se o plano de Amostragem de
Aceitagdo para o caso em que a caracteristica de interesse ¢ uma varidvel Gumbel com €

conhecido e fixado o limite superior de especificagao.

6.4.2.2. Limite Inferior de Especificacido

Fixando agora o limite inferior de especificagdo, L, a fraccdo ndo conforme ¢ dada por

w=P(X<L)=e* ", (6.63)

pelo que, para que @ seja pequeno ¢ necessario que A seja 0 maior possivel. Assim, o que se

pretende € testar Ho: £>Ag v.s. Hy: A<4y. Uma estimativa para @, é dada por

d=e* " . (6.64)

0, = >k (6.65)

Tal como anteriormente, definir o plano de amostragem passa pelo calculo do valor da dimenséo
da amostra, n, ¢ da constante de aceitagdo, k, que satisfacam as condigdes relativas aos riscos do

produtor e do consumidor:

PO, 2kiA=1,)=1-
{ (0, 2HA=4)=1-a (6.66)
PO, 2KA=4)=5
com cada A; (=0, 1) associado a uma fracgdo ndo conforme:
e
PX<LA= = AQL e = =0In(—In(40L))+ L
(X<ili=2)=40L _ |e T o=agL  [A=0m(-In(0L)+L 667
P(X <L|A=4)=LTPD ot _pp A =0In(=In(LTPD))+L
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Com base em (6.58) e em (6.67), o sistema (6.66) pode reescrever-se da seguinte forma:

_L-bkd e
PlY<2ne ¢ |}{:ﬂo =l-« k=—1Inl — 2n;l-a
- 2nIn(4QL)

L-6k-2 ] _3 " Zzzn;ﬁ ln(AQL) o

(6.68)
P[YS 2ne  ° |A=4

Xswo M(LTPD)

Da resolugéo do sistema (6.68) obtém-se os valores de » e k£ que definem o plano de Amostragem
de Aceitacdo para o caso em que a caracteristica de interesse ¢ uma variavel Gumbel com €

conhecido e fixado o limite inferior de especificagdo.

6.4.2.3. Obtencao dos planos de Amostragem de Aceitacio para o caso Gumbel a partir da

Weibull

A semelhanca do que foi exposto para a distribuicio Fréchet, também os resultados para a

distribui¢do Gumbel se poderiam obter a partir da distribuicio Weibull, considerando que
X N Gumbel(1,0)=>Y =™ mWeibull(é,e‘lj, onde % é o parimetro de forma e e¢* o

parametro de escala.

Assim sendo e considerando o limite de especificacdo superior da Weibull, Uy,

PY>U,|A=4)=40L [Pl <U,|i=4)=1-40L
Py >U, A= 4)=LTPD " | Ple™ <U,|A=1)=1-LTPD

Pl X>-n(U, ) A=4, |=1-40L i
Léump e’ L AQL
@ ,LGwnh’ﬁ-] @
—_—N— e 5 _
Pl X>-U,fA=4 |=1-LTPD \° = LTPD

{zo = SIn(-1In(40L))+ L, (6.69)

A =8In(~In(LTPD))+L,,,’

onde Lgymb representa o limite inferior de especificagdo da Gumbel. Desta forma, com base nos

resultados (6.58) e (6.69), o sistema (6.8) pode reescrever-se como:
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e_LGumb %
Pll—| >kyfi=4 |=1-«
P(QUW >kW|/1:/10):1—a' €
= =
POy, >kilt=1)=5 e V5
P g >kW|/1:/?1 =0
~ Leum
PE sk A=y |=1 Aot
A g W| el P{e d >kW|/1:/10 =l-«a
e o
_Leum < j'_LGmb
s N
PS>k A=4 |=p P(e ’ >kw|/1—ﬂ1J—ﬁ
e o
A-L . .
Atendendo a (6.65), Q, = 5 , 0 sistema anterior fica
PO, >In(k, A= 4)=1-«&
PO, >k, JA=4)=F

Verifica-se que este sistema ¢ equivalente a (6.66), com k=In(ky). Daqui se conclui que kg,.» para
o limite de especificacdo inferior da Gumbel ¢ igual a In(ky) para o limite de especificagdo

superior da Weibull, de onde:

ZZzn'l—a
kgyy = —In| — =222
Gt r{ 2n1n(AQL)J

. ZZzn,ﬂln(AQL) :1
Xomi-a (LTPD)

Também para a situagdo de limite de especificagdo inferior fixo, se poderia obter os resultados a
partir da distribuigdo Weibull, de forma andloga a apresentada anteriormente, onde Ly representa

o limite de especificagdo inferior da Weibull e Ug,.,» representa o limite de especificacdo superior

da Gumbel e considerando que k, =e @
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6.4.2.4. Limites de especificacdo simultaneos

Fixando agora os dois limites de especificacdo, inferior e superior, a frac¢do ndo conforme ¢ dada

pela soma das expressdes (6.56) e (6.63), ou seja,
w=PX<L)+P(X2U)=w, +m,, (6.70)

cuja estimativa é

=0, +a0,, (6.71)
sendo @, a estimativa da expressdo (6.64) e @, a estimativa obtida com base em (6.57).

Uma vez mais, para que ® seja pequeno, O tem de obedecer as condi¢bes ja expostas

anteriormente, pelo que o que se pretende ¢ testar Ho: A=Ay v.s. H;: A# Ay, com ¢, + &, = ¢
O plano de amostragem aceitard o lote se Q, 2k, AQ, 2k, erejeita-lo-dse O, <k, vO, <k,.

Desta forma, a probabilidade de rejeitar o lote, sob Hy, ¢
P(Rej.loteH, )= P(Q, <k,|H,)+ PO, <k, |H,)=e, (6.72)
onde ¢, :P(QL < kL|H0) e a, :P(QU < kU|HO).

Considerando (6.58) e resolvendo em separado as duas probabilidades utilizando um raciocinio

analogo ao caso de limites de especificacdo simples, obtém-se os resultados:

2 2
k, =—In _ﬂ k, =In| — Xona,
2n, In(4QL,) . 2n, In(1- AQL,) 673
0 Zzzn;/;l ln(AQL1) ~1 " Zzzn;l—ﬁz ll’l(l—AQLz) . ) .
" Lo N(LTPD)) " Xova, In(1- LTPD,)

Uma vez mais, para definir o plano de Amostragem de Aceitagdo, consideram-se os valores &z, ki

e n=max{n,,n, }, de forma a satisfazer as condi¢des relativas ao limite inferior e limite superior.

Ao considerar-se 7, o valor de k relativo ao outro limite deve ser recalculado.
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Tal como para os casos anteriores, passando ao caso particular, isto é, considerar-se intervalos

equilibrados e considerando as condigdes ja expostas anteriormente, obtém-se o resultado (6.74).

2 2
k, =1 Pt k=1 Pt
L = — y =) =
on, ] 2] on, 142
. (4oL . (,_doL (6.74)
IZ"E 2 Zzn;l—ﬁ
n, = ny, =1
5 (LTPD) ) ( LTPDJ
In| === y o Inf1-=——=
2m;l-— 2 2m— 2

Para o plano de Amostragem de Aceitagdo, consideram-se os valores k;, ky e n = max{n,,n, }, de

forma a satisfazer as condi¢des relativas ao limite inferior e limite superior. Uma vez mais, ao

considerar-se 7, o valor de & relativo ao outro limite deve ser recalculado.

6.4.3. ddesconhecido

Considerando que o limite superior de especificagdo, U, ¢ fixado, nesta situagdo, a fraccdo nio

conforme ¢ dada por

w=PX>U)=1-¢" ", (6.75)

pelo que, para que @ seja pequeno, A tem de ser o menor possivel. Assim, o que se pretende é

U-4
$

testar Hyp: A<Ap v.s. H;: £>4y. Uma estimativade ® é @ = P(X > U) =]l-¢"° (6.76)

O indice de qualidade ¢ definido por O, :UT e o critério de aceitagdo do lote dado pela

condigao:

Oy = 2k, (6.77)

onde A ¢ & sdo os estimadores de maxima verosimilhanga de A e ¢, solugdes do sistema
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i- _sln[lieé)
n iz

s N X, —A A .
O:—=+) “——|l-e ¢ |=0

Um vez que a distribui¢do exacta de Qy € desconhecida analiticamente, para determinar os valores

de n e k, que satisfazem o sistema

{P(QU > k|lo=A0L)=1- @ 6.78)

P(O, > Ko=LTPD)=p

ter-se-4 que recorrer a métodos de simulagdo. Sempre que possivel e para as comparagdes
propostas com o caso Gaussiano, utilizam-se os mesmos valores de n, o, f e AQL que constam
das normas para a distribuicdo Gaussiana e resolve-se o sistema em ordem a k e LTPD. Com estes
valores fixos e para varias combinagdes de A e ¢, é simulado para cada “run”, n valores aleatdrios

de uma distribui¢do Gumbel, X N Gumbel(/l, 5), estimam-se os valores dos parametros e obtém-

se uma observagdo da v.a. Qp. Por fim, obtém-se uma amostra simulada, de dimensdo 5000 a
partir de Qy e, considerando a primeira equagdo do sistema (6.78), obtém-se o valor de k como
um quantil da distribuicdo de Qy. Obtido o valor de k e utilizando a segunda equacdo do sistema
(6.78), obtém-se o valor de LTPD.

Para as situagdes em que se especifica o limite inferior e em que se especificam os dois limites,
inferior e superior, o procedimento a utilizar ¢ andlogo ao descrito no paragrafo anterior,
considerando as especificidades de cada situagdo.

A semelhanca do que foi feito para o caso Weibull, também para o caso Gumbel se poderia

determinar a distribui¢do assimtotica de Qy através do Método Delta, para o caso de amostras

grandes.
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Capitulo 7.

Transformacoes de Box-Cox em Amostragem de

Aceitacdo por Variaveis

7.1. Introducio

O caso classico da Amostragem de Aceitagdo por variaveis baseia-se na distribui¢do Gaussiana
para a varidvel observada, condi¢do que em alguns casos € abusiva, podendo levar a uma deciséo
errada, fundamentalmente quando se trabalha com amostras de dimensdo reduzida, de
distribui¢des assimétricas e/ou com caudas pesadas.

Tal como foi visto nos capitulos anteriores, quando a caracteristica de qualidade em estudo segue
uma distribuicdo Nao-Gaussiana e se constroem planos de Amostragem de Aceitagdo para o caso
Gaussiano, sérios prejuizos podem ocorrer para o produtor/consumidor. Por forma a evitar que
sejam cometidos erros tdo grosseiros, foram propostos planos de Amostragem de Aceitacdo
especificos para cada distribui¢do. Contudo, quando os pardmetros sdo desconhecidos, em
qualquer uma das situagdes vistas, verificou-se que a implementacgio de planos de Amostragem de
Aceitag@o torna-se mais complicada pois ndo ¢ facil a modelacdo dos dados, ndo sendo pratica a
sua implementagdo por parte da industria.

Neste capitulo, propde-se uma alternativa aos planos especificos para cada distribui¢do, quando a
modelacdo dos dados e estimag¢do dos pardmetros € dificil — o que normalmente acontece —
recorrendo as transformacdes tipo Box-Cox, que foram introduzidas na literatura em 1964 por
Box and Cox, e que ndo exigem a modelacao prévia dos dados.

Apos a transformagdo normalizante dos dados, propde-se a construgdo de planos de Amostragem

de Aceitacdo considerando o caso classico, o Gaussiano, com o desconhecido. A eficacia destes
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planos ¢ avaliada através da comparacdo da taxa de aceitacdo ou rejei¢do do lote, entre o caso

Gaussiano (apos transformacio) e o caso especifico de cada variavel.

7.2. Transformacées de Box-Cox

Uma das suposig¢des mais frequentes na area de controlo estatistico do processo ¢ que varidveis
mensuraveis seguem uma distribuicdo Gaussiana. Manuais tradicionais vao até ao ponto de
admitir que existe a necessidade de testar a hipotese nula de normalidade (por exemplo,
(Besterfield, 1995), (Mittag e Rinne, 1993)), mas ndo explicam o que fazer na eventualidade da
rejeicdo da mesma. Na literatura, a suposi¢cdo de normalidade tem sido investigada em varios
estudos no que diz respeito a indices de capacidade do processo.

Com o objectivo de alcangar o pressuposto de Normalidade, tém surgido na literatura muitas
transformagdes ndo lineares dos dados, entre as quais se incluem as transformacdes de Box-Cox.
Neste trabalho vai considerar-se, entdo, o problema de ndo normalidade, pela transformacdo dos
dados originais através da transformagdo Box-Cox, para chegar a valores transformados que
demonstrem normalidade ou no minimo normalidade aproximada.

A transformagao ¢ relativamente simples:

z=xW = : (7.1)

onde x representa os dados originais e z representa os dados transformados, sendo definidos

somente para x>0. O pardmetro univariado A define a transformagdo e pode ser estimado pelos

métodos usuais. O resultado de que xO=

L Hopital.

In(x) pode ser demonstrado utilizando a regra de

A escolha adequada do parametro associado a transformagao, permite transformar valores de uma
distribuicdo F ndo Gaussiana em valores normalmente distribuidos e independentes (Box and Cox
(1964), Figueiredo e Gomes (2002), Figueiredo (2002)).

Para a estimagdo do pardmetro A pode recorrer-se ao método usual, o da Maxima Verosimilhanga,

ao método R? ¢ ao método Dpin. De acordo com o concluido por Figueiredo (2002), optou-se,
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neste trabalho, pelo método da Maxima Verosimilhanga, uma vez que ¢ o método mais simples de
implementar, embora os restantes métodos conduzam a resultados semelhantes.

Considerando entdo que as observacdes z; (1< i <n) definidas em (7.1) sdo independentes e
normalmente distribuidas, com valo médio u e variancia o°, as verosimilhancas das amostras (z,

vees Zp) € (X7, ..., X,) estdo relacionadas. Assim, a fun¢@o de verosimilhan¢a da amostra (z, ..., z,) €

dada por:
n 1 7(21*/‘)2
L(u,0,z,.z,)= | [ ——e 2 (7.2)
i=1 0-2 27[
x,;‘—l :
[
Aplicando a transformagdo z, = X~ tem-se L(A,1,0,%,,....X )=ﬁ;ei T
A vt et ox,
com a—Z’ = xf‘l . Pelo que, a fungdo de verosimilhanga da amostra (x, ..., x,) ¢:
X .

1

" NGV
1 _2022[ 7 _”J T i
LA, u,0,x%,...,x,)= e °H X 7.3
(4, 4,0, %,,...,x,) (6 %) I,-ZII (7.3)

Logaritmizando a fun¢do de verosimilhancga (7.3), tem-se:

In(L(4, 4,0,x,,....x,)) = —nln(a«/ﬁ)—z%‘z 7
i=1

i(x"l -l —ﬂjz + (ﬂ—l)gln(x;)- (7.4)

Tendo em consideracdo que ¢ ¢ sdo o valor médio e a varidncia, respectivamente, de uma

distribuicdo Gaussiana, as suas estimativas sao:

n n l_ n n /1_ 2
R R S e YR ) E e I
i ﬂ“ i=1 nsy ﬂ

n-

Pode entdo reescrever-se (7.4) da seguinte forma:
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1n(L(z,a,a,xl,...,xn)):_Eh{li("f -1 ﬂJ J_gm(z;z)_gm_l)im(x,). 7.5)

2 \n g\ A

Derivando a fungdo de verosimilhanga logaritmizada (7.5) em ordem a A e igualando a zero,

obtém-se a equagao:

a ln(L(/I, ﬂ’ O-’ xl 90ty xn ))
oA

nzn:[(x? R _I(X?,;l 1 Z xf;t—lﬂ_ /12[(%1 B % Z X?A_IJ ]Zn:ln(xl.)=0 (7.6)

i=1

=0

A resolugdo da equacgdo (7.6) — valor que maximiza a funcdo de verosimilhanca — da a estimativa

de maxima verosimilhanga de A#0. Assim, a estimativa de A sera dada por:

solugdo da equagdo (7.6),4#0
A=

1 2 . 77
OseL(/l,,&,é‘,zl=ln(x1),...,zn=ln(xn))>L(l,ﬂ,6',zl=xlTl,...,z _ % 1}1:0 7D

Obtida a estimativa de A, procede-se a transformag¢io adequada dos dados originais e determina-se
o plano de Amostragem de Aceitacdo para o caso Gaussiano com o desconhecido. A verificagdo
da adequabilidade deste procedimento ¢ efectuada, com base em processos de simulacdo, pela
compara¢do da taxa de aceitacdo ou rejeicdo do lote entre este caso e o plano de amostragem

especifico.
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Capitulo 8.

Apresentacio e discussio de resultados

8.1. Introducio

Neste capitulo vao encontrar-se valores numéricos para responder as principais questdes

abordadas nos capitulos precedentes, nomeadamente:

1) Que erros poderdo ser cometidos se for utilizado um plano de Amostragem de Aceitagcdo para
o caso Gaussiano e se a caracteristica de qualidade em estudo ndo for Gaussiana,
nomeadamente, se a sua distribui¢do for assimétrica e/ou apresentar caudas leves/pesadas?

i1) Que influéncia tem nos resultados os valores dos pardmetros da distribuicdo Nao-Gaussiana da
caracteristica de qualidade em estudo?

Os resultados apresentados neste capitulo, vao permitir responder a estas questoes.

Para avaliar o grau de assimetria utilizou-se o coeficiente de assimetria de Fisher, que ¢ dado por:
U
o(F)=%, (8.1)

onde F representa a distribuicdo subjacente aos dados, 45 representa o momento central de ordem
3 da distribui¢@o F e orepresenta o desvio padrdo da distribuicdo F.

Quanto ao calculo do peso das caudas, recorreu-se ao indice (Hoaglin, Mosteller and Tuckey

(2000)):

(F)= 1(F7'(0.99)- F'(0.50) N F7(0.50) = F'(0.01) ) /[ Zo00 = Zo.s 8.2)
2\ F(0.75) - F7(0.50) ~ F7(0.50)— F(0.25) }/ \ zpos — 205 ) '
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tal que F~'(p) representa o quantil de ordem p da distribuicdo F e z, representa o quantil de ordem
p da distribuicdo Normal Padrio.

Nos subcapitulos onde sdo apresentados os resultados para cada uma das distribui¢des estudadas
nos capitulos anteriores foram escolhidas distribuigdes com varios graus de assimetria € varios
indices de peso de cauda. A tabela 8.1 mostra o coeficiente de assimetria € o indice de peso de
cauda para as distribui¢cdes aqui abordadas, ou seja, Exponencial, Gamma, Weibull, Fréchet, e

Gumbel, justificando assim, a escolha dos parametros para as distribui¢des em estudo.

F o(F) | z(F) F ¢(F) | (F)
Ny, 0), Vi,0>0 0 1 Weibull(5=10, 6=7) -0,463 0,990
Exp(8), VO >0 2 1,062 | Weibull(5-10, 6=10) -0,6376 1,015
Gamma(&=10, 6=3) 1,155 1,009 | Weibull(5=3, 8=10) -0,6376 1,015
Gamma(Jd=5, 6=7) 0,756 1,003 Frechet(5=2, 6=5) 3,535 1,357
Gamma(J5=5, 6=15) 0,516 1,001 Frechet(5=10, 6=5) 3,535 1,357
Gamma(5=10, 6=15) 0,516 1,001 | Frechet(5=15, 6=5) 3,535 1,357
Weibull(5=10, 6-0,5) 6,619 2,260 | Frechet(510, 6=7) 2,425 1,264
Weibull(5=20, 6=0,5) 6,619 2,260 | Frechet(5=10, 6=10) 1,910 1,205
Weibull(5-10, 6=2) 0,631 0911 | Frechet(5-10, 6=15) 1,605 1,164
Weibull(5=1, 6-2) 0,631 0911 |Gumbel(Z ), VA,6 >0 1,140 1,094
Weibull(5=10, 6=3) 0,168 0,922

Tabela 8.1: Valores do coeficiente de assimetria e indice de peso de cauda

Na comparag@o de resultados face ao caso Gaussiano, ira utilizar-se o sofiware R-Cran e ira
considerar-se a=5%, =10%, AQL=1% e alguns valores de n e respectivo k, retirados da norma.
Tal como visto anteriormente, a determinacdo do plano de amostragem ¢ baseada na solucdo do
sistema (2.1). Este sistema sera resolvido em ordem a k ¢ LTPD e a comparagdo dos resultados
sera, essencialmente, baseada no L7PD e/ou na Curva OC.

Na apresentacdo e discussd@o de resultados ira ser utilizado o seguinte procedimento: 1)
comparagdo de resultados do caso Gaussiano para o conhecido com os resultados do caso
Exponencial; ii) comparacdo do caso Gaussiano para o conhecido e o desconhecido com os
resultados dos casos Gama (para @ conhecido e € desconhecido), Weibull (para & conhecido e
para @ desconhecido), Fréchet (para @ conhecido e 6 desconhecido) e Gumbel (para o
conhecido e ¢ desconhecido).

Em qualquer uma das comparagdes mencionadas anteriormente, mostra-se que se for usado o
ajuste Gaussiano (k retirado da norma) com dados ndo Gaussianos, o risco do produtor deixa de
ser o =5% (fixado) — aumenta/diminui — assim como os valores de L7PD também s3o mal

calculados. E necessario, portanto, proceder ao ajuste dos dois modelos, ou seja, ambos terem o
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mesmo ¢, para que se possa proceder a comparagdo dos B Em qualquer um dos casos, para
exemplificar a comparagdo Gaussiana vs Nao-Gussiana, serd utilizado sempre o limite de

especificacdo superior.

8.2. Caso Gaussiano vs Caso Exponencial

Na presente situag@o a caracteristica de interesse ¢ uma v.a. com distribuicdo Exponencial. Para a

comparagdo de resultados entre os casos Exponencial e Gaussiano ird utilizar-se o seguinte

procedimento:

1) Determina-se a média e o desvio padrdo da Exponencial, dados respectivamente por
,=0¢e0,=0; (8.3)

i1) A aceitagdo do lote no caso Gaussiano com o conhecido (dados Gaussianos — ajuste a

Gaussiana), com base em (3.10) ¢:

Uy—-X U,-X Zi_g
=N ES>K e Q=2 s, T 8.4
Oy N Oy p 1-A4QL /—n (8.4)

(o

onde Oy, Un, ky € oy representam, respectivamente o indice de qualidade da Gaussiana, limite
superior de especificagdo da Gaussiana, constante de aceitagdo da Gaussiana e probabilidade
de erro tipo I da Gaussiana;

iii) A aceitacdo do lote no caso Exponencial (dados Exponencial — ajuste a Exponencial), com
base no resultado (4.9) é:

U U

QE:%ZkE@QE: 2_M

e Zzzn;l_% , (8.5)
onde Q, Ug, kg e o representam, respectivamente o indice de qualidade da Exponencial,
limite superior de especificacdio da Exponencial, constante de aceitacdo da Exponencial e
probabilidade de erro tipo I da Exponencial;

iv) De acordo com (8.3), (8.4) e (8.5) e designando por ozy a probabilidade de erro tipo I, no

caso dos dados serem Exponenciais e se proceder ao ajuste a Gaussiana, tal que agy= o, tem-

= P(rej.H, |50,X N Exp(8)) & a,, = POy <k,[6,, X N Exp(d)) &

( S 20— J%V 50,XﬁEXp(5)J<:>
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o, =P XU, —O{ZIAQL —%Jﬁo,XmExp(cS)J &

_ . _
Uy =P 2nX 2 %(UN - O{ZlAQL e 0y 2nX mﬂ(zsz e

S Jn S

2n Zl—a:V
aEN:l_FZzzn ? UN_O-O Zl_AQL—Tn‘
0

Sabendo que U\ =, + 042, 4., M, =0, € 0, =0, ,entdo

2 Zi_g,
Oy =1- F;:%n (Fn(ao (1 +Z 401 )_ 50(ZI—AQL - IWJJJ =
o

Xoni-ay,
Oy =1-F , (2n+2\/;zl_aN)<:> a, :1—c1{221—\/;—\/2) (8.6)

Para que se possa comparar os planos classico e especifico, com o = 5%, isto ¢ ar = 5% e
portanto também oy = 5%, terd de se ajustar o, ou seja, consultar a norma Gaussiana com o,
dado por (8.6).

Apds o ajuste dos s (tabela 8.2), os resultados obtidos para os valores de LTPD e de k, sdo os
que constam da tabela 8.3. Na coluna “NORMA (& ndo ¢ 5%!) Dados Gaussianos Ajuste a
Gaussiana (o conhecido)” os valores da constante de aceitacdo (ky) e da fraccdo ndo conforme

LTPDy, sdo obtidos a partir do sistema (3.10), ou seja

Zl—a

ky = Zi_401 _W
| , (8.7)
LTPD, =®| z,,, +ﬁ(zla ~2,)

sem se proceder ao ajuste dos &’s. Com o ajuste dos ¢’s obtém-se a coluna “Ajustamento da
Norma — Dados Gaussianos Ajuste a Gaussiana (¢ conhecido)” substituindo no sistema anterior o
por oy, dado por (8.6).

Relativamente a coluna “Dados Exponenciais Ajuste a Gaussiana”, atendendo a que

Z_ay

kN:zl_AQL—W, Uy=HUy+0,2_ 40> My=0, € 0,=0,, ao sistema (4.8) e que a

@ Pelo resultado (4.3).
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probabilidade de aceitagdo do lote para a frac¢do ndo conforme LTPD ¢é [, ou seja,

PAC,(LTPD,, )= /3, tem-se:

P[—UN Xk,
O-O

Y In(40L)

Finalmente, para a coluna “Dados Exponenciais Ajuste a Exponencial”, os resultados foram

obtidos através da resolugdo do sistema (4.9) em ordem a k e a LTPD, ou seja,

= 2nIn(AQL)
ETT 0
XZn;lfd
L)
LTPD,=e *
Dimensio Ol SE O se
N E
da anrlZOStras aEZS% (XNZS%
10 0.036 0.064
15 0.038 0.062
20 0.039 0.061
30 0.041 0.059
35 0.041 0.058
50 0.043 0.057
75 0.044 0.056
100 0.045 0.055
150 0.046 0.054
200 0.046 0.054

Tabela 8.2: Resultados do ajuste dos s, caso Exponencial(=10) e AQL=1%

Da analise dos resultados apresentados nas tabelas 8.2 e 8.3, pode verificar-se que se a
caracteristica de qualidade ¢ uma varidvel Exponencial e se se utilizar os valores da Norma (caso
classico), o risco do produtor (assim como o do consumidor) ¢ mal calculado. Por exemplo,
considerando AQL=1%, n=10 e se se pretender um risco do produtor de 5%, consulta-se a Norma
e determinam-se os valores de k e de LTPD, que neste caso sdo, respectivamente, 1.81 ¢ 8.06. Mas
de facto, com este &, incorre-se num risco real do produtor de 6.36% (o risco de 5% ¢ ilusério e
enganador) e a frac¢do ndo conforme, real, assumida pelo consumidor é de 16.13%. Assim sendo,
para assegurar um risco de 5% e uma fraccdo ndo conforme de 16.13% do consumidor, a Norma
deve ser calculada com um risco de 3.56%, obtendo-se a constante de aceitacdo, k, da

antepenultima coluna da tabela 8.3.
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Estes resultados, mostram claramente que usando, abusivamente planos de Amostragem de
Aceitagdo para varidveis Gaussianas quando a caracteristica de qualidade em estudo ¢
Exponencial, isso implica sérios riscos para o consumidor e/ou produtor, caso ndo se proceda ao

ajuste dos a’s.

AQL=1%
Dimenséo (aljl(;oRéNg; N Ajustamento da Norma
da > — Dados Gaussianos Dados Exponenciais Dados Exponenciais
Dados Gaussianos . \ . . . . . . .
amostra, . \ . Ajuste a Gaussiana Ajuste a Gaussiana Ajuste a Exponencial
Ajuste a Gaussiana .
n . (o conhecido)
(o conhecido)
LTPDy % Ky LTPDy % Ky LTPDgy % Key LTPDg % Kr
10 8.06 1.81 8.84 1.76 16.13 1.76 16.13 2.93
15 5.81 1.90 6.22 1.87 11.45 1.87 11.45 3.16
20 4.73 1.96 4.99 1.93 9.08 1.93 9.08 3.30
30 3.66 2.03 3.79 2.01 6.68 2.01 6.68 3.49
35 3.35 2.05 3.46 2.03 5.99 2.03 5.99 3.56
50 2.79 2.09 2.87 2.08 4.73 2.08 4.73 3.70
75 2.34 2.14 2.38 2.13 3.73 2.13 3.73 3.85
100 2.10 2.16 2.13 2.16 3.20 2.16 3.20 3.94
150 1.84 2.19 1.86 2.19 2.65 2.19 2.65 4.05
200 1.70 2.21 1.71 2.21 2.36 2.21 2.36 4.12

Tabela 8.3: Comparagio de LTPD e de k, entre o caso Gaussiano (o conhecido) € o caso Exponencial(&=10)

As figuras 8.1 a 84, mostram as curvas OC para os casos Exponencial

PAC, (w)=F, —M e Gaussiano (o conhecido), j4 com o ajuste dos «’s
E X2n kE

PAC,(w)=F —2”1n(“’)( ky +1 )| iderando AQL=1%, n={10, 20, 50, 100
v)=F, ln(AQL)_ st S e considerando AQL=1%, n={10, 20, 50, },

onde wrepresenta a gama de frac¢cdes ndo conformes.

(19 Confirmagao: PAC, (AQL)=F

2nIn(4QL) ~ 2,
( nCigL) ’”)]FH Vi 1)]

Substituindo a expressio de ay, dada por (9.6) na expressao anterior, obtém-se PAC, (AQL)=1~-a, , tal como se

pretendia, o que significa que os planos sdo comparaveis.
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Figura 8.1: Curvas OC para os casos Exponencial (e) Figura 8.2: Curvas OC para os casos Exponencial (e)
e Gaussiano para o conhecido (°), j4 com o ajuste dos e Gaussiano para o conhecido (°), j4 com o ajuste dos
o’s e considerando AQL=1%, n=10 e 6=10 o’s e considerando AQL=1%, n=20 e &10
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Figura 8.3: Curvas OC para os casos Exponencial () Figura 8.4: Curvas OC para os casos Exponencial (e)
e Gaussiano para o conhecido (°), ja com o ajuste dos e Gaussiano para o conhecido (°), j4 com o ajuste dos
o’'s e considerando AQL=1%, n=50 ¢ 6=10 o’s e considerando AQL=1%, n=100 e 5=10

Como se pode verificar, da andlise das figuras 8.1 a 8.4, com o ajuste dos s, as curvas OC sdo
coincidentes, o que vem de encontro aos resultados apresentados na tabela 8.3 (LTPD das duas
ultimas colunas). Verifica-se também que a medida que a dimensdo da amostra aumenta, a curva
OC decresce mais rapidamente, o que significa que a probabilidade de aceitacdo do lote com uma
fraccdo ndo conforme elevada, diminui com o aumento de 7, o que era expectavel face a tabela
8.3, onde a frac¢do ndo conforme “assumida” pelo consumidor também diminui com ». De referir
ainda que o parametro o ndo exerce influéncia nos resultados, tal como mostra a equacio (4.9).

Uma outra forma de comparar resultados e avaliar a performance dos dois planos, é considerar os
planos especifico e standard (caso cldssico ou Gaussiano), e determinar a taxa de resultados
iguais, ou seja, a taxa de aceitacdo ou de rejeicdo do lote, para ambos os métodos. Para tal foram

geradas 10000 amostras de dimensdo n :{10, 20, 50, 100} com distribuicdo Exponencial de
parametro o, aplicaram-se os dois métodos a cada uma e registou-se a taxa de resultados

coincidentes, com e sem ajuste dos «’s. Estes resultados constam da tabela 8.4.
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Apresentacdo de resultados: Caso Gaussiano vs Caso Gama

Taxa de resultados

coincidentes (%)

paran=| 10 | 20 | 50 | 100

Distribuigdo
Exp(9)

Exp(2) 100 | 100 | 100 | 100
Exp(10) 100 | 100 | 100 | 100
Tabela 8.4: Comparaciio dos métodos especifico e classico: Taxa de resultados coincidentes, a aceitacdo ou rejeig¢do
do lote, caso Exponencial, 40L=1% e com ajuste dos s

Da anélise dos resultados da tabela 8.4, verifica-se que quando ¢ efectuado o ajuste dos s, a taxa
de resultados coincidentes em ambos os métodos é 100%, independentemente do valor de d e de
n, o que vem de encontro aos resultados apresentados anteriormente, mais visivel nas curvas OC,

uma vez que os planos sdo equivalentes.

8.3. Caso Gaussiano vs Caso Gama
8.3.1. Gaussiana (o conhecido) vs Gama (@ conhecido)

A caracteristica de qualidade neste caso, € uma v.a. com distribuicdo Gama (& conhecido) e uma
vez mais, para se poder prosseguir com a comparacdo de resultados face ao caso Gaussiano (o
conhecido) ter-se-4 que proceder, em primeiro lugar ao ajuste dos ¢’s. Considerando o limite
superior de especificagdo (as restantes situacdes sdo analogas), o procedimento € o seguinte:
1) Determina-se a média e o desvio padrdo da Gama, dados respectivamente por
U, =08 e 0, =056; (8.8)
i1) A aceitagdo do lote no caso Gaussiano com o conhecido (dados Gaussianos — ajuste a
Gaussiana) ¢ dada pela expressdo (8.4).
1i1) A aceitacdo do lote no caso Gama (dados Gama — ajuste a Gama), com base no resultado
(5.10) ¢ dada por:

2n6Fy, 1-A0L
0. = U; >k, & Q= %ﬁ > Ga’;’;w’”( or), (8.9)
2n8;l-ag;

iv) De acordo com (8.8), (8.4) e (8.9) e designando o a probabilidade de erro tipo I no caso de

os dados seguirem uma distribui¢do Gama e se proceder ao ajuste a Gaussiana, tem-se:

Oy = Plrej.H,|8,, X N Gama(8,5)) & ag, = PO, < ky|6,, Gama(8,5)) =
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UN B X < z _ Zl_aN
= “1-40L
(o \n

8,,Gama(8, 8 )j =3

= iy
Aoy =Pl X 2Uy —0| z,_yp, ——F—

Tn 8,,Gama(8,5 )] =3

2> X, 2> X,
S = P _Ba | |s S 2 (n
Ogy = = N O\ Zi_ioL 0> N Xowe | &

Jn

2n Zl—ozM
(ZGNZI—FZZan ?0 UN_O-O ZI—AQL —Tn‘ .

Sabendo que U, =, + 042,_,0,» Uy = 6,0 € 0, = 50@ , entdo

2 2y,
gy =1- FZZan (%(50 (6’ + x/gzlfAQL )— 5()\/5(2“@ — IWJD o
0

2
tp =1-F, 2n0+2nbz, )& a, :1—¢(”22L\/;_20~—\/n9} (8.10)

A norma Gaussiana deve entdo ser consultada para oy dado em (8.10).

Apds o ajuste dos s (tabela 8.5), os resultados obtidos para os valores de LTPD e de k, sdo os
que constam da tabela 8.6, que contém os resultados para o caso Gaussiano com ¢ conhecido
(dados pela Norma) versus o caso Gama. De forma semelhante ao apresentado para o caso
Exponencial, no que diz respeito a tabela 8.6, a coluna “NORMA (o ndo é 5%!) Dados
Gaussianos Ajuste a Gaussiana (o conhecido)” os valores da constante de aceitagdo (ky) e da
fraccdo ndo conforme LTPDy, sdo dados por (8.7) sem se proceder ao ajuste dos &’s. Com o
ajuste dos s obtém-se a coluna “Ajustamento da Norma — Dados Gaussianos Ajuste a Gaussiana
(o conhecido)” substituindo em (8.7) & por o. Relativamente a coluna “Dados Gama Ajuste a
Gaussiana”, atendendo a que k, =z,_,,, —%, Uy=Uy+0,2_4p,, Uy=06,0 € 0, = 50\/5,

sistema (5.9) e que a aceitagdo do lote para a frac¢do ndo conforme LTPDgy é B, ou seja,

2 -
Xano:p Foamaton (l - AQL)
PAC,(LTPD,, )=, tem-se LTPD, =1-F,,
N( GN) ﬂ GN Gama(8,1) 2n(—\/5kN 10+ W/EZl_AQL

) . Por ultimo,

; 2) X,
S nbo = z X, N Gama(nb,5) = i:15 M %3, ¢ considerando o resultado (5.6).

i=1

(D Sendo 5‘ =

SIS
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Apresentacdo de resultados: Gaussiana (¢ conhecido) vs Gama (8 conhecido)

os valores de LTPD e k da coluna “Dados Gama Ajuste a Gama” foram obtidos pela resolug¢do do

sistema (5.10), ou seja,

_ 2n6FC;alma(9,l)(1 — AQL)
ZZZnH;l—a

kys.s)
LTPD; =1- FGama(e,l{ ;(;ZﬁJ

kg

De referir que, quando o parametro de forma ¢ igual a 1 se estd perante o caso Exponencial ja
estudado no subcapitulo anterior.

Os resultados apresentados nas tabelas 8.5 e 8.6 sdo relativos a uma caracteristica de qualidade
com distribuicdo Gama(6=3,6=10). No entanto, se a caracteristica de qualidade seguisse uma
distribuigdo Gama(6=3,5=5) os resultados permaneciam os mesmos pois as expressdes nao
dependem do valor de d. Daqui se conclui que o pardmetro de escala, d, ndo exerce influéncia nos
resultados.

Da andlise dos resultados das tabelas 8.5 e 8.6, pode verificar-se que se a caracteristica de
qualidade ¢ uma varidvel Gama e se se utilizar os valores da Norma (caso cléssico), o risco do
produtor (assim como o do consumidor) € mal calculado, a semelhanga do que se verificou para o
caso Exponencial. Por exemplo, considerando 4QL=1%, n=10 e se se pretender um risco do
produtor de 5%, consulta-se a Norma e determinam-se os valores de k e de LTPD, que neste caso
sdo, respectivamente, 1.81 e 8.06%. Mas de facto, com este k, incorre-se num risco real do
produtor de 5.9% (o risco de 5% ¢ ilusdrio e enganador). Por outro lado, a fraccdo real ndo
conforme do consumidor, para um risco de 10% ¢ de 12.99%. Assim sendo, para assegurar um
risco de 5% e uma frac¢do ndo conforme de 12.99% (do consumidor), a Norma deve ser calculada
com um risco de 4.1%, obtendo-se a constante de aceitagdo, k, da antepentltima coluna da tabela
8.6.

Estes resultados mostram, uma vez mais, que usando, erradamente planos de Amostragem de
Aceitacdo para variaveis Gaussianas quando a caracteristica de qualidade em estudo ¢ Gama,
erros grosseiros sdo cometidos e que podem conduzir a decisdes erradas, implicando riscos para o

consumidor e/ou produtor.
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Dimensao o se % Dimensao oy se oG
N —
amgztra 0G=3% (6-3,5-10) amggtra 93?55‘;)/100 (0:3,6—:51;) s
S (03.6410) | se a=5% S (O350 e
10 0,041 0,059 50 0,045 0,054
15 0,042 0,058 75 0,046 0,054
20 0,043 0,057 100 0,047 0,053
30 0,044 0,056 150 0,047 0,053
35 0,045 0,055 200 0,048 0,052

Tabela 8.5: Resultados do ajuste dos s, caso Gama 6 conhecido (6=3,6=10) e considerando 4Q0L=1%

AQL=1%
Dimensao N?RMA Ajustamento da Norma
(e ndo € 5%!) . Dados Gama Dados Gama
da . — Dados Gaussianos . X . . .
amostra Dados Gaussianos Ajuste 4 Gaussiana Ajuste a Gaussiana Ajuste a Gama
’ Ajuste a Gaussiana . (6=3,5=10) (6=3,5=10)
n . (o conhecido)
(o conhecido)
LTPDy % Ky LTPDy % Ky LTPDgy % Koy LTPD¢ % Kg
10 8.06 1.81 8.53 1.78 12.99 1.78 12.99 6.38
15 5.81 1.90 6.06 1.88 9.18 1.88 9.18 6.69
20 4.73 1.96 4.89 1.94 7.30 1.94 7.30 6.88
30 3.66 2.03 3.74 2.02 5.43 2.02 543 7.13
35 3.35 2.05 3.42 2.04 4.89 2.04 4.89 7.21
50 2.79 2.09 2.83 2.09 3.92 2.09 3.92 7.39
75 2.34 2.14 2.36 2.13 3.15 2.13 3.15 7.56
100 2.10 2.16 2.12 2.16 2.74 2.16 2.74 7.66
150 1.84 2.19 1.85 2.19 2.32 2.19 2.32 7.79
200 1.70 2.21 1.71 2.21 2.09 2.21 2.09 7.87

Tabela 8.6: Comparagdo de LTPD e k, entre o caso Gaussiano (¢ conhecido) e o caso Gama, com & conhecido

As figuras 8.5 a 8.12, mostram as curvas OC para os casos Gama (6=3,6=10) ¢ Gaussiano (o
conhecido) — numeragdo par — ¢ para os casos Gama (6=7,0=10) e Gaussiano (o conhecido) —
numerag¢do impar, ja com o ajuste dos &’s e considerando AQL=1%, n={10, 20, 50, 100}, onde @
representa a gama de frac¢des ndo conformes. Relativamente ao caso Gama(6,d) a probabilidade

de aceitagdo do lote para uma determinada fraccdo ndo conforme ® ¢ dada por

caso tem-se

PCICG (a)) =F 2n HFC:alma(g,l) (1 — a))

" Gaussiano,
Xano k
G

Quanto ao

2VZFG_1 (91)(1—60) (12
P =F, ana(®. —kyNO+0+0 )
o (a)) Ao FGjma(H,l) (1 - AQL) ( ! oo )

(12 Confirmagdo: Pac, (AQL)=F ,

Xano

Zl—ocM . -
2n| V@ —=-+ 0 | |, substituindo ay pela sua expressio dada por (8.10),
n

N

obtém-se Pac,, (AQL) =F 2 )= 1 - ¢, tal como se pretendia. Significa entdo, que os planos sdo

King Y¥2n61-0c

comparaveis ¢ além do mais equivalentes, a semelhanga do caso Exponencial.
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Figura 8.7: Curvas OC para os casos Gama (e) ¢
Gaussiano para o conhecido (°), ja com o ajuste dos
o’s e considerando AQL=1%, n=20, 6=10 ¢ 6=3

pac

Figura 8.9: Curvas OC para os casos Gama (e) ¢
Gaussiano para o conhecido (°), ja com o ajuste dos
o’s e considerando AQL=1%, n=50, 610 e 6=3

Apresentagdo de resultados: Gaussiana (o conhecido) vs Gama (8 conhecido)
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Figura 8.5: Curvas OC para os casos Gama (e) ¢
Gaussiano para o conhecido (°), ja com o ajuste dos
o’s e considerando AQL=1%, n=10, 6=10 ¢ 6=3
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Figura 8.6: Curvas OC para os casos Gama () e
Gaussiano para o conhecido (°), j4 com o ajuste dos
o’s e considerando AQL=1%, n=10, 6=10 ¢ 6=7
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Figura 8.8: Curvas OC para os casos Gama (e) e
Gaussiano para o conhecido (°), ja com o ajuste dos
o’s e considerando A0L=1%, n=20, &=10 e 6=7
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Figura 8.10: Curvas OC para os casos Gama (e) e
Gaussiano para o conhecido (°), ja com o ajuste dos
o’s e considerando A0L=1%, n=50, 6=10 ¢ 6=7
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Figura 8.11: Curvas OC para os casos Gama (e) e Figurz} 8.12: Curvas OC' para 0s casos Gatpa (®) e
Gaussiano para o conhecido (°), ja com o ajuste dos Gaussiano para o conhecido (°), ja com o ajuste dos
o’s e considerando 40L=1%, n=100, =10 ¢ 6=3 a’s e considerando 4QL=1%, n=100, =10 ¢ 6=7

Como se pode verificar, a semelhanga do que se obteve para o caso Exponencial, com o ajuste dos
a’s, as curvas OC sdo coincidentes, o que vem de encontro aos resultados ja obtidos na tabela 8.6
(duas ultimas colunas relativas a LTPD). Verifica-se também que a medida que a dimensdo da
amostra aumenta a curva OC decresce mais rapidamente, o que significa que a probabilidade de
aceitacdo do lote com uma frac¢@o ndo conforme elevada diminui com o aumento de #, o que era
expectavel, pois a frac¢do ndo conforme “assumida” pelo consumidor também diminui com #.
Relativamente a influéncia do pardmetro de forma, 6, nos resultados, pode ver-se que as curvas
OC decrescem mais rapidamente com o aumento de 6, tratando-se de distribui¢des com menor
coeficiente de assimetria e indice de peso de cauda muito préximo do da Gaussiana. Quanto ao
parametro de escala 0, ndo se verifica a sua influéncia nos resultados, pois as expressdes ndo
depende do seu valor, tal como se pode ver no sistema (5.10).

A tabela 8.7 mostra as taxas de resultados coincidentes entre o caso Gaussiano € o plano
especifico. O procedimento utilizado ¢é perfeitamente analogo ao utilizado para o caso
Exponencial. Da analise dos resultados da tabela 8.7, pode ver-se que a taxa de resultados
coincidentes, apos o ajuste dos s, é de 100%, o que vem de encontro aos resultados ja obtidos

na tabela 8.6.

Taxa de resultados
coincidentes (%)
paran= | 10 20 50 100
Distribuicao
Gama(6,0)
Gama(3,5) 100 100 100 100
Gama(7,5) 100 100 100 100

Tabela 8.7: Comparacdo dos métodos especifico e classico: Taxa de resultados coincidentes, a aceitagdo ou rejeigdo
do lote, entre o caso Gaussiano (¢ conhecido) e caso Gama (& conhecido), com ajuste dos s
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8.3.2. Gaussiana (o desconhecido) vs Gama (@ desconhecido)

Para que se possa entdo, proceder a comparacdo dos planos de amostragem, o classico com o
especifico, terd de se proceder em primeiro lugar ao ajuste dos ¢’s. A caracteristica de qualidade ¢
neste caso, uma v.a. com distribui¢do Gama (6 desconhecido). Considerando o limite superior de
especificagdo (as restantes situacdes sdo andlogas), o procedimento € o seguinte:
1) Determina-se a média e o desvio padrdo da Gama, dados respectivamente por
Hgo =610, € Og, =0/, ; (8.11)
i1) A aceitacdo do lote no caso Gaussiano com ¢ desconhecido (dados Gaussianos — ajuste a
Gaussiana) ¢ dada pela expressao

Q :UN_)_(G
N

=K, ,com k, dado em (3.35), ou seja,

— Uy _XG > _E:(ﬂ)(l_azv)
Oy > In (8.12)

e A=+nz 40, (dado pela equagio (3.36)).
1i1) A aceitacdo do lote no caso Gama (dados Gama — ajuste a Gama), com base no resultado
(5.24) ¢:

QG:%GE;{G, (8.13)

onde Qg ¢ k¢ terdo de ser determinados por processos de simulagdo.
iv) De acordo com (8.11), (8.12) e (8.13) e designando agy a probabilidade de erro tipo I, no caso

dos dados seguirem uma distribui¢do Gama e se proceder ao ajuste a Gaussiana, tem-se:

gy = Plrej.H,|8,, X N Gama(8,6)) & ay = PO, < k|5, Gama(6,5))

F'ol-
Oy = P(QN < —%M,Gama(ﬁ, 5)] S

Flol-a)) | Flal-a)
aGN:FQN(_ H(li/; NJ@— ""(li/; - :FQ;(aGN)C}
oy =1-F,_ l-n ;! (@) com A=z, . (8.14)
U, —-X,

Uma vez que Q, = ¢ tem distribui¢do desconhecida, a sua distribui¢do terd de ser

SG

determinada por métodos de simulag@o. Sabe-se que no caso Gaussiano (o desconhecido) a
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frac¢do ndo conforme, @, ¢ dada por w=1- @(M) e Uy=HU,+0,z_,p,sendo ly e 0p 0
(o

valor médio e o desvio padrdo da distribuicdo Gama, respectivamente, dados em (8.11).

Apds o ajuste dos s (tabela 8.8), procede-se entdo a comparagdo dos planos de amostragem,
recorrendo para tal, a k e a LTPD que constam da tabela 8.9.

Quanto a tabela 8.9, a coluna “NORMA (& ndo € 5%!) Dados Gaussianos Ajuste a Gaussiana (o
desconhecido)” os valores da constante de aceitagdo (ky) € da frac¢do ndo conforme LTPDy, sdo

obtidos a partir do sistema (3.35), ou seja

|
o= 1)

T
F (ﬂl)(_ kN‘/;): B

]

, com 4, :\/ZZAQL e 4 :\/;ZLTPDN ) (8.15)

sendo a segunda equacdo do sistema resolvida em ordem ao pardmetro de ndo centralidade da
distribui¢do 7 ndo central, 4;, e de seguida em ordem a LTPDy, sem se proceder ao ajuste dos ’s.
Com o ajuste dos ¢’s obtém-se a coluna “Ajustamento da Norma — Dados Gaussianos Ajuste a
Gaussiana (o desconhecido)”, substituindo ¢ por oy em (8.15). Relativamente a coluna “Dados
Gama Ajuste a Gaussiana” atendendo a primeira equagdo de (8.15), ao sistema (5.25), que a

aceitacdo do lote para a fracgdo ndo conforme LTPDgy é fB, ou seja Pac,(LTPD,, )=/, aos

resultados (3.31) e (3.32), e que 4, =Uy + 0z, ,tem-se:

P(O, > ky|X N Gama(6,8),0=LTPD, )= =

Uy—X -
P NS—GZkN|ﬂ=ﬂ1j=ﬁ@P(XG <—kySo +Uylu= )= B &
G
PXG_IUS_kNSG+UN_Iu1 :ﬁ@P Z+2’1 S—kN\/; :ﬂ@
o o Y
\/; \/; n—1
LTPD,, 3Ft,,_1(/1,)(_ kN\/;)z B,com A = \/;ZLTPDGN . (8.16)

Finalmente, os valores de kg € LTPD¢ da coluna “Dados Gama Ajuste a Gama (& desconhecido)”

foram obtidos pela resolugdo do sistema (5.25) recorrendo a métodos de simulagdo, ou seja

{P(QG > KoJw=40L)=1-0 _ {kG = Fy, (@) (8.17)

P(Q; 2K |lw=LTPD;)=B ~ |LTPD,:P(Q, > K |w=LTPD,)=f
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Apresentacdo de resultados: Gaussiana (o desconhecido) vs Gama (& desconhecido)

Quanto ao caso Gaussiano com o desconhecido a probabilidade de aceitagdo do lote para uma

determinada frac¢do ndo conforme w € dada por PacN(a)):l—FQN (—LF - (l)(l—aN))m),

\/; [}

A=An z,- No que diz respeito ao caso Gama com @ desconhecido a probabilidade de aceita¢do
do lote para uma dada frac¢io ndo conforme ¢ dada por Pac,(w)=1- F,, (k).

Como se estd perante o caso em que o parametro de forma, 6, é desconhecido, teve de se recorrer
a métodos de simulagdo quer para o ajuste dos s quer para a defini¢do dos planos de
amostragem especificos. Em consequéncia, teve de se proceder também a estimacdo dos
pardmetros da distribui¢do Gama. Para a estimacdo dos parametros, foram utilizadas fung¢des ja
existentes nos packages do software utilizado, o R-Cran. Da pesquisa efectuada, varias funcdes
foram encontradas ¢ experimentadas"'?. Contudo, em todas elas, as estimativas dos pardmetros
ndo eram, de todo, precisas, principalmente no caso de amostras de pequena dimensdo. Por este
facto, os resultados estdo condicionados a mé estima¢@o dos pardmetros da distribui¢do Gama,
motivo pelo qual ndo se apresentam aqui os resultados, pois ndo permitiam retirar conclusdes

credivelis.

| -
(13 Confirmagao: Pac, (AQL)=1- F, (— TE 1]( 4 )(l -a, )j , substituindo o pela sua expressdo, obtém-se
N n n-|

Pac,(AQL)=1- F,, (_ﬁ}i”‘l‘ (10)(1 -1+ F (/10)(— \/;F; (e, )))j =1-a, o que significa que os

planos sdo equivalentes, podendo assim ser comparados.

(% Foram experimentadas as seguintes fungdes: 1) fitdistr( ), que se encontra disponivel no package MASS e que foi
utilizada; ii) mle( ) disponivel no package stats4 — dando especificacdo da expressdo analitica de [log(funcéo de

—2

a X A 00X _ .
— ¢ 8 =—,onde X representa a média
S

verosimilhanga)]. iii) estimagdo pelo método dos momentos, tal que O = 3
S

2 A
da amostra e §” representa a variancia da amostra.
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8.4. Caso Gaussiano vs Caso Weibull
8.4.1. Gaussiana (¢ conhecido) vs Weibull (8 conhecido)

A situagdo presente é que os dados sdo Weibull com & conhecido mas ird fazer-se o ajuste a
distribuicdo Normal ou Gaussiana com o conhecido. Assim, para o ajuste dos ¢’s ird proceder-se
do seguinte modo, considerando o limite superior de especificagdo, U:

i) Determina-se a média e o desvio padrio da Weibull, dados respectivamente por

Uy :51“(%“) e oy, :6\/F(%+1)—[1‘(%+1D ; (8.18)

i1) A aceitagdo do lote no caso Gaussiano com o conhecido (dados Gaussianos — ajuste a

Gaussiana) ¢ dada em (8.4);
1i1) A aceitacdo do lote no caso Weibull com & conhecido (dados Weibull — ajuste a Weibull),
com base no resultado (6.7) e (6.10) é:

0 6
0, :(Uég) >k, 0, :(Uég) 2—2”;(AQL); (8.19)
2n;l-oyy

iv) De acordo com (8.18), (8.4) e (8.19) e awy a probabilidade de erro tipo I, no caso dos dados

serem Weibull e se proceder ao ajuste a Gaussiana, tem-se:
0y = Plrej.H,|S,, X nWeibull(6,5)) & o, = PO, < ky|8,, X N Weibull(6,5)) =

UN - y ZlfaN

o Sz 4o~ \/;

oy = P

8,, X N Weibull(6, 5)) &

— V4
Oy =P X 2U, — a[zl_AQL —MJ

Jn

8,, X N Weibull(6, 5)} &

Gy =P D X, 2 n(UN — O'[ZI_AQL —%J)é‘o,)( N Weibull(@,é‘)} e
i=1

2 g, -
n[UN — 0y Zi_uo _ﬁD:Fﬁlx (N PN

i=1

1 Jn
o, =1-® O_o\/;FilXi(l—aWN)—FOUN+x/;zlAQL : (8.20)

n
(5 Como a v.a. Z X, tem distribui¢do desconhecida, terd que ser determinada por simulagdo.
i=1
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onde

2
Uy =Uy+032_4p,» My =6, F(%+ lj e 0,=0, JF(%+1)—(F($+ID , com base em (8.18).

Apds o ajuste dos s (tabela 8.8), onde s@o apresentados também os intervalos de confianga a
95% para o e oy (uma vez que a distribui¢do da soma de varidveis aleatérias com distribuicio
Weibull ¢ desconhecida terd de ser determinada por simulacdo), os resultados obtidos sdo os que
constam da tabela 8.9, que contém os resultados para o caso Gaussiano com o conhecido (dados
pela norma) versus os casos Weibull com @ conhecido.

Relativamente a tabela 8.9, a coluna “NORMA (& ndo é 5%!) Dados Gaussianos Ajuste a
Guassiana” os valores da constante de aceitag¢do (ky) ¢ da fac¢do ndo conforme LTPDy, sdo dados
por (8.7) sem se proceder ao ajuste dos «&’s. Com o ajuste dos s obtém-se a coluna
“Ajustamento da Norma — Dados Gaussianos Ajuste a Gaussiana (o conhecido)” substituindo em

(8.7) axpor oy dado por (8.17). Quanto a coluna “Dados Weibull Ajuste a Gaussiana”, atendendo

Zi_ay,

1
2 que ky =240 T Uy =ty + 042 _40, My =6, F(E + 1) e

2
c,=0, \/F(%+l)—(r(%+ln , sistema (6.9) e que a aceitacdo do lote para a fraccdo ndo

conforme LTPDyy é 3, ou seja, PAC, (LTPD,, )= /3, tem-se:

P[UN BN ky|X N Weibull(6,6), w= LTPDWN] =fo
O-O

2

(Z]—AQL -Ky )]

nuw{r(;ﬂy {2 )o(r(50)
Fyo (B

LTPD,, =e
Finalmente, os valores de LTPD e k da coluna “Dados Weibull Ajuste & Weibull” foram obtidos

pela resolucdo do sistema (6.10), ou seja,

2nIn(AQL)
ky=———5——
IZn;l—a
_k/‘{Zzn;/f
LTPD, =e 2"

Note-se que quando o parametro de forma ¢ igual a 1, trata-se do caso Exponencial, j& estudado

no subcapitulo 8.2.
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oy (o conhecido) se oy (6=7,0=10) se
oy (6=7,6~10) € 0.05 o (o conhecido) é 0.05
Intervalo de Confianga a Intervalo de Confianga a
Dimensio da & 95% para an a 95% para oy
amostra, n N Limite Limite " Limite Limite
inferior superior inferior superior

10 0,055 0,042 0,069 0,046 0,033 0,059
15 0,053 0,041 0,068 0,047 0,034 0,060
20 0,053 0,040 0,067 0,047 0,034 0,060
30 0,053 0,041 0,067 0,047 0,035 0,060
35 0,052 0,039 0,066 0,047 0,034 0,062
50 0,052 0,040 0,066 0,048 0,036 0,062
75 0,052 0,040 0,065 0,048 0,034 0,062
100 0,051 0,039 0,065 0,048 0,036 0,062
150 0,051 0,039 0,066 0,049 0,037 0,063
200 0,051 0,038 0,066 0,049 0,035 0,063

Tabela 8.8: Resultados das simulagdes: « estimado para o caso Gaussiano (o conhecido) quando o &rdo caso Weibull
(6=17,6=10) € 0.05 ¢ restimado para o caso Weibull (6=7,5=10) quando o rdo caso Gaussiano (o conhecido) é 0.05
e Intervalo de Confianga a 95% para o

AQL=1%
NORMA Ajustamento da
. N (ando ¢ 5%!) Norma - Dados Weibull com Dados Weibull com
Dimensédo da | Dados Gaussianos | Dados Gaussianos A . . .
. . . justamento Gaussiana Ajustamento Weibull
amostra, n A]ustamfanto a Ajustamento (6 conhecido) (6 conhecido)
Gaussiana Gaussiana
(o conhecido) (o conhecido)
LTPDy% | Ky | LTPDy% | Ky LTPDyy % Ky LTPDy % Ky
10 8,06 1,81 8,84 1,76 21,00 1,76 16,13 2,93
15 5,81 1,90 6,22 1,87 14,00 1,87 11,45 3,16
20 4,73 1,96 4,99 1,93 12,00 1,93 9,08 3,30
30 3,66 2,03 3,80 2,01 9,00 2,01 6,68 3,49
35 3,35 2,05 3,47 2,03 7,50 2,03 5,99 3,56
50 2,79 2,09 2,86 2,08 6,00 2,08 4,73 3,70
75 2,34 2,14 2,38 2,13 5,00 2,13 3,73 3,85
100 2,10 2,16 2,13 2,16 4,00 2,16 3,20 3,94
150 1,84 2,19 1,86 2,19 3,00 2,19 2,65 4,05
200 1,70 2,21 1,70 2,21 2,36 2,21 2,36 4,12

Tabela 8.9: Comparacdo do LTPD e de k, entre o caso Gaussiano com o conhecido e o caso Weibull com &
conhecido (6=7,510)

Da andlise dos resultados das tabelas 8.8 e 8.9, pode verificar-se que se se utilizar os valores da
Norma (caso classico) sendo a caracteristica de qualidade uma variavel Weibull, o risco do
produtor (assim como o do consumidor) ¢ mal calculado, a semelhanga do que se verificou para
os casos anteriormente estudados. Por exemplo, considerando AQL=1%, n=10 e se se pretender
um risco do produtor de 5%, consulta-se a Norma e determinam-se os valores de k ¢ de LTPD,
que neste caso sdo, respectivamente, 1.81 e 8.06. Mas de facto, com este &, incorre-se num risco
real, estimado, do produtor de 4.55% (o risco de 5% ndo ¢ correcto) e a frac¢do real ndo

conforme, para um risco de 10% ¢ de 16.13%. Assim sendo, para assegurar um risco de 5% e uma
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frac¢do ndo conforme assumida pelo consumidor de 16.13%, a Norma deve ser calculada com um
risco estimado de 5.46%, obtendo-se a constante de aceitagdo, k, da antepentltima coluna da
tabela 8.12. No entanto, com este £, a frac¢do ndo conforme assumida pelo consumidor € de 21%,
0o que para ele ¢ prejudicial, dado que assumiria uma fraccdo ndo conforme superior a que
assumiria caso o plano de amostragem adequado (o especifico) fosse considerado (16.13%).

Estes resultados, mostram, uma vez mais ¢ de forma mais explicita que usando, incorrectamente
planos de Amostragem de Aceitagdo para varidveis Gaussianas quando a caracteristica de
qualidade em estudo ¢ Weibull com & conhecido mas diferente de 1, implica sérios riscos para o
consumidor e/ou produtor.

As figuras 8.13 a 8.20, mostram as curvas OC para os casos Weibull (6=0.5,6~10) — com uma
acentuada assimetria positiva e um indice de peso de cauda elevado (tabela 8.1) — e Gaussiano (o
conhecido) — numeragéo par — e para os casos Weibull (6=7,6=10) — com uma assimetria negativa
ndo muito acentuada e um indice de peso de cauda ligeiramente abaixa do da Gaussiana (tabela
8.1) — e Gaussiano (o conhecido) — numeragdo impar, j4 com o ajuste dos &’s e considerando
AQL=1%, n={10, 20, 50, 100}, onde wrepresenta a gama de frac¢cdes ndo conformes.

Para determinar as curvas OC, tem de se determinar a probabilidade de aceitagdo (P,.) para a

gama de fac¢des ndo conformes, @. Assim, para o caso (Gaussiano tem-se

2
Pac,(w)=F, nl"(% + 1) +/n F(% + 1) + (F(% + ID Z\g, (19 ¢ para o caso Weibull
X, '

PaCW (a)) = Flzzn (— —2’1]1:1(60)} .
w

2
(19 Confirmagio: Pac,(AQL)=F, |6, nl"(l + 1) ++n \/ r(z + 1) + (r(l + 1D z, |’ substituindo oy pela
Sx, 0 0 0 "

Fg (1 _aW)

~ r Xr'

expressdo (8.17), obtém-se Pac, (A0L)= FZ nit, +~n o, mi—ﬂUN +\/;ZI—AQL =g, 0que
XI

on o,

i=1

significa que os planos sdo comparaveis, e além do mais sdo equivalentes.
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Figura 8.13: Curvas OC para os casos Weibull
(6=0.5,6=10) (®) e Gaussiano para o conhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando 4QL=1%, n=10
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Figura 8.15: Curvas OC para os casos Weibull
(6=0.5,0=10) () e Gaussiano para o conhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando 4AQL=1%, n=20
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Figura 8.17: Curvas OC para os casos Weibull
(6=0.5,0=10) () e Gaussiano para o conhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando 4AQL=1%, n=50
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Figura 8.14: Curvas OC para os casos Weibull
(6=7,5=10) (e) e Gaussiano para o conhecido (°), ja com
o ajuste dos «’s e considerando AQL=1%, n=10

=]

i

0s

g 5
= \ \'\
i W
W\
LY
o
B
T
ST
g - T ——

004 005 010 018 0.2 0% 030

Figura 8.16: Curvas OC para os casos Weibull
(6=7,6=10) (») e Gaussiano para o conhecido (°), j4 com
o ajuste dos ¢’s e considerando AQL=1%, n=20
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Figura 8.18: Curvas OC para os casos Weibull
(6=7,6~10) (») e Gaussiano para o conhecido (°), j4 com
o ajuste dos «’s e considerando AQL=1%, n=50
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Figura 8.19: Curvas OC para os casos Weibull Figura 8.20: Curvas OC para os casos Weibull
(6=0.5,6=10) (®) e Gaussiano para o conhecido (°), ja (6=7,6=10) (e) e Gaussiano para o conhecido (°), ja com
com o ajuste dos &’s e considerando AQL=1%, n=100 o0 ajuste dos s e considerando AQL=1%, n=100

Da andlise das figuras 8.8 a 8.15, pode verificar-se que apds o ajuste dos s, se obtém melhores

resultados com os planos de Amostragem de Aceitacdo especificos, uma vez que a curva vem

abaixo da curva do plano standard (o Gaussiano), independentemente do valor dos parametros.

Isto significa que, com os planos de Amostragem de Aceitagdo para o caso Gaussiano a

probabilidade de aceitagdo do lote é maior que no caso da utilizagdo de planos especificos, o que €

mau para o consumidor. Verifica-se também que a medida que a dimensao da amostra aumenta:

e a curva OC decresce mais rapidamente, o que significa que a probabilidade de aceitagdo do
lote com uma frac¢do ndo conforme elevada, diminui com o aumento de n, o que era
expectavel, face a tabela 8.9, pois a fraccdo ndo conforme ‘“assumida” pelo consumidor
também diminui com #;

e as diferencgas entre os casos especifico (Weibull) e classico (Gaussiano) vao diminuindo.

No que diz respeito a influéncia do parametro de forma, &, nos resultados, pode ver-se que em

amostras de pequena dimensao a discrepancia das curvas OC entre os casos Weibull e Gaussiano

sd0 maiores quando ¢ maior, diluindo-se estas diferencas a medida que » aumenta.

Quanto a variag¢do do valor do parametro de escala, o, ndo exerce influéncia nos resultados, pois
as expressoes nao dependem do seu valor (ver (6.10)).

A tabela 8.10 mostra as taxas de resultados coincidentes entre o caso Gaussiano € o plano
especifico, para avaliar a performance dos dois planos de amostragem. O procedimento utilizado ¢

perfeitamente andlogo ao utilizado para os casos anteriormente estudados.
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Taxa de resultados

coincidentes (%)

para n= 10 20 50 100

Distribuicao
Weibull(8 9)

Weibull(0.5,10) 84,22 | 81,43 | 76,77 | 72,03

Weibull(3,10) 85,40 | 84,20 | 82,97 | 82,43

Weibull(7,10) 89,20 | 88,03 | 86,40 | 86,07

Tabela 8.10: Comparagio dos métodos especifico e classico: Taxa de resultados iguais, a aceitagdo ou rejei¢do do
lote, entre o caso Gaussiano (¢ conhecido) e caso Weibull (8 conhecido), com ajuste dos &’s

Da andlise dos resultados da tabela 8.10 pode verificar-se que as taxas de resultados iguais
(aceitacdo ou rejeicdo em ambos o0s casos, classico e especifico) sdo mais baixas nos casos em que
a distribuicdo Weibull apresenta uma acentuada assimetria e indice de peso de cauda elevado
(Weibull(0.5,10)), tal como se pode ver na tabela 8.1. Retira-se entdo que, quanto maior a
assimetria e indice de peso de cauda da distribuicdo subjacente a caracteristica de qualidade,
maiores serdo os erros cometidos ao utilizar-se o plano de Amostragem de Aceitagdo classico, o

Gaussiano.

8.4.2. Gaussiana (o desconhecido) vs Weibull (@ desconhecido)

Neste caso a caracteristica de qualidade em estudo (os dados) segue uma distribui¢do Weibull
com @ desconhecido. No entanto, vai fazer-se o ajuste a distribui¢do Normal ou Gaussiana com o
desconhecido. Assim, para se poder comparar os resultados dos planos de Amostragem de
Aceitagdo entre o caso classico (Gaussiano) e caso especifico (Weibull) ter-se-4 que proceder em
primeiro lugar ao ajuste dos ¢’s, tal como nas situacdes anteriormente apresentadas.
Considerando entdo, uma vez mais, o limite superior de especificagdo, U, o procedimento
utilizado para o ajuste dos ¢’s ¢ o seguinte:

1) Determina-se a média e o desvio padrao da Weibull, dados em (8.14);

i1) A aceitacdo do lote no caso Gaussiano com ¢ desconhecido (dados Gaussianos — ajuste a

Gaussiana) ¢ dada pela expressdo (8.11);
iii) A aceitagdo do lote no caso Weibull (dados Weibull — ajuste a Weibull), com base no

resultado (6.22) ¢:

QW:(%W) >k, . (8.21)

Por processos de simulagdo determinar kj e a distribuicdo de Qy.
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1v) De acordo com (8.18), (8.12) e (8.21) e designado oy a probabilidade de erro tipo I, no caso

dos dados serem Weibull e se proceder ao ajuste a Gaussiana, tem-se:

0y = Plrej.H,|8,, X N Weibull(6,5)) = @,y = P(Qy < k,[6,, X N Weibull(6,5)) &

Flol-a
oy = P{QN < _%@, X N Weibull (6, 5)] =

F'ol-« F'lol-o
Cyy = FQN £_ = (10\)/_(’1—N )J ot N (/10\)/(; N) = Féj (aWN)(:’
oy =1-F,_ [ -An Fy (ayn))s com A =vnz,y, . (8.22)
U,-X, . . - s :
Uma vez que Q, :S— , ter-se-a que determinar Uy dado que X, e Sy (média e desvio
w

padrdo da v.a. Weibull, respectivamente) sdo simulados. Desta forma, a distribuicdo de Qy ¢

desconhecida, pelo que tera de ser determinada por métodos de simulacdo. Sabendo que no caso

) ) . , U, -
Gaussiano com o desconhecido a fraccdo ndo conforme, @, é dada por a):l—CI)(N—ﬂ e
(o}

Uy =Uy+0yz_40,> sendo fy e 0p o valor médio e o desvio padrdo da distribui¢do Weibull,

respectivamente, dados em (8.14).

Apos o ajuste dos s (tabela 8.11), procede-se entdo a comparagdo dos planos de amostragem,
recorrendo para tal, a k e a LTPD (tabela 8.12).

Da tabela 8.11 constam além de oy e oy, os intervalos e confianga a 95% para oy e o4, uma vez
que a distribui¢do da soma de variaveis aleatorias com distribui¢do Weibull é desconhecida tera
de ser determinada por simulagdo. Pode ver-se que a amplitude dos intervalos de confianca ¢
relativamente elevada, o que significa que a precisdo das estimativas, por intervalo de confianca,
ndo serd muito boa.

Para a constru¢do da tabela 8.12, foi necessdrio passar por varias etapas, que a seguir se
descrevem. Na coluna “NORMA (& ndo ¢ 5%!) Dados Gaussianos Ajuste a Gaussiana (0
desconhecido)”, os valores da constante de aceitacdo, ky, ¢ da frac¢do nao conforme LTPDy, sdo
obtidos pela resolugdo do sistema (8.15), resolvendo-se a segunda equa¢do em ordem ao
parametro de ndo centralidade da distribui¢do 7 ndo Central, 4;, e de seguida em ordem a LTPDy,
sem se proceder ao ajuste dos ¢’s tal como descrito no subcapitulo 8.3.2; Os valores de ky e
LTPDy da coluna “Ajustamento da Norma — Dados Gaussianos Ajuste a Gaussiana (o
desconhecido)” sdo obtidos através da resolu¢do do sistema (8.15) substituindo « por oy; Na

coluna “Dados Weibul Ajuste & Gaussiana” atendendo a primeira equagdo de (8.15), ao sistema
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(6.23), que a aceitagdo do lote para a fracgdo ndo conforme LTPDyy é f, ou seja

Pac,,(LTPD,, )= f3, aos resultados (3.31) e (3.32), e que x4, =U, + O Zy1pp,, » t€M-SE:
PO, 2 ky|X nWeibull(6,5),0=LTPD,, )= B =
SW

U, - X
P[M > k= MJ = B LTPD,, i F, \-kyVn)=B,com 4 =vnz,, . (823)

Quanto a coluna “Dados Weibul Ajuste & Weibul (6 desconhecido)”, os valores de ky € LTPDy,

foram obtidos pela resolugdo do sistema (6.23), recorrendo a métodos de simulagdo, tal que

_ _ _ -l
PO, 2K, |o=40L)=1-« o =rg (@) 824
PO, 2K,|lo=LTPD,)=pB ~ |LTPD, :P(Q, > K,|0=LTPD,)=j
oy (o desconhecido) se oy (6=10,6=10) oy (o desconhecido) se oy (6=7,5=10)
o (o desconhecido) ¢ oy (o desconhecido) ¢
Dimensio oy (6=10,6=3) 0.05 oy (6=7,6=10) 0.05
da Intervalo de Intervalo de Intervalo de Intervalo de
amostra, Confianca a 95% Confianca a 95% Confianca a 95% Confianga a 95%
n O}N para o dW para oy (,%N para ay o}W para oy
Limite | Limite Limite | Limite Limite | Limite Limite | Limite
inferior | superior inferior | superior inferior | superior inferior | superior

10 |0,086] 0,065 | 0,112 | 0,023 | 0,012 | 0,036 | 0,082 | 0,068 | 0,099 |0,025| 0,016 | 0,035

15 0,083] 0,067 | 0,100 | 0,025 | 0,015 | 0,035 | 0,080 | 0,064 | 0,096 |[0,026] 0,017 | 0,036

20 [0,081] 0,064 | 0,098 | 0,026 | 0,017 | 0,037 ]0,079| 0,063 | 0,005 |0,027| 0,017 | 0,038

30 0,078 0,062 | 0,095 ] 0,028 [ 0,019 | 0,040 | 0,078 { 0,063 | 0,094 |0,027| 0,017 | 0,039

35 0,077] 0,061 | 0,094 | 0,029 | 0,019 | 0,040 | 0,078 0,062 | 0,095 ]0,028] 0,018 | 0,038

50 0,076] 0,060 | 0,092 | 0,029 | 0,019 | 0,041 | 0,077 0,061 | 0,093 ]0,028] 0,018 | 0,039

100 0,074] 0,059 | 0,090 | 0,031 | 0,020 | 0,042 | 0,076 | 0,060 | 0,092 [0,029] 0,019 | 0,040

Tabela 8.11: Resultados das simulag¢des: & estimado para o caso Gaussiano (o desconhecido) quando o & do caso
Weibull (6 desconhecido) ¢ 0.05 e & estimado para o caso Weibull (€ desconhecido) quando o & do caso Gaussiano
(o desconhecido) ¢ 0.05 e Intervalo de Confianca a 95% para ¢, com AQL=1%

Relativamente a tabla 8.11, deve referir-se que os intervalos de confianga para o, apresentam
amplitudes elevadas, verificando-se que a amplitude diminui com o aumento da dimensdo das

amostras, 0 que se esperava que 0COIresse.
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AOL=1%

o Dados Dados Weibull com =10, 5=10 Dados Weibull com 6=7, =10

- G :

£ 231332“; ® | Dados Weibull Dados Weibull

g Gaussiana (@desconhecido) Dados Weibull (6 (@desconhecido) Dados Weibull (6

s (¢ ajuste a desconhecido) ajuste a ajuste a desconhecido) ajuste a
E desconhecido) Gaussiang (o Weibull Gaussian?l (o Weibull

2 | (anio é 5%)) desconecido) desconecido)

(]
& LTPDy K LTPDwn K LTPDw K 1.Ca95% | LTPDwn K LTPDyw K 1.Ca95%
A % N % N % w para ky % N % w para ky
10 182 | 1,56 250 1,68 21,0 |291 282311 230 |1.67] 180 |291 |(288;2,96)
15 12,9 1,68 20,0 1,77 14,0 ] 3,09 |(2,99; 3,20) 17,5 1,76 15,5 3,1 ](3,05;3,12)
20 10,2 1,75 16,0 1,83 12,0 | 3,22 |(3,13;3,31) 16,0 1,82 8,5 3,23 |(3,19; 3,25)
30 75 |184] 120 1,9 90 ]339]@3,31;347) 9,5 1,0 | 70 |3,38(3,36;3,41)
35 6,7 1,87 10,0 1,93 8,0 3,45 |(3,37; 3,53) 7,8 1,93 5,7 3,47 | (3,42;3,47)
50 52 1,94 8,0 1,98 60 3,59 |3,52;3,66) 5.2 1,08 49 | 3,58 |(3,56;3,60)
100 3,5 2,04 5,0 2,07 4,0 3,82 | (3,76; 3,88) 4,5 2,08 3,7 3,82 | (3,80; 3,84)

Tabela 8.12: Resultados das simulagdes: Comparacdo do LTPD e de k, entre o caso Gaussiano com o desconhecido e
o0 caso Weibull com 8 desconhecido (dados simulados com (8=10,6=10) e (6=7,6=10))

Da anélise das tabelas 8.11 e 8.12, pode verificar-se, a semelhanga das situa¢des anteriores, que
erros sdo cometidos (neste caso mais grosseiros) quando se utiliza planos para o caso classico
quando a caracteristica de interesse ¢ uma v.a. com distribuicdo Weibull (& desconhecido). Neste
caso, a estimacdo dos parametros da distribuicio Weibull foi efectuada através da fungdo
fitdistr( ) do package MASS e as estimativas eram precisas. Por exemplo, se se considerar
AQL=1%, n=10 e sendo & desconhecido (simulado com & =7) e se se pretender um risco do
produtor de 5%, ¢ consultada a norma e determinam-se os valores de k e LTPD (iguais a 1.56 ¢
18.2%, respectivamente). De facto, com este &, o produtor incorre num risco real estimado de
2.5% (o risco de 5% ¢ ilusério) e a frac¢do ndo conforme do consumidor, para um risco de 10% ¢
de 18%. Desta forma, para assegurar um risco de 5%, a norma deve ser consultada com um risco
estimado de 8.2%, obtendo-se um k=1.67. No entanto, com este k, a fraccdo ndo conforme
assumida pelo consumidor ¢ de 23%, o que para ele ¢ prejudicial, uma vez que assumiria uma
frac¢do ndo conforme superior a que assumiria caso o plano especifico fosse considerado (18%).

As figuras 8.21 a 8.28, mostram as curvas OC para os casos Weibul (€ desconhecido) e Gaussiano
(o desconhecido) — numeragdo par dados simulados Weibull com =10, =10 e numeragido impar
dados simulados Weibull com =7, 10, ja com o ajuste dos s, onde a probabilidade de

aceitacdo do lote para a gama de fracgdes ndo conformes, ®, para cada caso respectivamente, é
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Amostragem de Aceitagdo para Variaveis nao Gaussianas

dada por Pac,(w)=1-F, (k,) e Pacy(®)=1-F, (— —F

1
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Considerando-se que AQL=1% e n={10, 20, 50, 100}.

g

DA
A

s,

Figura 8.21: Curvas OC para os casos Weibull
(6=10,6=3) (*) e Gaussiano para ¢ desconhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando 4AQL=1%, n=10
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Figura 8.23: Curvas OC para os casos Weibull
(6=10,0=3) (*) e Gaussiano para ¢ desconhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando 4AQL=1%, n=20
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Figura 8.22: Curvas OC para os casos Weibull
(6=7,6=10) (») e Gaussiano para ¢ desconhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando AQL=1%, n=10
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Figura 8.24: Curvas OC para os casos Weibull
(6=7,6=10) (®) e Gaussiano para ¢ desconhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando AQL=1%, n=20

U7 Confirmagao: substituindo @y e @ respectivamente, pela sua expressdo e por AQL em Pac N (a)) obtém-se

Pac, (A QL) =1- ¢, , mostrando assim que os planos sdo equivalentes, podendo-se entdo compara-los.
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Apresentagdo de resultados: Gaussiana (o desconhecido) vs Weibull (6 desconhecido)
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Figura 8.25: Curvas OC para os casos Weibull Figura 8.26: Curvas OC para os casos Weibull
(6=10,0=3) (®) e Gaussiano para o desconhecido (°), ja (6=7,6=10) (e) e Gaussiano para ¢ desconhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando 4AQL=1%, n=50 com o ajuste dos ¢’s e considerando AQL=1%, n=50
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Figura 8.27: Curvas OC para os casos Weibull Figura 8.28: Curvas OC para os casos Weibull
(6=10,6=3) (®) e Gaussiano para o desconhecido (°), ja (6=7,6=10) (e) e Gaussiano para ¢ desconhecido (°), ja
com o ajuste dos &’s e considerando AQL=1%, n=100 com o ajuste dos s e considerando 4AQL=1%, n=100

Da andlise das figuras 8.21 a 8.28, pode verificar-se que as discrepancias das curvas OC, apds
ajuste dos ¢’s, entre os casos Weibull e Gaussiano sdo mais acentuadas na distribuicdo com um
maior coeficiente de assimetria a Weibull (6=10,6=10) (apresentando ambas as distribui¢des,
Weibull (6=10,6=10) ¢ Weibull (6=7,6=10), uma assimetria negativa com um indice de peso de
cauda ligeiramente abaixo do da Gaussiana). Contudo, estas discrepancias vdo diminuindo com o
aumento de n, sendo mais visivel no caso Weibull (6=7,6~10) — distribui¢do com menor
assimetria.

A tabela 8.13 mostra a taxa de resultados coincidentes (aceitagdo ou rejei¢do do lote) entre os

casos especifico (Weibull) e classico (Gaussiano) — para a situagdo em que os parametros de

forma e escala, respectivamente, sdo desconhecidos.
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Amostragem de Aceitagdo para Variaveis nao Gaussianas

Taxa de resultados
coincidentes (%)
para n= 10 20 50 100
Distribuicao
Weibull(8 6) — valores simulados
Weibull(3,10) 90,2 | 89,2 | 858 | 894
Weibull(7,10) 90,6 | 87,7 | 89,2 | 854
Weibull(10,10) 89,5 | 88,7 | 889 | 875

Tabela 8.13: Comparagdo dos métodos especifico e classico: Taxa de resultados iguais, a aceitagdo ou rejei¢do do
lote, entre o caso Gaussiano (¢ desconhecido) e caso Weibull (6 desconhecido), com ajuste dos ¢’s

Da anélise da tabela 8.13, e considerando os resultados da tabela 8.1, pode ver-se que o tipo de
assimetria tem, neste caso, muita influéncia nos resultados. Quando a assimetria da distribui¢ao da
caracteristica de qualidade em estudo € pouco acentuada e com menor indice de peso de cauda,
proximo da gaussiana, a taxa de resultados coincidentes entre os dois métodos, especifico e
classico, ¢ superior aos casos em que a assimetria ¢ mais acentuada (maiores valores para 6).
Estes resultados revelam maiores discrepancias entre os planos classico e especifico para os casos
em que a assimetria e indice de peso de cauda se afastam mais dos da Gaussiana.

De seguida vai analisar-se se ha vantagem em recorrer ao Método Delta para a determinagdo da
distribuicdo assimptdtica do indice de qualidade Qpy, somente para o caso de amostras de
dimensdo elevada, evitando assim o recurso a processos de simulacdo. Do sistema (6.26) e da

expressao (6.24), obtém-se os valores de k e LTPD dados, respectivamente, por

A tabela 8.14 mostra os resultados, e da sua andlise pode ver-se que os resultados sdo muito
idénticos, tornando-se mais proximos com o aumento de n. Estes resultados mostram que ¢
plausivel o recurso ao método Delta para determinar a distribui¢do assimptdtica do indice de
qualidade, e definir os planos de Amostragem de Aceitacdo para uma caracteristica de qualidade

com distribuicdo Weibull, quando a dimensao das amostras ¢ elevada (sugere-se n>50).
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Apresentagdo de resultados: Caso Gaussiano vs Caso Fréchet

Distribui¢do Weibull(6=7,6=10) Método Delta
Dimensao
da amostra (1) LTPDy, ky LTPD) kp
50 4,9 3,58 4,34 3,78
100 3,7 3,82 3,32 3,92
Distribuigdo Weibull(6=10,6=3) Método Delta
Dimensao
da amostra (1) LTPDy, ky LTPDp kp
50 6,0 3,59 5,46 3,65
100 4,0 3,82 3,38 3,92

Tabela 8.14: Comparacdo de k ¢ LTPD entre o plano de Amostragem de Aceitagdo especifico e o plano obtido pelo
método Delta, caso Weibull com & desconhecido.

8.5. Caso Gaussiano vs caso Fréchet
8.5.1. Gaussiana (o conhecido) vs Fréchet (€ conhecido)

Sendo a Caracteristica de Qualidade uma v.a. com distribuicdo Fréchet (@ conhecido), a
semelhanca das situa¢des anteriormente estudadas, ter-se-4 que proceder em primeiro lugar ao
ajuste dos «’s, para que os resultados do caso classico, o Gaussiano, e especifico, o Fréchet,
possam ser comparados. Para tal, o procedimento a seguir é o que se descreve de seguida:

1) Determina-se a média e o desvio padrdo da Fréchet, que sdo dados respectivamente por

U= 5r(1—1), 6>leo= 5\/1“(1—3)—1“2(1—1), 6>2; (8.25)
6 6 6

i1) A aceitagdo do lote no caso Gaussiano com o conhecido (dados Gaussianos — ajuste a

Gaussiana) ¢ dada pela expressao (8.4);
iii) A aceitagdo do lote no caso Fréchet (dados Fréchet — ajuste a Fréchet), com base nos

resultados (6.30) e (6.34) é:

] -0
0,=| Y| <k o0 =Y < —2”1“(12_AQL), (8.26)
5F 517 ZZn;a

 Xowa .
2nIn(1- AQL)’

7]
. U
ou equivalentemente Q', :L =i ] >
F

iv) De acordo com (8.25), (8.4) e (8.26) e designando apy a probabilidade de erro tipo I, no caso

dos dados serem Fréchet e se proceder ao ajuste a Gaussiana, tem-se:

Oy = P(rej.H0|§0 , X N Fréchet(, 5)) =
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-X z
py =P Yn=Xr <z 0 — 245, X N Fréchet(6, 5)} =

N
o Jn

Opy =P ZIZXI. > n(UN —O{ZI_AQL —%D@,X N Fréchet(8, 5)} =1

”{UN - O{ZI—AQL _ZI_%J] =F, (l-op)e
n X

Jn

1 -
F, (1 —py )_ — Uy + J;Zl—AQL ) (8.27)
> x o

o+Nn

o, =1-®

2
onde Uy =ty +04z,_40, > My =0, F(l—ei) e 0,=0, F( —HEJ—(F(I—QLJJ , com base em

0 0 0

(8.25) e opn=0xr.

ApoOs o ajuste dos s (tabela 8.15), onde sdo apresentados também os intervalos de confianca a

95% para oy e o (uma vez que a distribuicdo da soma de varidveis aleatdrias com distribuicio

Fréchet ¢ desconhecida, tera de ser determinada com recurso a métodos de simulagdo), os

resultados obtidos sdo os que constam da tabela 8.16, que contém os resultados para o caso

Gaussiano com o conhecido (dados pela norma) versus os casos Fréchet com & conhecido.

A construgdo da tabela 8.16 passou por vdrias etapas que a seguir se descreve:

e A coluna “NORMA (& ndo ¢ 5%!) Dados Gaussianos Ajuste a Guassiana” os valores da
constante de aceitacdo (ky) e da fac¢do ndo conforme LTPDy, sdo dados por (8.7) sem se
proceder ao ajuste dos s.

e Com o ajuste dos &’s obtém-se a coluna “Ajustamento da Norma — Dados Gaussianos Ajuste a

Gaussiana (o conhecido)” substituindo em (8.7) & por oy dado por (8.27).

Zl—aN

* Quanto a coluna “Dados Fréchet Ajuste & Gaussiana”, atendendo a que ky =2z,_,,, P
n

2
Uy =Hty+0,2_40,> My =06, T 1—i e 0, =0,,|T 1—3 - I 1—L , sistema (6.33) e
00 00 60

que a aceitagdio do lote para a frac¢do ndo conforme LTPDpy ¢ f, ou scja,

PAC, (LTPD,, )= j3, tem-se:

n
%) Como a v.a. Z X, tem distribui¢do desconhecida, terd que ser determinada por simulagdo.
i=1

125



Apresentacdo de resultados: Gaussiana (o conhecido) vs Fréchet (8 conhecido)

- X
P{% > ky|X A Fréche(6, ), w= LTPDFN] =fe
0

e Os valores de LTPDyr ¢ kr da coluna “Dados Fréchet Ajuste a Fréchet” foram obtidos pela

solu¢do do sistema (6.34), tal que

_2nln(1-40L)

B kFZZZM;l—/)'

LTPD, =1—¢

k=

oy (o conhecido) se o (6=5,6=10) se
or (6=5,0=10) ¢ 0.05 oy (o conhecido) ¢ 0.05
Intervalo de Confianga a Intervalo de Confianga a
Dimensdo da & 95% para an & 95% para o
amostra, n N Limite Limite F Limite Limite
inferior superior inferior superior

10 0,036 0,024 0,049 0,062 0,050 0,074
15 0,037 0,025 0,051 0,061 0,049 0,073
20 0,038 0,026 0,052 0,060 0,048 0,073
30 0,039 0,027 0,051 0,060 0,049 0,071
35 0,039 0,028 0,052 0,060 0,048 0,071
50 0,041 0,030 0,052 0,059 0,048 0,071
75 0,042 0,030 0,054 0,058 0,046 0,070
100 0,042 0,032 0,054 0,057 0,047 0,069
150 0,044 0,033 0,056 0,056 0,045 0,069
200 0,044 0,033 0,057 0,056 0,044 0,068

Tabela 8.15: Resultados das simulagdes: o estimado para o caso Gaussiano (o conhecido) quando o & do caso
Fréchet (8 =5,6=10) é 0.05 e « estimado para o caso Fréchet (8 =5,6=10) quando o « do caso Gaussiano (O
conhecido) ¢ 0.05 e Intervalo de Confianca a 95% para ¢ com A0L=1%

Relativamente a tabela 8.15, deve referir-se que os intervalos de confianga obtidos para o risco do

produtor (&) sdo relativamente elevados, indicando que ndo sdo muito precisos.
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Amostragem de Aceitagdo para Variaveis nao Gaussianas

AQL=1%
NORMA Ajustamento da
50 & 50/ _
. . (0ndo ¢ 5 (0‘) Norma . Dados Fréchet com Dados Fréchet com
Dimensido da | Dados Gaussianos | Dados Gaussianos . . . ,
. . . Ajustamento Gaussiana Ajustamento Fréchet
amostra, n Ajustamento a Ajustamento . .
. . (@ conhecido) (@ conhecido)
Gaussiana Gaussiana
(6 conhecido) (o conhecido)
LTPDy % Ky | LTPDy % Ky LTPDpy % Ky LTPDr % Kr
10 8,06 1,81 8,82 1,76 4,10 1,76 0,90 0,006
15 5,81 1,90 6,25 1,87 3,20 1,87 0,92 0,007
20 4,73 1,96 5,01 1,93 2,80 1,93 0,93 0,007
30 3,66 2,03 3,83 2,00 2,20 2,00 0,94 0,008
35 3,35 2,05 3,50 2,03 2,10 2,03 0,94 0,008
50 2,79 2,09 2,88 2,08 2,00 2,08 0,95 0,008
75 2,34 2,14 2,39 2,13 1,80 2,13 0,96 0,008
100 2,10 2,16 2,14 2,15 1,60 2,15 0,97 0,009
150 1,84 2,19 1,87 2,19 1,40 2,19 0,97 0,009
200 1,70 2,21 1,72 2,21 1,40 2,21 0,97 0,009

Tabela 8.16: Comparacdo do LTPD e de k, entre o caso Gaussiano com o conhecido e o caso Fréchet com 6
conhecido (6=5,6=10)

Analisando os resultados das tabelas 8.15 e 8.16, pode verificar-se, uma vez mais, que se se
utilizar os valores da Norma (caso classico) sendo a caracteristica de qualidade uma varidvel
Fréchet, o risco do produtor (assim como o do consumidor) é mal calculado. Exemplificando, a
semelhanga dos casos anteriores, se se considerar um AQL=1%, n=10, 8 conhecido e igual a 5 e
0=5% (risco do produtor) e se se ignorar que a caracteristica de qualidade ¢ uma variavel aleatéria
com distribui¢do Fréchet, assumindo-se portanto que ¢ Gaussiana, a norma ¢ consultada para a
obtencdo dos valores de k e LTPD, respectivamente 1.81 e 8.06. Ora, com este k¥ o produtor
incorre num risco real estimado de 3.8% e a frac¢do ndo conforme do consumidor para um risco
de 10% € de 0.9%. Assim, para assegurar um risco de 5%, a norma deve ser consultada com um
risco de 3.6%, obtendo-se um A=1.76. Contudo, com este k, a fraccdo ndo conforme relativa ao
consumidor ¢ de 4.10%, o que para ele é prejudicial, pois assumiria uma frac¢do ndo conforme
superior a que assumiria caso o plano especifico fosse utilizado.

As figuras 8.29 a 8.36, mostram as curvas OC para os casos Fréchet (6=5,6=10) e Gaussiano (o
conhecido) — numeragdo par — ¢ Fréchet (6=7,6=10) e Gaussiano (o conhecido) — numeragio
impar, ja com o ajuste dos &’s e considerando, uma vez mais, AQL=1% e n={10, 20, 50, 100},
onde @representa a gama de frac¢des ndo conformes. A probabilidade de aceitagdo para a fracgdo

ndo conforme @, ¢ dada, para o caso Gaussiano e Fréchet respectivamente, por
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Apresentacdo de resultados: Gaussiana (o conhecido) vs Fréchet (8 conhecido)
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Figura 8.29: Curvas OC para os casos Fréchet
(6=5,610) () e Gaussiano para o conhecido (°), ja

com o ajuste dos ¢’s e considerando 4AQL=1%, n=10
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Figura 8.31: Curvas OC para os casos Fréchet
(6=5,5=10) () e Gaussiano para o conhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando 4AQL=1%, n=20
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Figura 8.30: Curvas OC para os casos Fréchet
(6=7,6=10) (») e Gaussiano para o conhecido (°), j4 com
o ajuste dos s e considerando AQL=1%, n=10
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Figura 8.32: Curvas OC para os casos Fréchet
(6=7,5=10) (®) e Gaussiano para o conhecido (°), ja com
o ajuste dos ¢’s e considerando AQL=1%, n=20

(9 Confirmagao: Substituindo a expressdo de ay em Pacy(AQL), obtém-se

Pac,(A0L)=F, |F;' (1-a,)-nU, +nU, |=1-a, o indica que os planos sio comparéveis.

> x, %:X,

i=1
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Figura 8.33: Curvas OC para os casos Fréchet Figura 8.34: Curvas. OC para os casos Eréchet
(6=5,5-10) (e) e Gaussiano para o conhecido (°), ja (9f755:10) (¢) e Gaussiano para o conhecido (°), ja com
com o ajuste dos &’s e considerando 4QL=1%, n=50 o ajuste dos s e considerando AQL=1%, n=50
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Figura 8.35: Curvas OC para os casos Fréchet Figura 8.36: Curvas OC para os casos Fréchet

(6=5,5-10) (») e Gaussiano para o conhecido (°), ja (6=7,6=10) (*) e Gaussiano para o conhecido (°), j4 com

com o ajuste dos @’s ¢ considerando AQL=1%, o ajuste dos &’s e considerando AQL=1%, n=100

n=100

Analisando as figuras 8.29 a 8.36, pode verificar-se que as curvas OC dos casos Fréchet
(6=5,6~10) — com um coeficiente de assimetria igual a 3,535 e um indice de peso de cauda 1,357
— e Fréchet (6=7,0~10) — com um coeficiente de assimetria igual a 2,425 e um indice de peso de
cauda 1,264 — sdo muito idénticas, indicando uma fraca influéncia do parametro de forma (6) nos
resultados. Quanto ao pardmetro de escala (), ndo ha influéncia nos resultados pois as expressdes
ndo dependem do seu valor (ver sistema (6.37). Pode ver-se ainda que com o aumento da
dimensdo da amostra as curvas decrescem mais rapidamente e as diferengas entre o caso
especifico e classico esbatem-se.

Da tabela 8.17, constam os resultados da comparagdo das taxas de resultados coincidentes
(aceitacdo ou rejeicdo do lote) entre os dois planos, o especifico e o classico. Analisando os
resultados, pode ver-se que com o aumento do valor do pardmetro de forma, &, ocorre uma

diminuic¢do da taxa de resultados coincidentes.
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Apresentacdo de resultados: Gaussiana (o desconhecido) vs Fréchet (€ desconhecido)

Taxa de resultados
coincidentes (%)
para n= 10 20 50 100

Distribuicao

Fréchet(6 9)
Fréchet (5,10) 83,33 | 79,80 | 75,03 | 73,83
Fréchet (7,10) 81,70 | 77,63 | 74,97 | 72,90

Tabela 8.17: Comparacio dos métodos especifico e classico: Taxa de resultados coincidentes, a aceitacdo ou rejeicdo
do lote, entre o caso Gaussiano (¢ conhecido) e caso Fréchet (6 conhecido), com ajuste dos s

8.5.2. Gaussiana (o desconhecido) vs Fréchet (€ desconhecido)

Quando a caracteristica de qualidade de interesse segue uma distribuicdo Fréchet com €&
desconhecido, a semelhanca das situacdes anteriores, ter-se-4 que proceder em primeiro lugar ao
ajuste dos &’s para que se possam comparar os resultados dos planos de amostragem do caso
classico com o especifico. Para tal, vai considerar-se uma vez mais, o limite superior de
especificagdo, U, e o procedimento seguido para o ajuste dos ¢’s € o que a seguir se descreve:

1) Determina-se a média e o desvio padrdo da Fréchet, dados em (8.25);

i1) A aceitacdo do lote no caso Gaussiano com ¢ desconhecido (dados Gaussianos — ajuste a

Gaussiana) ¢ dada pela condi¢@o da expressdo (8.11);
iii) A aceitacdo do lote no caso Fréchet com & desconhecido (dados Fréchet — ajuste a Fréchet),

com base no resultado (6.49) é:

-6 6
UF) (U ) 1
=|—ZL£| <k, o0.=|—FL%£| >2—. (8.28)
QF ( 5 F Q F 5 kF
Por processos de simulagdo, determinar .z e a distribui¢do de Qp.
iv) De acordo com (8.25), (8.12) e (8.28) e designando ayr a probabilidade de erro tipo I, no caso

dos dados serem Fréchet e se proceder ao ajuste a Gaussiana, tem-se:

Oy = P(rej.H0|§0 , X N Fréchet(6, 5)) &

F' (-
Oy =Pl Oy S—M

Jn

CFlp-ay) - _ Fu(l-ay) = By (o)

|50,X0Fréchet(9,5) =

aFN Y, J; J;

ay =1-F, -~ Fyl ), com 2y =+nz,y,. (8.29)
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Uma vez que Q, =—% " F ter-se-4 que determinar Uy dado que X » € Sp (média e desvio

F
padrdo da v.a. Fréchet, respectivamente) sdo simulados. Desta forma, a distribui¢do de Qy ¢

desconhecida, pelo que terd de ser determinada por métodos de simula¢do. Sabendo que no caso

. : U, -
Gaussiano com o desconhecido a frac¢do ndo conforme, @, ¢ dada por @ =1— CD( = ’u), pelo
o

que se tem Uy = 4, +0yz,_,p, > sendo ty e 0p o valor médio e o desvio padrdo da distribui¢o

Fréchet, respectivamente, dados em (8.25).

ApoOs o ajuste dos s (tabela 8.18), procede-se entdo a comparagdo dos planos de amostragem,

recorrendo para tal, a k e a LTPD (tabela 8.19).

Da tabela 8.18 constam além de aw e o os intervalos e confianca a 95% para o e o uma vez

que a distribuicdo da soma de variaveis aleatdrias com distribui¢do Fréchet ¢ desconhecida tera de

ser determinada por simulacgdo.

Para a construcdo da tabela 8.19, foi necessario passar por varias etapas, que a seguir se

descrevem:

e A coluna “NORMA (ando é 5%!) Dados Gaussianos Ajuste a Gaussiana (o desconhecido)”,
os valores da constante de aceitagdo, ky, e da fraccdo ndo conforme LTPDy, sdo obtidos pela
resolucdo do sistema (8.15), resolvendo-se a segunda equag¢do em ordem ao parametro de ndo
centralidade da distribui¢do ¢ ndo Central, A;, e de seguida em ordem a LTPDy, sem se
proceder ao ajuste dos ¢’s tal como descrito no subcapitulo 8.3.2;

e Os valores de ky e LTPDy da coluna “Ajustamento da Norma — Dados Gaussianos Ajuste a
Gaussiana (o desconhecido)” sdo obtidos através da resolucdo do sistema (8.15) substituindo
apor oy, dado por (8.29);

e Na coluna “Dados Fréchet Ajuste a Gaussiana” atendendo a primeira equagdo de (8.15), ao
sistema (6.50), que a aceitacdo do lote para a fraccdo ndo conforme LTPDpy ¢é [, ou secja

Pac, (LTPD,, )= 3, aos resultados (3.31) e (3.32), e que 4, =U,, + O Zypp,, » teM-S€:

PO, 2 ky|X N Fréchet(6,8),@=LTPD,, )= <

U,-X
P( NS F > kN|1U :’ulj :ﬁ Rt LTPDFN :F‘tn—l(ﬁ'l)(_kN\/;): ﬁ’ com 21 :\/;ZLTPDFN ,(830)

F
e Quanto a coluna “Dados Fréchet Ajuste a Fréchet (8 desconhecido)”, os valores de kr e
LTPDp, foram obtidos pela resolugdo do sistema (6.50), recorrendo a métodos de simulagio,

tal que
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PO, <K, Jo=40L)=1-a (k. =F;'(1-a) 831)
PO, <K, |w=LTPD,)=pB ~ |LTPD, : PO, < K,|w= LTPD, )= f3
oy (o desconhecido) se o655, 6=10) o (o desconhecido) se o (657, 5=10)
a (o desconhecido) € ay (o desconhecido) €
Dimensio | (6=5,8=10) € 0,05 0,05 o (657, 5=10) € 0,05 0,05
da Intervalo de Intervalo de Intervalo de Intervalo de
amostra, Confianca a 95% Confianca a 95% Confianca a 95% Confianca a 95%
n O}N para an 0}F para o O}N para oy &F para o
Limite | Limite Limite | Limite Limite | Limite Limite | Limite
inferior | superior inferior | superior inferior | superior inferior | superior
10 0,0011] 0,0003 | 0,0028 | 0,127 | 0,110 | 0,144 ]0,0020( 0,0010 | 0,004 |[0,130| 0,114 | 0,147
15 0,0005 | 0,0000 | 0,0013 | 0,140 | 0,123 | 0,158 ]0,0010( 0,0001 | 0,002 |[0,142| 0,124 | 0,159
20 0,0002 | 0,0000 | 0,0007 | 0,149 | 0,131 | 0,167 |]0,0006 0,0002 | 0,002 |[0,150| 0,131 | 0,167
30 0,0001 | 0,0000 | 0,0003 | 0,162 | 0,144 | 0,181 ]0,0003 | 0,0000 | 0,0008 [0,161| 0,142 | 0,179
35 0,0001 | 0,0000 | 0,0002 | 0,166 | 0,147 | 0,185 ]0,0003{ 0,0000 | 0,0007 |0,165| 0,147 | 0,185
50 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,177 | 0,158 | 0,197 ]0,0001 | 0,0000 | 0,0003 |0,175| 0,155 | 0,195
100 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,197 | 0,177 | 0,218 ]0,0000 { 0,0000 | 0,0002 |0,192| 0,173 | 0,213

Tabela 8.18: Resultados das simulag¢des: ¢ estimado para o caso Gaussiano (o desconhecido) quando o & do caso
Fréchet (8 desconhecido)é 0.05 ¢ « estimado para o caso Fréchet (8 desconhecido) quando o &z do caso Gaussiano (O

desconhecido) é 0.05 e Intervalo de Confianga a 95% para o

AQL=1%

) N?RMA Dados Fréchet com &=10, 6=5 Dados Fréchet com &=10, 6=7

g" (angc;deoz%!) Dados Fréchet Dados Fréchet

é Gaussianos d (1? ) ] . (0 i ] .

= ajuste & escon ec‘1d0) Dados Frc?chet (@ desconhecido) descgnhec‘ldo) Dados Frc?chet (@ desconhecido)
g Gaussiana ajuste & ajuste a Fréchet ajuste & ajuste a Fréchet

1% (o Gaussiang (o Gaussiang (o

g desconhecido) desconecido) desconecido)

A LTO 1/30D V| ky | LT I:/f) N | ko L]:) 1/30D . ke I.gaerla9 /fF% L T]:/f) A | ke L”I"OZDF kr I.ga?a9 /fF%
10 18,2 1,56 10 1,09 15 0,040 |(0,038;0,046) 10 1,12 14 0,040 |(0,038;0,046)
15 12,9 1,68 9 1,19 10 0,035 {(0,032;0,038) 8 1,24 10 0,035 {(0,032;0,038)
20 10,2 1,75 7,5 1,26 8 0,031 {(0,029;0,033) 7,5 1.32 8 0,031 {(0,029;0,033)
30 7,5 1,84 6 1,36 6 0,026 |(0,025;0,028) 6 1,43 6,2 0,026 |(0,024;0,028)
35 6,7 1,87 6 1,39 5 0,024 {(0,023;0,026) 5 1,47 5,1 0,025 {(0,023;0,026)
50 5,2 1,94 4,6 1,45 4.1 0,022 [(0,021;0,023) 4,2 1,55 4,2 0,022 {(0,021;0,023)
100 3,5 2,04 3,3 1,63 2,9 0,018 {(0,017;0,019) 3,1 1,71 2,9 0,018 {(0,017;0,019)

Tabela 8.19: Resultados das simulagdes: Comparacdo do LTPD e de k, entre o caso Gaussiano com o desconhecido e
o caso Fréchet com @ desconhecido (dados simulados com (6510, 8=5) ¢ (510, 8=7))

Uma vez mais, antes da andlise dos resultados apresentados nas tabelas 8.18 e 8.19, deve referir-

se a existéncia de alguma dificuldade na estimag@o dos pardmetros de forma, 6, e escala, J, da

distribuicdo Fréchet, essencialmente no caso de amostras de pequena dimensdo. Para a estimacdo

dos parametros, foram experimentadas varias funcdes do software R-Cran, nomeadamente a

funcdo fgev( ) do package evd; a fungdo mle( ) do package stats4 e a fung¢do fitdistr( ) do package
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MASS, esta ultima via distribuicdo Weibull. De entre estas trés fungdes a que conduziu a
melhores estimativas, apesar de ndo serem muito boas no caso de amostras pequenas, foi a fungao
fitdistr( ) do package MASS, via distribuicdo Weibull. Ora, esta situagdo vai influenciar os
resultados dando a ilusdo de que para o caso de amostras pequenas ¢é preferivel o recurso aos
planos classicos.

Analisando agora os resultados das tabelas 8.18 e 8.19, pode ver-se uma vez mais que erros sao
cometidos ao utilizar-se o caso classico com ¢ desconhecido quando a caracteristica de qualidade
¢ uma v.a. com distribui¢do Fréchet no caso @ desconhecido, nomeadamente o risco do produtor
(), assim como o risco do consumidor (). Motivo pelo qual se procedeu em primeiro lugar ao
ajuste dos a’s para se poder comparar os f’s. Note-se que, se se considerar AQL=1%, n=30 e
sendo @ desconhecido (simulado com @ =5) e se pretender um risco do produtor de 5%, ¢
consultada a norma e determinam-se os valores de k£ e LTPD (iguais a 1.84 e 7,5%,
respectivamente). Ora, com este k, o produtor incorre num risco real estimado de 16.2% (o risco
de 5% ¢ falacioso) e a fraccdo ndo conforme do consumidor para um risco de 10% ¢é de 6%.
Assim sendo, para assegurar um risco de 5%, a norma deve ser consultada com um risco estimado
de 0.01%, obtendo-se um 4k=1.36. Contudo, com este k, a fraccdo ndo conforme assumida pelo
consumidor ¢ de 6%, que ¢ igual a fraccdo ndo conforme que assumiria caso o plano especifico
fosse considerado (6%).

Da tabela 8.19, verifica-se ainda que as discrepancias entre os casos classico e especifico sdo
menores para valores de € maiores (menor assimetria da distribui¢do e menor indice de peso de
cauda) e diminuem com o aumento da dimensdo das amostras, 7.

As figuras 8.37 a 8.44, mostram as curvas OC para os casos Fréchet (€ desconhecido) e Gaussiano
(o desconhecido) — numeragdo par dados simulados Fréchet com 6=10, =5 e numeragdo impar
dados simulados Fréchet com =10, €=7, ja com o ajuste dos ¢’s, onde a probabilidade de

aceitagdo do lote para a gama de frac¢des ndo conformes, ®, para cada caso respectivamente, ¢

dada por Pac.(w)=1-F, (k.) e Pacy(w)=1-F, (—LF,;W(l—aN)) @0 A=nz,.

Jn

Considerando-se que AQL=1% e n={20, 30, 50, 100}.

@9 Confirmagao: substituindo @y e @ respectivamente, pela sua expressdo e por AQL em Pac N (a)) obtém-se

Pac,, (AQL)=1- ., mostrando assim que os planos sio comparaveis.
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a0 07 02 n3 04 0

Figura 8.37: Curvas OC para os casos Fréchet
(6=10,6=5) (e) e Gaussiano para ¢ desconhecido (°), ja
com o ajuste dos &’s e considerando AQL=1%, n=20
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Figura 8.39: Curvas OC para os casos Fréchet
(6=10,6=5) (e) e Gaussiano para ¢ desconhecido (°), ja
com o ajuste dos &’s e considerando AQL=1%, n=30
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Figura 8.41: Curvas OC para os casos Fréchet
(6=10,6=5) (®) e Gaussiano para o desconhecido (°), ja
com o ajuste dos &’s e considerando AQL=1%, n=50
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Figura 8.38: Curvas OC para os casos Fréchet
(6=10,6=7) () e Gaussiano para ¢ desconhecido (°), ja
com o ajuste dos s e considerando 4AQL=1%, n=20
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Figura 8.40: Curvas OC para os casos Fréchet
(6=10,6=7) () e Gaussiano para o desconhecido (°), ja
com o ajuste dos s e considerando 4AQL=1%, n=30
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Figura 8.42: Curvas OC para os casos Fréchet
(6=10,6=7) (®) e Gaussiano para o desconhecido (°), ja
com o ajuste dos s e considerando 4AQL=1%, n=50
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Figura 8.43: Curvas OC para os casos Fréchet Figura 8.44: Curvas OC para os casos Fréchet
(6=10,6=5) (®) e Gaussiano para o desconhecido (°), ja (5=10,6=7) (e) e Gaussiano para ¢ desconhecido (°), ja
com o ajuste dos &’s e considerando AQL=1%, n=100 com o ajuste dos s e considerando 4AQL=1%, n=100

Da andlise dos graficos das figuras 8.37 a 8.44, pode ver-se no caso de amostras pequenas,
independentemente do valor de 6, a estimagdo dos pardmetros ndo € boa, pelo que as curvas OC
dao a ideia errada de que ¢ preferivel a utilizagdo dos planos classicos. Com o aumento de #, as
curvas OC decrescem mais rapidamente para maiores valores de & (distribuigdes com menor
assimetria e indice de peso de cauda) diluindo-se também discrepancias entre os dois planos. E
visivel, também que para maiores valores de @ as discrepancias entre os dois planos ¢ menor.
Relativamente ao parametro de escala, d, ndo exerce influéncia nos resultados pois as expressoes
ndo dependem do seu valor.

Da tabela 8.20, constam as taxas de resultados coincidentes, para avaliar a performance dos
planos de Amostragem de Aceitagdo classico e especifico. Da sua analise verifica-se que com o

aumento do valor de @ a taxa de resultados coincidentes aumenta ligeiramente. Verifica-se ainda

que, com o aumento de n a taxa de resultados coincidentes diminui.

Taxa de resultados
coincidentes (%)
para n= 10 20 50 100

Distribuicdo
Fréchet(6, 9)
Fréchet(5,10) 95,40 | 94,00 | 93,73 | 92,87
Fréchet(7,10) 95,40 | 94,20 | 94,10 | 93,53

Tabela 8.20: Comparagdo dos métodos especifico e classico: Taxa de resultados iguais, a aceitagcdo ou rejei¢do do
lote, entre o caso Gaussiano (¢ desconhecido) e caso Fréchet (6 desconhecido), com ajuste dos s

A semelhanga do que foi feito para o caso Weibull & desconhecido, também para o caso Fréchet 6
desconhecido se pode recorrer ao Método Delta para a determinacdo da distribuigdo assimptdtica

do indice de qualidade, somente para o caso de amostras de dimensao elevada.
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8.6. Caso Gaussiano vs caso Gumbel

8.6.1. Gaussiana (o conhecido) vs Gumbel (Jd conhecido)

N\

A semelhanga dos casos anteriores, também neste caso em que a Caracteristica de Qualidade ¢
uma v.a. com distribui¢do Gumbel com ¢ conhecido, tera de se proceder em primeiro lugar ao
ajuste dos s para que os resultados do caso cldssico, o Gaussiano, e especifico, o Gumbel,
possam ser comparados. O procedimento a seguir ¢ analogo aos anteriores e que se descreve de
seguida:

1) Determina-se a média e o desvio padrao da Gumbel, que s@o dados respectivamente por

0
A+ ec="2. 8.32
U ¥ e 7 (8.32)

i1) A aceitagdo do lote no caso Gaussiano com o conhecido (dados Gaussianos — ajuste a
Gaussiana) ¢ dada pela expressdo (8.4);
iii) A aceitacdo do lote no caso Gumbel (dados Gumbel — ajuste & Gumbel), com base nos

resultados (6.56) e (6.59) é:

UGb _2 > UGb _jv Z22n'01
= >k = >1In| — : : 8.33
O 5 o & O 5 n 2 ln(l — 40 L) ; ( )

iv) De acordo com (8.32), (8.4) e (8.33) e designando agpy a probabilidade de erro tipo I, no caso

dos dados serem Gumbel e se proceder ao ajuste a Gaussiana, tem-se:

Oy = P(rej.H0|/10, X N Gumbel(A, 5)) =

Uy = Xo <z _ A
= “1-40L \/_

Oy =P Ao» X N Gumbel(A, 5)J =

oy
o n

N

z
o,y =P ) X, 2 n(UN —O'(ZIAQL —%JJVLO,X N Gumbel (A, 5)} e
=1

I Vn
o, =1-@ G—&Fé& (1—aGbN)—7UN +nz_y | (8.34)

i=]

onde Uy =y +04z,_yp,> Uy =Ay+ Y0 € 0= ﬂTi , com base em (8.32).

n
@Y Como a v.a. Z X, tem distribui¢do desconhecida, terd que ser determinada por simulagdo.
i=1
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Apos o ajuste dos s (tabela 8.21), onde sdo apresentados também os intervalos de confianca a
95% para ay e oy (uma vez que a distribuicdo da soma de variaveis aleatorias com distribuicao
Gumbel é desconhecida, tera de ser determinada com recurso a métodos de simulagdo), os
resultados obtidos sdo os que constam da tabela 8.22, que contém os resultados para o caso

Gaussiano com o conhecido (dados pela norma) versus os casos Gumbel com ¢ conhecido.

A construgdo da tabela 8.22 passou por varias etapas que a seguir se descreve:

e A coluna “NORMA (& ndo ¢ 5%!) Dados Gaussianos Ajuste a Guassiana” os valores da
constante de aceita¢do (ky) e da faccdo ndo conforme LTPDy, sdo dados por (8.7) sem se
proceder ao ajuste dos ’s.

e Com o ajuste dos &’s obtém-se a coluna “Ajustamento da Norma — Dados Gaussianos Ajuste a

Gaussiana (o conhecido)” substituindo em (8.7) & por oy dado por (8.34).

Zl—oqv

T

» Quanto a coluna “Dados Gumbel Ajuste & Gaussiana”, atendendo a que ky =z,_,, —

Uy=Uy+0z_4p,, =4 +)0 ¢ O :”Ti, sistema (6.58) e que a aceitagdo do lote para a

fraccio ndo conforme LTPDgyy é 3, ou seja, PAC, (LTPD,,, )= /3, tem-se:

P{@Zkﬂ)(ﬁGumbel(ﬁ,a)a w:LTPDGbN:I :ﬁC}

11 Ti-ayZ Ugk
—F — - -
né M 9 Jén 5 v

Xi

i=1

LTPD,,, =1—-¢¢
e Os valores de LTPDgy ¢ kgp da coluna “Dados Gumbel Ajuste 8 Gumbel” foram obtidos pela

solu¢do do sistema (6.59), tal que

2
ka — 11’1 _ Z2n;a
2nIn(1—- AQL)

2
A2ni1-p kGb
2n

7111[
LTPD,, =1-e

Das tabelas 8.21 e 8.22 constam, respectivamente, os resultados das simulagdes para estimar a e
respectivo intervalo de confianga e os resultados das comparacdes de LTPD e k entre o caso

classico (o Gaussiano com ¢ conhecido) e o especifico (0 Gumbel com 6 conhecido).
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oy (o conhecido) se g, (A=1, 6=0,55) se
oG, (A=11, 6=0,5) é 0,05 oy (o conhecido) é 0,05
Intervalo de Confianga a Intervalo de Confianga a
Dimenséo da & 95% para ay Q 95% para oy
amostra, 7 N Limite Limite Gb Limite Limite
inferior superior inferior superior
10 0,0410| 0,0309 0,0530 0,0586| 0,0467 0,0700
15 0,0426| 0,0320 0,0551 0,0571| 10,0447 0,0687
20 0,0434| 0,0331 0,0557 0,0564 | 0,0453 0,0687
30 0,0444| 0,0333 0,0571 0,0555( 10,0433 0,0667
35 0,0448 | 10,0349 0,0565 0,0551| 0,0440 0,0667
50 0,0457| 10,0348 0,0573 0,0543 | 0,0427 0,0660
75 0,0464 | 0,0358 0,0588 0,0536| 0,0427 0,0653
100 0,0467| 0,0361 0,0580 0,0533| 10,0420 0,0647
150 0,0473 | 0,0365 0,0585 0,0526 | 0,0427 0,0640
200 0,0476 | 0,0366 0,0583 0,0524| 0,0413 0,0640

Tabela 8.21: Resultados das simulagdes: o estimado para o caso Gaussiano (o conhecido) quando o ¢ do caso
Gumbel (4=1, &=0.5) € 0.05 ¢ « estimado para o caso Gumbel (A=1, #=0.5) quando o « do caso Gaussiano (o
conhecido) ¢ 0.05 e Intervalo de Confianga a 95% para o

AQL=1%
NORMA Ajustamento da
. (v nio ¢ 5%!) Norma B Dados Gumbel com Dados Gumbel com
Dimensio da | Dados Gaussianos | Dados Gaussianos A . .
. \ . justamento Gaussiana Ajustamento Gumbel
amostra, n AJustam.ento a Ajustamento (8 conhecido) (8 conhecido)
Gaussiana Gaussiana
(o conhecido) (o conhecido)
LTPDy% | Ky | LTPDy% | Ky LTPDgyy % Ky LTPDg, % Kgy
10 8,06 1,81 8,51 1,78 3,20 1,78 0,65 3,99
15 5,81 1,90 6,05 1,88 2,60 1,88 0,48 4,12
20 4,73 1,96 4,88 1,94 2,40 1,94 0,39 4,18
30 3,66 2,03 3,74 2,02 2,00 2,02 0,30 4,27
35 3,35 2,05 3,42 2,04 2,00 2,04 0,27 4,30
50 2,79 2,09 2,83 2,08 1,80 2,08 0,22 4,35
75 2,34 2,14 2,36 2,13 1,60 2,13 0,17 4,40
100 2,10 2,16 2,12 2,16 1,40 2,16 0,15 4,43
150 1,84 2,19 1,85 2,19 1,40 2,19 0,12 4,46
200 1,70 2,21 1,71 2,21 1,40 2,21 0,10 4,48

Tabela 8.22: Comparacdo do LTPD e de k, entre o caso Gaussiano com o conhecido € o caso Gumbel com o
conhecido (A4=1,6=0.5)

Analisando os resultados das tabelas 8.21 e 8.22, pode verificar-se, uma vez mais, que ao
considerar-se o plano de Amostragem de Aceitacdo Classico quando a caracteristica de qualidade
¢ uma v.a. com distribuicdo Gumbel de pardmetros A e J, erros sdo cometidos podendo ocorrer
prejuizo para o produtor e/ou consumidor, quer o risco do produtor quer o do consumidor sdo mal
calculados. Para ilustrar o que foi dito anteriormente, considere-se AQL=1%, n=10 e se se
pretender um risco do produtor de 5%, consulta-se a Norma e determinam-se os valores de & e

LTPD, que neste caso sdo 1.81 e 8.06. Mas na realidade, com este k, incorre-se num risco real,
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estimado, do produtor de 5,86% (o risco de 5% ndo ¢ correcto) e a frac¢do real ndo conforme para
o consumidor para um risco de 10% ¢é de 0.65%. Desta forma, para assegurar um risco de 5%, a
Norma deve ser calculada com um risco estimado de 4.10%, obtendo-se a constante de aceitacdo,
k, da antepentuiltima coluna da tabela 8.22. Contudo, com este £, a fraccdo ndo conforme assumida
pelo consumidor ¢ de 3.20%, o que para ele ¢ prejudicial, pois assumiria uma fraccdo ndo
conforme superior & que assumiria caso o plano especifico fosse considerado.

As figuras 8.45 a 8.52, mostram as curvas OC para os casos Gumbel (A=1,6=0.5) e Gaussiano (o
conhecido) — numeragdo par — e Gumbel (A=5,0=0.6) e Gaussiano (o conhecido) — numeragio
impar — ja com o ajuste dos ¢’s e considerando, uma vez mais, AQL=1% e n={10, 20, 50, 100},

onde @wrepresenta a gama de frac¢des ndo conformes. A probabilidade de aceitagdo para a fracgdo

nido conforme @, ¢ dada,

para o caso Gaussiano e Gumbel respectivamente, por
nmo z,_
Pac,(0)=F, |——L2 +n(dIn(-In(1-w)+U, ., + 0 |*? e
@)= [P (i) U 0]

Pach (a)) =F, (2nek0b+ll’l(—ln(l_w)))'

2n

g
pac
P

I
1
1.0

0in (ERl] 1a

0.0o

Figura 8.45: Curvas OC para os casos Gumbel
(4=1,6=0.5) () e Gaussiano para o conhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando 4AQL=1%, n=10

Figura 8.46: Curvas OC para os casos Gumbel
(4=5,6=0.6) () e Gaussiano para o conhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando AQL=1%, n=10

@2 Confirmagdo: Substituindo a expressdo de oy em Pacy(AQL), obtém-se

Pac,(AQL)=F,
2

i=1

F
X
i=1

iSso comparaveis.

(1-ag,)-nU, +nU, |=1-0y,. o indica que os testes sdo equivalentes ¢ por
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Figura 8.47: Curvas OC para os casos Gumbel
(4=1,6=0.5) () e Gaussiano para o conhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando 4AQL=1%, n=20
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Figura 8.49: Curvas OC para os casos Gumbel
(4=1,6=0.5) () e Gaussiano para o conhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando 4QL=1%, n=50
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Figura 8.51: Curvas OC para os casos Gumbel
(4=1,6=0.5) (¢) e Gaussiano para o conhecido (°), ja
com o ajuste dos &’s e considerando 4QL=1%, n=100
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Figura 8.48: Curvas OC para os casos Gumbel
(4=5,6=0.6) () e Gaussiano para o conhecido (°), ja
com o ajuste dos «’s e considerando AQL=1%, n=20
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Figura 8.50: Curvas OC para os casos Gumbel
(4=5,6=0.6) () e Gaussiano para o conhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando AQL=1%, n=50
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Figura 8.52: Curvas OC para os casos Gumbel
(4=5,6=0.6) () ¢ Gaussiano para o conhecido (°), ja
com o ajuste dos «’s e considerando AQL=1%, n=100
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Da analise das figuras 8.45 a 8.52, pode ver-se que se obtém melhores resultados com o plano
especifico, dado que as curvas vém sempre abaixo das curvas do plano cléssico,
independentemente do valor dos parametros e da dimensao das amostras. Isto significa que, com
um plano de Amostragem de Aceitacdo classico, a probabilidade de aceitacdo do lote é maior que
no caso da utilizagdo do plano especifico, o que nido é bom para o consumidor. Verifica-se
também que com o aumento da dimensdo da amostra, n, as curvas OC decrescem mais
rapidamente (significando que a probabilidade de aceitagdo do lote diminui para frac¢des nao
conformes elevadas, com base na tabela 8.22) e diminuem as diferencas entre os casos classico e
especifico. Quanto a influéncia do valor dos parametros o ¢ A nos resultados, ndo se verifica
qualquer influéncia, por parte do pardmetro de localizagdo, A, e quando O aumenta
substancialmente (por exemplo, &=5 ou 6=10) as curvas OC decrescem mais rapidamente.

Da tabela 8.23, constam os resultados relativos a taxa de resultados coincidentes (aceitagdo ou
rejeicdo do lote) entre os casos cléssico e especifico, com ajuste dos a’s. Da sua anélise, verifica-
se que os valores dos pardmetros o e A, ndo exercem influéncia nos resultados. Verifica-se ainda

que com o aumento de n, a taxa de resultados coincidentes diminui.

Taxa de resultados
coincidentes (%)
para n= 10 20 50 100

Distribuicao

Gumbel(4, J)
Gumbel(1,0.5) 81,37 | 77,73 | 77,27 | 77,13
Gumbel(5,0.6) 81,13 | 77,67 | 77,07 | 76,97

Tabela 8.23: Comparagdo dos métodos especifico e classico: Taxa de resultados iguais, a aceitagcdo ou rejei¢do do
lote, entre o caso Gaussiano (o conhecido) e caso Gumbel (J conhecido), com ajuste dos @’s

8.6.2. Gaussiana (o desconhecido) vs Gumbel (Jd desconhecido)

Tal como efectuado para os casos anteriores, também neste caso, quando a Caracteristica de
Qualidade em estudo é uma v.a. com distribui¢do Gumbel (0 desconhecido), se vai comegar por
proceder ao ajuste dos &’s para que os planos de amostragem classico e especifico, possam ser
comparados. Considerando-se uma vez mais, o limite superior de especificagdo, U, o
procedimento seguido para o ajuste dos ¢’s ¢ andlogo aos anteriores, € € 0 que a seguir se
descreve:

1) Determina-se a média e o desvio padrdo da Gumbel, dados em (8.32);

i1) A aceitacdo do lote no caso Gaussiano com ¢ desconhecido (dados Gaussianos — ajuste a

Gaussiana) ¢ dada pela condi¢@o da expressdo (8.11);
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iii) A aceitagdo do lote no caso Gumbel com ¢ desconhecido (dados Gumbel — ajuste a Gumbel),

com base no resultado (6.74) é:

QG,,ULT’% k- (8.35)
o
Por processos de simulagdo, determinar kg € a distribui¢do de QOgp.
iv) De acordo com (8.32), (8.12) e (8.35) e designando agpy a probabilidade de erro tipo I, no

caso dos dados serem Gumbel e proceder-se ao ajuste a Gaussiana, tem-se:

Oy = P(rej.H0|/10 , X N Gumbel(A, 5)) =

F'ol-o
Aoy = P(QN < —MMO,X N Gumbel (A, 5)J &
Jn
F'o (l-a,) F'o (l-a,)
_ 11 (A) N 11 (Ay) N e

Oy = FQN {_ \/; J = - \/; - FQN1 (aGbN ) =

oy =1-F, o Fyt (o)), com Ay =z, (8.36)
Uma vez que Q, =—% S_ . | ter-se-4 que determinar Uy dado que X, e Sg, (média e desvio

Gb

padrdo da v.a. Gumbel, respectivamente) sdo simulados. Desta forma, a distribuicdo de Qy ¢

desconhecida, pelo que tera de ser determinada por métodos de simulacdo. Sabendo que no caso

. . . , U, -
Gaussiano com o desconhecido a frac¢do ndo conforme, @, ¢ dada por a):l—d)(N—ﬂ ,
o

consequentemente tem-se Uy = i, +0yz,_ 0, » sendo Ly € op o valor médio e o desvio padrdo da

distribuicdo Gumbel, respectivamente, dados em (8.32).

Apods o ajuste dos o's (tabela 8.24), procede-se entdo a comparagdo dos planos de amostragem,

recorrendo para tal, a k e a LTPD (tabela 8.27).

Da tabela 8.24 constam além de o e o), 0s intervalos e confianga a 95% para o e Oy, uma vez

que a distribuicdo da soma de variaveis aleatorias com distribuicdo Gumbel ¢ desconhecida tera

de ser determinada por simulag@o.

Para a construcdo da tabela 8.25, foi necessario passar por varias etapas, que a seguir se

descrevem:

e A coluna “NORMA (a ndo € 5%!) Dados Gaussianos Ajuste a Gaussiana (o desconhecido)”,
os valores da constante de aceitagdo, ky, e da fraccdo ndo conforme LTPDy, sdo obtidos pela

resolucdo do sistema (8.15), resolvendo-se a segunda equag¢do em ordem ao parametro de ndo
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centralidade da distribui¢do ¢ ndo Central, A;, e de seguida em ordem a LTPDy, sem se

proceder ao ajuste dos s tal como descrito no subcapitulo 8.3.2;

e Os valores de ky e LTPDy da coluna “Ajustamento da Norma — Dados Gaussianos Ajuste a

Gaussiana (o desconhecido)” sdo obtidos através da resolucdo do sistema (8.15) substituindo

apor ay, dado por (8.36);

e Na coluna “Dados Gumbel Ajuste a Gaussiana” atendendo a primeira equagdo de (8.15), ao

sistema (6.75), que a aceitagdo do lote para a fracgdo ndo conforme LTPDgpy é [, ou seja

Pac,(LTPD,,, )= f3, aos resultados (3.31) e (3.32), e que 4,

PO, 2 ky|X N Gumbel(2,8),w= LTPD,,, )= <

P[% > ki = ﬂlJ = B < LTPD,,
Gb

com 4, = ‘/;ZLTPDM ’

in,,,lm(—kN\/;Fﬁ

=Uy + O Zi1pp,, »

Quanto a coluna “Dados Gumbel Ajuste a Gumbel (6 desconhecido)”,

tem-se:

(8.37)

os valores de kg €

LTPDgy, tforam obtidos pela resolug¢do do sistema (6.75), recorrendo a métodos de simulagio,

tal que

(QGb 2KGb|a) AQL):I kg :FQ_GIb (05) (8.38)
P(O,, > Kiy|w=LTPD,, )= B “r1PD, . P(Q,, <K |w=LTPD, )=1-p" '
oy (o desconhecido) se g (A=1,6=0,5) oy (o desconhecido) se gy (A=5,6=0,6)

o (o desconhecido) €

ay (o desconhecido) é

Dimensio |_%as (A=1,6=0,5) € 0,05 0,05 gy, (4=5,0=0,6) € 0,05 0,05
da Intervalo de Intervalo de Intervalo de Intervalo de
amostra, Confianca a 95% Confianca a 95% Confianca a 95% Confianca a 95%
n a, para oy a, para ogp a, para o g, para Ogp
Limite | Limite Limite | Limite Limite | Limite Limite | Limite
inferior | superior inferior | superior inferior | superior inferior | superior
10 0,00741 0,0043 | 0,0120 |0,1168] 0,1107 | 0,1327 ]0,0072 | 0,0041 [ 0,0116 |0,1172] 0,1007 | 0,1340
15 0,0064 | 0,0034 | 0,0103 |0,1223] 0,1060 | 0,1393 | 0,0065 | 0,0033 [ 0,0104 |0,1229] 0,1060 | 0,1387
20 0,0058] 0,0032 | 0,0094 10,1266 0,1100 | 0,1400 ] 0,0059 | 0,0033 [ 0,0093 |0,1270] 0,1107 | 0,1433
30 0,00521 0,0028 | 0,0087 |0,1318| 0,1140 | 0,1487 ]| 0,0053 | 0,0027 | 0,0086 |0,1311] 0,1133 | 0,148
35 0,00491 0,0027 | 0,0089 |0,1333] 0,1160 | 0,1507 |0,0050 | 0,0027 [ 0,0081 |0,1329] 0,1160 | 0,1510
50 0,00471 0,0026 | 0,0079 10,1360 0,1193 | 0,1533 ]| 0,0050 | 0,0025 | 0,0077 ]0,1370]| 0,1187 | 0,1547
100 0,00411 0,0024 | 0,0073 |0,1421] 0,1212 | 0,1603 | 0,0043 | 0,0023 [ 0,0072 |0,1420] 0,1233 | 0,1607

Tabela 8.24: Resultados das simulac¢des: ¢ estimado para o caso Gaussiano (o desconhecido) quando o & do caso
Gumbel (6 desconhecido) € 0.05 e « estimado para o caso Gumbel (J desconhecido) quando o & do caso Gaussiano
(o desconhecido) € 0.05 e Intervalo de Confianga a 95% para o
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AQL=1%
(0. ndo € 5%!) Dados Gumbel com A=1, §=0,5 Dados Gumbel com A=5, 5=0,6
Dados
. _ | Gaussianos | Dados Gumbel Dados Gumbel
Dimensa ajuste a (0 )
oda Gaussiana desconhecido) Dados Gumbel (6 desconhecido) Dados Gumbel (6
amostra, . ajuste a desconhecido) ajuste 2 Weibull ajuste & desconhecido) ajuste 3 Gumbel
n desconhecido) | Gaussiana (o Gaussiana (o
desconecido) desconecido)
LTPDy LTPDgx | Kgy | LTPDG, L.Ca95% |LTPDg LTPDg, | g, L.Ca95%
% Ky % N % kap para Kap % |kan| % para kg
10 18,2 | 1,56 10 1,23 0,9 1,17 1(1,156;1,192) 10 1,27 0,9 1,17 | (1,155;1,191)
15 12,9 | 1,68 8 1,41] 095 1,14 1(1,127;1,157) 7,5 1,41 0,9 1,15 | (1,126;1,155)
20 10,2 | 1,75 1,50] 0,95 1,12 |(1,107;1,133) 6 1,49 0,9 1,13 | (1,108;1,132)
30 7,5 1,84 4,8 1,61] 0,95 1,09 |(1,083;1,104) 5 1,61] 0,95 1,09 | (1,084;1,103)
35 6,7 1,87 4,6 1,65] 0,95 1,08 |(1,075;1,094) 4.6 1,62 0,95 1,08 | (1,076;1,100)
50 5,2 1,94 3.8 1,74] 0,95 1,06 |(1,058;1,073) 3,7 1,731 0,95 1,07 | (1,057;1,074)
100 3,5 2,04 2,7 1,89] 0,95 1,04 |(1,031;1,042) 2,5 1,881 0,95 1,03 | (1,031;1,041)
Tabela 8.25: Resultados das simulagdes: Comparacdo do LTPD e de k, entre o caso Gaussiano com o desconhecido e

o0 caso Gumbel com d desconhecido (dados simulados com (A=1, 6=0,5) e (1=5, 6=0,6))

Antes de se proceder a andlise dos resultados, deve referir a existéncia de alguma dificuldade na
estimagdo dos pardmetros de localizagdo, A, ¢ de escala, o, da distribuigdo Gumbel,
essencialmente no caso de amostras de pequena dimensdo. Para a estimac¢do dos parametros,
foram experimentadas vdrias fun¢des do software R-Cran, nomeadamente a funcdo fgev( ) do
package evd; a fun¢do mle( ) do package stats4 e a funcgdo fitdistr( ) do package MASS, esta
ultima via distribuicdo Weibull. De entre estas trés funcdes a que conduziu a melhores
estimativas, foi a fungao fitdistr( ) do package MASS, via distribuicao Weibull.

Passando a analise dos resultados das tabelas 8.24 e 8.25, verifica-se, uma vez mais a existéncia
de erros grosseiros na utiliza¢do dos planos classicos, quando a distribuicdo da caracter’sitica de
qualidade ¢ Gumbel, quer o risco do produtor quer o do consumidor sdo mal calculados.. Por
exemplo, se se considerar AQL=1%, n=10, dados simulados com A=1 ¢ 6=0.5, ¢ se se pretender
um risco do produtor de 5%, consulta-se a Norma e determinam-se os valores de k e LTPD, que
neste caso sdo 1.56 e 18.2%, respectivamente. Mas na realidade, com este k, incorre-se num risco
real, estimado, do produtor de 11.68% (o risco de 5% ndo € correcto) e a fraccdo real ndo
conforme para o consumidor para um risco de 10% ¢ de 0.9%. Desta forma, para assegurar um
risco de 5%, a Norma deve ser calculada com um risco estimado de 0.74%, obtendo-se para a
constante de aceitagdo, k&, um valor de 1.23. Contudo, com este k, a fraccdo ndo conforme
assumida pelo consumidor ¢ de 10%, o que para ele ¢ prejudicial, pois assumiria uma frac¢do néo

conforme superior & que assumiria caso o plano especifico fosse considerado.
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As figuras 8.53 a 8.60, mostram as curvas OC para os casos Gumbel (O desconhecido) e
Gaussiano (6 desconhecido) — numera¢do par dados simulados Gumbel com A=1, &0.5 e
numeragdo impar dados simulados Gumbel com A=5, 6=0.6, ja com o ajuste dos ’s, onde a
probabilidade de aceitacdo do lote para a gama de fraccdes ndo conformes, ®, para cada caso
dada Pac,(@)=1- F,, (k) e

respectivamente, ¢ por

Pac,, (a))

g

20, 50, 100}.
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Figura 8.53: Curvas OC para os casos Gumbel
(4=1,6=0.5) (®) e Gaussiano para o desconhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando 4QL=1%, n=10
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Figura 8.55: Curvas OC para os casos Gumbel
(4=1,6=0.5) (») e Gaussiano para o desconhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando 4AQL=1%, n=20
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Figura 8.54: Curvas OC para os casos Gumbel
(4=5,6=0.6) (®) e Gaussiano para o desconhecido (°), ja
com o ajuste dos ¢’s e considerando 4AQL=1%, n=10
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Figura 8.56: Curvas OC para os casos Gumbel
(4=5,6=0.6) (®) e Gaussiano para o desconhecido (°), ja
com o ajuste dos s e considerando 4AQL=1%, n=20

@) Confirmagao: substituindo @y e @ respectivamente, pela sua expressdo e por AQL em Pac N (a)) obtém-se

Pac, (A QL) =1 — ¢,., mostrando assim que os planos sdo equivalentes, sendo, portanto, comparaveis.
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Figura 8.57: Curvas OC para os casos Gumbel Figura 8.58: Curvas OC para os casos Gumbel
(4=1,6=0.5) (®) e Gaussiano para o desconhecido (°), ja (A=5,0=0.6) (®) ¢ Gaussiano para ¢ desconhecido (°), ja
com o ajuste dos &’s e considerando AQL=1%, n=50 com o ajuste dos &’s e considerando 4QL=1%, n=50
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Figura 8.59: Curvas OC para os casos Gumbel Figura 8.60: Curvas OC para os casos Gumbel
(4=1,6=0.5) (e) e Gaussiano para o desconhecido (°), ja (A4=5,6=0.6) (®) e Gaussiano para o desconhecido (°), ja
com o ajuste dos &’s e considerando AQL=1%, n=100 com o ajuste dos s e considerando 4AQL=1%, n=100

Da analise das figuras 8.53 a 8.60, pode ver-se que se obtém melhores resultados com o plano
especifico, dado que as curvas vém sempre abaixo das curvas do plano cléssico,
independentemente do valor dos parametros ¢ da dimensao das amostras. Isto significa que, com
um plano de Amostragem de Aceitacdo classico, a probabilidade de aceitagdo do lote é maior que
no caso da utilizacdo do plano especifico, o que ndo € bom para o consumidor, pois assumiria uma
fraccdo ndo conforme superior. Verifica-se também que com o aumento da dimensdo da amostra,
n, as curvas OC decrescem mais rapidamente (significando que a probabilidade de aceitacdo do
lote diminui para fracgdes ndo conformes elevadas, com base na tabela 8.25) e diminuem as
diferengas entre os casos classico e especifico. Quanto a influéncia do valor dos pardmetros de A
nos resultados, ndo se verifica qualquer influéncia, por parte do pardmetro de localizagdo, A, e
quando & aumenta substancialmente (por exemplo, para dados simulados com =5 ou &=10), a

semelhanga do que aconteceu no caso d conhecido, as curvas OC decrescem mais rapidamente.
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Da tabela 8.26, constam as taxas de resultados coincidentes, para que se possa avaliar a
performance dos dois planos de amostragem, classico e especifico. Da sua anélise pode ver-se que
as taxas de resultados coincidentes sdo relativamente baixas, pelo que o recurso aos planos

classicos, mesmo apds o ajuste dos a’s, ndo é recomendado.

Taxa de resultados
coincidentes (%)
para n= 10 20 50 100

Distribuicdo

Gumbel(4, J)
Gumbel(1, 0.5) 69,20 | 69,07 | 69,01 | 68,93
Gumbel(5, 0.6) 73,47 | 70,40 | 70,02 | 69,73

Tabela 8.26: Comparagdo dos métodos especifico e classico: Taxa de resultados iguais, a aceitagcdo ou rejei¢do do
lote, entre o caso Gaussiano (o conhecido) e caso Gumbel (J desconhecido), com ajuste dos s

Tal como proposto para o caso Weibull com 8 desconhecido, também para o caso Gumbel com ¢
desconhecido se pode recorrer ao método Delta para a determinagdo da distribuicdo assimptdtica
do indice de qualidade, evitando assim, os processos de simulag¢do que sdo de maior complexidade

de implementag@o.

8.7. Caso especifico vs classico, apos transformacio Box-Cox

Tal como foi estudado anteriormente, quando a caracteristica de qualidade de interesse ¢ uma v.a.
ndo Gaussiana, podem construir-se planos de Amostragem de Aceitagdo especificos, para cada
uma das distribui¢cdes. Se a verdadeira distribui¢do dos dados € assimétrica e/ou tem caudas
pesadas, mas a modelag@o dos dados ¢ facil, o que nem sempre acontece, entdo pode recorrer-se a
construcdo de planos de Amostragem de Aceitagdo especificos. Propde-se entdo uma alternativa a
constru¢do de planos de Amostragem de Aceitagdo especificos, a utilizagdo de planos de
Amostragem de Aceitacdo para o caso Gaussiano, com ¢ desconhecido, apds a normalizagcdo dos
dados, através de transformagdes tipo Box-Cox, que ndo requer modelagdo prévia dos mesmos.
Neste subcapitulo vai verificar-se entdo, se o recurso a normalizacdo dos dados, e posterior
constru¢do de planos de Amostragem de Aceitacdo para o caso cldssico, o Gaussiano, com ¢
desconhecido, constitui uma boa alternativa aos planos especificos.

Para se proceder a normaliza¢do dos dados, através das transformacdes tipo Box-Cox, dadas pela
expressdo (7.1), é necessario estimar o parametro A, que define a transformagéo. Para tal, utilizou-

se o seguinte procedimento:
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Geraram-se 10000 amostras de dimens@o 10 e 100, com determinada distribuigio
(Exponencial, Gama, Weibull, Fréchet e Gumbel);

Para cada amostra, obteve-se uma estimativa de 4, pelo método de maxima verosimilhanga
(equacdo (7.7)), e apds a transformagdo (expressdo (7.1)) dos dados, procedeu-se a
aplicacdo do teste de ajustamento a distribui¢do Normal ou Gaussiana, o teste Shapiro-
Wilk;

Para cada um dos testes de ajustamento, obteve-se um certo valor-p, e com base nos 10000
valores-p, calculou-se a taxa de ndo rejeicdo da hipdtese de normalidade;

A cada transformag¢do de dados, em que ndo se rejeitou a hipotese de normalidade (valor-
p>0,05), aplicou-se- o plano de Amostragem de Aceitagdo para o caso cldssico, com &
desconhecido;

Em simultaneo, foram construidos, para cada uma das transformacdes que originaram
dados normais, os planos especificos para os dados originais;

Para a comparagdo de resultados e avaliar a performance dos planos de amostragem
classicos apos transformacdo dos dados, calculou-se a taxa de resultados coincidentes
(aceitagdo ou rejeicdo do lote) entre os dois métodos, o cldssico e o especifico de cada
distribui¢ao.

Em qualquer uma das situag¢des considerou-se, sempre, o limite superior de especificagao.

Antes de mais, deve referir-se que para se proceder a transformagdo dos dados, quando a

caracteristica de qualidade ¢ uma v.a. com distribui¢do Gumbel, procede-se a soma do valor

absoluto do minimo observado mais uma unidade a todas as observag¢des, uma vez que para a

transformag@o Box-Cox os dados tém de ser positivos.

Por forma a facilitar a leitura, resume-se na tabela 8.27 as distribui¢des trabalhadas, critérios de

aceitagdo do lote e planos de Amostragem de Aceitagdo especificos.
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Fraccio nio Planos de Amostragem de Aceitagio:
c e e f Critério de aceitaciio Valoresde ken
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= >
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*Uma vez que a distribuicdo exacta de Oy € desconhecida, para determinar os valores n e k, que satisfazem as

condi¢des do sistema (2.1), procede-se com métodos de simulagéo.

Tabela 8.27: Resumo das distribuigdes trabalhadas, critérios de aceitagdo do lote e planos de Amostragem de
Aceitacgdo especificos

Das tabelas 8.28, e 8.29 constam os resultados da avaliacdo da performance dos planos de
Amostragem de Aceitacdo com recurso a taxa de resultados coincidentes (aceitacdo ou rejeicdo do
lote) entre o caso classico e o especifico quando os pardmetros 8 das distribuigdes Gama, Weibull
e Fréchet e ¢ da distribui¢do Gumbel sdo conhecidos e desconhecidos, respectivamente. Da sua
andlise, pode verificar-se que apds transformacdo dos dados através da correspondente
transformagdo Box-Cox a taxa de ndo rejei¢do da hipotese de normalidade € elevada (a rondar os
99%) assim como a taxa de resultados coincidentes entre o caso classico e o especifico, variando

entre os 84% e os 100%, quer no caso dos parametros conhecidos quer no caso dos parametros
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desconhecidos. Deve referir-se ainda duas situagdes: i) os valores das estimativas de A, sdo iguais

ou muito proximos entre os casos de pardmetros conhecidos e desconhecidos; i1) para amostras

pequenas, as estimativas de A4 ndo sdo muito precisas, pois os intervalos de confianga para A

apresentam amplitudes elevadas. Verifica-se no entanto, mesmo para estas situacdes, a taxa de

resultados coincidentes € elevada.

Taxa de nao

Intervalo de . d Taxa de
Distribuicio n A Confianca a | Valor-p ;‘f‘l €16a0 2 | resultados
95% para A Nl potese: de coincidentes
ormalidade
Exp(6-5) 10 | 022 (-0,407; 0,756) 0.6605 99,49% 94,78%
100 | 026 (0,130; 0,373) 0,6027 98,67% 94,45%
B 10 | 022 (-0,401; 0,772) 0,6664 99,35% 94,89%
Exp(8=10) 100 | 026 (0,132; 0,376 0,6051 98,68% 95,01%
10 | 024 (-1,020; 1,314) 0.6744 99,48% 96,38%
Gama(6=3,6=5) 100 | 0,30 (0,033; 0,551) 0,6551 99,27% 100,00%
10 | 026 (-1,649; 2,073) 0.6765 99,58% 94,43%
Gama(6=7,6=5) 100 | 031 (-0,110; 0,719) 0,6585 99,25% 100,00%
, 10 | 052 (0,266; 0,745) 0,6060 98,64% 100,00%
Weibull(6=2,6=10) 100 | 0,52 (0,266; 0,745) 0,6060 98,64% 100,00%
Weiball@=3.6-10) 10 | 0,63 (-1,208; 2,225) 0,6632 99,34% 83,89%
: 100 | 0,78 (0,404; 1,120) 0,6072 98,70% 95,35%
Weiball©=7.6-10) 10 | 146 (-3,124; 4,999) 0,6627 99,27% 88,32%
. 100 | 1,83 (0,934;2,621) 0,6031 98,92% 96,45%
Fréchet(6=3.6-10) 10 | -0,63 (-2,180; 1,243) 0,6654 99,52% 98,03%
. 100 | 0,78 | (-1,120:-0,401) 0,6060 98,75% 100,00%
Fréchet(@=5.6-10) 10 | -1,07 | (-3,770; 2,140) 0,6646 99,47% 93,86%
: 100 | -130 | (-1,873;-0,660) 0,6110 98,94% 99,64%
o 10 | -1,04 | (-3.862;2,173) 0,6657 99,36% 93,28%
Fréchet(6=5,0=5) 100 | -1,30 | (-1,848,-0,659) | 0,6066 98.60% 99.94%
10 | -049 | (-4,011;2,837) 0,6793 99,54% 81,80%
Gumbel=1,8=0.5) - 150" 039 | (1.154;0.321) 0,6632 99,21% 100,00%
Gumbel (s, 5-0.6) 10 | 217 | (-4,999; 4,999) 0,6162 97,62% 80,15%
O 100 | 3,51 | (-4.999;-1,339) 0,6033 92,59% 99,97%
o 10 | -027 | (-3,177;2,378) 0,6820 99,50% 87,97%
GumbelA=1.3=0.6) 06T 014 | (0.773: 0,423) 0,6702 99,03% 100,00%

Tabela 8.28: Avaliagdo da performance dos planos de Amostragem de Aceitagdo classicos com o conhecido, quando
a caracteristica de qualidade de interesse ndo é Gaussiana (pardmetros € das distribui¢des Gama, Weibull e Fréchet e

0 da distribui¢do Gumbel sdo conhecidos)
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Intervalo de Taxa de nio | Taxa de
. Valor-
Distribuig¢io n | A Confianca a rejei¢io da hipétese | resultados
p . ..
95% para A de Normalidade coincidentes
10 0,24 (-0,976; 1,351) 0,2355 99,66% 96,03%
Gama(6=3,6=5)
100 | 0,30 (0,027; 0,554) 0,6496 99,24% 100%
10 0,23 (-1,641; 2,029) 0,6769 99,57% 84,87%
Gama(6=7,6=5)
100 | 0,32 (-0,111; 0,714) 0,6605 99,17% 100,00%
10 0,43 (-0,829; 1,491) 0,6673 99,33% 92,41%
Weibull(6=2,5=10)
100 | 0,52 (0,269; 0,749) 0,6080 98,77% 100,00%
10 0,63 (-1,242; 2,206) 0,6699 99,55% 84,18%
Weibull(6=3,5=10)
100 | 0,78 (0,407; 1,117) 0,6048 98,69% 95,31%
10 1,44 (-3,003; 4,999) 0,6673 99,28% 88,75%
Weibull(6=7,6=10)
100 | 1,82 (0,955; 2,601) 0,6087 98,68% 91,24%
10 | -0,63 (-2,268; 1,328) 0,6638 99,37% 93,03%
Fréchet(6=3,6=10)
100 | -0,78 (-1,122; -0,414) 0,6063 98,63% 95,21%
10 | -1,09 (-3,837;2,037) 0,6660 99,51% 90,34%
Fréchet(6=5,6=10)
100 | -1,30 (-1,870; -0,672) 0,6043 98,69% 94,87%
10 | -1,06 (-3,720; 2,040) 0,6667 99,43% 89,59%
Fréchet(6=5,6=5)
100 | -1,30 (-1,869; -0,681) 0,6087 98,67% 95,22%
10 | -0,52 (-4,014;2,764) 0,6826 99,50% 86,73%
Gumbel(A=1,6=0,5)
100 | -0,39 (-1,174;0,355) 0,6652 99,12% 95,00%
10 | -2,18 (-4,999;4,999) 0,6179 98,49% 85,15%
Gumbel(A=5,6=0,6)
100 | -3,54 (-4,999;-1,396) 0,6000 98,84% 95,14%
10 | -0,28 (-3,249;2,459) 0,6819 99,55 85,09%
Gumbel(A=1,6=0,6)
100 | -0,14 (-0,763; 0,409) 0,6646 99,22% 95,09%

Tabela 8.29: Avalia¢do da performance dos planos de Amostragem de Aceitagdo cldssicos com ¢ conhecido, quando
a caracteristica de qualidade de interesse nido é Gaussiana (pardmetros € das distribuigdes Gama, Weibull e Fréchet e
dda distribuigdo Gumbel sdo desconhecidos)

Em suma, com base nos resultados anteriormente obtidos, pode entdo dizer-se, com alguma
certeza, que se pode aplicar planos de Amostragem de Aceitacdo para o caso cldssico com o
desconhecido, recorrendo por exemplo as normas classicas, apds normalizacdo dos dados com
base na transformacdo Box-Cox correspondente. Pode concluir-se entdo, que o recurso as normas
classicas com g desconhecido apos transformac¢do dos dados com base na transformagao Box-Cox
correspondente, constitui uma boa alternativa aos planos de amostragem especificos. Este
procedimento vem facilitar a aplicacdo da Amostragem de Aceitacdo para a melhoria da
qualidade, pois ndo necessita da modelagdo prévia dos dados (o que nem sempre ¢é facil) e pode

recorrer-se as normas classicas com ¢ desconhecido.
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Capitulo 9.

Conclusoes

Na literatura existente sobre Amostragem de Aceita¢do para Variaveis, os planos de amostragem
sd0, na sua maioria, baseados na hipdtese de que as observagdes da caracteristica de qualidade sao
independentes e normalmente distribuidas (caso classico da Amostragem de Aceitagdo — Normas
classicas). Encontraram-se contudo, alguns trabalhos sobre Amostragem de Aceitacdo para
varidveis ndo Gaussianas, com abordagens diferentes da utilizada neste trabalho.

Neste trabalho ¢ avaliado o impacto da ndo Gaussianidade da caracteristica de qualidade e s@o
propostas alternativas a utilizacdo indevida e indiscriminada de planos de amostragem classicos.
Para tal, foram consideradas as situagdes em que a caracteristica de qualidade ¢ uma v.a.
Exponencial, Gama, Weibull, Fréchet e Gumbel, que sdo distribuicdes com varios niveis de
assimetria e de indice de peso da cauda.

Dos resultados obtidos no capitulo anterior, conclui-se que se a caracteristica de qualidade néo ¢
Gaussiana e se utilizar os valores das Normas classicas (dos planos classicos) o risco do produtor,
assim como o do consumidor, sdo mal calculados, o que pode conduzir a erros grosseiros e
consequentemente a decisdes erradas sobre o lote. Estes erros sdo mais expressivos quando os
parametros das distribui¢des consideradas sdo desconhecidos.

Para a comparagdo dos planos classicos e os especificos, comegou-se por ajustar os a’s (risco do
produtor, que € mal calculado), para que ambas as curvas OC passem no ponto (AQL, 1- a), por
forma a que se possa determinar as constantes de aceitacdo, k, comparar os f’s ¢
consequentemente determinar o valor de LTPD, com base no sistema (1). Da comparacdo dos
planos cléssico e especifico, ja apresentada no capitulo anterior, destacam-se os resultados que a
seguir se resumem. Para cada uma das distribuigdes estudadas, apos o ajuste dos a’s, verificou-se

(e prova-se analiticamente) que para a Exponencial e restantes distribuicdes com parametros
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conhecidos, e Weibull (8 desconhecido) o valor de ay ajustado converge para @, no entanto, esta
convergéncia ¢ muito lenta.

Independentemente da distribuicdo da caracteristica de qualidade, verifica-se sempre que com o
aumento da dimensdo das amostras, n, as curvas OC decrescem mais rapidamente, significando
que a probabilidade de aceitacdo do lote com uma frac¢do ndo conforme elevada diminui, assim
como a frac¢do ndo conforme “assumida” pelo consumidor.

Quando a caracteristica de qualidade € uma v.a. com distribuicdo Exponencial, apos o ajuste dos
a’s, os planos de amostragem classico e especifico sdo coincidentes, dando origem a resultados
iguais, ndo se verificando influéncia do pardmetro O nos mesmos. A taxa de resultados
coincidentes (aceitacdo ou rejeicdo do lote) entre os dois planos é de 100%, independentemente
do valor de d e de n, quando o ajuste dos a’s é efectuado. Neste caso, ¢ plausivel o recurso aos
planos classicos, apos o ajuste dos a’s, facilitando assim, a implementacdo da Amostragem de
Aceitacgio.

No caso em que a caracteristica de qualidade ¢ uma v.a. com distribuicdo Gama, distinguiram-se
duas situacdes, @ conhecido e €@ desconhecido. Quando & conhecido, apds o ajuste dos a’s os
planos de amostragem classico e especifico sdo coincidentes, tal como verificado para o caso
Exponencial. Verificou-se ainda que o pardmetro de escala, ¢, ndo exerce influéncia nos
resultados, enquanto que o aumento do valor do parametro de forma, €, assim como o aumento da
dimensdo da amostra, n, provoca um decréscimo mais rapido da curva OC, para maiores fracgoes
ndo conformes. Propde-se entdo, a utilizagdo dos planos classicos apds o ajuste dos a’s. No caso
em que @desconhecido, foi necessario recorrer a processos de simulacdo para definir os planos de
amostragem especificos, o que dificultou a obtencdo de resultados precisos, pois a estimag@o dos
parametros € e J, ndo ¢ efectuada de forma adequada por parte do sofiware utilizado. Neste caso,
os resultados foram condicionados por este facto, ndo tendo sido terminados em tempo qtil.
Relativamente ao caso em que a caracteristica de qualidade ¢ uma v.a. Weibull, duas situagdes
foram também distinguidas, @ conhecido e @ desconhecido. Em ambas as situagdes, verificou-se
que apds o ajuste dos a’s, se obtém melhores resultados com os planos de Amostragem de
Aceitacdo especificos uma vez que as curvas OC vém abaixo das dos planos classicos,
independentemente dos valores dos pardmetros 6 e O (pardmetro de escala), significando que a
probabilidade de aceitacdo do lote no caso cldssico € superior a do caso especifico, o que ¢
prejudicial para o consumidor. Com o aumento de », além do decréscimo mais rapido das curvas
OC, as discrepancias entre os planos classico e especifico diminuem. A variacdo do valor de 6,

influencia os resultados, nomeadamente para valores de & baixos — (por exemplo, 6=0,5)
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distribuigdes com acentuada assimetria positiva e indice de peso de cauda elevado — e para valores
de felevados — (por exemplo 8=10) distribui¢des com acentuada assimetria negativa e um indice
de peso de cauda inferior ao da Gaussiana — as diferengas entre os planos classico e especificos
sdo superiores as das situagcdes em que assimetria das distribui¢cdes ndo € tdo acentuada e o indice
de peso de cauda é proximo do da Gaussiana. Relativamente ao parimetro de escala, &, ndo exerce
influéncia nos resultados, nem no coeficiente de assimetria e indice de peso de cauda.

Quando a caracteristica de qualidade ¢ uma v.a. com distribui¢do Fréchet, também foram
distinguidas duas situagdes, parametro de forma, €, conhecido e desconhecido. Em ambas as
situacdes, apos o ajuste dos a’s, verifica-se que as curvas OC dos planos especificos vém abaixo
das dos planos cléssicos, a excep¢do do caso de amostras de dimensdo reduzida e quando 6 ¢
desconhecido, devido possivelmente a estimagdo pouco precisa dos pardmetros da distribuigdo.
Isto indica que se obtém melhores resultados com os planos de Amostragem de Aceitacdo
especificos. Verificou-se ainda, ndo existir influéncia do parametro de escala, 6, nos mesmos,
enquanto que o aumento do valor do parametro de forma, d4 origem a curvas OC com um
decréscimo mais rapido. Com o aumento de n, além das curvas OC decrescerem mais
rapidamente, verificou-se também que as diferengas entre os planos classico e especifico se
esbatem.

Finalmente, quando a caracteristica de qualidade ¢ uma v.a. com distribuicio Gumbel, duas
situacdes foram também distinguidas, pardmetro de escala, 6, conhecido e desconhecido. Em
qualquer uma das situagdes, ndo se verifica influéncia dos parametros de localizagdo, A, e escala,
o, nos resultados, agora pelo facto de que o coeficiente de assimetria ¢ indice de peso de cauda
serem constantes para qualquer valor de 4 ¢ . Em ambas as situagdes, apds o ajuste dos a’s,
verificou-se que as curvas OC dos planos especificos vém abaixo das dos planos classicos,
indicando a obtencdo de melhores resultados para os planos especificos, esbatendo-se as
diferengas entre os dois planos com o aumento de 7.

Apesar de, em geral, se terem registado melhores resultados quando o plano especifico ¢ utilizado,
serd que existe uma boa relagdo entre custo/beneficio na implementacdo dos planos especificos?
Ficou claro que existem beneficios, mas a implementagdo dos planos especificos, quando se tem
de recorrer a simulagdo, ndo ¢ facil. Considera-se que o principal trabalho a efectuar consiste no
ajuste dos a’s. Depois desta indispensavel tarefa realizada, tendo em consideracdo os resultados
obtidos da comparagdo das curvas OC e das taxas de resultados coincidentes, admite-se o recurso
aos planos cléssicos, apesar dos possiveis erros associados.

No que diz respeito a metodologias alternativas, na determinacdo de planos especificos, propde-se

para o caso em que os parametros sao desconhecidos e as amostras tém dimensao bastante elevada
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(n>100), o recurso ao método Delta, por reduzir o tempo e a complexidade computacional de
implementa¢@o dos planos especificos, por simulagio.

Com o objectivo de facilitar a aplicagdo da Amostragem de Aceitagdo, com o recurso as normas
classicas, mesmo no caso de distribui¢des ndo Gaussianas, propOs-se a alternativa da utilizagdo
das transformagdes Box-Cox para normalizacdo dos dados. Esta alternativa ndo requer a
modelagdo prévia dos dados, o que constitui desde ja, uma vantagem, pois nem sempre ¢ facil a
modelacdo dos mesmos, além de evitar a estimag¢do dos pardmetros das distribui¢des, quando
estes sdo desconhecidos. Considerando os resultados das taxas de resultados coincidentes entre os
planos especificos e os classicos apos transformacdo adequada dos dados, verifica-se que esta
metodologia constitui uma alternativa, a ter em considerag¢do, em relagdo a utiliza¢do dos planos
especificos.

A hora, imposta pelo calendério, é de terminar o relatério da dissertagdo, mas ndo a investigacao
em curso. Ainda ha programas e simulagdes a decorrer, no caso dos parametros desconhecidos,
para obter os resultados para a Gama, e esclarecer melhor os da Frechet e Gumbel.

De futuro, gostaria de considerar a utilizagdo de estimadores robustos para a localizacdo e escala,
comparar os resultados obtidos com a metodologia utilizada com outras metodologias.

O estudo do efeito da ndo independéncia das observagdes da amostra na Amostragem de
Aceitacdo por variaveis, penso que seria também um tema interessante de investigacdo futura,
que complementaria o presente estudo de Amostragem de Aceitacdo para varidveis nao-

Gaussianas.
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