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Resumo e Abstract

Resumo

Nesta tese propomos modelos compactos em Programacao Linear Inteira envolvendo
variaveis com dependéncias temporais para o Problema da Determinacao de Rotas
Optimas de Veiculos com Restri¢coes de Capacidade na variante de Procura Unitaria.

O trabalho apresentado compreende duas vertentes:

1. uma vertente de natureza tedrica, em que comparamos os novos modelos entre
si e com outros conhecidos da literatura, apresentamos desigualdades obtidas
por projeccao do conjunto das solugoes admissiveis das respectivas relaxagoes
em Programacao Linear quer no espaco definido pelas varidaveis naturais quer

no espaco definido pelas varidveis estendidas;

2. uma vertente de natureza computacional, em que avaliamos a qualidade dos
limites inferiores produzidos pelas respectivas relaxagoes em Programacao Li-
near e onde analisamos o efeito da adi¢cao de algumas desigualdades validas aos

1mesmos.

Os resultados discutidos permitem concluir que o melhor dos modelos propostos nao

¢ dominado por nenhum dos restantes modelos compactos publicados para o problema.

Palavras chave: Programacao Linear Inteira; Modelos com variaveis

com dependéncias temporais; Reformulacgoes.
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Abstract

In this thesis, we introduce some new Time-Dependent Integer Linear Programming
formulations for the (Unit-Demand) Vehicle Routing Problem. The new models are
then studied from both a theoretical and a computational point of view. In particular,

we:

1. Explore several dominance relationships among the new models as well as
between the new models and others from the literature and produce some ine-
qualities which result from projecting the feasible Linear Programming set of

the new models into the space of flow and design variables;

2. Perform a computational study to access the strength of the linear programming
relaxation of the new models and to evaluate the efficacy of adding new valid

inequalities to those models.

Our results allow us to conclude that the stronger of the models models presented
in this thesis is not dominated by any of the other compact models known from the

literature.

Keywords: Integer Linear Programming; Time-Dependent Models; Re-

formulations.
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Capitulo 1
Introducao

The paper is concerned with the optimum routing of a fleet of gasoline delivery trucks
between a bulk terminal and a large number of service stations supplied by the termi-
nal. The shortest routes between any two points in the system are given and a demand
for one or several products is specified for a number of stations within the distribution
system. It is desired to find a way to assign stations to trucks in such a manner that
station demands are satisfied and total mileage covered by the fleet is a minimum. A
procedure based on a linear programming formulation is given for obtaining a near
optimal solution. The calculations may be readily performed by hand or by an auto-
matic digital computing machine. No practical applications of the method have been

made as yet. A number of trial problems have been calculated, however.

G. B. Dantzig and J. H. Ramser, The Truck Dispatching Problem, 1959.

E desta forma que Dantzig e Ramser (1959) introduzem o Problema do Rotea-
mento de Veiculos (PRV) num artigo classico, no qual o PRV é definido formalmente
pela primeira vez. Os autores consideram uma frota ilimitada de veiculos idénticos,
estacionados num depédsito, e um conjunto de clientes com procura conhecida. Nes-
sas condigbes, pretendem encontrar um conjunto de rotas (uma rota corresponde a
uma viagem de um veiculo) que permite satisfazer a procura dos clientes com custo
total minimo. As rotas tém inicio e fim no depdsito e devem ser tais que a soma das

procuras dos clientes visitados nao ultrapasse a capacidade do veiculo. Os custos sao
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identificados com as distancias fisicas percorridas pelos veiculos.

Desde entao tém sido propostas e estudadas um grande ntimero de variantes do
problema original, de tal forma que hoje o acronimo PRV designa nao um mas uma
familia de problemas que tém como objectivo comum o desenho de rotas éptimas
em problemas de distribui¢ao/recolha e que se diferenciam pelo tipo de restrigdes ou
de estrutura de custos envolvidas. As diferencas entre as varias variantes sao moti-
vadas pelas especificidades das aplicagoes praticas do problema. A titulo indicativo
referimos, por exemplo, a possibilidade de considerar a existéncia de mais de um
depésito, a imposi¢ao de um limite & dimensao da frota e/ou a duracao das rotas, a
utilizagao de frotas heterégeneas, a existéncia de janelas temporais ou de restrigoes de
precedéncia associadas aos clientes, a existéncia de penalidades pelo atravessamento
de determinados trogos, etc. Para uma revisao dessas variantes que inclua métodos
exactos e heuristicos propostos para a sua abordagem e o seu impacto nos sistemas
econdémicos consultem-se, por exemplo, os livros editados por Toth e Vigo em 2002b

ou por Golden et al. em 2008.

A variante que tratamos nesta tese é um caso particular da versao original do
problema, em que se assume que a procura ¢ unitaria. Designamos essa variante por
Problema do Roteamento de Veiculos com Restri¢coes de Capacidade e Procura Unita-
ria, PRVC-PU. Estamos também interessados na variante com procuras generalizadas

e limite a dimensao da frota, que denotamos por PRVC.

Como apontado por Ghiani et al. (2006) o PRVC-PU é um caso particular de um
problema do desenho de rotas em aviacao onde, para além restricao usual ao compri-
mento total de cada rota, se impoe um limite maximo ao nimero de descolagens e
aterragens entre cada duas visitas ao centro de manutengao. O PRVC-PU modela o
caso em que as distancias entre aeroportos sao pequenas e, como tal, é possivel relaxar
a primeira restricao. Bourgeois et al. (2003) apresentam heuristicas para a resolucao
deste problema (designado na bibliografia como Black and White TSP) enquanto que

Ghiani et al. (2006) o abordam do ponto de vista dos métodos exactos, introduzindo



um algoritmo de branch and cut para a sua resolucao.

No entanto, como sugerem Naddef e Rinaldi (2002), o principal motivo de inte-
resse associado ao estudo do PRVC-PU nao reside nas suas aplicagoes praticas, mas
sim no facto desta variante constituir um veiculo para a obtencao de resultados in-
teressantes para problemas mais complexos, nomeadamente para o PRVC, problema

com um vasto leque de aplicagoes e com grande impacto econémico.

E comum introduzir o PRVC como uma extensao do Problema do Caixeiro Via-
jante (PCV). Com efeito, no PCV pretendemos determinar a rota de custo minimo
que visita cada cliente uma e uma s6 vez, o que corresponde a considerar uma ins-
tancia do PRVC com um tnico veiculo de capacidade suficientemente grande. Assim,
muitos dos métodos desenvolvidos para o PRVC sao herdeiros dos métodos desenha-
dos para o PCV e é usual estabelecer comparacgoes entre os resultados obtidos para
os dois problemas. Quanto a este ponto, é unanimemente reconhecido que o PRVC
¢ muito mais dificil de resolver que o PCV — por exemplo, conhecem-se algoritmos
de branch and cut que resolvem instancias com milhares de nodos para o PCV (Ap-
plegate et al. (2006)), enquanto que, para o PRVC, a dimensao da maior instancia

resolvida até a optimalidade por um esquema desta natureza é 135 (Laporte, 2007).

A eficiéncia dos algoritmos de branch and cut e de branch and cut and price, apon-
tados por Naddef e Rinaldi (2002) e por Laporte (2007) como os esquemas de maior
sucesso na abordagem exacta do PRVC, depende, em grande medida, do conhecimento
de desigualdades validas fortes, idealmente definidoras de facetas do envolvente con-

vexo do conjunto das solugoes admissiveis do problema em estudo.

O PCV é um dos dos problemas de Optimizacao Combinatéria mais estudados,
tendo-se um conhecimento que podemos considerar extenso do seu envolvente convexo.
O mesmo nao acontece quanto ao PRVC: a dimensao do poliedro correspondente de-
pende de forma intrincada dos parametros do problema, o que torna particularmente

dificeis as provas de facetas. Naddef e Rinaldi (2002) apontam como possivel saida
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para este dilema o uso de informacao associada a estudos poliédricos relativos a re-
laxacoes do PRVC, a qual, devidamente adaptada, pode ser 1til no desenvolvimento
daquele tipo de esquemas. Com efeito, apesar de se saber que desigualdades fortes ou
mesmo desigualdades definidoras de facetas para relaxacoes de um problema podem
nao funcionar bem para o problema original, a pratica tem mostrado que esse nao é
o caso do PRVC. No mesmo artigo, Naddef e Rinaldi referem alguns trabalhos reali-
zados nesse ambito, a saber: os trabalhos de Cornuéjols e Harche (1993), de Naddef
e Rinaldi publicados em 1991 e em 1993 e o de Araque et al. (1990). Este tultimo
debruca-se precisamente sobre a variante do PRVC aqui estudada, o PRVC-PU.

Em contraponto, gostariamos de frisar a importancia de se poder dispor de méto-
dos alternativos aos algoritmos de branch and cut e de branch and cut and price para
a obtencao de limites inferiores para um problema. Com efeito, aqueles sao algoritmos
sofisticados e de dificil implementacao, o que nao favorece a obtengao rapida e agil de
limites inferiores, tao necessarios ao desenvolvimento de heuristicas e, consequente-
mente, ao desenvolvimento de esquemas para a resolugao de situagoes reais. Também
neste campo, o trabalho desenvolvido para o PRVC-PU/PRVC estd muito aquém
do produzido para o PCV. Publicagoes recentes comparam familias de formulacoes
compactas em Programacao Linear Inteira (PLI) do PCV e apresentam resultados
computacionais que indicam que algumas delas produzem, em média, gaps lineares
da ordem de 1-2%, mesmo para os grupos de instancias mais dificeis da literatura
(ver, por exemplo, Ocan e Laporte (2009)). Desconhecemos a existéncia na bibliogra-
fia de trabalhos para qualquer um dos dois problemas em estudo com caracteristicas
similares. Sabemos, no entanto, que os gaps associados as formulagoes compactas dis-
poniveis para o PRVC-PU/PRVC sao, em média, consideravelmente superiores aquele
valor, porquanto o desenvolvimento e comparacao de formulagoes compactas em PLI
para o PRVC-PU/PRVC se afigura como um campo de investigagdo com interesse
préprio, para além de constituir uma via para a obtencao de desigualdades validas

fortes para aqueles problemas.

Este conjunto de observagoes motivou, em grande medida, a direccao escolhida



para este trabalho que assenta na idealizacao, comparacao e analise de formulacoes
em PLI para o PRVC-PU. As formulagoes introduzidas sao formulagoes envolvendo
variaveis com dependéncias temporais. A opcao por este tipo de modelos nasceu da
conjugacao de duas observagoes: i) trabalhos anteriores indicavam que modelos com
dependéncias temporais produziam bons limites inferiores para problemas relaciona-
dos com o PRVC-PU; ii)nao encontrdamos registo na literatura de formulagoes para
o PRVC-PU (ou para o PRVC) que seguissem aquela abordagem. Os modelos que
apresentamos e estudamos neste trabalho sao, por conseguinte, modelos onde explo-

ramos as relagoes referidas em 1i).

Os modelos propostos sao analisados de acordo com varios aspectos:

Numa primeira fase, avaliamo-los quanto a qualidade dos limites inferiores asso-
ciados. Para o efeito, realizdmos uma comparacao de formulagoes e procedemos a
um conjunto de testes computacionais. A comparacao de formulagoes permitiu po-
sicionar os novos modelos entre si e relativamente a outros ja publicados. Os testes
computacionais permitiram ter uma medida das distancias entre os varios modelos,
nessa hierarquia. Nos testes computacionais usamos familias de instancias com carac-
teristicas diferentes para que pudéssemos identificar casos de especial adequabilidade

entre modelos e alguns tipos de instancias.

Numa segunda fase, dirigimos o trabalho para um conjunto de tépicos relacionados
com estudos poliédricos. Usando técnicas de projeccao obtivemos conjuntos de restri-
¢oes implicadas pelas relaxacoes em Programagao Linear (PL) dos modelos propostos
em determinados espacos de interesse. Conhecendo as desigualdades projectadas pu-
demos examinar, no mesmo espago, grupos de restricoes de formulagoes diferentes, o
que facilitou a identificagao de diferencas e pontos comuns nas formulacoes. Poder
fazeé-lo foi essencial para perceber como e em que extensao as novas abordagens usa-
das na construcao de modelos para o PRVC-PU condicionam os resultados tedricos
e computacionais obtidos. A partir das desigualdades projectadas podemos, ainda,

inferir sobre outras, mais apertadas, conseguidas por aplicacao de técnicas como as de
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Chvatal-Gommory ou de lifting, ou através de uma simples andlise empirica, baseada

na observacao das desigualdades e no conhecimento que temos do problema.

O trabalho que sumariamente acabamos de descrever esta organizado como se se-

gue:

O Capitulo 2 versa sobre um conjunto de tépicos que constituem as bases do tra-
balho apresentado nos capitulos subsequentes: na Sec¢ao 2.1 apresentamos um breve
sumério de alguns conceitos tedricos; na Secgao 2.2 definimos o PRVC-PU, referimos
a sua complexidade e descrevemos o conjunto de instancias deste problema usadas
neste trabalho; finalmente, na Seccao 2.3, apresentamos e comparamos alguns dos
modelos publicados na literatura para o PRVC-PU. Nesta seccao, introduzimos al-

guns resultados que permitem comparar teoricamente esses mesmos modelos.

No Capitulo 3 introduzimos uma formulacao nova em PLI para o PRVC-PU ba-
seada na conhecida formulacao de Picard e Queyranne (1978) para uma variante do
PCV, o Problema do Caixeiro Viajante com Custos Temporais (v. Secgao 3.1), e
comparamo-la com as formulagoes apresentadas na Seccao 2.3 do capitulo anterior
(v. Seccoes 3.2 e 3.3). Na Subsecgao 3.2.1 apresentamos e estudamos um conjunto
de desigualdades obtidas por projeccao do conjunto das solugoes admissiveis da rela-
xacao em PL da nova formulacao num dado espacgo de interesse e estudamos o efeito
da sua adicao a um modelo definido nesse espago. Na Seccao 3.4, apresentamos um
conjunto de resultados computacionais que permite avaliar e comparar a qualidade
dos limites inferiores produzidos pelas formulagoes introduzidas. Finalmente, na Sec-

¢ao 3.5 apresentamos as principais conclusoes deste capitulo.

No Capitulo 4 apresentamos um conjunto de formulagoes em PLI para o PRVC-PU
baseadas na decomposicao daquele problema em sub-problemas. Mais concretamente,
propomos e discutimos varios modelos que usam como sub-problema o problema do
caminho mais curto entre dois determinados vértices de um grafo com uma restri¢ao

adicional ao nimero de arcos (Secgao 4.1) e que usam como sub-problema o problema



do circuito mais curto que visita dois determinados vértices de um grafo com uma
restricao adicional ao niimero de arcos (Seccao 4.2). Nos dois casos, apresentamos
formulagoes que modelam de forma exacta os problemas descritos. Na Secgao 4.3,
comparamos as formulagoes obtidas e na Secgao 4.4 propomos um conjunto de desi-
gualdades validas que adicionamos ao mais forte dos modelos introduzidos. O modelo
fortalecido é comparado com os restantes modelos apresentados neste trabalho nas
subseccoes 4.4.1 e 4.4.2. Mostramos que o modelo em estudo domina o modelo
apresentado no capitulo anterior e, no seguimento desse resultado, introduzimos, na
Subseccao 4.4.1.1, um conjunto de desigualdades projectadas a partir da relaxacao em
PL do primeiro no espago definido pelas variaveis do segundo. Na Subseccao 4.4.1.2
introduzimos a formulacao fortalecida obtida por adicao das referidas desigualdades
ao modelo dominado. Concluimos o capitulo apresentando um novo conjunto de resul-
tados computacionais e apresentando um resumo do trabalho apresentado (secgoes 4.5
e 4.6).

No Capitulo 5 identificamos, nalguns modelos de interesse, caracteristicas que os
distinguem e introduzimos um terceiro e ultimo conjunto de formulacoes novas para
o PRVC-PU que unifica as abordagens usadas na sua obtencao. Mostramos que a
formulacao assim obtida domina todos os modelos compactos apresentados neste tra-
balho (secgdes 5.1 e 5.2). Na Seccao 5.3 apresentamos um conjunto de desigualdades
validas que permite fortalecer a nova formulacao e na Seccao 5.5 realizamos uma com-
paracao computacional entre os modelos apresentados neste capitulo e uma seleccao

dos modelos apresentados nos capitulos anteriores.

Finalmente, no Capitulo 6 sumariamos as principais conclusoes deste trabalho e

apontamos novas direcgoes para investigacao.






Capitulo 2
Conceitos Base

Neste capitulo debrucamo-nos sobre um conjunto de topicos de natureza variada que
tém em comum o facto de sustentarem o trabalho que apresentamos nos capitulos

seguintes.

2.1 Fundamentacao tedrica

Nesta secgao apresentamos uma resenha dos conceitos tedricos que suportam o nosso
trabalho. Na sua preparagao seguimos de perto um numero de referéncias classi-
cas no estudo da Optimizacao Combinatoéria, Estudos Poliédricos, Programacao Li-
near, Programacao Linear Inteira e suas relagoes, nomeadamente: Pulleyblank (1989),
Nemhauser e Wolsey (1988) e Lawler et al. (1985). De modo a nao "pesar”o texto,
optamos por evitar a citacao constante das referéncias. Reservamos a excepcao para
duas situagoes: i) quando apresentarmos definigoes e/ou resultados usados nos capi-
tulos subsequentes; ii) quando quisermos referir a autoria ou a origem histérica de

um determinado método.

Os problemas de Optimizacdo Combinatéria (OC) incidem sobre objectos dis-
cretos. Em geral, consideramos um conjunto X de objectos e uma familia de sub-
conjuntos de X definida por uma propriedade. Procuramos, entao, identificar o me-

lhor dos membros da familia face a um determinado critério. Para tal, atribuimos
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pesos aos objectos em X e definimos uma aplicagao que associa um wvalor a cada um
dos sub-conjuntos/membros da familia em fungado dos pesos dos seus elementos. O
membro procurado é, por conseguinte, o de melhor valor entre os membros da fami-
lia. Designamos os membros da familia por solucoes admissiveis e o melhor dos seus

membros por solu¢ao optima.

No que se segue, e por ser esse o caso do problema que estudamos neste trabalho,
consideramos um problema de OC com um numero finito de solugdes. Assumimos
que os pesos associados aos objectos sao nao negativos e que a aplicacao definida,
doravante designada por funcao objectivo, é uma aplicacao linear que pretendemos
minimizar. Em concordancia com o tipo de fun¢ao objectivo, passamos a designar os

pesos por custos.

Para codificar as solugoes usamos vectores 0-1, indexados aos objectos de X, que
designamos por vectores de incidéncia das solugoes do problema. Num vector de inci-
déncia, z, o valor de z; indica se 0 7“9 gbjecto estd, ou nao, na solugao associada

ax, para j =1,...,dim(z) = n (dim(z)) denota a dimensao de z).

Usando esta notacao, o problema genérico que acabamos de descrever (designe-
mo-lo por problema G) é min {c'z : © € Vi} onde ¢ é um vector de custos de
dimensao adequada, x o vector das incognitas e Vi o conjunto dos vectores de inci-

déncia das solugoes do problema.

Sabemos que G é equivalente a min {c’z : z € Co(Vz)} onde Co(Vg) denota o
envolvente convero do conjunto Vi, que é, por consequéncia da sua definicao, o menor

dos poliedros que contém V.

Recordamos que um poliedro é um subconjunto de IR® que satisfaz um nimero
finito de desigualdades lineares. Notamos que um sistema de equagoes Dx = ¢ pode
ser escrito como Dz < ¢, —Dz < —¢, pelo que P = {z € R" : Az < b, Dz = ¢}

é um poliedro (A e D (b e ¢) sdo matrizes (vectores) de dimensao adequada, que
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assumimos racionais). Do sistema Az < b, Dz = ¢ dizemos que é completo para P
e se, adicionalmente, Az < b nao contém equagoes implicitas e se da eliminacao de
uma qualquer desigualdade ou equacao resultar um poliedro diferente de P, dizemos

que Ax < b, Dx = ¢ é um sistema completo e nao redundante para P.

Estamos, entao, interessados em determinar um sistema de desigualdades linea-
res completo e nao redundante (pretendemos encontrar uma representagdo minimal)
para Co(Vg). Observamos que conhecendo uma tal descri¢ao de C'o(Vy), resolver G
resume-se a resolver um problema de Programagao Linear (PL) que é, como se sabe,

bem resolvido.

Dizemos que Ax < b, Dxr = ¢ é um sistema completo e nao redundante para
Co(Vg) se e sé se: 1) o conjunto de equagoes Dz = ¢ for minimal; ii) o sistema Az < b
nao contiver equagoes implicitas nem desigualdades equivalentes e iii) cada uma das
igualdades de Az < b definir uma faceta de Co(Vg).

E sabido que identificar o conjunto de todas as facetas de um poliedro nao trivial
¢ um problema dificil, pelo que é pouco provavel encontrar um sistema com as carac-
teristicas descritas para problemas da classe NP. Este resultado negativo nao implica
que a abordagem poliédrica seja abandonada. Com efeito, os métodos poliédricos
tém provado ser de grande importancia no ataque a problemas combinatérios dificeis.
Em termos gerais, neste tipo de metodologia, parte-se de um poliedro que contém
Co(Vg) sobre o qual se aplica um algoritmo que se pretende que convirja para a solu-
cao 6ptima de G. A eficdcia/eficiéncia desses métodos depende em grande medida da
existéncia de descrigoes parciais, ou de boas aproximagoes, de Co(Vy). A obtengao
de aproximagoes de C'o(V) para problemas dificeis é um dos objectivos de estudo do

desenvolvimento e comparagao de formulagoes, tépico a que se dedica nosso trabalho.

Considere-se um poliedro P C IR®. Se PN {0,1}" = Vg, dizemos que min {c'x :
r € P, x € {0,1}"} é uma formulagdo ou modelo em Programagao Linear Inteira

(PLI) de G. Denotamos a referida formulagao por F'P e representamos o valor da sua
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solucdo éptima por v(FP). Decorre da definicao de formulagao que v(FP) = v(G).
Neste contexto, designamos cada uma das desigualdades do sistema associado a P

por restri¢ao.

Naturalmente, é possivel escrever mais de uma formulacao do mesmo problema.

Para comparar formulagoes recorremos a nogao de relaxa¢do em Programagao Linear.

Obtemos a relaracao em Programacao Linear de uma formulacao F'P, que de-
notamos por F'Pj, substituindo as condicoes de integralidade das incégnitas x por
0 < z < 1. Representamos o conjunto das solugoes admissiveis de F'P;, por P e o

valor da sua solugao éptima por v(F Pr).

Observamos que Vi € Co(Vi) C Pr. Consequentemente, v(FPp) < v(FP) =
v(G) e dizemos que v(FPpr) é um limite inferior para o valor éptimo de G. Se
Ve € Co(Vg) = Pp dizemos que FP é uma formulagcdo exacta para G e temos

v(FPp) =v(FP)=uv(G) para qualquer vector de custos, c.

Consideremos, novamente, uma formulacao F'P de G e a sua relaxacao em PL,

FPy. Para cada instancia, calculamos o gap linear relativo de F'P (doravante desig-
nado por gap linear) determinando (v(F'P) — v(FPr))/(v(FP)).

Em geral, a qualidade de uma formulagao é avaliada em fungao dos gap lineares
produzidos resolvendo a correspondente relaxacao em PL. Ou seja, uma formulagao
diz-se uma formulacao forte se esta associada a gaps lineares reduzidos. Esta obser-

vacao esta na base do critério que usamos para comparar formulacoes.

Considerem-se duas formulagoes de G, F'P, e F'P; (com i # j). Entéao,

i) se P, C Pj; temos v((FFP;),;) < v((FPF),) para todo o vector de custos c e

dizemos que F'P; domina (ou € mais forte que) FP;;

ii) se Py, C Pj; e P;j; C Py, temos v((FFP;),;) = v((FP),) para todo o vector de
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custos c e dizemos que F'P; e F'P; sao equivalentes e

ii) se P, € Pj, e Pj; € Py, dizemos que nao hd rela¢ao de domindncia entre
FP,e FP;.

Observamos que é consequeéncia directa da definicao anterior que dadas trés for-
mulacoes F'P;, FP; e FP, tais que F'P; domina F'P; e F'P; domina F'Fy, entao F'F;
domina F'P,.

Estamos, naturalmente, interessados no desenvolvimento de formulacoes fortes.
Uma das formas de fortalecer uma determinada formulagao consiste em adicionar-lhe
conjuntos de desigualdades adequadamente seleccionados.

Ty < by diz-se vdlida para um conjunto

Recordamos que uma desigualdade a
X C IR" se alz < by, para todo + € X. Entao, neste contexto, uma desigual-
dade serd interessante para uma formulacdo F'P se for valida para C'o(G) mas nao
for valida para Pj. Designamos uma desigualdade com estas caracteristicas por corte
e representamos por F'P*T a formulacao fortalecida que se obtém adicionando uma

familia de cortes a FP. Naturalmente, P;* C P e dizemos que FP* domina FP.

Escrever formulacoes ou desigualdades validas de boa qualidade para problemas
dificeis nao é trivial. Este procedimento pode tornar-se mais simples se introduzirmos
conjuntos de variaveis adicionais no modelo. As novas variaveis, se adequadamente
escolhidas, agregam mais informacao do que as variaveis originais o que torna mais
simples explicitar algebricamente as restrigoes do problema. Designamos por for-
mulacoes estendidas as formulacoes que usam mais de um conjunto de variaveis para
modelar o problema, por contraposicao com as formulagoes ditas naturais que contém
uma e apenas uma varidvel (varidvel natural) associada a cada elemento da solugao.
De um modo geral, as formulagoes estendidas incluem um nimero polinomial de va-
riaveis e de restricoes, enquanto que as formulacoes naturais requerem um numero
exponencial de restrigoes. Designamos uma formulagao com um niimero polinomial

de variaveis e de restrigoes por formulacdo compacta.
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Por projecgao no espaco natural (espago das varidveis naturais) do conjunto das
solucoes admissiveis da relaxacao em PL de uma formulacao estendida obtemos uma
formulagao natural equivalente. Recordamos que dado um poliedro @ C (IR" x IRP) a
projecgao de @ no subespago IR", denotada por proj,(Q), é definida como proj,(Q) =
{z € R" : existe y € IR tal que (z,y) € Q}.

O conceito de projeccao permite estender o critério para a comparacao de formu-

lagoes a formulacoes definidas em espacos diferentes.

Assim, dadas duas formulagoes FP, = min{cx : (z,y) € P, C (Z" x R")} e
FP, = min{cx : (z,y,2) € P, C (Z" x R" x IRY)} comparamos proj.,(FPsy) com

Py, para concluir acerca das relagoes de dominancia entre F'P, e F'Ps.

Notas

1. Entre os métodos propostos para resolver problemas em PLI referimos os de
Planos de Corte, Branch and Bound e Branch and Cut, o primeiro pela sua
importancia historica, o segundo porque é o método que esta na base do solver
disponibilizado pelo pacote de software que usamos para resolver modelos em
PLI no nosso trabalho e o ultimo pelo seu impacto nos trabalhos mais recentes

sobre métodos exactos em PLI.

Tanto quanto sabemos, o primeiro método sistematizado e de aplicagao geral
delineado de acordo com este tipo de estratégia foi sugerido por Gomory em
1958 e desenvolvido numa série de outros trabalhos do mesmo autor. Na sua
versao base, o método de Gomory consiste na adigao sucessiva de cortes a re-
laxacao em PL de uma formulacao do problema até seja obtida uma solucao
inteira. Os cortes adicionados sao desigualdades construidas em torno de uma
varidvel bésica com valor nao inteiro na solu¢ao do problema relaxado (ver, por

exemplo, Wolsey (1998) para uma descrigdo bastante completa destas familias
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de cortes). Gomory mostra em 1963 que este método converge num nimero

finito de passos se os cortes forem escolhidos de forma adequada.

O método de branch and bound, proposto em Land e Doig (1960), parte, tam-
bém, da relaxacao em PL de uma formulacao do problema, mas segue, depois,
uma abordagem diferente. Em cada iteracao sao gerados dois sub-problemas
do modelo corrente, num esquema em arvore. Cada um dos sub-problemas é
obtido adicionando ao problema "pai’uma restricao que envolve uma variavel
béasica com valor nao inteiro na sua solucao. No caso dos problemas bindrios,
caso que temos vindo a considerar, as restricoes adicionais fixam o valor da va-
riavel seleccionada em 0, gerando um dos "filhos”, e em 1, gerando o outro. Cada
um dos "filhos”explora uma zona restrita do espaco admissivel. Entao, o valor
da sua solucao 6ptima constitui um limite superior ou inferior para o 6ptimo
do problema, consoante aquela for, ou nao, inteira. Se se verificar o segundo
caso e se o valor da solucao for dominado por algum dos limites superiores ja
conhecidos, o sub-problema é eliminado do estudo. O método para quando a
analise dos limites inferiores e superiores disponiveis permite concluir acerca do

valor 6ptimo do problema.

O método de branch and cut combina as duas abordagens introduzindo cortes
(na maior parte dos casos, cortes desenhados especialmente para o problema em

estudo) nos sub-problemas obtidos por ramificagao.

A finalizar referimos que actualmente sao incorporadas outro tipo de técnicas
nos procedimentos descritos, embora a linha dorsal se mantenha como referido.
Por exemplo, é comum a utilizacao de heuristicas para obtencao de limites su-
periores, de outro tipo de relaxac¢oes (nomeadamente relaxagoes Lagrangeanas)
para a obtencdo de limites inferiores, etc. Letchford e Lodi (2002) revém de
forma bastante exaustiva os varios tipos de algoritmos de planos de corte pro-

postos nos ultimos anos e discutem a sua aplicacao no ambito dos algoritmos
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de branch and cut.

. Para definir formula¢do seguimos Nemhauser e Wolsey (1988). De acordo com

a definicao apresentada, F'P é uma formulacao de G se o conjunto das solugoes
admissiveis de F'P é uma descri¢ao do conjunto das solucoes admissiveis de G.
Refira-se, no entanto, que é usual aceitar uma forma menos restritiva da defini-
¢ao onde se admite que o conjunto das solucoes admissiveis de F'P pode conter
solugoes nao admissiveis para G, desde que a estrutura de custos de G permita
excluir essas mesmas solugoes nao admissiveis do conjunto de candidatos a so-

lugao éptima.

. Conhecemos, da literatura, resultados que permitem concluir sobre se uma de-

terminada formulagao, F'P, é exacta. Por exemplo, sabemos que se Ae D (be

c) sdo matrizes (vectores) de inteiros, entdo P, = Co(V¢) se e s6 se [4] é uma
matriz totalmente unimodular Nemhauser e Wolsey (1988). Recordamos que
uma matriz M diz-se totalmente unimodular se qualquer submatriz quadrada

de M tiver determinante +1, —1 ou 0.

Este resultado é importante no contexto do nosso estudo porque sera usado
para mostrar alguns resultados de integralidade associados a sub-problemas dos

modelos introduzidos nos capitulos seguintes.

2.2 O Problema do Roteamento de Veiculos com

Restricoes de Capacidade e Procura Unitaria

Nesta secgao caracterizamos o PRVC-PU sob varios aspectos: definimos o problema;

referimos a sua complexidade e, a finalizar, apresentamos o conjunto de instancias do
PRVC-PU usadas neste trabalho.
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2.2.1 Definicao do PRVC-PU

Nesta subsecgao descrevemos o PRVC-PU como um problema de Teoria de Grafos.
Com esse intuito, revemos alguns conceitos elementares da Teoria de Grafos (ver, por

exemplo, Gondran e Minoux (1984)).

Seja G = (V, A) um grafo orientado, em que V = {1,2,..,n} é o conjunto dos
vértices e A = {(i,J) : 4,7 € V,i # j} o conjunto dos arcos. Assumimos que a cada
arco (i, j) € A estd associado um custo, ¢;;. Se ¢;; = ¢;; para todo o (4, j) € A dizemos

que a estrutura de custos de G é simétrica, caso contrario dizemos que é assimétrica.

Num grafo orientado, G, definimos caminho como uma sequéncia de arcos na
forma {(i1, 1), ... ,(iq, Jg)} tal que jx = ixq1, para k =1,..,¢ — 1 e circuito como um
caminho fechado, i.e. um caminho tal que j, = ;. Dos vértices iy, .., %, dizemos que
sdo wisitados pelo caminho (circuito) e dos arcos (i1, j1), ..., (44, J,) dizemos que s@o
usados no caminho (circuito). Designamos o primeiro vértice do caminho por vértice

ortgem e o ultimo por vértice destino.

Um caminho (circuito) elementar é um caminho (circuito) que nao repete vérti-
ces. Denotamos por caminho (elementar) i — k o caminho (elementar) de i a k e por
circuito (elementar) i — k — i o circuito (elementar) com inicio e fim em ¢ e que visita

k uma e uma sé vez, para i, k € Vi # k.

Finalmente, designamos por custo do caminho (circuito) a soma dos custos dos

arcos usados no caminho (circuito).

No Capitulo 1 introduzimos o PRVC-PU como um problema de OC. Para modelar
o PRVC-PU como um problema de Teoria de Grafos admitimos, agora, que o con-
junto de objectos discretos sobre os quais incide o problema é o conjunto dos arcos
de um grafo orientado, G = (V, A), e que uma solugao admissivel do PRVC-PU ¢
um sub-conjunto de arcos que representa uma coleccao de rotas com inicio e fim no

depdsito, com dimensao compativel com a capacidade dos veiculos e desenhadas de
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forma a que cada cliente seja visitado uma e uma so6 vez.

Formalizando, para modelar o PRVC-PU num grafo orientado G=(V,A), asso-
ciamos o depdsito a um determinado vértice ¢ € V| por exemplo, e sem perda de
generalidade, ao vértice 1; os clientes aos restantes vértices, i € V' =V — {1}; as
ligagOes entre clientes e entre clientes e depdsito aos arcos (i,7) € A e o custo de

percorrer a ligacdo modelada por (7,7) a ¢;;, para todo o (i,j) € A.

Neste contexto, rota é um circuito com inicio e fim no depdsito e comprimento
da rota é o nimero de elementos de V' visitados pela rota. Associando um inteiro
positivo, ), a capacidade dos veiculos, podemos definir rota admissivel como uma
rota elementar de comprimento nao superior a (). Dizemos de uma rota admissivel

que é completa se tem comprimento (), caso contrario, dizemos que é incompleta.

Finalmente, dizemos que uma solu¢ao admissivel do PRVC-PU é um conjunto de

rotas admissiveis em G, tal que cada vértice ¢ € V' é visitado por uma e uma sé rota.

No PRVC-PU pretendemos encontrar a solu¢ao admissivel de menor custo total

em G.

A Figura 2.1 ilustra uma solu¢cao do PRVC-PU para uma instancia com n=7 e

Q=3

Figura 2.1: Solugao admissivel do PRVC-PU para uma instancia comn =7 e () = 3.
A solugao inclui trés rotas admissiveis com comprimentos 1, 2 e 3.
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2.2.2 Complexidade do PRVC-PU

Nesta subseccao classificamos o PRVC-PU quanto a sua complexidade.

Resultados da teoria da complexidade indicam que dados dois problemas PX e
PZ tais que PZ é um caso particular de PX, se PZ é NP-dificil entao PX é N P-

dificil (sobre este assunto, ver, por exemplo, Garey e Johnson (1979)).

Como observado por Araque et al. (1990), para @Q > n e ¢;, j = 2,..,n, sufi-
cientemente grande o PRVC-PU reduz-se ao PCV que Papadimitriou mostrou ser
N P-dificil em 1977. Entao, pela observagao anterior, concluimos que o PRVC-PU é
N P-dificil.

2.2.3 Instancias do PRVC-PU

As instancias do PRVC-PU usadas neste trabalho foram obtidas a partir de outras,
geradas para o Problema da Arvore de Suporte de Custo Minimo com Restricoes de
Salto (PASCMS) por Gouveia e Requejo (2001). Gouveia e Requejo consideram qua-

tro familias de instancias, duas euclidianas e duas aleatorias.

As instancias euclidianas distinguem-se entre si pelo posicionamento do depdsito
relativamente aos restantes vértices. O depdsito pode estar no centro (instancias TC)
ou no canto (instancias TE) de uma grelha quadrada onde sao distribuidos os res-
tantes vértices, segundo uma distribui¢ao uniforme. O custo associado a cada par
de arcos (i,7) e (j,4) do grafo induzido pelos n vértices é calculado tomando a parte

inteira da distancia euclidiana entre i e j.

Por seu turno, as instancias aleatérias distinguem-se entre si pelo facto de serem
assimétricas (instancias TRA) ou simétricas (instancias TRS). Nas instancias TRA
os custos dos arcos sao variaveis aleatoérias seguindo uma distribuicao uniforme de

intervalo [0,100]. As instancias TRS sao construidas a partir das instancias TRA
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impondo ¢;; = ¢;; para os arcos (i,j) € A com j > i.

Usamos estas familias de instancias para () = 3 e () = 5 para comparar as formula-
¢oes compactas focadas neste trabalho. Consideramos 5 testes para cada combinacao
possivel, caracterizados com detalhe nas Tabelas C.1 e C.2 do Apéndice C quanto
a: tipologia (euclidianas ou aleatdrias, simétricas ou assimétricas), localizagao do de-
pésito (centro ou canto), dimensao (n e |A|), capacidade do veiculo (@) e valor da
solugao éptima (val. 6ptimo). Este ultimo foi obtido resolvendo uma das formulagoes
propostas no Capitulo 3, formulacao FPQM, através do branch and bound solver
disponibilizado pelo pacote de software CPLEX, na versao 11.2, num computador
pessoal com um processador INTEL Core2Duo a 1,33GHz com 8Gb de RAM.

2.3 Formulacoes em PLI para o PRVC-PU: Revi-

sao da Literatura

Nesta sec¢ao revemos algumas formulagoes em PLI para o PRVC-PU. Comegamos por
apresentar uma formulagao esquematica (F'E'squema) para o problema. De seguida,
nas Subseccoes 2.3.2 e 2.3.3, apresentamos, com detalhe, trés formulacoes da litera-
tura que seguem F'E'squema para modelar o PRVC e adaptamo-las ao PRVC-PU. A
seleccao dessas formulacoes estd relacionada com a sua relevancia para a analise e com-
preensao dos capitulos seguintes. Na Subsec¢ao 2.3.4, revemos de forma breve duas
outras formulagoes, marginais ao estudo apresentado nesta tese, mas com impacto no
trabalho desenvolvido no ambito do nosso problema. A finalizar, na Subseccao 2.3.5

apresentamos um resumo das relagoes de dominancia apresentadas ao longo da seccao.

2.3.1 Formulacao Esquema

Considerem-se varidveis bindrias x;;, que designamos por varidveis naturais ou topo-

légicas, definidas como se segue:
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1, se o arco (7, j) pertence a solucao .
'/'U’L]:{O: C. C. t (/L’])pr . ug 7(27])€A'

Usando este conjunto de varidveis podemos modelar em PLI o PRVC-PU da se-

guinte forma:

F ESQUEMA
min Z CijTij (2.1)
(1.5)€A

Zl’ij =1 Je Vv’ (2.2)
eV

> =1 icV’ (2.3)
JjeV

{(i,7) € A: z;; = 1} nado contém rotas de comprimento superior a @ (2.4)
Zij € {Oa 1} (7‘7]> €A (25)

As restrigoes (2.2) e (2.3) — que designamos por restrigoes de afectacdo — garantem
que um e um s6 arco incide em cada vértice e que um e um sé arco diverge de cada
vértice, respectivamente; a restri¢ao (2.4) garante que sao observadas as restrigoes ao

comprimento das rotas e as restrigdes (2.5) definem o dominio das variaveis do modelo.

Os trabalhos que revemos nas préximas subsecgoes seguem a formulagao apresen-

tada, distinguindo-se pelo modo como explicitam (2.4).

2.3.2 Formulacoes Naturais

Nesta subseccao apresentamos duas formulacoes naturais para o PRVC-PU baseadas
na formulagao de Dantzig et al. (1954) para o PCV. A sua adaptagao para o PRV
deve-se, segundo Laporte (2007), a Laporte et al. (1985) num trabalho sobre o PRVC

As restrigoes usadas por Laporte et al. para modelar (2.4) sao as seguintes:

> @i =r(S) SCV' S+ (2.6)
i€S,jES
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onde r(S) representa o nimero minimo de veiculos necessdrios para servir S, S C

)

E usual designar as desigualdades (2.6) por Desigualdades de Corte Generaliza-
das. Este conjunto de desigualdades assegura que a solucao é conexa ao garantir,
para cada S C V', a presenca de arcos do corte [V — S, S] na solugao. Por outro lado,
como o numero de arcos de [V — S, 5] na solugdo indica o nimero de veiculos que
entram em S, ao impor que esse numero seja, pelo menos, 7(.S) o mesmo conjunto de

desigualdades garante as restricoes de capacidade.

No caso em que temos procuras generalizadas, determinar r(.S) implica resolver
um problema de bin packing para cada S C V’. No entanto, no caso do PRVC-PU,
determinar r(S) é trivial, verificando-se r(S) = [ | S| /Q| . Assim, podemos escrever

a formulacao que designamos por Formulagao Corte (F'Corte):

F Corte
min Z CijTij (2.1)
(1,j)€A

> =1 icV’ (2.2)
JEV
d ay=1 jev (2.3)
eV

> oy > PW SCV,S#0 (2.7)
i¢S,jes Q
Tij € {0, 1} (Z,j) € A. (2.5)

Podemos, também, escrever uma formulacao alternativa a F'Corte em que as
restrigoes (2.7) sao substituidas pelas Desigualdades de Sub-Clircuito Generalizadas

(ver, por exemplo, Toth e Vigo (2002a)):

inj g\S\—{%q SCV', S#0 (2.8)

ijes
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Araque et al. (1990) mostram que algumas das desigualdades (2.8) escritas para
o caso nao-orientado definem facetas do poliedro associado ao envolvente convexo do
conjunto dos vectores de incidéncia das solugoes do PRVC-PU no espaco natural as-

sociado.

Na presenca de (2.2) e de (2.3) as restrigoes (2.7) podem converter-se em (2.8)
e vice-versa, pelo que a nova formulacao, que designamos por Formulagao de Sub-

Circuito (F'Sub) e a formulagao FCorte sao equivalentes. Seja, entao, F'Sub tal que:

F Sub:min{ Y cijz;:(2.2), (2.3), (2.8), (2.5)}
(i,7)EA

Resultado 2.3.1

FCorte e FSub sao equivalentes.

FCorte ou (FSub) incluem O(n?) varidveis e um nimero exponencial de res-
trigoes. O numero elevado de restrigoes (e a dificuldade em explicita-las) faz com
que seja dificil resolver FCorte (FSub) recorrendo aos pacotes de branch and bound
disponiveis comercialmente. Sabemos, no entanto, que as duas formulacoes sao for-
tes, estando na base da maioria dos esquemas de branch and cut propostos para o
PRVC. Augerat et al. (1995) (citado por Naddef e Rinaldi (2002)) e Lysgaard et al.
(2004) propoem algoritmos deste tipo que resolvem instancias até 135 vértices (que
é, tanto quanto sabemos, a dimensao da maior instancia do PRVC resolvida até a
optimalidade). Em ambos os casos s@o incorporadas outras familias de desigualdades
validas. Lysgaard et al. introduz algumas desigualdades de aplicacao geral como os
mized integer cuts de Gomory (1960) mas a maioria das desigualdades consideradas
sao adaptagoes de desigualdades introduzidas para o PCV. Naddef e Rinaldi (2002) e
Letchford e Salazar-Gonzalez (2006) inventariam e comparam um longo conjunto de
familias de desigualdades desta natureza, focando os problemas de separagao associ-

ados.
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2.3.3 Formulacoes de Fluxos

Nesta subseccao revemos duas familias de formulagoes compactas da literatura nas
quais a restrigdo (2.4) é modelada como um (sub-)problema de fluxos em rede. Em
ambos 0s casos consideramos que o deposito envia n — 1 unidades de fluxo para a
rede e que cada um dos vértices i € V' recebe uma unidade de fluxo. Na primeira
familia de formulagoes admitimos que o fluxo ¢ indiferenciado, 7.e. que cada vértice
i € V' pode receber indistintamente uma das n — 1 unidades de fluxo enviadas pelo
depdsito; na segunda familia de formulagoes consideramos que cada uma das n — 1
unidades de fluxo enviadas pelo depdsito é destinada a um vértice especifico. Destas
duas abordagens resultam modelos diferentes, sendo que a segunda permite a obten-

¢ao de formulagoes mais fortes do que a primeira, como veremos.

2.3.3.1 Formulacgoes de Fluxo Agregado

O conjunto de formulagoes apresentadas nesta subseccao baseia-se no trabalho de
Gavish e Graves (1979) para o PCV. No referido trabalho, Gavish e Graves propoem
duas novas formulacoes para o PCV e mostram como adapta-las a um conjunto de
problemas de transportes e de escalonamento onde nao estao, porém, incluidos nem o
PRVC-PU nem o PRVC. Num trabalho de 1983, Gavish retoma este conjunto de for-
mulagoes apresentando numa versao fortalecida das mesmas, escrita para o Problema

da Arvore de Suporte de Custo Minimo com Restrigoes de Capacidade (PASCMC).

Os modelos que apresentamos de seguida foram propostos em Gouveia (1995).
Naquele trabalho, Gouveia adapta os modelos de Gavish e Graves ao PRVC e apre-
senta projeccoes completas no espaco natural do conjunto de solugoes da relaxacao

em PL dos modelos assim obtidos.
Formulacao FFAgregado :

Considerem-se, entdo, variaveis continuas, nao negativas, f;;, definidas para (7, j) €

A, j # 1, que indicam a quantidade de fluxo enviada pelo depdsito que atravessa o
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arco (i,7). Na primeira das formulag¢oes apresentadas em Gouveia (1995) as varid-
veis f;; sdo usadas para modelar (2.4) como se segue (a adaptacao do PRVC para o
PRVC-PU é trivial):

Y hj=n-1 (2.9)
jev’

S fi=> fu=1 jev’ (2.10)
eV eV’

fij < Qwij (i,j) € A, g #1 (2.11)
fij >0 (4,7) € A, j # 1. (2.12)

As restrigoes (2.9) garantem que o depdsito envia n — 1 unidades de fluxo. As
restrigoes (2.10) garantem que cada vértice j € V' retém uma e uma sé unidade de
fluxo. As restrigdes (2.11) ligam as varidveis garantindo que um arco que transporte
fluxo esta na solucao e impoem um limite superior de valor () a quantidade de fluxo

transportado em cada arco.

Observamos que adicionando para j € V' as restrigoes (2.10) obtemos as restrigoes
(2.9). No entanto, mantemos estas ultimas na formulacao por facilitarem a leitura e

interpretacao da mesma.

Substituindo a restricio (2.4) de FEsquema pelo sistema de restrigoes (2.9)—
(2.12) obtemos a formula¢ao que designamos por Formulagdo de Fluxo Agregado
(FF Agregado):

F FAgregado : min{ Y  cjjzi; ¢ (2.2), (2.3), (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.5)}
i,jEV

Repare-se que a presenca de rotas nao admissiveis na solucao é impedida acgao
conjunta das restrigoes (2.10), (2.11), (2.2) e (2.3):

Considere-se um arco com origem no depésito. Pelas restri¢oes, (2.11) um tal arco

é atravessado, no méaximo, por @ unidades de fluxo. Por seu turno, (2.10) garante
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que é recolhida uma unidade de fluxo em cada vértice visitado, pelo que um arco com
origem no depdsito pertence a uma componente conexa, descrita nas varidveis f;;,
com, no maximo, @) vértices. Como, por (2.11), um arco atravessado por fluxo esta
na solugao, temos, também, uma descricao da mesma componente nas variaveis x;;.
Finalmente, (2.2) e (2.3) impoem que em cada vértice de V' incide um e um sé arco
e que de cada vértice diverge um e um sé arco, donde as referidas componentes sao

sub-circuitos elementares de comprimento nao superior a @), i.e., sao rotas admissiveis.

Considere-se, agora, o seguinte conjunto de desigualdades que designamos por

Desigualdades de Subcircuito Fracciondrias:

> ay <l 5| -2 SCV.S 40 (213)

1,jES

Gouveia (1995) mostrou que a projecgdo do conjunto das solugbes admissiveis
da relaxacao em PL de F'F'Agregado no espaco das varidveis x;; é completamente
descrita pelas restri¢oes (2.2), (2.3), (2.13) e pelas restrigdes de nao negatividade das
variaveis ;;.

Resultado 2.3.2 (Gouveia (1995))

Seja F'Agregadoy, o conjunto das solugoes admissiveis de F'F Agregador,. Entdo,

Proj.(FAgregador) = {x € R% : (2.2), (2.3), (2.13)}.

Observamos que as Desigualdades de Sub-Circuito Generalizadas, desigualda-
des (2.8)( v. Subsecgao 2.3.2):

>y g\S\—{gq SCV' S#0 (2.8)

ijes
sdo uma versao fortalecida das restri¢oes (2.13). Esta observacao, em conjunto com

os resultados 2.3.1 e 2.3.2, permite-nos escrever o resultado seguinte:

Resultado 2.3.3
A formulagao FSub(FCorte) domina a formula¢ao FF Agregado.
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Formulagao FF Agregado™ :

A formulagao que introduzimos de seguida é obtida substituindo em F'F Agregado

as restrigoes (2.11) pelo conjunto de restrigoes:

z1; < fij < Quyj (1,j)e A (2.14)
xij < fij <(Q — 1)y (i,j) € A, i, #1 (2.15)

Este conjunto de restrigoes garante que o valor do fluxo que atravessa um arco na
solucao é nao inferior a 1 e nao superior a (), ou a ) — 1, consoante se trate, ou nao,

de um arco com origem no depésito.

Seja, entao, Formulagao Forte de Fluxo Agregado (FF Agregado™) a formulagao:

F FAgregado’ : min{ Y cjui; ¢ (2.2), (2.3), (2.9), (2.10), (2.14), (2.15), (2.12), (2.5)}
i,jEV

Claramente, o conjunto das restrigoes (2.11) de FF Agregado é implicado pelo
sistema de restrigoes (2.14) e (2.15) de FFAgregado®. Se, adicionalmente, obser-
varmos que as restantes restricoes de F'F Agregado e FF Agregado™ sao comuns as
duas formulagoes, ficamos em condigoes de enunciar o resultado que apresentamos de
seguida:

Resultado 2.3.4
A formulacao FF Agregado™ domina a formulacao FF Agregado.

Gouveia (1995) apresenta uma descri¢ao completa da projeccao do conjunto das
solucoes admissiveis da relaxacao em PL de F'FAgregado™ no espaco das varidveis
topolégicas. A referida descrigao inclui as conhecidas Desigualdades Multistar:

>, (wij + wji)

S g+ ST <s1-51 scvigze sus=v' (216)
ijes Q Q

introduzidas por Araque et al. (1990). Naquele trabalho, os autores mostram que um

subconjunto das desigualdades Multistar definem facetas do poliedro associado ao
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conjunto dos vectores de incidéncia das solugoes da versao nao orientada do PRVC-

PU no espaco natural.

Enunciamos, de seguida, o resultado de Gouveia (1995):

Resultado 2.3.5 (Gouveia (1995))
Seja F Agregadof o conjunto das solugées admissiveis de F'F Agregador. Entao,

Proj,(FAgregado}) = {z € RY : (2.2), (2.3), (2.16)}.

E interessante comparar os modelos obtidos por projeccao das formulagoes FFA-

gregado e FF Agregado™ no espago das varidveis ;.

Analisando as restricoes:

Z Tij §|S|—M SCV' ,S#£0 (2.13)
1,j€S Q

. SZ Sc(ﬂfijJrﬂCji) s
3w+ = <1521 scvis#0,sUs =V (216
i7es Q Q

verificamos que as ultimas diferem das primeiras pela presenca de um termo adicio-
nal no membro da esquerda. Repare-se que o novo termo, (3_;cq jcse(Tij + 25i)) /@,
incide sobre os arcos com dos extremos em S e o outro em S¢. Como S U S¢ = V’,
concluimos que o novo termo incide precisamente sobre os arcos internos traduzindo,
assim, em termos das variaveis z;;, a restricao imposta na varidveis y;; ao valor do

fluxo naqueles arcos e que distingue F'FAgregado de F'FAgregado™.

Por outro lado, a comparacao das desigualdades de Sub-Circuito Fraccionarias,
restrigoes (2.13) com as desigualdades Multistar, (2.16), e de Sub-Circuito Generali-
zadas, (2.8), permite, também, identificar as duas tltimas como o resultado da apli-

cagao as primeiras de técnicas conhecidas da literatura (lifting e Chvétal-Gommory,
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respectivamente) para o fortalecimento de desigualdades.

Este conjunto de observagoes identifica, assim, duas vias distintas para a obtengao
de modelos fortes: a idealizagdo de modelos estendidos aos quais aplicamos técnicas
de projeccao para obter conjuntos de desigualdades noutros espacos de interesse e a
aplicacao de técnicas conhecidas da literatura para o fortalecimento de desigualdades,
ilustrando o que afirmamos na Seccao 2.1 e no Capitulo 1 acerca deste tépico. Ambas

sao exploradas no nosso trabalho.

Notamos, agora, que como apontado por Gouveia (1995), nao é possivel estabele-
cer uma relacao de dominancia entre as desigualdades Multistar e as desigualdades de
Sub-Circuito Generalizadas, valida para qualquer subconjunto S C V’. Conjugando
esta observacao com os Resultados 2.3.5 e 2.3.1, concluimos que nao ha relagao de

dominancia entre as formulagoes F'F Agregado™ e FSub (FCorte):

Resultado 2.3.6
Nao hd relagio de domindncia entre as formulagoes FF Agregadot e FSub

(FCorte).

Tal como as desigualdades de Sub-Circuito Generalizadas, as desigualdades Mul-
tistar tém sido de grande importancia no desenvolvimento de algoritmos de branch
and cut. Araque et al. (1994) apresentam um algoritmo de branch and cut baseado
nas desigualdades Multistar que resolve instancias do PRVC-PU até 60 vértices. Es-
tas desigualdades e algumas das suas variantes (listadas e comparadas em Araque
et al. (1990) e em Letchford et al. (2002)) sao também usadas no esquema proposto
por Lysgaard et al. (2004) para o PRVC, j& referenciado na subsecgao anterior. Os
autores apresentam um estudo que indica que o uso destas desigualdades contribui de
forma significativa para a qualidade do limite inferior produzido, especialmente para

instancias onde o ntmero de veiculos é elevado.

A formulagao FF Agregado™ é uma formulagao compacta com O(n?) varidveis e
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O(n?) restrigoes. Ainda assim, esta formulagao ¢ dificil de usar para resolver instan-
cias de média (ou grande) dimensao recorrendo aos algoritmos comerciais de branch
and bound disponiveis. No entanto, o facto desta formulagao conter uma descricao
polinomial das desigualdades Multistar pode torna-la atractiva como ponto de partida
para a aplicagao de esquemas de branch and cut. O trabalho de Baldacci et al. (2004)
pode ser apresentado como exemplo da sua utilidade neste contexto. Com efeito, Bal-
dacci et al. apresentam um esquema de branch and cut para o PRVC desenvolvido
a partir de uma formulacao equivalente a F'FAgregado™. A formulacao introduzida
por Baldacci et al. é uma adaptacao da formulacao de dois fluxos proposta em Finke
et al. (1984) para o PCV. Uma prova formal da equivaléncia de F F Agregado™ e da
formulagao de dois fluxos de Baldacci et al. (2004) pode ser encontrada em Letchford
e Salazar-Gonzalez (2006). Os resultados produzidos pelo algoritmo de Baldacci et al.

(2004) sao compardveis aos dos esquemas referenciados na subsecgao anterior.

No Capitulo 3 mostramos como fortalecer F'F Agregado™, apresentando um novo
conjunto de desigualdades nas varidveis x;; e f; ; que relacionam o valor do fluxo num

determinado arco (i,j) € A com a sua posi¢ao na rota.

2.3.3.2 Formulagoes de Fluxo Desagregado

Mais uma vez, a formulagao que revemos nesta subsecc¢ao tem as suas raizes no traba-
lho desenvolvido para o PCV, mais precisamente nos trabalhos de Wong (1980) e de
Claus (1984). Neste tipo de formulagoes usamos um conjunto de varidveis bindrias,

yfj, definidas para cada k € V' e (i,j5) € A, i # k, j # 1, como segue:

k _ [ 1, se(i,j) é atravessado por fluxo destinado a k.
Yij =10, cc

Usamos as varidveis assim definidas para modelar as restri¢oes (2.4) de F'Esquema

da seguinte forma:
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> uh=1 keV (2.17)
jev!

D v — D U =0 jokeV j#k (2.18)
i€V eV’

> =1 keV (2.19)
eV

>yl < Qay (1,j) € A (2.20)
keV’

> vl < (@ Dy (i,§) € A, 4,5 # 1 (2.21)
keV’

vty < i (i) €A j#LkeV (2.22)
v € {0,1} (i,j) € A, j#1L,ke V' (2.23)

As restrigoes (2.17) — (2.19) asseguram que ¢ enviada uma unidade de fluxo do
vértice 1 para cada um dos vértices k € V'. As restricoes (2.22) ligam as variaveis
garantindo que os arcos usados para transportar fluxo estao na solugao e as restrigoes
(2.20) e (2.21) impoem que a quantidade total de fluxo que atravessa um arco nao
excede QQ, no caso de arcos com origem no depdésito, nem Q-1, no caso dos restan-

tes arcos. Finalmente, as restri¢oes (2.23) definem o dominio das varidveis do modelo.

Usando o sistema (2.17) — (2.23) em lugar de (2.4) em F' Esquema, obtemos a for-

mulagao que designamos por Formulagao de Fluxo Desagregado (F'F Desagregado):

F FDesagregado : min{ Z cijrij : (2.2), (2.3), (2.17), (2.18), (2.19), (2.20), (2.21),
(1,5)€A
(2.22), (2.23), (2.5)}

A formulagao F'F Desagregado é uma formulacao compacta com O(n?) varidveis

e O(n?) restrigoes.

As restrigoes de capacidade sao garantidas em F'F Desagregado pela acgao con-
junta de (2.2) — (2.3), (2.17) — (2.19), (2.20) e (2.22). Para entender esta afirmagao
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observe-se, em primeiro lugar, que por (2.19) é enviada uma unidade de fluxo do
depésito para cada vértice k € V'. Entao, como, por (2.20), um arco com origem no
depodsito é atravessado por, no maximo, () unidades de fluxo, concluimos que um tal
arco é usado para fazer chegar fluxo a, no maximo, ) vértices, ou seja, que um tal arco
pertence uma componente, definida na varidveis yfj, com, no maximo, () vértices. Por
outro lado, a restrigao (2.22) garante que temos uma descrigao dessa mesma compo-
nente nas varidveis z;;, o que conjugando com o sistema (2.17) - (2.19), (2.2) e (2.3)

permite concluir que cada componente com origem no vértice 1 é uma rota admissivel.

Observamos também que as restri¢oes (2.19) (ou, de modo equivalente, (2.17)) sao
redundantes na relaxacdo em PL do modelo, pois podem ser obtidas usando (2.17)
((2.19)) e (2.18). Porém, consideramos que a sua presenca facilita a leitura da formu-

lacao, pelo que as mantemos no modelo.

Nao se conhece a descricao completa da projeccao do conjunto das solugoes admis-
siveis de F'F' Desagregador, (que denotamos por F' Desagregador,) no espago natural,
sendo este um tépico interessante para investigacao futura. No entanto, nao é dificil

concluir acerca de alguns resultados de projecgao que se descrevem de seguida.

Assim, comegamos por notar que usando (2.19), (2.3), (2.22) e as restri¢oes de nao
negatividade das varidveis yfj obtemos z;; = yfj, para todo (i,7) € A,j #1leke V'
Entao, podemos adicionar z;; = yfj ao modelo F'F' Desagregado sem alterar o valor

do limite inferior produzido resolvendo a correspondente relaxacao em PL.

Considere-se, agora, o modelo aumentado. As novas igualdades em conjunto

com (2.20) e (2.21) implicam as desigualdades (observamos que Y, .,y = yfj +
D heV kot Y = wij + D o heV' it i, (i,) € A,ekeV'):

21, < > ol < Quy; (1,4) € A (2.24)
keVv!

kev’
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Observamos, também, que as varidveis f;; de F'F" Agregado e yfj de F F Desagregado

podem ser relacionadas através da seguinte transformacao linear:

fii = i (i,5) €A, j#1 (2.26)

kev’

Entao, podemos reescrever (2.24) e (2.25) em temos das varidveis f;; como:

r1j < fij < Qg (1,j)e A
zij < fij < (Q — D)wi; (i,j) € A, i, 5 #1

Repare-se que as desigualdades obtidas sao, precisamente, as restricoes de capa-
cidade de F'F Agregado™, restrigoes (2.14) e (2.15). Da mesma forma, considerando
o sistema (2.17) — (2.19) associado a cada j € V', adicionando no indice k, para
k € V', as equagoes consideradas e usando (2.26) nas igualdades resultantes, obte-
mos as restrigoes de conservacao de fluxo de FFAgregado™, restrigoes (2.9) e (2.10).

Conjugando estas duas observagoes, podemos enunciar o resultado seguinte:

Resultado 2.3.7
A formulagao FF Desagregado domina a formula¢ao FF Agregado™.

O resultado anterior conjuntamente com o Resultado 2.3.5, permite-nos concluir,
entao, que as desigualdades Multistar estao sao implicadas pela relaxacao em PL de
FFDesagregado:

Resultado 2.3.8
Seja S um sub-conjunto nao vazio de V' e seja S¢ tal que SU S =V".
As desigualdades
> (wij + i)

3 g+ S as|-21 scvisrosus =y (2
1,jES Q Q

sao implicadas pela relaxagcao em Programacao Linear da formulagao FFDesagregado.
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Por outro lado, partindo do trabalho de Wong (1980) para o PCV, sabemos que
as Desigualdades de Sub-Circuito de Dantzig et al. (1954):

> i< 5] -1 SCV',S#0 (2.27)
1,jE€S
sao implicadas pelo sistema de restrigdes constituido por (2.17) — (2.19), (2.22), pelas
restri¢oes de afectagao e pelas restrigoes de nao-negatividade das varidveis z;; e yf]

Esta observagao permite-nos escrever o resultado que apresentamos de seguida:

Resultado 2.3.9
Seja S um sub-conjunto nao vazio de V'. As desigualdades
> @i < 8] -1 (2.27)
i,jes

sao implicadas pela relazacdo em Programacdao Linear da formulagcao FFDesagregado.

Comparamos, agora, (2.27) e (2.16). Para tal, escrevemos (2.16) na forma:

2wy i)
>yt <| 5| —%' S| -1+ <Q—\5’>

i,j€S Q

Observamos que ndo é possivel estabelecer uma relagio entre » ;g e (zij + 7j:)
e (Q—|S|), vdlida para todo S C V', S # (). Entao, concluimos que nao existe

relacao de dominancia entre os dois conjuntos de desigualdades.

Observamos, também, que as desigualdades (2.27) sdo um caso particular das

desigualdades de Sub-Circuito Generalizadas, desigualdades (2.8) (caso em que |S| <

Q):
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injgsy—{‘sq SCV'S#D (2.8)

i,j€S Q

No entanto, sabemos que a projeccao de F'Desagregador, no espaco natural nao
inclui estas ultimas restricoes. De facto, na Figura 2.2 apresentamos uma solugao
admissivel para F'F Desagregado; que é cortada por uma das desigualdades (2.8).
Com base nesse exemplo e nos Resultados 2.3.1, 2.3.6 e 2.3.7 introduzimos, entao, o

resultado que nos permite comparar F'F'Desagregado com FSub (FCorte).

1
12
! v
S N
12 %)
12 112

Figura 2.2: Solucao admissivel para F'F Desagregadoy, para uma instancia do PRVC-
PU com n = 7 e @ = 3. As etiquetas associadas aos arcos indicam o valor das
varidveis topoldgicas x;;. Os valores das varidveis yfj encontram-se na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Valores das variaveis yfj associadas a solucao representada na Fig. 2.2

k

2 3 4 5 6 7
(1,6 1/2 12 1/2 12 1
(1,7) 1/2 1/2 1/2 1/2 1
(2,5) 1
(3,2) 1/2 1/2

Arco (i, 7) (3,4) 1/2

(4,2) 1/2 1/2
(4,3) 1/2
(6,4) 1/2 1/2 1/2 1/2
(7,3) 1/2 1/2 1/2 1/2

Os valores nao apresentados sao nulos.
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Resultado 2.3.10
Nao hd relagao de dominancia entre as formulagoes F'F' Desagregado e F.Sub

(FCorte).

Demonstragao:
O resultado é consequéncia das proposicoes enunciadas em 1. e 2.

Sejam F'Desagregador, e Suby, o conjunto das solugoes admissiveis de F'F Desagregadoy,

e F'Suby, respectivamente.

1. Proj,(FDesagregador) ¢ Suby,
Provamos que a proposicao é verdadeira exibindo x € Proj,(F Desagregador,)
tal que « & Suby.

Seja x a solucdo apresentada na Figura 2.2 e considere-se a desigualdade (2.7)
escrita para S = {2,3,4,7}:

T3 + Tog + Tor + T3z + T34 + Ta7 + Taz + Tuz + Tar + T2 + Tz + 74 <4 — [%1

Substituindo as variaveis pelos seus valores, facilmente constatamos que a desi-

gualdade nao é verificada, pelo que x prova a proposicao.

2. Suby, € Proj,(F Desagregadoy)
Admitamos que Sub;, C Proj,(F Desagregador,).
Entdo, pelo resultado 2.3.7, Sub, C Proj,(FAgregadof), o que contraria o
resultado 2.3.6.

Desconhecemos qualquer algoritmo de branch and cut realizado com base em
FFDesagregado. Sabemos, no entanto, que, segundo Letchford e Salazar-Gonzalez
(2006), este tipo de formulacao foi abordada no contexto do PRVC por Laporte e
Nobert (1987) e por Baldacci et al. (2004). A formulacao de Baldacci et al. difere da

que aqui apresentamos por apresentar versoes agregadas, e portanto enfraquecidas,
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das restrigoes de capacidade, restrigoes (2.20) e (2.21).

No Capitulo 5 apresentamos um conjunto de modelos que domina F'F Desagregado.

Observacao 2.1 Notamos que as formulacoes do PCV congéneres a FSub e FF-
Desagregado sio equivalentes (Wong (1980)), o que significa que conhecemos uma
descrigao polinomial das desigualdades (2.27), ao contrdrio do que acontece com as
restrigoes (2.8). Esta diferenca evidencia a dificuldade acrescida dos problemas que
incluem restricoes de capacidade face aos problemas que so tratam a questao do ro-
teamento, referida, entre outros, por Araque et al. (1990). Segundo os autores, esta
constatacao motivou o trabalho desenvolvido em Araque et al. (1990) onde se procura
explorar a relagao do PRVC-PU com outros problemas com restricoes de capacidade
para derivar um conjunto de novas desigualdades validas, em detrimento da aborda-
gem cldssica, que consistia em explorar a ligacdo ao PCV. Na Sec¢ao 5.1 do Capitulo 5
voltaremos a este assunto.

2.3.4 Outras formulacoes

Nesta subseccao referimos, de forma breve, outros conjuntos de formulagoes para
o PRVC-PU. Apesar dessas formulagoes nao serem focadas nos capitulos seguintes,
dedicamos-lhe este espago por ilustrarem abordagens diferentes na construgao de mo-

delos para o nosso problema.
Formulacoes baseadas na restrigoes de Miller Tucker Zemlin:

A formulagao de Miller et al. (1960) é uma formulagao estendida que segue FFEs-
quema incluindo, assim, para além das restrigdes de afectagao, (2.2) e (2.3), e de
defini¢ao das variaveis topoldgicas, (2.5), um terceiro conjunto de restrigoes que ga-
rantem a restricao ao comprimento das rotas. Para escrever o referido conjunto de
restri¢oes, Miller et al. usam as varidveis z;; e um novo conjunto de varidveis con-
tinuas, varidveis wu;, definidas para ¢ € V’, que indicam a posicao do vértice ¢ na

rota:

u —uj+ Qi <Q—1 i,jeVv’ (2.28)
u € R ieV’ (2.29)
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As novas restricoes impoem que dados dois vértices ¢,j € V', u; —u; < Q —1
se x;; = 0. Entao, em qualquer rota, as posicoes de dois vértices nao consecutivos
diferem, no maximo, () — 1 unidades, pelo que aquela nao pode visitar mais de @)
vértices. Desta forma, numa visao de alto nivel, podemos dizer que neste modelo as
restricoes de capacidade sao garantidas impondo um limite superior ao afastamento
entre cada par de vértices, enquanto que nos modelos de fluxos, para garantir as
mesmas restri¢oes, impomos que todos os vértices visitados por uma mesma rota sao
alimentados por fluxo distribuido a partir de um arco com origem no depdsito, que
limitamos superiormente a um valor tal que permita servir, apenas, um nimero de

vértices compativel com o comprimento méaximo da rota.

A partir de um resultado analogo, proposto para o PCV por Padberg e Sung
(1991), nao é dificil mostrar que a projeccao completa no conjunto das solugoes ad-
missiveis da relaxacao em PL da formulacao de Miller et al. no espaco das variaveis
x;; é descrita pelas restricoes (2.2), (2.3), pelas restricoes de nao-negatividade das
variaveis x;; e pelas Desigualdades Fracas de Sub-Circuito (ver Grotschel e Padberg
(1985)):

> ay<|C —6‘ C e Gy (2.30)
(i,5)eC
onde Gy é o grafo completo induzido pelo conjunto de vértices em V' e C' é um

qualquer conjunto de arcos tal que C' define um circuito elementar em V'.

Observamos que para cada C' € Gy a desigualdade (2.30) que lhe estd associada
é implicada pela desigualdade (2.13) associada ao conjunto dos vértices visitados por
C. Conjugando esta observacao e o resultado 2.3.2 notamos que a formulacao de

Miller et al. é dominada por F'F Agregado.

As restrigoes de Miller et al. foram fortalecidas por Desrochers e Laporte (1991).
As desigualdades de Desrochers e Laporte (1991), adaptadas ao PRVC-PU, sao como
se segue (ver, também, Kara et al. (2004)):
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u; — uj + Qi + (Q— 2)$ji <Q-1 1,] € Vv’ (2.31)
(e Z Tji ieV’ (2.32)
jev’
ui <Q—(Q—2)mi— Y ieV’ (2.33)
jeV

Desrochers e Laporte (1991) apresentam resultados computacionais que permi-
tem comparar o efeito dos melhoramentos introduzidos relativamente a formulagao
original, para varias variantes do PRV. No caso do PRVC, a adigao das novas desi-
gualdades resultou em redugoes médias do valor do gap linear da ordem dos 10 a 15%,
para os testes relativos a instancias com estruturas de custos simétricas e de 3% no

caso dos testes assimétricos.

Recordamos que a formulagao Miller et al. é dominada pela de F'F Agregado que
por seu turno, é a mais fraca das formulagoes estudadas anteriormente. Assim, o
interesse do estudo deste conjunto de formulagoes é sobretudo tedrico, na medida em
que ilustra, como ja foi referido, uma forma diferente para a construcao de modelos
para o PRVC-PU.

A concluir, observamos que as desigualdades (2.28) tém servido de base a uma
série de trabalhos onde se apresentam modelos obtidos por fortalecimento daquelas
restricoes. Para além da formulacao de Desrochers e Laporte, podemos citar os traba-
lhos de Gouveia e Pires (1999) e (2001) ou o de Sherali e Driscol (2002). Os trabalhos
citados foram realizados no ambito do PCV e desconhecemos qualquer adaptacao
dos modelos propostos a outros problemas de roteamento. Dado que as formulacoes
apresentadas por ambos mostram produzir bons limites inferiores, o seu estudo no

contexto do PRVC-PU consiste um tépico interessante para trabalho futuro.

Formulacao de Partigao:

A formulacao que descrevemos nesta subseccao segue uma abordagem totalmente
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a margem das restantes formulagoes apresentadas neste trabalho.

Consideremos, entao, o conjunto das rotas admissiveis (devorante designadas por
rotas) em G = (V, A) e seja R o conjunto dos indices que lhe estd associado. De-
signemos por ¢, o custo da rota r, para todo r € R. Consideremos, também, um
parametro binario, a;., que toma o valor 1 se o vértice ¢ é visitado pela rota r , para

todo ¢ € V' e para todo o r € R. Usando varidveis bindrias z, definidas como:

2 = { (1), (sje 2 rota r pertence a solugao rER.
, C.cC.

é possivel modelar o PRVC-PU como se segue (Balinski e Quandt (1964)):

F Particao

min Z Cray (2.34)
reER

> aiz =1 ieV’ (2.35)

reR

z € {0,1} r € R. (2.36)

As restrigoes (2.35) asseguram que cada vértice i € V' pertence a uma e uma s6

rota e as restri¢oes (2.36) definem o dominio das varidveis do modelo.

De acordo com Laporte (2007), Baldacci et al. (2008) e Letchford e Salazar-
Gonzalez (2006), FParticdo origina, em média, bons gaps lineares. No entanto, a
formulagao apresentada usa um numero exponencial de variaveis, o que a torna im-
praticavel relativamente aos esquemas usuais de branch and bound. Ainda de acordo
com Laporte, o método de geracao de colunas, que consiste na abordagem mais co-
mumente usada para resolver formulagoes deste tipo, também nao tem originado bons

resultados.

Por outro lado, e em contraponto com estas constatacoes, conhecem-se trabalhos

realizados com base em FParticao que provaram funcionar bem: Fukasawa et al.
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(2006) e Baldacci et al. (2008) publicaram, com base naquela formulagao, métodos

exactos particularmente fortes para o PRVC.

Fukasawa et al. propoem um método que combina o algoritmo de branch and
cut de Lysgaard et al. (2004) com geragao de colunas, para produzir um esquema de

branch and cut and price.

Por seu turno, Baldacci et al. adicionam um conjunto de cortes a formulagao
FParticao e definem um método em que o valor da solucao dual da relaxacao em PL
da formulacao fortalecida é usado para obter limites inferiores para a solucao éptima
do primal através de um conjunto de heuristicas. Este procedimento é encaixado num

esquema de branch and cut.

2.3.5 Conclusoes e notas finais

Nesta subseccao resumimos as relagoes de dominancia relativas as formulacoes na-
turais e de fluxo introduzidas nas subseccoes anteriores. Recorde-se que provamos
que F'FAgregado é dominado pelos restantes modelos, que F'FAgregado™ é domi-
nado por F'F Desagregado e que nao hé relagdo de dominancia entre F'Corte(F Sub)
e FFAgregadot nem entre FCorte(FSub) e FF Desagregado. O esquema apresen-

tado na Figura 2.3 ilustra as relacoes que acabamos de descrever.

Desconhecemos a existéncia de qualquer estudo publicado que permita comparar
quantitativamente os gaps lineares associados as formulagoes representadas no es-

quema.

Dedicamos os préximos capitulos ao desenvolvimento e estudo de novos modelos
para o PRVC-PU. Nas novas formula¢oes modelamos as restrigoes ao comprimento da
rota impondo restri¢bes ao comprimento de cada caminho e/ou circuito com origem

no nodo 1.
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FFDesagregado
A .
Fcorte
FFAgregado®
greg (FSub)
A A
Legenda:
— Relagio de dominancia
FFAgregado
fffff Relagdo de ndo dominancia

Figura 2.3: Representacao esquematica das relagoes de dominancia entre as formula-
coes F'Corte, FF Agregado, FF Agregadot e FF Desagregado.

Esta abordagem esta, em certa medida, relacionada com o trabalho de Miller et al.
(1960), pois, tal como referimos na subsecgao anterior, as desigualdades de Miller-
Tucker-Zemlin impoem restrigoes ao afastamento méximo entre cada par de vértices,
impondo, portanto, restrigdes ao comprimento do caminho entre cada par de vértices.
Repare-se, no entanto, que enquanto Miller et al. usam variaveis associadas as posi-
¢oes dos vértices para escrever as ditas restrigoes, nos modelos que agora propomos
usamos, para o efeito, variaveis com dependéncias temporais associadas aos arcos,
1.€., variaveis que informam acerca da presenca e da posicao de um arco na solugao.
Desta forma, o comprimento do caminho/circuito é limitado de forma implicita, res-
tringindo o conjunto de posi¢oes que admitimos para cada arco. Temos, assim, uma
abordagem distinta que, tanto quanto sabemos, nao foi usada no ambito do PRV em
trabalhos anteriores a esta tese. Como foi referido no Capitulo 1, o facto deste tipo
de abordagem resultar bem para problemas relacionados com o PRVC-PU, como o

PCV e o PASCMS, constituiu uma forte motivagao para a realizagao deste trabalho.
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Com efeito, mostraremos que os melhores dos modelos desenvolvidos com base nestas
ideias sao modelos fortes, que, em média, produzem limites inferiores superiores aos

produzidos pelos modelos compactos estudados nesta seccao.






Capitulo 3

Formulacoes em PLI envolvendo
variaveis com dependéncias
temporais puras para o PRVC-PU

Dedicamos este capitulo ao desenvolvimento e estudo de uma nova formulacao deri-
vada a partir do modelo proposto por Picard e Queyranne (1978) para o Problema do
Caixeiro Viajante com Dependéncias Temporais. Gouveia e Voss (1995) e Gouveia
e Pires (1996) analisaram a referida formulagao no contexto do PCV, comparando-a
com as formulacoes congéneres das de Fluxo Agregado e de Fluxo Desagregado apre-
sentadas no Capitulo 2, e concluiram que a formulacao de Picard e Queyranne domina
a de Fluxo Agregado, mas nao tem relacao de dominancia com a de Fluxo Desagre-
gado. Dada a relacao existente entre o PCV e o PRVC-PU, estes resultados criavam
alguma expectativa quanto a qualidade da nova formulacao. Com efeito, obtivemos
uma formulacao que domina F'F Agregado™ e que melhora, em média, os valores dos
gaps lineares que lhe estao associados com um baixo esforco computacional, mas que
nao é suficientemente forte para dominar F'F Desagregado. Observamos, no entanto,
que apesar de se mostrar que nao existe uma relacao de dominancia, os resultados
computacionais obtidos indiciam que, com algumas excepcgoes, os gaps lineares as-
sociados a nova formulacao sao de melhor qualidade que os produzidos resolvendo

FF Desagregadory,.

Explorando o resultado de dominancia entre a nova formulacao e F'F Agregado™,

introduzimos e analisamos algumas desigualdades obtidas por projeccao no espago
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natural e das variaveis de fluxo agregado do conjunto das solu¢oes admissiveis da
correspondente relaxacao em PL. De seguida, introduzimos a formulagao fortalecida
obtida adicionando a FFAgregado™ um sub-conjunto dessas mesmas desigualdades
e referimos alguns resultados computacionais que permitem avaliar o efeito da sua

adigao a F'F Agregado™.

Finalmente, comparamos as formulagoes propostas neste capitulo com outras for-
mulacoes da literatura, quer teoricamente, quer através de um pequeno conjunto de
testes computacionais com que se pretende dar uma indicacao da qualidade dos gaps
lineares que lhes estao associados. Os limites inferiores produzidos pelos novos mo-
delos sao também comparados com os limites inferiores produzidos por duas versoes
do algoritmo de Lysgaard et al. (2004). Na primeira versao, que designdmos por ver-
sao restrita, s6 é considerada a rotina de separagao associada as restrigdes (2.7) e na

segunda é fornecido o valor na raiz do algoritmo completo.

3.1 Formulacao de Picard e Queyranne Modificada

O Problema do Caixeiro Viajante com Dependéncias Temporais é uma variante do
PCV onde se considera que o custo de cada arco depende da sua posicao no circuito.

Em 1978, Picard e Queyranne introduziram uma formulacao natural para o problema
h
177
na posicdo h do circuito, para (i,j) € A e h = 1,..,n. Temos, assim, definida uma

na qual um conjunto de varidveis bindrias, z%, é usado para indicar se o arco (i, j) estd
variavel por par arco—posicao admissivel. Esta circunstancia faz com que seja possi-
vel usar este conjunto de variaveis para modelar a restricao ao comprimento da rota
do PRVC-PU de forma implicita, através de uma escolha criteriosa do conjunto das
posicoes que associamos a cada arco. Nesta secgao, propomos uma formulagao desen-
volvida com base nestas ideias que mostraremos dominar a formulacao F'F Agregado™

mas nao ter relacao de dominancia nem com F'F Desagregado nem com FCorte.

Comecamos, entao, por observar o esquema da esquerda na Figura 3.1 e notar que
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@ @

Nivel: Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Figura 3.1: Uma solucao do PRVC-PU paran = 7 e () = 3 e a correspondente
representacao num grafo expandido

¢é possivel associar uma posicao a cada um dos vértices representados, se se estabele-

cerem algumas convencoes.

Consideremos, por exemplo, o deposito: o vértice 1 desempenha um papel duplo
na rota, sendo simultaneamente vértice origem e vértice terminal. Para ultrapassar
esta duplicidade, consideramos, no que se segue, duas copias do vértice 1: 1°, vértice
que associamos & “funcao”origem do vértice 1 e ao qual atribuimos a posicao 0 e 1%,
vértice que associamos a "funcao’destino do mesmo vértice e ao qual atribuimos a

posicao 4.

Da mesma forma, atribuir posi¢oes aos vértices em rotas incompletas requer algum
cuidado (ordenar os vértices associados aos clientes numa rota completa é trivial).
De facto, podemos optar por seguir a ordem de saida do depésito (realizando uma
contagem crescente a partir de 1°, ou seja, a partir da posi¢cao 0) ou a ordem de
chegada ao depdsito (realizando uma contagem decrescente a partir de 1%, ou seja, a
partir da posigao 4). As duas regras tém vantagens e inconvenientes: se a primeira é
mais intuitiva, a segunda permite relacionar a posicao de um vértice com o nimero

de clientes que se lhe seguem na rota.
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No nosso trabalho seguimos a segunda regra. Assim, de acordo com a regra adop-
tada, dizemos que os vértices 2, 5 e 7 estao na terceira posicao, que os vértices 4 e
6 estao na segunda e que o vértice 3 estd na primeira. No caso geral, dizemos que
pEsima

um vértice é visitado na posicao de uma determinada rota se se lhe seguem

outros () — h clientes na mesma rota.

Estender o conceito de posicao ao conjunto dos arcos levanta o mesmo tipo de
questoes. Seguindo a linha da convencao anterior estabelecemos, entao, que um arco
na posicao h é um arco que incide num vértice visitado na pEsima posicao, para
h=1,...,Q + 1.

Este conjunto de observagoes permite entender representacao sobre o grafo ex-
pandido da solucao do PRVC-PU apresentada na Figura 3.1 e, transpondo-as para o
caso geral, concluir que é possivel representar uma solu¢ao do PRVC-PU num grafo
expandido, Gg = (Vg, Ag), construido por niveis, tantos quantas as posi¢oes que
cada vértice j € V pode ocupar numa rota admissivel. Em cada nivel, colocamos
réplicas dos referidos vértices distribuidas de acordo com as posigoes que aqueles po-
dem ocupar na rota. Resumindo, teremos 1° no nivel 0, 1¢ no nivel Q + 1 e réplicas
dos vértices associados aos clientes nos niveis 1,...,(). De cada uma dessas réplicas
parte um conjunto de arcos destinados as réplicas colocadas no nivel seguinte, nao
sendo admitidos arcos entre réplicas do mesmo vértice. Para poder representar rotas
incompletas incluimos, também, arcos de 1° para cada uma das réplicas dos vértices

associados aos clientes.

Num grafo com estas caracteristicas uma rota admissivel em G pode ser represen-
tada como um caminho 1° — 1¢ em Gg. Por outro lado, verificamos que um caminho
1° — 17 em G corresponde a um circuito, ndo necessariamente elementar, que visita
o depdsito e que usa, no maximo, () 4+ 1 arcos no grafo original, ou seja, um caminho
1° — 14 em G corresponde a uma rota de comprimento nao superior a Q em G. En-
tao, associando varidveis binarias aos arcos de G'i e escrevendo as restrigoes usuais de

conservacao de fluxo obtemos uma descricao estendida da restrigao ao comprimento
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da rota no grafo original. De seguida, apresentamos a referida formulagao ja re-escrita
para o grafo original, uma vez que a transposi¢ao de Gg para G é trivial (a cada um
dos arcos de G corresponde um e um s6 par arco-posicao em G, pelo que o mesmo
conjunto de varidveis pode ser interpretado quer em termos dos objectos de Gg quer

em termos dos objectos de G).

Consideremos, entao, variaveis bindrias zlhj definidas para (i,7) € Ae h € Hj),
onde H(; ;) denota o conjunto das possiveis posi¢oes do arco (i,7), com Hpj) =

{17Q}7 H(j,l) = {Q_I_ 1} € H(i,j) = {27'--aQ}7 para (Zvj) € Aa Z?.] 7£ L.

Usando aquele conjunto de varidaveis podemos modelar (2.4) como se segue:

Zz?j:Zzﬁ“ jeVi1<h<@Q-1 (3.1)
eV eV’
1 .
o= jev’ (3.2)

eV

> =1y (1,5) € A (3.3)
h€H i, j)
25 €{0,1} (i,4) € A,h € Hii (3.4)

As restrigoes (3.1) e (3.2) indicam que a um vértice j € V' chega um arco na po-

sigao h se e sé se de j parte um arco na posigao h+ 1. As restri¢oes (3.3) relacionam

h

as variaveis z;; com as varidveis topologicas, z;;, garantindo que os arcos usados estao

h
ij

na solugao e, finalmente, as restrigoes (3.4) definem as variaveis z

Como ja foi observado, o sistema (3.1), (3.2) e (3.4) garante a restrigao ao com-
primento da rota mas nao é suficiente para garantir a sua admissibilidade, i.e. aquele
conjunto de restricoes garante um circuito com inicio e fim no vértice 1, com, no
maximo, () + 1 arcos, mas nao garante que esse circuito seja elementar. Essa situa-
¢ao € resolvida na presenca das restricoes de ligagao entre as variaveis zfj e x;; e das

restricoes de afectacao pelo que a formulagao que obtemos substituindo as restri¢oes
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(2.4) de F Esquema pelo sistema (3.1) — (3.4) é uma formulagao valida para o PRVC-
PU. Designamos por Formulagao de Picard e Queyranne Modificada (FPQM) essa

formulacao:

F PQM : min{ Y cijzi;: (2.2), (23), (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (2.5)}
(i,5)€eA

A formulagao F'PQM é uma formulagao compacta com O(Qn?) varidveis e O(n?)

restricoes.

As restricoes (3.3) permitem eliminar as varidveis z;; da formulacao e obter um
delo escrit idveis z. No entant d idveis z;; faci-
modelo escrito apenas nas varidveis z;;. No entanto, a presenca das varidveis z;; faci
lita a comparacao de FFPQM com outras formulacoes, pelo que usamos a formulagao

como a introduzimos.

3.2 Comparacao com a Formulacao Forte de Fluxo
Agregado

Nesta seccao comparamos a nova formulacao com a formulacao FF Agregado™. Para
poder comparar os dois modelos adicionamos a F'PQM o seguinte conjunto de igual-
dades:

fi= > (@Q@-h+1)z; (i,j) € A,j#1 (3.5)
hEH(i’”
fin= OZJQlH jev (3.6)

As igualdades (3.5) e (3.6) ligam as varidveis 2/, de FPQM e as varidveis f;; de
FFAgregado™ relacionando posigao e fluxo para cada um dos arcos (i,j) € A. Na
Figura 3.2 representamos uma solucao admissivel para o PRVC-PU, onde, junto a
cada arco, indicamos os valores do fluxo e da posicao que lhe estao associados. Ob-
servando a referida figura e recordando que um arco numa solugao ocupa uma unica

posigdo compreendemos, facilmente, a validade de (3.5) e (3.6).
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Figura 3.2: Relagao entre o valor do fluxo e a posicao de um arco numa solugao
admissivel do PRVC-PU numa instancia com n = 7 e ) = 3. As etiquetas associadas
a cada arco indicam a sua posicao e o valor do fluxo transportado, respectivamente.
Observe-se que o valor do fluxo num arco numa posicao h é dado por Q) — h + 1.

Notamos, agora, que esta modifica¢ao nao fortalece F'PQ M, pois (3.5) e (3.6) nao

h

implicam relagoes novas entre as variaveis z;’.

O proéximo resultado relaciona os modelos FPQM e FFAgregado™.

Resultado 3.2.1
A formulacao FPQM domina a formulacao FF Agregado™.

Demonstragao:

Seja PQM7}, o conjunto das solugoes admissiveis de F'PQM;, e seja F Agregado}

o conjunto das solugoes admissiveis de F'F Agregado; .

Provamos o resultado mostrando que Proj, s (PQM;) C FAgregado}. Para tal,
mostramos que o conjunto de restrigoes (2.10) — (2.12) de FF Agregado; ¢é implicado
pela relaxacdo em PL de FPQM aumentada com (3.5) e (3.6), visto que restrigdes
(2.9) sao redundantes em F'FAgregado; e que as restrigoes (2.2) e (2.3) sao comuns

as duas formulagoes.



52 CAPITULO 3. F. COM VAR. COM DEP. TEMP. PARA O PRVC-PU

Vejamos, entao, como obter cada uma das referidas restrigoes.
1. Restri(;f)es (210) Z fij — Z fji =1 ,j eV
i€V eV’
Consideremos um vértice j € V' e o sub-conjunto de restrigoes (3.1) e (3.2)
que lhe esta associado. Multiplicando ambos os membros de cada uma das

igualdades por (@ — h + 1) e adicionando as expressoes resultantes, obtemos:

Z > (Q—h+1)z£}—z Y @-h+1) =0 (3.7)

que pode ser re-escrita como:

> Z Q-h+1 -3 S (@-h+Ddi=> 3 L (38

i€V h=1,..., i€V h=2,..,Q+1 i€V h=2,..,Q+1

Finalmente, obtemos a expressao desejada usando (3.5) e (3.6) no primeiro
membro de (3.8) e usando (3.3) e (2.3) no segundo membro da mesma igualdade
(recordamos que Hp jy ={1...,Q}, Hj1y ={Q+1} eque Hj ;) ={2,...,Q},
para (i,j) € A, i,j # 1).

2. Restrigoes (2.14), (2.15) e (2.12):

r1; < f1j < Quyj (1,j)e A (2.14)
wij < fij <(Q — 1)xy; (i,§) € A, i, #1 (2.15)

Consideremos um arco (1,7) € A e a correspondente restri¢ao (3.3):

§ h
le == CL'lj

hEH(Lj)

Observando que para 1 < h < @ temos 1 < (Q—h+1) < @, podemos escrever:

T1;5 < Z (Q —h+ 1)2’?]- < lej (3.9)

heHq )
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Finalmente, usando (3.5) em (3.9), obtemos (2.14).

Tome-se, agora, um arco (7,j) € A tal que i,j # 1 e a correspondente restrigao

(3.3):

§ h _ ...
Zjj = Tij

hEH(i’”
Seguindo o mesmo procedimento, observamos que para 2 < h < @, temos
1 <(Q—-h+1)<Q—1, para escrever (recordamos que H; jy = {2,...,Q} ):

zp < Y (Q—h+1)2 <(Q -y (3.10)

heH j)

Substituindo (3.5) em (3.10), temos, entao, (2.15).

Finalmente, usando as restricoes de nao negatividade das varidveis x;; de FPQM|,
na expressao de limite inferior de (3.9) e de (3.10) e usando (3.5) nas expressoes
resultantes, obtemos as restrigoes (2.12), para cada (i,j) € A, j # 1, concluindo,

assim, a nossa demonstracao.

Corolario 3.2.1
v(FPQMp) > v(FF Agregadoy).

Como veremos na Seccao 3.4, a relacao de ">"deste resultado verifica-se, para
determinados valores de (), em sentido estrito e com diferengas significativas. Entao,
estudando a projeccao de PQM; no espaco das varidveis de F'F Agregado™ pode-
mos obter desigualdades interessantes que incluidas nos esquemas branch and bound
referenciados na Seccao 2.3.3.1 podem resultar no seu fortalecimento. Dedicamos a

proxima subseccao ao estudo da referida projecgao.
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3.2.1 Desigualdades no espago das variaveis naturais e de
fluxo agregado implicadas pela relaxacao em PL da For-
mulacao de Picard e Queyranne Modificada

Mostrdmos na Secgao 3.2 que FPQM domina FF Agregado®. Os resultados com-
putacionais a apresentar na Seccao 3.4 mostram que essa relacao de dominancia se
verifica com ganhos efectivos em termos da qualidade dos limites inferiores produzi-
dos pelos dois modelos, numa grande parte das instancias consideradas. Concluimos,
portanto, que existem desigualdades implicadas por F'PQ M| no sub-espaco das va-
ridveis de F'F Agregado™ que podem ser usadas para fortalecer este tiltimo modelo.

Esta seccao dedica-se ao estudo dessas mesmas desigualdades.

Comecemos, entao, por recordar as restri¢oes (2.14) e (2.15) de FF Agregado™:

z1; < fij < Quyj (1,j)e A (2.14)
xij < fij <(Q — 1)y (i,j) € A, i, #1 (2.15)

Estas restricoes impoem limites minimos e maximos ao valor do fluxo transpor-
tado num arco. Analisemos as expressoes relativas aos limites maximos. Comparando
(2.14) com (2.15) verificamos que o limite maximo admitido diminui uma unidade
quando deixamos de considerar arcos com origem no depdsito e passamos a conside-
rar arcos internos, i.e., arcos (i,j) € A com i,j # 1. Esta circunstancia decorre do
facto de que se um arco interno é usado numa rota, entao pelo menos um vértice ja
foi visitado pela mesma e, como tal, pelo menos uma unidade de fluxo ja foi retida
(recordamos que é retida uma unidade de fluxo em cada vértice visitado). Repare-se,
agora, que estas restrigoes nao distinguem a posicao do referido arco, limitando o valor
do fluxo num arco interno a () — 1 independentemente da posicao que aquele ocupa na
rota. No entanto, como ja vimos, fluxo e posicao estao relacionados e parece evidente
que se poderia fortalecer a formulacao se se conhecessem conjuntos de restricoes nas

varidveis f;; que modelassem essas relagoes.

Consideremos, agora, as igualdades (3.5):
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fii= Y. (Q—h+1)z, (i,j) € A, i,j#1 (3.5)

heH; ;)
este conjunto de igualdades relaciona as variaveis z de FPQM com as varidveis f;;
de FFAgregado™. As varidveis ,zz-j informam acerca da posicao do arco (i, j) na rota,
pelo que usando, de forma adequada, (3.5) em F'PQM podemos estabelecer a rela¢ao
fluxo — posicao que procuramos. De seguida, exemplificamos esse procedimento para

0 €aso em que o arco interno ocupa uma posi¢ao superior a segunda.

Considere-se um vértice i € V' e arestrigao (3.1) de FPQM que lhe estd associada,

escrita para h = 1:

1 _ 2
218 = 1]
jev’!

usando as restricoes de nao negatividade das variaveis zz}; obtemos, sucessivamente:

2 > 2 (i,j) € A,j #1
e
PR (i,5) € A,j #1
heH(l,i)
Observamos, agora, que para h > 3 temos ) — (h— 1) < @ — 2, pelo que podemos
escrever:
Z le > sz + Z Q h+1 (Q - 2)]43
heHq ;) h=3,..,Q
> Y (Q-h+1)—(Q—2) (i,7) € Aj#1
heHj)
Finalmente, usando (3.3) e (3.5) na expressao anterior e re-arranjando os membros,
obtemos:

fij <(Q —2)xi; + x5 (i,j) € A, g #1 (3.11)
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A expressao que acabamos de obter indica que o valor do fluxo transportado num
arco (i, j) com, i, 7 # 1, usado nalguma rota ¢é limitado por () —2 a nao ser que x1; = 1
se verifique, caso em que o valor do fluxo é limitado a () — 1. Notando que zy; = 1
se e s se o arco (i,7) for o segundo a ser incluido na rota, nao é dificil concluir que

(3.11) modela a situagao desejada.

De modo andlogo, partindo da restri¢ao (3.2) de FPQM, obtemos a desigualdade
simétrica de (3.11):

fij = 2z — w1 (i,J) € Ayi #1 (3.12)

Também (3.12) relaciona o fluxo num arco com a sua posigao, modelando o facto
de que a um arco interno se seguem pelo menos dois vértices, a menos que aquele se

siga um arco dirigido ao deposito.

A forma como foram obtidas (3.11) e (3.12) mostra que aquelas desigualdades
estao incluidas na projeccao do conjunto das solucoes admissiveis de FPQMy no

sub-espagco das varidveis de F'F Agregado™ para (i,7) € A, i,j # 1.

Este procedimento pode ser generalizado e adaptado para obter expressoes ade-
quadas a outras posi¢oes e/ou a conjuntos de arcos, permitindo escrever o resultado
que apresentamos de seguida e que demonstramos no Apéndice A. Para apresentar o
referido resultado, introduzimos alguma notagao. Assim, para qualquer par de sub-
conjuntos, S e S’, de V' denotamos por A(S,S’) o sub-conjunto dos arcos (i,75) € A
tais que ¢ € S e j € 5, por z(5,5") o termo ;¢ e Tij € por f(S,S') o termo
> icsjes Jij- Observamos que x(S, S’) representa o nimero de arcos de A(S, S’) na

solugao e f(5,5") o valor total do fluxo que atravessa o mesmo conjunto de arcos.

Resultado 3.2.2

Sejam S e S" sub-conjuntos disjuntos de V' e seja Sy, ..., Sk uma particao de
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k 4+ 1 sub-conjuntos de V'. As desigualdades:

f(S,S’)g(Q—k)a:(S,S’)—l— Z Z (q_p_l)w(SPaSQ) k:27"'7Q_1;

So = {1}, S = S
S C (Sl U Sg) (3.13)

So=29, 8, = {1}
S C(Sk_oUSk_1) (3.14)

sao implicadas pela relazacao em Programacao Linear da formula¢ao FPQM.
[ustramos a actuacao das desigualdades (3.13) na Figura 3.3 onde, por simplici-

dade, consideramos um exemplo com k = 3 e |S| = |S’| = 1. Seja, entdo, S = {i} e

S" = {j}. Neste caso, escrevemos (3.13) como:

fij <(Q — 3)wij + 2z1; + x({1}, S2) + 2(S51,{j})

Admitindo que o arco (i, ) estd na solu¢do, podemos observar o seguinte (no que se

segue, designamos por arcos do salto (S,,S,) os arcos A(S,, S,), para S,, S, C V):

Figura 3.3: Representacio esquemadtica da actuagdo da desigualdade (3.13) para o
caso em que k =3, S = {i} e S’ = {j}. Representamos um arco de S, para S,, para
p=0,....k—2eq=p+2,...,k, com k = 3. As etiquetas junto aos arcos indicam
o valor do termo (¢ — p — 1) que lhe estd associado.
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e Se o arco (1,7) é usado no caminho entre 1 e j, entao aquele é {(1,14), (7,7)}.

Sendo recolhida uma unidade de fluxo em cada vértice visitado, temos que o
valor do fluxo no arco (7,j) é, no maximo, (@ — 1). Com efeito, usando (3.13)
obtemos, para este caso, 2z1; + z({1}, S2) + x(S1,{j}) = 2+ 0+ 0, pelo que
fij <(Q = 3)zy; + 2

Se o caminho entre 1 e j usa apenas um dos arcos de A({1}, S3) ou um dos arcos
de A(S1,{i}), entdo aquele caminho visita pelo menos 2 vértices (o vértice i e
um dos vértices da particao visitada). Sendo recolhida uma unidade de fluxo
em cada vértice visitado, temos que o valor do fluxo no arco (¢, j) é, no maximo,
(Q — 2). Usando (3.13) para este caso obtemos 2xy; + x(1,5) + z(51,7) = 1,
pelo que fi; < (Q — 3)zy; + 1;

Se nenhum dos arcos de salto é usado para atingir ¢ entao o caminho entre 1 e
7 visita o vértice 7 e, pelo menos, um vértice de cada uma das particoes, S e
S,. Sendo recolhida uma unidade de fluxo por cada vértice visitado, concluimos
que o valor do fluxo no arco (i, j) é, no maximo, (@) — 3). Observe-se que, neste
caso, o valor associado ao termo 2xy; + x({1}, S2) + x(51,{j}) é 0, pelo que
temos f;; < (Q — 3)zij;

e Noutros casos a restricao nao é interessante.

As desigualdades que acabamos de derivar, desigualdades (3.13) e (3.14), podem

ser incluidas em esquemas de branch-and-cut baseados em FFAgregado™, como os

referenciados no Capitulo 2. Estudar o problema da separacao que lhes esta associ-

ado e avaliar o impacto nos resultados da inclusao das novas desigualdades naqueles

esquemas sao, por conseguinte, topicos para trabalhos futuros. Na préxima subseccao

estudamos a formulagao obtida adicionando um sub-conjunto de (3.13) e de (3.14) a
FFAgregado™.
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3.2.2 Formulacao Forte de Fluxo Agregado 11

Seja Formulacao Forte de Fluxo Agregado 1T (FF Agregado™™) a formulagao que se
obtém adicionando a F'F'Agregado™ as desigualdades (3.11) e (3.12):

F FAgregado™ : min{ Y c;jzi; 1 (2.2), (2.3), (2.9), (2.10), (2.14), (2.15), (2.12), (3.11),
1,jEV
(3.12), (2.5)}

A formulagao FF Agregado™ é uma formulagao compacta com O(n?) variaveis e

O(n?) restricoes.

O modo como FF Agregado®™ foi obtida permite-nos escrever o seguinte resul-

tado:
Resultado 3.2.3

A formulacaoF F Agregado™™ domina a formulacio FF Agregado™.

Na seccao 3.4 apresentamos um pequeno conjunto de resultados computacionais
que indicam o impacto da inclusao de (3.11) e de (3.12) em FF Agregado; no valor do
gap linear médio associado aquele modelo. Estes resultados revelam a contribuicao
das referidas restrigcoes para a diferenca entre os dois modelos e ilustram o que se
pode atingir quando se incorpora informacao associada a um modelo mais forte num
mais fraco. Notamos que com este procedimento foi possivel fortalecer o modelo mais

fraco, mantendo a sua ordem de complexidade.

3.3 Comparacao com outras formulacoes

Nesta seccao comparamos FPQM com FF Desagregado e com FCorte.

3.3.1 Comparagao com a Formulacao de Fluxo Desagregado

Nesta subseccao comparamos FFPQM e FF Desagregado. Para facilitar a compara-

¢ao dos dois modelos, adicionamos as igualdades:
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ij =y, (i,5) €A, j #1 (3.15)

a F'FDesagregado. Como ja vimos (v. Seccao 2.3.3.2), as restri¢oes (3.15) sao re-

dundantes em F'F Desagregador,, pelo que esta alteracao nao fortalece o modelo.

Consideremos, agora, as solucoes admissiveis das relaxagoes em PL de FFDesa-
gregado e de FPQM que representamos nas Figuras 3.4 e 3.5, respectivamente. As

solugoes representadas nas figuras sao usadas para demonstrar o resultado que rela-
ciona os modelos FFPQM e FF Desagregado.

1
7z

Figura 3.4: Solugao admissivel de F'F' Desagregado; para uma instancia do PRVC-
PU comn = 7 e Q = 3. As etiquetas associadas aos arcos indicam o valor das
variaveis ;;.

Tabela 3.1: Valores das variaveis yfj associadas a solucao representada na Fig. 3.4

k

2 3 4 5 6 7
(1,6) 1/2 /2 1/2 /2 1
(1,7) 1/2 1/2 1/2 1/2 1
(2,5) 1
(3,2) 1/2 1/2

Arco (4,7) (3,4) 1/2

(4,2) 1/2 1/2
(4,3) 1/2
(6,4) 1/2 1/2 1/2 1/2
(7,3) 1/2 1/2 1/2 1/2

Os valores nao apresentados sao nulos.
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4

>
0
N \\") 3,
1/3
2/3 1
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o

Figura 3.5: Solucao admissivel de FPQM para uma instancia do PRVC-PU com
n =17e = 3. As etiquetas associadas aos arcos indicam o valor das variaveis
topoldgicas, x;;. Os valores nao apresentados sao nulos. Na Tabela 3.2 indicam-se os
valores das variaveis zZ

Ve

1/3

Tabela 3.2: Valores das varidveis ZZ associadas a solucao representada na Fig. 3.5
h
1 2 3 1
1,2) 1
(1,5) 1/3
(1,6) 1
(2,3) 1
(3,4) 2/3
- (3,5) 1/3
Arco (,7) (4.1) 2/3
(4,5) 1/3
(5,1) 2/3
(5,4)
(6,7)
(7,1)

Os valores nao apresentados sdao nulos.
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Resultado 3.3.1
Nao ha relagao de dominancia entre as formulacoes FPQM e F'F Desagregado.

Demonstracgao:

Seja F'Desagregador, o conjunto das solugoes admissiveis de F'F' Desagregadoy, e
seja PQQM |, o conjunto das solucoes admissiveis de F'PQ M.
Para demonstrar o resultado provamos que as proposicoes enunciadas em 1. e 2.

sao proposicoes verdadeiras.

1. Proj,(FDesagregadoy) ¢ Proj,(PQMp)
Provamos a proposi¢do mostrando que existe x € Proj,(F Desagregadoy,) tal
que z &€ Proj,(PQM;p). Para o efeito, exibimos = e mostramos que nao existe
z tal que (x,z) € PQM]p,

Seja = a solucao representada na Figura 3.4. Considere-se o subconjunto das
restrigoes (3.1), (3.2) e (3.3) de FPQM|, que lhe estao associadas:

T51 = 25
Zé1 = 235
2’35 = Ziz + 2332
Tyo = 235 + 23,
L33 = 25 + 23y
232 = 2%4 < Ty

2 _ 1
250 = 213 < X13

Substituindo as varidveis topoldgicas pelos seus valores constatamos facilmente

que obtemos um sistema impossivel. Entao, x prova a proposicao.

2. Proj,(PQMp) ¢ Proj,(FDesagregadoy,)
Seguindo o mesmo procedimento, exibimos, agora, uma soluc¢ao « € Proj,(PQM;})

e mostramos que = ¢ Proj,(F Desagregador).
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Seja x a solucao representada na Figura 3.5 e considere-se o subconjunto das
restrigoes (2.18), (2.21) e (3.15) de FF'Desagregadoy,, que lhe estao associadas
(observamos que por (2.22) yf; = 0 se z;; =0, para (i,j) € A, j #1, ke V'):

Yss + sz + Yss + S5 + yls < 2a03
ygs - y§4 - y§5 =0

3/33 - 3/?5,4 - y?5,5 =0

?/524 - ?Ji5 =0
Tag = ygs
T34 = y§4
I35 = 935
T45 = Z/Zs

Substituindo as varidveis topolédgicas pelos seus valores constatamos facilmente

que obtemos um sistema impossivel. Entao, x prova a proposigao.

Os resultados computacionais apresentados na Seccao 3.4 indicam que FPQM;,
produz, na maioria dos casos estudados, gaps lineares de melhor qualidade do que

FF Desagregadoy, e com menor esfor¢o computacional.

3.3.2 Comparacao com a Formulacao Corte
Nesta subseccao comparamos os modelos FPQM e FCorte.

Resultado 3.3.2

Nao hd relacio de dominancia entre as formulacoes FPQM e FCorte.

Demonstracao:

Seja C'orter, o conjunto das solugoes admissiveis de FCortey, e seja PQ M|, o con-

junto das solugoes admissiveis de FPQMp. Seja, também FAgregado} o conjunto
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das solugoes admissiveis de F'F Agregado; .

Para demonstrar o resultado, mostramos que sao verdadeiras as proposi¢oes enun-

ciadas em 1. e 2.

1. Corter, ¢ Proj,(PQMp)

Admitamos que Corte;, C Proj,(PQM;p). Entao, pelo Resultado 3.2.1, temos
Corter, C Proj,(FAgregado}), o que contraria o Resultado 2.3.6.

2. Proj,(PQMp) € Cortey,

Consideremos, de novo, a solugao representada na Figura 3.5 e a desigualdade

(2.7) escrita para S = {2,3,4,5}:
T12 + 13 + T1a + T15 + T2 + Tes + Tea + Tes + +2r2 + Ty + Tra + Trs > (3]

Substituindo as variaveis pelos seus valores, facilmente constatamos que a desi-

gualdade nao é verificada, pelo que x prova a proposicao.

Da comparacao com F'Corte concluimos que as desigualdades 2.6 nao sao implica-
das pela projecgao no espaco das varidveis x;; de FPQM|,. Como tal, aquele conjunto

de desigualdades continua a ser 1til como corte se adicionado a F'PQ M.

Na Seccao 3.4 apresentamos um conjunto de resultados computacionais que com-
para os limites inferiores produzidos por este modelo com os limites inferiores pro-
duzidos por uma versao restrita do esquema de branch and bound de Lysgaard et al.
(2004) onde s6 sao consideradas as rotinas de separagao referentes as restrigoes (2.7).

Os resultados obtidos reforgam a afirmagao anterior.
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3.4 Resultados computacionais

Nesta seccao apresentamos um estudo computacional que engloba as formulagoes in-
troduzidas neste capitulo e os modelos FF Agregado™ e FF Desagregado usando,

para o efeito, as instancias descritas na Seccao 2.2.3.

Na Tabela 3.3 indicamos, para cada grupo de 5 testes, os valores médios do gap as-
sociado as respectivas relaxagoes em PL e do tempo de CPU, em segundos, consumido
na determinacao das solucoes 6ptimas das mesmas. Todos os resultados computaci-
onais referentes aos valores das relaxacoes em PL dos varios modelos apresentados
neste trabalho foram obtidos usando o algoritmo Barrier do CPLEX 11.2, num com-
putador pessoal com um processador INTEL Core2Duo a 1,33GHz com 8 Gb de RAM.

No Apeéndice C apresentamos os resultados detalhados de todos os testes considerados.

Apresentamos, também, na Tabela 3.4, um pequeno conjunto de resultados obti-
dos recorrendo ao algoritmo de Lysgaard et al. (2004) em duas versoes. Na primeira,
que designamos por versao restrita, sé é considerada a rotina de separagao associada
as restrigoes (2.7) e na segunda é considerada a versao completa. Em ambos os casos,
apresentamos o gap associado ao valor obtido na raiz da arvore de pesquisa. Estes
resultados foram obtidos num computador pessoal equipado com um processador IN-
TEL Celeron a 700 MHz e com 256 MB de memoéria RAM. Naturalmente, os tempos
nao sao comparaveis, mas, ainda assim, referimos que os testes referentes a versao
restrita do algoritmo foram resolvidos em menos de 1s e que os testes referentes a

versao completa foram resolvidos em menos de 5s.

A Tabela 3.3 permite uma comparacao global de 4 dos modelos compactos apresen-
tados e discutidos até ao momento neste trabalho. Da andlise da tabela salientamos

o seguinte:

e Os gaps lineares associados a F'F Desagregadoy, sao, em geral, melhores do que
os produzidos resolvendo F'F Agregado} , registando-se as maiores diferengas no

caso dos testes euclidianos. As diferencas observadas tem grande variabilidade,
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nao permitindo, por isso, concluir acerca da maior adequabilidade dum ou de
outro modelo relativamente a um dado tipo de instancia. Constatamos, no
entanto, que, para () = 3, hd uma coincidéncia total nos valores relativos as ins-
tancias aleatorias simétricas. O esforco computacional requerido para resolver
FF Desagregadoy, é muito superior ao requerido para resolver F'F Agregado;

como seria de esperar devido a diferenca entre as ordens de complexidade;

Comparando os gaps lineares obtidos através de FPQM}, e de FF Agregado;,
verificamos que os valores obtidos coincidem para o caso das instancias simé-
tricas com (Q = 3. Nos restantes casos, os primeiros sao de melhor qualidade.
As diferengas relativas entre os valores observados sao significativas (40%, em
média), aumentam com a dimensao da instancia e tém maior impacto nas ins-

tancias assimétricas, para as quais observamos reducoes de cerca 60%;

Comparando os gaps lineares associados as formulagoes F'PQM e FFDesagre-
gado verificamos que hé uma relagao de nao dominancia entre os dois modelos:
se no caso das instancias euclidianas os limites inferiores associados a FFDesa-
gregado sao, em geral, de melhor qualidade, no caso das instancias aleatorias
verifica-se a situacao inversa (exceptuando o caso das instancias TRS com Q) = 3
para as quais hd uma coincidéncia nos valores obtidos). As maiores diferencas
registam-se nas instancias TRA (diferenca relativa média de 50%). Os tempos

de CPU associados a FPQM sao, naturalmente, substancialmente menores;

Relativamente a F'FAgregado), FF Agregado;* e FPQM], constatamos que
para () = 3 ha uma coincidéncia total nos valores dos gaps lineares associ-
ados aos testes simétricos. Nas restantes situagoes, observamos que a dife-
renga relativa entre os valores dos gaps lineares associados a F'F Agregadoy,
FF Agregado;* é, em média, maior do que a correspondente diferenca entre os
valores associados a FFAgregadof* e FPQM;p. Por outro lado, observamos
que os tempos de CPU associados a resolugao de FFAgregadof™ sdo muito
maiores do que os tempos associados as resolucoes dos outros dois modelos,

apesar das ordens de complexidade apontarem uma direc¢ao inversa.
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Em suma, os resultados destacam o modelo FPQM como o mais competitivo
dentro dos modelos introduzidos neste capitulo e indicam, também, que pode ha-
ver vantagem na utilizacao daquele modelo em detrimento dos modelos compactos
propostos na literatura, F'F Agregado™ e FF Desagregado. Os resultados mostram
também nao haver vantagem na utilizagdo de F'F Agregado™™ em lugar de FPQM,
pois verificou-se que, apesar da sua maior complexidade, resolver a relaxacao em PL

deste ultimo modelo requer menos tempo de CPU.

Por seu turno, a Tabela 3.4 permite comparar os gaps lineares associados aos
nossos modelos com o valor obtido na raiz pelas duas versoes do algoritmo de Lysgaard
et al. (2004) ja mencionadas. Os resultados mostram que os valores obtidos através
da versao completa dominam os gaps lineares dos restantes modelos estudados até ao
momento. No caso da versao restrita, verificara-se um caso (T'E_40_1.5) em que se

observou a relagao inversa.
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Tabela 3.3: Resultados computacionais obtidos através das formulacoes compactas
apresentadas nos capitulos 2 e 3.

FFAgreg.+ FFDesg. FPQM FFAgreg.++
TC 20 4,49 3,82 4,49 4,49
(0,01) (0,52) (0,00) (0,02)
TE_20 3,67 3,50 3,67 3,67
0=3 (0,01) (0,56) (0,00) (0,03)
- TRS_20 4,57 4,57 4,57 4,57
(0,01) (0,56) (0,00) (0,01)
TRA_20 5,32 5,08 2,89 3,85
(0,01) (0,56) (0,00) (0,01)
TC_40 3,22 2,85 3,22 3,22
(0,04) (20,08) (0,02) (0,16)
TE_40 2,96 1,92 2,96 2,96
(0,04) (21,14) (0,02) (0,23)
TRS_40 2,46 2,46 2,46 2,46
(0,05) (21,46) (0,02) (0,22)
TRA_40 5,80 5,63 2,88 3,30
(0,06) (20,09) (0,02) (0,19)
TC-20 8,17 5,06 7,06 7,69
(0,02) (0,07) (0,00) (0,04)
TE_20 5,61 4,30 3,72 4,49
Q=5 (0,01) (2,61) (0,00) (0,04)
TRS_20 7,37 6,09 5,23 5,37
(0,02) (1,23) (0,00) (0,02)
TRA_20 8,79 8,55 3,48 6,27
(0,01) (0,56) (0,00) (0,02)
TC_40 6,87 5,31 4,94 5,60
(0,05) (19,70) (0,00) (0,18)
TE 40 5,40 1,67 2,88 3,30
(0,05) (24,58) (0,00) (0,23)
TRS_40 5,79 4,83 4,16 4,30
(0,05) (19,94) (0,00) (0,24)
TRA_40 7,08 6,59 2,52 5,33
(0,05) (19,32) (0,00) (0,16)

Tabela 3.4: Resultados computacionais relativos as versoes restrita e completa do
algoritmo de Lysgaard et al. (2004) e comparagao com os resultados obtidos através
de uma seleccao das formulagoes compactas apresentadas neste trabalho.

Instancia FFAgreg.+ FFDesg. FPQM FFAgreg.++ Lysgaard I Lysgaard 11
TC-20-1.3 3,33 2,87 3,33 3,33 0,57 0,00
TE_20-1.3 3,25 3,23 3,25 3,25 0,71 0,00
TC-20-1.5 7,43 3,94 5,84 7,17 0,00 0,00
TE_20_1.5 6,33 4,58 4,51 5,48 0,00 0,00
TC_40_1.3 2,38 2,21 2,38 2,38 1,79 0,00
TE_40-1.3 5,96 1,48 5,96 5,96 3,60 0,12
TC_40_1.5 8,01 6,04 5,66 6,66 1,42 0,26

TE_40_1.5 4,83 4,71 1,51 2,48 3,22 0,84
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3.5 Conclusoes e notas finais

Neste capitulo exploramos uma nova abordagem na construcao de modelos para o
PRVC-PU. A nova abordagem baseia-se na utilizacao de varidveis com dependéncias
temporais associadas aos arcos, o que permite modelar as restricoes de comprimento
da rota de forma implicita, escolhendo o conjunto de posicoes que admitimos para
cada arco. Os modelos introduzidos foram comparados com os restantes modelos
estudados. Na Figura 3.6 sintetizamos as relagoes de dominancia demonstradas até

ao momento.

FPQM FFDesagregado
Y
FFAgregado™
y
FFAgregado®
y
Legenda:
— Relacdo de dominancia
FFAgregado By - A
fffff Relagdo de ndo dominancia

Figura 3.6: Representacao esquematica das relacoes de dominancia demonstradas nos
Capitulos 2 e 3

Os resultados computacionais apresentados na Seccao 3.4 permitiram ter uma me-
dida das distancias entre as vérias formulacoes e identificar FFPQM como o modelo

mais competitivo, em termos da producao de limites inferiores.
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No préoximo capitulo mostramos como fortalecer os modelos aqui apresentados.

A finalizar, referimos que os temas abordados neste capitulo estao publicados em
Godinho et al., 2007 e 2009b.



Capitulo 4

Formulacoes em PLI envolvendo
variaveis de fluxo desagregado com
dependéncias temporais para o

PRVC-PU

Dedicamos este capitulo ao desenvolvimento de um conjunto de formulacoes motiva-
das pela percepcao de que, em qualquer solucao do PRVC-PU, uma rota pode ser
decomposta num conjunto de pares de caminhos. De facto, a cada cliente k € V'
visitado pela rota podemos associar dois caminhos, um caminho depédsito - k e um
caminho £ - depdsito, que verificam: i) o numero de arcos usados em cada um dos
caminhos é nao superior a @) e ii) o numero total de arcos usados nos dois caminhos

nao excede @) +1 (caso contrério, ndo é cumprida a restri¢do ao comprimento da rota).

A partir deste conjunto de notas, desenvolvemos duas familias de formulagoes
distintas, uma baseada apenas em i) - onde ii) é garantido implicitamente - e outra
baseada em i) + ii). Nos dois casos, apresentamos uma formula¢do onde o (sub)-
problema associado é modelado de forma exacta como um problema de caminho mais
curto, nao necessariamente elementar, sobre um grafo expandido adequado. Este tipo
de abordagem baseia-se no trabalho de Gouveia (1998) que propoe um grafo similar

para modelar o problema de caminho, no ambito do PASCMS.

Mostramos que o mais forte dos modelos derivados seguindo ii) domina os modelos
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obtidos através de i) e introduzimos um conjunto de desigualdades vélidas que adicio-
nadas aquele modelo resultam no seu fortalecimento. Esse conjunto de desigualdades
traduz uma nova via para a obtencdo de modelos desagregados (i.e. modelos em
que temos um sub-problema associado a cada vértice k € V’). Com efeito, enquanto
que nos modelos estudados anteriormente os sub-problemas se relacionam entre si de
forma indirecta, através das restri¢oes de ligagao entre variaveis de fluxo e topoldgicas,
neste modelo é explicitada a relacao entre os varios sub-problemas escrevendo restri-
¢oes de ligacao entre as proprias variaveis de fluxo. Desta nova abordagem resultam,

como veremos, modelos particularmente fortes.

Prosseguimos o nosso estudo mostrando que a formulacao assim obtida domina

FPQM.

Com base no resultado anterior, propomos, entao, um conjunto de desigualdades
obtidas por projeccao no espaco das variaveis ZZ do conjunto das solucoes admissiveis
da relaxacao em PL da nova formulacao. Seguidamente, analisamos a formulagao
fortalecida que resulta da adicao a FFPQM do referido sub-conjunto de desigualdades

quanto a contribui¢ao das mesmas para a diferenca entre os dois modelos.

Terminamos, comparando as novas formulacoes, tedrica e computacionalmente,

com os restantes modelos compactos estudados.

4.1 Formulacoes de Caminho

Como ja foi referido, nas formulagoes que apresentamos nesta seccao a restricao ao
comprimento da rota de F'Esquema ¢ modelada garantindo que a cada par k - de-
posito esta associado um caminho com, no maximo, () arcos, para cada k € V'
Refira-se que escolhemos modelar o caminho k - 1 em detrimento do caminho 1 - &

por coeréncia com a definicao de posicao de um vértice apresentada no Capitulo 3.
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4.1.1 Formulacao Caminho

Para apresentar a primeira das formulacgoes introduzidas neste capitulo, comecemos
por recordar que na Secc¢ao 2.3.3.2 definimos o conjunto das varidveis yfj da seguinte

forma:

Seja k € V'. Para cada (i,j) € A, i # k, j # 1 definimos uma variavel bindria yfj
tal que:

k _ [ 1, se(i,j) é atravessado por fluxo destinado a k.
Yi; =10, c.c

)

Por outro lado, nao ¢ dificil verificar que o conjunto de variaveis yfj com valor 1
numa solugao do sistema de restrigdes (2.17) — (2.19) e (2.23) define um caminho 1 -
k, para cada k € V'. Entao, podemos redefinir aquele conjunto de varidveis e associar
yfj a presenca do arco (i,7) no caminho 1 - k, para (i,j) € A,7 # 1 e k € V'. Esta

circunstancia permite modelar a restricao ao comprimento do caminho 1 - £ como:

d <@ keV (4.1)

(i,5)€A
e, conjugando as observagoes anteriores, construir o modelo desejado. Repare-se que
na expressao anterior omitimos as exclusoes que decorrem da definicao das variaveis
yfj ao indicar a variagao de (7, j) (i.e. para indicar Z(Lj)eA,#l,i#k yfj escrevemos ape-
nas y (i.)eA yfj, pois as varidveis y¥ e y,’jj nao estao definidas). Esta op¢ao mantém-se

no que se segue.

No entanto, como ja referimos, pretendemos modelar o caminho k£ - 1. Desta

forma, definimos, agora, um novo conjunto de variaveis binarias, gfj, tal que:
1, se (i,7) estd no caminho entre k e 1,
ko_
9i5 = S
c

keV', (i,j) €A i#1,j+k
C.

0,

e modelamos o problema do caminho (nao necessariamente elementar) k - 1 com,

no maximo, () arcos como se segue:
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> gr=1 (4.2)
jev

> ai—> d5=0 JEV, itk (4.3)
eV’ 1S%

dogh=1 (4.4)
eV’

> 95=Q (4.5)
(4,5)€A
955 < @iy (i,j) €A i £ 1,5 £k (4.6)
g5 €{0,1} (,j) €A i#£1j#k (4.7)

O sistema (4.2) - (4.4) garante a existéncia de um caminho & - 1, assegurando que
o vértice k estd no caminho, restricao (4.2), e que o caminho prossegue, restrigoes
(4.3), até que seja atingido o vértice 1, restricao (4.4). A restrigao (4.5) garante que
o caminho usa, no maximo, @) arcos. Finalmente, as restri¢oes (4.6) ligam as varia-
veis, garantindo que os arcos usados no caminho estao na solugao e as restrigoes (4.7)

definem as varidveis.

Observamos que o sistema das restrigoes (4.2) - (4.4), (4.6) e (4.7) ndo é mais do
que uma adaptagao do modelo apresentado na Subseccao 2.3.3.2 para F'F'Desagregado,
constituido pelo sistema de restrigoes (2.17) — (2.19), (2.22) e (2.23). A adaptacao
é trivial: basta, substituir no referido sistema de restrigoes as variaveis yfj, yfk e yfj

pelas correspondentes variaveis g,’jj, gfl e gfj

Seja F'Caminhoy, o modelo que acabamos de apresentar. Substituindo em F' Esquema
as restrigdes (2.4) por FCaminhoy, escrito para todo o k € V', obtemos um modelo

vélido para o PRVC-PU. Seja Formulagao Caminho (FCaminho) esse modelo:

F Caminho : min{ Z cijzij : (2.2), (2.3), (4.2), (4.3), (4.4), (4.5), (4.6), (4.7), (2.5)}
(i,5)€A
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Notamos que a presenca de caminhos nao elementares na solucao, admitidos pelo
sistema (4.3) — (4.7), é resolvida pela ac¢ao conjunta das restri¢oes de ligagao, (4.6),

e das restri¢oes de afectacao (2.2) e (2.3).

A formulacio FCaminho ¢ uma formulagao compacta com O(n?) varidveis e

O(n?) restrigoes.

Na proxima subseccao mostramos como fortalecer F'C'aminho.

4.1.2 Formulacao Forte de Caminho

Gouveia (1998) mostra como obter um modelo exacto para o sub-problema em es-
tudo nesta seccao usando a formulacao "tradicional’de fluxos para o Problema do
Caminho mais Curto (ndo restringido no nimero de arcos) definida sobre um grafo
expandido adequado. Naturalmente, a formulacao obtida desta forma domina a for-

mulagao F'Caminho. Esta subseccao dedica-se a apresentacao dum tal modelo.

Gouveia modela o Problema do Caminho mais Curto entre dois vértices com, no
maximo, ) arcos usando um grafo expandido semelhante ao grafo descrito na Sec-
¢ao 3.1. Assim, o grafo proposto por Gouveia é constituido por niveis incluindo, em
cada nivel, uma copia dos vértices que podem ocupar a posicao que lhe esta associada
e, entre niveis consecutivos, copias dos arcos do grafo original. Para modelar caminhos
com um numero de arcos inferior ao limite maximo admitido, Gouveia inclui lacetes

(i.e. arcos do tipo (4", j***

)) no conjunto dos arcos do grafo. No nosso trabalho, em
lugar dos lacetes, consideramos a existéncia de um vértice ficticio, f, ligado a cada
uma das réplicas do vértice k. Desta forma, o arco (f, k) pode ser entendido como
uma representacao agregada do caminho 1 - k. Esta opcao facilita a comparacao

futura deste modelo com o de circuito e daquele com F'PQM.

Sumariando, para cada k € V', consideramos um grafo expandido Gg = (Vg, Ag)
constituido por um vértice ficticio no nivel 0; réplicas do vértice k nos niveis 1, ..., Q;

réplicas dos vértices j € {2,...,n} nos niveis 2,...,Q; uma réplica do vértice 1 no



76 CAPITULO 4. F. COM V. DE FL. DESG. E DEP. TEMP. PARA O PRVC-PU

nivel ) + 1; arcos do vértice ficticio para cada uma das réplicas de k e arcos entre
réplicas de vértices distintos colocados em niveis consecutivos. Um grafo expandido
como o que definimos permite representar o caminho k£ - 1 duma qualquer solugao
admissivel do PRVC-PU e permite associar, a qualquer caminho f - 1 em Gg, um
caminho k£ - 1 com, no maximo, () arcos no grafo original. A Figura 4.1 procura

exemplificar esta relagao.

Nivel: Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Figura 4.1: Uma solucao do PRVC-PU para n = 7 e () = 3 e a correspondente
representacao num grafo expandido do caminho cliente 4 - 1. Observamos que a uma
réplica do vértice 4 numa posicao p esté associado um conjunto de caminhos 4 - 1 com
exactamente Q) —p+1 = 3—p+1 arcos (observamos que p > 2 pelo que Q—p+1 < Q,
ficando, assim, garantidas as restrigdes ao comprimento do caminho).

Entao, seguindo a linha de argumentacao usada na Seccao 3.1, percebemos que
associando uma variavel binaria a cada um dos arcos do grafo expandido e escrevendo
a formulagao que designamos por formulagao tradicional do Problema do Caminho
Mais Curto numa Rede Orientada (doravante designada por formulagao tradicional
de caminho) obtemos uma formulagao estendida para o problema da determinacao de

um caminho entre os vértices k£ e 1 com no maximo () arcos sobre o grafo original.
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Seja, entao, k € V' e considerem-se varidveis ’u;‘jk, definidas para (i,7) € A, j #
k,i# 1ehe€ Hjj. Hqj denota, recorde-se, o conjunto das possiveis posigoes do
arco (i,7), com Hy,jy =1{2,...,Q}se j #1, H;1y ={Q + 1} e Hyj) = {3,...,Q}

nos restantes casos.

ok — { 1, se o arco (i,j) é usado na posicao h do caminho k — 1.

i =10, c c.
Considerem-se, também, as varidveis associadas ao vértice ficticio, f, definidas

para h € Hpp = {1,...Q} como:

nk _ J 1, sek estd na posicao h da rota que o visita.
Uk =10, c c

Usando este conjunto de variaveis podemos modelar o Problema do Caminho Mais
Curto (ndo necessariamente elementar) entre os vértices k e 1 com, no maximo @,

arcos, comao:

> v =1 (4.8)
hEH(va)
v?,’j = vz;rl’k h=1,...,Q (4.9)

eV
Dol =) vt j#k h=2...,Q (4.10)
eV’ eV
odTR = (4.11)

eV’

> vy <y (1,7) €A i#1,j#k (4.12)
hEH@,j)
vy €{0,1} (i) €A i# 1, j#k heH,  (413)
v €4{0,1} he Hgp (4.14)

A restrigao (4.8) garante que é iniciado um caminho k - 1. As restrigoes (4.9),

(4.10) e (4.11) indicam que o caminho prossegue até que seja atingido o vértice 1

na posicao @ + 1. As restrigoes (4.12) relacionam as varidveis v?j’“ com as variaveis
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topoldgicas, x;;, garantindo que os arcos usados no caminho estao na solugao e, final-

mente, as restri¢oes (4.13) e (4.14) definem as varidveis.

Seja F'CaminhoForte, o modelo que acabamos de apresentar. E sabido que a
o conjunto das solugoes admissiveis da relaxagao em PL da formulacao tradicional
de caminho tem pontos extremos inteiros (a matriz dos coeficientes das restrigoes
associada aquela formulacao é a matriz de incidéncia vértice-arco do grafo de suporte
da rede, que sabemos ser totalmente unimodular), pelo que FCaminhoFortey, é uma
formulacao exacta para o Problema do Caminho Mais Curto (nao necessariamente
elementar) entre os vértices k e 1 com, no méximo ) arcos sobre o grafo original.
Com base nesta observacao, podemos, entao, enunciar o resultado que relaciona os

dois modelos apresentados, F'C'aminho, e FCaminhoFortey:

Resultado 4.1.1
Seja k € V' e sejam CaminhoFortey, e Caminhoyr, os conjuntos das solugoes
admissiveis de FCaminhoygr, e de FCaminhoForteyr,, respectivamente. Entao,

Proj,(CaminhoFortey,) C Caminhoyy,.

Substituindo a restrigao (2.4) de F E'squema pelo sistema (4.8) - (4.14) escrito para
todo k& € V', obtemos, entao, a Formulagdo Forte de Caminho (F ForteCaminho).
Como ja foi referido, o sistema (4.8) - (4.11), (4.13) e (4.14) admite caminhos nao ele-
mentares. Estes sao, no entanto, eliminados do conjunto das solugoes de F'ForteCaminho
pela acgdo conjunta das restrigoes de ligagao, (4.12), e das restrigoes de afectacao
(2.2) e (2.3). Notamos, também, que (4.11) é redundante na relaxacdo em PL de
FForteCaminho. Todavia, consideramo-la na formulacao por considerarmos que a

torna mais intuitiva.

F ForteCaminho : min{ Z cijzi; : (2.2), (2.3), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13),
(i,5)€A
(4.14), (2.5)}

A formulagao FForteCaminho é uma formulacio compacta com O(Qn?) varid-

veis e O(n?) restrigoes.
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Conjugando o Resultado 4.1.1 com o facto das restrigoes (2.2), (2.3) e (2.5) serem
comuns as formulagoes F'Caminho e F ForteCaminho, podemos enunciar o resul-
tado que estabelece a relacao de dominancia entre as duas formulagoes, bem como o

correspondente corolario:

Resultado 4.1.2

A formulacao F ForteCaminho domina a formulacao FCaminho.

Corolario 4.1.1

v(FForteCaminhor) > v(FCaminhor).

Na Seccao 4.5 apresentamos resultados computacionais que mostram que a relagao
de ">"deste resultado se verificou em sentido estrito em todos os casos estudados. Os
resultados mostram, também, que os limites inferiores obtidos sao de fraca qualidade,
quando comparados com os produzidos resolvendo as relaxagoes em PL dos restantes
modelos apresentados neste trabalho. Na préxima seccao, introduzimos um conjunto

de formulagoes que permitem obter limites inferiores de melhor qualidade.

4.2 Formulacoes de Circuito

Esta seccao é dedicada a uma familia de modelos onde a restricao ao comprimento
da rota é assegurada impondo que cada cliente k € V' é visitado por um circuito com
inicio e fim no depédsito e com, no maximo, () + 1 arcos. Para modelar um tal circuito
consideramos que este se decompoe em dois caminhos sequenciais, 1 - k e k - 1, tais
que: i) o nimero de arcos usados num caminho é nao superior a ) e ii) o nimero
de arcos usados nos dois caminhos nao excede () + 1. Mostramos que por esta via se

consegue derivar uma formulac¢ao que domina F ForteCaminho.

Observamos que o modelo de circuito acima descrito inclui, como sub-problema,
o problema de caminho estudado na sec¢ao anterior. Entao, numa primeira aborda-
gem, podemos considerar trivial o resultado anunciado e questionar a pertinéncia da

inclusao das formulagoes de caminho neste trabalho. A sua inclusao foi motivada por
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duas observagoes: i) trabalhos anteriores realizados no ambito do PCV e no ambito
do PRVC indicam que outras formulacoes de caminho e circuito publicadas produzem
relaxagoes em PL equivalentes (ver Langevin et al. (1990) sobre o trabalho de Wong
(1980), ou Letchford e Salazar-Gonzalez (2006) sobre a formulagao de dois fluxos de
Baldacci et al. (2004), entre outros). Desta forma, era importante mostrar que este
nao é o caso das nossas formulagoes; ii) resolver uma formulagao de circuito implica
um maior esforco computacional do que resolver uma formulacao de caminho. Havia,
portanto, que verificar se as diferengas na qualidade (média) dos limites inferiores
associados as duas formulagoes "compensavam”o maior esforco computacional. Na
Seccao 4.5, apresentamos uma série de resultados computacionais que indicam haver
uma diferenca significativa entre os valores dos limites inferiores produzidos resolvendo

as relaxacoes em PL dos melhores modelos conseguidos com cada uma das abordagens.

4.2.1 Formulagao Circuito

A formulacao que apresentamos nesta subsecgao tem as suas raizes no trabalho de
Wong (1980) para o PCV. O modelo de circuito proposto por Wong é um modelo
de fluxo desagregado que usa os dois conjuntos de varidveis binarias definidas nas
secgoes 2.3.3.2 e 4.1.1, variaveis yfj e gf”j, para modelar os caminhos 1 - k e k - 1,
respectivamente. Wong descreve aqueles caminhos através das restricoes de conser-
vacao de fluxo que apresentamos quando estudamos os modelos F'F'Desagregado e
FCaminho. Na formulacao que apresentamos de seguida usamos os mesmos con-
juntos de variaveis. No entanto, para além das restricoes de conservacao de fluxo, a
nossa formulagao usa também restri¢oes para garantir a cardinalidade de cada um dos
caminhos e do circuito - no caso do PCV, as restri¢oes ao comprimento do circuito sao
implicadas pela acgao conjunta das restrigoes de ligacao entre as varidveis de fluxo e

as variaveis topologicas e das restricoes de afectacao.

Seja, entao k € V'. Usando varidveis yfj e variaveis gfj definidas como nas seccoes
2.3.3.2 e 4.1.1, respectivamente, modelamos o problema do circuito (ndo necessaria-

mente elementar) 1 — k — 1 com, no maximo, () + 1 arcos como se segue:
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o=t (2.17)
JjEV
D v — D =0 JEV itk (2.18)
eV 2%
> =1 (2.19)
eV’
> oyk<Q (4.1)
(i,5)€A
> gk =1 (4.2)
JjEV
D 95— 95=0 JEV itk (4.3)
eV’ eV
> ogh=1 (4.4)
eV’
> gh<a@ (4.5)
(i,4)€A
v + 94 < vy (i,j) € A (4.15)
S Whta)<Q+1 (4.16)
(i,5)€A
y € {01} (i,j) €A ik, j#1 (2.23)
g5 € {0,1} (i) €A i £ 1, j £k (4.7)

Como ja vimos, os sistemas (2.17) - (2.19) e (4.2) - (4.4) garantem a existéncia
de um caminho 1 - k e k - 1, respectivamente. As restrigoes (4.1) e (4.5) garantem
que cada caminho usa, no maximo, () arcos e a restrigdo (4.16) garante que, na to-
talidade, os dois caminhos usam, no maximo, () + 1 arcos. Finalmente, as restri¢oes
(4.16) ligam as variaveis, garantindo que os arcos usados num dos caminhos estao na

solugao e as restrigoes (2.23) e (4.7) definem as varidveis.

Seja F'C'ircuitoy, o modelo que acabdmos de apresentar. Substituindo em F Esquema
as restri¢oes (2.4) por FClircuito, escrito para todo o k € V', obtemos um modelo

vélido para o PRVC-PU. Seja Formulagao Circuito (F'Circuito) esse modelo:



82 CAPITULO 4. F. COM V. DE FL. DESG. E DEP. TEMP. PARA O PRVC-PU

F Circuito : min{ Y cijzi; ¢ (2.2), (2.3), (2.17), (2.18), (2.19), (4.1), (4.2), (4.3), (4.4),
(i,5)€eA
(4.5), (4.15), (4.16), (2.23), (4.7), (2.5)}

Notamos que as restrigoes (4.5) (ou, alternativamente (4.1)) sao redundantes face
a acgao conjunta de (4.1) ((4.5)) e de (4.16). Notamos também que a presenca de
circuitos nao elementares na solucao é proibida pela accao conjunta das restrigoes de

ligacao, (4.15), e das restrigoes de afectacdo, (2.2) e (2.3).

A formulagao FCircuito é uma formulagao compacta com O(n?) varidveis e O(n?)

restricoes.

Na préoxima subsec¢ao mostramos como obter um modelo mais forte para o mesmo

sub-problema.

4.2.2 Formulacao Forte de Circuito

Esta subseccao ¢ dedicada ao estudo de uma formulacao onde o problema do circuito
1- k-1 com, no maximo, )+ 1 arcos é modelado de forma exacta como um Problema
de Caminho mais Curto, nao restringido no nimero de arcos, num grafo expandido
apropriado. O novo grafo é construido sobre o grafo apresentado na Sec¢ao 4.1.2 que,
como ja vimos, modela o caminho k£ - 1 com no méximo () arcos, aumentando-o de

forma a passar a incluir, também, o caminho 1 - k.

Recordamos, entao, que na Subseccao 4.1.2 modelamos o caminho £ - 1 com, no
maximo, () arcos usando um grafo expandido que incluia um vértice ficticio e um
conjunto de arcos vértice ficticio - k. Observamos também que cada um desses arcos
pode ser entendido como uma representacao agregada do caminho 1 - k£ que, agora,
pretendemos explicitar. Entao, o novo grafo pode ser obtido a partir do anterior
substituindo cada arco vértice-ficticio - £ por um conjunto de caminhos compativeis,

em termos do seu comprimento, com o caminho k - 1 que se lhe segue. Comparando
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a Figura 4.1 ( v. Subsecgao 4.1.2) com a Figura 4.2 que se apresenta de seguida

compreende-se facilmente o que acabamos de descrever.

/i

O CRCRCN®
ENOROROMNCNE

© @ @ @ @

Nivel: Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Figura 4.2: Uma solucao do PRVC-PU paran = 7 e Q = 3 e a correspondente
representacao num grafo expandido do circuito 1 -4 - 1.

Assim, podemos modelar o problema do circuito que vimos a estudar recorrendo
a formulagao tradicional de caminho sobre um grafo expandido como o da Figura 4.2:
i.e. um grafo construido por niveis e subdividido em duas camadas, estando a inferior
associada ao caminho 1 - k£ e a superior ao caminho k - 1. Nos varios niveis incluimos
cHpias dos vértices que podem ocupar a posicao que lhes esta associada e, entre niveis
consecutivos, incluimos cépias dos arcos do grafo original. A "mudanca’de caminho é
garantida nao admitindo a existéncia de arcos (k, j) na primeira camada do grafo nem

de arcos (j, k) na segunda. Por outro lado, admitimos, na camada inferior, arcos do
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vértice 1 para cada uma das réplicas dos vértices associados aos clientes para modelar

rotas incompletas.

Seguindo o procedimento usual, associando uma variavel binaria a cada um dos
arcos do grafo expandido que acabamos de descrever e escrevendo a formulagao tradici-
onal de caminho em termos das referidas variaveis obtemos uma formulacao estendida
para o problema da determinagao de um circuito que visita os vértices 1 e k com, no
maximo, ) + 1 arcos, sobre o grafo original. O facto do conjunto das solucoes admis-
siveis da relaxacao em PL da formulagao tradicional de caminho ter pontos extremos
inteiros permite concluir que a formulacao assim obtida para o problema do circuito

no grafo original é exacta.

Seja, entao, k € V' e considerem-se variaveis wl?j’c definidas para (i, j) € A com i #

k,j # 1eh € Hguj, com Hyjy; = {1,...,Q}, Hup = {2,...,Q} sei # 1le
Hijy=1{2,...,Q — 1} nos restantes casos:

nk _ [ 1, seoarco (i,7) é usado na posigao h do caminho 1 — k.
wlij ~ 10, cec

Considerem-se, também, variaveis w2;‘jk definidas para (i,7) € Acom i # 1, j # k
ehe H(i,j); com H(k,j) = {2, s ,Q} Sej 7é ]_, H(i,l) = {Q + 1} (S H(i,j) = {3, . ,Q}

nos restantes casos:

nk _ [ 1, seoarco (i,7) é usado na posicao h do caminho k — 1.
wzij — 10, cec

Usando este conjunto de variaveis, podemos modelar o Problema do Circuito Mais
Curto (nao necessariamente elementar) que visita os vértices 1 e k com, no maximo

Q + 1 arcos, como:
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S wip =1 (4.17)

hEH(l,]-) Jjev
Zwlgkzzw1?1+l’k J#FLEk h=1,...,Q—-1 (4.18)
eV eV
Z wl?]f = Z w22;‘17k h=1,...,Q (4.19)
€V eV
> w2k =3 waltt ik, h=2,...,Q (4.20)
i€V i€V
> w2t =1 (4.21)
i€V

Z (wl?j’“ + wg?jk) < x5 (i,5) € A (4.22)
hEH(iyj)
wil* € {0,1} (i,§) €A i#k, j#1, he Hgj (4.23)
wz?]k c {O, 1} (’L,j) cAi#l,j#k he H(i,j) (424)

O sistema (4.17) — (4.21) garante a existéncia de um circuito 1- k - 1, assegurando
que parte um arco do depdsito em direccao a k —restrigao (4.17)— e que o caminho
prossegue visitando k —restrigoes (4.18) (4.19) e (4.20)— até que seja atingido o vértice
1, na posicao @+ 1 —restri¢ao (4.21). As restrigoes (4.22) relacionam as varidveis wlff
e wZZ-"“‘ com as variaveis topologicas, x;;, garantindo que os arcos usados no caminho
estao na solucao e, finalmente, as restrigoes (4.23) e (4.24) definem as varidveis do

modelo.

Designamos por FCircuitoForter, o modelo que acabdmos de apresentar. Como
ja foi referido, F'CircuitoForte, ¢ um modelo exacto para o problema em estudo, o

que permite enunciar o seguinte resultado:

Resultado 4.2.1
Seja k € V' e sejam Circuitoyr, e CircuitoForter, os conjuntos das solugoes
admissiveis de F'Circuitoy; e de FCircuitoForteyy, respectivamente. Entao,

Projy.q (CircuitoFortegr,) C Circuitogr.



86 CAPITULO 4. F. COM V. DE FL. DESG. E DEP. TEMP. PARA O PRVC-PU

Substituindo a restri¢ao (2.4) de F' Esquema pelo sistema (4.17) - (4.24) escrito
para todo k € V', obtemos uma formulacao valida para o PRVC-PU. Seja Formulagao

Forte de Circuito (F ForteCircuito) essa formulacao:

F ForteCircuito : min{ Z cijri; 1 (2.2), (2.3), (4.17), (4.18), (4.19), (4.20), (4.21),
(1,5)€A
(4.22), (4.23), (4.24), (2.5)}

Observamos que os circuitos nao elementares admitidos pelo sistema (4.17) - (4.21)
sao eliminados do conjunto das solugoes de F'ForteCircuito pela accao conjunta das

restrigoes de ligacao, (4.22), e das restrigoes de afectacao (2.2) e (2.3).

A formulagao F ForteCircuito é uma formulagao compacta com O(Qn?) varidveis

e O(n?) restrigoes.

Com base no Resultado 4.2.1 e no facto das restrigdes (2.2), (2.3) e (2.5) serem
comuns as duas formulagoes, introduzimos o resultado que relaciona F'Clircuito e

FForteCircuito e o correspondente corolario:

Resultado 4.2.2

A formulacao F ForteCircuito domina a formulacao FClircuito.

Corolario 4.2.1
v(FForteCircuitor,) > v(FCircuitor,).

Na Seccao 4.5 apresentamos resultados computacionais que mostram que a relagao
de ">"deste resultado se verificou em sentido estrito em todos os casos estudados. Os
resultados mostram, também, que os limites inferiores obtidos, embora superiores
aos dos modelos de caminho, sao de fraca qualidade, quando comparados com os
produzidos resolvendo as relaxagoes em PL dos restantes modelos apresentados neste
trabalho.
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4.3 Comparagao entre as formulagoes de Caminho
e de Circuito

Nesta secgao comparamos teoricamente os modelos associados a cada uma das abor-

dagens descritas nas seccoes anteriores.

Comecamos por comparar F'Circuito com FCaminho. A forma como o primeiro
modelo foi construido torna evidente o proximo resultado, que apresentamos sem

prova:

Resultado 4.3.1

A formulacao FCircuito domina a formula¢cao FCaminho.

e permite-nos escrever o corolario:

Corolario 4.3.1
v(FClircuitor) > v(FCaminhor,).

Os resultados computacionais apresentados na Seccao 4.5 indicam que a relacao
de ">"deste resultado se verifica em sentido estrito. Esta circunstancia significa que,
usando este tipo de modelo, ha vantagem em seguir a abordagem ”circuito’em de-
trimento da abordagem “caminho”, o que nao era evidente nos modelos publicados

anteriormente.

De seguida mostramos que F'ForteCircuito domina F' ForteCaminho. Para tal,
comecamos por observar que, para cada k € V', as varidveis wlhk e w2hk de F'Circuito
e as varidveis vhk e vfk de FCaminho podem ser relacionadas através do seguinte

conjunto de igualdades:

opf = w2l (i,j) €A, i#1,j#k heH;j (4.25)
viE =) wilf h € Hgp (4.26)
2%

Dado que (4.25) e (4.26) ndo implicam relaces novas entre as varidveis w1l

e w2fjk, as relaxacoes em PL de FForteClircuito e de F'ForteCircuito aumentado



88 CAPITULO 4. F. COM V. DE FL. DESG. E DEP. TEMP. PARA O PRVC-PU

com (4.25) e (4.26) sao equivalentes. Esta observagido ¢ usada na demonstragao do
Resultado 4.3.2:

Resultado 4.3.2

A formulacao F ForteCircuito domina a formulacao F ForteCaminho.

Demonstragao:

Seja ClircuitoForter, o conjunto das solucoes admissiveis de F'ForteCircuitor, e

seja CaminhoForter, o conjunto das solugoes admissiveis de F' ForteCaminhory,.

Como usual, mostramos que Proj, ) (CircuitoForter) C CaminhoForter, para
provar o resultado. Para tal, demonstramos que o sistema de restrigoes (4.8)—(4.10)
e (4.12) de F'ForteCaminhoy, é implicado pela relaxacao em PL de F ForteCircuito
aumentada com (4.25) e (4.26) uma vez que (4.11) é, como ja foi observado, redun-
dante em F ForteCaminhoy, e as restrigoes de afectagao, (2.2) e (2.3), sdo comuns as

duas formulacoes.

Consideremos, entao, um determinado k € V' e mostremos como obter cada uma

das restricoes referidas.

1. Restrigoes (4.8): > oy =1.
hGH(fyk)

Considerem-se as restri¢oes (4.18) de F ForteCircuitor:

h+1,k
> wilf =) wiif (4.18)

iev iev’
definidas para j € V —{1,k} e h=1,...,Q — 1. Adicionando para todo o j e

todo o h as referidas igualdades e eliminando os termos simétricos, obtemos:

> oowlhh— Y Y wiff= (4.27)

h=1,...,.Q—1jeV' j#k h=2,...,Q jEV' j#k
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De seguida, consideramos a restrigao (4.17) da mesma formulagéo:
Y e ¥ % wifs ¥ oalier i
heH ;) jeV’ h=1,...,Q—1 jeV' j#k
adicionando-a a —(4.27) obtemos:
> Y= (125
h=1,..,Q jeV

Finalmente, obtemos a expressao desejada usando (4.26) em (4.28)

2. Restrigoes (4.9): v = > ot h=1,...,Q + 1.
S%

Recordemos as restri¢oes (4.19) de F ForteCircuitor:

S wilf =3 w2t h=1,...,Q (4.19)

eV i€V
substituindo, para cada h, (4.26) e (4.25) no primeiro e no segundo membro de
(4.19), respectivamente, obtemos a expressao desejada.
3. Restrigoes (4.10): Y vff = 3 vh+1 Fjev {1k, h=2...Q.
iev iev

Consideramos, agora, as restrigoes (4.20) de F'ForteCircuitoy:

> walh =N w2t i#£ Lk h=2,...,Q (4.20)

eV’ eV

Substituindo, para cada h e para cada j, (4.25) em (4.20) obtemos o resultado.
4. Restrigoes (4.12): > olf <y, (i,j) € A, j#k
Considerem-se as restrigoes (4.22) de FClircuitoy,
> (wilf +w2lf) < ay (4.22)
hGH(i’]’)

Usando em (4.22) as restri¢oes de nao negatividade das varidveis wl?j’“ podemos

escrever:
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> w2lf <y (4.29)
hGH(i,J-)

Substituindo, para cada (i,7) e para cada h, (4.25) em (4.29) obtemos a ex-

pressao desejada, concluindo assim a nossa demonstracao.

Corolario 4.3.2
v(F ForteCircuitor) > v(F ForteCaminhor).

Como temos vindo a referir, os limites inferiores associados aos dois tipos de
modelo sao fracos. Ainda assim, registamos que os limites inferiores associados a
FForteCircuito;, sao, para as instancias testadas, superiores aos restantes, o que
mostra existir vantagem em usar esta formulagao em detrimento das restantes. Na

préxima seccao mostramos como fortalece-la.

4.4 Formulacao de Circuitos Combinados

Nesta sec¢ao mostramos como obter uma formulagao que domina F ForteCircuito
através da adicao de um conjunto de desigualdades validas aquele modelo. As de-
sigualdades que aqui introduzimos sao baseadas em ideias bastante intuitivas que
surgem ao observar uma solu¢ao do PRVC-PU e o conjunto dos grafos expandidos

que lhe esta associado.

Assim, comecamos por notar que o modelo F'ForteCircuito inclui um conjunto
de |V| — 1 sub-problemas definidos para cada k € V’. Cada um desses sub-problemas
trata o problema do circuito que visita os vértices 1 e k com, no maximo, (Q+1 arcos
de forma independente, i.e. nao é especificada qualquer relacao entre circuitos as-
sociados a vértices distintos. No entanto, ao observar a representacao duma solugao
admissivel do PRVC-PU e do conjunto de grafos expandidos que lhe estd associado,

constatamos que os circuitos associados a vértices duma mesma rota partilham os
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mesmos arcos nas mesmas posicoes. Na Figura 4.3 apresentamos um exemplo que

ilustra essa situacao.

@
®
©)
©
@
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©)
©)
©)
@

HO OO0
CNCRCHCHS)

CNCHCNCRS
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Figura 4.3: Uma solucao do PRVC-PU paran = 7 e () = 3 e a correspondente
representacao num grafo expandido dos circuitos associados aos vértices 3, 4 e 5.

Com base nestas observacoes, podemos afirmar que se um determinado arco
(,7) € A estd na posigao h do circuito associado a um vértice k € V', entao (i, j) estd

na posicao h dos circuitos associados aos restantes vértices visitados por essa mesma
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rota. Naturalmente, uma tal rota visita ¢ e 7, pelo que podemos escrever a seguinte
propriedade:
Propriedade 4.1

Seja k € V' e seja (i,j) € A tal que (i,j) € usado na posicao h do circuito

1 —k—1. Entao, (i,7) € usado na posi¢cao h dos circuitos 1 —i—1 el —j—1.

Usando as variaveis wl?jk e w2zhjk definidas na secgao anterior podemos modelar a

Propriedade 4.1 como:

wlfF +w2lh < w1l (i,j))eAj£1, keV h=1,...,Q (4.30)
€
wilf + w2l < w2ly (i,j)eAi#1L, keV' h=2...Q+1 (4.31)

Designamos por Formulagao de Circuitos Combinados (FCircComb) o modelo

que se obtém adicionando (4.30) e (4.31) a F'ForteCircuito.

F CircComb : min{ Z CijTij (2.2), (2.3), (4.17), (4.18), (4.19), (4.20), (4.21),
(i,5)eA
(4.22), (4.30), (4.31), (4.23), (4.24), (2.5)}

O modo como F'CircComb foi construida permite escrever o resultado que enun-

ciamos de seguida e o correspondente corolario:

Resultado 4.4.1

A formulagao FCircComb domina a formulacao F ForteClircuito.

Corolario 4.4.1
v(FCircComby) > v(F ForteCircuitor,).

Os resultados computacionais apresentados na Seccao 4.5 mostram que os cortes
considerados sao muito fortes, verificando-se que os gaps lineares associados a nova
formulacao sao, em média, 20 vezes menores do que os associados a F'ForteCircuito.
Notamos, também, que apesar do aumento na complexidade da formulagao (temos,

agora, uma formulacio O(Qn?) nas varidveis e O(Qn?) nas restrigoes), os tempos
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computacionais associados sao cerca de 8 vezes menores.

4.4.1 Comparacao com a formulacao de Picard e Queyranne
Modificada

Nesta subseccao comparamos F'CircComb - que, como ja vimos, é o melhor dos mo-
delos associados a abordagem usada neste capitulo - com FPQM. Mostramos que

FCircComb domina FPQM.

Consideremos o seguinte conjunto de igualdades:

hj .. .
ZZ = wlijj (i,j) €A, j#Lh € H(m‘) (4.32)
(]
zgﬂ = ngH’i (1,1) e A (4.33)

As igualdades apresentadas relacionam as variaveis de F'PQM com as variaveis de
FCircComb sem que se introduzam novas relagoes entre estas ultimas. Por conse-
guinte, podemos adicionar (4.32) e (4.33) a FCircComb sem afectar o valor obtido

ao resolver a correspondente relaxacao em PL.

O resultado que enunciamos de seguida relaciona os dois modelos:

Resultado 4.4.2
A formulacao FCircComb domina a formula¢ao FPQM.

Demonstracao:

Seja CircComby, o conjunto das solugoes admissiveis de FCircComby e seja

PQMj, o conjunto das solugoes admissiveis de FFPQ M.
Provamos que Proj,..)(CircComby) € PQM,.

Para o efeito, mostramos que o sistema de restrigdes (3.1) — (3.3) de FPQM, é

implicado pela relaxagdo em PL de F'CircComb aumentada com (4.32) e (4.33), uma
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vez que as restri¢oes de afectagao, (2.2) e (2.3), sdo comuns as duas formulagoes.
Mostremos, entao, como obter cada uma das referidas restrigoes:
1. Restrigoes (3.1): > z{‘j =S eV ih=1,...,Q 1.

J
eV eV’

Recordemos as restrigoes (4.30) e (4.31) de FCircuitosCombinadosy,:

wlff + w2l < wiff (.)€ Aj# 1 keV ehe Hy (4.30)

(§

wli + w2 < w2y (hj)eAi#1 keV ehe Hyp (4.31)
e consideremos os subconjuntos das referidas restricoes associadosa h = 2, ..., Q),

escritos para k =i e para k = j, respectivamente:

w2l < wl?jj (i,j) € Ayi#Lh=2,...,Q (4.34)
€
w1t < w2ld (i,j)) €A j#Lh=2,...,Q. (4.35)

Conjugando (4.34) e (4.35) obtemos:

hj _  ohi . o o
wly = w2 (1,5) € Aji,j #Lh=2,...,Q. (4.36)

Recordemos, agora, as restri¢oes (4.19) de FCircComby:

> wilf =3 w2t keVih=1,..,Q. (4.19)
eV eV

Substituindo, para h = 1,...,Q — 1, (4.36) no segundo membro de (4.19),

obtemos (recorde-se que para cada k € V' as varidveis w2i¥ s6 estao definidas

se h=0Q +1):
> wilf =3 wiptt keVih=1,...,0 1. (4.37)
eV eV’

Finalmente, usando (4.32) em (4.37) obtemos a expressao desejada.
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2. Restrigoes (3.2): g‘; zg = zJinH, jeVv.
Consideremos, de novo, as restri¢oes (4.19) de FCircComby:

S wilf =3 wo keVih=1,...,Q. (4.19)
eV eV
Escrevendo (4.19) para h = @, tendo em conta que wQEfl’k sO esta definida

para i = 1 e substituindo (4.32) e (4.33) no primeiro e no segundo membro da
igualdade, respectivamente, obtemos a expressao desejada.
3. Restrigoes (3.3): >, 2zl =y, (i,7) € A.
hEH(iJ)
Dividimos a demonstracao do ponto 3 em duas partes: em 3.1. considera-

mos os arcos (i, 7) € A tais que j # 1 e em 3.2. consideramos os arcos (i,1) € A.

3.1. Restrigoes (3.3.1) > 2l =, (i,j) € A,j # 1.

J
hEH(i’j)

Recordamos que na demonstracao do Resultado 4.3.2 verificAmos que as igual-
dades:

>N wil =1 jev. (4.28)

1% hEH(iyj)

sao implicadas pela relaxacao em PL de F' ForteCircuito. Pelo Resultado 4.4.1
podemos concluir que o mesmo conjunto de restrigoes também ¢é implicado pela

relaxacao em PL de FCircComb.

Consideremos, agora, as restrigoes de afectacao (2.2):

Zl’ij =1 J e %48 (2.2)
icV

e o sub-conjunto das restrigoes de ligagao de F'CircComby, associadas aos arcos

(i,7) € Acom j#1leak=j:
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> will <y (i,§) € A,j # 1. (4.22)
hEH(i’j)

conjugando, para cada j € V', (4.28) com (2.2) e com (4.22) obtemos, entao:

Z wlfjf =z (i,j) € A, j # 1. (4.38)
hEH(i’ﬂ

Finalmente, usando (4.32) em (4.38) obtemos a expressao desejada.
3.2. Restricdes (3.3.2): 29" = 2,1, (1,1) € A.

De modo anélogo, comecamos notar que fixando um dado vértice j € V' e adici-
onando paratodooh =1,...,Q+1 as restrigoes (4.17) — (4.19) de F'CircComby,

obtemos a restrigao simétrica de (4.28):

>N w2l =1 jev. (4.39)

i€V heH(; ;)

Seguindo o procedimento anterior, conjugando (4.39) com as restrigoes de afec-
tacao (2.3):

D xji=1 jev. (2.3)
eV

e com o sub-conjunto das restri¢oes de ligacao de F'CircComby, associadas aos

arcos (i,j) € Acomi#1leak=q:

> w2l <ay (i,§) € A,i # 1. (4.22)
hEH(iJ)

obtemos:
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> w2l =y (i,§) € A,i # 1. (4.40)
heH i j)

No caso particular em que j = 1, temos H;1) = {Q + 1}, pelo que (4.40) pode

ser escrita como:

w2l = gy (i,1) € A. (4.41)

Finalmente, usando (4.33) em (4.41) obtemos a expressao desejada e concluimos

a demonstracgao.
[

Como veremos na Seccao 4.5, os gaps lineares associados a F'CircComb sao, em
média, consideravelmente menores dos que os associados a F'PQ M, muito embora
essa reducao seja conseguida a expensas de um aumento muito significativo do esforgo
computacional. Na proxima sec¢ao apresentamos um conjunto de desigualdades defi-
nidas no espaco das variaveis de F'PQ M implicadas por F'CircComby,. Este conjunto
de restrigoes, se adicionado a F'PQM , melhora de forma expressiva a qualidade média
dos gaps lineares que lhe estao associados, sem que haja um aumento tao acentuado

nos tempos registados.

4.4.1.1 Desigualdades implicadas no espaco das variaveis com dependén-
cias temporais pela relaxacao em PL da Formulacao de Circuitos
Combinados

Seguindo a linha indicada na Subseccao 3.2.1 estudamos, agora, algumas desigual-

dades implicadas pela relaxacao em PL de F'CircComb no espaco das variaveis de

FPQM que, como vimos, é dominada pelo primeiro modelo. Resultados computaci-

onais a apresentar na Secc¢ao 4.5 mostram que a adi¢ao de sub-conjuntos das referidas

desigualdades a FFPQM resulta numa diminuicao muito significativa do gap linear

associado.
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Considere-se, entao, k € V'’ e recorde-se o conjunto das restrigdes (4.18) de

FCircComb, que lhe estao associadas:

> wlif = wip™ JEV. i#kh=1,...Q-1  (418)
i€V eV’

Tome-se um determinado j. Devido as restri¢oes de nao-negatividade das variaveis

wlhk

ii » podemos escrever:

wlfEE < w1k h=1,....,0—1 (4.42)
i€V

Recordem-se, agora, as restrigdes (4.30) de F'CircComb:
hk hk hj . . :
wlz + w2 <wly keV', (i,j)eA i#k j#1,he H,j (4.30)

Donde se obtém:
wlff < wl (i) €A, j#1, ke V' he Hy (4.43)

Adicionando, no indice i, parai € V —{k}, o sub-conjunto das desigualdades (4.43)
associadas a cada combinagao possivel dos indices j, k e h, obtemos (recorde-se que

as variaveis wl%"“‘ nao estao definidas para i = k):

dowilh < > wll jokeV' heHg (4.44)
eV 1€V —{k}

Conjugando as desigualdades (4.42) e (4.44), podemos escrever:

h+1,k hj
wif < Y wY h=1,...,Q (4.45)
i€V —{k}

Finalmente, usando (4.32) na expressao anterior, chegamos a:

At < M2 j#£1, h=1,...,Q—1 (4.46)
ieV—{k}
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As desigualdades que acabamos de obter garantem que se um arco (7, k) estd numa
dada posigao, entao, em j incide um arco que esta na posi¢ao anterior e que nao pro-
vém de k. Desta forma, as restrigoes (4.46) impedem, para cada k € V', a presenga

de sub-circuitos de comprimento 2 na solucao do sub-problema associado as variaveis
h
zi; em F'PQM.

Refira-se que este conjunto de igualdades era ja conhecido da literatura, sendo
usadas, com bons resultados, como desigualdades de corte sobre a formulagao de Pi-
card e Queyranne em trabalhos varios realizados quer no ambito do PCV quer no
ambito doutros problemas relacionados (a esse proposito veja-se, por exemplo, Costa
et al. (2009) ou Abeledo et al. (2010)).

O procedimento usado para obter (4.46) mostra que este conjunto de desigualda-
des esta na projeccao no espaco das variaveis z{lj do conjunto das solugoes admissiveis
de FCircComby. O mesmo tipo de procedimento pode ser usado para obter uma
generalizacao das desigualdades (4.46) permitindo escrever o resultado que apresen-

tamos de seguida e que demonstramos no Apéndice B.

Resultado 4.4.3
Seja k € V'. As desigualdades:

Z Z Z ZZ >1 SPCV' comkeSP parah=1,...,Q ¢ Sy ={1} (4.47)
h:l,...,QiQSZ*l jES;’;

sao implicadas pela relaxacao em Programacgao Linear de F'CircComb.

Facilmente se verifica que para cada {k,j} C V' e para cada h =1,...,Q, as de-
sigualdades (4.46) sdo as desigualdades (4.47) escritas para Sp = {k,j} e S? = {k},

sep#h,p=1,...,0Q.

O conjunto de desigualdades que acabamos de introduzir garante a existéncia de

h

um caminho 1 - & definido nas varidveis z;;. Observando a Figura 4.4 entendemos
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melhor esta afirmacao: qualquer caminho 1°—1¢ que inclua, pelo menos, um dos arcos
representados visita, necessariamente, k. Na figura representamos uma instancia do
PRVC-PU com n =5 e Q = 4 e consideramos S} = {k}, S? = {k,j}, S} = {k,j} e
Sy = {k}

Si={k} So={k,j} Ss={k,j} Si={k}

Figura 4.4: Representacio esquemadtica da actuagdo da desigualdade (4.47) para o
caso em que n =5 e Q = 4. Indicamos os arcos (i,j) € A tais que i ¢ S" 1 e j € St
para h=1,...,Q.

E interessante comparar, para cada k € V', a desigualdade (4.47) com a igualdade:

Z Yooz =1 (4.48)

que obtemos a partir das restrigdes (3.3) e (2.2) de FPQM. Ambas as restrigoes
garantem que o vértice k é visitado mas, exceptuando o caso em que S = {k}, para
h =1,...,Q, ndo ha relagdo de dominancia entre (4.47) e (4.48). Entdo, podemos
fortalecer FPQM adicionando-lhe as restrigoes (4.47). Estas desigualdades sao, no

entanto, em nimero exponencial. Assim, consideramos o modelo FPQM aumentado
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com um sub-conjunto das desigualdades (4.47) que Abeledo et al. (2010) mostram
definir facetas do poliedro associado ao envolvente convexo do conjunto dos vectores
de incidéncia das solucoes do PCVDT no espaco das variaveis ZZ

Adicionando (4.46) ao modelo F'PQM obtemos uma versao fortalecida do mesmo,
que denotamos por FPQM™. Na Seccao 4.5 apresentamos resultados computacionais
que mostram a reducao no valor do gap linear médio associado a F'PQ M conseguida
através da adicao das desigualdades (4.46) ao modelo. Estes resultados revelam que
as referidas restrigoes tém um peso muito significativo na diferenga entre os modelos

FPQM e FForteCircuito. A proxima subseccao é dedicada a esta formulagao.
4.4.1.2 Formulacao de Picard e Queyranne Modificada 11

Seja Formulagao de Picard e Queyranne Modificada IT (FPQM™) a formulacao que
se obtém adicionando (4.46) a FPQM:

F PQM" : min{ Y cijmij : (2.2), (2.3), (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (4.46), (2.5)}
1,JEV

FPQM e FPQM™ diferem unicamente pela presenca de um conjunto extra de
desigualdades validas em FPQM™, pelo que podemos enunciar o resultado seguinte
e o correspondente corolario:

Resultado 4.4.4

A formulagioF PQM™ domina a formulacao FPQM.
Corolario 4.4.2

o(FPQM) > o(FPQMy).

Os resultados computacionais a apresentar na Seccao 4.5 mostram o impacto da
adigao de (4.46) a FPQM. As redugoes no valores dos gaps lineares associados aquela
formulagao sao significativos evidenciando, mais uma vez, o que se afirmou no Capi-
tulo 1 acerca da utilidade do uso de técnicas de projeccao no estudo e idealizagao de
modelos em PLI para este e outros problemas: através deste conjunto de técnicas

fortalecemos uma formulacao, mantendo a sua complexidade.
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4.4.2 Comparacgao com outras formulagoes

Nesta subsecgao comparamos o modelo F'CircComb com FF Desagregado e com
FCorte.

Consideremos a solucao admissivel de F'PQ) M|, que representamos na Figura 3.5 e
que usamos na demonstracao dos Resultados 3.3.1 e 3.3.2. Observando que a mesma
solucdo é admissivel para a relaxacdo em PL de F'CircComb (na Tabela 4.1 indica-
mos os valores das varidveis wl?j’C e wQ?f que lhe estao associados) e tendo em conta o
Resultado 4.4.2, concluimos que nao existe relacao de dominancia entre FCircComb

e FFDesagregado nem entre F'CircComb e FCorte.

Tabela 4.1: Valores das variaveis wllhjk e wQ?f associadas a solucao representada na

Fig. 3.5

1/3

2/3

1/3

2/3

1/3
1/3

1/3

1/3

1/3
1/3

hk
w2ij

2/3 2/3
1/3 1/3

2/3 2/3
1/3 1/3
(7,1)

1/3

1/3

1/3
2/3

Os valores nao apresentados sdo nulos.
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Posto isto, podemos, entao, escrever os resultados que se enunciam de seguida:

Resultado 4.4.5

Nao hd relacao de dominancia entre as formulagoes FCircComb e FF Desagregado.

(S

Resultado 4.4.6

Nao hd relacdo de dominancia entre as formulacoes FCircComb e FCorte.

A terminar, observamos que apesar dos resultados computacionais apresentados na
Seccao 4.5 indicarem que F'CircComby, produz, em média, melhores gaps lineares do
que F'F'Desagregado, o Resultado 4.4.5 justifica o interesse do estudo que apresenta-
mos no proximo capitulo. Observamos, também, que pelo Resultado 4.4.6 concluimos
que as desigualdades 2.6 nao estao incluidas na projeccao no espago das varidveis z;;
de F'CircComby. No entanto, os limites inferiores obtidos com F'CircComby, e com a
versao restrita do algoritmo de branch and cut de Lysgaard et al. (2004) indicam que
FCircComby, produz, em média, limites inferiores de melhor (ou igual) qualidade. A
excepcao verifica-se em instancias de pequena dimensao, associadas pequenos valores

de @), conforme veremos na Seccao 4.5.

4.5 Resultados computacionais

Nesta seccao apresentamos uma comparacao computacional entre as formulagoes in-
troduzidas neste capitulo e os modelos FF Agregado™, FF Desagregado e FPQM.
Para tal, usamos as quatro familias de instancias, duas euclidianas (TC e TE) e duas
aleatérias (TRS e TRA), descritas no Capitulo 2.

Mais uma vez, usdmos estas familias de instancias para n = 20 e n = 40 e com
@ =3 e @ =5 e consideramos 5 testes para cada combinacao possivel. Na Tabela 4.5
apresentamos os valores médios dos gaps associados as relaxagoes lineares dos mode-

los estudados bem como o tempo de CPU, em segundos, consumido na determinacao
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da correspondente solucao éptima.

Tal como no capitulo anterior, todos os resultados computacionais referentes aos
valores das relaxagoes em PL dos varios modelos apresentados neste trabalho foram
obtidos usando o algoritmo Barrier do CPLEX 11.2, num computador pessoal com
um processador INTEL Core2Duo a 1,33GHz com 8Gb de RAM.

Apresentamos, também, na Tabela 4.5 uma comparacao entre os resultados obti-
dos com os novos modelos e os resultados das duas versoes do algoritmo de Lysgaard

et al. (2004) ja referenciadas.

Da anélise das duas tabelas destacamos o seguinte:

e Os gaps lineares associados as formulagoes F'C'aminho e FCircuito indicam de
forma clara que aqueles modelos produzem limites inferiores de mé qualidade,
independentemente do tipo de instancia considerada. Nao obstante, refira-se
que os limites inferiores associados a F'C'ircuito sao de melhor qualidade do que
os associados a F'C'aminho, indicando que, ao contrario do que sucede para o
PCV, existe uma diferenca nos modelos de fluxo desagregado associados a cada

uma daquelas abordagens;

e Comparando os gaps lineares associados as formulagoes F ForteCaminho e
FCaminho e as formulagoes F'ForteCircuito e F'Circuito verificamos uma van-
tagem significativa no uso de modelos de fluxo com dependéncias temporais face
aos modelos de fluxo desagregado. Observamos, também, que, em média, os li-
mites inferiores associados a F ForteClircuito sao substancialmente melhores
do que os valores correspondentes obtidos através de F' ForteCaminho. Assim,
apesar dos valores registados serem muito inferiores aos valores obtidos com as
formulagoes da literatura e com FPQM, estes resultados merecem algum des-
taque por constituirem um indicador das diferencas associadas a cada uma das

abordagens e a cada um dos tipos de modelo;
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e A comparacao de F ForteCircuito com FCircComb indica uma reducao média
relativa nos valores dos correspondentes gaps lineares de mais de 90%. Veri-
ficamos, também, que a resolugao de F'CircComby requer menores tempos de

CPU do que FClircuitoForte, apesar da maior complexidade computacional;

e Por seu turno, a comparacao de FPQM com FCircComb mostra uma redu-
¢ao média relativa nos valores dos correspondentes gaps lineares de aproxima-
damente 50%. Essa reducao distribuiu-se de forma muito diferenciada pelos
varios tipos de instancias, tendo uma expressao reduzida nas instancias alea-
térias assimétricas e muito significativa nas instancias simétricas (euclidianas e
aleatdrias). Quanto ao esfor¢co computacional, verificamos que a resolucao de
FCircComby, requer maiores tempos de CPU e que essa diferenca se acentua

com o aumento da dimensao da instancia;

e A comparacao de FPQM™ com FCircComb mostra que se consegue uma apro-
ximacgao muito significativa entre os resultados obtidos com os modelos F'PQM
e FCircComb adicionando as desigualdades (4.46) ao primeiro. Para @ = 3
obtemos o mesmo gap linear em todas as instancias simétricas e para ) = 5

temos uma reducao média de 60%.

Em suma, os resultados destacam os modelos FPQM™ e FCircComb como os
mais competitivos dentro dos modelos introduzidos neste capitulo e indicam, também,
haver uma vantagem clara na utilizacao daqueles modelos em detrimento dos modelos
compactos propostos na literatura. Comparando FPQM™ com FCircComb verifi-
camos existirem diferencas consideraveis nos tempos de CPU associados a resolugao
das relaxacoes em PL de cada um dos modelos. Desta forma, o modelo FPQM™

afigura-se particularmente atractivo no caso das instancias de maior dimensao.

Por outro lado, a Tabela 4.5 permite comparar os gaps lineares associados aos
nossos modelos com os resultados obtidos através das duas versoes do algoritmo de
Lysgaard et al. (2004) ja mencionadas. Os resultados mostram que a versao restrita
do referido algoritmo originou limites inferiores melhores que os produzidos através de

FPQM; e FCircComby, apenas nas instancias de menor dimensdo e que os limites
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inferiores obtidos através da versao completa sao, em média, os de melhor qualidade

(registamos apenas um caso (n = 40 e Q = 5) em que o limite inferior produzido

resolvendo F'CircComby, é de melhor qualidade).

Tabela 4.2: Resultados computacionais obtidos através das formulacoes compactas
apresentadas Capitulo 4 e comparagao com uma seleccao de alguns dos modelos in-

troduzidos nos capitulos 2 e 3.

FFAgreg.+ FFDesg. FPQM FCam. FFCam. FCir. FFCir. FCircComb FPQM+.

TC_20 4,49 3,82 4,49 35,75 31,65 21,71 19,17 2,19 2,19
(0,01)  (0,52)  (0,00)  (1,08) (4,10) (1,83) (6,31) (0,85) (0,62)

TE_20 3,67 3,50 3,67 59,08 55,94 34,89 32,88 2,31 2,31
0=3 (0,01) (0,57) (0,00) (1,23) (4,35) (2,01) (6,69) (0,89) (0,65)

TRS_20 4,57 4,57 4,57 57,60 54,35 34,06 28,52 2,01 2,01
(0,01) (0,57) (0,00) (1,18) (4,33) (2,00) (6,66) (0,86) (0,63)

TRA_20 5,32 5,08 2,89 48,90 44,99 19,81 13,86 2,85 2,89
(0,01) (0,56) (0,00) (0,39) (4,25) (1,94) (6,55) (0,86) (0,63)

TC 40 3,22 2,85 3,22 50,20 16,63 28,65 26,52 1,00 1,00
(0,04) (20,08) (0,02) (8,03) (146,58) (41,64) (252,73) (32,02) (20,82)

TE_40 2,96 1,92 2,96 64,91 63,78 44,66 41,88 0,65 0,65
(0,04)  (21,14)  (0,02)  (8,46)  (151,17)  (42,29)  (260,63) (31,02) (20,16)

TRS_40 2,46 2,46 2,46 63,33 61,45 38,59 37,24 1,25 1,32
(0,05) (21,46) (0,02) (8,59) (131,79) (42,93) (227,22) (32,63) (21,21)

TRA_40 5,80 5,63 2,88 54,41 53,36 25,58 24,05 2,60 2,88
(0,06) (20,09) (0,02) (8,04) (140,49) (40,18) (242,22) (33,66) (21,88)

TC_20 8,17 5,06 7,06 23,76 20,99 19,50 16,60 1,70 3,09
(0,02)  (0,56) (0,000 (0,22)  (31,65) (1,11) (48,70) (3,17) (2,31)

TE_20 5,61 4,30 3,72 47,75 46,05 32,64 30,46 0,39 0,82
0=5 (0,01) (0,68) (0,00) (0,27) (31,97) (1,36) (49,18) (3,15) (2,30)

TRS_20 7,37 6,09 5,23 48,68 46,76 33,12 30,62 0,64 0,98
(0,02) (0,57) (0,00) (0,23) (28,54) (1,14) (43,91) (2,92) (2,13)

TRA_20 8,79 8,55 3,48 43,05 40,93 25,79 23,01 2,87 3,09
(0,01) (0,54) (0,00) (0,22) (31,45) (1,08) (48,38) (2,87) (2,10)

TC 40 6,87 5,31 1,94 38.87 35,36 29.75 25,74 1,75 1,95
(0,05) (19,70) (0,04) (7,88)  (1526,13) (102,46) (2631,26) (128,22) (83,35)

TE_40 5,40 4,67 2,88 57,52 54,78 46,45 43,02 0,85 1,10
(0,05) (24,58) (0,05) (9,83)  (1662,54) (127,84) (2866,44) (141,86) (92,21)

TRS_40 5,79 4,83 4,16 58,06 54,51 47,49 43,58 0,68 0,90
(0,06) (19,95) (0,05) (7,98)  (1415,09) (103,73) (2439,81) (137,89) (89,63)

TRA_40 7,08 6,59 2,52 49,42 45,14 37,27 31,96 2,03 2,46
(0,06)  (19,32)  (0,04)  (7,73)  (1389,14) (100,46) (2395,07)  (148,14) (96,29)

4.6 Conclusoes e notas finais

Neste capitulo exploramos uma abordagem na construcao de modelos para o PRVC-

PU onde recorremos a utilizagao de variaveis de fluxo desagregado com e sem depen-

déncias temporais para modelar as restricoes ao comprimento da rota. A existéncia

de dependéncias temporais permite, como ja foi referido, garantir as restrigbes ao
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Tabela 4.3: Resultados computacionais relativos as versoes restrita e completa do
algoritmo de Lysgaard et al. (2004) e comparacao com os resultados obtidos através
de uma seleccao das formulagoes compactas apresentadas neste trabalho.

Instancia FFAgreg.+ FFDesg. FPQM FPQM+ FCircComb Lysgaard I Lysgaard II
TC_20_1.3 3,33 2,87 3,33 0,90 0,90 0,57 0,00
TE_20-1.3 3,25 3,23 3,25 1,63 1,63 0,71 0,00
TC_20_1.5 7,43 3,94 5,84 2,77 1,92 0,00 0,00
TE_20_1.5 6,33 4,58 4,51 1,66 0,06 0,00 0,00
TC_40-1.3 2,38 2,21 2,38 0,71 0,71 1,79 0,00
TE_40-1.3 5,96 1,48 5,96 0,33 0,33 3,60 0,12
TC_40_1.5 8,01 6,04 5,66 2,47 2,15 1,42 0,26
TE_40_1.5 4,83 4,71 1,51 0,28 0,16 3,22 0,84

comprimento da rota de forma implicita. Por outro lado, a utilizacao de modelos de
fluxo desagregado permite associar um circuito a cada vértice e garantir, assim, a

aplicacao de um dado conjunto de restri¢oes a cada k € V.

Desta abordagem resultaram 5 novos modelos para o problema. Os modelos in-
troduzidos foram comparados entre si e com as formulacoes da literatura, tedrica e

computacionalmente. A Figura 4.5 sintetiza as relagoes de dominancia demonstradas.

Os resultados computacionais apresentados na Seccao 4.5 permitiram ter uma me-
dida das distancias entre as vdrias formulacoes e identificar FPQM™ e FCircComb

como os modelos mais competitivos, em termos da producao de limites inferiores.

Registamos, ainda, que apesar de termos estudado um numero de modelos que
produzem, em média, gaps lineares substancialmente inferiores aos produzidos pelo

modelo F'F'Desagregado, nao conseguimos idealizar um modelo que o domine.

A finalizar, referimos que grande parte dos temas abordados neste capitulo estao
publicados em Godinho et al. (2008) e Godinho et al. (2011a).
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FForteCircuito
""""""""""""""""""""""""""""" 1 FFDesagregado
A
m A
FPQM"
A
FForteCircuito FPQM
A
FForteCaminho f
4 FCircuito FFAgregado™"
A 4
FCaminho FFAgregado”

Legenda:
— Relagio de dominéancia

fffff Relagdo de ndo dominancia

Figura 4.5: Representacao esquematica das relagoes de dominancia demonstradas nos
capitulos 2, 3 e 4



Capitulo 5

Formulagoes em PLI envolvendo

restrlgoes de circuito e de
capacidade para o PRVC-PU

Neste capitulo introduzimos um terceiro e ultimo conjunto de formulagoes em PLI
para o PRVC-PU. Fundamentamos a abordagem usada na construgao dos novos mo-
delos com base no que observamos acerca de F'F Desagregado e de FCircComb na
ultima seccao. Com efeito, apesar dos testes computacionais indicarem um decrés-
cimo no valor médio dos gaps lineares associados de 3,97% para 1,37%, no caso das
instancias euclideanas, e de 5,47% para 1,86%, no caso das instancias aleatdrias, o
Resultado 4.4.5, mostra que existe nao existe relacao de dominancia entre as duas
formulagoes. Entao, hé informacao em F'F Desagregado que pode ser usada para
fortalecer F'CircComb. Nas proximas seccoes analisamos as diferencas entre os dois
modelos e indicamos como incorporar essa informacao em FCircComb para obter
duas novas formulacoes que dominam os restantes modelos compactos apresentados

neste trabalho.

5.1 Restricoes de Capacidade e de Roteamento

Comecamos, entao, por analisar os modelos F'F'Desagregado e F'CircComb quanto a
abordagem usada para modelar as restri¢oes de cardinalidade das rotas de F'Esquema,

restrigoes (2.4):
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Em FF Desagregado as restrigoes (2.4) sao asseguradas limitando o valor do fluxo
que atravessa um arco com origem no deposito a ). Tendo em conta que é enviada
uma unidade de fluxo do depdsito para cada um dos restantes vértices em V', garan-
timos, assim, que aqueles se distribuem por componentes com origem no depdsito e

com, no maximo, () vértices.

No caso de F'CircComb garantimos que as restrigdes (2.4) sdo observadas ao impor
que cada vértice em V' estd incluido num circuito com origem no depdsito e compri-
mento nao superior a Q+1. Consequentemente, um tal circuito visita, no maximo, ()

vértices, para além do depésito.

Cada uma destas abordagens traduz uma forma diferente de “olhar’o PRVC-PU:
enquanto que o primeiro modelo se baseia numa estrutura que associamos a problemas
com restricoes de capacidade, a segunda baseia-se numa estrutura que associamos a
problemas de roteamento. Conjugando estas observacoes com o Resultado 4.4.5 pa-
rece evidente que escrevendo um modelo que retina as duas abordagens conseguiremos

obter ganhos face aos modelos associados a cada uma delas tomada individualmente.

Assim, na préxima secgao introduzimos uma formulagao que usa as restrigoes de
capacidade como cortes sobre FCircComb (que, como ji vimos é o mais forte dos
modelos associados & segunda abordagem) e mostramos que o novo modelo domina
todas as formulagdes compactas propostas e/ou analisadas neste trabalho. Letchford
e Salazar-Gonzalez (2006) sugerem um modelo que usa uma abordagem semelhante a
que aqui descrevemos, escrito usando as variaveis de fluxo desagregado. No entanto,
os autores nao mencionam resultados (tedricos ou computacionais) que permitam ava-

liar a formulacao.

5.2 Formulacao de Circuito e Capacidade

Como referimos, esta seccao é dedicada ao desenvolvimento de uma formulacao que

combina os modelos F'CircComb e FF Desagregado.
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Comecemos, entao, por escrever um conjunto de igualdades que relaciona as va-
ridaveis das duas formulagoes:

yy= Y wilf (i,bj)eA j# 1L, keV’ (5.1)
hEH(i’j)

Estas igualdades indicam que um determinado arco (i, j) € A é usado para trans-
portar fluxo para um vértice k € V' se e s6 se é usado nalguma posicao do caminho
1-k.

Usando (5.1) nas restrigdes de capacidade de F'F' Desagregado, restrigoes (2.20) e
(2.21):

Z yl; < Quyj (LjeA (2.20)
keVv’
> k< 1)y (.)€ A i, j#1 (2:21)
keV'’

chegamos a:

) wilf < Quy, (1,j) e A (5.2)

keV' heH(, ;)

> wilf <(Q - Dy, (i,j) e A i, j#1 (5.3)

keV’' heH; j

Desta forma, obtivemos um conjunto de desigualdades que modelam as restricoes
de capacidade de FF Desagregado usando as variaveis de F'CircComb, o que vai
permitir incluir aquelas restri¢coes em F'CircComb e cumprir o proposito descrito na

seccao anterior.

Designamos, entao, por Formulagao de Circuito e Capacidade (FCircCap) o mo-
delo que se obtém adicionando (5.2) e (5.3) a FCircComb:
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F CircCap : min{ Z CijTij ° (2.2), (2.3), (4.17), (4.18), (4.19), (4.20), (4.21),
(3,5)€A
(4.22), (4.30), (4.31), (5.2), (5.3), (4.23), (4.24), (2.5)}

Mostramos de seguida que F'CircCap domina FCircComb e FF Desagregado.
Conjugando esses dois resultados com o facto das formulacoes F'F Desagregado e
FCircComb serem as tnicas formulagoes nao dominadas dentro das formulagoes com-
pactas estudadas até ao momento, concluimos, finalmente, que FCircCap domina

todas as formulacOes compactas ja apresentadas.

A forma como FCircCap foi obtida permite escrever o Resultado 5.2.1 e o corres-

pondente corolério:

Resultado 5.2.1

A formulacao FCircCap domina a formulacao FCircComb.

Corolario 5.2.1
v(FCircCapyr) > v(FCircComby).

Comparamos, agora, F'CircCap com FF Desagregado. Para tal, observamos que
as igualdades (5.1) ndo implicam relagdes entre as varidveis wl?jk, pelo que a sua adi-
¢ao a F'CircCap nao afecta o valor obtido ao resolver a correspondente relaxagao em
PL.

Resultado 5.2.2
A formulacao FCircCap domina a formula¢ao F'F Desagregado.

Demonstracao:

Seja CircCapy, o conjunto das solucoes admissiveis de F'CircCapy, e seja F' Desagregadoy,

o conjunto das solugoes admissiveis de F'F'Desagregadory,.
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Seguindo o procedimento habitual, demonstramos o resultado mostrando que

Proj.,(CircCapr) C FDesagregador,.

Para o efeito, provamos que os sistemas de restrigoes (2.17) — (2.18) e (2.20) —
(2.22)de FF Desagregadoy, sao implicados pela relaxagao em PL de FCircCap au-
mentada com (5.1), uma vez que, como ji foi observado, (2.19) é redundante na
relaxagao em PL de F'F Desagregado e que as restrigoes de afectagao, (2.2) e (2.3),

sao comuns as duas formulagoes.

Nos pontos 1 a 4 concretizamos a nossa prova, mostrando como obter cada uma

das referidas restricoes combinando, de forma adequada, subconjuntos de restri¢oes

de FCircCapy:

1. Restrigoes (2.17): > yl; =1, ke V"
JjeVv

Recordamos as restrigoes (4.17) de FCircCapy:

S wiff =1 keV (4.17)

hEH(l’j) jev

Usando, para cada k € V', (5.1) em (4.17) obtemos a expressao desejada.

2. Restrigoes (2.18): >yl — > yhi =0, j keV' j#k.
iev iev

Consideremos, agora, as restrigoes (4.18) de FCircCapy:

> will =3l GkeV' j#k h=1,...,Q—1 (4.18)
2% eV

Para cada par j, k € V' tais que j # k adicionamos as restri¢oes (4.18) que lhe

estao associadas, no indice h, para h=1,...,Q — 1 de onde obtemos:

> 2wlif= 3 > wif (5.4)

h=1,...Q—14€V h=2,..,Q i€V
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que, tendo em conta as defini¢oes das variaveis wl?jC e dos conjuntos H(; j), pode

ser reescrita como:

Do D wilf= Y0 Y wif (5.5)

hEH(iyj) i€V heH(m) i€V

Finalmente, substituindo (5.1) em (5.5), obtemos a expressao desejada.

Restrigoes (2.20) e (2.21):

>yt < Quyy (1,5) € A (2.20)
keV
keV

Consideremos as restrigoes (5.2) de FCircCapy:
) wiif < Quy, (5.2)
keV' heH ;)

usando (5.1) em (5.2), obtemos a expressao desejada.

Por seu turno, (2.21) é obtida a partir de (5.3) aplicando o mesmo procedimento.

Restrigoes (2.22): yi < wi; (i,5) € A, j #L ke V'

Consideremos as restricoes de ligacao de F'CircCapy:

> (i +w2lf) <ay (i,j) € A keV’ (4.22)
hEH(i’j)
Usando as restrigoes de nao negatividade das variaveis wQ?jk em (4.22) e usando
(5.1) na expressao resultante obtemos as restrigdes (2.22) e concluimos a nossa

prova.
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Corolario 5.2.2
v(FCircCapyr) > v(FF Desagregadoy,).

Na Seccao 5.5 veremos que os ganhos de F'CircCapy face a F'F Desagregadoy,
sao notodrios, o que ja seria de esperar se recordarmos o Resultado 5.4.1 e o que foi
observado quando comparamos F'F'Desagregador, com FCircComby,. Por outro lado,
os ganhos de F'CircCapy, face a FCircComby, registaram-se apenas para Q = 5 e tém

pouco significado, sendo obtidos a custa de um muito maior esforco computacional.

5.3 Formulacao Forte de Circuito e Capacidade

Nesta seccao mostramos que F'CircCap pode ser fortalecida considerando um con-
junto de igualdades obtidas por desagregagao, no indice h, das desigualdades (5.2) e

(5.3). Vejamos, entao, como obter um tal conjunto.

Comecamos por recordar que na Subseccao 4.4.1 mostramos que as igualdades
(4.40):

S wll =y (i,7) €A, i,j #1 (4.40)
heH i)

sao implicadas pela relaxacao em PL de FCircComb. Entao, pelo Resultado 5.2.1,
sabemos que o modelo aumentado obtido adicionando aquelas igualdades a F'CircCap
é-lhe equivalente. No que se segue, consideramos o modelo aumentado para o qual

mantemos, por razoes de simplicidade, a mesma designacao.

Considere-se, agora, um arco (1,7) € A e o subconjunto das desigualdades (5.2)

de FCircCap que lhe estd associado:
> 2 wlif<Quy
keV’! hEH(Lﬂ

usando (4.40) na desigualdade que acabamos de apresentar obtemos:

SO wittze Y wil

keV! hEH(l’j) hEH(Lj)
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Por sua vez, observando que se (1, j) estd na posi¢ao h de alguma rota entao esté

na posicao h do caminho 1 - j, temos:

hk hj
> wlif < Qulyj
keV’

O valor de ), ., w1} indica o nimero de caminhos 1 - k que usam o arco (1, j)
na posicao h. Logo, pelo novo conjunto de desigualdades, o nimero de caminhos 1-k
que usa o arco (1,7) numa dada posigao é limitado por ), independentemente do
valor assumido pelo parametro h. No entanto, pela definicao de posicao de um arco
numa rota (v. Secc¢ao 3.1), sabemos que um arco na posi¢ao h é usado para alcangar,
exactamente, () — h + 1 vértices. Entao, podemos melhorar a desigualdade anterior e

escrever:

S wilb=(@Q—n+ 1)w1’f§ he Hp
keVv’

A Figura 5.1 ajuda a compreender a igualdade anterior. Consideremos, por exem-
plo, o arco (1,3): analisando a figura verificamos que o arco (1,3) estd na primeira
posigao da rota que visita 3, 4 e 5 e que é usado para servir 3 (3 =3 — 1+ 1) vértices;
ja o arco (1,6), que esta na segunda posicao da rota que visita 6 e 7, é usado para

servir 2 (2 =3 — 2+ 1) vértices.

De forma analoga, obtemos igualdades do mesmo tipo para os restantes arcos
(1,7) € A, pelo que obtemos, finalmente:

S Wl = (Q = h+ 1wl (i,§) €A, j #1, he Hy ) (5.6)
keVv!

Nao é dificil verificar que o novo conjunto de igualdades implica, para cada
(1,7) € A, as restrigoes (5.2) e (5.3). Desta forma, substituindo em FCircCap o
conjunto das restri¢oes (5.2) e (5.3) pelas restri¢oes (5.6), obtemos um modelo valido
para o PRVC-PU que domina F'CircCap.
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0
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O
Figura 5.1: Solugao admissivel do PRVC-PU numa instancia comn =7e @ = 3. As
etiquetas associadas aos arcos indicam as respectivas posicoes.

Porém, antes de apresentarmos um tal modelo, introduzimos um segundo con-
junto de restrigdes. Repare-se, entao, que o valor de ), . wQ?jk indica o nimero de
caminhos k - 1 que usam (4,7) na posi¢do h numa dada rota. Recordando que os
caminhos & - 1 sao caminhos de retorno ao depésito, compreendemos que » .y wQ?jk
é igual ao ntimero de vértices da rota em posigdes anteriores, que, pela definicao de
posigao de um vértice, sabemos nao ser superior a h - 1 (a igualdade verifica-se para

rotas completas). Com base neste conjunto de observagoes, escrevemos:

> w2lf < (h— 1wl (i,j) € Aji# 1, h € H
keV!

i7) (5.7)

A Figura 5.1 ilustra a validade da nova desigualdade: observamos, por exem-
plo, que os arcos (4,5) e (6,7) ocupam a terceira posigdo das respectivas rotas; o
arco (4,5), que é usado numa rota completa, é usado por 2 = 3 — 1 caminhos k - 1,

o arco (6,7), que é usado numa rota incompleta, é usado por 1 < 3—1 caminhos k - 1.

Comparando as desigualdades (5.6) e (5.7) verificamos que estas podem ser refe-
renciadas como desigualdades complementares no sentido em que descrevem trocos
complementares da rota que inclui um dado arco numa dada posicao. Assim, ao in-
cluir (5.6) e (5.7) no modelo estendemos o objectivo enunciado na Seccao 5.1. Com

efeito, passamos de uma situagao onde especificivamos o niimero maximo de vértices
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por componente com origem no depdsito para uma situagao em que especificamos o
niumero de vértices que se segue a um dado arco numa dada posicao de uma compo-

nente e o numero maximo de vértices que o antecede.

Introduzidas (5.6) e (5.7), estamos, entdo, em condiges de apresentar a Formula-
¢ao Forte de Circuito e Capacidade (FCircCap™), que é como se segue:

F CircCapJr s mind Z CijTij (2.2), (2.3), (4.17), (4.18), (4.19), (4.20), (4.21),
(4,5)€A
(4.22), (4.30), (4.31), (5.6), (5.7), (4.23), (4.24), (2.5)}

A forma como a nova formulacao foi construida mostra que esta domina F'C'ircCap,
pelo que podemos enunciar o resultado que apresentamos de seguida e o correspon-
dente corolario.

Resultado 5.3.1
A formulacao FCircCap™ domina a formulacio FCircCap.

Corolario 5.3.1
v(FCircCap}) > v(FCircCapr,).

Os resultados computacionais a apresentar na Secgao 5.5 mostram melhorias no
valores dos gaps lineares associados a nova formulagao para as instancias euclidianas
com ) = 5.

5.4 Comparacao com a Formulacao de Corte

Relativamente aos modelos que vimos a estudar, resta comparar F'CircCap™ com
FCorte.

Na Figura 5.2 representamos uma solucao admissivel para a relaxacao em PL de
FCircCap*. Usamos a referida solucao para demonstrar o resultado que enunciamos

de seguida.

Resultado 5.4.1

Nao hd relagao de dominancia entre as formulagoes FCircCapt e FCorte.
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2N
LI

A
VA

Figura 5.2: Solugao admissivel de FCircCap; para uma instancia do PRVC-PU com
n=7Te = 3. As etiquetas associadas aos arcos indicam o valor das variaveis
topolégicas, z;;. Os valores nao apresentados sao nulos. Na Tabela 5.1 indicamos os
valores das varidveis w1} e w2}

€/T
€/T

Demonstracao:

Seja CircCap} o conjunto das solugoes admissiveis de FCircCap} e seja Corter, o
conjunto das solugoes admissiveis de F'Corter. Seja, também CircComby o conjunto

das solucoes admissiveis de F'CircComby,.

Para demonstrar o resultado mostramos que sao verdadeiras as proposig¢oes enun-

ciadas em 1. e 2.
1. Corter, & Proj,(FCircCapy)
Admitamos que Corte;, C Proj,(FCircCap}). Entao, pelo Resultado 5.2.1,
temos Corte;, C Proj,(CircComby), o que contraria o Resultado 4.4.6.
2. Proj,(FCircCap}) € Cortey,

Consideremos, de novo, a solugao representada na Figura 5.2 e a desigualdade
(2.7) escrita para S = {2,3,4,5}:
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Tabela 5.1: Valores das variaveis wl?jk e wQ?f associadas a solucao representada na
Fig. 5.2

hk
wlij

h 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

(12) 1 1 2/3 1/3
1/3 /3 1/3

)
)
) 1 2/3 1/3
(3:4) 2/3
) 1/3
) 1/3
)

hk
w2ij

2/3 2/3
1/3 1/3
1/3

2/3 2/3 1 1/3

1/3 1/3 2/3

(7,1) 1 1
Os valores nao apresentados sdo nulos.

L1z + T13 + T1a + T15 + Tez + Tes + Tea + Tes + +Tr2 + T3 + Tra + Trs > [5]

Substituindo as variaveis pelos seus valores, facilmente constatamos que a desi-

gualdade nao é verificada, pelo que x prova a proposicao.

O resultado que acabdmos de mostrar permite concluir que as desigualdades (2.7)
nao estao incluidas na projecgao no espago das varidveis z;; de FCircCap}f o que

significa que nao temos, ainda, uma descrigao polinomial das referidas restrigoes.

5.5 Resultados computacionais

Nesta seccao descrevemos uma comparacao computacional entre as formulacoes in-

troduzidas neste capitulo e os modelos F'FAgregado™, FF Desagregado™, FPQM,
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FPQM™ e FCircComb, que destacamos como os modelos mais representativos entre
os apresentados neste trabalho. Consideramos, naturalmente, o conjunto de instan-
cias usadas para obter os resultados descritos nos capitulos anteriores e o mesmo

software na mesma maquina.

Comparamos, também, os resultados obtidos com os novos modelos e com as ja

referidas versoes do algoritmo de Lysgaard et al. (2004).

A Tabela 5.5 permite constatar que a qualidade média nos gaps lineares associados
as formulagoes F'CircCap e FCircComb é muito semelhante: registaram-se apenas
dois casos em que os valores dos correspondentes gaps lineares nao coincidiram (ins-
tancias TC, para Q = 5). As diferengas observadas sdo muito diminutas e foram

conseguidas a custa de um aumento significativo do esfor¢o computacional.

Por outro lado, comparando os gaps lineares associados as formulagoes F'CircComb
e FCircCap* encontramos mais casos onde registamos melhorias (instancias euclidi-
anas e aleatdrias simétricas com ) = 5), sendo que as diferencas observadas sao mais
significativas ( redugoes da ordem de 15-30%). As diferencas nos tempos computaci-

onais sao substanciais.

Por sua vez, a Tabela 5.3 confirma a prevaléncia da versao completa do algoritmo
de Lysgaard face aos restantes modelos, muito embora essa prevaléncia diminua com
o aumento da dimensao do modelo, acentuando-se a tendéncia que ja tinhamos ob-

servado ao analisar os resultados referentes ao Capitulo 4.

5.6 Conclusoes e notas finais

Neste capitulo exploramos uma terceira via para a construgao de modelos para o
PRVC-PU que resulta da fusao das abordagens usualmente associadas aos problemas
de "capacidade”e de "roteamento”. Desta forma, obtivemos dois novos modelos para o

problema que foram comparados com os restantes modelos estudados neste trabalho.
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Tabela 5.2: Resultados computacionais obtidos através das formulacoes compactas
apresentadas Capitulo 5 e comparacao com uma selecgao de algumas dos modelos
introduzidos nos capitulos 2, 3 e 4

FFAgreg.+ FFDesg. FPQM FCircComb FPQM+. FCircCap FCircCap+
TC_20 4,49 3,82 4,49 2,19 2,19 2,19 2,19
(0,01) (0,52) (0,00) (0,85) (0,62) (1,13) (1,03)
TE_20 3,67 3,50 3,67 2,31 2,31 2,31 2,31
0=3 (0,01) (0,57) (0,00) (0,89) (0,65) (1,08) (1,10)
= TRS 20 4,57 1,57 1,57 2,01 2,01 2,01 2,01
(0,01) (0,57) (0,00) (0,86) (0,63) (1,13) (1,10)
TRA_20 5,32 5,08 2,89 2,85 3,39 2,85 2,85
(0,01) (0,56) (0,00) (0,86) (0,63) (1,11) (1,08)
TC_40 3,22 2,85 3,22 1,09 1,09 1,09 1,09
(0,04) (20,08) (0,02) (32,02) (20,82) (39,48) (35,80)
TE_40 2,96 1,92 2,96 0,65 0,65 0,65 0,65
(0,04)  (21,14)  (0,02) (31,02) (20,16) (39,33) (41,36)
TRS_40 2,46 2,46 2,46 1,25 1,32 1,25 1,25
(0,05) (21,46) (0,02) (32,63) (21,21) (38,99) (37,17)
TRA_40 5,80 5,63 2,88 2,60 3,14 2,60 2,60
(0,06) (20,09) (0,02) (33,66) (21,88) (39,62) (37,08)
TC-20 8,17 5,06 7,06 1,70 3,09 1,67 1,10
(0,02) (0,56) (0,00) (3,17) (2,31) (6,62) (10,20)
TE_20 5,61 4,30 3,72 0,39 0,82 0,39 0,29
0=5 (0,01) (0,68) (0,00) (3,15) (2,30) (6,10) (9,44)
- TRS_20 7,37 6,09 5,23 0,64 0,98 0,64 0,60
0,02)  (0,57) (0,00) (2,92) (2,13) (6,06) (8,35)
TRA_20 8,79 8,55 3,48 2,87 3,09 2,87 2,87
(0,01) (0,54) (0,00) (2,87) (2,10) (5,86) (8,40)
TC_40 6,87 5,31 4,94 1,75 1,95 1,74 1,69
(0,05) (19,70) (0,04) (128,22) (83,35) (273,07) (507,60)
TE_40 5,40 4,67 2,88 0,85 1,10 0,85 0,84
(0,05) (24,58) (0,05) (141,86) (92,21) (303,04) (573,60)
TRS_40 5,79 4,83 4,16 0,68 0,90 0,68 0,68
(0,06) (19,95) (0,05) (137,89) (89,63) (296,64) (449,33)
TRA 40 7,08 6,59 2,52 2,03 2,46 2,03 2,03
(0,06) (19,32) (0,04) (148,14) (96,29) (288,85) (506,21)

Tabela 5.3: Resultados computacionais relativos as versoes restrita e completa do
algoritmo de Lysgaard et al. (2004) e comparacao com os resultados obtidos através
de uma seleccao das formulagoes compactas apresentadas neste trabalho.

Instancia FFDesg. FPQM FPQM+ FCircComb FCircCap FCircCap Lysgaard I  Lysgaard II

TC_20.1.3 2,87 3,33 0,90 0,90 0,90 0,90 0,57 0,00
TE_20_1.3 3,23 3,25 1,63 1,63 1,63 1,63 0,71 0,00
TC20.1.5 3,94 5,84 2,77 1,92 1,02 1,02 0,00 0,00
TE_20_1.5 4,58 4,51 1,66 0,06 0,05 0,00 0,00 0,00
TC_40_1.3 2,21 2,38 0,71 0,71 0,71 0,71 1,79 0,00
TE_40_1.3 1,48 5,96 0,33 0,33 0,33 0,33 3,60 0,12
TC40.1.5 6,04 5,66 2,47 2,15 2,15 1,99 1,42 0,26

TE_40_1.5 4,71 1,51 0,28 0,16 0,16 0,16 3,22 0,84
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A Figura 5.3 sintetiza as relagoes de dominancia demonstradas.

FCircCap”
A
FCircCap
A
FForteCircuito
- mmmeemeeeeo—---—-—4 FFDesagregado
A
A
FPQM"
4
FForteCircuito FPQM
2
FForteCaminho ?
1 FCircuito FFAgregado"™
4 4
FCaminho FFAgregado”

Legenda:
— Relagio de dominancia

fffff Relagio de ndo dominancia

Figura 5.3: Representacao esquematica das relagoes de dominancia demonstradas
neste trabalho
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Os resultados computacionais apresentados na Seccao 5.5 permitiram ter uma
medida das distancias entre as vérias formulacoes e identificar FPQM, FPQM™ e
FCircComb como os modelos mais competitivos, em termos da producao de limites

inferiores.

A finalizar, notamos que com base no que apresentamos neste capitulo surgem
como evidentes outros modelos intermédios cuja auséncia deste trabalho pode ser no-
tada. Por exemplo, nao é dificil de observar que obtemos uma formulagao que domina
FFDesagregado a partir de FCaminho adicionando a esta tltima as restrigoes de
capacidade; ou, de modo analogo, também nao ¢ dificil observar que as desigualdades
(5.6) podem ser adicionadas a qualquer um dos modelos com variaveis com dependén-
cias temporais apresentados no Capitulo 4. Estes (e outros) modelos s@o apresentados
e estudados em Godinho et al. 2005 e 2008 e a sua omissao deste trabalho resulta
essencialmente de dois factores: os limites inferiores que lhes estao associados nao
se destacam dos restantes e ii) a construgdo Caminho — Circuito — Circuito Forte
— Circuitos Combinados — Circuito e Capacidade apresentada posteriormente teria

resultado muito mais complexa.



Capitulo 6
Conclusoes e Trabalho Futuro

Nesta tese discutimos modelos em PLI para o PRVC-PU.

No Capitulo 2 realizamos uma revisao de um conjunto de modelos da literatura.
Nalguns casos os modelos apresentados foram adaptados e/ou fortalecidos. Neste
capitulo introduzimos, ainda, alguns resultados tedricos que permitiram estabelecer

relagoes de dominancia entre os modelos estudados.
Nos capitulos subsequentes propomos novos modelos em PLI para o PRVC-PU.

Nos capitulos 3 e 4 seguimos uma metodologia que incluiu a idealizacao de modelos
estendidos num determinado espaco, seguido da aplicacao de técnicas de projeccao
que permitiram obter desigualdades implicadas pelas relaxagoes em PL dos novos
modelos em espacos de menor dimensao. Desta forma, conseguiu-se incorporar in-
formacgao relativa a modelos mais fortes em modelos de menor complexidade. Os
resultados computacionais apresentados no Capitulo 4 mostram que esta abordagem

resultou particularmente bem sucedida no caso do modelo ali apresentado.

No Capitulo 5 apresentamos um conjunto de formulacoes que domina todos os
modelos compactos propostos e/ou discutidos nesta tese. Para a sua obtengao, anali-
samos e comparamos as estratégias subjacentes aos mais fortes dos modelos anteriores

e propusemos uma formulacao que os unifica.
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Foi realizada uma comparacao computacional entre os modelos apresentados que
permitiu identificar os modelos mais competitivos em termos da producao de limites
inferiores. Refira-se que com este trabalho foi conseguida uma reducao nos melhores
valores conhecidos para gaps lineares associados as instancias consideradas (passa-
mos de 3,97% (instancias euclideanas) e de 5,47% (instancias aleatérias) para 1,26%

e 1,86%, respectivamente).

Os bons resultados obtidos encorajam a utilizagao dos modelos apresentados em
dois campos: i) utilizacdo de técnicas de projecgao para obter desigualdades implica-
das pelas correspondentes relaxacoes em PL no espaco das variaveis topoldgicas que
possam ser embebidas em esquemas de branch-and-cut e ii) adaptacdo dos modelos a
problemas relacionados. Relativamente a estes topicos, foi ja realizado algum traba-

lho exploratério:

- quanto a i) apresentamos em Godinho et al. (2008) e em Godinho et al. (2009a)
um conjunto de desigualdades nas varidveis x;; obtidas por projeccao de algumas
das formulacoes apresentadas nos capitulos 3 e 4. Nos trabalhos citados incluimos
algumas comparagoes tedricas com desigualdades conhecidas da literatura. Resta, no

entanto, avaliar a sua eficiéncia/eficdcia computacional;

- quanto a ii) apresentamos em Godinho et al. (2011a) e em Godinho et al. (2011b)
adaptagoes do mais forte dos modelos apresentados no Capitulo 4 ao PCV nas varian-
tes com dependéncias temporais e assimétrica, respectivamente. No primeiro trabalho
apresentamos uma comparacao computacional que mostra que o novo modelo produz
limites inferiores muito apertados (< 1%); no segundo realizamos uma comparagao
tedrica que mostra que o nosso modelo nao é dominado pelos melhores modelos da
literatura. Naturalmente, estamos também interessados na adaptacao dos modelos
estudados ao CVRP. Sera interessante verificar se os bons resultados se mantém,
sendo, como é conhecido, o CVRP um problema cuja abordagem através de métodos

exactos tem provado ser particularmente dificil.



Apeéendice A

Demonstracoes de resultados
relativos a Formulacao de Picard e
Queyranne Modificada

Neste apéndice demonstramos o Resultado 3.2.2. Para o efeito, introduzimos dois

lemas.

No que se segue, dados A, B C V, denotamos ZieAdeB zihj por 2"(A, B), para
h=1,...0+1.

Lema A.1

Sejam S e S" sub-conjuntos disjuntos de V' e seja k um inteiro tal que 2 < k <

Q — 1.
As desigualdades:

k

£(8,8) < (Q—k)z(S,8) + Y (k+1-h)z"(S, (A.1)
h=2
€
Q
£(8,8) > ka(S,8) = > (k+1+h—Q)2"(S, 5 (A.2)
h=Q—k

sao implicadas pela relaxagcao em Programacgao Linear da formula¢ao FFPQM.

Demonstracgao:
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Demonstramos o resultado para (A.1). A adaptagdo da demonstracao apresentada

para (A.2) é trivial e, por conseguinte, omitida.

Considere-se um inteiro k com 2 < k < Q—1esejam S, S’ C V' tais que SNS’ = 0.
Partindo da igualdade:

k k

S (k+1-h)"(8,8) = (k+1-h)"(S, 9 (A.3)

h=2 h=2

e tendo em contaque Y-, ;1 o(k+1-h)2"(S, ") é nao positivo, podemos escrever:

.....

k Q k

d(k+1-h)2"S.8)+ Y (k+1-h)z <N (k+1-h)2"(8,8)  (A4)

h=2 h=k+1 h=2

de onde obtemos:

Q
D (k+1-h)z"(S,8") =

[(Q—h+1)—(Q—Fk)]z"(S,8") =
Q

k
(Q-h+1)2"5,9)-> (Q < (k+1-h)"(S,9) (A.5)
h=2

h=2 h=2

h=2
Q
2
h=2
Q
2

Reescrevendo a expressao anterior na forma:

Q Q k
> (Q-h+1)2"(S,9) k)Y 28,8 + Y (k+ 1 h)2"(S,5) (A.6)
h=2 h=2 h=2

h

e usando as restrigoes de ligacao entre as varidveis z;; e as varidveis f;; e x;;, restrigoes

(3.3) e (3.5), em (A.6) obtemos, finalmente, a expressao desejada.

Lema A.2
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Sejam S e S" sub-conjuntos disjuntos de V'. Seja k um inteiro tal que 2 < k <
Q — 1 e considere-se uma particao de V' , Sy,..., Sy . As desigualdades:

T
[N}

M=

k
Zk+1— (s, 8" <
=2

(q—p— 1)55(510, Sq)
2

3
Il

o
T

a=p
com So = {1}, S, =S
e S - (Sl U 52) <A7)

e

Q k-2 k
S (k+1+h-Q)"(S8,8) 2> Y (a—p—1)x(Sp, S,)
=Q

h=Q—k p=0 g=p+2

com Sy =S, S, = {1}

e S C (Sk—1 U Sk)
(A.8)

sao implicadas pela relaxagcao em Programacgao Linear da formula¢ao FFPQM.

Demonstracao:

Considere-se o sub-conjunto das restrigoes (3.2) de FFPQM associadas a um dado
h,com1<h<Q@Q-1:

VA =" {h V) jev’ (A.9)

Considere-se, também, um inteiro k tal que 2 < k < @ —1eseja Sy,..., S, ...,

uma particao de V', com Sy = {1}.

Tome-se um determinado ¢ e adicionem-se, no indice j, as igualdades (A.9) asso-

ciadas aos vértices j € S, para obter:

P (V,5,) = (S, V) (A.10)

Seja Py, ..., P, ..., Pp uma familia de subconjuntos mutuamente disjuntos de V"

(nao necessariamente uma partigao). Entao, (A.10) implica:
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MV, 8y) = 2Ny, (U1 Py)) = 2" (Sq, P1) ...+ 2"F1(S,, Pp) (A.11)
Finalmente, sendo ay, ..., a,, ..., ap, 3 uma coleccao de P +1 inteiros nao nega-

tivos, que verifica § > maz{as,...,q,,...,ap}, podemos escrever:
ﬁzh(V, Sq) Z a1Zh+1(Sq, Pl) Lot apzh+1(5’q, Pp) (A.12)

O procedimento usado é valido qualquer que seja o valor escolhido para os pa-
rametros h, k e g e qualquer que seja a familia de subconjuntos, P,...,F,, ..., Pp,
considerada, desde que sejam observadas as condicoes indicadas. Para efeito da nossa

demonstragao interessam-nos, apenas, alguns casos particulares.

Se k = 2, obter (A.7) de (A.12) é trivial. Basta considerar (A.12) para ¢ = 2 e

h=1efazer P=1, P =5 Sy =Se=a; =1, para obter (recordamos que, para

h

h =1 as varidveis z;; s6 estao definidas se i = 1):

AV, 8) =21 ({1}, 9) > 2%(S, 5 (A.13)

Por outro lado, adicionando as restrigoes de nao negatividade das variaveis zg para
i1=1,7€ Seh=2,...,Q, obtemos ZhIQ...th({l},S) > 0. Esta desigualdade
pode ser adicionada a (A.13) para obter:

Q
> 2M1,8) = 22(8,9) (A.14)
h=1

h

usando as restrigoes de ligagao entre as varidveis x;; e as varidveis z;;, restrigoes (3.3)

temos a expressao desejada.

Nos restantes casos, para cada k, com 3 < k < ) — 1, adicionamos (A.12) para
=2,...,keh=1,...,q— 1, para obter (por simplicidade, mantemos a indexacao

dos parametros ao indice h na iltima igualdade):



qh

!

q-1, q Pt

k k k
Z 5thh(v’ Sq) > Z aghzh-i-l th _ Z Z Z quhzh

a=2 h=1 q=2 h=1p

1 q:2 h—2 —

Recordando que V' = U= 1Sy, temos, finalmente:

k q—1 k
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Sq. Py (A.15)

g—1 k k
D (UioSp) D B 2M(Sp, Sg) =D D Y B (S,,8) = ) DDl (S, BN

q=2 h=1 p=0 g=2 h=1 q=2 h=2p=1

(A.16)

Obtemos (A.8) a partir de (A.16) usando um conjunto de parametros e uma co-

leccao de familias de sub-conjuntos tais que permitam cancelar os termos indesejados

do membro da esquerda e, simultaneamente, obter, no termo da direita, a expressao

pretendida.
Assim, para cada k e para cada par (g, h), fazemos:
S =25
P =k —h+1

oh S, se p= P
Pt = .
p+hy C.C.

Bt =g —h
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g=k

k—h+1lsep=k—h+1
p c.c.

Osep=k—h+1
1c.c.

Osep=k—h+1
1c.c.

Se k = 3 ignoramos a segunda coluna.

para obter:

Q
|
-

M=
M=

2"(Sp, Sg) 2

=
I
— o
T
=N
Il

e
|
S >
;H

pzh(Sq, Sp+h) +

(]

Il
—_ w
>
[|
T
—

T Q
|
i
> N

k—h
> (g h+1)2"(Sg, Spin))+

p=q—h+1

k—1k—q

D p2"(Sks Spen) + (k= b+ 1)2"(S, SN+ D 0D 248y, Sprg) + 25(S, )

>
i
N
T
L

q=2 p=1
(A.17)

manipulando o segundo membro de (A.17) obtemos sucessivamente:

k—1q—1 g—h k—h
D 0" (S, Spen) + D (a—h+1)2"(Sy, Spen)l+
q=3 h=2 p=1 p=q—h+1
k—1 k—h k—1k—q
(3 DSk Spen) + (k= b+ 128, 8] + 303 298y, Spig) + 25(S, ') =
h=2 p=1 q=2 p=1
k q—1q—h -1 q k—h
=D 2 D p S Spn) +Y D D (0= b+ 12" (g Spen)t
q=3 h=2p=1 =2 h=2 p=q—h+1
k
+3 (k- h+1)2"(8,9) =

h=2
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k=3,.,Q-1
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e eliminando os termos simétricos obtemos:
k

D (k—h+1)z"(8,8) <
h=2

k 1 k g-1
Z(q —1)2" (S0, 5¢) + Z Z (¢ - h)zh(Sp, Sq)+
q=2 p=0 ¢=3 h=2
k-2 k p k-2 kg1
Z Z Z(q —p- 1)zh(Sp,Sq) + Z (g = h)z"(Sp, Sq)
p=2 q=p+2 h=2 p=2 q=p+2 h=p+1

Ek=3,..,Q0—-1
(A.19)

considerando, agora, as restricoes de nao negatividade das variaveis zzhj obtemos

sucessivamente:

M- 10

1k g1
=Y (@—=1z"(S0,S) + DD > [la—h)+ (h—p—1)]2"(S,, 5)+
q=2 p=0 q=3 h=2
k-2 k P k-2 k q—1
DD a1 S)+ D Y [(q = h) + (h—p = 1)]z"(Sp. Sy) =
p=2 q=p+2 h=2 p=2q=p+2 h=p+1
k 1k g¢-1
= (a—1)2"(S0,5) + D> D> (a—p—1)z"(Sp, So)+
q=2 p=0 q=3 h=2
k-2 k gq-1
Z (¢ —p—1)z"(Sp, Sq)
p=2 q=p+2 h=2
e:
k
> (k—h+1)2"(8,8) <
h:2 1 k g1 Q
Z(q —1)2"(S0, Sq) + ZZ[ (¢ —p—1)2"(Sp, 5q) + Z(q —p—1)2"(Sp, Sg)]+
q= p=0 q=3 h=2 h=q
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1k Q k-2 k Q
:ZZZq p—1)2"(S,,5,) +ZZZQ p—1)2"(Sp, 8y) =
p=0 ¢=3 h=1 p=2 q=p+2 h=2
k-2 k Q
— S > (a-p-1)2"(S,.8) (A.20)
p=0 q=p+2 h=1

finalmente, usando as restrigoes de ligagao entre as varidveis x;; e z[., restrigoes

177
(3.3), no membro da direita de (A.20) obtemos, finalmente, a expressao desejada.

[ |
Recordamos, agora, o resultado que pretendemos demonstrar
Resultado 3.2.2
Sejam S e S" sub-conjuntos disjuntos de V' e seja Sy, ..., Sk uma particao de

k + 1 sub-conjuntos mutuamente disjuntos de V'.

As desigualdades

(5,8 <@Q@-k)z(8,8)+ > D (g—p—1)z(S5 Sy
p=0,....k—2 q=p+2,....k
com So ={1}, Sp =S
S C (Sl U 52) (3.13)

f(8,8") > kx(S,8") - Z Z (¢ —p—1)z(Sp, Sq)

0,....k—=2 g=p+2,...k
com Sy =5, S = {1}
S C (Sg_2USk_1) (3.14)

sao implicadas pela relazacao em Programacao Linear da formula¢ao FPQM.
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Demonstracao:

Considerem-se os lemas A.1 e A.2. Por transitividade obtemos a expressao dese-
jada.
[ |



Apeéendice B

Demonstracoes de resultados
relativos a Formulacao de Circuitos
Combinados

Neste Apéndice demonstramos o resultado 4.4.3 introduzido no Capitulo 4.
Resultado 4.4.3

Seja k € V'. As desigualdades:

Z Z ZZZZI SPCV comke Sparah=1,...,Qe Sy ={1} (4.47)
h=1,...Q jgsh=1 jes;

sao implicadas pela relazacao em Programagao Linear de FCircuitosCombinados.

Demonstragao:
Seja k € V' e considerem-se as restrigoes (4.30) de FCircComby, que lhe estao
associadas:
wlfk + w2k < w1l (i,j)eAj#1, h=1,...,Q (4.30)
usando as restrigoes de nao-negatividade das varidveis w2]F em (4.30) obtemos:

wlff <wilf (i) €Aj#1L,h=1,..Q (B-1)
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Considerem-se, agora, as restrigoes de ligacao entre as variaveis wl%’“ e zfj, igual-
dades (4.32):
ol = wl () €A j£Lh=1,...,Q (4.32)
Usando (4.32) em (B.1) obtemos:
hk — _h . .
wliy” < 2 (i,j)€EAj#1L h=1,...,Q (B.2)

Entao, (B.2) é implicada por F'CircComb;, aumentada com (4.32) que, como vi-
mos, é equivalente a F'CircComby. Desta forma, se adicionarmos as desigualdades
(B.2) a FCircComby, obtemos um modelo equivalente. No que se segue consideramos,

entao, o modelo aumentado.

Consideremos, também, para o mesmo k, as restricoes de conservacao de fluxo,

(4.17) e (4.18), de FCircComby, associadas as variaveis wlly:

Yo wiif =1 (4.17)

heH ;) jEV
> wik = w1htk j#£ 1Lk h=1,...,Q—1 (4.18)
eV eV

O sistema (4.17) - (4.18) garante que uma unidade de fluxo é enviada do vértice
1 para o conjunto de copias do vértice k através de uma rede cujo grafo de suporte é
definido pela camada inferior do grafo expandido associado ao modelo de circuito (v.
Figura 4.2). Por seu turno, (B.2) define o valor da varidvel z; como a capacidade do
arco (7, 7) na posigao h do referido grafo. Entao, o teorema do fluxo méximo-corte
minimo (ver, por exemplo, Ahuja et al. (1993)) garante que qualquer corte num grafo

assim definido tem capacidade nao inferior a 1, de onde obtemos a expressao desejada.



Apeéendice C

Resultados Computacionais

Este apéndice é dedicado ao trabalho computacional realizado neste trabalho.

Nas tabelas C.1 e C.2 apresentamos, com detalhe, as caracteristicas das instan-
cias usadas nos testes realizados. Como referido na Subseccao 2.2.3 do Capitulo 2,

indicamos, para cada instancia, nome, tipologia, dimensao e valor da solucao éptima.

Nas tabelas C.3 a C.10 apresentamos os resultados associados a cada uma das
formulagoes compactas focadas neste trabalho. Para cada formulacao e para cada
instancia apresentamos o gap linear relativo a solucao 6ptima da respectiva relaxagao

em PL e o tempo de CPU, em segundos, consumido na sua determinacao.

Recordamos que o valor éptimo de cada instancia foi obtido resolvendo a for-
mulacao FPQM através do branch and bound solver disponibilizado pelo pacote de
software CPLEX, na versao 11.2, num computador pessoal com um processador IN-
TEL Core2Duo a 1,33GHz com 8Gb de RAM enquanto que os valores referentes aos
gaps lineares foram obtidos usando o algoritmo Barrier do mesmo pacote de software

na mesma maquina.
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Tabela C.1: Caracteristicas das instancias

Instancia Tipologia Loc. Depésito n N Q val. éptimo
TC_20_1.3 Euclidiana Centro 21 420 3 663
TC_20-2.3 Euclidiana Centro 21 420 3 756
TC_20_3.3 Euclidiana Centro 21 420 3 736
TC_20.4.3 Euclidiana Centro 21 420 3 781
TC_20.5.3 Euclidiana Centro 21 420 3 752
TE_20_1.3 Euclidiana Canto 21 420 3 1265
TE_20_2.3 Euclidiana Canto 21 420 3 1098
TE_20_3.3 Euclidiana Canto 21 420 3 1201
TE_20_4.3 Euclidiana Canto 21 420 3 1174
TE_20.5.3 Euclidiana Canto 21 420 3 1096
TRS_20_1.3 Aleatoria - 21 420 3 686
TRS_20_2.3 Aleatéria - 21 420 3 665
TRS_20.3.3 Aleatoéria - 21 420 3 636
TRS_20_4.3 Aleatéria - 21 420 3 672
TRS_20.5.3 Aleatéria - 21 420 3 678
TRA_20_1.3 Aleatéria - 21 420 3 420
TRA_20_2.3 Aleatéria - 21 420 3 484
TRA 20.3.3 Aleatoéria - 21 420 3 584
TRA_20_4.3 Aleatéria - 21 420 3 457
TRA 20.5.3 Aleatoéria - 21 420 3 679
TC_20_1.5 Euclidiana Centro 21 420 5 520
TC_20.2.5 Euclidiana Centro 21 420 5 557
TC_20.3.5 Euclidiana Centro 21 420 5 537
TC_20.4.5 Euclidiana Centro 21 420 5 594
TC_20_5.5 Euclidiana Centro 21 420 5 553
TE_20_1.5 Euclidiana Canto 21 420 5 849
TE_20_2.5 Euclidiana Canto 21 420 5 769
TE_20_3.5 Euclidiana Canto 21 420 5 794
TE_20.4.5 Euclidiana Canto 21 420 5 802
TE_20_5.5 Euclidiana Canto 21 420 5 762
TRS_20_1.5 Aleatoéria - 21 420 5 393
TRS_20_2.5 Aleatéria - 21 420 5 377
TRS_20_3.5 Aleatéria - 21 420 5 372
TRS_20.4.5 Aleatoéria - 21 420 5 385
TRS_20_5.5 Aleatéria - 21 420 5 338
TRA 20_1.5 Aleatoéria - 21 420 5 273
TRA_20_2.5 Aleatéria - 21 420 5 265
TRA 20.3.5 Aleatoéria - 21 420 5 381
TRA_20_4.5 Aleatéria - 21 420 5 381
TRA_20.5.5 Aleatéria - 21 420 5 429




Tabela C.2: Caracteristicas das instancias (cont.)

Instancia Tipologia Loc. Depésito n [A] Q val. éptimo
TC_40_1.3 Euclidiana Centro 41 1640 3 1358
TC_40.2.3 Euclidiana Centro 41 1640 3 1302
TC_40-3.3 Euclidiana Centro 41 1640 3 1285
TC_40.4.3 Euclidiana Centro 41 1640 3 1424
TC_40.5.3 Euclidiana Centro 41 1640 3 1329
TE_40_1.3 Euclidiana Canto 41 1640 3 2247
TE_40_2.3 Euclidiana Canto 41 1640 3 2099
TE_40_3.3 Euclidiana Canto 41 1640 3 2113
TE_40_4.3 Euclidiana Canto 41 1640 3 2137
TE_40_5.3 Euclidiana Canto 41 1640 3 2113
TRS_40_1.3 Aleatéria - 41 1640 3 1021
TRS_40_2.3 Aleatéria - 41 1640 3 1085
TRS_40_3.3 Aleatéria - 41 1640 3 1397
TRS 40.4.3 Aleatoria - 41 1640 3 974
TRS_40.5.3 Aleatéria - 41 1640 3 1364
TRA_40_1.3 Aleatoria - 41 1640 3 803
TRA_40_2.3 Aleatéria - 41 1640 3 730
TRA_40_3.3 Aleatéria - 41 1640 3 1397
TRA_40_4.3 Aleatéria - 41 1640 3 684
TRA_40.5.3 Aleatéria - 41 1640 3 993
TC_40_1.5 Euclidiana Centro 41 1640 5 971
TC_40_2.5 Euclidiana Centro 41 1640 5 935
TC_40_3.5 FEuclidiana Centro 41 1640 5 921
TC_40.4.5 Euclidiana Centro 41 1640 5 1006
TC_40_5.5 Fuclidiana Centro 41 1640 5 966
TE_40_1.5 Euclidiana Canto 41 1640 5 1482
TE_40_2.5 Euclidiana Canto 41 1640 5 1401
TE_40_3.5 Euclidiana Canto 41 1640 5 1413
TE_40_4.5 Euclidiana Canto 41 1640 5 1449
TE_40.5.5 Euclidiana Canto 41 1640 5 1406
TRS_40_1.5 Aleatéria - 41 1640 5 505
TRS_40_2.5 Aleatéria - 41 1640 5 514
TRS_40_3.5 Aleatéria - 41 1640 5 665
TRS_40_4.5 Aleatéria - 41 1640 5 501
TRS_40_5.5 Aleatéria - 41 1640 5 748
TRA_40_1.5 Aleatéria - 41 1640 5 426
TRA_40_2.5 Aleatoria - 41 1640 5 351
TRA_40_3.5 Aleatéria - 41 1640 5 665
TRA_40_4.5 Aleatoria - 41 1640 5 336
TRA_40.5.5 Aleatéria, - 41 1640 5 523

141
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Tabela C.3: Resultados detalhados para as instancias com n =21 e QQ = 3

Q=3 FFAgreg.+ FFDesg. FFAgreg.++ FPQM FPQM+ FCam. FFCam.
20_1 3,33 2,87 3,33 3,33 0,90 34,97 30,97
(0,00) (0,51) (0,01) (0,00) (0,63) (0,36) (4,40)
20_2 3,77 3,47 3,77 3,77 1,28 35,27 31,40
(0,00) (0,56) (0,01) (0,00) (0,65) (0,39) (3,78)
tc 20_3 4,93 3,71 4,93 4,93 2,76 36,04 31,57
(0,02) (0,56) (0,03) (0,00) (0,61) (0,39) (4,37)
20_3 3,92 2,99 3,92 3,92 1,02 35,38 31,05
(0,02) (0,51) (0,03) (0,00) (0,61) (0,36) (3,97)
20_5 6,52 6,07 6,52 6,52 4,97 37,11 33,25
(0,02) (0,48) (0,03) (0,00) (0,61) (0,34) (3,98)
20_1 3,25 3,23 3,25 3,25 1,63 58,90 55,81
(0,03) (0,66) (0,05) (0,00) (0,61) (0,46) (4,45)
20_2 2,95 2,72 2,95 2,95 1,06 58,77 55,58
(0,00) (0,58) (0,00) (0,00) (0,69) (0,41) (4,22)
te 20_3 5,77 5,75 5,77 5,77 5,41 59,97 56,96
(0,00) (0,53) (0,02) (0,00) (0,61) (0,37) (4,41)
20_3 3,71 3,29 3,71 3,71 2,21 59,09 55,84
(0,02) (0,55) (0,03) (0,00) (0,69) (0,39) (4,23)
20_5 2,67 2,51 2,67 2,67 1,22 58,65 55,48
(0,00) (0,55) (0,03) (0,00) (0,65) (0,39) (4,43)
20-1 5,61 5,61 5,61 5,61 1,65 58,05 52,68
(0,02) (0,58) (0,03) (0,00) (0,69) (0,41) (4,00)
20_2 4,56 4,56 4,56 4,56 2,61 56,74 53,43
(0,02) (0,51) (0,03) (0,00) (0,61) (0,36) (4,39)
trs 20_3 3,43 3,44 3,43 3,43 0,68 57,37 54,11
(0,00) (0,66) (0,02) (0,00) (0,61) (0,46) (5,04)
20_3 3,79 3,79 3,79 3,79 2,43 57,83 54,60
(0,00) (0,55) (0,01) (0,00) (0,57) (0,39) (4,19)
20_5 5,43 5,43 5,43 5,43 2,65 60,00 56,94
(0,02) (0,55) (0,03) (0,00) (0,65) (0,39) (4,02)
20_1 5,71 5,71 4,89 3,65 3,65 47,43 43,40
(0,02) (0,55) (0,03) (0,00) (0,61) (0,39) (4,18)
20_2 4,93 4,93 4,96 3,65 3,65 49,89 46,05
(0,02) (0,56) (0,03) (0,00) (0,55) (0,39) (4,58)
tra. 20_3 4,39 4,03 3,17 2,45 2,45 48,54 44,59
(0,02) (0,56) (0,03) (0,00) (0,57) (0,39) (4,63)
20_3 4,85 4,63 2,37 1,53 1,53 46,78 42,70
(0,00) (0,62) (0,02) (0,00) (0,57) (0,43) (4,44)
20_5 6,71 6,08 3,85 3,14 3,14 51,90 48,21

(0,00) (0,56) (0,01) (0,00) (0,61) (0,39) (3,98)
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Tabela C.4: Resultados detalhados para as instancias com n = 21 e () = 3 (cont.)

Q=3 FCirc. FFCirc. FCircComb FCircCap FCircCap+

20_1 17,32 15,16 0,90 0,90 0,90
(1,79) (6,77) (0,86) (1,14) (1,06)

20_2 23,00 20,56 1,28 1,28 1,28
(1,96) (5,82) (0,89) (1,14) (1,09)

te 20_3 23,33 20,85 2,76 2,76 2,76
(1,96) (6,72) (0,83) (1,09) (1,06)

20_3 20,32 16,89 1,02 1,02 1,02
(1,79) (6,10) (0,84) (1,20) (1,01)

20_5 24,57 22,40 4,97 4,97 4,97
(1,68) (6,13) (0,83) (1,08) (0,95)

201 35,87 35,08 1,63 1,63 1,63
(2,31) (6,85) (0,83) (1,06) (1,06)

20_2 34,86 32,25 1,06 1,06 1,06
(2,03) (6,49) (0,94) (1,09) (1,06)

te 20_3 36,54 33,90 5,41 5,41 5,41
(1,86) (6,79) (0,83) (1,01) (1,03)

20_3 35,24 32,86 2,21 2,21 2,21
(1,93) (6,51) (0,95) (1,14) (1,29)

20_5 31,91 30,29 1,22 1,22 1,22
(1,93) (6,82) (0,89) (1,08) (1,08)

20_1 28,26 25,91 1,65 1,65 1,65
(2,03) (6,16) (0,94) (1,26) (1,22)

20_2 36,03 27,08 2,61 2,61 2,61
(1,79) (6,75) (0,84) (1,09) (1,05)

trs 20_3 32,04 28,14 0,68 0,68 0,68
(2,31) (7,75) (0,84) (1,09) (1,15)

20_3 37,17 28,91 2,43 2,43 2,43
(1,93) (6,44) (0,78) (1,09) (1,06)

20_5 36,81 32,57 2,65 2,65 2,65
(1,93) (6,19) (0,89) (1,12) (1,00)

20_1 20,65 11,37 3,65 3,65 3,65
(1,93) (6,43) (0,83) (1,09) (1,08)

20_2 21,73 15,52 3,65 3,65 3,65
(1,96) (7,04) (0,76) (1,08) (1,00)

tra 20_3 17,77 13,24 2,45 2,45 2,45
(1,96) (7,13) (0,78) (1,08) (1,03)

20_3 15,52 10,28 1,53 1,53 1,53
(2,17) (6,83) (0,78) (1,06) (1,14)

20_5 23,40 18,91 2,95 2,95 2,95
(1,96) (6,13) (0,84) (1,14) (1,05)
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Tabela C.5: Resultados detalhados para as instancias comn =21e Q =5

Q=3 FFAgreg.+ FFDesg. FFAgreg.++ FPQM FPQM+ FCam. FFCam.
20-1 7,43 3,94 7,17 5,84 2,77 23,13 20,79
(0,02) (0,62) (0,02) (0,00) (2,30) (0,25) (28,36)
20_2 4,84 4,69 4,49 4,26 1,54 20,99 20,51
(0,02) (0,59) (0,04) (0,00) (2,29) (0,23) (32,85)
tc 20_3 9,73 4,93 9,46 8,86 1,97 25,05 20,71
(0,02) (0,53) (0,03) (0,00) (2,29) (0,27) (31,53)
20_3 8,55 5,42 7,14 6,35 3,87 24,07 21,12
(0,02) (0,51) (0,03) (0,00) (2,50) (0,20) (28,20)
20_5 10,33 6,29 10,22 9,96 5,29 25,54 21,84
(0,02) (0,53) (0,03) (0,00) (2,19) (0,21) (37,34)
20-1 6,33 4,58 5,48 4,51 1,66 48,14 46,21
(0,02) (0,63) (0,03) (0,00) (2,50) (0,25) (34,48)
20-2 6,73 5,99 4,90 3,52 0,46 48,37 47,00
(0,00) (0,76) (0,04) (0,00) (2,29) (0,30) (29,64)
te 20_3 4,82 4,29 4,23 4,20 0,20 47,31 46,04
(0,00) (0,67) (0,04) (0,00) (2,26) (0,27) (32,83)
20_3 3,44 1,65 2,45 2,04 0,00 46,55 44,56
(0,02) (0,69) (0,03) (0,00) (2,05) (0,28) (31,30)
20_5 6,74 5,00 5,38 4,33 1,79 48,37 46,44
(0,00) (0,64) (0,03) (0,00) (2,39) (0,26) (31,60)
20-1 8,43 7,65 7,16 6,91 1,12 46,89 44,91
(0,02) (0,55) (0,03) (0,00) (2,26) (0,22) (28,24)
20_2 8,41 6,55 6,45 6,28 2,07 47,56 45,60
(0,00) (0,58) (0,01) (0,00) (2,06) (0,23) (25,22)
trs 20_3 8,24 7,48 6,34 6,23 0,83 48,10 46,17
(0,02) (0,64) (0,02) (0,00) (2,16) (0,26) (26,71)
20_3 5,78 3,75 2,53 2,34 0,62 49,89 48,02
(0,02) (0,56) (0,03) (0,00) (2,14) (0,22) (26,62)
20_5 5,97 5,01 4,37 4,36 0,27 50,96 49,13
(0,02) (0,51) (0,01) (0,02) (2,03) (0,20) (35,93)
20_1 11,54 11,48 8,19 4,40 4,40 37,85 35,53
(0,00) (0,64) (0,01) (0,00) (2,18) (0,26) (35,33)
20_2 9,12 9,04 7,69 4,72 4,01 42,03 39,87
(0,02) (0,53) (0,01) (0,02) (2,06) (0,21) (26,70)
tra. 20_3 7,50 7,31 3,23 3,12 2,65 44,07 41,98
(0,00) (0,47) (0,02) (0,00) (2,05) (0,19) (34,07)
20_3 7,50 7,31 7,57 3,12 2,65 44,07 41,98
(0,00) (0,45) (0,02) (0,00) (2,06) (0,18) (34,05)
20_5 8,30 7,62 4,65 2,04 1,73 47,24 45,27

(0,02) (0,61) (0,01) (0,00) (2,14) (0,24) (27,07)
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Tabela C.6: Resultados detalhados para as instancias com n =21 e () =5 (cont.)

Q=3 FCirc. FFCirc. FCircComb FCircCap FCircCap+

20_1 14,89 12,30 1,92 1,92 1,92
(1,24) (43,63) (3,15) (6,13) (9,73)

20_2 16,58 16,07 1,47 1,35 0,75
(1,18) (50,54) (3,14) (7,10) (10,51)

te 20_3 23,69 19,27 0,86 0,86 0,00
(1,06) (48,50) (3,14) (6,71) (9,13)

20_3 19,11 15,96 1,83 1,83 1,25
(1,02) (43,38) (3,42) (6,74) (11,78)

20_5 23,21 19,39 2,41 2,41 1,57
(1,06) (57,44) (3,00) (6,43) (9,87)

20_1 34,18 31,72 0,06 0,05 0,00
(1,26) (53,04) (3,43) (6,44) (9,87)

20_2 31,55 29,75 0,46 0,46 0,00
(1,52) (45,60) (3,14) (6,12) (9,80)

te 20_3 32,26 30,63 0,00 0,00 0,00
(1,34) (50,51) (3,09) (6,07) (9,13)

20_3 32,49 29,98 0,00 0,00 0,00
(1,38) (48,16) (2,81) (5,49) (9,16)

20_5 32,72 30,20 1,45 1,45 1,45
(1,28) (48,61) (3,28) (6,40) (9,22)

201 30,79 28,20 0,93 0,93 0,76
(1,10) (43,45) (3,10) (6,79) (9,30)

20_2 31,76 29,10 1,72 1,72 1,72
(1,16) (38,80) (2,82) (5,49) (7,75)

trs 20_3 32,37 29,84 0,00 0,00 0,00
(1,28) (41,09) (2,96) (6,10) (7,88)

20_3 34,69 32,25 0,52 0,52 0,52
(1,12) (40,95) (2,93) (5,13) (8,47)

20_5 36,09 33,71 0,00 0,00 0,00
(1,02) (55,27) (2,78) (5,80) (8,36)

201 19,00 15,98 4,40 4,40 4,40
(1,28) (54,35) (2,98) (6,12) (8,58)

20_2 24,46 21,63 3,40 3,40 3,40
(1,06) (41,08) (2,82) (5,74) (8,30)

tra 20_3 27,11 24,39 2,62 2,62 2,62
(0,94) (52,42) (2,81) (6,80) (8,28)

20_3 27,11 24,39 2,62 2,62 2,62
(0,90) (52,39) (2,82) (5,82) (8,28)

20_5 31,24 26,68 1,31 1,31 1,31
(1,22) (41,65) (2,93) (5,82) (8,56)
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Tabela C.7: Resultados detalhados para as instancias com n =41e QQ = 3

Q=3 FFAgreg.+ FFDesg. FFAgreg.++ FPQM FPQM+ FCam. FFCam.
40-1 2,38 2,21 2,38 2,38 0,71 49,77 46,28
(0,06) (18,39) (0,27) (0,02) (20,49) (7,36) (141,26)
40-2 2,66 2,35 2,66 2,66 0,92 49,91 46,35
(0,05) (21,25) (0,23) (0,02) (19,46) (8,50) (147,43)
tc 40_3 3,15 2,93 3,15 3,15 1,30 50,16 46,67
(0,05) (20,21) (0,23) (0,02) (20,57) (8,08) (147,66)
40_3 5,03 4,36 5,03 5,03 1,81 51,13 47,46
(0,03) (21,31) (0,14) (0,02) (22,90) (8,52) (155,49)
40_5 2,91 2,39 2,91 2,91 0,71 50,04 46,37
(0,03) (19,25) (0,14) (0,02) (20,66) (7,70) (141,07)
40-1 5,96 1,48 5,96 5,96 0,33 65,99 63,61
0,03 (21,45) (0,14) (0,02) (18,29) (8,58) (162,50)
402 2,67 2,46 2,67 2,67 1,38 64,80 63,98
0,06 (20,03) (0,27) (0,02) (19,19) (8,01) (148.82)
te 40_3 1,74 1,69 1,74 1,74 0,28 64,46 63,69
(0,03) (20,59) (0,14) (0,02) (20,38) (8,24) (168,01)
40_3 1,92 1,63 1,92 1,92 0,44 64,53 63,67
(0,05) (22,09) (0,23) (0,02) (22,50) (8,84) (142,52)
40_5 2,52 2,32 2,52 2,52 0,82 64,74 63,93
(0,05) (21,56) (0,23) (0,02) (20,38) (8,62) (133,97)
40-1 2,53 2,53 2,53 2,53 1,83 59,62 58,69
(0,05) (21,56) (0,23) (0,02) (20,48) (8,62) (134,22)
40_2 2,04 2,04 36,66 2,04 1,05 61,98 61,10
(0,05) (23,01) (0,23) (0,02) (23,11) (9,20) (127,79)
trs 40_3 2,04 2,04 45,56 2,04 0,98 67,32 66,56
(0,05) (19,91) (0,23) (0,02) (21,53) (7,96) (127,39)
40_3 3,37 3,37 31,55 3,37 1,20 58,91 57,96
(0,05) (22,95) (0,23) (0,02) (20,55) (9,18) (134,75)
40_5 2,33 2,33 39,70 2,33 1,56 63,80 62,96
(0,06) (19,89) (0,27) (0,02) (20,39) (7,96) (134,80)
40-1 7,74 7,36 3,46 2,20 3,20 50,55 49,40
(0,06) (22,35) (0,27) (0,02) (24,03) (8,94) (148,85)
40-2 7,48 7,48 3,93 2,60 2,60 49,67 48,50
(0,05) (20,65) (0,23) (0,02) (19,30) (8,26) (142,38)
tra. 40_3 2,04 2,04 2,75 2,04 2,04 67,32 66,56
(0,05) (19,84) (0,23) (0,02) (21,53) (7,94) (127,39)
40_3 5,80 5,36 3,84 3,02 3,02 49,24 48,06
(0,06) (17,71) (0,27) (0,02) (24,12) (7,08) (135,15)
40_5 5,96 5,92 5,23 4,53 4,53 55,30 54,26

(0,06) (19,89) (0,27) (0,02) (20,43) (7,96) (148.66)
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Tabela C.8: Resultados detalhados para as instancias com n = 41 e ) = 3 (cont.)
Q=3 FCirc. FFCirc. FCircComb FCircCap FCircCap+
401 26,49 24,08 0,71 0,71 0,71
(44,14) (243,56) (31,53) (38,03) (35,82)
402 30,86 28,12 0,92 0,92 0,92
(42,50) (254,19) (29,94) (37,27) (33,95)
e 40.3 28,91 24,69 1,30 1,30 1,30
(40,42) (254,58) (31,64) (41,12) (38,75)
40.3 29,61 29,06 1,81 1,81 1,81
(42,62) (268,09) (35,23) (39,69) (36,32)
40.5 27,37 26,65 0,71 0,71 0,71
(38,50) (243,22) (31,78) (41,29) (34,18)
401 47,67 13,04 0,33 0,33 0,33
(42,90) (280,18) (28,14) (37,60) (40,20)
402 45,80 40,99 1,38 1,38 1,38
(40,06) (256,59) (29,53) (37,91) (38,77)
i 40.3 44,74 43,88 0,28 0,28 0,28
(41,18) (289,68) (31,36) (39,91) (43,59)
40.3 41,87 40,23 0,44 0,44 0,44
(41,18) (245,72) (34,69) (41,62) (45,97)
40.5 43,23 41,26 0,82 0,82 0,82
(43,12) (230,99) (31,36) (39,61) (38,27)
401 35,13 32,73 1,83 1,83 1,83
(43,12) (231,41) (31,50) (38,22) (36,22)
402 37,67 36,66 1,05 1,05 1,05
(46,02) (220,32) (35,55) (41,75) (36,43)
s 40.3 46,44 45,58 0,62 0,62 0,62
(39,82) (219,63) (33,12) (38,17) (36,24)
40.3 33,41 31,55 1,20 1,20 1,20
(45,90) (232,32) (31,61) (38,55) (36,36)
40.5 40,30 39,70 1,56 1,56 1,56
(39,78) (232,41) (31,37) (38,24) (40,58)
401 18,97 17,61 2,20 2,20 2,20
(44,70) (256,64) (36,97) (41,68) (36,15)
402 17,56 16,15 2,60 2,60 2,60
(41,30) (245,48) (29,69) (38,33) (36,30)
e 40.3 46,22 45,56 0,62 0,62 0,62
(39,68) (219,63) (33,12) (38,16) (36,11)
40.3 17,79 15,43 3,02 3,02 3,02
(35,42) (233,02) (37,10) (41,76) (36,27)
40.5 27,36 25,52 4,53 4,53 4,53
(39,78) (256,31) (31,43) (38,17) (40,58)
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Tabela C.9: Resultados detalhados para as instancias comn =41e Q =5

Q=3 FFAgreg.+ FFDesg. FFAgreg.++ FPQM FPQM+ FCam. FFCam.
40-1 8,01 6,04 6,66 5,66 2,47 39,61 36,90
(0,06) (20,08) (1,37) (0,03) (84,09) (8,03) (1548,08)
402 6,24 5,23 4,66 4,26 2,10 38,45 35,83
(0,03) (19,23) (1,31) (0,05) (80,18) (7,69) (1489,43)
tc 40_3 6,60 4,96 4,46 3,58 0,90 38,69 35,10
(0,05) (20,16) (1,37) (0,05) (84,09) (8,06) (1431,99)
40_3 7,49 5,57 6,89 6,25 2,67 39,27 35,02
(0,06) (19,91) (1,35) (0,03) (83,99) (7,96) (1612,82)
40_5 6,03 4,75 5,34 4,94 1,63 38,31 33,94
(0,06) (19,14) (1,30) (0,03) (84,38) (7,66) (1548,33)
40-1 4,83 4,71 2,48 1,51 0,28 57,26 55,61
(0,05) (25,26) (1,72) (0,05) (106,94) (10,10) (1736,28)
40-2 5,17 4,47 3,88 3,06 0,97 57,42 55,04
(0,06) (24,48) (1,66) (0,05) (90,84) (9,79) (1794,21)
te 40_3 5,23 4,94 3,84 3,13 1,58 57,44 54,90
(0,03) (25,43) (1,73) (0,05) (94,32) (10,17) (1672,93)
40_3 6,13 4,69 4,71 3,46 1,29 57,85 54,44
(0,06) (22,46) (1,53) (0,05) (79,00) (8,98) (1556,88)
40_5 5,61 4,56 4,06 3,22 1,37 57,61 54,02
(0,06) (25,29) (1,72) (0,05) (89,96) (10,12) (1552,38)
40-1 5,81 5,08 3,78 3,52 0,84 51,40 47,28
(0,06) (18,61) (1,27) (0,05) (99,41) (7,44) (1370,73)
40_2 7,13 6,03 5,33 5,16 1,51 56,35 52,66
(0,06) (21,64) (1,47) (0,05) (92,46) (8,66) (1485,18)
trs 40_3 3,72 2,58 2,28 2,17 0,36 67,11 64,33
(0,05) (21,51) (1,46) (0,05) (73,26) (8,60) (1489,05)
40_3 9,07 7,96 7,70 7,51 1,23 53,57 49,64
(0,06) (19,42) (1,32) (0,03) (101,95) (7,77) (1421,21)
40_5 3,21 2,51 2,43 2,42 0,53 61,88 58,65
(0,05) (18,56) (1,26) (0,05) (81,07) (7,42) (1309,26)
40-1 9,04 8,64 6,66 2,80 2,80 45,46 40,84
(0,06) (18,55) (1,26) (0,02) (123,90) (7,42) (1424,78)
40_2 7,89 7,77 6,69 3,68 3,68 37,11 31,79
(0,05) (19,31) (1,31) (0,05) (95,47) (7,72) (1237,17)
tra. 40_3 3,72 2,58 2,28 2,17 1,91 67,11 64,33
(0,06) (21,61) (1,47) (0,03) (72,92) (8,64) (1551,65)
40_3 10,09 9,51 7,71 3,27 3,27 42,53 37,66
(0,06) (17,83) (1,21) (0,05) (106,99) (7,13) (1306,86)
40_5 4,65 4,48 3,32 0,67 0,67 54,90 51,08

(0,06) (19,30) (1,31) (0,05) (82,17) (7,72) (1425,26)
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Tabela C.10: Resultados detalhados para as instancias com n =41 e () =5 (cont.)
Q=3 FCirc. FFCirc. FCircComb FCircCap FCircCap+
401 25,38 22,03 2,15 2,15 1,99
(104,42) (2.669,10) (129,37) (276,39) (522,46)
402 30,15 27,18 1,76 1,76 1,76
(100,00) (2.567,98) (123,35) (273,86) (420,61)
e 40.3 28,45 24,27 0,85 0,85 0,75
(104,83) (2.468,95) (129,37) (262,33) (588,42)
40.3 33,33 28,67 2,64 2,64 2,64
(103,53) (2.780,72) (129,22) (265,09) (484,43)
40.5 31,41 26,55 1,34 1,30 1,28
(99,53) (2.669,54) (129,81) (287,67) (522,06)
401 14,02 1,72 0,16 0,16 0,16
(131,35) (2.993,58) (164,53) (366,82) (587,67)
402 45,00 41,93 0,68 0,65 0,65
(127,30) (3.093,47) (139,75) (295,75) (521,65)
te 40.3 48,78 45,72 1,34 1,34 1,34
(132,24) (2.884,36) (145,10) (287,35) (552,42)
40.3 47,04 42,76 0,98 0,98 0,98
(116,79) (2.684,28) (121,54) (264,17) (519,09)
40.5 47,43 42,98 1,10 1,10 1,10
(131,51) (2.676,52) (138,40) (301,11) (687,18)
401 39,72 31,62 0,79 0,79 0,79
(96,77) (2.363,32) (152,94) (277,62) (417,60)
402 45,86 41,28 1,11 1,11 1,11
(112,53) (2.560,66) (142,24) (290,32) (418,66)
e 40.3 59,21 55,76 0,00 0,00 0,00
(111,85) (2.567,33) (112,70) (265,58) (417,68)
40.3 42,42 37,55 1,09 1,09 1,09
(100,98) (2.450,37) (156,84) (298,43) (541,45)
40.5 52,72 48,72 0,40 0,40 0,40
(96,51) (2.257,35) (124,72) (251,27) (451,25)
401 32,36 26,63 2,75 2,75 2,75
(96,46) (2.456,52) (190,62) (318,09) (480,92)
402 22,00 15,40 3,68 3,68 3,68
(100,41) (2.133,06) (146,87) (304,89) (705,72)
a 40.3 59,21 55,76 0,00 0,00 0,00
(112,37) (2.675,25) (112,18) (274,62) (418,08)
40.3 28,72 22,68 3,07 3,07 3,07
(92,72) (2.253,20) (164,60) (298,93) (449,13)
40.5 44,06 39,33 0,67 0,67 0,67
(100,36) (2.457,34) (126,41) (247,73) (477,21)
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