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Resumo

O recurso a sistemas dindmicos para estudar resultados de outras areas da
matemaética, incluindo da matemaética discreta, tem sido objecto de recentes
trabalhos publicados. O pequeno teorema de Fermat, por exemplo, foi provado
usando aplicacoes do circulo. De facto, é possivel obter a congruéncia deste
teorema através da contagem de pontos e 6rbitas periédicos de certo tipo de
aplicagoes do circulo. O mesmo método pode ser usado para uma alargada
generalizacao que é conhecida desde 1863, quando foi publicado um artigo
postumo de Gauss. A sua notagao usual é devida a Gegenbauer. Apresenta-se
uma notagao combinatoria alternativa para este resultado. Este é diferente da
mais conhecida generalizacao: o teorema de Euler. Também existem demons-
tragoes destes resultados usando os conceitos de palavra primitiva, palavra
de Lyndon e colar. Neste trabalho mostra-se a relagdo entre a dindmica de
determinadas aplicagoes do circulo e palavras e colares. Estabelecem-se bi-
jecgoes identificando cada 6rbita com um colar aperiédico, correspondendo a
identificd-la com uma palavra de Lyndon. De facto, é possivel obter todas as
palavras primitivas (ou palavras de Lyndon) de comprimento n num alfabeto
de cardinalidade a através de todas as 6rbitas de periodo minimo n da apli-
cagdo do circulo a - x (mod 1). Reciprocamente, tendo uma palavra primitiva
(ou palavra de Lyndon), podem calcular-se explicitamente os pontos da érbita
periddica correspondente. Apresentam-se algumas aplicacées em termos de

linguagens faladas, nomeadamente utilizando as cifras de César e Atbash.

Palavras chave: congruéncia, palavra primitiva, palavra de Lyndon, colar,

aplicacao do circulo, cifra de César, cifra de Atbash



Abstract

The use of dynamical systems to study results in other areas of mathematics,
including discrete mathematics, has been the subject of recent work. Fermat’s
little theorem, for instance, has been proved using circle maps. In fact, it is
possible to obtain the congruence of this theorem by counting periodic orbits
and points of certain circle maps. The same method can be used to a generali-
zation of Fermat’s little theorem known since 1863, when a posthumous paper
of Gauss was published. Its usual notation is due to Gegenbauer. We give
an alternative combinatorial notation for this result. This result differs subs-
tantially from the most common generalization, the Euler theorem. There are
proofs of these results using the concepts of primitive word, Lyndon word and
necklace. In this work we establish a relation between the dynamics of certain
circle maps with words and necklaces. We set up bijections identifying each
periodic orbit with an aperiodic necklace, which corresponds to identifying it
with a Lyndon word. In fact, it is possible to obtain all primitive words (or
Lyndon words) of length n over a finite alphabet of cardinality a through all
the orbits of minimum period 7 of the circle map a-z (mod 1). Conversely, ha-
ving a primitive word (or Lyndon word) we can compute explicitly the points
of the corresponding periodic orbit. We give some applications in terms of

spoken languages, namely, using the Caesar and Atbash ciphers.

Keywords: congruence, primitive word, Lyndon word, necklace, circle map,

Caesar cipher, Atbash cipher
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“A Matematica é o alfabeto com o qual Deus escreveu o

Universo.”

Galileu Galilei

Introducao

No desenvolvimento da Matemética foram surgindo varias areas e ramos de
especializagao distintos. Muito embora cada um deles tenha métodos e temati-
cas diferentes, existem interligacoes entre eles, que, por vezes, sao inesperados
e/ou desconhecidos. Neste trabalho vai ser feita uma interliga¢do entre vérias
areas da Matemaética: teoria dos nimeros, linguagens formais, combinatéria e

sistemas dinamicos.

O assunto que vai ser tratado tem a sua origem num teorema de Pierre de
Fermat, conhecido como pequeno teorema de Fermat, para ser distinguido
do grande ou ultimo teorema de Fermat. A demonstragdo do autor nao é
conhecida; no entanto, existem muitas formas de o demonstrar, recorrendo em
geral a argumentos de divisibilidade e de contagem. Em primeiro lugar, sendo
este um teorema classico de teoria de ntimeros ele esta incluido nos manuais
desta area da Matematica (tais como, [6] e [10]), que s6 por si tém varias

demonstragoes alternativas. Veja-se, por exemplo, a selec¢ao de demonstragoes
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em [25] que incluem as cléssicas de autores como Leibniz, Euler, Lambert, Ivory
e Thue.

Outra forma de demonstrar este resultado é através de contagens de objectos.
No século XIX Petersen forneceu uma demonstragao muito simples, recorrendo
& ideia de contar caixas coloridas dispostas em circulos. Esta técnica é hoje
em dia tratada através do estudo de colares, que sao essencialmente conjuntos
de simbolos, ou letras, dispostos em circulo. Recentemente foi feita uma abor-
dagem dinadmica apresentando demonstragoes através de aplicagoes do circulo
(veja-se, por exemplo, [2], [9], [12] e [24]). A opgao de provar este resultado
via teoria de grupos também ¢é possivel (veja-se [13]).

Estes métodos demonstrativos sao ainda mais poderosos, permitindo genera-
lizar bastante o pequeno teorema de Fermat muito para além da generaliza-
¢do mais conhecida, o teorema de Euler. Deles podem obter-se congruéncias
sem qualquer restricdo nos parametros (nimeros naturais) essenciais para o
teorema de Fermat. FEnquanto resultado de teoria dos nimeros, esta genera-
lizacao foi descoberta por Gauss que a apresentou como uma expressao algo
longa, publicada em 1863. A versao usual foi dada, em 1900, por Gegenbauer

por meio do simbolo de somatoério envolvendo a fungao de Mobius.

O argumento de contagem de objectos advém de existir uma propriedade re-
lacionada com os conjuntos que os agregam, que se refere a cardinalidade. E
pois um facto que o ntimero de colares aperiddicos de comprimento n formados
por a diferentes tipos de simbolos é igual ao niimero de 6rbitas periédicas de
periodo minimo n de um determinado sistema dindmico com a ramos (veja-
se o capitulo 4). Esta coincidéncia entre objectos completamente distintos e
de areas da Matemaética diferentes implica a existéncia de uma bijec¢ao entre
este dois conjuntos. Neste trabalho apresenta-se uma bijeccao natural que faz
a ligacao entre estes dois tipos de objectos. Esta deriva da existéncia de uma
correspondéncia biunivoca entre itinerarios truncados de érbitas peridédicas e

palavras primitivas.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. Depois de um primeiro ca-
pitulo introdutério, no segundo capitulo sao dados os resultados do pequeno

teorema de Fermat e suas generalizagoes na perspectiva da teoria dos ntimeros,
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bem como algumas propriedades de funcoes aritméticas que também serao uti-
lizadas nos capitulos seguintes. No terceiro capitulo introduzem-se os concei-
tos relacionados com as linguagens formais convergindo para a demonstragao
via colares dos resultados principais do segundo capitulo. O quarto capitulo
aborda estes resultados numa perspectiva dindmica, isto é, apresenta sistemas
dinadmicos (aplicagdes do circulo) que permitem demonstrar o pequeno teorema
de Fermat e generalizagoes. Vai ainda mais além fazendo a interligagao entre
0s objectos tratados no terceiro capitulo e estas aplicagoes do circulo através
da apresentagao de bijecgoes adequadas. O tultimo capitulo ilustra algumas
aplicagoes dos resultados do capitulo precedente no sentido de os apresentar
na oOptica das linguagens faladas. Aborda ainda uma perspectiva virada para
a area da criptografia, referindo consequéncias de aplicar as cifras de César e

Atbash nos colares e sistemas dinamicos estudados anteriormente.






O pequeno teorema de Fermat e suas

generalizacoes

2.1 O pequeno teorema de Fermat

Neste capitulo o ponto de partida é o pequeno teorema de Fermat, um teorema
que remonta, de acordo com o que se sabe (veja-se [6]), a 1640 através de uma
carta remetida pelo proprio ao seu correspondente Bernhard Frénicle de Bessy,
onde referiu nao incluir a demonstragao por recear ser demasiado longa. A sua
prova foi pela primeira vez publicada por Euler em 1736, apesar de Leibniz ter
feito uma demonstracao anterior com argumentos idénticos num trabalho que

nao publicou. O enunciado transcrito na carta era o seguinte:

Teorema 2.1. (Pequeno teorema de Fermat) Se p é um primo e a é um

inteiro arbitrdrio ndo divisivel por p, entdo p divide aP~" — 1.

Existem véarias provas para este teorema; indicar-se-4 uma das apresentadas
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em [6].

Demonstragao. Sejam p um primo e a um inteiro tais que p 1 a.

Considerem-se os primeiros p — 1 multiplos positivos de a, isto é, os inteiros
a,2a,3a,...,(p—1)a. Nenhum destes nimeros é congruente moédulo p com

qualquer outro, nem com zero.

De facto, se ra = sa (mod p), com 1 < r < s < p— 1, entdo pode cortar-se
a e obter 7 = s (mod p), o que nao é verdade. Portanto, os inteiros listados

acima sao congruentes moédulo p com 1,2,3,...,(p — 1), por alguma ordem.

Multiplicando todas estas congruéncias obtém-se
a-2a-3a-...-(p—1)a=1-2-3-...-(p—1) (mod p) (2.1)

pelo que
a1 (p—1)=(p—1)! (mod p). (2.2)

Mas como p 1 (p — 1)!, pode cortar-se (p — 1)! e obter
a’~! =1 (mod p), (2.3)
que expressa o enunciado do teorema. O

Veja-se outra versao equivalente, mas um pouco mais geral, deste teorema,

pois nao impoe restri¢cdes sobre a.

Teorema 2.2. Sejam p um primo e a um inteiro, entdo
a? = a (mod p). (2.4)

Demonstragao. Se pla, tem-se a? = 0 = a (mod p).

Se p f a, basta multiplicar ambos os membros da congruéncia (2.3) por a. [J

Note-se que as formulagoes (2.3) e (2.4) s@o equivalentes, pelo que pode dizer-se

que o pequeno teorema de Fermat é dado por uma das duas formas alternativas.
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2.2 Funcoes aritméticas

Neste trabalho, para o que se vai seguir, interessa generalizar este resultado.
Tendo em vista este propdésito introduzir-se-ao conceitos e resultados que per-

mitem fazer isso (veja-se, por exemplo, [6] e [10]).

Definicao 2.3. Uma func¢ao aritmética é uma fungdo cujo dominio é o con-
junto de nimeros inteiros positivos. Diz-se que uma fungao aritmética é mul-

tiplicativa se f (mn) = f(m) f (n) sempre que mdc (m,n) = 1.

Teorema 2.4. Seja f uma fungao multiplicativa. Entao a funcao F' definida

por F'(n) = > f(d) também é multiplicativa.
din

Demonstragao. (conforme [6]) Sejam m e n dois inteiros positivos primos entre
si. Cada divisor d de mn pode ser escrito de forma tnica como um produto

de um divisor d; de m e de um divisor d2 de n, com mdc (d1,d2) = 1. Logo,

F(mn) =Y/ (d)

d|mn

=Y f(dids)

dy|m
da|n

= f(d) f(do)

dy|m
da|n

— [ STy | | S5 @)

dilm da2|n

= F(m)F(n),
pelo que F' é uma fungao multiplicativa. O

A funcao definida ja de seguida tem o nome do seu autor que a apresentou em
1832 com a notagao de a, (veja-se [8]).
Dado n € N, seja

no=pd... pik (2.5)
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a sua factorizagdo em primos.

Definigao 2.5. A fung¢ao de Mébius pu(n) é definida da seguinte forma:

(i) p(1)=1;
(ii) p(n) =0 se em (2.5) algum o > 2;
(ii) pn)=(=1)fsear=ars=...=ap = 1.

Teorema 2.6. Para todo on > 1,

sen=1

> uld) = :

. (2.6)
dn 0 sen>1

Demonstragao. (conforme [6]) A prova ¢ feita por casos.

No caso em que n =1, tem-se > u(d) = p (1) =1.
dn

Para n = p¥, seja F'(n) = >_u(d). Entao
dn

F(n) =S u(d)
d|p*
= (1) + u(p) + 1 (p?) +---+u(p'“)
= (1) +p(p)
=1+(-1)
=0.
Para o caso geral, como p é uma fungao multiplicativa pode aplicar-se o te-

orema 2.4. Utilizando a factorizagdo em ntimeros primos n = p]flp]§2 cophr

obtém-se F' (n) = F (p’fl) F (pé”) - F (pffr) =0. O

Lema 2.7. Sejam ¢, d e n nimeros inteiros. Entao

dnAc|(n/d) < cn Ad|(n/c). (2.7)
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Demonstrag¢ao. Suponha-se que d|n A ¢|(n/d). Entao existem a e b tais que
n=aden/d=bc. Logoa=bc,n=beden/c=bd, isto &, c|ned|(n/c).

O reciproco é idéntico trocando os papéis de d com c. O

Teorema 2.8. (Formula de inversao de Mdébius) Sejam F' e f duas fun-

coes aritméticas relacionadas pela férmula

Fn) =Y 1 (d). (23)

dn

FEntao

Fo) =Y u@F (5)=>u (%) Fa). (2.9)

din dln

Observagao 2.9. Os dois somatorios em (2.9) sao iguais uma vez que de d’ = %

sao varidveis mudas que tomam o mesmo conjunto de valores.

Demonstragao. (conforme [6]) Fazendo os calculos, tem-se

Su@F(5) =3 n@ X £
)

din din c|(n/d

S Y @@
dln

cl(n/d)

Pela propriedade (2.7), obtém-se

Su@F(5) =X X f@n@

din cn \d|(n/c)
=> [ f@ > n@
c|n d|(n/c)

Aplicando o teorema 2.6 sabe-se que > pu(d) = 0, excepto para n/c = 1,
d|(n/c)
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isto é, para n = ¢, caso em que Y p(d) =1. Assim,
d|(n/c)

Su@F(5) =310 X n@

dln c|n d|(n/c)
=> (f(©-1
=f(n),
que é o resultado pretendido. O

Definigao 2.10. Chama-se fun¢ao de Euler a fungao ¢ (m) que da o namero
de inteiros positivos primos com m que nao sao maiores que m. Isto é, da o

namero de inteiros n tal que 0 < n < m e m.d.c. (n,m) = 1.

Observacao 2.11. A funcdo de Euler é multiplicativa e para p primo tem-se
¢(p)=p—1

Teorema 2.12. Sejam p um nidmero primo e k > 0. Entao
¢ (pk) =pF—pF (2.10)

Demonstragio. (conforme [6]) E claro que mdc (n,pF) = 1 se e s6 se p 1 n.

Existem p*~! inteiros entre 1 e p* divisiveis por p. Estes sdo p, 2p, 3p, ...,
pk—lp‘
Entao o conjunto {1, 2,... ,pk} tem exactamente p* — pF~! inteiros que sdo

relativamente primos com p*. Logo, por defini¢do obtém-se ¢ (pk) = pF —
k—1
P O

Coroldrio 2.13. Sejam p um nimero primo e k > 0. Entao

¢ (pk“) = po (pk) : (2.11)
Demonstracao. Pelo teorema anterior, verifica-se que

¢ (pk:—H) — Pl k. (2.12)

10
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Logo
& (pk+1> — k1
—p (pk _ pk—1>
=po (pk) :
0 que conclui a demonstragao. O

2.3 O teorema de Euler

A generalizagao usual do pequeno teorema de Fermat é o teorema de Euler,
ou teorema de Fermat-Euler, como por vezes também é conhecido (veja-se [6]
e [10]).

Teorema 2.14. (Teorema de Euler) Sejam a, m inteiros tais que m.d.c. (a,n) =
1. Entao
a®™ =1 (mod n). (2.13)

k

Demonstragao. (conforme [6]) Primeiro suponha-se que n = p®, com p primo,

ptaek >0 e prova-se, por indugao em k, que
a®(®*) =1 (mod p*). (2.14)

Para k = 1, a expressao (2.14) reduz-se a a®® =1 (mod p), que é o pequeno

teorema de Fermat.

Suponha-se que (2.14) se verifica para certo k. Veja-se que também se verifica
para k + 1.

Pelo corolario 2.13 tem-se
a®(P*) — pe(p*)
= (a¢(pk) )p .
Por (2.14) sabe-se que existe um inteiro ¢ tal que a®(?") =1 + gp®. Usando o

11
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teorema binomial obtém-se
o) = (aab(p’“))p
(o)
— 1+ <1’17)qpk n (1;) (qpk)Q oy < p1> (qpk>p—1 . (qpk)p
p

=1+ (f) qp® (mod p*t1h).

Mas p| (11)), pelo que pk+1|(71’) gp®. Aplicando & tltima congruéncia tem-se
@) = (mod pk+1), (2.15)

que conclui a prova por indugao de (2.14).

Considere-se m.d.c. (a,n) = 1 e a factorizagdo de n em nimeros primos n =
p'flp’;? -..pkr. Para cadai € {1,2,...,7} aplique-se a congruéncia (2.14):
k.

) =1 (mod pr). (2.16)

Como ¢ (n) é divisivel por ¢ (pfi), pode elevar-se cada membro destas con-

gruéncias a ¢ (n) /¢ (pfl) e obter
a®™ =1 (mod pl). (2.17)
Na medida em que os pfi sao primos entre si, obtém-se
a®™ =1 (mod py'p5? - py") (2.18)

que é o mesmo que (2.13). O

12



2.4. QOutras generalizagoes 13

2.4 OQutras generalizagoes

Como foi visto, dados dois inteiros n e a, as congruéncias até agora estabele-
cidas tém restricoes. No primeiro caso exige-se que n seja um ndmero primo
(pequeno teorema de Fermat) e, na sua generaliza¢ao usual (teorema de Euler)

tem-se ainda uma restri¢ao de m.d.c. (a,n) = 1.

O préximo passo de generalizagdo é obter congruéncias sem restrigdbes em n
e a. HEsquematicamente pode sintetizar-se esta ideia através da tabela 2.1
(conforme [24]).

m.d.c. (a,n) =1 Va
n = p primo | Fermat: a?~! =1 (mod p) | a? = a (mod p)

n composto | Euler: a®™ =1 (mod n) ?

Tabela 2.1: A questao da generalizacao do pequeno teorema de Fermat.

Segundo Dickson, na sua descrigao da historia da teoria dos ntimeros (veja-se
[8]) o resultado que se pretende é conhecido e foi apresentado de vérias formas.
Ele refere que a primeira versao foi conhecida a partir de um artigo péstumo de
Gauss, publicado em 1863, que afirmava que se N = pi* - - - p§*, onde p1, - -+ , ps

sao primos distintos, entao

S
F(a,N)=a" — ZQN/ZH + ZQN/pipj _ Z aN/Pippk Ly (—1)F N/Preps
i=1 i<j i<j<k

é divisivel por N. Nos anos 1882 e 1883 foram dadas quatro demonstra-
¢oes directas deste resultado por Kantor, Weyr, Lucas e Pellet. A formulagao
mais usada actualmente foi dada em 1900 por Gegenbauer, estabelecendo que

F(a,n) = Y p(d)a™?. O resultado preciso é o seguinte.
din

Teorema 2.15. Para quaisquer a, n inteiros positivos,

Zu (d)a™? =0 (mod n). (2.19)
din

Demonstracao. Suponha-se, em primeiro lugar, que n é divisivel por um tnico

13
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nimero primo p. Sendo n = p® tem-se

Zu (d) Ve = gp — P!
dn

_ apa—l (apaipa—l B 1) )
Por (2.10), o ntimero de inteiros em [1, p%] primos com p® é ¢ (p®) = p*—p>~ 1.

Pode entao escrever-se
a”” — " =" <a¢(pa) - 1) . (2.20)

Se p { a, pelo teorema de Euler, tem-se a®®") = 1 (mod p®). Na hipotese
de p ser divisor de a também ppail|apaf1 e como p®~! > 2271 > o segue-se
que pa]apa_l. Assim em ambos os casos se conclui que po‘\apa_1 (a‘b(pa) - 1) e
portanto

(el a—1

—a? =0 (mod p%). (2.21)

Passa-se agora ao caso geral em que n se decompde num produto de factores

Oy

primos da forma n = p{* ---p&m. Fixado k € {1,...,m}, seja ny = n/p}*.

.. . ng -
Para cada d divisor de ng, designe-se by = a @ . Tem-se entao

S () et =3 (d)a™d + 3 (dpe) o/

dln d|ng d|ng
g ap—1
=> u(d) <b§k — bt )
dlng

e da parte do enunciado ja estabelecida resulta

P =0 (mod p
J — by =0 (mod p,*) (2.22)
se d|ng.
E pois
Z,u (d)a™? =0 (mod p*) (2.23)
dn

14



2.4. QOutras generalizagoes 15

e portanto também

Zu (d)a™? =0 (mod n), (2.24)
din
pois os pz’“ sao primos entre si. [l

Em seguida fornece-se uma notagao alternativa deste teorema, com base em
conceitos de combinatoéria. Esta versao foi desenvolvida no decurso do trabalho
de tese e partilhada com o Prof. Nuno da Costa Pereira o qual nos sugeriu a
demonstragao acima descrita para o teorema 2.15 e ainda uma forma simples
(abaixo apresentada) de provar que ambas as notagoes sao equivalentes, isto
é, sao equivalentes as congruéncias (2.19) e (2.27) (essencialmente é a prova

do teorema 2.21). Introduz-se primeiro a notagao prévia necessaria.

O significado combinatério basico do coeficiente binomial (Z) ¢ o numero de

todos os subconjuntos de k elementos de um conjunto de n elementos.

Conforme a notagao de J. Matousek e J. Nesetfil [16] tem-se o que se segue.

Definicao 2.16. Sejam X um conjunto e k£ um inteiro nao negativo. Pelo
sfmbolo ()k( ) denota-se o conjunto de todos os subconjuntos de k elementos do

conjunto X.

Exemplo 2.17. Seja {a,b,c} um conjunto. Entao

<{§ C}> = {{a.b} . {a,c} , {b.c}}. (2.25)

Observagao 2.18. O simbolo (i) tem agora dois significados dependendo se x
é um numero ou um conjunto.

A proposicao seguinte estabelece uma ligacao entre estes dois significados.

Proposigao 2.19. Para cada conjunto finito X, o nimero de todos os seus

subconjuntos de k elementos ¢ igual a (I)k(\).

Simbolicamente, esta proposi¢do pode ser reescrita da seguinte forma

- (2)

15
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Demonstragao. Considere-se n = |X|. Contem-se todas as possibilidades de k
componentes ordenadas do conjunto X (sem repeticoes de elementos) de duas

maneiras.

Por um lado, sabe-se que o niimero de possibilidades de k componentes é
n(n—1)---(n—k+1). Por outro lado, para um subconjunto M € ()k() de k
elementos, podem criar-se k! diferentes possibilidades de k elementos ordena-
dos, e cada possibilidade de k elementos ordenados é obtido de exactamente

um subconjunto M de k elementos desta maneira.

Assim,n(n—l)'--(n—k‘—l-l):k!‘(f)‘. O

Em combinatoéria, as notacoes (i) e C} tém exactamente o mesmo significado.

Neste sentido, a notagao que vai ser utilizada foi assim adaptada, substituindo

0 que estd na primeira forma para a segunda, agora em termos de conjuntos.

Partindo desta notacao define-se

Definigao 2.20. Denota-se por C']{LZ""’R} o conjunto de todos os subconjuntos

de {1,2,...,k} com j elementos.

P

Assim, § € C’j{l’Q’”"k} ¢ um conjunto formado por j elementos distintos de
{1,2,...,k}. Sem perda de generalidade, escrevemos ¢ € 0}1’2""’“ da forma

d ={61,02,...,6;}, onde os &;, com i = 1,..., 7, sdo os elementos de ¢.

Teorema 2.21. Sejam a e n inteiros positivos cuja factorizacdo em numeros
i

primos den é n = pillpé2 --p® e seja P =pipy---pr. Entdo

k
Z (—1)FH Z aP%%2% =0 (mod n). (2.27)

j=0 560{1)1,172 ,,,,, Pi }

Demonstracao. O duplo somatorio é simplesmente uma soma sobre todos os
divisores de P. Notando ainda que (—=1)* = 1 (P) e que (=1)7 = 1 (6182 - - - 95),
este toma a forma de

> w(dP)a®?, (2.28)

d|p

16
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Substituindo d por P/d obtém-se o seguinte

a3

> p(d)yai. (2.29)

d|P

No entanto, como p (d) = 0 se d|n e d { P este somatorio ¢ igual a

> p(d)at, (2.30)

dn
e pelo teorema 2.15 obtém-se o resultado pretendido. O

Exemplo 2.22. Para n = 14 o teorema 2.21 conduz & seguinte congruéncia
a* —a" —a*+a=0 (mod 14), (2.31)

valida para todo o a > 1.

Exemplo 2.23. Para n = 360 o teorema 2.21 conduz & seguinte congruéncia
a3 — 180 — 120 _ g2 4 g% 4 630 4 02 — ¢!? =0 (mod 360), (2.32)

valida para todo o a > 1.

Note-se que, apesar da expressao da congruéncia (2.27) ndo ser tao compacta
como a apresentada por Gegenbauer (2.19), a primeira tem uma vantagem
relativamente & segunda. Assim, para a formula (2.27), basta identificar os
divisores de P, ao passo que na formula (2.19) é necessario identificar todos os
divisores de n. Assim, de acordo com (2.27), para exprimir uma congruéncia

(mod n) basta, relativamente ao primeiro membro, seguir os passos:

1. Todas as parcelas tém o factor a?. Isto corresponde a diminuir em uma

unidade o expoente de cada factor primo;

2. o expoente de cada parcela multiplica-se por um divisor de P. Existem

tantas parcelas quantos os divisores de P;

3. o sinal da parcela depende do nimero de factores primos que foram

multiplicados no passo 2. Para a parcela cujo divisor de P é o proprio

17
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P fica com sinal positivo. Com menos um factor primo troca-se o sinal.

Por cada factor primo a menos faz-se uma troca de sinal.

Exemplo 2.24. Para a construcao da congruéncia do exemplo anterior, isto
é, paran =360=2%-32-5¢a > 1, tem-se
a223(2:35) _ 422:3(3:5) _ ;2°:3(25) _ ;2°-3(2:3) + 2’305 + a2’3(3) + a2>3(2) _ 42%3
=0 (m0d23-32~5).
(2.33)

As generalizacoes apresentadas do pequeno teorema de Fermat nao se esgotam
por aqui. De facto, como Dickson referiu no seu livro da histéria da teoria dos
nameros (veja-se [8]), existem intimeras generalizagdes do mesmo. No entanto,

a dltima generalizacao apresentada é a que interessa para este trabalho.

18



Linguagens formais - colares e palavras

3.1 Conceitos e exemplos

Neste capitulo introduzem-se alguns conceitos de linguagens formais e combi-
natoria de palavras tal como definidos em [3] e [21]. Os exemplos sao, funda-
mentalmente, os apresentados no Recreational Mathematics Colloquium II e

no respectivo artigo para Proceedings (ver [22]).

Definigao 3.1. Um alfabeto é um conjunto finito ndo vazio de simbolos.
Vejam-se alguns exemplos.

Exemplo 3.2. O alfabeto binario {0, 1}.

Exemplo 3.3. O alfabeto de 10 digitos {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Exemplo 3.4. O alfabeto da lingua inglesa {a, b, c,...,z,y, 2}, bem como os

de outras linguas.
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Exemplo 3.5. O alfabeto alfa-numeérico {0,1,...,8,9,a,b,c,...,z,y,2}.

Exemplo 3.6. O alfabeto hexadecimal {0,1,...,8,9,a,b,¢,d,e, f}.

Exemplificam-se outros possiveis alfabetos, numa perspectiva mais lidica.
Exemplo 3.7. O alfabeto dos naipes de cartas {#, &, O, {}.

Exemplo 3.8. Um alfabeto de 3 formas geométricas {OJ, A, O}.
Exemplo 3.9. O alfabeto de 7 cores {l, W, W N N N}

Exemplo 3.10. O alfabeto do Zodiaco que inclui os simbolos de Carneiro,
Touro, Gémeos, Caranguejo, Ledo, Virgem, Balanga, Escorpiao, Sagitério,

Capricornio, Aquéario e Peixes.

Definicao 3.11. Uma palavra de um alfabeto A é uma sequéncia finita de sim-
bolos de A. A concatenacao de palavras € a nova palavra formada justapondo
as palavras originais, isto é, escrevendo a primeira palavra imediatamente se-
guida da segunda, etc., sem espaco de separagao. Uma factorizacdo de uma
palavra u é qualquer sequéncia u, ..., us tal que u = uq ...us. Diz-se que uma

palavra u é uma poténcia n de v se u = pv - - - v, isto é, é a concatenacao de n
~—

n vezes
palavras iguais a v e denota-se por u = v"™.

Para um par de palavras (u,v) define-se:

(1) u é um prefivzo de v se existir uma palavra z tal que v = uz e

pref;, (v) é o prefixo de v de comprimento k;

(ii) v é um sufizo de v se existir uma palavra z tal que v = zu e sufy (v)

¢é o sufixo de v de comprimento k;

(iii) u é um factor de v se existirem palavras z e 2’ tais que v = zuz/;

1 1

(iv) Se v = uz escreve-se u = vz~ ou z = u_ v e diz-se que u é o
quociente direito de v por z e que z é o quociente esquerdo de v

por u.

20



3.1. Conceitos e exemplos 21

Observagao 3.12. Se for considerada como palavra a sequéncia vazia, entao
dadas duas palavras u e v existe sempre e é Unico o prefixo mazimal comum

de u e v que se denota por u A v.

Introduzindo uma relagao de ordem total (designada por <) num alfabeto A
fica definida uma ordenacao dos seus simbolos: dados x,y € A, x < y significa
que x € menor do que y em relagao a (4, <).

A partir de agora, supoe-se introduzida em A esta relagao de ordem, utilizando-
a quando for relevante.

Definigao 3.13. Diz-se que u é lexicograficamente menor que v, e denota-se
por u <; v, se, ou u é um prefixo proprio de v, ou o primeiro simbolo apods

u A v de u é menor (<) do que o de v.

Considerando que os alfabetos sdo conjuntos finitos, é natural identificar cada

alfabeto de cardinalidade n por um conjunto finito de niimeros naturais.

Definigao 3.14. Designa-se o conjunto {0,1,2,...,n — 1} por alfabeto base.

Assim, para um determinado alfabeto pode fazer-se uma correspondéncia biu-
nivoca com o alfabeto base de modo a que a ordem obtida (nos nameros

naturais) respeite a ordem lexicografica dos simbolos originais.

Definigao 3.15. Considere-se a permutagao ciclica ¢ : A — A definida por

¢ (u) = pref; (u)” " upref; (u) (3.1)
para u € A. Diz-se que duas palavras u e v sdo conjugadas se e s6 se existir
um k € N tal que v = c¥ (u).

Observagao 3.16. Facilmente se prova que a relagdo de conjugacao é uma re-

lacao de equivaléncia.

Definigao 3.17. A uma classe de equivaléncia da relacdo de conjugacdo chama-

se colar.

Seja u = aji ...an, com a; € A. Um periodo de u é um inteiro p tal que
apti = a; para i =1,...,n —p. (3.2)

21
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O menor p que verifica (3.2) chama-se o periodo de u e é designado por p (u).
As palavras do colar [prefp(u) (u)] sao chamadas raizes ciclicas de u. Diz-se
que uma palavra é primitiva se ndo é uma poténcia propria de nenhuma das
suas raizes ciclicas. Uma palavra de Lyndon é uma palavra primitiva que,
de entre as palavras do mesmo colar, é a menor no que se refere & ordem

lexicografica.

Existe uma pagina na internet! que perante a especificacio da cardinalidade
do alfabeto A e do comprimento k da palavra fornece a listagem de todas
as palavras de Lyndon de comprimento £ em A. O resultado é apresentado

considerando o alfabeto base e, se o utilizador o pretender, também em cores.

Exemplo 3.18. Considere-se o alfabeto dos naipes de cartas, com a ordenagao

& <& <0 <. A figura 3.1 representa 4 possiveis colares.

Figura 3.1: Colares cujas palavras de Lyndon sao M@d&@, M,
&OOH0 e $OGOG.

Note-se que uma condicao equivalente de primitividade é
VzeA:u=z"=n=1 (le,u=z2). (3.3)

Neste sentido, pode dizer-se que uma palavra é primitiva se e s6 se for aperio-

dica, pois as palavras peridédicas u caracterizam-se por
u=2", comn > 1. (3.4)

Observagao 3.19. As raizes ciclicas sao, necessariamente, palavras primitivas.

"http://theory.cs.uvic.ca/gen /neck.html, acedido em 23/09/2011.

22
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3.2 Teoremas de contagem

Tal como em [18] designa-se por S (a,n) o nimero de palavras aperiodicas de
comprimento n de um alfabeto A contendo a letras e por M (a,n) o correspon-
dente nimero de colares. Analogamente, designa-se por L (a,n) o correspon-
dente nimero de palavras de Lyndon. Denotam-se os conjuntos corresponden-
tes pelas respectivas letras caligraficas, isto é, respectivamente, por S (a,n),
M (a,n) e L(a,n).

Através da cardinalidade destes conjuntos é possivel demonstrar o pequeno
teorema de Fermat e algumas das suas generalizacoes. Uma primeira ilustragao
deste facto é a demonstragao feita por Petersen, em 1872, conforme referido
por Smyth (veja-se [24]) e que, no fundo, espelha a ideia colar, apesar de nao

lhe ter sido atribuida essa designacao.

Suponham-se p caixas, dispostas em circulo, para serem coloridas
com a cores. Existem, ao todo, aP formas de coloracao possiveis, e
a formas de coloragao se todas as caixas ficarem da mesma cor. As
restantes possibilidades de coloracao a? — a podem ser agrupadas
em conjuntos de p elementos, uma vez que as p rotagoes possiveis

destas coloragoes sao todas distintas. Consequentemente, p|a? — a.

Em termos da notacao introduzida, um circulo de p caixas é um colar de

comprimento p sobre um alfabeto A composto por a letras (i.e., a cores).

Com o mesmo raciocinio Thue, em 1910 (veja-se [8]), apresentou uma gene-
ralizacao do pequeno teorema de Fermat, onde desta vez sao n lugares e a
diferentes tipos de objectos a representar - na notagéo aqui utilizada, respec-
tivamente, o comprimento dos colares e a cardinalidade do alfabeto. Veja-se

como Dickson o descreveu ([8]).

Observe-se que a diferentes tipos de objectos podem ser colocados
em n lugares distintos de a” diferentes maneiras. Destes, seja U o
nimero de colocagoes tais que cada uma é convertida em si prépria
por nao menos do que n aplicagoes da operagao que substitui cada

um pelo proximo e o dltimo pelo primeiro. Entao, U} é divisivel

23
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por n. Se n é primo U}! = a" — a, o que conduz ao teorema de
Fermat. De seguida, a® = Y. U9, onde d varia entre os divisores
de n. Finalmente, se p, g, ..., r sao os diferentes factores primos de
n?

a

U} = 2 (=1)?a™P =0 (mod n),
onde D varia entre todos os divisores de pq...r, ao passo que 0 é

o namero de factores primos de D.

Esta congruéncia ndo é mais do que uma outra forma de apresentar a ge-
neralizacdo do pequeno teorema de Fermat do capitulo precedente, conforme
descrita por (2.19) e (2.27).

A ideia fundamental aqui presente é a contagem de colares aperiddicos.

Teorema 3.20. Sejam a,n inteiros positivos. Entao

als

S(a,n) =Y p(d)ad. (3.5)
dln

Demonstragio. Considere-se um alfabeto A com a letras. Existem a™ pala-
vras diferentes de comprimento n que se podem escrever com este alfabeto.
Por outro lado, considerando que qualquer palavra de comprimento n é uma

poténcia d de uma sua raiz ciclica, com d|n, entao

a"=> S(a,d). (3.6)

dn

Aplicando a féormula de inversdo de Mobius (2.9) obtém-se o resultado enun-

ciado. O

Teorema 3.21. Sejam a,n inteiros positivos. Entdo tem-se

M (a,n) = %Zu (d)ad. (3.7)
dln

Demonstracao. Considere-se um colar aperiédico de comprimento n. Este

é uma classe de equivaléncia com n palavras, correspondendo a n permuta-

24
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¢oes ciclicas. Existem, por isso, exactamente n palavras por cada colar, logo
S (a,n) =nM (a,n). O

Teorema 3.22. Sejam a,n inteiros positivos. Entao

= %ZH (d)ai. (3.8)

dln

Demonstracao. Por definicao, a cada colar corresponde uma e uma s6 palavra

de Lyndon, logo L (a,n) = M (a,n). O

Exemplo 3.23. Paran = 4 e a = 2, a figura 3.2 ilustra todas os possiveis

O
: Bl

Figura 3.2: Todas as possibilidades de colares e palavras de comprimento 4 de
um alfabeto com 2 letras.

colares e palavras.

Q ves) (oes
T :

alavras periodica

Palavras de Lyndon

Observagao 3.24. Da formula (3.7) obtém-se directamente as congruéncias que
generalizam o pequeno teorema de Fermat (2.19). Como se pode constatar, o
recurso a colares é uma forma alternativa de provar este resultado de teoria de
numeros de forma relativamente simples. Mais adiante seré possivel verificar

que existem outros métodos para o demonstrar.
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Perspectiva dinamica

4.1 Conceitos e resultados de sistemas dinamicos

Neste capitulo, em primeiro lugar, apresentam-se defini¢bes gerais de sistemas
dindmicos, que podem ser encontradas em qualquer livro sobre este tema e
que, em geral, sao plenamente conhecidas e uniformizadas, a parte de pequenas
diferencas de notagdo entre autores. Definem-se os conceitos que se seguem
com base em Hasselblatt e Katok [11].

Definigao 4.1. Sejam X um espaco topoléogico e f: X — X uma aplicagao.
Dado um ponto z € X, a sucessao (z, f (), f(f(z)),...,f"(x),...) é cha-
mada de drbita de x por f. Um ponto fizo de f é um ponto tal que f (x) = x.
O conjunto dos pontos fixos de f é denotado por Fix (f). Um ponto periddico
¢ um ponto x tal que f"(z) = x para algum n € N, isto é, um ponto de
Fix (f™). Um tal n diz-se ser um periodo de x e a sua Orbita é uma orbita

n-periodica. Ao menor destes n chama-se periodo minimo de x. O nimero de
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pontos periodicos de f de periodo n é denotado por Per, (f), isto é, o nimero

de pontos fixos de f".

Milnor e Thurston (veja-se [19]) fizeram um estudo sobre aplicagoes do in-
tervalo, isto é, sobre aplicagoes que aplicam um intervalo real nele mesmo,
desenvolvendo uma abordagem baseada na dindmica simboélica. Vao ser usa-

das e adaptadas algumas das notagoes ai utilizadas.

Definicao 4.2. Seja J C R um intervalo compacto. Uma aplicagdo f : J — J
diz-se mondtona por trogos se J pode ser subdividido num ntmero finito de
intervalos Jy, Jo, ..., Jg, nos quais f é estritamente crescente ou estritamente
decrescente. A cada intervalo maximal no qual f é mondtona da-se o nome
de ramo de f. Aqui J = [co,cdl, Jj = [¢j,¢i41] Vi € {0,1,--- ,a—1} e
co < c1 < --- < cq. Os pontos interiores de separagdo ci1,- -+ ,Cq—1 NOS quais f

¢ um minimo ou maximo local sdo chamados de pontos de viragem de f.

Observacao 4.3. A defini¢ao original exige continuidade, que neste caso nao

serd imposta.

Definigao 4.4. Define-se endere¢o A (x) de um ponto x € J ao simbolo formal
Jj se x pertencer ao ramo J; e nao é um ponto de viragem, ou o simbolo formal
c; se x & precisamente igual ao ponto de viragem c;. Chama-se itinerdrio
I (x) a sucessdo de enderecos (A (z),A(f (z)),A(f*(z)), ) das imagens
sucessivas de x. Denota-se por I, (x) a sequéncia de comprimento m que
corresponde a truncatura de I (z) no simbolo m, e designa-se de itinerdrio

truncado de ordem m.

Observagao 4.5. Uma Orbita periodica de periodo n pode ser representada
de n formas diferentes, dependendo do ponto a partir do qual é identifi-
cada. Uma representacao difere de outra através de uma permutagao ciclica.

Assim, por este motivo, uma o6rbita periédica de periodo n denota-se por

[, f (@), f(f (), f7 ()]

Para a contagem de pontos peridédicos de sistemas dindmicos utiliza-se a defi-

nigao dada por Frame [9].
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Definigao 4.6. Dada uma aplicagao f, designa-se por N, (f) o nimero de

pontos periédicos de periodo minimo n.

Observagio 4.7. Paran =1,
Ni (f) = Peri (f). (4.1)

Na definicdo anterior pode apenas indicar-se N, se ndo houver possibilidade

de confusio.

Realiza-se uma definigao analoga para érbitas periodicas.

Definigao 4.8. Dada uma aplicagao f, designa-se por O, (f) o ntumero de

orbitas periddicas de periodo minimo n.

Tal como no capitulo anterior, os conjuntos correspondentes serao designados

pela letra caligrafica correspondente.

Definigao 4.9. Diz-se que N, (f) e O, (f) sdo, respectivamente, os conjuntos

dos pontos e 6rbitas de periodo minimo n.

A questao da divisibilidade é um elemento central para muitos resultados da
teoria dos ntimeros, de que sao exemplo os resultados apresentados no primeiro
capitulo deste trabalho. A presenca de padroes de divisibilidade em o6rbitas
periddicas e pontos periddicos de sistemas dindmicos é a chave para poderem
ser demonstrados teoremas de teoria de niimeros por via dindmica. Veja-se o

seguinte resultado (apresentado em [9]).

Teorema 4.10. Dado um sistema dindmico que tenha orbitas periddicas,

(i) Se x é um ponto de periodo n cujo periodo minimo é m, entao
(ii) Duas 6rbitas de perfodo m ou sao disjuntas ou coincidem.
(iii) Para todo o m > 1, m|N,, sempre que Ny, é finito.
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Demonstracdo. Seja xg um ponto de periodo minimo m e considere-se a sua
orbita que inclui os seguintes pontos periodicos: xg, x1,...,Tmnm_1. Sabe-se que
todos os pontos z;, f (x;), f2 (x5),..., f™ ' (2;) sdo completamente determi-
nados por qualquer dos x; da érbita, pois f™ (z;) = x;. Por este facto, tem-se
necessariamente (ii).

Para provar (i), supoe-se que x é um ponto de periodo n cujo periodo minimo
é m. Considerem-se os pontos z, f (z),..., f™ 1 (x),..., f*(x). Por hipttese
os primeiros m pontos sao pontos da 6rbita periddica de periodo minimo m.
Como f™ (x) = z, os pontos repetem-se em cada m iteragoes. Como se tem
f™ (x) = z, entado necessariamente m|n.

A prova de (iii) advém do facto que os pontos de periodo minimo m estarem
particionados em 6rbitas de periodo m, que por (ii) sao disjuntos. Como cada
orbita de periodo minimo m contém exactamente m pontos e o nimero de

orbitas é um inteiro, tem-se m|N,,. O

Este resultado tem como consequéncia a seguinte relacao entre contagens de

pontos periddicos.

Teorema 4.11. Dado um sistema dindmico definido por uma aplicacio f que

tenha orbitas periodicas, entao

Pery, (f) =Y N (f). (4.2)

mln

Demonstragao. Pela alinea (i) do teorema 4.10, os pontos de periodo n sao os

que tém periodo minimo m igual a n ou inferior desde que m|n. O
4.2 Aplicacgoes do circulo e generalizagcao do pequeno
teorema de Fermat

Para estabelecer os resultados principais desta tese serao estudadas especifi-
camente as aplicacoes do circulo e, em particular, as aplicagoes do tipo linear.

W. E. Briggs e William L. Briggs fizeram uma caracterizacao deste tipo de
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aplicagoes. A defini¢ao 4.14 é adaptada do artigo por eles publicado (veja-se

[4])-

Definigao 4.12. Uma aplicagio do circulo f é definida por
f:8t— st (4.3)

Estas aplicagoes podem, desta forma, ser representadas como aplicagoes do

intervalo

f:0,1] — [0,1] (4.4)

com a identificagdo dos pontos x =0 e x = 1.

Para estudar a dindmica de uma aplicacao deste tipo é usual fazer um levan-
tamento da aplicagdo para R (veja-se |7]). Para isso, ¢ definida a aplicagao
7m:R — S tal que

T (x) = ™2, (4.5)

Definicao 4.13. Uma aplicacio F : R — R é um levantamento de f : ST — S*
se
moF = fom. (4.6)

Neste trabalho as aplicagdes do circulo serao estudadas na formulagao (4.4),

sem recorrer a levantamentos.

Definigao 4.14. Para a € N, b € [0, 1], define-se a seguinte familia de aplica-

¢oes lineares do circulo, g, : [0,1] — [0,1]:
Gap () =axr +b (mod1). (4.7)

Exemplo 4.15. A figura 4.1 ilustra exemplos destas aplica¢des do circulo com

a = 3 e, respectivamente, b = 0,25 e b = 0.

O facto de o parametro a ser inteiro permite simplificar alguns calculos, nome-
adamente, permitindo que a operagao (mod 1) possa ser realizada em tltimo

lugar na obtencao de varias iteragoes.
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1

1

09 09 -

0,8 - 0,8 -
0,7 A 07 -
06 - 06 -

0,5 05 1

04 - 04 -

03 03

)]
0,2 -
01 -
0+ 0

o 010203040506 07 08 09 1 o 010203040506 07 08 09 1

0,2

0,1

Figura 4.1: Aplicagoes lineares do circulo g3.0,25 € 93,0

Lema 4.16. Para a,n € N, b € [0, 1], tem-se
Jup (@) =a"z+a" b+ ---+ab+b (mod1). (4.8)

Demonstracao. A prova faz-se por indugao em n.
Para n = 1 nao ha nada a provar.

Suponha-se que gy, (z) = a"x + a" b+ -4 ab+b (mod1). Entdo

guit (@) =g (94 (2))
:f]'(a”aj+a"_1b+---+ab—l—b (mod 1))
= (a"“x +a"b+---+a’b+ab (mod 1) + b) (mod 1)
=a""r+a"+---+a’b+ab+b (mod1).
Logo, a expressao é valida para todo o n € N. O

Este resultado pode ser apresentado de forma mais compacta (conforme [4]).

Lema 4.17. Para a,n € N, b € [0, 1], tem-se

a”—1

Gap(x) =a"z +b

(mod1). (4.9)

a —
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Demonstra¢ao. Basta notar que, em (4.8), os termos independentes de x re-

presentam os n primeiros termos de uma progressao geométrica de razao a. [

Assim, pode calcular-se exactamente a localizagdo dos pontos periodicos.

Teorema 4.18. Sejam a,n € N, b € [0,1]. Se z € [0,1] é um ponto periddico

de periodo p de gqy, entio x € da forma

__a 0
e (mod1) (4.10)

onde ¢ € {0,1,2,...,aP — 2}.
Demonstracao. Por hipétese,

z=g"(x)

P_1
:apx—f—ba

(mod 1).

a —

Entao, existe ¢ € Z tal que

r+qg=ad’x+b
a

a’Pr—x=qg—0>

a?—1 a—1

Verifique-se que ¢ € {0,1,2,...,aP — 2}.

Pl b edl)=1- (mod 1)
a?P—1 a-—1 a—
=-——7 (mod 1)
= apo—l = aﬁ (mod 1),
concluindo a demonstragao. O

Coroldrio 4.19. Sejam a,n € N. Se x € [0,1] é um ponto perioédico de periodo
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p de gq.,0, entdo x é da forma

= — 4.11
N = (411)

onde g € {0,1,2,...,aP — 2}.

Demonstragao. Basta aplicar o teorema anterior tendo em conta que x € [0, 1].

O

Relativamente ao ntimero de pontos fixos deste tipo de aplicagbes, em primeiro
lugar, note-se que para a = 1 os casos sao extremos. No caso de b = 0, gu»
resume-se a aplicacao identidade, pelo que todos os pontos do seu dominio sao
pontos fixos. No caso de b # 0 tem-se uma aplicagdo sem pontos fixos. O
caso a = 1 seré, contudo, trivial, para o que se segue. No caso geral (a > 1),
pela observagao do grafico das aplicagoes (veja-se figura 4.1) pode identificar-se

directamente o seguinte resultado.

Lema 4.20. Sejam a > 2 um inteiro positivo e b € [0, 1]. Entao g, tem a —1

pontos fixos, isto é,
Peri (Gap) = N1 (Gap) = a — 1. (4.12)

Analogamente,

Teorema 4.21. Sejam a > 2 um inteiro positivo, n € N e b € [0,1[. Entao

9oy tem a™ — 1 pontos fizos, isto €,
Pery (gap) = a" — 1. (4.13)

Demonstracao. Pelo lema 4.17 pode dizer-se que

Jap () =a"z +c (mod 1), (4.14)
onde ¢ = b“::ll é uma constante. Logo,

Jap (T) = Jarc- (4.15)

)
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Pelo resultado anterior obtém-se

Perq (@Zb) =M @Zb)
E, por defini¢ao, Pery, (g4,5) = Per; (52;,) =

Teorema 4.22. Sejam a > 2 um inteiro positivo, n € N e b € [0,1[. Entao

0" 1=3 " N () (4.16)

mln
Demonstracao. Imediato a partir dos teoremas 4.11 e 4.21. O

Teorema 4.23. Sejam a > 2 um inteiro positivo, n € N e b € [0,1[. Entao

a—1 sen=1
Ny, (Gup) = 4.1
(9ap) Su(d)a™? sen>1 (4.17)
dn

Demonstracao. Pelo teorema anterior, pela férmula de inversao de Mobius

(2.9) e pelo teorema 2.6, tem-se

N () = > (d) (a7 = 1)

din
= pu(d)a™? = "u(d)
din din
Spu(d)ya”d—1 sen=1
_ J)dn
S (d) a™/? sen>1
\ d|n
a—1 sen =1
- S (d)a™? sen > 1,
din
concluindo a demonstragao. O
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A partir deste teorema obtém-se directamente a generalizacdo do pequeno
teorema de Fermat (2.19), com a condigdo de que a,n > 2. No entanto,
esta restrigdo é desnecesséaria, pois os casos em que ¢ = 1 ou n = 1 sao

absolutamente triviais, como acima afirmado.

A demonstracao deste resultado que se realizou através de sistemas dindmicos
pode ser feita de forma mais simples e elegante, particularizando a aplicacao e
fazendo uma pequena alteragao, tomando b = 0 e realizando o prolongamento
por continuidade ao intervalo fechado [0, 1], tal como Iga fez na sua demons-
tracao (veja-se [12]). Note-se que Frame em [9] realizou uma demonstracao
analoga, com recurso a uma aplicagdo similar, apenas diferente na defini¢ao

da aplicacao nos seus pontos de viragem.
Definicao 4.24. Para cada inteiro a > 2 define-se a aplicacdo do circulo

Ja : [0,1] — [0, 1] por

a-xr (mod1l) sex#1
ga (x) = . (4.18)
1 sex=1

Alternativamente, pode definir-se g, como uma aplicacdo mondtona por trocos.

Aplicam-se as definigoes 4.2 e 4.4 de forma Obvia.

Definicao 4.25. Para cada inteiro a > 2 define-se g, : [0,1] — [0, 1] por

a-x seO§m<% (0)
go (r) =S a-z—j sel<az<IH (j) (4.19)
1 sex =1

para j € {1,2,...,a— 1}.

Exemplo 4.26. Para a = 3, ilustra-se o grafico da aplicagdo através da figura
4.2.

Observagao 4.27. Os pontos fixos de g, sao os pontos de intersec¢ao do grafico
da aplicagao com a diagonal, tal como se observa na figura 4.2. Como o ponto

z = 1 também esta na diagonal, o nimero de pontos fixos desta aplicagao é a.
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1

0,9
0,8
0,7
0,6
05
0,4
0,3

0,2

0,1

0

o 010203040506 07 08 09 1

Figura 4.2: Grafico da aplicacao gs.

Uma primeira propriedade destas aplicagoes foi mostrada por Iga [12] e adapta-

se & notacao ja definida.
Facto 4.28. Para quaisquer inteiros a,b > 2 e x € [0, 1], tem-se

9a (95 (2)) = gab () = gra () - (4.20)
Demonstracao. Fazendo os célculos, obtém-se

9a (95 (%)) = ga (b- & (mod 1))
=a-(b-z (mod1)) (mod1)
=ab -z (mod1)

e por comutatividade do produto dos ntimeros inteiros, conclui-se a segunda
igualdade. O

Teorema 4.29. Para quaisquer inteiros positivos a > 2 e n, tem-se

gar (&) = g1 (x) (4.21)

Demonstracao. Por inducao em n. Para n = 1, nao ha nada a provar.
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Supondo o resultado verdadeiro para n,

Jan+1 (%) = gan (ga (x))
= gy (9a (2))
=gt (2),

0 que prova o resultado para todo o n € N. O

Este ultimo resultado pode ser apresentado da seguinte forma:

a” - x seO§x<ain
9o (2) = gan (¥) = @™ -2 —j se L <ax<Iil. (4.22)
1 sex =1

Lema 4.30. Sejam a > 2 e n inteiros positivos, entao g, tem a” pontos de

periodo n e

a" = N (ga)- (4.23)

mln

Demonstragao. Pela observacao 4.27 g,» tem a” pontos fixos. Como g} € gqn
sao aplicacoes idénticas também ¢, tem a” pontos fixos. Mas os pontos fixos
de g} sao precisamente os pontos n-periddicos de g,, 0 que mostra a primeira

parte do resultado.

Para provar a segunda afirmagao basta notar o resultado da alinea (i) do
teorema 4.10 que diz que os pontos de periodo n sao os que tém periodo

minimo m sempre que m|n. O

Como consequéncia, e analogamente ao que foi feito acima, aplicando a formula
de inversao de Mobius (2.8) obtém-se a expressao para o nimero de pontos de

determinado periodo minimo.

Teorema 4.31. Sejam a > 2 e n inteiros positivos. Entao

Na(ga) =i (%) a (4.24)

din
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Conhecendo o numero de pontos periddicos, é imediato calcular quantas 6rbi-

tas peridédicas uma aplicagao tem.

Teorema 4.32. Sejam a > 2 e n inteiros positivos, entao
1 n
On (9a) = n%:ﬂ (E) a’. (4.25)
n

Conjugando o teorema 4.31 com a alinea (iii) do teorema 4.10, obtém-se as

congruéncias

Z,u <g) a® =0 (mod n), Zu (d)ad =0 (mod n). (4.26)
din

dn

Esta é precisamente uma das generalizagoes do pequeno teorema de Fermat
apresentadas no primeiro capitulo (teorema 2.15). Como se pode verificar, foi
possivel demonstrar este resultado da teoria de nameros, através da contagem

de pontos peridédicos de aplicagdes do circulo.

Existem vérias aplicagoes que permitem demonstrar o resultado. Aqui ja foram
mostrados os casos das que foram designadas por g, € gq, que essencialmente
sao aplicagoes lineares do circulo. Outro exemplo é a aplicagdo que generaliza
a aplicagado tenda. Esta foi utilizada para este efeito por Basu, Bose, Sinha e

Vishe em [2]. A defini¢ao pode ser encontrada, por exemplo, em [1].

Definigao 4.33. A aplicagao tenda é tal que f5 : [0,1] — [0,1] e define-se por

2x se r <

fa(x) = (4.27)

NI—= D=

20 —1 sex >
e esta ilustrada na figura 4.3.

Note-se que das vérias aplicacoes do circulo apresentadas, a contagem de pon-
tos e oOrbitas periddicas de periodo minimo superior a 1 ndo é influenciado
pelos valores nos pontos de viragem e em 0 e 1. Por isso, para o que se vai
seguir, nao é essencial diferenciar g, de g,. Assim, nas ilustracoes, ja nao

serd indicado qual é o valores da aplicacao nos seus pontos de viragem.
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1 = 1
09 - 09 -
0,8 - 0,8 -
0,7 0,7
0,6 - 0,6
0,5 0,5
04 - 04 -
03 1 03 1
02 - 02 -+
0,1 - 0,1 -
B — o
0 01020304 0506 07 08 09 1 0 01020304 0506 07 08 09 1

Figura 4.3: Gréfico da aplicagao tenda fo e uma sua generalizagao fg.

Quanto as diferentes abordagens que se podem fazer no que se refere aos
pontos e Orbitas periddicas, as aplicagoes do tipo g, sao mais adequadas para
o estudo que se fard na proxima secgdo, pela simplificagdo de célculos que
permitem. Porém, se para fazer uma anélise em termos da teoria de aplicacoes
do intervalo, tal como, por exemplo, o fizeram Milnor e Thurston em [19] e
Alseda em [1], as aplicagdes que generalizam a aplicacao tenda (defini¢ao 4.33)
sao as adequadas, uma vez que esta teoria tem como pressuposto a analise de

aplicagoes que sao continuas no seu dominio.

4.3 Aplicagoes do circulo e colares

Nesta sec¢ao articulam-se conceitos dos capitulos anteriores e quando é referido

um alfabeto assume-se que se trata do alfabeto base.

Tendo em atencgao os resultados obtidos nos capitulos precedentes, tem-se o

seguinte teorema.

Teorema 4.34. Sejam a > 2 e n inteiros positivos. Entdo
S (a,n) = Ny (ga), isto é S (a,n) = tNn (94) ; (4.28)

M (a’v n) =0p, (ga) , isto €, fM (av n) =40, (ga) . (4'29)
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Demonstracao. Imediato a partir dos teoremas 3.20, 3.21, 4.31 e 4.32. O

Este resultado mostra que estes conjuntos finitos de elementos de naturezas
distintas tém cardinalidades iguais. Isto é uma evidéncia da existéncia de
bijecgoes entre os conjuntos S (a, n) e N, (gq) € os conjuntos M (a,n) e Oy, (ga)-
Existem varias possibilidades para construir bijeccoes entre eles; no entanto,
investigou-se no sentido de encontrar uma bijec¢ao natural existente entre cada
par de conjuntos. O resultado obtido levou a elaboragao de um artigo (veja-se

[23]), no qual esta seccao fundamentalmente se baseia.

A inspiragao do caso geral advém da observagao de um exemplo.

Exemplo 4.35. Considere-se uma 6rbita periddica da aplicagao g4, tal como

ilustra a figura 4.4.

1 -
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3

0,2

0,1

o & /I

o 010203040506 07 08 09 1

Figura 4.4: Orbita periodica da aplicacio gy.

A cada intervalo de monotonia, Iy = [0,%[, L = [i,%[, I, = [%,%[ e
I3 = [%, 1] associa-se, respectivamente, o correspondente simbolo do alfabeto

{0,1,2,3}. Assim, a orbita periddica desta figura associa-se a sequéncia 01123
ou qualquer uma sua permutacao ciclica. Isto é, ao itinerario truncado de
ordem 5 (0,1, 1,2, 3) faz-se corresponder o colar aperiddico cuja representante

é a palavra de Lyndon 01123.

A partir daqui faz-se a generalizagao.
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Definigao 4.36. Para cada 0 < j < a — 1, denota-se por g,|; a aplicagao que
é igual a g,, definida apenas no ramo (intervalo de monotonia) denotado por

(4)-

Para cadan € N, a > 2 e z € [0,1], existe uma tunica sequéncia I, (z) =
(J1, J2; -+ 5 Jn) tal que gg () = gafj, © -+ © Galjs © Jalj, (¥), chamada itinerario

truncado de z de ordem n (conforme definigao 4.4).
Lema 4.37. Sejamn € N,a > 2ex € [0,1], taisque I (z) = (J1,72, -+ Jny - - -)-
Entao tem-se

n
gal‘]n O+++0 ga|j2 o) ga|j1 (g’;) = an$ —_ ijan_k' (4.30)
k=1

Demonstracao. A prova faz-se por inducio em n.

Para n = 1 tem-se

1
Galjy () = a'w =Y jra' "
k=1

=ar — Ji.

n
Suponha-se que gg|j, © " © gajj, © Ga|j, () = a"x — 3 jka™ k. Entao
k=1

Yaljn1 © " © Yaljz © Yaljy (z) = Jaljny1 © Jaljn © " © Jalja © Ja|j (2)

n

k=1

n
=a (anx - ijank> — Jn+1
k=1
n+1
S ijan—l-l—k’
k=1

0 que prova o resultado para qualquer n € N. O

Teorema 4.38. Sejam n € N, a > 2 e x € [0,1], tais que x é um ponto
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periddico de g, de periodo n, com itinerdrio truncado de ordem n I, (x) =

(jl?‘ T 7]71) Entao

n
> jra™ "
=1
ptl (4.31)

Demonstracao. Conjugando as hipoteses do teorema com o lema anterior, tem-

se
z =gy (x)
= ga\jn ©--+0 ga|j2 © ga|j1 (‘T)
n
=a"r — ija"_k.
k=1
Daqui, resolvendo a igualdade em ordem a x, o resultado é imediato. O

O inverso também é verdadeiro.

Teorema 4.39. Sejamn € N, a > 2 ex € [0,1], tais que para k € {1,2,...,n},
Jjr€{0,1,...,a—1} e

n
> jea™ "
k=1

Entao x € um ponto periddico de g, de periodo n, com o itinerdrio truncado

de ordem n I, (x) = (§1, - , Jn)-

Demonstracao. Calcule-se a n-ésima iteragao de x através da aplicacao g, pelo

itineréario I (z) = (j1,...,Jn,-..). Aplicando o lema 4.37,

n
Galjn ©+* © Galjy (x) = a"w =Y jra" "
k=1

n
ijan—k n
_ nk=1 _ . n—k
=a a® — 1 Z]ka ’
k=1

pelo que
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a” —1
n
> jea™k
_ k=1
a” —1
=z
logo, n é periodo de z. O

O proximo resultado diz que se x é um ponto de periodo 2n de g, e o seu
itinerario truncado de ordem 2n, I, (x), é a concatenagao de duas sequéncias

iguais de comprimento n, entdo n é um periodo de x.

Teorema 4.40. Sejamn € N, a > 2 e x € [0, 1], tais que x € um ponto de pe-
riodo 2n de gq, com o itinerdrio truncado de ordem 2n Io, () = (41, Jn, J1," " »Jn)-

Entdo x € um ponto de periodo n.

Demonstracao. Utilizando o lema 4.37, tem-se

2
9a" () = Galj, © " © Galjs © Yaljr © Jaljn © " © Yalj> © Jaljr (%)
n
F= ga|jn 0+-+0 ga|j2 o ga‘jl (a"m _ ijan—k>
k=1
n n
—a” (anx o ijan—k> . ijan—k
k=1 k=1
n
— aQn:C o Z]k <a2n—k + an—k) ]
k=1

Como por hipotese x tem periodo 2n é imediato que

n
v=as - (a%—’f n a"_k> . (4.33)
k=1
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Resolvendo em ordem a x obtém-se

jk (a2n—k 4 an—k)

-
s

a?n —1
n
(@ +1) 3 jra™*
k=1
(a®+1)(a™ = 1)

n
> jrank
=

a” —1
Pelo teorema 4.39 x é um ponto de periodo n. O
Esta propriedade corresponde a condigao de primitividade (3.3) definida para
palavras sobre alfabetos. Isto significa que considerando um itinerério trun-

cado de uma orbita periodica de g, e a sua identificagdo com uma palavra do

alfabeto correspondente, essa palavra sera primitiva.

Existem agora em condicoes de definir as bijec¢oes procuradas.

Definigao 4.41. Definem-se as aplicacoes

p: S (a;n) — N (9a)
Z": upa—* (4.34)
U=Uly...,Up > %
D Lan) — On (9a)

u = [(p(w),galp (), g2 (p(w),...,gt (p(u)]

Teorema 4.42. As aplicagées p e p sio bijecgoes.

Demonstracao. A aplicagao p é bijectiva pelos teoremas 4.38 e 4.39.
Quanto & aplicacio 7, comeca-se por demonstrar a injectividade.

Sejam u = uj---u, € v = v1---v, duas palavras de Lyndon diferentes de
L (a;n). Por definigdo estas representam colares diferentes. Isto ¢, corres-

pondem a itinerarios truncados que nao sao a permutacao ciclica um do outro.
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Como p é bijectiva, p (u) # p (v). Mais ainda, p (u) é diferente de qualquer dos
valores p (v), ga (p (v)),92 (p(v)),...,97 1 (p(v)). Portanto p ¢é injectiva.
Veja-se agora a sobrejectividade de 7.

Seja (x1,T2,...,x,) € O (9q). Entao x1,x2,...,2, sao pontos periddicos de
ga de periodo n, isto &, x1, 22, ..., 2, € Ny (94). Como todos os pontos estao
sobre a mesma Orbita periddica, os respectivos I, (x) estao relacionados por
permutagoes ciclicas. Considere-se o itinerario que corresponde uma palavra

de Lyndon v (o menor de entre eles, relativamente a ordem lexicografica).

Seja y € {x1,22,...,2,} 0 ponto que tem este itinerario. Entdao p (v) =
[(ya 9a () ,gg (y),... ,gg_l (y))], que é o mesmo que [(z1, T2, ...,x,)]. Logo,
a aplicacdo p é sobrejectiva. O

Uma bijeccao entre os conjuntos M (a,n) e O, (gq) ¢ consequéncia da bijec¢ao
(4.35).

Definicao 4.43. Define-se a aplicagao

O
= (), ga(p (), 62 (p (W), g8 (p(w)]

A seguir est4 ilustrado um exemplo que foi apresentado no Recreational Mathe-

matics Colloquium 11 |22].

Exemplo 4.44. A figura 4.5 ilustra um exemplo das bijeccoes acima definidas.

No exemplo que se segue ilustram-se todas as 6rbitas peridédicas para o caso

a =3 e n =4 e respectivas palavras de Lyndon.

Exemplo 4.45. O conjunto das 6rbitas periddicas da aplicagao gs de periodo
4 e respectivas palavras de Lyndon estao representados através das figuras 4.6
a 4.14.

Verificou-se que é possivel obter todas as palavras de Lyndon de comprimento
n de um alfabeto de cardinalidade a, através de todas as orbitas periddicas de
periodo minimo n da aplicagao do circulo definida em (4.18), ou simplesmente

por a -z (mod 1), se n > 1. O procedimento é o seguinte:
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o) (B (0) (¢

1
0.9 -
0.8

0,7
0.6
0.5
0.4
03

0.2

01

o FV——7rbdt77+ .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4.5: Orbita de periodo 5 de g4 e o correspondente colar do alfabeto de
naipes.

14 14
0,9 4 09 1
08 08
0,7 4 07
0,6 - 0,6
05 05
04 04
03 - 03
02 1 02 4
01 01
0 0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4.6: Orbitas de g3 correspondentes as palavras 0001 e 1222.

0,9 1
0,8 A
0,7 A
0,6

05
04
03 -

0,2 A
0,1 1

0o 0102 03 04 05 06 07 08 09 1 0o o102 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4.7: Orbitas de g3 correspondentes as palavras 0111 e 1112.
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1 - 1
0,9 09 -
08 - 08
0,7 0,7 1
06 - g 06 -
05 4 05 4
04 4 04 4
03 - 03 -
02 1 02 1
01 1 01 1
o = = 0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4.8: Orbitas de g3 correspondentes as palavras 0002 e 0222.

1 - 1

09 09
0,8 0,8
07 - — 07 -
06 - 06 -
05 - y g 05 -
04 04
03 03 |
0,2 - . 0,2 -
o1 /]~ 01 1

ot L 0 —
0 01020304 0506070809 1 0 01020304 0506070809 1

Figura 4.9: Orbitas de g3 correspondentes as palavras 0012 e 0221.

1 1
09 09 -
0,8 08 -
0,7 07 1
0,6 06 -
0,5 05 -
0,4 04
03 03
0,2 | 0,2
0,1 / 0,1
(Y AR S S 0
0 010203040506 070809 1 0 010203040506 070809 1

Figura 4.10: Orbitas de g3 correspondentes as palavras 0112 e 0211.
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1 ~ 1
09 / 09
0,38 . 0,38
0,7 4 0,7
0,6 0,6 -
0,5 1 . 05 p
04 - 04 -
03 | 03 1
02 02 1 o
01 1/ k- 011/ /

[ AR S SR oL

0 010203040506 070809 1 0 01020304 0506070809 1

Figura 4.11: Orbitas de g3 correspondentes as palavras 0021 e 0122.

1 - 1
09 09
0,8 0,8
07 - 07 -
06 1 06 1
05 - y - 05 -
04 1 04 1
03 03 |
0,2 0,2
01 /.~ 0,1
0 e 0 —
0 01020304 0506070809 1 0 01020304 0506070809 1

Figura 4.12: Orbitas de g3 correspondentes as palavras 0011 e 1122.

1 = 1
09 09 - /
08 - 08
07 1 = g 07
06 - 0,6 1
05 - ’ - 0,5 4
04 g 04 -
03 03 - P
02 - 0,2 -
011/ .” / o1 /.~
0 4 . . . i i i . i i o o .
0 01020304 0506070809 1 0 010203 040506 07 0809 1

Figura 4.13: Orbitas de g3 correspondentes as palavras 0102 e 0212.
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1

1

0,9 1

0,9

08 08 -

0,7 4

0,7

0,6 0,6

0,4

0,5 1

0,4 1

0,3 4

0,3

0,2 1

0,2

01 1/ .~ / o1 1/ .~
0o F—r—+— — .

0
0o 010203040506070809 1 0o o010203040506070809 1

Figura 4.14: Orbitas de g3 correspondentes as palavras 0022 e 0121.

1. Ao construir uma 6rbita periodica deve reter-se um seu itinerario. Este

itinerario representa uma palavra primitiva.

2. A palavra que representa o colar dessa palavra seré a palavra de Lyndon,

a menor no que respeita a ordem lexicografica.

Visualmente, podem identificar-se as aplicagoes do circulo a - z (mod 1) como
aquilo a que se pode chamar "teares” de colares aperiédicos. Considerando
um alfabeto de cores, identificar-se-ia cada ramo com uma cor. Colocando um
fio a percorrer uma orbita perioddica, cada vez que esta toque no grafico da
aplicacao iré receber uma peca da cor respectiva, formando assim um colar ao

chegar ao ponto inicial.

Inversamente, também foi visto que tendo uma palavra de Lyndon (ou, mais
geralmente, uma palavra primitiva) é possivel calcular explicitamente os pon-
tos da orbita periddica correspondente (veja-se a formula (4.31)).

Apos a definigdo da aplicagdo p que relaciona os elementos de dois conjuntos
totalmente ordenados, averigua-se o que acontece as ordenagoes dos conjuntos
envolvidos nesta aplicagdo. Um primeiro facto, que advém da definicao da

aplicagao g4, é que para ela se verifica
oy el 1]z <y e (AR < AWV (A@ =A®E).  (437)
Esta propriedade refere-se ao enderego de cada ponto periddico. A questao da
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ordenagao de palavras (itinerarios - ordem lexicografica) em paralelo com a
relagdo usual dos ntimeros naturais para os correspondentes pontos periédicos

definidos por p nao é, contudo, tao imediata.

Chegando a este ponto surge naturalmente a seguinte conjectura.

Conjectura 4.46. A aplicacio p preserva a ordem, isto é, a ordem lexicogra-

fica de S (a,n) e a ordem dos nimeros reais em N, (g,) mantém-se.

Observagao 4.47. Esta conjectura é verificada empiricamente para os varios

exemplos estudados.

Uma consequéncia desta conjectura é:

1. A aplicagado p aplica uma palavra de Lyndon no menor ponto periodico

da orbita que lhe corresponde (no sentido da ordem usual nos reais).

1

2. Aplicando p~' ao menor ponto peridédico de uma dada érbita obtém-se

uma palavra de Lyndon.
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Aplicacoes a linguagens faladas

5.1 Exemplos

Os resultados do capitulo anterior relacionam conceitos matemaéticos de combi-

natoria de palavras, em especial os colares, com 6rbitas de sistemas dindmicos.

Os conceitos definidos abstractamente podem ser aplicados, naturalmente, aos
alfabetos de linguagens faladas. E pois possivel representar palavras do nosso
dia-a-dia sob a forma de orbitas periddicas, desde que estas sejam primitivas.
A sua coleccdo sera assim um dicionario dindmico de palavras. Note-se que
sao pouquissimas as palavras portuguesas que nao sao primitivas e também o
mesmo se passa para as palavras inglesas.

Relativamente a lingua inglesa, por exemplo, sabendo que o respectivo alfabeto
é constituido por 26 letras, pode utilizar-se a aplica¢ao do circulo (4.18) com
a = 26. Quanto a lingua portuguesa, evitando a sobrecarga de acentos e

cedilhas, também é possivel utilizar o mesmo alfabeto.
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Observagao 5.1. As aplicacoes do circulo do tipo g, sdo expansivas para a > 1,
e sendo lineares o coeficiente de expansividade local é a em todos os pontos.
Por esse motivo, para a construgao grafica de uma 6rbita periédica com a = 26
torna-se critica a localizag@o rigorosa dos pontos periddicos. Se esta nao for
feita com a devida precisao, ao construi-la através da iteracao do primeiro
ponto a instabilidade pode desviar a periodicidade da 6rbita devido a erros de

aproximagcao numeérica.

Exemplo 5.2. Com a = 26 e n = 8, a figura 5.1 ilustra duas palavras com

significado linguistico.

Figura 5.1: Orbitas correspondentes as palavras alphabet e alfabeto.

Neste exemplo, o primeiro grafico representa as palavras alphabet, Iphabeta,
phabetal, habetalp, abetalph, betalpha, etalphab e talphabe que formam um colar

de M (26, 8). Destas, as palavras com significado linguistico sao:

alphabet - conjunto finito nao vazio de simbolos.

phabetal - jogo cujo objectivo é formar sequéncias de letras ou palavras.!

betalpha (Human Betalpha Synuclein protein) - recombinante humano b-Synuclein

produzido em E.coli.?

'Fonte: http://www.newgrounds.com/portal/view /240545, acedido em 23/09/2011.
2Fonte: http://www.biorbyt.com/human-betalpha-synuclein-protein, acedido em
23/09/2011.
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’ Letra ‘ No alfabeto base | Ponto H Letra ‘ No alfabeto base | Ponto z

A 0 0,017141 A 0 0,016557
L 11 0,445665 L 11 0,430476
P 15 0,587281 F 5 0,192375
H 7 0,269298 A 0 0,001750
A 0 0,001748 B 1 0,045490
B 1 0,045461 E 4 0,182750
E 4 0,181978 T 19 0,751504
T 19 0,731429 O 14 0,539098

Tabela 5.1: Valores referentes as orbitas das palavras alphabet e alfabeto.

A palavra de Lyndon que representa este colar é abetalph.

Ja o colar da palavra alfabeto ndo contém outra palavra com significado lin-

guistico, sendo a palavra de Lyndon que a representa abetoalf.

Para a construcao deste exemplo foram utilizados os valores que se apresentam
na tabela 5.1 (os valores estdo apresentados com arredondamentos a 6 casas
decimais).

Os célculos para os pontos das orbitas foram feitos aplicando a formula (4.31).

Por exemplo, na orbita alphabet obtém-se o valor:

11-2654+15-265+7-26% +262+4-26+ 19
268 — 1

3579493807
208827064575
~ (0,017141.

Exemplo 5.3. O nome da autora escrito sob a forma de 6rbitas periodicas
(figura 5.2).
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Figura 5.2: Orbitas correspondentes as palavras Cristina e Serpa.

5.2 Cifras de César e Atbash

Uma vez que existe uma correspondéncia entre palavras e 6rbitas periodicas,
veja-se 0 que acontece as Orbitas quando a uma palavra inicial sao aplicados
determinados codigos de cifragem. As cifras utilizadas sdo regras muito simples
e nao representam as codificagbes de mensagens mais usuais hoje em dia.
Pertencem a um grupo de cifras chamadas classicas (conforme descritas em
[17]). Algumas destas técnicas de encriptacao tornaram-se bastante conhecidas
e usadas durante séculos. No entanto, a sua utiliza¢ao actual nao é usual devido
a pouca seguranga que garantem. A sua reduzida sofisticagdo permite que a

desencriptacao seja simples.

Introduzir-se-4, em primeiro lugar, os conceitos base (veja-se, por exemplo [5]).

Definigao 5.4. Um sistema criptogrdfico € um 5-tuplo (P,C,K,e, D) com as

seguintes propriedades:

1. P é um conjunto chamado conjunto de textos.
2. C é um conjunto chamado conjunto de criptogramas.

3. K é um conjunto chamado espago de chaves.
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4. ¢ = {E;:k € K} ¢ uma familia de fungoes invertiveis E : P — C

chamadas funcoes de cifragem.

5. D = {Dy : k € K} & uma familia de fungées Dy : C — P chamadas
fungdes de decifragem, que corresponde & familia das fung¢des inversas

das fungoes de €.

6. Para cada e € K, existe um d € K tal que Dy (E. (p)) = p, para todo o
pEP.

Aqui, P e C sao alfabetos e considera-se que sao iguais.

Uma das variantes das cifras classicas sdo as chamadas cifras de substituicao
(veja-se [17]).

Definigao 5.5. Seja A um alfabeto de a letras e T}, o conjunto de todas as

palavras de A comprimento n. Seja K o conjunto de todas as permutagoes de

elementos de A. Seja, para cada e € K, definida a funcao de cifragem

e(ti)e(ts)---e(tn))

(
= (cica- - en)

onde t = (t1ty---t,) € T,, . Por outras palavras, substitui-se cada simbolo no

n-tuplo, por um simbolo de A de acordo com a permutacio e fixada. Para

decifrar ¢ = (c1eg - - - ¢,) calcula~se a permutagao inversa d = ele

Eq(c) = (d(c1)d(c3)---d(cn))

(
(t1t2 .. 'tn)
t

A uma funcao E. assim definida da-se o nome de cifra de substituicdo simples

ou cifra de substituicdo mono-alfabética.

O numero de cifras de substituicao simples é a!, pois é o nimero de permutacoes

de elementos de A.

Dentro deste grupo de cifras esta a cifra afim.
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Definicao 5.6. Seja A um alfabeto de a letras. Seja E. uma cifra de substi-
tuicao simples tal que
e(u) = au+  (mod a) (5.1)

onde a e a1 sdo primos entre si. A uma cifra F, assim definida di-se o nome

de cifra afim.

[r-se-& designar por e(, gy a cifra definida em (5.1).

Observagao 5.7. A fungao de decifragem de uma cifra afim é
d(u) =a (u—B3) (mod a) (5.2)

sendo a} a solugdo da congruéncia ace/ =1 (mod a).

Observagio 5.8. Uma cifra afim também é por vezes chamada de cifra linear

e se B = 0 ela serd uma cifra de dizimagao.

De seguida apresentam-se dois casos particulares deste tipo de cifra que foram

usados na Antiguidade.

Definigao 5.9. Chama-se cifra de César a uma cifra afim da forma
e1,p) (u) =u+ B (mod a). (5.3)

A cifra de César é assim chamada devido ao seu autor Juilio César que a
utilizou em cerca de 50 a.c. para escrever, nomeadamente, a Marco Cicero

(veja-se [15]), com a = 26 ¢ § = 3 e esta representada na tabela 5.2.

Tabela 5.2: Cifra de César - fungao de codificagao com a = 26, 8 = 3.

Definigao 5.10. Chama-se cifra de Atbash a uma cifra afim da forma

e(-1,—1) (u) = —u—1 (mod a). (5.4)
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A cifra de Atbash assim definida é a transposicdo para a terminologia aqui
utilizada da descrigao dada por Noegel em [20]. Foi originalmente utilizada
pelos judeus na sua biblia em algumas palavras especificas, nomeadamente na
palavra Babilénia. E uma técnica que substitui a primeira letra do alfabeto
pela ultima, a segunda pela pendltima, a terceira pela ante-peniltima e assim
por adiante, como ilustra a tabela 5.3. Note-se que o alfabeto utilizado na

biblia hebraica era o hebraico, que é composto por menos letras.

O curioso desta cifra é que a fungao de cifragem é exactamente igual a fungao

de decifragem. Esta cifra nao é, em geral, referida nos manuais de criptografia.

|
|

[2[s[cl o] el [ c[u[t[s[«[e]s] ] o] p|afnfs]r[of v]w x|

N

Tabela 5.3: Cifra de Atbash - fungdo de codificagdo para o alfabeto inglés.

Veja-se agora o que acontece aos pontos periddicos se se aplicar uma cifra de

substituicao simples ao seu itineréario truncado.

Para a > 2 e x um ponto periédico de g, de perfodo minimo n, designa-se por

T(a,8) © ponto periodico de g, com o itinerario truncado de ordem n que ¢é o

resultado da aplicagao de FEe,., 5 ao itinerario truncado de x de ordem n.
Pela formula (4.31), z é da forma 2 = *>5——, sendo (ji,---,jn) O seu

itinerario truncado de ordem n. Entdo, aplicando a cifra e(, g) ao itinerario
truncadode x de ordem n obtém-se um novo itinerario truncado de ordem n

cujo ponto periodico z(, gy €

> (ajk + B (mod a)) a™*
k=1
T(a,f) = pr— : (5.5)

n

Esta é uma férmula muito geral.

Particularizando para a cifra de César, obtém-se o seguinte resultado.

Facto 5.11. Sejamn € N, a > 2 ez € [0, 1], tais que x é um ponto perioédico de

P 1 T ~ i j
periodo n de g, e todos os pontos da sua 6rbita peridédica estao em } o7 a1 [,
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ondei < j,i,7€90,1,...,a—1}. EntaoVBeNe —i<f<a—j—1,

Tp =T + (5.6)

a—1

e x(1,5) € um ponto periédico com o mesmo periodo de x e a sua Orbita é uma

translacao ao longo da recta x = y da érbita de x.

Demonstracao. Dada a simetria do grafico de g,, é claro o resultado. O
Exemplo 5.12. A figura 4.12 mostra um exemplo, com g =1,i=0e j = 1.

Exemplo 5.13. A figura 5.3 ilustra este facto com 3 = 3.

1

0,9
0,8
0,7

0,6 -

0,5

04 -

0,3

0,2

0,1

o +—
0 01020304 0506 07 08 09 1

Figura 5.3: Aplicagao da cifra de César ao itinerario de uma 6rbita periddica.

Para o caso da cifra de Atbash, o resultado é o seguinte.

Facto 5.14. Sejam n € N, a > 2 e z € [0, 1], tais que & é um ponto periddico
de periodo n de g,. Entao

:1:(_17_1) =1—z (57)

e x(_1,_1) € um ponto periédico com o mesmo periodo de = e a sua Orbita é

uma rotacao de angulo 7 e centro (%, %) da orbita de x.

60



5.2. Cifras de César e Atbash 61

Demonstrag¢ao. Dada a simetria do grafico de gq, € claro o resultado (visualizar

o grafico de baixo para cima). O

Exemplo 5.15. As figuras 4.6 a 4.13 sao exemplificativas deste resultado.

Exemplo 5.16. A figura 5.4 ilustra este facto.

1

0,9
0,8
0,7

0,6

0,5

0,4 -

0,3

0,2

L]

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 5.4: Aplicagdo da cifra Atbash ao itinerério de uma 6rbita periddica.

Se o alfabeto for restringido é possivel generalizar um pouco este tltimo teo-
rema. Isto porque o itinerario truncado de um ponto peridédico é composto
por letras que sao elementos de um subconjunto do alfabeto base A;; =

{i,i+1,...,7—1,j}, comi<yj, i,j€{0,1,...,a—1}. Para isso, designa-se
por xzil _1) © ponto peridédico de g, com o itinerario truncado que é o re-

sultado da aplicacao de E
alfabeto A; ;.

e(_1,_1) @0 itinerario truncado de x, considerando o

Facto 5.17. Sejamn € N, a > 2 e x € [0, 1], tais que = é um ponto periodico de

periodo n de g, e todos os pontos da sua 6rbita peridédica estao em } ail, ﬁ [,
onde i < j, 14,7 €{0,1,...,a — 1}. Entao,

- i+
xzflﬁl) =—=—z (5.8)

a—1

2] . cs7s . . Lo1s ,
exy 4y ¢um ponto periédico com o mesmo periodo de = e a sua 6rbita é
b

~ A itj it i
uma rotacao de angulo 7 e centro (2%2, 2a72) da orbita de z.
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Demonstrag¢ao. Dada a simetria do grafico de gq, € claro o resultado (visualizar

. . . .o~ i j
o grafico de baixo para cima, na restri¢ao de ] o1 a1 [) O

Exemplo 5.18. A figura 5.5 ilustra este ultimo facto, onde o quadrado repre-

senta a restrigao feita ao alfabeto.

1 1

0,9 - 0,9

08 08 -

0,7 - 07 -

0,6 - 06 -

05 - 05 -

0,4 - 0,4 -

0,3 0,3

0,2 0,2

1 AT

o 010203040506 070809 1 0o 010203040506 070809 1

0,1

Figura 5.5: Aplicacoes da cifra Atbash ao itinerario de uma érbita periddica,
com restricao do alfabeto.
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Conclusoes

A utilizagao dos sistemas dinAmicos para demonstrar resultados de outras areas
da Matematica tem tido desenvolvimentos recentes, nomeadamente através da
publicacao de artigos cientificos que provam resultados da teoria dos nimeros.
E o caso concreto do pequeno teorema de Fermat e suas generalizacdes. Con-
jugando esta metodologia com a dos colares para o mesmo efeito, vai-se mais
além construindo bijecgoes que justificam que ambas as abordagens permitem
demonstrar os mesmos resultados. A principal contribuicdo deste trabalho é
pois a de fazer corresponder colares aperiodicos e 6rbitas periddicas, bem como
palavras primitivas e pontos periédicos.

Partindo deste ponto, foi abordada uma ideia de aplicar este tema a palavras
que nao sao apenas formais, mas faladas, chegando a ilustrar o efeito das cifras
de César e de Atbash nos objectos trabalhados.

Outra possivel aplicagdo é fazer uma abordagem ludica e recreativa do tema,

recorrendo a simbologias mais apelativas na escolha dos alfabetos a utilizar,
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por exemplo, os naipes de cartas, os simbolos do Zodiaco e as cores. Os colares
sao em si muito ilustrativos de objectos concretos da realidade quotidiana das
pessoas e da sua criatividade. Neste ambito dir-se-ia que as aplicagoes do
circulo apresentadas sao "teares” de colares aperiddicos. Foi neste sentido que
a autora apresentou uma palestra no Recreational Mathematics Colloquium 11,
na Universidade de Evora, a 27-04-2011 ([22]).

Ainda no capitulo sobre as questoes na 6ptica da teoria dos niimeros, foi apre-
sentada uma férmula alternativa da generalizacao de Gauss e Gegenbauer.
Apesar da sua expressao ser um pouco mais extensa, tem a vantagem de, na
prética, ndo ser necessario identificar todos os divisores de n. Assim, apos a
obtencgao da decomposi¢ao de n em ntimeros primos, cada parcela seré a potén-
cia de base a e expoente que é o produto de n/P pelas possiveis combinagoes
de primos presentes na decomposicao, afectada do sinal respectivo que alterna
consoante o numero de factores primos. Note-se que se n = plf p’; e pﬁc’“ entao
P=pipy---pren/P=ppt ptpprh,

Uma primeira questao que fica em aberto é a se a bijeccao p preserva a orde-
nacao (ordem lexicogréfica e ordem dos ntimeros reais). Em termos empiricos

verifica-se a esta conjectura.

Outros desenvolvimentos poderiam ser feitos partindo do que aqui se fez. Por
exemplo, para a construcao das bijeccoes, em vez de trabalhar com as apli-
cagoes do circulo do tipo ax (mod 1), poder-se-ia enveredar pelo estudo das
aplicagoes ax + b (mod 1) ou das aplicagdes tipo tenda. As féormulas que
se obteriam seriam diferentes e provavelmente com expressoes mais exigentes
em termos de célculo. Quanto & opgao de aplicagbes tipo tenda, haveria a
vantagem de se poder conjugar esta metodologia com o estudo de aplicacoes
do intervalo continuas e mondtonas por trogos tal como feito por Milnor e
Thurston [19]. O que falha nas aplica¢oes do tipo ax (mod 1) para nao ser
possivel aplicar directamente o estudo destes autores é a continuidade que nao

é verificada.

Quanto a mais consequéncias e futuras investigacoes que este tema podera
trazer, a partida poderao ser variadas, uma vez que estao envolvidas varias

areas da Matematica e por esse facto cada uma delas poderéa vir a beneficiar
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de futuros desenvolvimentos que para ji nao foram identificados.

Para concluir, note-se uma curiosidade sobre primitividade que se encontra
neste trabalho. Conforme definido, as palavras primitivas sdo as palavras ape-
riédicas e dentro do mesmo colar pode identificar-se aquela primitiva que se
caracteriza por ser a menor, em termos lexicogrificos e que é uma palavra
de Lyndon. Existe um resultado de linguagens formais que nos diz que toda
a palavra admite uma factorizagao tnica como produto nao decrescente de
palavras de Lyndon (veja-se, por exemplo, [21]) que de facto sdo também pri-
mitivas. Por outro lado, sabe-se que qualquer ntmero inteiro se decompoe
de forma tinica como produto de ntimeros primos. O curioso é que o ntmero
de palavras primitivas de comprimento n é obtido por uma férmula que de-
pende directamente da decomposicao em factores primos de n. Analogamente,
o numero de palavras de Lyndon de comprimento n também depende da de-

composicao em factores primos de n.
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