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Resumo

Nas tultimas décadas observou-se o desenvolvimento de produtos financeiros destinados
a cobrir riscos catastréficos. Os derivados de catdstrofe sdo instrumentos financeiros
baseados num indice de perdas, como por exemplo o indice PCS, que reflecte as perdas
da industria seguradora ocorridas num determinado periodo.

A presente dissertacdo pretende estudar duas metodologias de avaliagdo de derivados de
catastrofe utilizando técnicas da transformada de Fourier para determinar uma férmula
analitica para o preco das opg¢des transaccionadas.

O indice de perdas na primeira metodologia (modelo de Miirmann) € modelado como
um processo de Poisson composto, qualquer que seja o instante em andlise até a
maturidade. No segundo modelo de avaliacio (modelo de Biagini, Bregman e
Meyer-Brandis) € feita a distingao entre o periodo de perdas, durante o qual o evento
catastréfico pode ocorrer, e o periodo de desenvolvimento, no qual as perdas registadas
no periodo anterior sdo reestimadas. Supde-se que o indice de perdas é modelado por
um processo de Poisson composto no periodo de perdas e as perdas sdo reestimadas por
um factor obtido por um processo de Lévy exponencial.

Os modelos propostos sao aplicados a dados de opg¢des call spread, calculando-se o seu
preco com base no algoritmo da transformada rapida de Fourier e comparando-se os

resultados com os precos de mercado.
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Abstract

In the last decades we have seen the development of financial products to cover
catastrophe risks. Catastrophe derivatives are financial instruments based on a loss
index, such as the PCS index, which reflect estimated insured industry losses occurred
over a certain period.

The present dissertation intends to study two valuation models for catastrophe
derivatives using Fourier transform techniques to provide analytical formulas for the
prices of traded options.

The loss index in the first methodology (Miirmann’s model) is modeled as a compound
Poisson process, whatever the instant until maturity. In the second valuation model
(model of Biagini, Bregman and Meyer-Brandis) we distinguish the loss period, during
which the catastrophe event may happen, and the development period, during which the
losses registered during the previous period are reestimated. We assume that the loss
index is modeled by a compound Poisson process in the loss period and the losses are
reestimated by a factor given by an exponential Lévy process.

The proposed models are tested with data of call spread options, we calculate the price

with the fast Fourier transform algorithm and compare with the market prices.

Keywords:
PCS options, loss index, compound Poisson process, Levy process, Fourier transform,

fast Fourier transform.
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Glossario

Siglas e Abreviaturas

BBM - Biagini, Bregman e Meyer-Brandis.

CBoT - Chicago Board of Trade.

1i.d. - Independentes e identicamente distribuidas.
PCS - Property Claim Services.

TRF - Transformada rdpida de Fourier.

Notacao

f () - Transformada de Fourier.
F - o -dlgebra dos acontecimentos.

G() - Fungido de distribui¢io do montante de perdas.

h() - Funcdo de payoff.

K - Preco de exercicio da opgao.

L, - Perdas acumuladas resultantes de catéstrofes ocorridas até ao instante z.
N, - Numero de eventos de catéstrofe ocorridos até ao instante 7.

P - Medida de probabilidade de referéncia.

Q - Medida equivalente de martingala.

T - Maturidade no modelo de Miirmann.

T - Instante final do periodo de perdas.



- Maturidade no modelo BBM e instante final do periodo de desenvolvimento.
- Taxa de juro.

- Montante de perdas.
- Factor de reestimacao das perdas.

- Processo de preco da opcao.
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1. Introducao

Nas dltimas duas décadas registaram-se inimeras catdstrofes causadas quer pela
natureza quer por intervencdo humana, com acréscimo da intensidade dos fenémenos e
das perdas resultantes (ver Figuras A.1 e A.2 — Anexo A) pelo que o sector segurador
teve necessidade de procurar solucdes alternativas ao tradicional contrato de resseguro
para a transferéncia dos riscos catastréficos assumidos. Em resposta, os mercados de
capitais desenvolveram novos instrumentos financeiros cujo payoff depende da
ocorréncia de fenémenos catastréficos pré-definidos no contrato, como sao exemplo os
derivados de catdstrofe (opg¢des e futuros).

Os derivados de catastrofe baseados num indice de perdas foram criados e
comercializados pela primeira vez em 1992, impulsionando o estudo de métodos de
avaliacdo dos mesmos. O indice de perdas subjacente a estes produtos niao ¢é
transaccionado em bolsa o que significa que o mercado é incompleto, questionando-se
deste modo qual o procedimento adequado para determinar o preco dos mesmos.

E neste enquadramento que foi desenvolvida a presente dissertacio cujo objectivo é
analisar duas metodologias de avaliacao de derivados de catdstrofe baseados em indices,
apresentadas em Miirmann (2001) e Biagini, Bregman e Meyer-Brandis (2008).

O corpo deste trabalho estd dividido em quatro capitulos. No primeiro capitulo
expoem-se de forma sucinta os mecanismos de transferéncia de riscos para os mercados
financeiros e é feita uma revisao da literatura mais relevante sobre a avaliagdo dos
derivados.

No segundo capitulo procede-se a apresentacao dos pressupostos base das metodologias
de avalia¢do e a modelacdo do indice de perdas. No modelo proposto por Miirmann o

indice de perdas é modelado por um processo de Poisson composto, ndo sendo feita a

11



1. Introducgdo

distin¢@o entre o periodo de perdas e o periodo de desenvolvimento, que caracteriza a
estrutura temporal das opg¢des de catdstrofe. No segundo modelo, que pode ser
interpretado como uma generalizacdo do anterior, € feita a distingdo entre os dois
periodos, considerando-se que o indice no periodo de perdas € caracterizado por um
processo de Poisson composto e no periodo de desenvolvimento o indice € reestimado
por um factor obtido por um processo de Lévy exponencial.

Introduzindo o conceito de medida equivalente de martingala sdo determinadas as
férmulas explicitas para o preco das opcdes de estilo europeu aplicando técnicas
baseadas no conceito de transformada de Fourier. Estabelecidas as férmulas, procede-se
pela primeira vez (ndo se conhecem estudos prévios que considerem este tema), a
apresentacdo da transformada rdpida de Fourier enquanto algoritmo utilizado para a
avaliacdo numérica do preco das opgdes.

No ultimo capitulo é feita uma aplicacdo pratica da calibragem dos modelos

apresentados para opcdes call spread e comparam-se os resultados obtidos por

aplicacdo das duas metodologias.
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2. Revisao da Literatura

Este capitulo tem como objectivo apresentar os instrumentos financeiros disponiveis no
mercado que permitem as empresas de seguros a transferéncia de riscos catastréficos,
tais como a ocorréncia de furacdes, tornados ou sismos, € o enquadramento de trabalhos

desenvolvidos no ambito da avalia¢do dos derivados.

2.1 Instrumentos Financeiros

As empresas de seguros assumem riscos de natureza diversa, em troca do recebimento
de prémios, e de modo a garantir uma cobertura eficaz dos mesmos procedem a sua
diversificacdo, o que se revela dificil no caso dos riscos catastréficos. O mercado de
resseguro € o mercado tradicional para transferéncia de riscos. No entanto, a ocorréncia
de catdstrofes naturais com elevados montantes de perdas e a consequente insolvéncia
de algumas empresas no inicio da década de 90 impulsionou a procura de novos
mecanismos para a transferéncia dos riscos. Os mercados financeiros apresentaram-se
como uma alternativa em virtude da sua potencial capacidade de absorver riscos de
catastrofe, com a transaccao de novos instrumentos financeiros.

Estes novos instrumentos podem ser classificados em trés categorias: Industry loss
warranties (ILWs), securitiza¢do e derivados. Para efeitos de avaliagdo considerar-se-a

apenas os derivados, contudo sera feita uma breve caracterizacao de todos.

13



2. Revisdo da Literatura

2.1.1 Industry Loss Waranties

Os ILWs (também conhecidos como Original loss warranties) sao instrumentos

baseados em indices e cuja estrutura € semelhante a um contrato de resseguro ou
contrato de derivado. O payoff do produto estd dependente de dois triggers, o primeiro
consiste na indemniza¢do (perdas em que o comprador incorreu) e o segundo

corresponde as perdas sofridas pela indistria, nomeadamente a empresa de seguros

recebe 0s payoffs se as suas perdas excederem o limite de retencdo (trigger, ) € se o

et

indice atingir um valor pré-definido ( trigger,, ). A estrutura referida pode ser

ndex

representada com base no seguinte trigger bindrio:

s€ perdaevenlo > triggerret
. 14e
PayOﬁ trlggerevenlo = d >t ] .
S€ per aevemo, industria 188 €T index
0 c.c.

O trigger correspondente as perdas da industria, na maioria dos casos, estd associado
aos indices PCS, sigma da Swiss Re ou NatCat Service da Munich Re.

No mercado é possivel encontrar diferentes tipos de ILW construidos com base na
localizagc@o geografica do evento, no tipo de risco a cobrir e no montante das perdas. O
trigger das perdas da industria pode variar dependendo do montante ou da &rea
geografica considerada, sendo ainda possivel admitir-se um valor maximo acima do
qual ndo é efectuado nenhum payoff, como por exemplo um ILW que admite pagar
perante a ocorréncia de um furacao na Florida cujas perdas da inddstria excedam o
montante de 20 bilides de doélares mas sejam inferiores a 30 bilides. Para mais

informacdo sobre este instrumento, ver por exemplo Sigma Nr. 4 (2009).
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2. Revisdo da Literatura

2.1.2 Securitizacao

O furacdo Andrew, em conformidade com o que foi referido previamente, impulsionou
o aparecimento de instrumentos que possibilitassem a transferéncia de riscos de
catastrofe para o mercado de capitais, tendo-se verificado que a principal forma de
securitizacdo de riscos catastroéficos Nao Vida corresponde a cat bonds, obrigagdes cujo
payoff depende da ocorréncia de um determinado evento pré-definido para o qual estdo
estabelecidos triggers. Estas obrigacOes visam proteger as empresas face a perdas
avultadas resultantes da ocorréncia de eventos catastroficos, funcionando como uma
alternativa ao resseguro tradicional ou como uma protec¢do adicional.

A primeira obrigacdo bem sucedida foi emitida pela Hannover Re em 1994, com um
capital em risco de 85 milhdes de ddlares. Desde que foram emitidas as primeiras cat
bonds o mercado tem verificado uma grande evolugdo, existindo actualmente um
mercado mais estabilizado. As obrigacdes mais conhecidas e transaccionadas sdo
associadas a eventos catastréficos tais como furacdes, sismos e cheias, apresentando a
seguinte estrutura de funcionamento.

A operacdo tem inicio com a criacdo do special purpose vehicle (SPV) que apds
formalizado o contrato com a empresa de seguros, emite cat bonds para os investidores
e faz investimentos considerados seguros. Simultaneamente, a empresa de seguros
efectua o pagamento de prémios ao SPV, em troca de cobertura. Os prémios e o retorno
dos investimentos seguros sio utilizados para o pagamento dos juros aos investidores. E
ainda efectuado um contrato swap, de modo a que o retorno dos investimentos seguros
esteja indexado a London interbank offered rate (LIBOR) ou a outra taxa de juro de

referéncia. Os investidores ao exporem-se ao risco da empresa de seguros recebem a

15



2. Revisdo da Literatura

LIBOR e um spread do prémio de risco. No caso de se verificar a ocorréncia do evento
catastréfico pré-definido o investidor pode perder os juros, o capital ou ambos.

As cat bonds em consequéncia dos eventos subjacentes e da sua reduzida liquidez
apresentam Yyields elevadas como forma de compensarem os investidores. No que
respeita ao rating das obrigacdes, em geral ele é inferior a BBB' (Investment grade).

O mercado das cat bonds inicialmente considerava apenas riscos catastroficos Nao Vida.
Contudo, em 2003 e 2004 foram emitidas as primeiras obrigacdes associadas a eventos
de mortalidade (extreme mortality bonds) e de longevidade (longevity bonds),
respectivamente.

No caso de se pretender obter mais detalhes sobre securitizacdo, aconselha-se a leitura

de Sigma Nr. 7 (2006).

2.1.3 Derivados

Os derivados de catdstrofe sdo contratos que tal como os /LWs dependem de indices
pré-definidos, sendo a maioria relacionados com riscos nos E.U.A.

O mercado de derivados de catéstrofe teve inicio em Dezembro de 1992 com a Chicago
Board of Trade (CBoT) a desenvolver e emitir futuros e op¢des baseados em indices
calculados pela empresa de estatistica Insurance Service Office (ISO). O indice
correspondia ao quociente das perdas trimestrais da empresa pelo total de prémios
adquiridos e era calculado a partir de dados reportados por cerca de 100 empresas de
seguros para riscos especificos. No caso dos contratos de futuros, o preco de referéncia

estava definido como 25.000 ddlares por cada ponto do quociente.

'O rating indicado corresponde a classificacdo do Standard and Poor’s ou equivalente.
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2. Revisdo da Literatura

No entanto, os produtos acabariam por ser retirados do mercado devido ao reduzido
volume de transac¢des e em Setembro de 1995 surgiu uma nova geragdo de opgoes, as
opc¢oes PCS, baseadas em indices publicados diariamente pela Property Claim Services
(PCS). Os indices reflectem as perdas da industria seguradora ocorridas num
determinado periodo, expressas em 100 milhdes de ddlares e representam diferentes
eventos de catdstrofe, existindo na totalidade 9 indices que podem ser desagregados em
trés indices referentes a estados americanos (Florida, Califérnia e Texas), cinco
regionais (Este, Nordeste, Sudeste, Centro-Oeste e Oeste) ou um nacional. Na
maturidade, cada ponto do indice superior ao preco de exercicio da op¢ao corresponde a
200 dolares.

As opgdes PCS podem ser transaccionadas como calls, puts ou spreads de estilo
europeu, com contratos de “small cap” se a as perdas da industria forem inferiores a 20
bilides de délares ou “large cap” se as perdas variarem entre 20 e 50 bilides de dolares.
A estrutura temporal das op¢des PCS pode ser desagregada em dois periodos, o de
perdas e o de desenvolvimento. A catdstrofe deve ocorrer durante o periodo de perdas
de forma as perdas resultantes da mesma serem consideradas no indice, podendo o
periodo ser trimestral ou anual dependendo do contrato”.

Decorrido o periodo de perdas estipulado no contrato, inicia-se o periodo de
desenvolvimento, que pode ser de 6 ou 12 meses, durante o qual a empresa PCS
procede a estimacgdo e reestimacao de catdstrofes que ocorreram no periodo de perdas e
continuam a afectar os indices PCS. O contrato vence no final do periodo de

desenvolvimento, apesar do indice PCS poder continuar a ser alterado.

2O periodo de perdas dos contratos da Califérnia e Oeste sdo anuais e os restantes sio trimestrais,
excepto o contrato Nacional que possibilita ambas as duragdes.

17



2. Revisdo da Literatura

No ano de 1997 comecaram também a ser transaccionados derivados na Bermuda
Commodities Exchange (BCOE) baseados no indice Guy Carpenter Catastrophe (GCCI)
que reflectia as perdas originadas por fendmenos climatéricos em territério americano.
Estes produtos apesar de diferenciados dos primeiros derivados emitidos pela CBoT
continuaram a verificar um reduzido nimero de transac¢des. No entanto, na sequéncia
das perdas avultadas registadas pelos furacoes Katrina, Rita e Wilma em 2005 e da crise
financeira, os mercados procederam a criacdo de novos derivados. Actualmente, sdo
transaccionados contratos associados a furacdes na Chicago Mercantile Exchange
(CME), Insurance Futures Exchange Services (IFEX) e Eurex.

Os contratos comercializados na CME baseiam-se no CME Hurricane Index (CHI) que
mede os danos potenciais provocados por um furacio combinando o raio e a velocidade
maxima sustentada do vento do furac@o ao chegar a terra. O indice CHI é expresso em
pontos, cada um com o valor de 1.000 ddlares. Recentemente, a CME emitiu contratos
sazonais com perdas bindrias.

A TFEX / Chicago Climate Futures Exchange em Setembro de 2007 emitiu event-linked
Sfutures associados ao risco de tempestade nos E.U.A. e prevé-se a emissao de contratos
para cobertura de outros riscos e de outras regides. Os contratos negociados na Eurex
sdo similares aos da IFEX.

A New York Mercantile Exchange (NYMEX) em Marco de 2007 comecou novamente
a transaccionar futuros e opcoes de catdstrofe baseados no indice Re-Ex da Gallagher
Re (actual Aon Re Global) que contém as perdas estimadas para todos os riscos
considerados pela PCS excepto os riscos de sismo e de terrorismo. No entanto, em Abril
de 2009 a NYMEX deixou de explorar esses contratos.

Para mais informagdes e detalhes sobre derivados de catéstrofe pode-se consultar, por

exemplo, Christensen (1998) e Sigma Nr. 4 (2009).
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2. Revisdo da Literatura

2.2 Modelos de avaliacao

Nos dltimos anos tém sido desenvolvidos indmeros trabalhos de investigacao
relacionados com a problemadtica da avalia¢ao de derivados de catéstrofe.

No artigo de Cummins e Geman (1993) foi apresentado um dos primeiros modelos na
literatura para o caso de futuros de catdstrofe, cuja abordagem de avaliacdo tem em

conta as técnicas de avaliacdo de opg¢des asidticas. O valor agregado dos sinistros

t
ocorridos até ao instante ¢€ [0,7] é definido por L, =ISde, com S, a ser descrito
0

pela equagdo diferencial estocdstica dS, =uS,dt+0S,dW, +kdN, , em que W,
corresponde a um movimento Browniano, N, um processo de Poisson de intensidade

A e k uma constante positiva que representa o acréscimo das perdas decorrentes do
evento.

Em Geman e Yor (1997) é obtida uma solugao semi-analitica para o pre¢o de opg¢des de
catastrofe, cujo indice de perdas subjacente nao € transaccionado. Neste trabalho € feita
uma desagregacdo da estrutura temporal do derivado em dois periodos, o de perdas

quando f e [O,Tl] e o de desenvolvimento quando t € [TI,T]. A equagdo que descreve

S dt+@iN, ,sete[0,T)]

, em que S representa um
S, dt ,sete[Tl,T] q ¢ TP

L, neste caso vem: dL, ={

movimento Browniano geométrico, N, um processo de Poisson de intensidade 4 ¢ 6

uma constante positiva que representa a magnitude dos incrementos.

Christensen (1999) retoma a desagregacdo da estrutura temporal em dois periodos

considerada em Geman e Yor (1997), modelando o indice da forma L, = Le™ — L,

com X, a corresponder a um processo de Lévy. No periodo de perdas, X, € modelado
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2. Revisdo da Literatura

Nf
como um processo de Poisson composto X, = ZK , no qual N, designa um processo
i=1

de Poisson de intensidade A e as varidveis Y, tém distribuicdo exponencial de

Nthl
~

parametro ¢ . Para o periodo de desenvolvimento, X, ¢ descrito por X, =X, + ZYi ,
i=1

~

em que N, é um processo de Poisson composto e as varidveis Y, seguem uma

distribuicao Normal.
Aase (1999) modela o indice de perdas com recurso a um processo de Poisson

composto com saltos de amplitude aleatdria para a avaliacdo de futuros e opcdes sobre

N,

futuros. O processo de perdas € representado por L, = ZK , no qual, tal como nos
i=1

artigos anteriormente mencionados, N, corresponde a um processo de Poisson de

intensidade A e as varidveis Y, positivas, independentes e identicamente distribuidas

(i.i.d.), independentes do processo N , t€ém distribui¢do Gama. As féormulas de preco sao
determinadas com base no pressuposto das preferéncias dos participantes do mercado

seguirem uma funcdo de utilidade exponencial negativa u(x,7)= e **).

Dassios e Jang (2003) estudam a avaliacdo de derivados de catdstrofe com recurso ao
processo de Cox para modelar os sinistros ocorridos e ao processo de shot noise para a
fungdo de intensidade de sinistros. O processo A, € utilizado para gerar o processo N,
funcionando como a sua intensidade. Este artigo introduz flexibilidade a hipdtese da
intensidade de ocorréncia de sinistros ser deterministica ao considerar o processo de

shot noise 4, =Ae™® +> y,e™)  tal como definido em Cox e Isham (1980). A

iis;<t

avaliacdo dos derivados € desenvolvida sob o pressuposto de auséncia de arbitragem,

20



2. Revisdo da Literatura

utilizando para efeitos da determinacdo da medida equivalente de martingala, a

transformada de Esscher.
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3. Modelos de Avaliacao

O desenvolvimento de derivados que permitissem fazer a cobertura, por parte das
empresas de seguros, de riscos de catdstrofe impulsionou o estudo de diferentes
modelos de avaliagao dos mesmos, tal como referido no capitulo anterior. Contudo, na
pratica verificam-se algumas dificuldades na avaliacdo resultantes do mercado ser
incompleto e o indice subjacente ao derivado apresentar um comportamento estocastico,
ndo estando associado a um activo negociado em bolsa.

No presente trabalho serdo expostas duas metodologias de avaliacdo de opgdes
destinadas a cobrir riscos catastréficos, usando técnicas da transformada de Fourier para

a determinacdo das férmulas de preco.

3.1 Modelo de Miirmann

A primeira metodologia em andlise, apresentada em Miirmann (2001), propde-se
modelar o indice de perdas PCS por um processo de Poisson composto.

A incerteza do mercado é modelada pelo espaco de probabilidade (Q,%,P), no qual Q
representa o espago de resultados, 7 é o o -dlgebra dos acontecimentos em Q e [P € a
medida de probabilidade definida sobre 7% . Por hipétese, considera-se que a maturidade
do derivado, definida por 7, € finita ¢ o mercado é composto por derivados de estilo
europeu’ cujo payoff depende do valor do indice de perdas na maturidade. O indice de

perdas € descrito pelo processo estocdstico L:(L, )ogsr’ no qual L, representa as

perdas acumuladas da industria resultantes de catdstrofes ocorridas até ao instante 7.

Os derivados de estilo europeu apenas podem ser exercidos no momento da maturidade.
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N

No caso dos investidores, pressupde-se que eles tém acesso a evolugdo histérica do

indice, sendo o fluxo de informag¢ao dado pela filtracao (7-',) de o -dlgebras geradas

0<t<T

pelo processo estocdstico com 7, = 7.

Definicao 3.1: Uma filtracdo é uma familia crescente de o -dlgebras (’Ft) ou seja,

0<t<T”’

F, CF se s<t.

Em relacdo a filtragdo (7-', )0 << » considera-se que a hipdtese usual € verificada, isto €,
sao satisfeitas as condigdes:

(1) F, contém todos os conjuntos P -nulos de 7 ;e

(ii)) 7 =N F,, paratodoo re [O,T] (filtragdo continua a direita).

u>t

Assume-se adicionalmente a existéncia de um activo livre face ao risco, cujo processo

de preco B = (Br) ¢ definido pela equagdo linear de primeira ordem

0<t<T
dBt = l"tBrdl t

& B, = exp(j rsdsj ,
BO :1 0

com 7, a representar a taxa de juro, que por simplificacdo de cdlculos se assumiu

deterministica.
3.1.1 Indice de perdas

Os modelos de avaliacio bdsicos associados a riscos financeiros consideram
normalmente processos estocdsticos continuos, como por exemplo o modelo de
Black-Scholes (ver Black e Scholes (1973)). Contudo, no caso de riscos actuariais e em
particular o risco catastréfico, os sinistros originam alteragdes inesperadas no processo
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estocéstico associado. Os fenémenos considerados nos derivados em estudo geram
sinistros de grande magnitude, tendo-se considerado a abordagem apresentada em Aase

(1999) na qual o indice de perdas L corresponde a um processo de Poisson composto.

Definicao 3.2: Um processo estocdstico (L, )OS, o € um processo de Poisson composto

N,

1
homogéneo se for definido por L, = ZK , em que N, é um processo de Poisson de
i=1

intensidade A e as varidveis Y, sdo i.i.d. e independentes do processo.

Assim, o indice de perdas ¢ modelado pelo processo estocdstico L,, em que N,

representa o processo de contagem dos eventos de catdstrofe ocorridos até ao instante ¢

e as varidveis Y, que designam o montante das perdas sdo i.i.d. positivas e

1

independentes do processo N , cuja fungdo de distribuicio G tem suporte [0,00). O
processo L tem, deste modo, os parimetros (1,dG(y)) e assume-se que se trata de um

processo homogéneo com incrementos independentes pertencente a classe dos
processos de Lévy. Esta hipotese € discutivel no caso de acontecimentos como o0s
furacdes que tendem a apresentar uma tendéncia sazonal (a hipdtese de intensidade
constante pode nao capturar essa tendéncia).

Sendo o processo L modelado como um processo de Poisson composto, considera-se o

seguinte teorema referente a filtragao (?,) (ver Protter (2004)):

0<t<T

Teorema 3.1: Seja L um processo de Poisson composto e F, = O'(O'(L‘Y ,s<t)UN), em

que o(L.,s<t) ¢ a filtracdo natural de L e N os conjuntos P -nulos de F. Entdo 7

s

é continua a direita.
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Pelo teorema enunciado, a filtragio 7, = o(o(L,,s <t)UN) verifica as condi¢es da

hipétese usual.

3.1.2 Medidas de probabilidade equivalentes

O conceito de alteracdo da medida de probabilidade ¢ também importante na aplicacdo
da metodologia, uma vez que os processos de precos descontados sob determinadas

medidas de probabilidade equivalentes sdo martingalas.

Definicao 3.3: Um processo estocdstico L é uma martingala em relagcdo a filtragcdo
se:

t )OSrST

(1) L, é F -mensurdvel para todo o instante t;
Qi) E[L[l<e, w1,

(i) E[L, 1 F]=1L, Vs>1.

Definicio 3.4: As medidas de probabilidade Q e P sobre (Q,F) sdo equivalentes,
representando-se por P ~ Q, se e so se:

Q(A)=0&P(A)=0,VAe 7.

Na metodologia em andlise, interessam-nos as medidas de probabilidade equivalentes a
medida de referéncia que garantem que o indice continua a ser representado por um

processo de Poisson composto com parametros diferentes. Este conjunto de medidas é
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caracterizado pela seguinte proposi¢do (ver Delbaen e Haezendonck (1989) e Miirmann

(2001)):

Proposicio 3.1: Seja Q uma medida de probabilidade em (Q,F) tal que:

(1) Q ¢éequivalente a medida de referéncia P ;

(ii) Sob a medida P o processo de Poisson composto L tem pardmetros (A, dG(y)) ;
Entdo L é um processo de Poisson composto sob a medida Q se e so se existir uma

constante ndo negativa k e uma fungdo mensurdvel ndo negativa U:R, —-R que

oo

verifica jv(y)dG(y)zl. O processo de densidade associado g&,:E[P[fTI“Ft] da

0

derivada de Radon-Nikodym &, = % é definido por

£ = [H xulY, )j : expm (- zcv(y))ﬂdG(y)dsj

Nl
:exp(ZIn(K‘v(Yi)Hl(l—K)tj, 0<i<T. W

i=1
Assim, com base na proposicdo enunciada considera-se que sob a medida de
probabilidade Q o processo L tem parametros (/IQ,dGQ(y))z(ﬂK,v(y)dG(y)). Em

termos econdmicos, o parametro kX pode ser interpretado como o prémio de risco de

frequéncia e v() como o prémio de risco de dimensao do sinistro.
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3.1.3 Avaliacao neutra face ao risco

O desenvolvimento da metodologia em exposi¢do para a avaliagdo dos contratos € feito

sob a hipétese de ndo arbitragem.

Definicao 3.5: Uma oportunidade de arbitragem é a possibilidade de obter lucro sem

risco no mercado financeiro.

Modelado o indice de perdas como um processo de Poisson composto procede-se a

determinacdo do preco do derivado. Se S =(St )OStST for o processo de preco de um

activo financeiro, define-se o seu processo de preco descontado por
- t
S, =exp(—jrxds S, .

0

Em primeiro lugar, enuncia-se a equivaléncia entre as medidas equivalentes de

martingala e a auséncia de oportunidades de arbitragem.

Definicao 3.6: Uma medida equivalente de martingala é uma medida de probabilidade
que é equivalente a medida de referéncia e sob a qual o processo de preco descontado é

uma martingala.

Em geral, a existéncia de medidas equivalentes de martingala € equivalente a auséncia
de oportunidades de arbitragem (ou a um conceito que generaliza este, o conceito de
“no free lunch”). Para mais detalhes sobre esta relacdo de equivaléncia ver Kreps (1981)

e Schachermayer (2008).
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No caso concreto do mercado de derivados de catéstrofe, este € incompleto, uma vez
que o indice subjacente L ndo é transaccionado em bolsa € 0s seus movimentos sdo
imprevisiveis com saltos de dimensdo aleatéria. Assim, ndo € possivel determinar um
preco unico para o derivado baseado exclusivamente na hipdtese de inexisténcia de
arbitragem ou de “free lunch”, pois em geral existem muitas medidas equivalentes de
martingala.

A escolha da medida equivalente de martingala é feita de modo a que o processo do
indice continue a ser representado por um processo de Poisson composto, tal como
definido na sec¢do anterior.

Assumindo que ndao sdo admitidas oportunidades de arbitragem ou “free lunch”
procede-se a determinagdo do preco dos derivados, sendo a metodologia exposta
baseada na avaliagdo neutra face ao risco (ou seja, considerando a medida equivalente

de martingala Q ). Desta forma, o processo de preco do derivado que paga h(LT) na

maturidade, considerando a medida equivalente de martingala Q , pode ser expresso por

T
7l :EQ[exp(—jgdsjh(LT)lﬁ}, 0<t<T, (2)

que sob a hipdtese assumida da taxa de juro r ser deterministica pode ser reformulado
por

72 = Bl (L, )1 7]
Para efeitos de simplificacdo na deducdo das férmulas de preco, ndo se considera o
factor de desconto, ou seja, considera-se r =0. Assim, € possivel escrever o processo
de preco da forma f© (L, ,t), em que o processo estocastico ( e (Lt,t))ogg representa
o processo de pregos sob a medida de probabilidade Q@ com payoff f© (LT,T) = h(LT)

na maturidade.
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Considere-se por hipétese que na equacao (2) £:R — R € uma funcao mensuravel que
- 2
verifica a condicio h()-ke L*(R)= { g :R — C mensuravel | J-_ | g(x)| dx < oo} para

algum k€ R . De forma a calcular o valor esperado do payoff é necessario introduzir a

noc¢ao de transformada de Fourier.
Se f for uma fungdo pertencente a classe L?(R) define-se a transformada de Fourier

Flu)=F(fYu)= e f(2)dz. (3)

A funcdo original f pode ser obtida invertendo a transformada de Fourier pela relacao,

o

76)= F ()= - [e @

)

Aplicando os conceitos (3) e (4) a fungdo A(-)—k € L?(R) obtém-se

j j wo=e (h(z)— k dzdu . (5)

Considere-se o resultado da versdo condicionada do teorema de Fubini, apresentada em

Klebaner (2005), para um processo estocdstico M sob a filtracdo 7,

EH‘MSdsIE}zj;E[MS | ' Jds .

Assumindo r =0 a equacdo (2) vem

7%= fL,,t)= E} WL )N F |= EQ[R(L, ) - kI F ]+ &

:_EQ[I je s i k)dzdul‘/-'}+k

:— j I E Q[ iuly | 7, ]e_’”z dzdu +k (Teorema Fubini)
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TEQ e 1 ]iie (h(2) = k )dzdu + k

—oo

TEQ e 17 1 (u et + & ©6)

com @(-) a representar a transformada inversa de Fourier de A(-)—k .

O processo de Poisson composto é um processo de Markov com incrementos

estaciondrios e independentes, pelo que se verifica
Q[ iuL, i, Q[ w(Le-L) ]
ECle™ 17 |= e Efe L,
_ ot fQ [eiqu_, |Lt]:eiuL1EQ [eiuLT_K] ,

iuly ~ P .z
com EQ[e’” ’*’] a representar a func¢do caracteristica da varidvel L, , , que sob a

medida de probabilidade Q ¢ dada por

0

22 (u)= exp(ﬂ“? Ue"“deQ (y)- 1](T —~ t)} . (7)

O preco do derivado no momento ¢ tendo em consideragdo as equacdes (6) e (7) é

definido por

=

7 = e 22 (Wl +k

)

= Te”‘L' exp[/iQ Ue”‘deQ (y)- 1](T - t)](b(u )du + k

0

—oo

=

= Iei“L’ exp(/fD (EQ [ei“Y‘ ]— 1)(T - t))@(u )du +k . (8)

—oo

Considerando que o indice de perdas L, assume o valor s obtém-se

1 Te‘”” (n'rQ —k)ds =15, (w)p(u).
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3.1.4 Aplicacao

Nos pardgrafos seguintes, sdo determinadas férmulas explicitas para a transformada
inversa de Fourier de h(-)—k das opgdes mais comuns em transac¢do no mercado. Uma
das op¢des mais comuns € a call spread que consiste na compra (posi¢ao longa) de uma
op¢do call com preco de exercicio K, e na venda (posi¢do curta) de uma opg¢ao call
com preco de exercicio K, > K|, para a mesma maturidade. Assim a fun¢do de payoff

heg (s) que depende do valor do indice, que se assume ser s, vem

0 ,0<s<K,
hCS(s)z s—K, LK <s<Kk,.
K,-K, ,s>K,
Na maturidade o indice de perdas ndo € negativo, sendo suficiente garantir que
(hCS ()- k)-ﬂ[o,w)(-)e L’(R) paraum k€ R, com 1 N (-) a representar a funcdo indicatriz
no conjunto de Borel A . Deste modo a condi¢do de integracdao € satisfeita para

k = K, — K, e a transformada inversa de Fourier pode ser expressa por

=

¢cs : J. _m hes (s) = ))ds
0
15 15
:—Ez[e_””(l(z—Kl)ds+g;£e_’”s(s—l(z)ds
=$ui2(e_’“2 —e™ +iu(K, - K, ))

Considerando o resultado apresentado o preco da op¢ao call spread no instante ¢t vem

CS :zl .[LZ m e_[MKZ —e +iu(K2 - K, ))ju"'Kz - K. ©)
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A opcdo put spread tal como a opg¢do call spread consiste numa combinagdo de
posicdes de opgdes put cujo payoff h,, € definido por
K,-K, ,0<s<Kk,
hPS(s)z K,-s K <s<Kk,.
0 , s> K,
A condi¢do de integragdo, em conformidade com o caso anterior, também ¢ satisfeita e

verifica-se a relag@o h (s)= —(hcs (s)- (K2 -K, )). Consequentemente, a transformada

inversa vem @, (i) = —@, (1) e o preco da opgio put spread é dado por

1 R 1 ius | —iu —iu .
”gs(f)=§J-7}($_r(u)€ (e fi—e Kz_lu(Kz_Kl))iu

=& ()+K, - K,. (10)
Deste modo constatou-se que a férmula de precos verifica a condicdo de paridade
put-call para a medida equivalente de martingala Q .
No caso das opcdes call é possivel determinar o seu pre¢co com recurso a férmula da
op¢ao call spread considerando que o preco de exercicio é o preco de exercicio inferior,
ou seja, K, = K e que K, consiste no limite das perdas estabelecido no contrato (20 ou
50 bilides de dolares). Analogamente pode ser calculado o preco da opcdo put

considerando K, =0 e K, =K.

3.1.5 Transformada rapida de Fourier

O modelo de avaliacdo apresentado foi desenvolvido com base na anédlise de Fourier,
podendo o preco da opg¢do ser estimado numericamente com recurso a varios métodos

de integracdo numérica. Na presente andlise, a estimacdo foi feita com recurso a
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transformada rdpida de Fourier (TRF), um algoritmo computacional optimizado que
permite o cdlculo da soma de NP valores ( NP uma poténcia de 2)

NP-1 27 .

w—ze'NP z;, n=0,.,NP-1. (1)

A utilizacdo do algoritmo permite um ganho no tempo computacional, uma vez que

requer O(NP logz(NP)) operacOes aritméticas em oposicdo a forma convencional que
requer O(NPZ) operagdes (ver Pina (1995)).

Na exposi¢do do raciocinio inerente a avaliacio numérica considerou-se o caso de

opcoes call spread, cuja férmula de prego definida em (9) pode ser reformulada por

1 T —iu ius 1 1 T —iu ius 1
”gs(f)=gj‘e e Flg_r(u)du—gj-e T M—ZZS-I(”)W

o

+—K2 — K jeiusi,t’g_,(u)clu+K2 -K,
27 u

)

:g(Kz)—g(Kl)+(K2—KI)H+K2—K1,

com
1 R —iu IMY
g(K)Zgje ) ZZTf( Mu e
1 T ius :
:Z_J- ZTr

Estabelecida a férmula analitica do preco das opc¢des PCS call spread, procede-se a
estimacdo numérica do seu valor, aplicando a g(K) o algoritmo da TRF e ao integral
H a regra de Simpson. Saliente-se que o valor da op¢do corresponde a parte real da
aproximacao enunciada.

Considerando-se a grelha de discretizagdo definida por

u, =(m+1)Au, m=0,.,NP-1,
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em que Au representa o passo de integracdo e NP o nimero de passos, pode-se

aproximar g(K) por

1 & —iu, K iu,s 1 Q
oK)= LR Semreme L0 (0 .

T (w,,
O integral g(K) depende do valor do preco de exercicio pelo que o algoritmo da TRF
devolve NP valores para K com espacamento AK , determinados por
Kp =a+ pAK, p=0,.,NP—1.

Substituindo na aproximagao tem-se

1 NP-1 i s 1
g(K,,)z—R{ze zﬁ_t(umm}

7 m=0 (um )2

1 PR S ; ; 1
~ p —impAuAK —iamAu iu,s Q
= Re e ze e e ) ZT—t (um )AM H
m=0 (M m )

verificando-se a condicao

AuAk = 2F (12)
NP

z

O integral H ¢é calculado numericamente pela regra de Simpson composta 4
considerando-se a grelha de discretizagdo utilizada na TRF, ou seja,

NP-1

AR TR |
T | = 3

m

em que p, €igual a unidade se m =0 e zero nos restantes casos.

Assim o preco da opc¢do call spread definido em (9) € aproximado por

* Definindo a particdo de [a, b] em N subintervalos de igual amplitude tal que x; = a +ih (i =0,L..,N )

b—-a .
e h= T Entdo obtém-se a regra de Simpson composta

=2 )43 G0 )23 12 00)|

i=1 i=2
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1 . NP-1 ' ' |
72:25 (t) =~ —Re e_’KZVpA” e—tmpAMAK: e—tamAu ezums

0 (um )2

Z?—t (um )Au

3
I

NP-1
_ e_lKl.pA"‘ Z e—impAuAKl e—iamAu eiums 1 Z?_, (um )Al/l

m=0 (um )2
' iu,,s : A m
+(K2 _Kl) e ng—t(um)?u(3_(_l) _Iom) +K2 _Kl' (13)
m=0 m

A aproximacao numérica no caso das op¢des put spread vem

1 ik A NP—1 » By ) 1
ﬂ_gs (l') ~ ;Re e Ky pAu ze impAuAK | e tamAuemmX - Z?_[ (um )AM
m=0

(u,,)

NP-1
_ e_lKZ.pAu z e—impAuAKz e—iamAueiums 1 ZS_T (um )AM

= (w, )

NP-1

g A .
(K, ~K) X e 2 0, ) 561" -, ).

m=0 m
Analisando as férmulas apresentadas verifica-se que existem erros inerentes a

discretizacdo do integral e a sua truncagem que ndo serdo analisados no presente estudo.
3.2 Modelo BBM

A segunda abordagem para a avaliacdo dos derivados foi apresentada por Biagini,
Bregman e Meyer-Brandis (BBM) (ver Biagni et al (2008)), no qual a incerteza do
mercado é modelada pelo espaco de probabilidade (Q,7,P). Este modelo, tal como os
artigos de Geman e Yor (1997) e Christensen (1999), faz uma distingdao da estrutura
temporal em dois periodos, o periodo de perdas [0, Tl] e o periodo de desenvolvimento
[TI,TZ]. A opg¢do vence no final do periodo de desenvolvimento 7, <o (no modelo

anterior 7, corresponde a T').
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3.2.1 Indice de perdas

O indice de perdas € modelado pelo processo estocéstico L = (L, )OS,SE , que € definido

de forma distinta dependendo do periodo. No periodo de perdas o indice € modelado por
Nl

um processo de Poisson composto ndo homogéneo L, = ZY,. , com N, a representar
i=1

um processo de Poisson ndo homogéneo de intensidade A4, >0 e Y, varidveis i.i.d.

positivas com fun¢do de distribuicdo G, independentes de N, .

No periodo de desenvolvimento considera-se a relagdo L, =L;,, =L, Z, , na qual Z,

T +u
designa o processo que representa o factor de reestimacdo, com Z, =1 e 0s processos

(L, )tq e (Zu )OSM o1, 1, SA0 independentes.

=11
Assume-se que os investidores, tal como na primeira metodologia, observam a evolugao

gerada pelo

do indice de perdas e o fluxo de informacao é dado pela filtragdo (T,O )OSTST2

processo L, que verifica as condigdes:

i 7 ={0.Q}

Nu
i) F'=o(L,us<t)= G(ZK’”S’] relor]

i=1

olL,,s<T)volz, .. T, <us<t) ,iel1.1,]

(i) 7 7.

A filtragcdo (¢,° )O <<1, POT hipdtese € continua a direita e (’Fr) ¢ a filtracdo completa

0</<T,

de (7

0 )O <<r, que contém todos os conjuntos [P -nulos de 7 . E razodvel assumir que Z,

nao seja enviesado (ver Biagini et al (2008) e Schmidli (2001)). Assim, considera-se
que O processo (Z, )ogsrz—r, ¢ uma martingala positiva em relacdo a filtracao (’Fr)

0<I<T,
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~ X . z 2 ~
com representacdo Z, =e"' , assumindo-se que X, ¢ um processo de Lévy ndo

homogéneo.

Definicio 3.7: Um processo estocdstico (X . )0 <<y com valores em R é um processo de

Lévy ndo homogéneo se e so se:

(i) Tem incrementos independentes, ou seja, quaisquer que sejam os instantes
ty <t <..<t,<eo , as varidveis aleatéorias X, —X,.,..X, —X, = sdo
independentes;

(i) Paratodoo te [O,T], a fungdo caracteristica é definida por

e a2+ 1 e

0

com b, eR , c,eR, e F, uma medida de Lévy em R que satisfaz

j(xz A l)F ; (dx)< oo e F, ({o}) =0 (representacio Lévy-Khintchine).

R

T
Pressupoe-se que I ( : ()c2 /\I)FY (dx))ds é finito e as caracteristicas do

0

processo sdo (b, ,c,, F, )0<V<T

E de salientar que pelo Lema 1.4 e 1.5 de Kluge (2005) o processo de Lévy X é uma

semimartingala cujas caracteristicas (B, C,v) sdo definidas por
B, =jbsds, C, jc ds, v [0 t]xA =ijs(dx)ds (Ae B[R)).
0 0 0A

Uma semimartingala é essencialmente um processo estocastico que se pode decompor

em duas partes, uma martingala e um processo de variagao finita (ver Protter (2004)).
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Em relacdo a medida de Lévy F, assume-se que existe uma constante £ >0 tal que

paratodoo u e [— (l+€),1+8]

j J'e“"FY (dx)ds < oo
0 {+/>1}

A condicdo enunciada pode ser escrita de forma equivalente em termos da existéncia
dos momentos exponenciais. Desta forma, considera-se que existe uma constante £ >0

tal que para todoo u e [— (1+€)1+ 8]
Ele™ | <o, vieo.1].
Pela nova formulagdo da condi¢do, é possivel afirmar que E[Zt] ¢ finito para todo o

te [0, T]. Em relacdo as caracteristicas do processo, ao impor-se que

jbds+
0

X %;[csds+

o t—~

I(e" -1- h(x))FY (dx)s =0,

7 - . X, - .
¢ possivel afirmar que Z, =e”' € uma martingala.

Adicionalmente o processo X, pode ser representado na forma candnica (ver Kluge

(2005))
X, = jbsds + I\/c_ dW. + j [ x(ulds, dx)- F,(ax)ds),

em que W, designa um movimento Bowniano estandardizado e # € a medida associada
aos saltos de X,.

Modelado o indice de perdas procede-se a determinagdo do preco do derivado,

introduzindo o conceito de medidas de probabilidade equivalentes.
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3.2.2 Medidas de probabilidade equivalentes

O mercado de derivados de catastrofe, tal como referido na seccao 3.1.3, € incompleto,
nao existindo deste modo apenas uma medida equivalente de martingala. Em
conformidade com o modelo proposto por Miirmann, assume-se que existe uma medida

Q sob a qual o processo do indice de perdas € descrito por um processo semelhante ao

associado a medida de referéncia [P. O processo diz-se semelhante, no sentido em que
preserva a estrutura, ou seja, o indice de perdas continua a ser um processo de Poisson
composto no periodo de perdas e um processo de Lévy no periodo de desenvolvimento

(ver Biagini et al (2008) e Jacob e Shiryaev (2003)).

Proposicio 3.2: Seja Q uma medida de probabilidade em (Q,F) equivalente a medida
de referéncia P. Entdo o processo L sob a medida Q é um processo semelhante ao

associado a medida de referéncia e a classe das medidas é determinada pelas derivadas

de Radon-Nikodym com densidade definida por

%:exp(iﬁ( I/l dsE[l e Y‘ ]xexp(]j;’(s dWY—%J:‘VZ(S)dSJ

X exp[].ln ¢(s, x)(u(ds, dx) - dx ds) _T I ¢(s, x)—1-In ¢(s, x))F ; (dx)ds)

com a funcdao de Borel B a verificar E[eﬁ (Y‘)] finito, ¢(l, x) um integral positivo e

Q| _
) tal que E[d[P} 1.

Aplicando o Teorema de Girsanov para movimentos Brownianos e medidas aleatdrias

(ver Jacob e Shiryaev (2003)), as medidas da classe preservam a estrutura do modelo
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apresentado. Assim, perante a medida de probabilidade Q , o processo L, no periodo de

perdas permanece um processo de Poisson composto nio homogéneo de intensidade

B(y)
A2 =/1,E[eﬁ(y‘)] e as varidveis Y, t2m funcdo distribui¢io dG® (y)=WdG(y).
Ele”™

No periodo de perdas o processo X, continua a corresponder a um processo de Lévy

ndo homogéneo, independente de L,, com caracteristicas

th :b,_%\/z

F2 (dx) = ¢(t, x)F, (dx)
Recorrendo aos precos de mercado € possivel calibrar B, ¢ e ¥, e especificar a medida

Q . Para aplicar a metodologia em andlise assume-se que existe uma medida equivalente

de martingala QQ e procede-se a avaliagao neutra face ao risco do preco das opg¢des.

3.2.3 Avaliacao neutra face ao risco

As opcodes de catdstrofe dependem do valor do indice de perdas na maturidade, sendo o

valor esperado do payoff definido por

72 = Ele " nlL, 17 ]
com h uma funcdo continua tal que 2:R — R, e r a representar a taxa de juro, que
por simplificacdo se assumiu ser deterministica. Para efeitos de simplificacdo da
deducdo das férmulas de preco considerou-se r =0. Tendo em conta a expressdo do
processo de perdas na maturidade, pode-se reescrever o processo de preco como

70 = E°nlL, z, , )17 ]= E e, e i 7 | (14)

A expressio (14) pode ser alterada se introduzirmos a fungdo g :R* — R, definida por
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g(xn Xy ): h(xlexz )’ V(xl,xz)e R*.
Neste caso, o processo de preco do derivado € definido por
70 = E°fg(L, . x,  17] . (15)

Aplicando a transformada de Fourier é possivel determinar o valor esperado definido
em (15) considerando payoffs a duas dimensdes, sendo necessdrio impor as seguintes

condigdes:

i I, = {(a,ﬁ)e R?: Ie_w"_ﬁ”g(xl,xz)dxldxz <oo}¢0,

IRZ

@ 1= {(a, PR’ [emrap, ,X,z-m(dxldxz)m};t 0.c
RZ

i) I, NI, #0,
com G(%PXTM) a representar a fungdo de distribuicao de (LT] X Tz—Tl) sob a medida Q .
No entanto, sob a medida Q os processos L, e X, , sdo independentes e a condigdo
I, pode ser redefinida da forma

1,:= {(a,ﬁ)e R’ :EQ[e“LT‘ ] <o e EQ[e’BX“‘T' ]<oo}.

Especificadas as condicdes define-se a funcdo de payoff amortecido (dampened payoff)
por

f(xl,xz)z e_(”"“ﬁ”)g(xl,xz), para (a/,,B)e I,NI,, (16)
e pela condigdo /,, fe L ([Rz).

z

A transformada de Fourier bidimensional, que se pressupde pertencer a classe L' ([RZ), é

definida pela relacdo

- 1 (g1 + X515
f(ul’uz):EJ‘e (s ')f(xl,xzyxldxz’ Yu =(u1,u2)e R®. (17)
IRZ
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O pressuposto de f el ([Rz) permite com base no teorema da inversdo da transformada

de Fourier, obter

1 =X +x5u, >
f(xl’xz)zgje ( )f(ul’MZ )dulduz' (18)

[RZ
O processo de prego, considerando as expressoes (16) e (18), e a independéncia dos

processos L, e X, pode ser redefinido

22 = Efelr, X, 17 )= £ (e, X, 1]

=E° l:ealﬂ A 1 je_i(M'LT‘ et )f(ul,uz Jdu,du, |7:r:|

27 el

1 —il(u,+ia Uy +i, 2
:_EQ|:J-6 (( 1t )L'r]+( 2+ﬁ)XT2—T| )f(upuz )dulduz IE}

2 e
_ % oo ety |2y 1 Vi, (Teorema de Fubini)
RZ
zﬁ Efe i Jpele e nn o [, Y due, (19)
[RZ

No periodo de perdas, [O,Tl], L refere-se a um processo de Poisson composto ndo
homogéneo e X a um processo de Lévy ndo homogéneo independente de L . O

processo de Lévy satisfaz a propriedade de que para todo o >0, E® [e”‘x'] ='W

com y?(u):=w?(u) a representar a caracteristica de X,. Considerando a propriedade

enunciada e as fungdes caracteristicas, determina-se individualmente os valores

esperados condicionados da expressdo (19):
EC° e—i(u1+ia)Lrl | (Fr _ e—i(u1+ia)L, EQ [e—i(ulﬂa)(bq -1,) | Tr]

— o iluia)l, @ [e‘i(“1+i“)(l’rl —L,)]
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0

T -
— pilutialL, exp I/I?ds_[ (e—i(ulﬂ'(l)x _ 1)GQ (dx)J

T, ! <
= ¢ il expl M?dsjexp( JAdsetrerGe (dx)j, e

t 0

EQ e—i(uzﬂ'ﬁ)xh,n |Tt]: EQ [e—i(uzﬂ‘ﬁ)xrz,rl ]

= exp( zj | [—i(u2 +ifB)b2 —%c? (u, +i,3)2jdsj

0
LT
Xexp[ jj(e_i(”ﬁ’ﬁ)x —1+i(u, + iﬂ)xﬂﬂx‘gl})ﬂo (dx)ds} .
0OR

No periodo de desenvolvimento, [TI,TZ], observa-se a relacdo L, = LT] e* e os valores
esperados condicionados vém:
EQ [e—i(u|+ia)l¢l | E ]: e—i(ul+ia)l¢l e
o ~ilw+ip)xs,_ ]_ —i(uy+iB)X, Q[ —i(ur+iB) Xy, 1~ X, 7. ) ]
E [e P [=e "E-le S
_ e—i(uz-%—iﬁ)X[_Tl £ [e ~iuy +iB) Xy 1, =X, g, )]

T,-T,

_ o wtiB)X exp( J' [—i(uz + i,B)b? —% c? (u2 + iﬁ)z jds}

T,

-T, R

1,1,
Xexp( J- j(e‘“””iﬁ)x —1+i(u, +i,3)x]lﬂx‘g})FSQ (dx)ds].

Compilando os resultados obtidos para os valores esperados condicionados, o processo

de preco do derivado, 7£,Q, ¢ definido por
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1. Se o momento ¢ pertencer ao periodo de perdas

7 . o g Y
7zl = Lexp(— jl?dsjjf(ul,uz Je~lmie)t exp{j/l?dsje"(“‘““)xGQ (dx)}
27 t R? ' 0

xexp[ zj ][—i(uz + i,6’)b;D —%c? (u2 + iﬂ)zjdsJ

0

T,
xexp[ jje_i(”2+iﬁ)x —1+i(u, + iﬂ)x]lﬂx‘gl}FsQ (dx)a’sjduldu2 . (20)
0R
2. Se o momento ¢ corresponder ao periodo de desenvolvimento

22 =L [ Pl g%
2r 2

xexp( ZJ: 1(—i(u2 +ifB)bh° —%c? (u, + iﬁ)ZjdsJ

-1,

-1
xexp( j j(e_i(“2+iﬁ)x —1+i(u, + iﬁ)xﬂﬂx‘gl})ﬂ@ (dx)a’s}dulduz. (21)

-T, R

Nas expressoes apresentadas para o processo de preco, f () representa a transformada

de Fourier da fungdo f(-) (expressdo (17)).

3.2.4 Aplicacao

As férmulas apresentadas para o processo de preco podem ser deduzidas para as opc¢oes

mais comuns no mercado, calculando a respectiva transformada de Fourier.

Considerando uma opc¢ao call, a funcdo de payoff com preco de exercicio K >0 ¢é dada

pela formula A, (x)=(x—K)", sendo o correspondente payoff bidimensional definido

8¢ (x1 5 Xy ) = (3516)62 - K)+ Jl{xl >0} = (xpex2 - K)Jl{xl>0,x2>ln(K/xl )

44



3. Modelos de Avaliagcdao

e a funcdo de payoff amortecido, f., vem
fe (x1 > Xy ) = e_(ml+ﬁx2)gc (x1 5 Xy ) = ¢ (@A) (x1‘9x2 - K)ﬂ{xl>0,x2>ln(K/xl )3
A funcdo pertence a L ([Rz) para (o, B)e I = (0,00)x(1,00). A transformada de Fourier

fc definida pela expressao (17) € calculada por

A

1 iy uy+x,u
fc(ul’uz)zz J'e(llJr“)fc(xpxzyxldxz
7Z.|R2

_ 17 Tei(xlul+x2u2)e—(wcl+ﬁx2)(xlexz _K)szdxl

27 0In(K/x)

o

(J- xle_((l_i"‘l )Xl J-e_(ﬁ_l_i"‘z)xz dxzdxl _ KJ- e_(a_ml)xl J.e_(ﬁ_mz )Xz dxzdle
0 0

ln(K/xl) ln(K/xl)

~(B~1-iuy )In(K / x, )dxl

T ~(ar=iuy )x 1
Xe €
0 p-1-iu,

_ K]i e—(w—z‘ul)xl 1 e—(ﬁ—iuz)ln(K/xl) dxlj
0 p—iu,

1 1 T B—in, —(a—iu;)x,
= - 2 1 1d
o ((ﬁ =i, K ! e i

=

1 —iuy —\a—iuy )x;
) (B —iu, )K" .[xlﬁ e dxlj
2 0

oo

1 1 P—iuy  —(o—iuy )x,
= — - 2 1 1d
2z (,B_l_iuz )(ﬁ_iuz)Kﬁ_l_mz I')‘XI ‘ "

— ! L(B+1-iu,)
27 (B 1=, )0, K =i

1 Pl L(B+1—iu,) 22)
2 (IB —1-iu, )(IB - i”z) (0(— iu, )ﬁ+1—m2 ’

com I'() a representar uma fun¢io Gama e k =—log(K). E possivel mostrar que

A

F.(u,,u,)e L'([R?) (ver Biagini et al (2008)).
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Aplicando a expressdo da transformada de Fourier f. ao processo 75 (t) obtém-se o

preco da opgao call’. Determinada a expressdo para o preco de uma opg¢ao call, pode-se

deduzir o preco de opcdes put e spread.
No caso de uma opg¢ao put, o payoff € definido pela fungédo i, (x)=(K —x)", e para o
mesmo preco de exercicio K pode-se estabelecer uma relagcdo com o payoff de uma

opc¢do call através da férmula £, (x)= he (x)+K - L .

Estabelecida a relagdo entre os payoffs, o preco da opgdo put 73 (r) é determinado

considerando o pre¢o da opgdo call 72 (r) e a condicdo paridade put-call
78 (0)=72(0)+ K - E°[1,, 1% ]
—728()+K-E°|L, Z, 1] .
O valor esperado condicionado E® [Ln Z, I7-'t] dada a independéncia dos processos

(L, )KT e (Zu )OSMSTZ_T] no periodo de perdas corresponde a

EQ[LT,ZTZ—TI lﬁ]:EQ[LT] |7:t]EQ[ZT2—TI |¢z]:E‘Q[LTl |7’;1EQ[6XT27TI |¢r]

=(t, + £, — 1% JEol e 1

Ty
= (L, +Efx]f ﬂ?dsj

T,-T, 1
Xexp( J- (b? +EC? +.[(ex -1+ xﬂﬂx‘d})FSQ (dx)jds];
R

0

e no periodo de desenvolvimento vem
E°lL, Z, . 17 ]= E0lL, & 1 7 ]

— L eX17T| EQ [exrzfrl_xrfrl ]
T

> O preco da op¢io call, para efeito de comparagdo com o modelo de Miirmann, deve ser calculado como
uma opgao call spread em que K, = K e K, é o limite de perdas estabelecido no contrato.
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-1,
Xon 1
=L;e exp[ I (bQ+2c +j(e —1+xJ1ﬂ \<1}) (dx)]ds}.
=T,
As expressodes determinadas para as opg¢des call e put possibilitam a deriva¢dao do preco
das opcdes spread, uma vez que este tipo de opgdes corresponde a uma combinagdo de
posicdes das primeiras. Considerando-se uma opg¢ao call spread, a sua fungao payoff na

maturidade € obtida pela diferenca entre as funcdes de payoff de opcdes call com precos

de exercicio K, e K, (K, >K, ), respectivamente. Matematicamente a funcdo de
payoff é da forma h.(x)=(x—K,)" —(x—K,)". O preco desta op¢io é deste modo

calculado como a diferenca do preco das opg¢des call subjacentes.
3.2.5 Transformada rapida de Fourier

Estabelecidas as féormulas de preco para as opgdes mais comuns procede-se a sua
estimacdo numérica, tendo em atengdo o periodo temporal a data de avaliacdo. Por
simplificacdo assume-se que os fendmenos subjacentes ao contrato ndo tém efeito de
sazonalidade, podendo deste modo o indice no periodo de perdas ser modelado por um
processo de Poisson composto homogéneo e no periodo de desenvolvimento por um
processo de Lévy homogéneo. Assim a formula do preco da opcao vem

1. Serel0.7]

72,'[@ _ L e—lQ (1,-1) J’ f(ul, i, )e—i(ul+ta) exp(

e —i(u, +iar) GQ dx)J
2 el

O'—:S

xexp((— i(u, +iB)b° —%CQ (uy + iﬁ)zj(Tz —Tl)j

><ex;{(T2 1) 1ty + iB)xd ) O (dx)jdulduz. (23)

R
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2. Sete [TI,TZ]

1 ~ —iu, +icr ~iluy +iB)X, 1,
ﬂ'xQ - g“i[f(ul’uz )e ( Vo e (b
X exp((— iu, + iB)b° —% c? (u2 + i,B)zj(T2 - t)]

X exp((T2 - t).[ (e_i(”2+iﬁ)x — 1+, + iﬂ)x]lﬂx‘gl})FQ (dx)jdulduz. (24)
R

O preco de uma opgdo call no periodo de perdas é definido em (23), com a
transformada de Fourier dada por (22). O desenvolvimento do método numérico de
estimacdo foi feito em conformidade com o exposto em Dempster (2000),

considerando-se as grelhas de discretizacao

U, =(m—¥jAul ,m=0,..,NP-1le

u2,n :(n_nguz Py n:(),...,NP_l,

com Au, e Au, a representarem os passos de integracdo. Considerando o indice de
perdas L , que assume o valor s, e o simétrico do logaritmo do preco de exercicio,

definem-se as seguintes grelhas de forma a aplicar o algoritmo da TRF bidimensional

NP
k, =(p—7jAk , p=0,.,NP-1le

s, :(q—¥jAs ,q=0,.,NP—-1,

s

em que Ak e As representam o espacamento das varidveis k e s, respectivamente. E
ainda necessdrio que se verifique a condi¢ao

27
Au,As = Au, Ak =——. 25
| > NP (25)
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Na aplicacdo do algoritmo considerou-se a fun¢do caracteristica do processo expressa
em funcdo dos pardmetros em alternativa a representacdo de Lévy-Khintchine, a qual
iria implicar um factor de erro adicional no resultado decorrente da aproximacio do
integral associado a medida de Lévy. Neste caso o preco € aproximado por

NP—-1NP-1

AOE L rE i D(B+1-iu,,)

4r’ ; V;) (ﬁ_l_iuz,n)(ﬁ_iuz,n) (a"_iul,m )ﬂﬂ_mzm

% e—i(u,»,,,+ia)sq GXP(ZQ (T1 _ t)j e—i(ul,m+ia)xGQ (dx)jEQ [e—i(uz_”+iﬁ)sz -1 ]AMIAMZ
0

NP NP 2 2
1 0 (Tl ~) {ﬁ—lHTAukap {aHTA“l qu NP-1NP-1 —[N—i;np —iNfz;mq iz(n+m)
2 e e e z e e e

n=0 m=0

4r

r(B+1-i .
1 (ﬂ'i‘ l”z,n) eXp[ﬂ,Q (711 _t)j e—l(ul,mﬂa)xGQ (dx)J
0

g (3 —1-iu,, )(ﬁ - i”z,n) (0( —iuy, )/3+1—m2,,,

o EQ [e_i(uz‘” +iﬁ)XT2—T] ] AulAuz s (26)

no qual o integral '[ ¢ tariakiGo (dx) é conhecido com base na distribuicdo do montante
0

[e _i(uz,n +iﬁ)XT2 -7 ]

de perdas e E© ¢ determinado de acordo com o processo de Lévy

escolhido. E de realcar que, tal como no modelo de Miirmann, o preco da opcio

corresponde a componente real do resultado (26) que pode ser reescrito tendo em

ia

consideragio que e =cos(a)—isen(a):

NP-INP-1 _;2% 2%
z?(z)z4%2Re[(—1)%-”<Tl-')e<ﬂ—”kﬂe"“" X e e My

r(g+1-i .
1 (ﬁ+ luzyn) eXp(/lQ (le _t)j e—l(ul,,,,+101)xGQ (dx)j
0

* (ﬁ —1-iu,, )QB —iu,, ) (a —iu,, )ﬁﬂ_iuu

XEQ [e—i(uz.n+i,5)sz—Tl ] A”A”z} . (27)
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No caso de se pretender avaliar uma opg¢do no periodo de desenvolvimento define-se as
grelhas para u,, u, e k tal como no periodo de perdas, e em substituicdo da grelha
referente ao indice de perdas no instante ¢ considera-se o instante 7,, cujo valor se

assume igual a /. A nova grelha define-se como
NP
lq = [C]—TJAI, q= 0,...,NP—1,

verificando-se a condicao

Au Al =2E
NP

Assim, o preco da opcao definido em (24) vem

NP—INP-1 _;27 27

(1) = # Re| (—1)7*e el et 3N e e (g

n=0 m=0

y I r(p+1-in,) (s )
w - 1 - iuZ,n )w - iuZ,n ) (a - iul,m )ﬂﬂ_”’tl”

% EQ [e—i(uz.n +iﬂ)(sz 1y =Xy )] AMIAM2:| ) (28)

A aproximag¢do numérica no caso de opcdes put é definida em funcao do preco da opcao
call e da condi¢do de paridade put-call, tal como exposto na sec¢do anterior.

E de salientar que, tal como acontece na aproximacio do preco da op¢io no modelo de
Miirmann, existem erros provenientes da discretizacdo dos integrais e correspondentes

truncagens que ndo serdo analisados.
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Neste capitulo procede-se a calibragem dos modelos em software Matlab R2009,
considerando-se o efeito da taxa de juro sem risco. A informagao disponivel, apesar de
reduzida, corresponde a precos bid e ask de opg¢des National PCS call spread
divulgadas pela CBoT a 21 de Dezembro de 1998. Os contratos eram anuais, ou seja, o
periodo de perdas era de 1 ano, e o periodo de desenvolvimento era de 6 meses. O
indice de perdas a data observada era de 40. O preco de mercado das op¢des necessario

na calibragem do modelo é aproximado pelo preco médio®, definido por

Ask Bid

Os precos médios utilizados na aplicagdo encontram-se no Quadro 4.1.

Quadro 4.1 — Precos das opc¢oes National PCS call spread

Ky K> preco médio

40 60 11,00

60 80 8,00

80 100 8,00
100 120 4,75
100 150 12,00
120 140 3,50
150 200 5,75
180 200 1,10
250 300 1,50

A escolha dos pardmetros dos modelos € feita através da minimizacdo do erro

quadratico da amostra

® Nos casos em que s6 existe preco bid ou ask considera-se esse preco na calibragem.
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4. Aplicacdo Pratica

i=1

err = \/ZI: Wi (CSl.’" _ﬂ-gs, )2 ’

em que 72 corresponde ao valor da opgdo call spread i, calculado com base na

transformada rdpida de Fourier e w, representa o peso relativo do preco da opgdo. O

peso pode ser determinado pela liquidez da opcdo, ou seja, pelo spread bid-ask (ver
Cont e Tankov (2004)):

1
(cs?4(k)-csM (k)]

w, =

Contudo, os precgos bid e ask nem sempre estdo disponiveis pelo que se atribui 0 mesmo
~ . 1
peso a cada op¢do, ou seja w, = 7

Os precos das opg¢des foram calculados pelas féormulas deduzidas no capitulo anterior,
sendo feita uma interpolacdo na grelha de valores do indice de perdas de forma a

comparar com os resultados observados no mercado.
4.1 Modelo de Miirmann

4.1.1 Transformada rapida de Fourier

A metodologia proposta por Miirmann assume que a distribuicdo do montante das

perdas seguras tem suporte [0,00). Para o efeito admite-se que, sob a medida de

probabilidade Q , as varidveis Y, seguem uma distribuicio Gama de parametros (c,d) e

l

a funcao de densidade € definida por

dGQ (y) C6 e o-1
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4. Aplicacdo Pratica

com ¢>0, >0 e I'() a representar a funcdo Gama. Assim, a fungdo caracteristica

vem

B ][ j

c—iu
Deduzida a fungdio caracteristica do montante das perdas a fungdo caracteristica y,,

presente na expressdo (9) define-se como

27 (u)=exp ﬂ“{( < ja—l](T—t) :

c—iu

Adicionalmente no célculo do preco das opg¢des inclui-se o factor de desconto, que na

pratica corresponde a aplicacao do factor e ")

a expressao (13). A taxa de juro sem
risco considerada corresponde 2 yield das obrigacdes do tesouro a 1 ano’, que na data
em analise era de 4,65%.

Deste modo, para modelar o preco da opc¢do call spread associado a primeira

metodologia é implementada a aproximacao

-1 .27
Q —H(T—1) 1 -iK, ,Au R NPT —iamAu iu,,s 1
7l (t)=e —Rele Ze e e —
7 m=0 (um )

" Fonte: U.S. Department of Treasure (wWww.treasury.gov).
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4. Aplicacdo Pratica

com k =K, — K, e estimam-se os parAmetros A%, ¢ e J. E de salientar que nos dois
integrais em que se aplicou o algoritmo da TRF nao foram considerados os pesos da
regra de Simpson no somatério como sugerido em Carr e Madan (1999), uma vez que

na pratica o resultado da optimizagao piorava.

4.1.2 Resultados

Na aplicagdo do algoritmo € necessdrio escolher um valor para NP e um valor para o
passo de integracdo Au tal que a truncagem do integral e a discretizacao resultem em
erros aceitdveis. Na implementacdo do modelo s@o utilizados NP =32.768 pontos, a
grelha do preco de exercicio € iniciada em zero (a = 0) e o valor do passo de integracdo
estabelecido deve ser baixo de forma a que o modelo se ajuste adequadamente aos
dados. Tendo em conta a sensibilidade do modelo face aos passos de integracdao
estudaram-se os seguintes casos, verificando a condi¢ao estabelecida em (12):

1. Au=0,00153398 ¢ AK =0,125;
2. Au=0,00076699 e AK =0,25.

Os parametros que minimizam o erro quadratico da amostra estao listados no Quadro

4.2:

Quadro 4.2 — Parametros estimados — Miirmann

A c o err
Caso 1 1,5952 0,0485 2,6810 0,8332
Caso 2 1,6169 0,0366 2,0623 0,6805
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4. Aplicacdo Pratica

Na avaliacdo da qualidade da calibragem do modelo € util recorrer as Figuras 4.1 e 4.2,

que permitem observar se os precos gerados pelo modelo sdo aceitdveis quando

comparaveis com os precos de mercado.

14
12 +
> <o
10
<o
o 8 - + +
ﬁé‘ <o
a 4
6 > b
" S
4 -
+
<o
2 &
M +
O T T T T T T T T 1
Q Q Q Q Q Q Q Q Q
© > Q v \2) % Q Q Q
N Q N \ \ N v v O
N NN S 00\ S S S K1/ K2
+ pregco médio < pregomodelo

Figura 4.1 — Calibragem do modelo de Miirmann — Caso 1
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Figura 4.2 — Calibragem do modelo de Miirmann — Caso 2

Analisando os precos determinados na calibragem verifica-se que o modelo no caso 1
consegue ajustar adequadamente a maioria dos precos. No caso 2, em que se considera
um passo de integracdo inferior, observa-se uma melhoria do ajustamento, em especial
na op¢ao call spread 250/300. O erro quadratico neste ultimo caso € inferior, o que vem
evidenciar a sensibilidade do modelo face aos valores do passo de integracdo. No

entanto, em termos do limite efectivo do integral dado por (NP —1)Au é de salientar que

o valor no caso 1 é de 50,264 em oposicao aos 25,132 do caso 2.
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4.2 Modelo BBM

4.2.1 Processo Variance Gamma

O processo Variance Gamma € um processo de Lévy, que pode ser representado por um
movimento Browniano com deriva em que a varidvel tempo é transformada num

processo Gama. A fung¢do caracteristica do processo € definida por

v

; 1
E[e”‘X‘]z(l—iu01)+§u20'21)j ,
onde o, U e @ sdo os parametros do modelo (ver Schoutens (2003)).
O processo pode, de forma alternativa, ser expresso como a diferenca entre dois

processos Gama independentes, X, = G,(l) — G,(z). Neste caso a funcdo caracteristica pode

ser reescrita como

Plu)= (GM +iu((l;\3/[—G)+ uzjc’

com

-1
G :(1\/0202 +20%v —levj >0,
2 2

-1
M:(E 0202+2020+%00j >0.

Na parametrizagdo considera-se que Gr(l) ¢ um processo Gama com pardmetros C e

M, e G,(z) € um processo Gama independente com parametros C e G .
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4. Aplicacdo Pratica

Os parametros do processo reflectem, de forma indirecta, a skewness e a kurtosis. Se
6 =0, entdao verifica-se G=M e a distribuicdo é simétrica. No caso de € assumir
valores negativos, tem-se G > M , o que resulta em skewness negativa. Em relacdo ao
controlo da kurtosis, este € feito com base no pardmetro V.
Caracterizado o processo Variance Gamma, descreve-se o processo preco do indice em
conformidade com o apresentado em Carr et al (1998). O processo € dado por

L =L,exp(mt+X,(0,,0,,0,)+0,t),

com o indice P dos parametros a evidenciar que estes sao os parametros do modelo sob

1 1
a medida de referéncia P, o, =—10g(1—0P1)P —EO'f,ij , € ma taxa média de
Up

retorno do indice.
Sob a medida equivalente de martingala ou medida associada a metodologia de
avaliacdo neutra face ao risco, os precos descontados sao martingalas e a taxa média de

N

retorno corresponde a taxa de juro sem risco. O processo de preco neste caso é

parametrizado por
L =L, exp(rt+ X, (O-RN s U » Oy )+ wRNt)’

com o indice RN a indicar que os parametros sdo determinados considerando a medida

. 1 |
neutra face ao risco, € @y, =——1og| 1 =6, Vsy _EO-RNURN .
RN

4.2.2 Transformada rapida de Fourier

No modelo BBM assume-se, tal como em Miirmann, que o montante de perdas segue

uma distribuicdo Gama, pelo que se obtém

oo )
EQ[e—i(ul-H(ZX,] .[e i(u+ier) GQ dx) ( c ‘ ] '
0

c—a+iu,
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4. Aplicacdo Pratica

O processo X, pressupde-se que corresponde a um Variance Gamma com parametros
(G > Vay »Ory )- A funcio caracteristica neutra face ao risco do processo sob a medida
equivalente de martingala pode ser definida com um termo de deriva (drift), @, , € a

taxa de juro r, obtendo-se

Bl | —exp(cilu, +iB)NT, ~ T Nr + @y )
Xexp(_ulog(l + i, +if)0,y Uy +%(u2 +if) 02 Uy D ,
RN

com

1 1
Wpy =~ log(l = Oy Upy — 61§N (% j .
(. 2

Os dados disponiveis correspondem a opg¢des call spread no periodo de perdas pelo que
o preco € implementado como a diferenca de duas opc¢des call com pregos de exercicios
K, e K,, respectivamente. O preco de cada opg¢do call, com preco de exercicio K, €
definido pela expressao (27), que com base nos pressupostos assumidos para 0 processo

de Lévy vem

Q )| L - (B-1k, os prg SN i T i mg
n'c(t)ze 2 Fe Re| e re™(—1) ZZe NP e NP
T n=0 m=0

B
F( 41—
! mz’") exp A0 (T1 - t)[—c j

8 (,B -1-iu,, )(,B —iu,, ) (a —iu,, )ﬁ+l_i”2=" c—ao+iu,,

n+m . . T _T 1
x(=1) exp(z(uzyn +z,6) 2 1 (r+log(1— Oy Vry —EC)";NURN DJ

RN

T, -T
XeXp(—#log(l+ i(uz’n + iﬂ)HRNURN +%(u2’n + iﬂ)z O'iNURN jjAulAuz:D.

URN
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7

Para efeitos da calibragem, a funcdo Gama complexa € calculada com base na
implementagdo da aproximagdo de Lanczos®.

Importa referir que na prética para se obter valores admissiveis para as opgdes é
necessdrio calcular o valor absoluto de 78 (r), mas como, por defini¢do o preco de uma

op¢ao call é positivo, o valor absoluto € igual ao valor da opgao.

4.2.3 Resultados

Na avaliagdo do segundo modelo (BBM) optou-se por NP =4.096 pontos, uma vez que
o aumento do nimero de pontos ndo introduz melhorias relevantes ao ajustamento e o
tempo computacional para optimiza¢do dos pardmetros aumenta significativamente. Na
aplicacdo considerou-se os passos de integracao

Au, = Au, =0,0122718 e Ak = As =0,125,
a satisfazer a condi¢@o (26) e a =0,1 e S =11, a verificar a condicdo I,.

Os resultados obtidos para os parametros deste modelo estdo listados no Quadro 4.3:

Quadro 4.3 — Parametros estimados - BBM

A2 c b O Vry Orn err
0,5422 0,0795 3,1215 1,8031 0,1965 1,9970 1,4665

Os pregos gerados pelo modelo podem ser observados na Figura 4.3, sendo feito um

comparativo com os precos de mercado.

¥ 0 c6digo Matlab estd disponivel em: http://winnie.fit.edu/~gabdo/gamma.txt
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Figura 4.3 — Calibragem do modelo BBM

Observando os resultados deste segundo modelo verifica-se que o ajustamento piora em
comparacdo com o modelo anterior, em especial para os precos das opcoes call spread
80/100 e 250/300, apesar de para as restantes op¢des o modelo parecer acompanhar os
precos de mercado. Em termos préticos € de salientar que os limites de integracdo

utilizados foram — 25,133 <u,,u, <25,120.

A alteracdo do processo de Lévy considerado na aplicagdo poderia (teoricamente)
permitir melhorar os resultados, mas devido a reduzida amostra histérica ndo parece

vantajoso estudar processos com mais parametros para estes dados.

4.3 Comparacao dos modelos

Concluida a exposi¢ao tedrica dos modelos de avaliacdo e respectiva aplicagdo pratica,

serd apresentado nesta sec¢ao um resumo das principais diferencas entre ambos.
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No desenvolvimento das férmulas de preco das opgdes o modelo de Miirmann
considera que o indice de perdas ¢ modelado pelo mesmo processo até a maturidade. Ao
nivel do modelo BBM ¢ feita uma distin¢cdo na modela¢do do indice de perdas e na
respectiva expressdo para o preco, dependendo do instante de avaliacdo pertencer ao
periodo de perdas ou ao periodo de desenvolvimento.

Em relacdo a aplicagdo das metodologias propostas, a distingdo do periodo na
modelacdo implica que € necessdrio estimar mais parametros no segundo modelo, o que
em certos casos pode-se revelar limitativo face a dimensdo da amostra em estudo.

Um outro aspecto pratico em que os modelos diferem, diz respeito ao tempo
computacional necessdrio para a determinacdo dos pardmetros que minimizam O erro.
Para o nimero de pontos considerados na aplicagdao, o modelo de Miirmann converge
rapidamente, contrariamente ao modelo BBM que demora significativamente mais
tempo, uma vez que aplica o algoritmo da TRF a um integral duplo. O tempo de
optimizacdo do modelo BBM constitui uma restricdo dado que o aumento do niimero de
pontos de 4.096 para 8.192 implicaria uma duracdo computacional excessiva,
comparativamente com o modelo anterior.

E ainda possivel constatar que apesar de em termos tedricos o modelo BBM ser mais
adequado a estrutura das op¢des de catdstrofe, os resultados obtidos pela metodologia
proposta por Miirmann, pelo menos para a amostra histérica de precos em estudo, sdo
mais adequados quando comparados com os de mercado. Esta situacdo pode dever-se
também aos problemas computacionais e aos erros de aproximacdo no cdlculo dos

integrais introduzidos no modelo BBM.
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5. Conclusao

O objectivo da presente dissertacdo foi estudar duas metodologias de avaliacdo de
opgoes de catdstrofe, cujo indice subjacente nao é transaccionado. A aplicacdo foi
efectuada para o caso de opcdes call spread, contratos anuais que cobrem todo o
territério dos E.U.A.

Na primeira metodologia desenvolvida deduziu-se o preco dos derivados sob a hipétese
de ndo arbitragem e o indice de perdas foi modelado por um processo de Poisson
composto. Esta dedugdo baseia-se em técnicas de Fourier, permitindo obter férmulas
explicitas para o preco das op¢des a partir da transformada inversa de Fourier e da
fungao caracteristica do processo de perdas.

Concluida a dedugdo analitica das féormulas, procedeu-se pela primeira vez (no que se
tem conhecimento) ao célculo do preco das opg¢des utilizando o algoritmo da TRF. Na
aplicacdo do algoritmo foi resolvido um problema de minimizacdo, de modo a
determinar-se quais os parametros que resultam numa melhor adequacdo do modelo aos
dados observados no mercado.

Em termos da aplicacdo do modelo constatou-se que o passo de integragao considerado
deve ser pequeno de forma a ajustar bem os precos de mercado.

As principais limitagdes do modelo referem-se a hipétese de modelagdo do indice de
perdas por um processo de Poisson composto homogéneo, que pode ndo ser o mais
adequado, devido ao efeito de sazonalidade. Na parte pratica, as limitagdes mais
relevantes referem-se a hipétese do montante de perdas seguir uma distribui¢do Gama e
a reduzida amostra histérica utilizada no célculo do prego das opgoes.

Analisou-se ainda uma segunda metodologia de avaliagdo que desagrega a estrutura

temporal do derivado em dois periodos, o de perdas e o de desenvolvimento. O indice
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de perdas no primeiro periodo é modelado, tal como no caso do modelo de Miirmann,
por um processo de Poisson composto e as perdas sdo reestimadas no segundo periodo
com base num factor determinado por um processo de Lévy exponencial, que se
assumiu ser um processo Variance Gamma.

Na aplicacdo pratica do modelo foi necessério considerar para o algoritmo da TRF um
nimero de pontos inferior ao do modelo anterior de modo a evitar que o tempo
computacional necessdrio para a optimizacdo dos parametros fosse excessivo. Em
termos dos resultados obtidos observou-se um ajustamento razodvel para os pregos,
apesar de existirem algumas opcdes em que os precos do modelo divergiram dos de
mercado.

O estudo do algoritmo da TRF e respectiva aplicagdo no célculo do preco das opcdes
usando dados de mercado, constitui, tal como no modelo de Miirmann, um
desenvolvimento do artigo (ndo se conhecem estudos prévios que tratem desta questdo).
As principais limitacdes do modelo anterior mantém-se vdlidas, excepto o facto de
agora considerarmos um periodo para a reestimacao das perdas. A hipétese do processo
de Lévy exponencial corresponder a um Variance Gamma pode também ser limitativa,
podendo a consideragdo de outros modelos de Lévy permitir obter melhores resultados.
Além disso, o tempo computacional necessdrio a estimacao dos precos do modelo e os
erros de aproximacao introduzidos podem ser limitativos.

Em termos globais € possivel concluir que, ambos os modelos, apesar das diferencas e
limitag¢Ges apresentadas, sao adequados para o célculo do valor de op¢des de catéstrofe.

Como sugestao de trabalhos futuros, propde-se estudar formas alternativas para modelar
o indice de perdas, por exemplo considerando que o montante de perdas segue uma
distribuicao de Pareto e, no caso de se incluir o factor de reestimacao, testar o processo

Hiperbodlico Geométrico ou o processo Normal Gaussiano Inverso. A nivel tedrico é
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interessante estudar, para os dois modelos, o problema da determinagcdo de medidas
equivalentes de martingala usando a transformada de Esscher, tal como referido em
Moller (1996). No caso do modelo BBM seria também importante analisar os casos em
que a distribuicdo do montante de perdas tem caudas pesadas, sendo neste caso

necessdrio deduzir novas féormulas para o preco das opg¢des (ver Biagini et al (2008)).
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Anexo A - Catastrofes
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Figura A.1 — Niimero de catastrofes ocorridas entre 1980 e 2010
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Figura A.2 — Perdas suportadas pelo sector segurador entre 1980 e 2010
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Anexo B - Transformada rapida de Fourier, modelo

Miirmann

O prego do derivado no modelo de Miirmann pode ser aproximado de forma alternativa
considerando a TRF em funcdo do valor do indice de perdas. Em conformidade com o
capitulo 3.1.5 considere-se a grelha de discretizagdo definida por

u, =(m+1)Au, m=0,.,NP—-1,
em que Au representa o passo de integracdo e NP o nimero de passos. As op¢des em
andlise dependem do valor do indice no instante 7, s. O algoritmo da TRF devolve NP
valores para s, com espacamento As, pelo que os seus valores sdo dados por

s, =a+ pAs, p=0,..,NP—1.

Assim o preco da opg¢do call spread definido em (9) € aproximado por

ﬂgs (t) ~ % Re Z;)e’"””‘v" (u;)z,{?_t (um )(e_”"”K2 —e Mk 4 iumk)Au +k

Zj

1 is, Au & impAsAu (| _iamAu
=~—Rele z e e ;) |+ k,

T m=0
com k=K, — K, . De forma a aplicar a TRF, € necessdrio que se verifique

Asau=2F .
NP

A aproximacao numérica no caso das op¢des put spread vem

0 1 is ) Au N i%’”” iamaa 1 Q —iu, K —iu, Ky
T ps (t)=—Re| e™ Ze e 5 ;(T_,(um )(e n—e —mmk)Au .
T m=0 (um )
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Anexo B — Transformada répida de Fourier, modelo Miirmann

Aplicando os pressupostos assumidos no capitulo 4 a expressdo alternativa para o preco
de uma opc¢ao call spread obtém-se para os casos

1. Au=0,00153398 ¢ As=0,125;
2. Au=0,00076699 e As=0,25,

os seguintes resultados:

Quadro B.1 - Parametros estimados

A2 c ) err
Caso 1 1,4824 0,0596 3,2189 1,0324
Caso 2 1,5434 0,0422 2,3613 0,7304
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+ prego médio < pregomodelo

Figura B.1 — Calibragem do modelo de Miirmann — Caso 1
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Anexo B — Transformada répida de Fourier, modelo Miirmann
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Figura B.2 — Calibragem do modelo de Miirmann — Caso 2
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