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Abstract

This thesis concerns the study of inductive definitions and their theories from
a proof-theoretical point of view. In the first chapter, we present the basic notions
of inductive definitions. Next we define the theories ID; and ID;(W) and present
a novel interpretation of the former in the latter.

In the second part of the thesis, we study the admissible set theory KPw. We
start by presenting KPw and some results that will allow us to interpret ID; in
KPw. In the last chapter, we study a recent functional interpretation of KPw in a
theory of Howard’s primitive recursive tree functionals. This interpretation yields
a simple characterization of the so-called X-ordinal of KPw.






Resumo

Esta dissertacao é um estudo das defini¢coes indutivas e suas teorias sob o ponto
de vista da teoria da demonstracao. No primeiro capitulo apresentamos as nocoes
bésicas das defini¢oes indutivas. De seguida definimos as teorias ID; e ID1(W) e
apresentamos uma nova interpretagao da primeira na segunda.

Na segunda parte da dissertacao estudamos a teoria de conjuntos admissiveis
KPw. Comegamos por apresentar KPw e alguns resultados que nos permitirao in-
terpretar ID; em KPw. No ltimo capitulo estudamos uma recente interpretacao
funcional de KPw numa teoria de funcionais de arvore recursivos primitivos de
Howard. Esta interpretacao permite caracterizar duma forma simples o denomi-
nado ¥-ordinal de KPw.
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Introducao

A presente tese é uma introducao a teoria da demonstracao em particular as
areas das defini¢oes indutivas e admissibilidade.

Os dois primeiros capitulos sao dedicados as defini¢oes indutivas. Comecamos
por apresentar as nogoes bésicas das definigoes indutivas e dos conjuntos IIj e
damos alguns exemplos de defini¢oes indutivas. No primeiro capitulo apresentamos
ainda dois resultados que relacionam as definigoes indutivas e os conjuntos ITj: o
teorema de Spector que diz que toda a defini¢ao indutiva é Il e o teorema de
Kleene que diz que existe uma defini¢ao indutiva que é IT{-completa.

No segundo capitulo estudamos duas teorias de defini¢coes indutivas ID; e
ID; (W) e apresentamos uma interpretacao de ID; e ID1(W). Esta interpretagao,
tanto quando sabemos, é nova. O resultado da equivaléncia das teorias ID; e
ID; (W) é ja conhecido tendo sido obtido por Kreisel em 1968, como é notado em
Feferman and Sieg [1981, p. 48]. No entanto o resultado de Kreisel utiliza uma
passagem pelas contrapartes intuicionistas ID} e ID} (W) o que obscurece a inter-
pretacao. A nossa interpretacao tem a vantagem de ser directa entre as teorias
cléssicas 1Dy e ID1(W).

Os dois tultimos capitulos sao sobre a teoria de conjuntos admissiveis KPw. Co-
mec¢amos por apresentar KPw e alguns resultados que nos vao permitir interpretar
ID; em KPw. No final do terceiro capitulo definimos o ¥-ordinal de KPw, ||KPw||s.

No quarto capitulo apresentamos um interpretacao funcional de KPw numa
teoria de funcionais de arvore recursivos primitivos de Howard o que permite obter
uma majoragao de ||KPw||s pelo ordinal de Bachmann-Howard.
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Capitulo 1

Definicoes Indutivas e Conjuntos
Hl
1

1.1 Definicoes Indutivas por Operadores Mono-
tonos

Definicao 1.1.1 (Operador Monétono). Um operador I': P(w) — P(w) diz-se
mondtono sse
VX CwVY Cw (X CY =T(X) CT(Y)).

Um conjunto X diz-se fechado sobre I' se I'(X) C X.

Definigao 1.1.2 (Conjunto definido indutivamente por um operador monétono).
Designamos por conjunto definido indutivamente por I' o conjunto

Ir = ﬂ{X € P(w)|X é fechado para I'}.

Lema 1.1.3. Iy é o menor ponto fixo de I

Demonstragao. Comecemos por ver que It é fechado sobre I'. Seja X € P(w)
fechado sobre I Como T'" é monétono e Ir C X tem-se I'(Ir) C I'(X) C X.
Uma vez que X é arbitrdrio vem que I'(Ir) C Ir. Pela monotonia de I' temos
['(I'(Ir)) € I'(Ir). Logo I'(Ir) é fechado sobre I' e portanto Ir C I'(Ir). Vem
Ir =T'(Ir). Como os pontos fixos de I' sdo, em particular, fechados sobre I vem
que Ir é o menor ponto fixo de I'. n

Esta definicao de I é feita “de fora” ou seja, vemos Ir como sendo o menor
conjunto fechado para I'. Vamos agora definir It “por dentro” como o limite de
um processo recursivo transfinito e mais tarde veremos que as duas definicoes
coincidem.
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Definicao 1.1.4. Seja I' um operador monétono. Definimos a aplicagao o — I
de wy para P(w) por

it =r(J 1)

B<a

Ir=J

acwi

e definimos Ir como

Lema 1.1.5. Seja I' um operador mondotono. Entao
(i) 12 = T(0)
(i) a<B—IgCIE

(iii) 12t = T(IR) para todo o a.

Demonstragdo. A alinea (i) sai de (Jg, If = . Para ver (ii) sejam « < 3, entdo

Unclyn

r<a v<B
o que pela monotonia de I' implica

p-r(JmerdJm -1

<o v<B

Da alinea (ii) sai |, ., I} = If* donde

=1 =rup. O

TS

Lema 1.1.6. Seja I' um operador mondtono. FEziste um ordinal o < wy tal que
It =Useo If = I

Demonstracao. Suponhamos com vista a absurdo que nao existe a < w; tal que
It = U< IZ, entdio pelo lema 1.1.5 temos Yor < w; Us<a 1L CIe.
Seja f: w; — w definida por

fla) = min (If\ (|J 1))

B<a

Dados o, € wy com a < f temos f(a) € If e f(B) ¢ If logo f(a) # f(B)
portanto f é injetiva o que é absurdo porque card(w) < card(w;). Sejam « tal que
It =Usca Ilé e v = « e suponhamos que V3 < v I{f C I¢. Pela monotonia de I
temos It = I'(U,., 1Py C (1) = IN(G/P IP) = I. Como temos V3 < a I C I¢
sai por indugdo que Vv > « I} C I¥ e portanto, pelo lema 1.1.5, Vy > o I} = I7.
Temos entao Ir = Uz, e Us<a If =1g. O
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Lema 1.1.7. Va € w, (I¢ = I =V > o If = It).

Demonstracao. E consequéencia imediata de V3 > a I C [I@ C Ir. O

Defini¢ao 1.1.8 (Norma de um operador mondtono). Seja I' um operador mond-
tono. Dado n € Ir definimos a norma-I" de n como

In|r = min{a € wy | n € If}
e definimos a norma de I' ou o ordinal de fecho de I' como

IT| = sup {|n|r | n € Ir}.
E imediato da definicdo que || = min {a € w; | Ig = Ip}.

Teorema 1.1.9. Seja I' um operador mondtono.

(i) F(IF) = Ir
(i) VX € P(w) (I'(X) € X — Ir C X).

Demonstragao. (i) sai simplesmente de
D(Ir) =Ty ) = It ™' = I,

Vejamos (ii) por indu¢ao em w;. Seja X € P(w) fechado para I'. ) C X logo
= Fg@) C I'(X) C X. Seja o € w; e suponhamos que V3 < o If C X. Entao
Usea It € X e portanto It = I'(U,., IP) CT(X) C X. Temos Yo € wy I8 C X
logo It = Ugeo, IF € X. O

Este teorema diz-nos em particular que It é o menor (para a inclusdo) dos
conjuntos fechados para I', ou seja, que as defini¢oes 1.1.2 e 1.1.4 coincidem.

Observagao. A alinea (ii) traduz um principio de indugao para Ir no sentido
em que para se mostrar que uma dada propriedade P(x) é verdade para todos os
elementos de It é suficiente ver que o conjunto {z € w|P(z)} é fechado para T.

Nas exemplos de definigoes indutivas que vamos apresentar e na formalizacao
destas nocoes que iremos fazer no segundo capitulo apenas vamos exigir que I
seja fechado para I' uma vez que o fecho de It juntamente com a monotonia de I"
e o principio de indugao é suficiente para garantir que It é ponto fixo.

I'(Ir) € Ir = T'(I'(Ir)) € T'(Ir)

Os resultados anteriores sao muito gerais no sentido em que qualquer subcon-
junto de w pode ser obtido por um operador monétono, dado X C w este é definido
indutivamente pelo operador monoétono I' = X.
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1.2 Conjuntos II;

Definigao 1.2.1 (Linguagem da aritmética de segunda ordem). A linguagem da
aritmética de segunda ordem tem trés tipos de varidaveis: as varidveis numéri-
cas, x,v,%,..., as variaveis funcionais, f,g,h,..., e as variaveis de predicados,
X,Y, Z,.... A interpretagao standard é a de que as variaveis numéricas variam
em w, as variaveis funcionais variam sobre as fungoes de w em w e as variaveis de
predicados variam sobre os subconjuntos de w.

Os termos numéricos s@o as varidveis numéricas, as constantes 0 e 1 e f(t),
t+set-sem que f é uma variavel funcional, t e s sao termos numéricos. As
férmulas atémicas sao t = s, t < s e X(t) em que t e s sd@o termos numéricos e X
é uma varidvel de predicado. A interpretagdo de X (t) é t € X. As férmulas sao
construidas da mesma forma que na aritmética de primeira ordem sendo que para
além das quantificacoes sobre varidveis numéricas temos também quantificagoes
sobre as varidveis funcionais e de predicados.

Dados uma férmula A(X) e M C w escrevemos

N[M] E A(X) ou simplesmente A(M)

para “A(X) é verdade no modelo standard quando X é interpretado como M”.

Definigao 1.2.2 (Numeros de sequéncias). Definimos uma funcao de codificacao
(-}: w<¥ — w que a uma sequéncia finita (a;);<, faz corresponder (ag, ay, ..., a, 1) =
H?;Ol p?iﬂ em que p; é o i-ésimo primo. Dizemos que um nimero codifica uma
sequéncia ou que é um nimero de sequéncia se estd na imagem de (-). Designamos
o conjunto dos numeros de sequéncias por Seq. Daqui em diante identificare-
mos implicitamente as sequéncias com os seus codigos e quando nada for dito em
contrario s,t,... sao variaveis em Seq.

Dados s,t € Seq denotamos a sua concatenacao por s xt. Dada f:w — w
definimos f(n) = (f(0), f(1),...,f(n —1)). f(0) = () = 1. Para todo n > 0
definimos

Seq”" = {k € Seq| p,_1 divide k},

o conjunto das sequéncias de comprimento maior ou igual a n, e definimos a funcao
projecao, (+),: Seq”" — w por

(8)n := o0 n-ésimo elemento da sequéncia codificada por s.

Definigao 1.2.3 (Fungao recursiva num ordculo). Dada uma fungao f € w* qual-
quer, dizemos que uma funcao g é recursiva parcial com ordaculo f ou recursiva
parcial em f se é uma funcao computavel por uma maquina que tem uma instru-
¢ao que dado n devolve f(n). Entenda-se que a méquina nao computa f, simples-
mente ela pode de alguma forma aceder ao valor de f(n) (daf o termo “oraculo”).
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O teorema da forma normal de Kleene diz-nos existe um predicado recursivo T e
uma fungao recursiva U tais que se g é uma fungao recursiva em f existe e € w tal
que

g(x) =y <> 3z [T(f(z),e,x,z) ANU(z) = y} .
T ¢é a condicao de paragem da maquina e U é a funcao output da maquina, ou
seja, g(x) = y sse existe z € w tal que a maquina que computa g(x) para ao
fim de z passos e quando para tem no output y. Isto dd-nos uma enumeracao
standard para as funcgoes recursivas parciais com ordculo, neste caso g é a e-ésima
funcao recursiva parcial em f que denotamos por {e}/. Note-se que o predicado
T s6 recebe os primeiros z valores de f isto porque se a maquina para ao fim de
um nudmero finito de passos entao s6 consulta um numero finito de valores f e
podemos sempre supor que o nimero de passos da computacao é maior ou igual
do que o maior n para o qual a maquina tem de consultar f(n), por exemplo,
podemos exigir que a maquina efectue n passos para consultar f(n). Dado X C w
dizemos que g é recursiva em X sse g é recursiva em Yy, a funcao caracteristica
de X. Notamos por {e}* em vez de {e}X*. Estas nocoes estendem-se a funcoes
de aridade n recursivas em m funcoes para quaisquer m,n € w.

Defini¢ao 1.2.4 (Predicado Recursivo). Um predicado da forma R(f,z) é recur-
sivo se existe e € w tal que:

(i) Vf Vo {e} (z) &

(i) VfVa (R(f 2) < {e}! (z) = 0).
Utilizando a nogao estendida de fungao recursiva num oréaculo estendemos a nogao
de predicado recursivo a férmulas R(fo,..., fm—1, %0, .-, Tpn_1) com m,n > 0.

Daqui em diante um predicado da forma R(f,z) deve ser entendido como tendo
um numero arbitrario de variaveis numéricas e funcionais.

Definicao 1.2.5 (Predicado aritmético e analitico). Um predicado diz-se analitico
se é obtido a partir de predicados recursivos utilizando conectivos légicos, quantifi-
cadores numéricos e funcionais. Um predicado aritmético é um predicado analitico
onde nao ocorrem quantificadores funcionais.

Teorema 1.2.6 (Kleene). Um predicado analitico P(f,x) pode ser escrito numa
das sequintes formas:

(1) A(f,x)
(21) 3g¥y R(f,2,9,y)
(2.ii) dgVh3Iy R(f,x,g,h,y)
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(31) Yoy R(f.z,9,y)

com A aritmético e R recursivo. Um predicado analitico diz-se em forma normal
se esta numa das formas anteriores.

Demonstra¢ao. Dado P(f,x) analitico comegamos por prenexificd-lo ficando com
uma féormula com uma matriz recursiva e livre de quantificadores. Depois aplica-
mos as seguintes regras e as suas duais ao prefixo obtendo uma das formas listadas.
Seja K uma féormula arbitraria.

(1) Vedf K(f,z) <> 3z K((h),, ),
(2) Jz K(x) <> 3f K(f(0)),

(3) 3f3g K(f, 9) < Fh K((h)o, (h)1),
(4) Jz3y K(z,y) <> 32 K((2)o, (2)1),

em que (h),(y) = h(2°3Y). A ideia é que h codifica as fungées que satisfazem
o primeiro membro de (1) ou (3). (z); é a fungdo projecao. A demonstracao
destas equivaléncias é apenas uma questao de fazer as substituicoes evidentes, por
exemplo para demonstrar o sentido direto de (3), se temos f e g tais que K(f,g)
basta tomar h tal que (h)g = f e (h); = g. E de notar que a regra (1) necessita,
em geral, do axioma da escolha. Uma vez que K ¢é arbitrédrio as regras duais, (1%)
a (4%), resultam de negarmos ambos membros da regra correspondente. Uma vez
que (h), e (z); s@o recursivas estas substitui¢bes nao alteram o caracter recursivo
da matriz de P.
Vejamos um exemplo deste processo de normalizacao de prefixos.

VaVy3df3z K(f,z,y, z)

<~ Vedf3z K(f, (x)o, (2)1,2) por (4x)
< Vo3 f3g K(f, (x)o, (2)1,9(0)) por (2)
< Va3 f K((f)o, (z)o, (2)1, (f)1(0)) por (3)
< 3V K(((f)z)o, (2)o, ()1, ((f)z)1(0)) por (1)

Nao nos preocupando com a forma concreta da matriz de P(f, x) podemos normali-
zar o prefixo da seguinte forma: primeiro eliminamos os quantificadores numéricos,
depois colapsamos todos os blocos de quantificadores funcionais do mesmo tipo e
finalmente acrescentamos um quantificador numérico a direita de tipo contrario ao
quantificador funcional adjacente. m

Este teorema permite a classificacao dos predicados analiticos nao aritméticos
em classes. Um predicado analitico diz-se IT} (respetivamente Y1) se o prefixo da
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sua forma normal comega com um quantificador universal (respetivamente existen-
cial) e tem n quantificadores funcionais. Além desta classificagdo pela sua forma
normal um predicado esta também numa dada classe se for equivalente a um outro
predicado dessa classe. Um predicado diz-se A} se for simultaneamente T, e 2!.
Como podemos sempre acrescentar quantificagoes inertes a um predicado temos
que se este ¢ II! ou X! entdao também é IT} e 3! para qualquer m > n.

Vamos agora ver que tudo o que dissemos sobre predicados analiticos pode
ser rescrito substituindo os quantificadores funcionais por quantificadores de pre-
dicados. Um predicado R(X,y) é recursivo se for equivalente a uma predicado
recursivo P(xx,y) em que xx ¢ a funcdo caracteristica de X. Esta defini¢ao é na-
tural uma vez que uma funcao é recursiva num conjunto sse é recursiva na fungao
caracteristica deste.

Um conjunto X codifica uma fungao se Vz3ly (2°3Y € X) e denotamos esta
funcao por fx. Assim temos

fx(x) =y« 23" € X.

Seja S(X,x,y) = [2"3YV € X AVz(2"3° € X — 2z =y)]. A seguinte férmula e a
sua dual permitem substituir quantificadores funcionais por quantificadores de

predicados:
Af K(f) < 3XVaIy (S(X,z,y) AN K(fx)).

O facto de que quando passamos de quantificadores funcionais para quantificado-
res de predicados ficamos com dois quantificadores numéricos nao pode em geral
ser melhorado, isto porque existem predicados recursivos R(X,x,y, z) tais que
IXVaeIy R(X, z,y, z) «» XV P(X, z, z) para qualquer P(X,x, z) recursivo.

Assim sendo as definigoes de predicado analitico e aritmético mantém-se substi-
tuindo os quantificadores funcionais por quantificadores de predicados e o teorema
de Kleene pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 1.2.7 (Kleene). Um predicado analitico P(X,x) pode ser escrito numa
das sequintes formas:

(1) A(X,z)
(2.4) YVyIz R(X,2,Y,y,2)
(2.i) YVZIW2z R(X,x,Y, Zy, z)

(3.4) YY3Iyvz R(X, z,Y,y, 2)
(3.i) VY3ZVy3z R(X,2,Y, Z,y, 2)

com A aritmético e R recursivo.
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Estes predicados sido da mesma forma classificados como IT} ou XL. Mais
ainda, podemos mesmo misturar quantificadores funcionais e de predicados na
mesma férmula. Notemos no entanto que, dada a definicao de predicado recursivo,
quando substituimos quantificadores de predicados por quantificadores funcionais
podemos restringir estes tltimos a fungdes caracteristicas, isto é, para todo K(X)
analitico existe P(f) analitico tal que

X K(X) < 3f € 2 P().

Esta assimetria entre os dois tipos de quantificadores nao é em geral muito relevante
mas veremos mais a frente um caso onde é importante.
Vejamos agora como podemos refinar a forma normal no caso dos predicados
1
Hl-

Forma normal dos predicados I1}. Seja Vf3z R(f,z,y) um predicado IT{ com
R recursivo. Entao existe e € w tal que

Vvavy ({e} (z,y) L AR(f,2,y) < {e} (z,y) =0)).

Pelo teorema da forma normal de Kleene existe um predicado T e uma funcao U
ambos recursivos primitivos numéricos tais que

Vf3z R(f,z,y)
<V f3e{e} (z,y) =0
V3232 (T(f(2),e,2,y,2) AU(z) = 0)

donde sai que existe P recursivo primitivo numérico tal que

Vf3x R(f,x,y) <> VfIz P(f(z),y).

Vf3z P(f(x),y) é a forma normal que vamos utilizar para os predicados II!.

1.3 Operadores definiveis

Definig¢ao 1.3.1 (Operador definivel). Um operador I'* diz-se definido por uma
féormula A(P, x) sse para todo x € we X Cw

reT4X) e AX,2).

Defini¢ao 1.3.2 (Férmula aritmética positiva). Um férmula aritmética A(P, z)
diz-se positiva ou P-positiva se, quando escrita em forma prenexa com uma matriz
em forma normal conjuntiva (ou disjuntiva), o predicado P nao ocorre negado.
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Observando a defini¢do de operador mondtono (Def. 1.1.1) vemos que ['* ¢
mondétono se para todos X, X' C w se tem

Va(Vy(X(y) = X'(y)) NA(X,2) = A(X', 2)).
Se A(P,z) for aritmética é suficiente que A(P,x) seja positiva para termos esta

condicao.

Defini¢ao 1.3.3 (Operador aritmético). Dizemos que I' é um aritmético se I" é
um operador definido por uma férmula aritmética positiva.

Um primeiro resultado devido a Spector é a caracterizagao dos conjuntos defi-
nidos indutivamente por operadores aritméticos.

Teorema 1.3.4 (Spector). Se A(P,z) é uma formula aritmética positiva entao
Ira € um conjunto 11}

Demonstragao. Seja A(P,x) uma férmula aritmética positiva. Temos
Ira = [ {X € P(w)[T*(X) € X}
Pela definicao de operador definivel vem
M(X) C X & Yy (AX.y) = X(y))

logo
Vo (x € Ira < VX (Vy (A(X,y) — X(y)) = X(x)))

em que VX (Vy (A(X,y) — X(y)) — X(x)) é uma férmula IT;. O

Vejamos agora alguns exemplos importantes de defini¢oes indutivas por opera-
dores aritméticos.

Definicao 1.3.5 (Ordinais contrutiveis de Kleene). O conjunto O dos ordinais
construtiveis é definido indutivamente pelo operador dado pela férmula

O(P,z) 4> z=0V Jz(P(x) N z=
JavnIy({z}(n) =y A P(y) Az = (2,3))

Este operador é claramente monétono uma vez que O(P, z) é P-positiva. Da
definicao podemos explicitar a condicao de fecho e o principio de inducao do teo-
rema 1.1.9 no caso de O. Estes sao, respetivamente

Vz[z =0V 3z(O(x) Az = (1,2))V
(0.1) Jx(Vn O({z}(n)) Az = (2,2)) = O(z)
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VX[Vz(z Jz(X(x) Az = (1,2))V
(0.2) Jx(Vn X({z}(n)) A < ,x)) = X(2)) = Vz(0(2) = X(2))].

Outro exemplo de uma defini¢ao indutiva é a parte acessivel ou bem fundada
de uma relagao.

Definigao 1.3.6 (Relacao binaria bem fundada). Uma relagdo bindria < num
conjunto X diz-se bem fundada se e s6 se

VWWCX[Y#AD—>TyeYVeeY—(z<y).

Definigao 1.3.7 (Parte acessivel de uma relagao). Seja < uma relagao bindria em
w aritmeticamente definivel e considere-se I'™ o operador definido pela férmula

Acc(P,x, <) <> x € field(<) ANVy(y <z — P(y)).

Uma vez que P s6 ocorre positivamente em Acc(P, z, <) o operador I'* é monétono.
A parte acessivel de <, denotada Acc~, é o conjunto definido indutivamente por
r=.

Lema 1.3.8. Seja < uma relagao bindria em w aritmeticamente definivel. A res-
tricao de < a Accs é uma relagao bem fundada.

Demonstracao. Seja X C Acc~ nao vazio. Seja x € X tal que
||r< = min{Jy|r< |y € X}
Da definigao de Acc(P,x, <) sai que
Ve, y € Ace (x <y — |z|r< < |y|r<)

e portanto Vy € X =(y < z). Logo a restricdo de < a Acc é bem fundada. O

Devido ao resultado anterior Acc. é também designada por parte bem fundada
de <.

Defini¢ao 1.3.9 (Order Type). Dada uma relagao bindria bem fundada < defini-
mos por recursao transfinita a operagao otyp~: field(<) ~» Ord por

otyp~(s) := sup {otyp<(t) + 1]t < s}

e definimos
otyp(<) = sup {otyp<(s) + 1| s € field(<)}
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Lema 1.3.10. Seja < uma relacdao bindria em w aritmeticamente definivel e bem
fundada. Entdao Acc< = field(<) e para todo s € field(<) temos otyp<(s) = |s|r<.

Demonstragao. Da definigao de Acc(P,x, <) sai que Accs C field(<). Vejamos
agora por inducao em a que

(1) s € field(<) A otyp<(s) = o = s € Acc?.

Seja s € field(=<) tal que otyp<(s) = a. Dado t < s temos otyp~(t) < a logo pela
hipdtese de inducao t € AccS* o que pela definicao de I'* implica s € Acc?. De
(1) temos field(<) C Acc< e |s|r< < otyp<(s).

Novamente por indugao em a mostramos
(2) s € Acc?, — otyp<(s) < o

Seja s € Acc?, pela definicao de I'* temos Vt < s (t € AccS®) donde pela hipétese
de indugao temos Vt < s (otyp<(t) < a) e portanto

otyp~(s) = sup {otyp<(t) + 1|t < s} < a.

De (2) temos otyp~(s) < |s|r< o que conclui a demonstragao. O

Este lema mostra-nos que o principio de inducao em Acc. é equivalente a
indugao no ordinal otyp(<). Em geral sempre que temos uma definigdo indutiva
It podemos definir a operacao otypr tal que temos esta equivaléncia.

Um ultimo exemplo de uma defini¢ao indutiva é o conjunto dos cédigos das
arvores recursivas bem fundadas. Este exemplo tera especial importancia para o
resultado final deste capitulo. Antes de definirmos este conjunto temos de apre-
sentar algumas defini¢oes e resultados sobre arvores.

Notagao. Dado s € Seq denotamos por [h(s) o comprimento de s.

Definigao 1.3.11 (Ordem parcial de Seq). Dados s,t € Seq dizemos que s é
segmento inicial de t (denotamos s < t) se lh(s) < [h(t) e para todo i < [h(s)
temos (s); = (t);. Esta relagdo é claramente uma ordem parcial em Seq.

Definigao 1.3.12 (Arvore). O conjunto 7' C Seq é uma arvore sse
Vs € Seq(seT - Vs <s s eT).

A um subconjunto de T totalmente ordenado chamamos ramo.



12 CAPITULO 1. DEFINICOES INDUTIVAS E CONJUNTOS 0]

Definigao 1.3.13 (Arvore bem fundada). Uma arvore T' diz-se bem fundada sse

Vfn f(n) ¢ T,

isto é, sse T' nao tem nenhum ramo infinito.

Defini¢ao 1.3.14. Dizemos que um predicado R(s) determina uma arvore sse o
conjunto {s € Seq|—R(s)} ¢ uma arvore.

Lema 1.3.15. Seja R(s) um predicado recursivo. Entdo

Vf3y R(f(y)) < V I3z <y R(f(2)).

Demonstragdo. Suponhamos Vf3y R(f(y)) entao tomando z = y concluimos
Vf3Iy3dz < y R(f(z)). Reciprocamente suponhamos Vf3ydz < y R(f(2)), to-
mando y = z concluimos Vf3y R(f(y)). ]

Da transitividade da relacao < em Seq vem
Vs(—3s < sR(s") — Vs < s (—3s” < s'R(s7)))

e portanto o conjunto {s € Seq|—3s’ < sR(s’)} é uma drvore. Assim o lema
anterior diz que sem perda de generalidade podemos apenas considerar formulas
[T} cuja matriz da forma normal determina uma arvore.

Definicao 1.3.16 (Arvore recursiva). Uma arvore 7' é recursiva sse existe um
predicado recursivo R(s) tal que

T ={s e Seq|R(s)}

Definigao 1.3.17 (Cédigos de drvores). Dizemos que e € w é um cddigo de uma
arvore T sse {e}: Seq — w é uma fungao recursiva total tal que

Vs({e}(s) =0 seT).

Pelo teorema s-m-n de Kleene, existe uma funcao f: w x Seq — w recursiva
primitiva tal que

Ve € wVs,t € Seq {f(e,s)}(t) = {e}(s*1).

Denotamos f(e,s) por e | s. E ficil ver que e [ s é um cédigo da subarvore de e
cuja raiz ¢ o no s.
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Podemos agora definir o conjunto dos cédigos das arvores recursivas bem fun-
dadas.

Definicao 1.3.18 (Arvores recursivas bem fundadas). O conjunto W dos cédigos
das arvores recursivas bem fundadas é definido indutivamente pelo operador dado
pela férmula

W(P,e) <> Vs € Seq{e}(s) #0VVr € wP(e | (x)).

Como P sb ocorre positivamente este operador é mondétono. A condicao de fecho
e o principio de indugao para W sao, respetivamente,

(W.1) Ve [Vs € Seq{e}(s) #0VVr e wW(e | (x)) — W(e)]

VX [Ve (Vs € Seq{e} (s) Z#0VVrewX (e | (x)) = X(e)) =
(W.2) Ve (W (e) = X (e))]

Definicao 1.3.19. Dada R(s) uma férmula recursiva primitiva e € w é um
nimero de Godel da fungao caracteristica de R(s) ou seja

0 se —R(s),

ler}(s) = {1 se R(s).

Lema 1.3.20. Para toda a férmula recursiva primitiva R(s) que determina uma
drvore temos

R(s) = Wi(egr [ s).

Demonstra¢ao. Suponhamos R(s). Como R determina uma arvore vem que Vit €
Seq R(s xt) donde Vt € Seq{er}(s*t) =1, ou seja, Vt € Seq{er [ s}(t) =10
que pela condicao de fecho de W (W.1) implica W (eg [ s). O

Teorema 1.3.21 (Kleene). Para toda a formula recursiva primitiva R(s) que de-
termina uma drvore temos

Vfax R(f(x)) <> W(er).

Demonstra¢do. Vamos ver que para todo o s € Seq temos Vf3z R(s * f(x))
Wi(eg | s) donde o resultado é o caso s = ().

Seja s € Seq. Suponhamos que =Wi(eg [ s). Entao pela definicdo de W
temos 3z € w =W (eg [ (s * (z))). Podemos assim definir recursivamente a funcao
f:w— w por

f(n) := o menor z tal que = W(eg | (s* f(n)* (x)))
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Assim Vn € w =W (eg | (s * f(n))) o que pelo Lema 1.3.20 implica Vn € w —R(s *
f(n)) e portanto =V f3z R(s * f(z)).

Suponhamos agora que W (eg [ s). Pela definigao de {eg} temos

Vf3yR(s * f(y)) < Y 3yler} (s + f(y)) # 0 < Vf3yler | s}(f(y)) # 0

Pelo principio de indugdao em W (W.2) para ver V.fJy {er | s}(f(y)) # 0 é sufici-
ente mostrar que

Ve [(Vt € Seq ({e} (t) # 0) vVVz € wVfIy{e | (x)} (f (y)) #0) =
vf3y{e} (f () # 0]

Seja e € w. Se Vt € Seq{e}(t) # 0 entdo trivialmente Vf3y {e}(f(y)) # 0.

Suponhamos que

Vo e wVf3yfe [ (2)}(f(y)) # 0.

Seja f: w — w arbitréario e seja ¢g: w — w definido por g(n) = f(n + 1). Entao

vz € w3yle [ (2)}(g(y)) # 0

logo
Jyfe I (£(0))}(g(y)) # 0

ou seja Elyie}(f(y +1)) # 0 uma vez que f(y+1) = (f(0)) xg(y). Portanto temos
Vf3y{e}(f(y)) # 0 O

O teorema de Kleene diz-nos que todo o conjunto IIj é redutivel a W ou seja,
W é IIj-completo. Vimos que todo o conjunto definivel indutivamente é IT{. Como
W ¢ definido indutivamente, temos que todo o conjunto II} é, a menos de uma
reducao, definido indutivamente. Note-se que a reducao nao pode ser evitada pois
existe um conjunto A}l que nao ¢é definido indutivamente por nenhum operador
mondtono aritmeticamente definido (cf. [Hinman, 1978, p. 130]).

Observagao. A quantificacao universal no teorema de Kleene pode ser limitada
a um conjunto M que contenha as fungoes recursivas em W. A implicacao

Wier) = Vf € M3zR(f(z))

é imediata uma vez que Vf3zR(f(z)) — Vf € M3zR(f(z)). A outra implicacao
resulta do contra-exemplo f construido na demonstracao ser recursivo em W e,

portanto, =W (eg [ s) — 3f € MVx-R(f(x)).
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Observacao. Os resultados anteriores sobre arvores recursivas, em particular o
teorema de Kleene, podem ser reformulados com parametros. Podemos reformular
a definigao 1.3.19 da seguinte forma: dada R(s, z) recursiva primitiva, pelo teorema
s-m-n de Kleene, existe uma funcao recursiva primitiva eg: w — w tal que para

todo s e z
0 se—R(s,z2),

{er(2)}(s) = {1 se R(s,z).

Assim a reformulagao do teorema de Kleene é: dada uma férmula recursiva primi-
tiva R(s, z) tal que para todo z {s € Seq|=R(s,z)} é uma arvore tem-se

Vz (Vf3z R (f (x),2) <> W (er (2))).

A demonstracao do teorema é a mesma uma vez que os parametros nao sao utili-
zados em nenhum argumento.

1.3.1 Digressao

Nesta parte vamos fazer um pequeno aparte para mostrar que se A(P,x) for
uma férmula 3, isto é, equivalente a uma férmula da forma 3z R(P, ) com R(P, z)
recursivo, entao Ira é um conjunto 39.

Definigao 1.3.22 (Arvore bindria completa). A arvore bindria completa é o con-
junto de todas as sequéncias finitas de 0’s e 1’s.

Teorema 1.3.23 (Lema de Konig). Seja T' uma subdrvore da drvore bindria com-
pleta. Entao T ¢ bem fundada sse T € finita.

Demonstra¢ao. Um sentido ¢ imediato, se 1" é finita entao nao tem nenhum ramo
infinito logo é bem fundada. Vejamos o outro sentido por contra-reciproco. Su-
ponhamos que 7' é infinita. Como em cada né T ramifica no maximo duas vezes
temos que T | (0) ou T' | (1) ¢ infinita, em geral, se T' | s ¢ infinita, T | (s * (0))
ouT | (s (1)) é infinita. Podemos entao definir recursivamente f: w — w por

f(n) := o menor z tal que T' [ (f(n) * (x)) é infinita.

Entao T | f(_n) é infinita para todo on € w. Como s ¢ T'— T | s = () concluimos
que Vn € w f(n) € T e portanto T nao é bem fundada. ]

Definigao 1.3.24 (Predicado I1} estrito). Um predicado S(z) diz-se I estrito ou
s-I17 (de strict-I1}) se existe um predicado recursivo R tal que

S(x) <> VXIy R(X,y,z).

Pelo que vimos sobre predicados I1}, S(z) pode ser posto na forma

Vi e2v3yR(f(y),v)

com R recursivo que determina uma arvore.
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O predicados s-TI{ sdo um exemplo em que a diferenga entre quantificadores
funcionais e de predicados é importante, isto ficard patente na demonstracao do
teorema seguinte.

Teorema 1.3.25. Um predicado P(z) € s-11} sse é XY.

Demonstragdo. Se P(x) é 39 entdo é -1} via uma quantificagao inerte. Seja P(z)
um predicado s-II}, entao existe R recursivo que determina uma 4rvore tal que

P(z) < Vfe2IyR(f(y), ).

O conjunto {f(y) |y € wA f € 29} é a drvore bindria completa. Como R determina
uma arvore, para cada x o conjunto

T, ={fy)|ly e wA fe€2N=R(f(y),z)}

¢ uma subarvore da arvore binaria completa e a equivaléncia anterior pode ser
reformulada por
P(z) <> T, é bem fundada.

Pelo Lema de Konig vem
P(z) <> T, é finita

Uma vez que T, tem apenas sequéncias de 0’'s e 1’s, T}, é finita sse existe um limite
Y
para o comprimento das suas sequéncias. Temos entao

P(z) <> InVs€2"s ¢ T,
< dnVs € 2"R(s, x)
em que Vs € 2"R(s, z) é recursivo porque 2" ¢ finito. Portanto P(z) é X!. O

Mostremos agora o resultado principal desta parte que é um refinamento do
teorema de Spector para férmulas X°.

Teorema 1.3.26. Se A(P,x) é uma férmula X9 entdo Ira é um conjunto 9.
Demonstragao. Seja A(P,x) uma férmula Y. Existe R(P,z,y) recursivo tal que
A(P,z) <> 3y R(P, z,y)

Pela demonstragao do teorema de Spector(Teorema 1.3.4) temos
€ Ira < EVX (V2 (AX,2) = X(2)) = X(x))
> EVX(Vz(Fy R(X, z,y) = X(2) = X(x))
& EVX(V2Vy (R(X, z,y) = X(2)) = X(2))
<~ FEVX323y (R(X, z,y) = X(2)) = X(x)).

VX3:3y((R(X, 2,y) = X(2)) = X(x)) é um predicado s-T] logo 3¢ portanto Ipa
¢ um conjunto Y. O



Capitulo 2

Teorias de definicoes indutivas

Neste capitulo vamos apresentar teorias que formalizam a nocao de defini¢ao
indutiva que demos no capitulo 1. Apresentaremos duas teorias de defini¢oes in-
dutivas, a teoria ID; e uma sub-teoria desta, a teoria ID;(W¥). Depois iremos
comparar a forga destas. Veremos que ID; pode ser interpretada em D1 (W) mos-
trando assim que apesar de ID;(TV) parecer a partida mais fraca do que 1Dy, as
duas teorias tém a mesma forca.

2.1 As teorias ID; e ID{(W)

As teorias ID; e ID1 (W) sao extensoes da teoria dos nimeros de primeira ordem
Z. Comecgemos por definir a linguagem de Z.

Defini¢ao 2.1.1 (Linguagem £). A linguagem £ da teoria Z é uma linguagem de
primeira ordem com identidade. As constantes nao logicas de £ sao 0 e um simbolo
funcional para cada funcao recursiva primitiva. Podemos considerar que os sim-
bolos para as fungoes recursivas primitivas sao construidos a partir dos simbolos
S para a fungao sucessor, C}' para as fungoes constantes e P;' para as projegoes
utilizando o operador de composicao generalizada Sub e o operador de recursao
Rec. Os termos de £ sao construidos da forma usual a partir das varidveis, das
constantes e dos simbolos funcionais. Designamos por numerais os termos fecha-

dos da forma 0,5(0),S(S(0)),... Estes termos representam os naturais dentro
da teoria Z e para cada n € w designamos por n o numeral que representa n,
0 =20,1=5(0),... As férmulas atémicas sao da forma s = t com s e t ter-

mos e as restantes féormulas sao construidas a partir das atomicas pelo fecho para
AV, —, Ve d

Defini¢ao 2.1.2 (Teoria Z). A teoria dos niimeros Z é uma teoria na linguagem
L constituida pelos seguintes axiomas:

17
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(i) Os axiomas de identidade;

(ii) Os fechos universais das seguintes férmulas:

(a) =(0=5(x)),

(b) S(z) =5(y) =z =y,

(c) CR(zr,... w0) =k,

(d) Pz, . z0) =z,

() Sub(f, g1,y 9m)(@1,.. . xn) = flgi(x1, .. s xn), ooy g (T, - - T0)),
(f) Rec(f,9)(0,21,...,2,) = f(z1,...,20),

(g) Rec(f,q)(Sy,z1,...,2,) = gy, Rec(f, 9)(y, T1, ..., xn), 1, .., Tp);

(iii) O esquema de indugao
¢(0) AVz [(x) = ¢(S(x))] = Va d(x)
para toda a férmula ¢(z) de L.

Observando os axiomas (ii) que definem os termos podemos concluir que para todo
o termo fechado t de L existe um numeral n tal que Z -t = n.

A teoria Z é uma extensao por definicoes da aritmética de Peano de primeira
ordem PA; isto é, Z é formulada numa linguagem mais rica do que PA mas se F'
¢ uma férmula de Z entao existe uma férmula F’ de PA tal que Z+ F < F’ e se
G é uma férmula de PA tal que Z - G entao PA+ G. F’ é traducao de F' em PA
substituindo os simbolos para as funcoes recursivas primitivas pelas suas defini¢oes
em PA

Definigao 2.1.3 (Linguagem L(P)). A linguagem L(P) é a linguagem L a qual
se adiciona uma unica variavel de predicado P que serve para formar férmulas
atémicas do tipo P(t) em que t é um termo.

Definimos agora as linguagens de ID; e ID1(W) e de seguida apresentamos estas
teorias.

Definigao 2.1.4. (Linguagens £(ID) e £(ID')) A linguagem L£(ID) contém a lin-
guagem L e predicados adicionais I, para cada férmula aritmética positiva (P, x)
de L£(P). Assim, para além das férmulas de £, L(ID) tem novas férmulas atémi-
cas da forma I;(x) e todas as férmulas que se obtém das anteriores pelo fecho
para A,V,—,—,V e 3. Os [, devem ser interpretados como Irv, o menor ponto
fixo do operador monédtono definido por (P, x). Note-se que L(ID) é ainda uma
linguagem de primeira ordem.

E(IDW) ¢ definida de forma analoga mas apenas adicionando a £ o predicado
W das arvores recursivas bem fundadas associado a férmula W(P, z) (definigao
1.3.18).



2.2. INTERPRETAR ID; EM ID; (W) 19

Definicao 2.1.5 (Teoria ID;). A teoria ID; é uma teoria na linguagem L(ID)
constituida pelos axiomas de Z com o axioma esquema de inducao estendido a
todas as férmulas ¢(z) de L£(ID). Alem destes temos dois esquemas de axiomas
que definem os predicados Iy:

ID3: Vo (¢(1y, x) = Ly(x)),
ID3%: Va (¢(0,2) — 0(z)) — Vo (Iy(z) — 0(z))

com (P, x) férmula aritmética positiva de L(P) e 0(x) férmula de L(ID). (Iy, z)
é a férmula que se obtém de (P, x) substituindo todas as ocorréncias de P(t) por
I;(t) em que ¢t é um termo de L£(ID). Assim (I, x) é uma férmula de £(ID). O
mesmo ocorre com (0, x) e serd sempre assim com todas as formulas de L(P) que
utilizarmos. Estes axiomas traduzem a nocao de que I, é fechado para T'Y (ID}) e
de que é o menor predicado nestas condigoes (ID?).

Definicao 2.1.6 (Teoria ID1(1)). A teoria ID;(W) é uma teoria na linguagem
L(IDY) constituida pelos axiomas de Z com o axioma esquema de inducdo es-
tendido a todas as férmulas ¢(z) de L£(ID") e pelos os axiomas que definem o

predicado W
IDY(W): Vo (W(W,z) — W (z))

e 0 esquema

ID2(W): Yz (W(0, ) — 0(z)) — Vo (W(z) — 0(z))

com 6(z) férmula de £(ID').

2.2 Interpretar ID; em ID;(W)

Agora que temos as teorias definidas o nosso objetivo é compara-las. Para
tal vamos ver que qualquer uma delas se pode interpretar na outra. Interpretar
ID1(W) em ID; é imediato como vemos de seguida.

Teorema 2.2.1. IDy(W) € uma subteoria de 1D;.

Demonstragao. O resultado sai de W(P, z) ser uma férmula aritmética positiva de
L(P). Assim, interpretando W como o predicado Iy de 1Dy, vem que £(ID") C
L(ID) e que todo axioma de ID;(W) é um axioma de ID;. Por exemplo ID} (V)
em ID; ¢ a instancia de ID{, Vo (W(Iw, z) — Iy (x)). Temos entao que, para toda
a sentenca F' de L£(ID"), se ID;(W) F F entao ID; - F.
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Como o titulo desta secgao sugere a parte dificil é interpretar ID; em 1Dy (W).
Para conseguimos isto necessitamos de alguns conceitos e resultados de teoria da
recursao que enunciamos de seguida.

Definicao 2.2.2 (Recursividade relativa). Dados dois predicados A e B dizemos
que A é recursivo (4 Turing) em B sse existe e € w tal que x4 = {e}?, isto é, sse a
funcao caracteristica de A é recursiva em B e denotamos esta nogao por A <r B.

Tendo a nogao relativizada de um predicado recursivo relativizamos as restantes
defini¢oes habituais. Um predicado A diz-se recursivamente enumeravel em B sse
A é o dominio de uma fungao recursiva em B, A diz-se ¥,, em B, denotamos ¥.5,
sse

A(.T) e Elylvy2 s ——IynR(xa Yis - - - 7yn)

onde 4 é o quantificador apropriado e R é recursivo em B. De forma andloga
relativizamos toda a hierarquia aritmética. Também os resultados sobre funcoes
parciais recursivas se relativizam a fungoes parciais recursivas em B com as mesmas
demonstracoes substituindo apenas cada noc¢ao pela sua versao relativizada. Nao
iremos aqui apresentar as demonstragoes destes resultados nem do Teorema de
Post Relativizado que iremos enunciar. Estes resultados podem ser encontrados
na literatura de teoria da recursao, por exemplo, em Soare [1987].

Definicao 2.2.3 (Salto de Turing). Dado um predicado A definimos o seu salto
de Turing por

A(z) 0 3y {2} (@) = y.
Denotamos a n-ésima iteracdo do salto de Turing por A™, isto é, A© = A e

APHD = (AM)Y para n € w.

O Salto de Turing é a versao relativizada do conjunto K = {e|{e}(e) |} que é
r.e. mas nao recursivo e é X-completo. O Teorema de Post Relativizado da-nos a
generalizacao destes resultados para o salto de Turing.

Teorema 2.2.4 (Teorema de Post Relativizado). Dados X e Y predicados en > 0
temos que:

(i) Sen > 0 entio (X € XY — X <0 Y®), isto é, Y™ ¢ XY -completo para

n > 0;
(i) X eXY,, sse X ére emY™;
(iii) X € AY,, sse X <p Y.

Passamos agora a interpretacao de ID; em ID;(W). Temos apenas de interpre-
tar os predicados I, em E(IDW) uma vez que as outras constantes, as varidveis e os
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sfmbolos funcionais de £(ID") estdao em £(ID) e os termos e as férmulas sao cons-
truidas da mesma forma. Tendo em vista isto vamos comegar por definir alguns
predicados em ID1(WW) e demonstrar alguns resultados preliminares.

Uma vez que W e as fungoes recursivas primitivas estao em 1D;(W), podemos
também definir aqui as fungoes recursivas parciais em W. Podemos assim definir
por recursio os saltos de Turing, W™ em 1Dy (W): WO =W e dado n € w se
temos W temos as funcoes recursivas parciais em W e podemos definir

WD (@) v Fy {2} () = 3.

Podemos também definir os predicados M, das funcoes recursivas em W)
como

M, (x) > Vy3z {x}W(n)(y) = z.
Utilizaremos a notagao z € M, para M, (z). Cometeremos também os seguintes
abusos de linguagem: se f for uma funcao recursiva em W® e e tal que f = {e}"W"

escreveremos [ € M, significando e € M,,; se X for um predicado recursivo em
W™ escreveremos também X € M, em vez de yx € M,.

Lema 2.2.5. Sejam m,n € w. Se m < n entao W L W,

Demonstra¢ao. Um conjunto é sempre recursivo em si préprio porque computar a
funcdo caracteristica é apenas consultar o oraculo. Portanto W™ < W e pela
alinea (iii) do teorema de Post relativizado temos que W™ € AW . Entdo, como
m < n e a hierarquia aritmética é cumulativa, W™ ¢ AV, logo, novamente pelo
teorema de Post relativizado, W™ <p W™, O

Corolério 2.2.6. Se m < n e f € uma funcio recursiva em W, entdo f é
recursiva em W™,

Demonstrag¢ao. Sejam n,m e f nas condigoes do enunciado. Entao f é recursiva
em Yy (my que por sua vez é recursiva em W™, Logo f é recursiva em W™,

Uma vez que estamos a interpretar ID; em I1D1(W) temos que ter estes resulta-
dos da teoria da recursao dentro de ID;(W) para os poder utilizar. Uma vez que
temos Z em ID1(W) e inducdo para todas as férmulas de £(ID") estes resultados
da teoria de recursao, em especial o teorema de Post relativizado, podem ser for-
mulados e demonstrados em 1D1(W). Nao o iremos fazer aqui mas existem estudos

de aritmetizacao de resultados da teoria de recursao, por exemplo, em Héjek and
Pudlék [1998] e Simpson [1999].

Lema 2.2.7. Sejam n € w e ¢¥(g, z) uma formula aritmética Xo,. Entdo existe A
recursivo tal que 1Dy (W) demonstra

vzvg € Mk (1/}(97 Z) A vf € MannJrk:Elx A(ga Z, f> m))

para todo k € w.
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Demonstracao. Sejam k € w e g € Mj,. Provamos por inducao em n. O cason =0
é imediato, como 1 é recursivo basta tomar A(g, z, f, z) <> ¥(g, z) e quantificagdes
inertes e temos

W(g,z) < Vf e M3z A(g, 2, f,x))

para todo k € w e todo g € M. Sejan € w e suponhamos a hipdtese para n. Seja
U(f, 2) € Bogmy1) aritmética. Entao

1/1(97 Z) <~ EI':Elvyl .- 'vyn-i-l R(Q) 2, X153 Tpt1, Y1, - - 7yn+1)
< Ve Iy Voo .o 1 —R(G, 2, T4, - Tt 1, Yas - Yna1)]

para todo £k € w e todo g € M. Portanto, se ¢ € My, como R é recursivo,
R(g, 2,21, ..., Tns1, Y15 -+, Yns1) € recursivo em W®) e portanto a férmula entre

A~ . , k , k ..
paréntesis retos é H%( ), logo é Agm e portanto, pelo teorema de Post relativizado,
é recursiva em W@ %) Logo a funcio

1~ pyr Vo o Y10 R(g, 2,1, oo T 1 YLy - - vy Ynt1)]

2n+k)

é recursiva em W ( e temos

V(g,2) <> ~3f1 € Mon Va1 Voo ... Iy 1 R(9, 2,21, -, Tgr, [1(21), -+ Ungn)]
< =3f] € Mopi[Vro ... Iyns1mR (g, 2,22, .. g1, [1(T2)5 - Yna1)]
A Vf{ € M2n+k[3x2 .- -vyn+1R/<ga By X2y ey Tntls f{(l’g), cee 7yn+1)]

em que f| e R’ sao definidas a partir de f; e R para lidar com a contracao das
variaveis r; e To que ocorre na passagem da primeira para a segunda linha, ou
seja, definimos f{(x) == fi((x)1) e R'(g9,2,22,...) é R(g, z, (x2)1, (z2)2,...). Como
g e fi sdo recursivas em W) 5 férmula entre paréntesis retos é E%(M%) logo
pela hipétese de inducao temos

¢(97 Z) A Vf{ € MQn—l—k[Vf? € MnQ—n+(2n+k)E|xA/(g7 2, f{v f27l')]
~Vfe M(n+1)27(n+1)+k5|1714<97 z, f,x).

Na tltima equivaléncia colapsamos os dois quantificadores uma vez que
Vnewn®—n+2n=(n+1)7>—(n+1)>2n].

Note-se que A(g, z, f,z) é apenas a matriz da skolemizagao e normalizacao de
(g, z) e portanto nado depende de k. A complexidade de g apenas se reflete na
complexidade da funcao de Skolem f. O

Lema 2.2.8. Dado A(g, z, f, x) recursivo eziste R(s, z) recursivo tal que, para todo
i,j € w, ID1(W) demonstra

Vz Vg € MVf € M3z A(g, z, f,x) < W(er(2))]
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Demonstracao. Esta demonstracao utiliza de forma essencial o teorema de Kleene
(teorema 1.3.21) e as observagoes que se lhe seguem. Note-se que a demonstragao
do teorema de Kleene pode ser feita em ID1 (W) porque temos as fungoes recursivas
em W e o principio de indugao em W que é o axioma ID?(W). Seja A(g, 2, f, )
um predicado recursivo. Como sabemos existem A’(h,z,x) e R(s,z) recursivos
tais que

Vg, f € M3z A(g, 2, f,x) <> VYh € M3z A'(h, 2, )

< Vh € M3z R(h(z), 2).

para todo o k € w. Uma vez que My C M, sai, pelo teorema de Kleene com
parametros, que existe uma fungao recursiva primitiva eg: w — w tal que

Vh € M3z R(h(x),2) <> W(er(2))

para todo o k € w. Suponhamos sem perda de generalidade que ¢ > j. Como
M; € M; temos entao

W(er(z)) = Vh € M; 3z R(h(z), 2)
— Vg, f € M;3x A(g, 2, f,x)
—Vge M;VfeM;3xAg,z, f,x)
— Vg, f € M;3x Ag, z, f,x)
— Vh € M; 3z R(h(x), 2)
— Wi(egr(2)) O

Sao estes dois lemas que nos vao permitir interpretar os I, em 1D (). Sejam
n € we ¢(Pr) € Xy, Motivados pelo teorema de Spector (teorema 1.3.4)
gostarfamos de interpretar I4(x) por

VX (Vy(o(X,y) — X(y)) — X(z))

mas esta férmula nao faz sentido em ID; (W) porque nao temos quantificagoes de
segunda ordem. No entanto se limitarmos o quantificador de segunda ordem a um
My, com k € w, que é definivel em ID1(W), temos o seguinte:

o(P, ) € Lo, logo ¢(P,x) — P(z) € Iz, 0 que implica Yy(¢(P,y) — P(y)) €
Iy, e portanto Yy(¢(P,y) — P(y)) — P(z) € Xa,. Seja

Se(P,x) = Vy(o(P,y) = P(y)) = P(z) € Tan.
Pelos lemas anteriores existem A, (X, z, f, ) e Ry(s, z) recursivos tais que

VX € My Sp(X,2) VX € MpVf € My pyi 30 Ap(X, 2, f, )
(1) < Wieg,(2))
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para todo k € w. Motivados por este resultado iremos interpretar I,(z) em ID; (W)
por W(eg,(2)).

Resta-nos entdo verificar que a interpretacio satisfaz os axiomas IDj e ID?
Consideremos uma das instancias de ID]

Va(¢(ly, ©) = Iy(z)).
Queremos ver que Dy (W) demonstra
Va(o(W(er,), z) = W(er,(z)).
Seja x e suponhamos (W (ex, ), z). Queremos mostrar W (g, (). Temos
Wer,(z)) <> VX € Mo(Vy(o(X,y) = X(y)) = X(x)).

Seja X € My e suponhamos Vy(¢(X,y) — X(y)). Entao pela equivaléncia anterior
temos Va (W (eg, (7)) — X(x)) e como ¢ é positiva vem que

Va(o(Wer,) ) = ¢(X, x)).

Entao da hipétese ¢(W (er, ), z) concluimos ¢(X, z) donde, pela hipétese, sai que
X () e portanto temos W (eg,(7)).

Vejamos agora o caso de ID?. Consideremos uma instancia de ID?
Vo (p(f,x) = 0(x)) = Vo (Iy(x) — 0(x)).

Seja 0* a interpretagao de 6 em ID;(W). 0 é aritmético nos predicados de tipo I,
que nele ocorrem. Como estes sao em nimero finito existe k& € w que é o maximo
das complexidades aritméticas de ¢ em cada um dos Iy, i.e. 0 é E£¢ para todos os
I que nele ocorrem. Como a interpretagao de qualquer I, W(eg, ), é recursiva em
W vem que 0* é X}V e portanto, pelo teorema de Post relativizado, 6* é recursivo
em W% ou seja, 0* € M;,. Queremos ver

Vo (¢p(0%,x) — 07 (x)) = Vo (W(eg,(z)) — 0"(x)).

Suponhamos que Vx (¢(0%, ) — 0*(x)) e seja y tal que se tem W(eg,(y)). Quere-
mos ver que se tem 6*(y). Por (1)

Wier,(y)) < VX € Mp(Vr(p(X, z) = X(x)) = X(y))-

Como 0* € My e Vx (¢(0*,z) — 6*(z)) concluimos 6*(y).
Vimos assim que ID; é interpretavel em 1D, (W).



Capitulo 3

Teoria de Kripke-Platek com

Infinito

3.1 Axiomas e resultados basicos de KPw

A teoria de Kripke-Platek com Infinito (KPw) é formulada na linguagem da
teoria de conjuntos L(€), uma linguagem de primeira ordem com identidade e um
simbolo relacional €.

Antes de apresentarmos a teoria KPw temos de definir o que sao férmulas A

e dar alguns exemplos de nocgoes definidas por formulas Ag.

Definicao 3.1.1 (Férmulas Ag). A classe das férmulas Ay ¢ a menor classe de
férmulas de L(€) que contém todas as férmulas atémicas u = v e u € v e é fechada

para =, A, V e para os quantificadores limitados Ju € v e Yu € v.

Tabela 3.1: Algumas nogoes Ag

Nocao Abreviatura  Férmula Ag

aCh Va € a(x € b)

a = {u,v} Veeca(z=uVr=v)Au€alvEa

a = (u,v) weadyeale={u} Ay={uv} Aa={zy})

a = (u,v) para algum v
a = (u,v) para algum u
a é um par ordenado

a é uma relacao

a é uma fungéo
dominio de uma relagdo
imagem de uma relagao
a=b

a#0

a é transitivo

a é um ordinal

a é ordinal limite

u = Pi(a)
v = Py(a)
Par(a)
Rel(a)
Fun(a)

a = dom(f)
a = im(f)

Tran(a)
a € Ord
a € Lim

Jz €adv €z [a=(u,v)]

Jz €adu €z [a=(u,v)]
Jr€adu€xIveExa=(u,v)

Vz € a [Par(z)]

Rel(a) ANVz € aVy € a[P1(z) = P1(y) = P2(x) = P2(y)]
Rel(f) A\Vz € f [Pi(z) €a]AVz €aTy € f [P1(y) = 2]
Rel(f) AVz € f [P2(x) € a] AVz € aTy € f [Pa(y) = ]
Ve € ady € b(z € y) AVy € bVz € y(y € a)

Jz €a(x€a)

Ve €aVy €z (y € a)

Tran(a) AVz € a [Tran(z)]
a€O0rdNa#0DAVz €aTy€ a(z €y)

25
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Defini¢ao 3.1.2 (Teoria Kripke-Platek com Infinito). A teoria KPw é formada
pelos seguinte axiomas:

Extensionalidade: Yu¥Yv [Vz € u(z € v) AVy € v(y € u) = u =);

A¢-Separagao: YuViIwVe [z € w <> x € u A F(z, V)]
em que F(z,¥) é uma férmula Ag em que w nao ocorre livre;

Par: Vuvv3w (u € w Av € w);
Unido: Vu3duwVe € u(x C w);

Fundagao: Vi[3z F(z,7) — 3z [F(z,0) AVy € z (=F(y, 0))]]

em que F(z, ) é uma férmula em que y nao ocorre livre;

Ag-Colegao: Vi'Vu Ve € udyF(z,y,v) — IzVe € udy € zF(x,y,7)]
em que F(z,y,?) é uma férmula Ay onde z nao ocorre livre;

Infinito: Jx(z € Lim).

Teorema 3.1.3. Todo o modelo de KPw € fechado para pares, pares ordenados,
unioes, interseccoes e produtos cartesianos.

Demonstracao. Sejam A um modelo de KPw e u,v € A. Pelo axioma do Par existe
w € A tal que u,v € w. Logo por Ap-Separacao vem

{u,v} ={rew|lr=uVr=uv}eA.
Aplicando o par sucessivamente temos
(u,v) = {{u}, {u,v}} € A.

Pelo axioma da Unido existe z € A tal que Vo € u(z C z). Por Ag-Separagao
temos

Uu:{szlElyeu(xEy)}EA.
Se u # () vem por Ay-Separacao
mu:{xe Uu|‘v’y€u(x€y)} € A.

Uma vez que a nocao de par ordenado é A basta existir ¢ € A tal que uxv C ¢
para termos u X v = {w € c|w = (z,y) Nx € u ANy € v} € A por Ay-Separagao.
Como A é fechado para pares ordenados temos

Ve € uVy € v3z(z = (z,9))
logo por Ay-Cole¢ao vem

Ve euIwVy e vz ew(z = (z,y))
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e novamente por Ay-Colecao
JaVer € udw € aVy € vIz € w(z = (z,y))
fazendo ¢ = |Ja € A temos Yz € uVy € v((z,y) € ¢) O

Vamos agora ver alguns resultados importantes que nos permitem aplicar os
principios de Separacao, Colecao e Substituigdo a uma classe mais alargada de
férmulas.

Definicao 3.1.4 (Férmulas 3 e II). A classe das formulas ¥ é a menor classe
que contém as formulas Ag e é fechada para A, V, quantificadores limitados e
quantificadores existenciais ilimitados.

A classe das férmulas IT é a menor classe que contém as férmulas A e é fechada
para A, V, quantificadores limitados e quantificadores universais ilimitados.

Definig¢ao 3.1.5 (Férmulas A em KPw). Dizemos que uma férmula F(%) é A em
KPw se existe uma férmula ¥, Fy(¥), e uma férmula I, Fyi(7), tais que

KPw b V& (F(7) < Fx (7))

KPw - V& (F(5) > Fu(7)).

Definicao 3.1.6. Dadas um férmula F' e uma variavel a que nao ocorra em F' es-
crevemos F'® para a formula que resulta de F' substituindo todos os quantificadores
ilimitados por quantificadores limitados a a do mesmo tipo. F'* é uma féormula A.
Se F' é Ay entao F* = F.

Lema 3.1.7. Dadas F uma formula ¥ e G uma formula 11 os sequintes sao logi-
camente validos:

i) F*Aa Cb— FP,
(i) F* = F,
(iii) G AaCb— Ge,
(iv) G — G*.

Demonstra¢ao. A demonstragao é por indugao na complexidade das férmulas X e
II. Vamos fazer a demonstracao da alinea i) sendo que ii) é anédloga e as alineas
iii) e iv) s@o as duais das duas primeiras.

Sejam a,b tais que a C b. Se F é Ay temos F' = F* = F® e o resultado
¢ trivial. Suponhamos que F' = (Fy A F}) e que temos F°. Logo temos F{ e
F® e por hipétese de indugao F¢ e F} portanto FP. Os casos da disjuncao e dos
quantificadores limitados sao analogos.

Suponhamos que temos F'* = (Jz Fy(z))* = 3z € a(Fy(z)*). Por hipétese de
inducao vem 3z € a(Fy(z)°) e como a C b temos Iz € b(Fy(x)?), ou seja, F* [
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Teorema 3.1.8 (X-Reflexao). Seja F(V) uma formula ¥ com apenas as varidveis

U livres. Entao
KPw YU [F(¥) <> Ja F(¥)"].

Demonstracao. Pelo lema anterior temos Ja F'(¥)* — F(¥). Mostramos o outro
sentido por inducao na complexidade das formulas > argumentando num modelo
arbitrario A de KPw.

Seja U € A tal que A F F(¢). Se F(¥) é uma férmula Ay temos F(v) = F(v)°
e ndo ha nada a mostrar. Seja F(0) = Fy(v) A Fy(¥). Por hipdtese de indugao
existem ag e a; em A tais que Fy(¥))% e Fy(¥)*. Tomando a = ag U a; temos, pelo
lema anterior, Fy(9)* e F1(0)* e portanto F(0)*. O caso F(v) = Fy(¥) A F1(7) é
analogo.

Suponhamos que F(v) = Vx € w Fy(z,v). Por hipdtese de indugao temos
Vo € w3Jag Fo(z,v)™. Por Ap-Colegao temos 3z Ve € wIay € z Fy(z,v)*. Entao
tomando a = |J z temos Vay € z(ap C a) e pelo lema vem Ja Vo € w Fy(x, ¥)%.

Seja F'(¥) = Jx Fy(z, V). Seja x € A tal que Fy(x,¥). Por hipétese de indugao
temos Jag Fy(x, ¥)™. Seja a = ag U {z}. Temos z € a e como ag C a pelo lema
temos Fy(z,v)* logo 3z € a Fy(x, v)?, ou seja, F (V)" O

Teorema 3.1.9 (X-Colegao). Para todo F(x,y, V) formula X tem-se

KPw b V7 [Va € u3y F(z,y,7) —
3z Vo € udy € 2 F(x,y,0) AVy € 23z € uF(z,y,7)]].

Demonstra¢ao. Argumentamos em KPw. Seja ¢ tal que Vo € w3y F(x,y, V). Por
Y-Reflexdo vem JaVr € udy € a F(x,y,v)*. Por Ag-Separagao seja

z={y€aldreculF(z,y,v)"}.

Pelo Lema 3.1.7 temos F(x,y,v)* — F(x,y,v) logo Vo € w3y € z F(x,y,v) e
Yy € z3z € u F(x,y,v). O

Teorema 3.1.10 (A-Separagao). Sejam F'(x) uma formula ¥ e G(x) uma formula
II, entao

KPw -Vx € u(F(z) <> G(z)) = 3z (2 = {x € u| F(z)}).
Demonstragao. Suponhamos que Vo € u (F(x) <» G(x)). Entao
Vo e u(F(z)V-G(x))
é equivalente a uma féormula X e portanto existe a tal que
Vo € u(F(z)*V-G(x)).

Por Ag-Separagao seja z = {z € u| F(x)*}. Como F(z) é 3 temos F(z)* — F(z)
logo Vx € z F(z). Seja x € u tal que F(z). Entao G(z) e como G(z) é II temos
G(x)% logo F(z)* e portanto x € z. Logo z = {x € u| F(z)}. O



3.2. DEFINICOES EM KPw 29

Teorema 3.1.11 (X-Substitui¢ao). Seja F(x,y) uma formula 3, entao

KPw Vo € u3ly F(x,y) — 3f [Fun(f) Adom(f) = uA
Vo € u F(z, f(x))].

Demonstra¢ao. Suponhamos que Va € u3ly F(x,y). Por ¥-Colegao existe v tal
que Yz € u3y € v F(z,y). Entao por A-Separacao existe

f=Alz,y) €uxv|F(z,y)}
={(z,y) €uxv|Vz [F(z,2z) = z =y}

e f satisfaz o consequente. O

O seguinte teorema permite-nos ultrapassar a restricao imposta pela condigao
de unicidade da ¥-Substituicao.

Teorema 3.1.12 (X-Substituicao Forte). Seja F(x,y) uma formula 3, entdo

KPw b Vo € u3y F(z,y) — 3f [Fun(f) Adom(f) = uA
Vo € u(f(z) #0) AVo € uVy € f(z) [F(z,y)]].

Demonstra¢ao. Suponhamos que Vo € w3y F(x,y). Por X-Colegdo existe v tal
que Vr € udy € v F(x,y) AVy € v3x € uF(z,y) e por 3-Reflexdo existe a tal
que

VeeudyevF(z,y)* A\Vy €vir € uF(z,y)".

Assim, por Ag-Separacao e Extensionalidade, para qualquer x € u existe um tnico
b, tal que
b:v = {y S | F(I7y)a}'

Logo por »-Substitui¢ao existe uma funcao f com dominio u tal que
Vo € u [f(z) = by

e claramente este f satisfaz o consequente. O

3.2 Definicoes em KPw

O seguinte lema permite-nos definir novos simbolos relacionais e funcionais em
KPw. Omitimos a demonstragao que pode ser encontrada em Barwise [1975].

Lema 3.2.1. Sejam ¢(v) uma formula A em KPw e (U, y) uma formula 3 tal que
KPw demonstra Vo3 ly (v, y). Seja L(€)* a extensdo de L(€) com o novo simbolo
relacional Ry e o novo simbolo funcional Fy e seja KPw* a teoria na linguagem
L(€)* constituida por KPw e os axiomas
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VT [Ry(0) < o(0)],
VU (0, Fy (7).

Dizemos que Ry é um simbolo relacional A e Fy € um simbolo funcional 3.
(i) KPw* € uma extensao conservativa de KPw, isto €, para toda a sentenga 0
de L(€) temos
KPw* 60 sse KPwt 6.

(ii) Para toda a formula o de L(€)* existe uma formula oo de L(€) tal que

KPw* o < 09

alem disso se o € uma formula ¥ (resp. 11, A) entao oy também é 3 (resp. 11,
A). Note-se que se o € g apenas temos que oy € A.

Daqui em diante sempre que introduzirmos um novo simbolo relacional A ou
um simbolo funcional ¥ cometermos o abuso de linguagem de manter a designacao
KPw para a nova teoria KPw*. O lema anterior garante-nos que nao surgirao
problemas.

De seguida mostramos resultados que nos vao permitir definir funges por re-
cursao em KPw.

Teorema 3.2.2 (€-Inducao). Dada uma formula F(x,¥) qualqguer KPw demonstra
Vi Vo (Vy € z F(y,v) — F(x,7)) = Vo F(x,0)]

Demonstracao. Este esquema é o contra-reciproco do axioma da Fundacao. O

Defini¢ao 3.2.3 (w). Defina-se
a=w:=a€ LimAVp € a(f ¢ Lim).

Uma vez que os ordinais sao totalmente ordenados por € e temos os axiomas do
Infinito e Fundagao demonstra-se em KPw que Jla (o = w). Alem disso o esquema
de e-Inducao restrito a w é simplesmente a indu¢ao nos naturais.

Teorema 3.2.4 (Existéncia de Fecho Transitivo). Podemos definir um simbolo
funcional ¥ TC' em KPw tal que para todo x, TC(x) é um conjunto transitivo tal
que x C T'C(x) e para todo conjunto transitivo u se x C u entdo TC(x) C u.

Demonstra¢ao. Seja x um conjunto e defina-se
P(f,n,z) :=Fun(f) An €wAdom(f)=n+1A
f(0)=xzAVmen [f(m—i—l) = Uf(m)] :

Por indugao em n tem-se
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(i) P(f,n,x) ANP(g,n,z) > f=g
(i) Vn € w3af P(f,n,x)

Em qualquer um dos casos o passo de inducao é obtido estendendo a funcao f de
domimion+1a fU{(n+1,lJf(n))}. De (i) e (ii) sai que

Vnewdlf P(f,n,z)
e por X-Subtituicao tem-se uma funcao I de dominio w tal que:
Vn € w P(F(n),n,z), e
m<n— F(m)=F(n) [ (m+1).

Defina-se TC(x) := {J, ¢, F'(n)(n). Temos x = F(0)(0) € TC(x). Sejay € z €
TC(z). Entao existe n € w tal que z € F(n)(n) e temos y € |JF(n)(n) =
F(n+1)(n+1) logo y € TC(z). Portanto T'C(x) ¢é transitivo. Seja u tal que
x C u e Tran(u). Mostramos por inducao que Vn € w F(n)(n) C u. Temos
F(0)(0) = z C u. Suponhamos por hipétese de indugao que F(n)(n) C u. Pela
transitividade de u vem

Fin+1)(n+1)=|JFm)(n) < Juu

logo TC(x) C w. O

Teorema 3.2.5 (Indugdo sobre o Fecho Transitivo). Dada uma férmula F(z,7)
qualquer KPw demonstra

Vo [Vz(Vy € TC(z) F(y,v) — F(z,7)) = Va F(z,7)].
Demonstracao. Suponhamos que
(1) vz (Vy € TC(xz) F(y,v) — F(z, 17))
Vamos ver que
(2) Vo [Vz € xVy € TC(2) F(y,v) — Yy € TC(z) F(y, V)]

Se Vz € zVy € TC(z) F(y,v) entdao por (1) temos Vz € x F(z,7), logo temos
F(y,?) para todo y em x U J{T'C(z) |z € x} = TC(x) e portanto temos (2). Por
e-Indugao sai de (2) que

VaeVy € TC(x) F(y, 7).

Como para todo z se tem x € TC({x}) concluimos que Vz F'(z, 7). O
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Teorema 3.2.6 (X-Recursao). Dado G um simbolo funcional ¥ (n+ 2)-drio KPw
mostra que existe um simbolo funcional X (n + 1)-drio F' tal que

F(v,z) =Gz, F | TC(x))
com F | TC(x) ={(z, F(U,2)) |z € TC(x)}.
Demonstracao. Seja

P(f,y,V,z) :==Fun(f) Ndom(f)=TC(y)A
Vu € dom(f) [f(u) = G(U,u, F | TC(u))] A z=G(U,y, f).

Mostramos por indugao em T'C(y) que
(1) P(f,y,0,2) NP(f',y,0,2") = f=f Nz=2"
Suponhamos P(f,y, v, z) A P(f',y,v, ') e a hipétese de indugao

Vu € TC(Y)VfVF'VN2VZ [P(f,u,v,2) NP(f' u,0,2") = f=f Nz=2].

Como u € TC(y) e P(f,y,v,z) ANP(f',y,v,7") pela definicao de P vem que P(f |
TC(u),u, v, f(u)) NP(f | TC(u),u,v, f'(u)) logo pela hipétese de indugao temos

Vu e TC(y) [f 1 TC(u) = [ [ TC(u) A f(u) = f'(u)]

e portanto f = e z = G(0,y,f) = G(U,y,[) = 2/ o que demonstra (1).
Novamente por indu¢ao em 7'C'(y) mostramos

(2) Vy3f 3z P(f,y,7, z2).
Suponhamos a hipdtese de inducao

Vu € TC(y) 3fu 2w P(fu,u, U, 2,,).
Por (1) temos
(3) Vu € TC(y) 3 fy Nzy P(fu, u, T, 2,).

logo por X-Substituicdo existe f := {(u,2,)|u € TC(y)}. Sejam u € TC(y) e
w € TC(u) C TC(y). Suponhamos por hipétese de indugao que

Vz € TC(w) fo | TC(x) = fu | TC().
Entao para todo = € TC(w) temos
fulw) = G(T,x, fu | TC(x)) = G(0,2, fu | TC(2)) = fu(2)
10go fu = fu | TC(w). Assim por inducio em T'C/(w) temos
Vw € TC(u) fiy = fu | TC(w).
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Como P(fy,w,v. zw) por (3) temos P(fu I TC(w),w, U, z,) logo fu(w) = 2z, =
f(w) e portanto f | TC(u) = Por (3) vem P(f I TC(u),u,v, z,) o que
implica que f(u) = 2z, = G(U,x TC(u)). Assim para todo u € T'C(y) temos
flu) =2z, =Gz, f | TC(u)) e portanto temos P(f,y,v,G(0,y, f)) logo temos

(2).
De (1) e (2) temos
Vy3z3f P(f,y,7,z)

e podemos introduzir o simbolo funcional ¥ F' definido por
F(#,y) = z 20 3f P(f,9.7.2).

donde
F(v,y) = G(0,y, f) se P(f,y,7,G(0,y, f)).
Olhando a defini¢ao de P temos que P(f,y, v, G(v,y, f)) implica

Vu e TC(y) P(f [ TC(u), u, v, f(u))

e portanto Yu € TC(y) f(u) = G(¥,u, f | TC(u)) = F(V,u), ou seja, f = F |
TC(y) e portanto
F(v,y) = G(0,y, F | TC(y)).

]

Corolario 3.2.7. Dado G um simbolo funcional ¥ (n + 2)-drio KPw mostra que
existe um simbolo funcional ¥ (n + 1)-drio F' tal que

F(#,2) = G(3, 2, Flz))
com Flz] = {F(V,y)|y € }.
Demonstracao. Basta definivr G'(v,x, f) = G(U,xz,im(f | x)) e aplicando X-
Recursao a G’ temos
F(v,2) = G' (0,2, F | TC(z)) = G(U, z,im((F | TC(x)) [ ) =
GV, z,im(F | z)) = G(U, z, F[z]).

O

Corolario 3.2.8. Dados Gy,Gs e G simbolos funcionais X2 de aridades adequadas
KPw mostra que existe um simbolo funcional ¥ F tal que dom(F) = Ord e

(i) F(7,0) = Go(0)
(i) F(v,a+1)=Gs(V,a+ 1, F(¥,a))
(i) F(v,v) = Gr(U,v, F | v) se~y € Lim.
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Demonstracao. Definimos o simbolo funcional G’ por

Go(7) se =0
G (@0, f) = Gs(F,0, f(8)) sea=F+]1
GL(V,a, f) se a € Lim

Um vez que as nocoes de ordinal sucessor e limite sao Ag e Go,G s e G, sao simbolos
funcionais ¥ é claro que G’ também é um simbolo funcional 3. Aplicando o teorema
da Y-recursao a G’ obtemos o simbolo funcional F' pretendido. n

3.3 ID; € KPw

Nesta secgao mostraremos que ID; pode ser interpretada em KPw.

Os nimeros naturais sao representados pelos ordinais finitos de KPw. Uma
vez que w ¢ um conjunto em KPw as quantificagoes sobre os numeros naturais
interpretam-se como quantificagoes limitadas em K Pw.

Os n-uplos sao definidos da forma usual utilizando a nocao de par ordenado:

('Il) s al‘n-i-l) = ((Ila s axn)axn—&-l)-

Por indugao em n a partir das nogoes Ay de par ordenado e de proje¢ao vemos
que as noc¢oes de n-uplo e de projecao em n-tiplos sao ainda Ay. De forma analoga
definimos o produto cartesiano de n conjuntos como

U X oo X Uppg = (U X oo X Up) X Upyq

e por inducao em n utilizando o teorema 3.1.3 temos que todos os modelos de KPw
sao fechados para estes produtos cartesianos.

Vejamos agora que as funcgoes recursivas primitivas sao conjuntos em KPw. A
funcao sucessor

S={zcwxw|Irewlz=(r,zrU{z})]|}
é um conjunto por Ag-Separacao. As funcoes constantes e projecoes

Cpr={zcw"|3r €w,..., 3z, Cwlz = (21,...,7,,k)]}

Pr={zcw"3r €w,..., Tz, Cwlz = (21,...,7,,71)]}

sao também conjuntos por Ag-Separacao. Sejam g uma funcao m-aria e hq,..., Ay,
fungoes n-arias nos naturais em KPw. Entao por Ag-Separagao temos o conjunto

Sub(g,hi,... k) i={z€w" ™| Iy, ..., 20,21, 2, Y EW
[/\hi(:vl,...,mn) =2z ANg(21,. .., Zm) = YA
i=1

z = (xla-”axnay)]}
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e portanto temos composicao generalizada em KPw. Sejam g uma funcao n-aria e
h uma func@o (n+2)-4ria nos naturais em KPw. Seja

Rec(g,h) :={z € w""?| Ju,z1,..., 7, € wIf[Fun(f) Adom(f) =wA
f0)=g(z1,...,z.) AVR Ew(f(n+ 1) =h(n, f(n),x1,...,2,)) A
2= (U, T1,..., %, f(u))]}

Uma vez que também temos

Rec(g,h) = {z € W" ™| 3u, 21,..., 2, € WVf [Fun(f) A dom(f) = wA
f0) =g(@1,... 2n) AVR € w(f(n+1) = hin, f(n),z1,...,2n))
— 2= (U, x1,...,Z,, f(u))]}

vem que Rec(g, h) é um conjunto por A-Separacao e temos recursao primitiva em
KPw. Temos assim a fungoes recursivas primitivas em KPw.

Teorema 3.3.1. Se F' € uma formula na linguagem de Z tal que Z = F' entao
KPw F F¥.

Demonstracao. Basta verificar o teorema para os axiomas Z. Os axiomas de iden-
tidade sao satisfeitos uma vez que também sao axiomas de KPw. Observando as
defini¢oes dos conjuntos que construimos para representar as funcoes recursivas
primitivas em KPw é claro que se F' é um axioma que define uma fungao recursiva
primitiva em Z entao KPw - F¥.

Resta-nos verificar os axiomas do sucessor e o esquema de indugao. Uma vez
que Vz € w(z € S(z) = x U {z}) temos Vz € w(S(z) # 0§ = 0). Sejam x,y € w
tais que S(z) = v U{z} = yU{y} = S(y). Sex # yentdo z € y € = o
que contradiz a Fundacao logo © = y. Portanto KPw demonstra os axiomas do
sucessor. Vejamos o esquema de indugao. Seja F'(z) uma férmula e suponhamos
F(0)¥ e Vo € w(F(z)¥ — F(S(x))*). Suponhamos com vista a absurdo que
Jz € w(—F(x)¥). Pela Fundagao existe o menor k € w tal que se tem =F (k). Por
hipétese k # 0 logo existe | € w tal que k = S(I) e pela minimalidade de k temos
F(1)“ o que pela hipétese implica F'(k)“ o que é absurdo. Logo Vo € w (F(x)¥) e
temos o esquema de inducao. O

Vimos entao que Z é uma subteoria de KPw. Para vermos que ID; C KPw
falta-nos arranjar uma representacao dos pontos fixos das defini¢oes indutivas a-
ritmeticamente definidas em KPw de forma a que os axiomas ID} e ID? sejam
verificados.

Neste ponto vamos introduzir uma variavel X de segunda ordem em KPw. Isto
é apenas um artificio para indicar posicoes na formula que surgem positivamente
e assim introduzir as férmulas positivas em KPw. Invariavelmente, sempre que
temos uma férmula F'(X) na linguagem aumentada esta é utilizada na forma F'(0)
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em que # é um predicado em L(€) e F(f) é a féormula que resulta de substituir
em F'(X) todas as ocorréncias de X (t) por 6(t) em que ¢t é um termo de L(€).
Assim F'(f) é uma férmula na linguagem original £(€). Escrevemos F(w) para
F(0) quando 0(z) :=x € w.

Comecamos por mostrar um lema que nos permite definir operadores a partir
de férmulas A.

Lema 3.3.2. Dada B(X,x,d) uma férmula A de KPw podemos introduzir o sim-
bolo funcional % Ig tal que

Ig(a, @) ={z € ay | B(Ig[a],z,a)}
com Ipla) :=={z € a; | 3B € a(z € I5(8,d))} = Upe, 15(8,a).
Demonstragao. Seja I'p(X,d) :={x € a; | B(X,z,ad)}. Temos
I'p(X,0)=y = Vzeylz€a NB(X,zad)]AVz € a[B(X,zad) — z €yl

logo I'g é uma fungao ¥ e pelo coroldrio da »-Recursao (3.2.7) temos a func¢ao 3
Ip tal que
Ig(a,d) =Tp(Igla),d) = {x € a1 | B(Ip[a],z,a)}.

[]

Intuitivamente e de forma semelhante & do capitulo 1 sabemos que se B(X, z, @)
¢ X-positiva entao o operador I'g z(X) = {z € a; | B(X,z,d)} ¢ mondtono. Sabe-
mos também que o menor ponto fixo de I'p 7(X') é a unido dos Ip(«a, @) com « nos
ordinais mas claro esta uniao nao é possivel em KPw e em geral esta classe nao é
um conjunto em KPw. No entanto, como I é X, o menor ponto fixo de I'g 3(X)
é pelo menos uma classe >-definivel da seguinte forma

IB@*(ﬁ) > r € ap N da [I S ]B(a,c_i)].

Escreveremos = € Ip; mas esta férmula deve se entendida como uma abreviatura
para x € a; A Ja[r € Ip(a,d)]. Desta forma se B(X,x,a) é X-positiva entao
B(Ipg,x,d) é um féormula X.

Vejamos agora que Ip z satisfaz os axiomas de I1D;.

Teorema 3.3.3. Seja B(X,z,d) uma formula A e X-positiva de KPw. Entdo
KPw demonstra

ID} PB,@(IB,E) - IB@

ID?: T'pa(0) C 0 — Iz C 0 para toda a férmula 6(x) de L(€).
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Demonstragao. Seja v € I'pz(I1pz), isto é, x € ay A B(Ig gz, ,d). Por ¥-Reflexao
existe ¢ tal que

B(Ipz,x,d) = B({x € a1 |Ja € c[z € Ig(a,q)]}, x,d).

Sejam = |J{¢ € ¢|£ € Ord} e v = S(B) = BU{B}. Por Ayp-Separagao, Par
e Uniao v é um conjunto tal que ¢ N Ord C ~. Pela persisténcia ascendente das
férmulas ¥ (lema 3.1.7) e pela monotonia de I'p ;z temos

B{z €ay|3a € v[r € Ig(a,d)]},x,ad)

e pela definicao de I temos = € Ig(7, @) logo x € Iz e portanto I'p z(Ipz) C Ipa.
Vejamos agora ID]. Sejam agora 6 tal que I's 7(f) C 6 e o um conjunto tal que
V5 € a(lp(B,d) C 0), ou seja, Igla] C 6. Entdo pela monotonia de I'p z temos

IB(Q,J) = FB@([B[OJ]) g FB@(O) g 0.

Portanto por €-indugao temos Vo Ip(a, @) C 0, ou seja, Igz C 6. ]

Se B(X, z,d) é uma férmula aritmética positiva em ID; entao B(X, z, @) é uma
férmula A positiva em KPw. Podemos assim interpretar as defini¢oes indutivas I 5
de ID; como Ige z e o teorema anterior diz-nos que KPw satisfaz os axiomas de
ID;. Logo ID; é uma subteoria de KPw.

3.4 O Y-ordinal de KPw

Nesta seccao iremos definir o 3-ordinal de KPw e apresentar um majorante para
este ordinal. Comecamos por introduzir a nocao de definibilidade e a hierarquia
construtivel.

Definigao 3.4.1 (Definibilidade). Dado um conjunto M transitivo dizemos que
X ¢ definivel em M se existe uma féormula F(x,vy,...,v,) de L(€) e conjuntos
at,...,a, € M taisque X ={x € M| (M,€)E F(z,ay,...,a,)}.

Denotamos por Def(M) a classe dos conjuntos definiveis em M.

Definicao 3.4.2 (Hierarquia Construtivel). Definimos a hierarquia contrutivel L
recursivamente da seguinte forma:

LO = (Z),
Loy := Def(Ly),
L, := U L, se~y € Lim,

a<y

L= |J La

a€eOrd
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Definicao 3.4.3 (X-ordinal de KPw). O X-ordinal de KPw é definido como
IKPw||s, :== min {a € Ord| (F é X-sentenca A KPw + F') — L, F F'}

Definigao 3.4.4 (Ordinal de Church-Kleene). O ordinal de Church-Kleene (w¢*)
¢ o menor ordinal admissivel acima de w, ou seja, é o menor ordinal « tal que
L, E KPw.

E bem conhecido que w{® é o menor ordinal recursivo (e, portanto, w{ < wy).

Este resultado, devido a Spector, pode ser encontrado em Barwise [1975].

Uma vez que L cx F KPw ¢ imediato da defini¢ao de X-ordinal que [[KPwl|x <
Wi Vamos ver que temos mesmo ||KPw||s < wfE. Para mostrarmos este resul-
tado temos de ter que a relagao de satisfazibilidade é A em KPw e depois que a
funcao o +— L, é definivel em KPw por Y-recursao.

Intuitivamente, a nogao de satisfazibilidade ((M,€) F F) é formalizada por
inducao na complexidade das formulas utilizando duas funcoes f e g. f é uma
funcao que a cada n faz corresponder o conjunto dos codigos de férmulas com
parametros em M que podem ser formadas a partir das féormulas atéomicas com
n ou menos aplicagdes dos conectivos logicos e quantificadores e g é a funcao
que a cada n faz corresponder o conjunto dos elementos de f(n) que sdo cédigos
de sentengas verdadeiras em (M, €). Estas fungoes sdo tnicas. A fungao f é
necessaria para lidarmos com a negagao (—¢ € g(n + 1) sse ¢ é uma sentenga e
¢ € f(n)\ g(n)). Suponhamos que temos o predicado S(M, f, g) que define estas
fungoes f e g relativas a (M, €) e que este é A em KPw, entdao o predicado de
satisfazibilidade vem

(M,e)EF sse Vf,ganew(S(M,f,g)— F € g(n))
sse dAf,gInew(S(M, f,g) NF € g(n)).

que portanto é A em KPw. A formalizacao do predicado de satisfazibilidade e
a andalise da sua complexidade podem ser encontradas em Barwise [1975] ou em
Devlin [1984] (ver também Mathias [2006] que corrige erros na formalizagdo de
Devlin).

Vejamos agora que o — L, é definivel em KPw por Y-recursao. Atendendo a
definicao de L e ao corolario 3.2.8 do teorema da Y-recursao apenas temos que ver
que Def(u) é uma fungao ¥. Temos

v=Def(u) Ve € vIp € wIb e u (“¢ é uma formula de £(€) com varidveis

livrtes y e W’ AVz(z €x >z €uN (u,€) E d(z,0)))A

Vo € wVb € u=¥ (“¢ ¢ uma férmula de £(€) com varidveis

livies y e ” — Jr € vVz(z € x <> 2z €u (u, €) E ¢(2,0)))

e uma vez que “¢ é uma férmula com varidveis livres y e w” é uma nogao recursiva
primitiva, o gréfico de Def(u) é A em KPw e portanto Def(u) é uma fungao 3.
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Teorema 3.4.5. ||KPw||s < w{E.

Demonstrag¢ao. Seja F' uma Y-sentenca tal que KPw - F. Por Y-reflexao existe

uma férmula Ag B(z) tal que F' <+ 3z B(z). Temos KPw = 3z B(z) logo Lcx F
Jz B(x) e portanto existe ¢ € Lyox tal que L,ox F B(c). Como wiE & ordinal
limite, existe a < w&" tal que ¢ € L, e, como B(c) é Ay, temos que L, F B(c);
portanto L, F F.

Seja Fy, == {F € w|F é uma YX-sentenca e KPw F F'}. Note-se que Fy é um

conjunto recursivamente enumeravel e, portanto, é Ay em KPw. Temos entao
Lyex EVF € Fy 3a (Lo EF).
Como a — L, é uma funcao ¥ e L, F F' é uma férmula A sai por X-Colecao que
Lyex EIPVF € FeJa < f (Lo EF).
Uma vez que F' é X vem entao que
Lyox B IPVYF € Fy (Lg E F).

Logo existe 8 < w{ tal que, para toda a Y-sentenca F tal que KPw + F, Lg F F
e temos
|[KPw|ls < 8 < Wik,






Capitulo 4

Interpretacao funcional de KPw

Neste capitulo iremos comecar por definir os funcionais de arvores recursivos
primitivos de Howard que iremos utilizar de seguida para fazer a interpretacao fun-
cional de KPw. Como consequéncia desta interpretacao iremos obter uma melhor
majoragao para o »-ordinal de KPw.

4.1 Funcionais de Howard

Descrevemos agora a linguagem L dos funcionais de arvores recursivos pri-
mitivos de tipo finito e depois iremos dar uma interpretacao destes na teoria de
conjuntos.

Lq é uma extensao da parte dos termos da teoria T de Godel. E uma linguagem
tipada e livre de quantificadores onde nao existem formulas apenas termos. A cada
termo ¢é associado um tipo. Os tipos sao gerados indutivamente da seguinte forma:

(i) N é o tipo base dos ntimeros naturais,
(ii) € ¢é o tipo base dos ordinais de arvores contrutiveis contéveis,

(iii) Se o e T s@o tipos entdo o — 7 é um tipo.

Utilizamos letras gregas p, o, 7, ... para denotar os tipos. Por convencao a omissao
de paréntesis é interpretada como associacao a direita, isto €, o tipo

pr—> P2 > Pn
é uma abreviatura para

pr—= (P2 = (o= pn) )

Definigao 4.1.1 (Tipos €2 puros). Designamos por tipos 2 puros os tipos onde
nao aparece o tipo N, ou seja, os tipos que sdo obtidos utilizando a seta (—)
apenas a partir do tipo base 2.

41
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Facilmente se verifica que os tipos {2 puros sao precisamente os tipos da forma
pr— .= pp—

com py, ..., p, tipos € puros.

Descrevemos agora os termos de Lg e a forma como associamos um tipo a cada
termo. Em primeiro lugar a linguagem L tem um conjunto numeravel de variaveis
a,b,c,... de cada tipo. Quando for til explicitar o tipo das varidveis escrevemos
a?,b?,.... Alem das variaveis a linguagem Lq tem as seguintes constantes:

(i) Constantes légicas ou combinadores:

(a) Para cada par de tipos p, o temos o combinador 1I,, de tipo
p— o —p.

(b) Para cada triplo de tipos p, o, 7 temos o combinador X,,, de tipo
(p—mo—=1)=(p—=0)—=p—T.

(ii) Constantes aritméticas:

(a) A constante Oy de tipo N.
(b) A constante sucessor S de tipo N — N.

(c) Para cada tipo p temos o recursor numérico R/],V de tipo
N—=p—=(N—=p—=p —p

(iii) Constantes de arvores:

(a) A constante Og de tipo €.
(b) A constante supremo Sup de tipo (N — Q) — Q.

(c) Para cada tipo p temos o recursor de arvores ng de tipo
Q=p—=((N—->Q) = (N—=p —p —p

Os restantes termos de Lg sao obtidos indutivamente a partir das variaveis e das
constantes por utilizacao da operacao aplicacao: Dado um termo t de tipo o — 7 e
um termo s de tipo o obtemos pela operagao aplicagao o termo ¢(s) de tipo 7. Como
¢é usual utilizaremos “uncurrying” para escrevermos termos mais complicados, por
exemplo, dados termos t de tipo p — o — 7, r de tipo p e s de tipo o escrevemos
t(r,s) em vez de (¢(r))(s).

A presenca dos combinadores e o facto de que todos os termos sao gerados
a partir das variaveis e constantes apenas pela operacao aplicagao garante-nos
completude combinatorial, ou seja, garante-nos a possibilidade de definir termos A
da seguinte forma: Dados um termo ¢ e uma variavel x existe um termo ¢ cujas
variaveis livres sao todas as de ¢ excepto = e que satisfaz a equagao

q(s) = t[s/x]
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para todo o termo s do mesmo tipo que x. Designamos ¢ por Az.t. Este resultado
generaliza-se para varias variaveis, se t ¢ um termo com variaveis livres xy, ..., T,
entao Axy ... Ax,.t é um termo fechado que satisfaz

(A1 . Az t)(S1,. .., 8n) = t[s1/T1, .., Sn /Ty

para todo s; do tipo de x; parat=1,...,n.

Damos agora a interpretagao pretendida em termos da teoria de conjuntos (esta
interpretacao pode ser feita na teoria de Zermelo-Fraenkel embora nao seja impor-
tante para o que se segue especificar onde é feita a interpretacao). As varidveis de
tipo p variam no conjunto S, definido da seguinte forma:

(i) Sy =N,
(ii) Sq é o menor conjunto que contem 0 e se f é uma fungao total de w para S
entao (1, f) € Sq.
(ili) S, = {f| f é uma fungao total de S, para S, }.
Os combinadores sao interpretados da forma usual pelas func¢oes dadas pelas equa-

coes
I,,(r,s)=r paratodor e S,eselsS,

Ypor(r,s,t) =7r(t)(s(t)) paratodor € S, o yr,s€ S, o eteS,.

Como é patente nas equagoes anteriores, vamos utilizar o mesmo simbolo para as
constantes de Lq e para a sua interpretacao na teoria de conjuntos. Este abuso de
linguagem sera sistemdtico e apesar de introduzir uma ambiguidade no discurso
esta é inconsequente.

A constante Oy ¢ interpretada por 0 e a constante S é interpretada pela fungao
sucessor nos naturais. A interpretagao do recursor R;V ¢ uma forma de recursao
primitiva definida pelas equacoes

Rf)V(O,a,F) =a
N _ N
Ry(n+1,a,F)=F(n,R,)(n,a,F))

para todo a € S, e F' € Sy,,. A constante Og ¢ interpretada por 0. Sup ¢é
interpretado pela fungao dada pela equagao

Sup(f) = (1, f) paratodo f € Sy_q.

Antes de definirmos a interpretacao dos recursores de arvores Rf; precisamos
de definir o que entendemos por altura das arvores.

Definigao 4.1.2 (Altura das arvores). A cada a € Sq associamos um ordinal
contavel |a| a que chamamos altura da arvore a da seguinte forma:

0] =0,
|Sup(f)| =sup{|f(n)|+1|n €N} paratodo f € Sy_q.
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Note-se que para todo f: N — Sg e todo n € N se tem |f(n)| < |Sup(f)|. A
interpretacao do recursor Rf} ¢ uma forma de recursao na altura das arvores dada
pela equagoes

RS(OQ,a,F) =a
R?(Sup(f),a, F) = F(f> AxN'Ri?(f(x)?a’ F))

para todo a € S, e F' € S(No)—(N—p)—p-

Resta-nos definir a interpretacao da operacao aplicagao que ¢ feita pela funcao
aplicagao.

Resulta da interpretacao que fizemos que todo o termo fechado t de L de
tipo p ¢ interpretado por um elemento de S, que designamos também por ¢. Em
particular, se p é o tipo 0 — 7 entao t é uma funcao total de S, para S, e podemos
escrever t(s) para todo s € S,; se p é o tipo € entdo t € Sq e, portanto, tem uma
altura associada |t|.

Conforme é mostrado em Howard [1972] o supremo dos ordinais associados aos
termos fechados de Lq é o ordinal de Bachmann-Howard. Tomamos esta como
sendo a definicao do ordinal de Bachmann-Howard embora nao seja a definicao
original.

Definimos agora alguns termos importantes. Dado a de tipo €2 definimos
a+1:= Sup(An”.a) e temos |a + 1| = |a| + 1. Utilizando o recursor numérico de-
finimos um termo fechado tN 979> ta] que para todo n™¥,a® e b, t(0,a,b) = a
e t(S(n),a,b) = b e utilizamos este para definir o termo Sup(An® .t(n,a,b)) que
denotamos por maz(a,b)+ 1. Esta notacao deve ser entendida sincategorematica-
mente e foi escolhida porque assim temos [maz(a,b) + 1| = max(|al, |b]) + 1. Esta
definigao pode ser estendida a max(ay, . .., a,) + 1 para qualquer numero finito de
termos de tipo 2 utilizando o termo

. a; seit<n
t(i,ag,...,a,) = .
a, Sset=n

que ¢ definido iterando n vezes o recursor numérico. Utilizando ainda o recursor
numérico definimos também um termo fechado ¢~ tal que ¢(0) = 0qg e ¢(S(n)) =
Sup(Az™.q(n)). Denotamos q(n) por ng e obviamente temos |ng| = n. Definimos
também wq = Sup(An¥.ng) e claro |wg| = w. Definimos, utilizando o recursor de
drvores, o termo Sup~! de tipo Q — (N — Q) tal que Sup~1(0q) = \z".0q e para
todo f de tipo N — Q, Sup~'(Sup(f)) = f. Abreviamos Sup~!(a)(n) por a(n).
Temos assim (Sup(f))(n) = f(n) e, portanto, para todo n € N e a € Sq \ {0},
la(n)| < |a|. E claro também que para todo n de tipo N e a,b de tipo 2 se tem
(a+1)(n) = a, (maz(a,b) +1)(0) = a e (max(a,b) + 1)(S(n)) = b.
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4.2 Interpretacao Funcional

A interpretagao funcional de KPw sera feita numa linguagem mista constituida
pela linguagem de termos Lg e pela linguagem de primeira-ordem da teoria de
conjuntos juntamente com um simbolo funcional unério L(a), que denotamos por
L,, que a cada termo do tipo €2 faz corresponder um termo da linguagem da teoria
de conjuntos. Na interpretacao pretendida em termos da teoria de conjuntos L, é
entendido como o conjunto L, da hierarquia construtivel de Goédel. As férmulas
atomicas da linguagem mista sao as formulas da forma z =y, v € you xz € L,
com z,y varidveis da teoria de conjuntos e @ um termo de Lq de tipo €2. A
linguagem tem também quantificacoes do tipo V¢ que sdo interpretadas como
sendo sobre os naturais e sao consideradas limitadas (intuitivamente, no nosso
contexto as quantificagoes sobre naturais sao limitadas porque estas correspondem
a uma quantificacao sobre w em KP,). A interpretagao funcional ird associar a cada
formula da linguagem da teoria de conjuntos um predicado que serd descrito por
uma férmula da linguagem mista. Comegamos por definir as formulas limitadas
da linguagem mista.

Definigao 4.2.1 (Férmula limitada mista). A classe das férmulas limitadas da
linguagem mista é a menor classe de féormulas que contem as féormulas atomicas e
é fechada para quantificagoes limitadas e conectivos 16gicos.

Vamos associar a cada féormula ¢(zq,...,z,) da linguagem da teoria de con-
juntos com variaveis livres x1, ..., x, uma féormula limitada mista

QSS(a'l?'"7ak7b17"'abmawlv"'axn)

com variaveis livres aq,...,ax, b1,..., by, 21,...,2, com 08 a’s e b’s variaveis de
tipo €2 puro. Pode acontecer que nao ocorram varidaveis a’s ou b’s ou ambas. Para
nao sobrecarregar a notagao iremos normalmente omitir os n-uplos e escrevemos
apenas ¢(x) e ¢g(a,b, ).

Para o que se segue necessitamos de estender o funcional Sup~! a todos os
tipos €2 puros. Isto é feito ponto a ponto. Dado um termo t de tipo {2 puro
p1 — .. = pp — Q definimos t(n) := AZ.(t(¥)(n)) em que & é o n-uplo de tipos
P1y---5Pn-

A nossa interpretacao funcional é feita directamente para a légica classica e
baseia-se na interpretacao de Shoenfield para a aritmética de Peano apresentada
em Shoenfield [2001]. Os simbolos l6gicos primitivos da linguagem séo =, V e V e os
restantes sao definidos da forma usual por p A = =(=pV ), ¢ — 1= =V
e dx ¢ 1= =V —¢.

E 1til também ter como simbolo primitivo da linguagem da teoria de conjuntos
o quantificador limitado Yz € y em vez de ser uma abreviatura para Vz(z € y —
...). Definimos também Iz € y ¢ = —Vx € y—¢. Ao introduzir o simbolo para
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o quantificador limitado temos também de acrescentar a teoria de conjuntos um
axioma esquema que rege estes novos simbolos. Este é

Vy(Vo € y ¢(z,y) <> Vo (v € y — ¢(z,9))).

Podemos agora definir a interpretacao funcional de KPw.

Definigao 4.2.2 (Interpretagao Funcional). A cada formula ¢ da linguagem da
teoria de conjuntos associamos duas féormulas ¢° e ¢g da linguagem mista tal que
¢° tem a forma Va3b ¢g(a,b) e ¢g é uma férmula limitada mista. A associacdo é
feita por recursao na complexidade das férmulas da seguinte forma:

(i) Se ¢ é uma férmula limitada da teoria de conjuntos entdo ¢° e ¢g sdo sim-
plesmente ¢.

Suponhamos agora por hipdtese de indugao que ja temos as interpretacoes de ¢ e
Y dadas por Va3b ¢s(a,b) e Vedds(c, d). Definimos:

(i

(iii

(6 Vp)® éVa,cdb,d|ps(a,b) Vs(c,d)],

(Va ¢(z))” é Va,e*3b [V € L. ps(a, b, x)],
(Vo € 2¢(x,2))° é VaFb [V € 2 ds(a, b, z, 2)],
(~6)° 6 ¥B3a B ~s(atn), Bla(n))]

(iv

)
)
)
(v)

Nas alineas anteriores as formulas entre paréntesis retos sao as respetivas féormu-
las com indice S, por exemplo, (¢V1))s é a férmula limitada mista ¢s(a, b)Vips(c, d).
Na defini¢ao da interpretacao funcional utilizamos quantificagoes sobre as variaveis
a e b de tipo ) puro mas na definicao da linguagem nao introduzimos quantifi-
cadores deste tipo. Esta situacao é comum nas interpretagoes funcionais e estas
quantificacoes devem ser vistas como meros auxiliares para definirmos as férmulas
¢g, alternativamente podiamos estender a linguagem com estes quantificadores. E
necessario um esclarecimento em relagao aos n-tiplos na alinea (v) da defini¢ao. Se

¢° éVay,...,a I @(as,. .., ax b) entdo (—¢p)°

VB3ay,...,a 30, ... 0k —¢(ar(n), ... ar(ng), Blay(ni), ..., ax{ng)))].

Lema 4.2.3. Seja ¢ uma formula Ay da teoria de conjuntos. Entao

(i) Bz o(x)) € W FInN3x € Ly &()],
(ii) (VaTy d(z,y))® € Va3 Ve € L,3In™ Ty € Ly ¢(x,y)].
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Demonstracao. A demonstracao é apenas aplicar as regras da definicao da in-
terpretagao funcional. Vejamos a alinea (i). Iz ¢(x) é =Vr —o(z). ¢ é Ay logo
(—o(x))® 6 ~¢(z) e, portanto, (Vo ~¢(z))% é Vb [Va € Ly —¢(z)]. Entao (3z ¢(z))
é (=Vx =¢(z))¥ que, pela regra da negagao, é 36 [In™ =V € Ly, —¢(x)] que, pela
defini¢ao do quantificador existencial limitado, é 3b* [3nY Jz € Ly, (z)]. A ali-
nea (ii) resulta imediatamente da aplicacao da alinea (i) seguida da regra para o
quantificador universal.

A definicdo de (—=¢)® é um pouco estranha, seria mais natural defini-la como
na interpretacao de Shoenfield por VB3a [~¢s(a, B(a))]. As duas versdes de (—¢)°
s@o claro equivalentes, para mostrarmos

Ja[~¢s(a, B(a))] < ar [3n™ ~s(a(n), B(a(n)))]

basta na condi¢ao suficiente tomar a© = a + 1 e na condicao suficiente tomar
a = a’(n). No entanto as duas versoes de (—¢)s nao sao equivalentes. Fazemos a
traducao desta forma para termos uma propriedade de monotonia na quantificacao
existencial que serd necessaria para mostrarmos o teorema da correcao. Definimos
agora uma relacao em cada tipo €2 puro. Dados b e ¢ do mesmo tipo ) puro
definimos

b T c:= VYN ImY (b(n) = c(m)).

Estendemos esta definicao a n-uplos b = (by,...,b,) e ¢ = (¢1,...,¢,) de tipos Q
puros com o mesmo comprimento e com os mesmos tipos nas entradas correspon-
dentes. Neste caso escrevemos b C ¢ para Vi € {1,...,n}b; C ¢;. Podemos agora
definir a propriedade de monotonia.

Lema 4.2.4 (Propriedade de Monotonia). Seja ¢(x) uma férmula da linguagem
da teoria de conjuntos. Se b T ¢ e ¢g(a,b, x), entdio ¢s(a,c,x).

Demonstracdo. A demonstracao é feita por indugao na complexidade das formulas.
Seja b C ¢. Se ¢ ¢ uma férmula limitada entdao ¢g(a,b,x) e ¢g(a,c,z) sdo am-
bas ¢(x) e temos o resultado. Os casos (ii), (iii) e (iv) da interpretagao funcional
sao claros, por exemplo, se ¢ é ¥ V 0 entdo ¢g(a,b) é g(ar,by) V Os(as, by); por
hipétese de indugao se ©g(ay, by) entdo g(ar,cr) e se Os(az, by) entdo Og(asg, c2)
e portanto se ¥g(ay,b1) V Os(az, be) entao g(ar,c1) V Os(as, c2) ou seja, dpg(a,c).
A clausula (v) é desenhada para satisfazer a propriedade de monotonia pois se
InN —=pg(b{n), a(b(n))) entdao ImYN =¢s(c(m),a(c(m))) pela definicao de b C c.

Fixemos um termo p de tipo N — N — N que é uma funcao de codificacao
bijectiva e as respetivas funcoes inversas [ e r de tipo N — N. Temos,portanto,
para todos os naturais n e m, p(l(n),r(n)) =n, l(p(n,m)) =n e r(p(n,m)) = m.
Dado ¢ um termo de tipo N — Q definimos £ := \a™N.t(I(z)){r(x)) e | |t := Sup(t).
E claro das defini¢oes de C e de | | ¢ que para todo k de tipo N, t(k) C | |t. Podemos
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também estender ponto a ponto | |t para t de tipo N — p com p um tipo 2 puro.
Se t é do tipo N — p; — ... = p, — Q definimos

|_|t = A.Sup( AN t(z, ©)).

Com esta defini¢ao temos também (k) C | |t para todo o k do tipo N. De forma
andloga a definigdo de max(a,b) + 1, definimos ¢t U s, para termos ¢ e s de tipo 2
puro, tal que t Ctllse s CtUs.

Estamos agora em condigoes de demonstrar o teorema da correcao para a in-
terpretacao funcional.

Teorema 4.2.5 (Corregao). Seja ¢ uma sentenga da linguagem da teoria de con-
guntos. Se KPw - ¢ entao existem termos fechados t de Lq tais que, para os tipos
p apropriados, se tem VYa € S, ¢s(a,t(a)).

Demonstracao. A demonstragao é feita por indugao no comprimento da deducao
de ¢. Mostramos que se KPw F ¢(x) entao existem termos fechados ¢t de Lg tais
que, para os tipos p apropriados, se tem

Ve € SoVa € S,Vx € L, ¢pg(a,t(a,c), ).

Temos, portanto, de verificar o resultado para os axiomas e regras da logica classica,
para o axioma que rege os quantificadores limitados e para os axiomas de KPw.
Para simplificar a notacao vamos escrever as formulas s6 com as variaveis que
entram na interpretacao ficando subentendido que as férmulas podem ter outros
parametros. A axiomatizagao da légica classica que utilizamos é a descrita em
Shoenfield [2001]. Esta consiste nos seguintes axiomas e regras:

(i) Axiomas:

(a) Terceiro excluido: —¢ V ¢.
(b) Subtituicio: Yz ¢p(x) — ¢(y).
(c¢) Axiomas de igualdade: t =rex=y— (w=2z— (r Ew =y € 2)).

(ii) Regras:

(a) Expansdo: de ¢ infere-se ¢ V 1.
(b) Contragao: de ¢V ¢ infere-se ¢.
(c) Associatividade: de ¢V (¢ V 0) infere-se (¢ V 1) V 6.
(d) Corte: de ¢V 1p e =¢ V 0 infere-se 1) V 6.
)

(e) V-Introdugdo: de ¢(z)V 1 infere-se Va ¢(x) V1) se  nao ocorre livre em

V-
1.
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No resto da demonstracio vamos considerar sempre que ¢° é Va*3b ¢g(a,b), 1° é
Ve'3d s (c, d) e que 65 é YuTv O(u, v).

Comecamos por verificar os axiomas e regras légicos. A tradugao do terceiro
excluido (¢ V ¢)° é

VB, a Ja,b [Vn ¢s(a(n), B(a(n))) — ds(a’,b))].

Basta tomarmos os termos a := a’ + 1 e b/ := B(a’). Como Vn (a/ + 1)(n) = a’
temos

VB, a [Vn" ¢s((a + 1)(n), B((a’ + 1)(n))) — ds(a’, B(a))].
A interpretacao do axioma da substituicio (Vo ¢(x) — ¢(w))® é
VB,a,d3a,l,c[vn, m"N Vr € Lemy ¢s(a(n), B(a(n)),x) = Yw € Lqpg(a’, b, w)].
A semelhanca do caso anterior é facil ver que os termos a := a’ + 1, b := B(a) e

¢ :=d -+ 1 funcionam.

Nos axiomas de igualdade nao ha nada a fazer porque sao férmulas universais
e portanto nao ha termos a encontrar.

Passamos agora as regras. Para vermos a expansao suponhamos que temos um
termo ¢ tal que Va € S, ¢s(a,t(a)). A tradugdo da conclusdo (¢ V ¢)% é

Va, c3b, d° [ps(a,b) V ¥s(c, d)].

Temos entao de arranjar testemunhas para b e d. Basta tomarmos b := t(a) e para
d podemos tomar qualquer termo fechado, por exemplo d := 03 em que 03, é Oq se
o é € ou, se o é um outro tipo €2 puro, 03 é A\Z.0q com ¥ dos tipos apropriados.

Passemos a contracao. Normalmente nas interpretacoes funcionais arranjar os
termos para a contracao ¢ algo complicado mas no nosso caso (e em geral nas
interpretagoes limitadas) a situacdo é bastante simples. Por hipdtese de indugao
existem termos r e s tais que

Va,a [ps(a,r(a,a)) V ¢ps(a, s(a,a))].

Queremos arranjar um termo ¢ tal que Va ¢g(a,t(a)). t(a) := r(a,a)Us(a, a) satis-
faz a condica@o pois pela propriedade da monotonia se ¢g(a,r(a,a))V ¢s(a, s(a,a))
entao ¢g(a,t(a)).

A associatividade é trivial pois os termos que satisfazem a hipdtese também
satisfazem a conclusao.

Mostremos agora o resultado para a regra do corte. Por hipdtese de inducao
existem termos t, g, r e s tais que

(1) va?, clps(a,t(a, c)) V s(e, gla, )]
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e
(2) VB, u[3n" =¢s(r(B, u)(n), B(r(B,u){(n)) V s (u, s(B, u))].
Temos agora de definir termos k e [ tais que se tenha

Ve, u [s(e, k(c,u)) V Os(u,l(c,u))].

Sejam ¢ e u termos arbitrarios de tipo apropriado. Comecamos por definir alguns
termos auxiliares, B, := A\z”.t(z,c), a'(c,u) == An"™.r(B.,u)(n) e denotamos por
a, o termo a'(c,u)(n), ou seja, 7(Be.,u)(n). Seja ainda ¢'(c,u) = In".q(an, c).
Definimos entao k e [ por k(c,u) := | |¢'(c,u) e I(c,u) := s(Be,u). Por (1) temos
VY [ps(an, t(an, ) V (e, q(an, c))] e uma vez que Vn® q(an,c) C k(c,u) pela
monotonia vem

(3) VY ¢s(an, t(an, ) V bs(c, k(c,u)).
Por outro lado, tomando B = B, em (2), temos
(4) I =ds(an, t(an, c)) V O0s(u,l(c, u)).

Finalmente, de (3) e (4) concluimos ¥g(c, k(c,u)) V 0s(u, l(c,u)).

Finalmente a regra de V-introducgao sai facilmente. Por hipétese de indugao
existem termos t e ¢ tais que

Vel a,c Vo € L. (¢s(a,t(e, a,c), z) V bs(c, qle, a,c)))].
Entao os mesmos termos satisfazem a tradugao da conclusao, isto é, temos
\v/697 a,c [\V/l‘ € Le ng(av t(ea a, C), ZL‘) \% ¢S(ca Q(ev a, C))}

Concluimos assim a verificacao do teorema para a légica cléssica.

Vejamos agora o caso do axioma que rege os quantificadores limitados

Vy(Ve € y o(z,y) < Vo (z €y = o(x,y))).
Vejamos a condicao suficiente. A interpretacao desta implicacao é
VB, @, d*3a,b vy € L(vn™V¥x € y bs(aln), Bla(n)), z,y) —
Vo € Ld (ZL’ cy— ¢S(alﬂ b’,l‘,y)))]

Basta tomarmos a := @' + 1 e I := B(a) para termos o resultado. Mostremos
agora a condi¢ao necessaria cuja interpretagao é

VB, w,d?3a, b, [Vy € Ly [vn™ m" Vo € Lemy (v €y —
¢s(a(n), Bla(n), c(m)),z,y)) = Ve € y ps(a’, b, z,y)]].
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Facilmente se vé que a :=a’'+ 1, c:=d+ 1 e b’ := B(a,d) funcionam.
Finalmente, vamos verificar os axiomas de KPw.

O axioma da extensionalidade é a formula universal
VuVo Vo € u(z € v) AVy € v(y € u) = u =],

portanto, nao ha nada a fazer.

A interpretacao do axioma do par é
Ve, d?3e® Vu € LN € Lg3n"™3w € Loy (u € w Av € w)].

Claramente e := (max(c,d)+ 1)+ 1 satisfaz o teorema (escreveremos mazx(c, d)+ 2
daqui em diante).

A traducao do axioma da uniao é
Ve 3d? [Vu € L3n™ 3w € Loy Vo € u(x C w)).
E claro que d := ¢+ 2 é uma testemunha do quantificador existencial.
Vejamos agora o axioma do infinito. A tradugao deste axioma é
EICQ,nN dz € Loy x € Lim.

O resultado sai tomando ¢ := wq + 2.

O axioma da Ag-Separagao é
Yuvy JuwVze [z € w <>z € u A F(x, 7))
em que F(z,7) é uma férmula Ay em que w nao ocorre livre. Note-se que
Vo [z ew <+ x €uN F(x,v)]
é equivalente a férmula limitada
Ve e w(z € u F(z,v)) A\Vo € u(F(x,v) = = € w)
Assim sendo a interpretagao da Ayp-Separagao é

Ve, 42362 Vu € LVT € Lyan™3w € Ly Vo (v € w <> x € u A F(z,7))]

—

em que VU € Lyabrevia Vv, € Ly, , Vv € Lg,,.... Obviamente, e := maz(c,d) + 2
é uma testemunha para o quantificador existencial.

Vejamos o esquema da fundagao. Vamos utilizar a fundacao na forma da regra:
de Vo (Vy € z F(y) — F(x)) infere-se Va F((x). Uma vez que nao hé restrigoes
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na féormula F' estd regra é equivalente ao esquema da €-indugao que é o contra-
reciproco do esquema da fundagao (Teorema 3.2.2). Suponhamos o resultado para
a traducao do antecedente da regra, ou seja, que existem termos ¢ e ¢ tais que

(1) VB, . ¥a € Lo (Wn"Vy € 2 Fy(t(B, ', c)(n), BB, a,c)(n}),y) —
F5<CL’, Q<B7 a’, C)v l‘))]

é verdade quando interpretada na teoria de conjuntos. Queremos agora encontrar
um termo r tal que Vd € Sq,Va € S,[Vx € Ly Fs(a,r(a,d),z)]. Utilizando o
recursor de arvores definimos o termo

o 07 se d = Oq
o {Q(Aep.U(AiN.r(e,d(i»)aa»d) ¢C.

em que o é o tipo de g. Mostremos que o termo r satisfaz o teorema por inducao
transfinita em |d|. Fixemos d € Sq. Se d = 0g vem L; = () e ndo hd nada a
mostrar. Suponhamos que d # Oq. Por hipdtese de inducao temos

(2) Vn € NVa € S, [Vy € Lawy Fs(a,r(a,d{n)),y)].
Queremos ver que Va € S,[Vx € Ly Fs(a,r(a,d),z)] Sejam a € S, e v € Lg.
Tomemos
By = el | |(XiN (e, d(i))).
Como r(a,d) é q(Bg,a,d), por (1) é suficiente mostrar que
vn'"Wy € x Fs(t(Bq, a,d){n), Bq(t(Bq,a,d){n)),y).
Sejam n € Ney € x. x € Ly logo existe m € N tal que y € Lgm). Por (2) vem
Va € S, Fs(a,r(a,d(m)),y)
e em particular Fs(t(By, a,d){n),r(t(Bg,a,d)(n),d{(m)),y). Mas temos

F(t(Ba, a, d)(n), d(m)) € |_|\iNr(¢(Ba, a, d)(n), d(i))) = Ba(t(Ba, a,d)(n))

donde, por monotonia, vem Fg(t(By,a,d){n), By(t(Bg,a,d)(n)),y) e o resultado
sal.

Vejamos entao o ultimo axioma, a Ag-colecao. A traducao de uma instancia
deste axioma com F uma féormula A é

Va®, b 3" Vu € L, Vo € udn™ 3y € Ly, F(z,y) —
ImNIz € Loy Vo € udy € 2F(x,y)].

E claro que ¢ = b+ 2 funciona pois se para qualquer x € u existe uma testemunha
Y num Lb<n> para um certo n € N entao todas estas testemunhas estao em L; e
podemos tomar z = L.

Verificamos entao o teorema para todos os axiomas de KPw o que conclui a
demonstracao. O]
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Temos dois coroléarios a este teorema, o segundo dos quais diz-nos precisamente
que o X-ordinal de KPw é majorado pelo supremo dos ordinais associados aos
termos fechados de Lg, ou seja, pelo ordinal de Bachmann-Howard.

Corolario 4.2.6. Seja ¢(x,y) uma féormula Ny com apenas as varidveis x e y
livres. Se KPw F VYx3y ¢(z,y) entdo existe um termo fechado t de tipo 2 — Q tal
que

Va € SoVr € L,y € Lt(a) Qﬁ(%,y).

Demonstragio. Pela alinea (ii) do lema 4.2.3 (Vz3y ¢(z,y))" é
Va3 Vo € Lo3In™ Iy € Liny d(7,y)]
logo pelo teorema da correcao existe um termo fechado ¢ tal que
Va € SoVx € L,In™N3y € Lywymy d(z, ).

Como para todo o a € Sq e n € N temos Lyaymy € Li(q) 0 mesmo termo ¢ verifica
o resultado. O

Corolario 4.2.7. Seja ¢(x) uma formula Ay com a iunica varidvel livre x. Se
KPw - 3z ¢(x) entdo existe um ordinal o menor do que o ordinal de Bachmann-
Howard tal que L, E 3x ¢(z).

Demonstragdo. Pelo teorema da correcio existe um termo fechado a® tal que 3z €
Lq ¢(x) logo Lig F 3z ¢(x). Como a é fechado, |a| é menor do que o ordinal de
Bachmann-Howard. O

Olhando a definigao do ¥-ordinal de KPw,
|KPw||s := min{a € Ord| (F ¢é X-sentenca A KPw + F') — L, F F'}

¢ imediato do corolario anterior que ||[KPw/||s é menor ou igual do que o ordinal de
Bachmann-Howard.
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