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Resumo

O intuito desta dissertagdo € identificar o método que proporciona resultados mais
fidedignos na previsdo de séries temporais financeiras, de entre os modelos tradicionais
e as novas metodologias de Machine Learning.

A fim de alcancar esse objetivo, foi considerada uma base de dados com 4842
valores diarios do fecho do indice bolsista Standard & Poor’s 500 (SP500), no intervalo
temporal compreendido entre 3 de janeiro de 2000 e 1 de abril de 2019, excluindo os fins-
de-semana e feriados.

Primeiramente, os dados foram trabalhados no programa Eviews, de forma a obter
0 modelo econométrico ARIMA mais adequado e através da metodologia de Box-Jenkins
procedeu-se para a previsdo da série financeira em estudo. Contudo, para obtencdo de
melhores resultados, a série foi reduzida, iniciando no dia 2 de mar¢o de 2009, devido a
crise financeira de 2007-2008.

Para comparacdo de modelos, foi realizada a previsao dos dados da bolsa SP500,
através de um modelo Deep Neural Network — Long Short-Term Memory (codigo
programado em Python). Conclui-se que os melhores resultados de previsdo foram
obtidos com 0s modelos de redes neuronais, tanto para curto como para longo-prazo.

Palavras-chave: Série temporal financeira; Mercados Financeiros; Standard & Poor’s
500; Machine Learning; Deep Learning; Long Short-Term Memory; Modelos
Autorregressivos de Médias Moveis; Previsao.






Abstract

The aim of this dissertation is to identify the method that provides the most reliable
results in forecasting financial time series, between the traditional models and the new
Machine Learning methodologies.

In order to achieve this objective, were considered 4842 daily closing values of
the Standard & Poor’s 500 (SP500) stock index, since January 3, 2000 until April 1, 2019,
excluding weekends and holidays.

First, we use Eviews software, in order to obtain the right ARIMA econometric
model, and by using the Box-Jenkins methodology, we forecast the SP500 financial time
series. However, for best results, the series was split, starting on March 2, 2009, due to
the 2007-2008 financial crisis.

For model comparison, was realized the prediction of the SP500 stock index data,
using a Deep Neural Network - Long Short-Term Memory model (code programmed in
Python). It is concluded that the best results were obtained with neural network models,
for both short and long term forecast.

Keywords: Financial Time Series; Financial Market; Standard & Poor’s 500; Machine
Learning; Deep Learning; Long Short-Term Memory; Auto-Regressive Moving Average
Models; Forecast.
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Nestes ultimos anos, Machine Learning, uma das grandes areas da Inteligéncia
Artificial, tem sido bastante desenvolvida, principalmente em relacéo a previsdo de séries
temporais financeiras, sendo este um dos grandes fatores para tomadas de decisdes nas
empresas, bancos e outras institui¢oes.

Contudo, devido ao facto da existéncia de um vasto leque de projetos
desenvolvidos nesta area, a comparacao entre 0s métodos tradicionais econométricos com
os modelos de Deep Learning (sub-area de aprendizagem profunda de Machine
Learning), para se concluir qual destes retorna resultados fidedignos, é um dos temas
bastante debatidos, tanto a nivel internacional como a nivel nacional.

Esta tese tera um carécter bastante inovador, principalmente a nivel nacional, pois
tem um tema pioneiro ao nivel de mestrado, sendo o seu objetivo principal comparar o0s
métodos tradicionais de previsdo com novas metodologias de tipo LSTM (Long Short
Term Memory) para Deep Learning, para dados financeiros, e onde toda a parte
computacional foi desenvolvida na linguagem Python. A série temporal em estudo é
proveniente da bolsa americana, nomeadamente o indice Standard & Poor’s 500.

No inicio dos anos 90, Tang, de Almeida, e Fishwick defenderam que para séries
temporais com memdria longa, 0 modelo Box-Jenkins e as redes neurais apresentam bom
desempenho. No entanto, o modelo Box-Jenkins mostra ser um pouco melhor na previsao
de curto prazo e a rede neural na de longo prazo. Mas relativamente as séries de memoria
curta, séo as redes neurais que apresentam melhores resultados.

De seguida, em 1996, através do estudo de Kohzadi, Boyd, Kermanshahi, e
Kaastra, comprovou-se que as previsdes com redes neurais sdo consideravelmente mais
precisas do que as dos modelos tradicionais ARIMA (Auto-Regressive Integrated Moving
Average). Além disso, chegaram a conclusao de que a razéo por detréas disso, € porque 0s



dados utilizados no projeto contétm um comportamento ndo-linear, que nao pode ser
totalmente capturado pelo modelo ARIMA linear.

Para além disso, Mantovani, (2004) comparou 0os modelos ARIMA e as redes
neurais artificiais, que mostrou que os modelos ARIMA, em grande parte dos casos,
reproduzem razoavelmente as caracteristicas das series. Contudo, a classe das redes
neurais artificiais reproduz de forma mais fidedigna estas caracteristicas, principalmente
em séries ndo-lineares.

Mais recentemente, Qian e Gao, (2017), chegaram a conclusdo de que Support
Vector Machine (SVM), um dos modelos mais utilizados em Machine Learning, é
excelente na previsdo de movimento de precos, comparativamente aos modelos ARIMA.
Além disso, mencionam como sugestdo o modelo LSTM, que pode obter um excelente
desempenho.

De forma a seguir a sugestdo de Qian e Gao, em 2018, Siami-Namini e Namin
realizaram um estudo, onde comparam a precisédo dos modelos ARIMA e LSTM, ao que
indicaram que o0 modelo LSTM é superior a0 modelo ARIMA. Além disso, nesse estudo
defendem os beneficios da aplicacéo de algoritmos e técnicas de Deep Learning aos dados
economicos e financeiros.

Por conseguinte, de forma a seguir os passos de Saimi-Namini e Namin (2018), 0
presente trabalho tem como objetivo concluir quais dos modelos ARIMA e LSTM, obtém
melhores resultados na previsdo de séries temporais financeiras, sendo que neste caso,
sera utilizado o indice bolsista Standard & Poor’s 500.

Este projeto inicia-se com uma breve contextualizacdo sobre Machine Learning,
Econometria e Mercados Financeiros, de modo a facilitar o leitor a compreender um
conjunto de conceitos importantes a serem aplicados. Essa contextualizacdo tem como
base alguns artigos, mas principalmente o livro “Deep Learning with Python” de Kethar
(2018).

De seguida, é realizado um estudo empirico que se divide em duas grandes partes,
sendo que a primeira é referente a previsdo com modelo econométrico ARIMA e a
segunda consiste na previsdo da série temporal com o modelo Deep Learning, em
particular com redes de tipo Long Short-Term Memory (LSTM).

Relativamente a primeira parte, inicialmente é realizado uma analise grafica a
série financeira e uma avaliacdo a estacionariedade da série, que ao ser obtida, leva ao
procedimento da metodologia de Box-Jenkins. Apds isso, € obtido o modelo que melhor
se adequa a série e, posteriormente, € feita a respetiva previsao da série.

Referente a previsdo do modelo Deep Learning, ja se procede de forma diferente,
pois a previsdo da série é feita através de um codigo de programacgdo na linguagem
Python. Este cddigo é corrido inlmeras vezes, com o intuito de obter o menor erro de
previsdo possivel, alterando alguns parametros, como o nimero de épocas, a percentagem
de dados em treino e em teste, entre outros.



Por fim, é realizada uma sintese, onde sdo comparados os valores de previsdo
obtidos, ao qual permite identificar o melhor método para previsdo a série temporal
financeira em consideragéo.



1. Revisao de Literatura

1.1. Breve introducdo a Machine Learning

De acordo com Ketkar (2017), Machine Learning concentra-se no
desenvolvimento de algoritmos que ficam melhores numa tarefa ao longo do tempo, ou
seja, com a experiéncia.

Além disso, Henrique et al. (2019) referem também que as técnicas desta ciéncia
buscam extrair padrdes dos dados histéricos — num processo conhecido como training ou
learning para, posteriormente, fazer previsdes sobre novos dados. Isto tem vindo a
mostrar ao longo destes anos, um excelente desempenho na previsdo de algoritmos, na
maioria dos quais foram comprovados. Por esta razdo, os seus modelos sdo alguns dos
mais pesquisados, principalmente na area das Financgas.

No entanto, as suas técnicas podem ser agrupadas em quatro grupos: um dos
grupos € a aprendizagem supervisionada, que transforma os dados em algoritmos para
que estes sejam divididos em classes, que inclui as técnicas: Decision Tree, Regressao,
Support Vector Machines e Naive Bayes; outro é a aprendizagem nao supervisionada, em
que a tarefa dos algoritmos é tirar conclusdes dos dados sem serem classificados, que
engloba as técnicas: K-Means e Gaussian Mixture models; existe também a aprendizagem
de associacdo, onde se baseia no descobrir relagdes entre as variaveis de uma grande base
de dados; e, por fim, a aprendizagem de reforgo, que tem como tarefa encontrar a melhor
acao a exercer, de forma a maximizar o retorno.

De entre muitos modelos, 0s mais utilizados para previsdo de séries temporais
financeiras envolvem as técnicas de Support Vector Machines (SVMs), redes neurais
artificiais (RNAs), e em particular redes neurais recorrentes (RNR), que serdo as mais
focadas neste projeto.

Geralmente, nos modelos de Machine Learning o estudo dos dados é dividido em
duas fases: a primeira consta na selecéo de variaveis e modelos relevantes para a previséo,
separando uma parte dos dados para o training e validagcdo dos modelos, otimizando-os,
e a segunda assenta na aplicacdo dos modelos aos dados destinados ao teste, medindo
assim, o desempenho preditivo.

Em relacdo ao desempenho preditivo, € importante ter conhecimento de que se
pode observar modelos com grau = 2 (melhores) em comparacdo com modelos de grau =
8 (piores), pois quando se considera que todos os conjuntos de dados contém algum ruido,
um modelo de maior capacidade, ou seja de maior grau, acaba por apenas ajustar o ruido,
além do sinal nos dados.



1.2.  Noc0Ges de Mercados Financeiros

A importancia da analise dos mercados financeiros advém da sua influéncia nas
tomadas de decisdo relativamente aos gastos, tanto a nivel pessoal como no mundo dos
negocios.

Por sua vez, um dos aspetos mais importantes na analise destes mercados €
perceber que tipo de ativos financeiros existem, como por exemplo, futuros, obrigacdes,
opgoes, titulos de acles, entre outros. Sendo que, estes ativos sdo transacionados em
indices de bolsa especificos.

No entanto, por indice de bolsa entende-se como o valor de determinada carteira
de acdes de varios setores, que € um indicador estatistico medido em pontos, que reflete
o valor médio combinado de ativos, sendo que esse valor médio resulta da evolugéo de
precos de um determinado mercado.

Relativamente as agdes, estas constituem titulos de propriedade e representam
uma fracdo do capital das sociedades, que sdo emitidas pelas empresas cotadas para obter
recursos, fazendo face as necessidades de fundos.

Além disso, tendem a desvalorizarem-se ou a valorizarem-se em conjunto com
outras acdes, logo os indices bolsistas transmitem num sé ndmero, 0 comportamento
global do mercado. Dado que, esse nimero constitui a média das subidas e descidas da
cotacao dessas agoes.

Contudo, numa forma geral, pode-se dividir os indices bolsistas em dois tipos: o
indice geral, em que sdo consideradas todas as a¢Bes cotadas numa bolsa, ou o indice de
selecdo, onde se restringe o indice as acdes mais representativas da bolsa, de forma a
refletir a sua importancia no mercado.

E de notar que, certos fendmenos ocorrentes nos mercados financeiros sio
anunciados antecipadamente, principalmente a entrada ou saida de uma empresa na bolsa,
0 que permite aos investidores fazer certas previsdes. No entanto que, quando uma
empresa esta prestes a entrar no indice bolsista, ocorre uma subida da cotagdo, devido a
um aumento na procura da agao.

Contudo, o comportamento do indice ao longo do mercado depende da sua
composicdo, do tipo e nimero de acdes cotadas, da ponderacao atribuida as acdes e do
tipo de média estabelecida.

Em relacdo a composicdo, os indices podem ser classificados por meio de dois
critérios diferentes: um deles é o procedimento do calculo da média, que pode ser
aritmética ou geométrica; ou pelo sistema de ponderacdo. Este ultimo critério leva a trés
tipos de indices: os indices de preco ponderado, em que o indice é proporcional & soma
dos precos das acOes das empresas que sdo incluidas na mesma (mais caras as acdes da
empresa, maior serd a sua influéncia no indice); os indices de capitalizacdo ponderada,
no qual o indice € proporcional a capitalizacdo do mercado das empresas (maior a
capitalizacdo de uma empresa, mais influéncia terd a mesma sobre o indice); eos indices



de igual ponderacéo, onde o indice € cotado com uma férmula complexa, de modo a que
a contribuicdo de todas as empresas seja igual.

Além disso, a variancia de um indice bolsista depende dos diferentes pesos dos
ativos, do valor do coeficiente de correlacdo médio e da volatilidade média de cada acdo.

Relativamente a volatilidade do indice, esta consiste na variagdo dos precos em
relacdo a sua meédia, durante um determinado intervalo de tempo, dependendo do
comportamento das empresas e dos mercados.

Por sua vez, constatamos que o pre¢o dos ativos financeiros oscila devido a lei da
“procura e oferta”, ou seja, quando existem mais investidores a comprar a¢des do que a
vender, 0 preco destas aumenta, enquanto que ocorre 0 inverso, se existirem mais
investidores a vender, pois necessitam de baixar o preco das a¢des, no intuito de atrair 0s
compradores. Contudo, essa lei sofre alteracdes devido as tendéncias, isto &, devido as
noticias, a situacdo econdmica do pais, aos dados econémicos ou as previsdes futuras de
crescimento.

Para além disso, diversos outros fatores relacionados com a conjuntura econémica
de cada pais podem levar a uma maior ou menor volatilidade dos mercados financeiros,
como por exemplo, a inflacdo, as taxas de cdmbio, as taxas de juro ou até mesmo de
situacOes de instabilidade politica.

Em 1976, Black introduziu o efeito alavanca, que indica que o preco das acbes
tende a ser negativamente correlacionado com as variagdes na volatilidade, em que a
volatilidade é mais elevada ap6s impactos negativos do que apds impactos positivos, com
a mesma intensidade. Esta teoria defende que a alavancagem do mercado aumenta, a
medida que o valor do indice de a¢des desce, tornando assim, o capital mais arriscado.

No entanto, Pindych (1984), French, Schwert e Stambaugh (1987) e Campbell e
Hentschel (1992) defendem que o aumento da volatilidade amplia o retorno sobre as
acOes, causando assim uma queda do preco. E contrariamente ao estudo de Black, esta
teoria estabelece que as alteragdes na volatilidade provocam variagdes no preco.

Ao longo dos anos, a previsdo do preco das acdes sempre foi um tema muito
debatido, pois devido a sua complexidade sempre estimulou o interesse dos
investigadores com o intuito de desenvolver os melhores modelos de previs&o.

Contudo, um dos fatores que torna a previsdo bastante complexa é o facto de os
acontecimentos futuros ser tdo incertos, o que leva a que os investidores ndo tenham plena
certeza das suas previsoes.

Em 1970, foi desenvolvida a Teoria da Eficiéncia dos Mercados por Fama, que
considera que o mercado é eficiente, quando toda a informacéo disponivel é refletida nos
precos. Também nessa teoria é possivel serem identificadas trés formas de eficiéncia: a
eficiéncia na forma fraca, que defende que o pre¢o atual representa apenas a informagéo
relativa a todos os precos passados; a eficiéncia na forma semi-forte, que indica que o
preco corrente, para além de refletir a informacdo referente a todos os precos do passado,



também retrata toda a informacéo publica; e a eficiéncia na forma forte, que refere que o
preco retrata todas as informacdes, tanto pablicas como privadas, e que nenhum
investidor tem acesso a qualquer tipo de informacao privilegiada.

Ainda referente a analise dos mercados financeiros, Santos (2015) destaca trés
grupos: os defensores da analise fundamental, os defensores da analise técnica e os
analistas quantitativos, que se destacam dos dois anteriores pela relevancia que tem na
modelacdo quantitativa, no &mbito da moderna analise financeira dos mercados e
derivados.

Além disso, destacam-se ainda dois grupos: os investigadores das financas
comportamentais, que defendem que existem evidéncias de anomalias nos mercados, e
os investigadores das financas tradicionais, que rejeitam a hipotese das anomalias,
criticando as metodologias seguidas, e advogam que os mercados sao eficientes.



2. Conceitos Econométricos

Nos ultimos anos, varios modelos foram desenvolvidos para prever séries
temporais financeiras, tais como os modelos auto-regressivos integrados de medias
moveis (ARIMA). Estes modelos foram introduzidos por Box e Jenkins em 1970,
(também conhecidos como a metodologia Box-Jenkins (B-J)), que tém como objetivo
identificar, estimar e diagnosticar modelos com base em dados de séries temporais.

Além disso, mostram capacidade para gerar previsdes eficientes de curto prazo,
superando constantemente outros modelos complexos. Sendo que, este método capta as
correlagdes histdricas entre os dados e estende-as para periodos futuros. Isto €, quanto
mais fortes, homogéneas e estaveis forem as correlac@es historicas entre os dados melhor
serd a adequabilidade dos modelos. Nos casos em que os dados sdo irregulares ou as
correlagdes mudam com o tempo, 0 método pode extrapolar correlacdes inadequadas para
periodos futuros (Box, Jenkins e Reinsell, (1994)).

Em sintese, os modelos ARIMA modelam a funcdo de autocorrelacdo de uma
série temporal com poucos parametros, utilizando uma combinacao de termos de auto-
regressao (AR), integracdo (1) e média mével (MA).

2.1. Séries Temporais

Uma série temporal é conhecida como sendo um conjunto de observacdes
efetuadas em instantes sucessivos de tempo, durante um determinado intervalo de tempo,
que pode ser caracterizado da seguinte maneira:

Yi(discreta), t=1,2,..,n ou Y(t) (continua),t eI S R

Estas séries podem ser divididas em dois tipos: séries temporais univariadas, que
sdo constituidas por uma Unica observacdo em cada instante de tempo, e séries temporais
multivariadas, que contém varias observacdes em cada instante.

Além disso, podem reger-se de acordo com varios movimentos, que podem ser
classificados por: movimentos de tendéncia, que descrevem uma direcdo global, segundo
a qual a série temporal tende a desenvolver-se num intervalo de tempo longo; movimentos
ciclicos, que tracam oscilacdes a longo prazo em torno da reta ou curva de tendéncia;
movimentos por estacdes (sazonalidade), que delineiam padrfes praticamente idénticos,
a que uma série temporal parece obedecer durante 0os mesmos periodos de tempo
sucessivos; movimentos aleatérios, que descrevem deslocamentos esporadicos das
sucessdes cronologicas, incitadas por acontecimentos aleatérios (elei¢des, cheias graves,
etc.).



Assimetria

A assimetria indica o grau de afastamento que uma distribuigdo apresenta do seu
eixo de simetria, nomeadamente:

e Distribuicéo simétrica: Média = Mediana = Moda ;"‘\\
."r N
F’Jf .‘\
_H""" \\'H.
¢ Distribuicdo assimétrica positiva (a direita): Média > ~
Mediana > Moda ( \x
Jfl \\-..
e Distribuicao assimétrica negativa (a esquerda): Média s
< Mediana < Moda / \

Além disso, pode ser quantificada através do seu coeficiente do momento de
assimetria, isto é:

lZTl—fy' =
sk= —B—=—_1 =
V3 -9
n =1

onde n=ndmero de observacdes da série
yi = valor registado por esta série no instante i

Apoés calculado o coeficiente do momento de assimetria, a distribuicdo é
determinada da seguinte maneira, tendo a distribuicdo normal como termo comparativo:
e s, =0, distribuicdo simétrica
e sk > 0, distribuicdo assimétrica positiva
® s, <0, distribui¢do assimétrica negativa

Curtose

Relativamente a curtose, este termo corresponde ao grau de achatamento da

distribuicdo, ou seja, relaciona o achatamento da curva de frequéncia com o da curva
normal de referéncia.

Contudo, para avaliar a curtose associada a uma seérie, calcula-se o coeficiente do
momento de curtose, isto é:
Lyn (v =3
n _i=1 i
gy

V(, Zie1 i =39

k=

Y




De acordo com esse valor associado a série, assume-se que a mesma se rege de
acordo com uma das seguintes distribuigdes:

e k =3, distribuicdo mesocurtica
e k > 3, distribuicdo leptocdrtica
e k< 3, distribuicdo platicurtica

Leptocdrtica (b, > 0 \

Platicartica (b,< 0

H

De uma forma global, os coeficientes de assimetria e curtose, séo utilizados para
tirar conclusdes sobre a normalidade da varidvel em estudo. No entanto, em forma de
complemento, é também usual recorrer-se ao teste Jarque-Bera (JB).

Esse teste € um dos testes mais comuns para testar a normalidade de uma variavel
(Brooks, 2008), através da média, variancia, simetria e curtose da mesma. Ou seja,
assume-se que uma variavel tem distribuicdo normal se apresentar uma distribuicéo
simétrica e mesocurtica (isto é, com assimetria nula e coeficiente de curtose igual a 3).

A estatistica de teste do JB tem uma distribuicdo y2 com 2 graus de liberdade
sobre a hipdtese nula da normalidade, Ho. Assim, se a série tem uma distribui¢do normal,
a estatistica do teste de Jarque-Bera ndo sera significante, ou seja, o p-value associado ao
teste sera superior ao nivel de significancia 5%, levando a ndo rejei¢do da hipdtese nula
da normalidade.

2.2. Processos Estocasticos

Um processo estocastico pode ser definido como qualquer familia de variaveis
aleatorias {Y(t), t € I},emque I corresponde a um intervalo de tempo predefinido. De
uma forma geral, o proposito da analise de séries temporais recai sobre registar
ocorréncias dum processo estocastico desconhecido, logo as caracteristicas de uma série
temporal sdo as mesmas que as do processo estocastico associado.

Seja {Y(t), t € I} um processo estocastico com variancia finita, definem-se como
suas estatisticas:
e Valor médio: u(t) = E[Y(t)]
o Variancia: o2(t) = Var(Y(t)) = E [(Y(£) — u(t))’]
e Covariancia:
y(t1, t2) = cov[Y (t1), Y(t2)] = E{[Y (t1) — u(t)][Y (t2) — u(t2)]}

= E[Y(t)Y (t2)] — u(tDpu(t2)
e Coeficiente de correlagéo de Pearson:
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p(t,t~_ y(ty, t2)  — covl[Y(t1), Y(t2)]
1277 5(t)o(t2)

VVar(Y (t))Var(Y(t2))

Uma das propriedades essenciais das séries temporais é a sua estacionariedade,
uma vez que a maioria dos modelos econométricos so é valido para séries estacionarias,
0 que indica que a sua distribuicdo de probabilidade é estavel ao longo do tempo.

No entanto, na parte econométrica, a utilizacdo dada a este conceito € quase nula,
dado que é muito dificil obter séries reais com este tipo de caracteristicas (Ferreira, 2016).
Por assim ser, assumir uma forma de estacionariedade mais fraca é por vezes suficiente.

Assim sendo, um processo estocastico {Y(t), t € 1} diz-se fracamente estacionario
(estacionariedade fraca ou em covariancia), se V t € I, setem:

e Média constante ao longo do tempo: E[Y(t)] = u
e Variancia constante e finita ao longo do tempo: Var(Y(t)) = 02 < o
e Covariancia dependente do desfasamento p e constante em relacdo ao
tempo t
cov[Y(t),Y(t—h)]=y(t,t —h) =yn

Em séries temporais existem dois tipos de tendéncias: tendéncia deterministica,
em que os desvios em relacdo a linha de tendéncia sdo puramente aleatdrios e ndo tém
impacto sobre o comportamento ao longo do prazo, e tendéncia estocastica, em que a
componente aleatoria e afeta a trajetoria a longo prazo da série.

Esta distincdo é de grande relevancia uma vez que os dois tipos de tendéncia
requerem diferentes tratamentos para induzir a estacionariedade na série. No primeiro
caso, a estacionariedade é obtida através da remocéo da tendéncia segundo a qual a série
se desenvolve. Enquanto que, no segundo caso, a estacionariedade ¢ induzida quando se
efetua, geralmente, a primeira diferenca da série.

Estas tendéncias podem ser representadas, respetivamente:
Y(t) =a+ bt + & Yt) =6+ Y1 + &, comdrift§
Y(t) =Ye1 + &, sem drift

Com base nas tendéncias, foram definidos os dois modelos mais populares para
séries temporais nao-estacionarias: 0 processo estacionario em tendéncia puro (TSP —
Trend Stationary Process) e o processo estaciondrio em diferencas puro (DSP —
Difference Stationary Process).

Em suma, para o seguinte modelo de regressao simples,
Ye =pYe-1 + fo+ fit + &

Consideremos 0s seguintes cenarios:
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e Sep = 0, entdo existe uma tendéncia deterministica e temos um processo
estacionario em tendéncia puro, em que um processo que € estacionario
em torno de uma tendéncia linear — série ndo estacionaria,;

e Sep =1 ep1 = 0,entdo existe uma tendéncia estocastica nos dados, em
que temos um processo estacionario em diferencas puro, designada por
passeio aleatorio com deriva (drift) — série ndo estacionéria;

e Sep =1 epfo f1 # 0,estamos perante um passeio aleatorio com drift e
tendéncia deterministica — série ndo estacionaria;

e Sel0 < p <1 epf1= 0,existe correlacdo serial em Y, mas nédo existe
tendéncia estocastica — série estacionaria.

2.3. Processos para obter a estacionariedade

Como anteriormente dito, quando verificada a ndo-estacionariedade é necessario
proceder a um dos seguintes processos para estabilizar as séries:

o Diferengas sucessivas: AY:= Yi— Yi—1
A*Y,=Y,—2Y, 1+ Y,
e Diferencas dos logaritmos (retornos ou rendibilidades):

Alog(Yt) =log(Yr) —log(Ye-1)

Para além disso, se uma série ndo-estacionaria necessitar de ser diferenciada d
vezes, para ficar estacionaria, entdo a série diz-se integrada de ordem d, Y+ ~ 1(d). Por
sua vez, se uma série é estacionaria sem necessitar de ser diferenciada, diz-se que é
integrada de ordem zero, 1(0).

Uma sequéncia {e¢} define o ruido branco, representada por e: ~ WN(0, ¢2) ou
Y(t) ~ WN(O0, ¢2), se cada valor da série tiver média zero, variancia constante e ndo
apresentar correlacgdo serial, isto é:

e E(e)=0;
o Var(e) =02 < oo;
o E(et, et-1) = cov(er, er—s) =0, paras # 0

E necessario ter em atencdo que os erros (residuos) dos modelos direcionados para
previsdo devem ser ruido branco, caso contrario, significa que os mesmo sdo
correlacionados e, portanto, a previsao pode néo ser fidedigna.

Testes de Raiz Unitaria

Se as técnicas de regressdo standard forem aplicadas as séries ndo estacionarias,
pode acontecer que o resultado de ser uma regressao de qualidade no que diz respeito as
suas medidas standard (coeficientes dos estimadores significativos e um elevado R2),
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mas, no entanto, tem muito pouco valor. Tal modelo tem a denominacdo de Regressao
Espuria.

Com objetivo de evitar situacdes indesejaveis como apresentado anteriormente,
foram criados os testes de raiz unitéria, cujo proposito consiste em avaliar se a série é
estacionaria em termos estocasticos. Para isso, de uma forma geral é testada a hipotese
nula de que a série é ndo estacionaria (Ho: p = 1, possui uma raiz unitaria) versus a
hipotese de que a série € estacionaria (H1: p # 1, ndo possui raiz unitaria).

Atendendo aos varios testes propostos destacam-se 0s testes desenvolvidos por
Dickey e Fuller (1979), o teste KPSS desenvolvido por Kwiatkowski et al. (1992) e o
teste PP de Phillips e Perron (1988).

No teste de Dickey — Fuller assume-se que 0s erros sdo independentes e
identicamente distribuidos (i.i.d), ou seja, ndo apresenta qualquer autocorrelacao.

Considerando o modelo de regressao inicial Y¢ = pYt-1 + Bo + Pit + &, este
altera-se (ligeiramente) ao subtrair Y:—1 em ambos os lados da equagdo, obtendo-se:

Yi—Yi1=(p—1)Ye1+ Bo+ L1t + &
Assim, para este caso, as hipoteses a serem testadas sdo as que se seguem:
Hooa =p—1=0 wversus Hia #0

O teste em foco é utilizado quando os erros e s&o ruido branco, ou seja ndo tem
correlacdo serial. Porém, tal condicdo nem sempre € verificada, por isso devera ser
executado o teste com corre¢do paramétrica, conhecido por teste de Dickey — Fuller
Aumentado (ADF — Augmented Dickey — Fuller).

Este teste sugere o aumento da regressdo, através da adicdo de um ndmero de
variaveis desfasadas da primeira diferenga de Y, até que os erros &: obtidos ndo sejam
autocorrelacionados, isto €:

P
AYe=(p— DYe-1+ > BiAY—i + &t
i=1

Os testes Phillips - Perron (PP) sdo muito similares aos testes ADF, porém
incorporam uma correcao automatica ao teste DF que levam a que sejam permitidos erros

autocorrelacionados. Além disso, este teste em foco geralmente conduz as mesmas
conclusdes e possui as limitagcdes importantes do teste ADF.

Por ultimo, o teste Kwiatkowski — Phillips — Schmidt - Shin (KPSS) foi criado
com o objetivo de conceber um contraponto aos tradicionais testes de raiz unitarias, com
as seguintes hipoteses a serem consideradas:

Ho:p<1 wversus Hup=1

Além disso, a estatistica de teste é dada por:
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M= 2. n2'é
=1

Onde s¢ = Yt;_, € €8 € um estimador para a variancia dos erros.

As hipoteses sdo ndo-rejeitadas ou rejeitadas de acordo com os valores criticos
associados aos niveis de significancia usuais, 1%, 5% e 10%. Sendo que se rejeita a
hipdtese nula Ho se:

LMkpss > valores criticos

2.4. Modelos de Séries Temporais Univariadas

Os modelos de séries temporais univariadas recorrem apenas a informacGes
contidas nos valores passados registados pelas variaveis e, possivelmente, aos valores
atuais e passados de um termo de erro, com o intuito de prever valores futuros.

Uma classe importante desses tipos de modelos sdo a familia dos modelos ARMA.
Estes modelos foram criados para séries estacionarias, uma vez gque assumem que O
processo estd em equilibrio. No entanto, caso a série ndo apresente estacionariedade,
aplica-se 0 modelo ARIMA, sendo | correspondente ao processo de integracdo da série
ndo-estacionaria.

Estes tipos de modelos, ARMA e ARIMA, estdo associados a metodologia de Box
e Jenkins (1976), que visa captar o comportamento da correlacdo serial, ou
autocorrelacdo, entre os valores da série, de forma a realizar futuras previsoes.

a. Modelos Autorregressivos — AR(p)

Os modelos autorregressivos sdo modelos onde o valor atual da variavel em
estudo, Y, depende apenas dos valores tomados por esta nos periodos passados e de um
termo de erro. Por conseguinte, um modelo autorregressivo de ordem p, denotado por
AR(p) é expresso da seguinte forma:

p
Yi=ao+ D a¥i-i+e com & ~WN(0,o2)
i=1

Onde p designa-se por ordem de desfasamento (lag order) e &: € 0 processo de
ruido branco que assinala a nova informacéo recebida no instante t.

Tomando a notacdo de L para o operador desfasamento (operador lag),
representado por Li(Y:) = Y¢—i, a equacdo anterior pode ser escrita de forma equivalente:

O(L)Y: = ao+ &
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Onde

14
o) =1-3 aili
i=1

, . , . . P 1
Um processo AR(p) é estaciondrio, se e s se todas as raizes z = — do seguinte
(243

polinémio sdo situadas no exterior do circulo unitéario (ou seja, |ai| < 1).:

p p

P(2)=1-> azi=]](1 — aiz)

i=1 i=1

- Funcdo Autocorrelacdo (ACF): Com média E(Y:) = 0 e covariancia yn =
E(Y¢, Yein), define-sepor:

P
Pk =22 Qi Pr—i
i=1
Onde p =" ey =Var(Y)
ho oy O t
0
2
- Variancia: Var(Y)= °
- ‘ Y, aipi

- Funcdo Autocorrelacdo Parcial (PACF):

an # 0, para h < p (existe

R®)={p,cr 0, parah>p (ndo existe
PACF

Esta funcdo denota a convergéncia brusca para zero, ao fim de p passos, que por
sua vez, apresenta uma convergéncia rapida para zero em comparacao a funcdo ACF.
Além disso, é de notar que PACF diferencia um processo AR de um processo ARMA.

b. Modelos Média Mdvel - MA(q)

Sendo e: um processo de ruido branco, com E(Y:) = 0 e Var (&) = 02, 0 modelo
MA(q) representa-se por:

q q
Yi=et+ D] Oict—i= e+ D Oilist
i=1 i=1
Ou por,
Ye= eq(L)Et
Ondef (L)=1+ )¢ 6Leh,0,..,6 sdoconstantes reais.
q i=1 i 1 2 q
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Ao considerar as equacdes anteriores, conclui-se que o processo MA(q) define-se
como a média ponderada das ultimas g + 1 observagdes de um processo de ruido branco,
em cada instante t. Alem disso, independentemente dos valores das constantes reais
01, 62, ..., 84, MA(q) é sempre um processo fracamente estacionario.

- Valor médio: Desde que E(et) = 0 também se constata que E(Yt) = 0.

- Variancia: Sendo E(Y:) = 0 e 0s erros & nao correlacionados, temos:

q

Var (Yo) = (1+ 3 §?) o?

i=1

- Funcdo Autocovariancia:

q
o2 (On+ > 0i0i-s) , para0<s<q

i=s+1
0, paras >q

vs=1

- Funcéo Autocorrelacio:
O+ X9_ .00k
e 2 7 : para0<k <q
pr={ 143l
0, parak >q

Segundo a férmula anterior, pode-se dizer que a funcdo ACF de um processo
MA(q) se anulano lag (q + 1), o que por sua vez, indica que a funcdo PACF converge
suavemente para O.

c. Modelos Autorregressivos de Médias Moveis —
ARMA(p, q)

Ao combinar os modelos AR(p) e MA(q), surge 0 modelo ARMA(p, q), que
estabelece que o valor de uma série Y depende linearmente dos valores registados em
momentos anteriores e de uma combinacédo de valores atuais e passados de um processo
de ruido branco.

Por conseguinte, um modelo ARMA(p, q) é dado por:

p q
Ye=ao+ D aiVi—i+ e+ D) Oict—i
i=1 i=1
Com E(er) =0; E(e2) = 0e E(et, &s) = 0 parat # s.

- Valor médio:  E(Y) ="
‘ -5 @
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- Funcdo de Autocorrelacdo (ACF): Esta funcdo apresenta combinacdes de
comportamentos derivados dos modelos AR e MA. Porém, parap < g, afuncédo ACF vai
ser idéntica a de um modelo AR(p).

Além disso, o modelo ARMA(p, q) permite que sejam realizadas previsdes dos
dados ja observados, funcionando muito bem como uma primeira aproximacdo. No
entanto, salientam-se algumas limitacdes quando as séries temporais apresentam
comportamentos divergentes, intervalos de tempo irregulares, altos e baixos na
volatilidade e existéncia de quebras de estrutura.

d. Modelos Autorregressivos Integrados de Médias Moveis
—ARIMA(p, d, q)

Como foi dito anteriormente, este modelo é utilizado quando as séries ndo
apresentam estacionariedade, o que se verifica quando ndo se observa

11-YP_jail <1

Neste tipo de modelos p retrata a ordem da componente AR, d apresenta 0 nimero
de vezes que a série teve que ser diferenciada para se tornar estacionaria e g representa a
ordem da componente MA.

Matematicamente, sobre uma série Y: ndo-estacionéria devemos aplicar um
modelo ARIMA(p, d, q). No entanto, sobre a série Z: = AdY: = (1 — L)%Y+, estacionéria
e resultante da diferenciagdo da série Y, d vezes, tera de ser aplicado o modelo
ARMA(p, q).

Além disso, é de notar que todos os modelos anteriormente mencionados podem
ser definidos em modelos ARIMA(p, d, q), da seguinte forma:

e ARMA(p, q) = ARIMA(p, 0,q)
e AR(p) = ARIMA(p, 0,0)
e MA(q) = ARIMA(0,0, q)

2.5. Critérios de Comparacéao de Modelos

Em relacdo a escolha de um modelo que represente a série temporal, pode-se
prestar atengdo aos valores das funcdes ACF e PACF, através da anélise grafica, para
identificar quais as ordens a selecionar. Poréem, por vezes pode nédo ser possivel escolher
as ordens, porque pode exibir padrdes ndo muito esclarecedores.

De forma a evitar o acontecimento anteriormente mencionado, pode-se recorrer a
apreciacdo dos critérios de informac&o. Estes critérios incorporam dois fatores: um termo
que é uma fungéo de soma dos residuos ao quadrado e uma penalidade pela perda de graus
de liberdade ao adicionarmos parametros extra. Por conseguinte, adicionar uma nova
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variavel ou um lag adicional ao modelo leva a que a soma dos residuos quadrados
diminua, enquanto que o valor do termo de penalidade aumenta.

Além disso, o intuito € escolher o nimero de pardmetros que diminui o valor do
critério de informacéo, portanto adicionar um termo extra so ird reduzir esse valor, se a
soma dos residuos ao quadrado diminuir o suficiente, de modo a compensar o aumento
no valor do termo da penalidade.

De acordo com Brooks (2008), os 3 critérios de informacdo mais importantes sao:
o Critério de Akaike: AIC = n(8) + **_
T

e Critério de Schwarz Bayesiana: SC = [n(8) +L7fln(T)
e Critério de Hannan — Quinn: HQC = In(8) + X In(In(T)) _
T

Onded representa a variancia residual, que se obtém através do quociente entre
a soma dos residuos ao quadrado e o0 nimero de observacdes, k = p + q + 1, que diz
respeito ao numero total de pardmetros estimados e T que retrata o tamanho da amostra.

Contudo, é de notar que o SC integra um termo de penalidade mais rigido do que
0 AIC, enquanto que HQC se encontra entre ambos.

2.6. Validacao dos Modelos

Para que o modelo escolhido seja validado, os seus residuos devem verificar os
pressupostos seguintes:

1. Oserros tém média nula (E(er) = 0).

2. A variancia dos erros é constante e finita (Var(et) = 02 < ). Quando a
variancia dos erros é constante, esta-se perante um caso de homocedasticidade.
Caso contrario, denomina-se por heterocedasticidade.

3. Os erros sdo linearmente independentes (Cov(e;, &) = 0), i # j.

4. Os erros sdo normalmente distribuidos (et ~ N(0, 62)).

Relativamente ao terceiro pressuposto mencionado anteriormente, um modelo
adequa-se corretamente aos dados, quando os residuos sdo linearmente independentes,
para isso os residuos nao deverdo rejeitar a hipdtese nula: “Nao existe correlagao serial
entre os residuos”, do teste Breusch — Godfrey Serial Correlation.

Do mesmo modo, emprega-se o teste ARCH associado a hipotese nula: “Nao
existem efeitos ARCH nos residuos (ou seja, a variancia ¢ constante)”, para verificar a
existéncia de homocedasticidade nos residuos.
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2.7. Previsao

O processo de previsdo realiza-se por duas partes. Primeiramente faz-se uma
previsdo in-sample, isto é, uma previsao dentro da janela temporal correspondente a cada
amostra. Isto tem como intuito a comparacao e selecdo dos modelos ndo rejeitados e
identificados, em que para isso analisa-se o erro absoluto médio (MAE) e a raiz do erro
quadratico médio (RMSE). Ser4 escolhido o modelo com menor valor de ambos.

Posteriormente, prossegue-se para uma previsao out-of-sample que consiste na
previsdo de valores fora da janela temporal de cada amostra. Neste caso serdo previstos
os valores fora do intervalo de tempo observado e a qualidade da previsdo sera avaliada
usando as mesmas métricas.

No entanto, determinar a precisao de uma previséo feita por determinado modelo
é uma maneira importante de testar a adequabilidade do mesmo aos dados em estudo.
Contudo, de acordo com alguns economistas a adequabilidade estatistica de um modelo,
quer em termos dos cincos pressupostos, quer em termos da significAncia dos seus
parametros, € bastante irrelevante desde que esse modelo produza previsdes precisas
(Brooks, 2008).

Erro de Previsao

O erro de previsdo e: entre uma observacdo, (Y:), e o valor previsto associado
(Y), é representado na seguinte forma:

A

ee=Y—Y

No intuito de avaliar o desempenho de determinado modelo, é importante utilizar
um indicador que tenha a capacidade de classificar numericamente a previsdo efetuada
pelo modelo. Temos os seguintes indicadores:

e Erro Médio: ME = %
Erro Absoluto Médio: MAE = Zizleil

n

n,2
Erro Quadratico Médio: MSE =-=51

n

Raiz do Erro Quadratico Médio: RMSE = [4SE
e Erro Percentual Absoluto Médio: MAPE = X Yn e

i=1 |
n i

Previsao com Modelos ARIMA

Uma vez escolhido e estimado um modelo ARIMA, pode-se prever os valores
futuros da série, tendo como base 0 modelo determinado. Contudo, é importante ter em
atencdo que quanto menor for o erro e a janela de previsdao, melhores serdo as previsoes
efetuadas pelo modelo.
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Em termos de notacéo, a equacgéo de previsao é dada por:

p+q
¥(s) = X ai¥(s - 1), s>q
i=1
Onde¥(s) é a previsdo efetuada da série Y, no instante t, para s passos apds esse

mesmo instante. Ou seja, o intuito da equacdo anterior € prever um valor Yi+s, com s >
1, considerando que todas as observacdes passadas sao conhecidas.

Metodologia de Box-Jenkins

Fase 1 — Identificagéo:

e Preparagdo dos dados e diferenciacdo dos dados para obter uma série
estacionaria

e Selecdo do modelo: Examinar os dados, ACF e PACF para identificar os
modelos potenciais

Fase 2 — Estimacao e teste:

e Estimativas: Estimar os parametros dos modelos potenciais e selecionar o
melhor modelo usando critérios de informacéo

e Diagndsticos: Analisar a ACF e PACF dos residuos e verificar se 0s
residuos sdo ruido branco

Fase 3 — Aplicacao:
e Previsdo: Utilizar o modelo para a previsao de dados futuros.

A aplicacdo do método B-J depende de a série temporal em estudo ser
estacionaria, o que se verifica quando ndo se observa qualquer tendéncia e sazonalidade
nos respetivos dados, ou seja, os dados apresentam uma média independente do tempo e
a variancia permanece constante. Contudo, para determinar se a série temporal é
estacionaria, analisa-se analiticamente e graficamente os coeficientes de autocorrelacdo
(ACF) e de autocorrelacdo parcial (PACF) (Box, Jenkins e Reinsell (1994)).

No entanto, ao verificar a ndo-estacionariedade da série, retira-se a mesma através
de transformacgdes matematicas simples: como, por exemplo, diferenciacdo e as
diferencas de logaritmos dos elementos da série temporal (Makridakis, Wheelwright e
Hyndman (1998)).

Uma vez verificada a estacionariedade da série, identificam-se as ordens
apropriadas dos parametros de MA — coeficientes de autocorrelacdo (ACF) — e as ordens
adequadas para os parametros de AR — coeficientes de autocorrelacdo parcial da série
(PACF) (Box, Jenkins e Reinsell (1994)).
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Em suma, sendo as séries ndo sdo estacionarias aplicam-se 0 modelo ARIMA e
sendo estacionarias aplicam-se 0os modelos ARMA, gue consiste nos modelos ARIMA,
mas sem o fator de integracéo.

Por ultimo, verificam-se se os residuos (diferenca entre os valores atuais dos
valores estimados pelo modelo selecionado) sdo ruido branco, o que indica se 0 modelo
é valido. Ao analisar a ACF e a PACF dos residuos espera-se, no caso de erros aleatorios,
que nenhum coeficiente de autocorrelagdo e autocorrelacdo parcial seja significativo
(Makridakis e Hiban (1997); Makridakis, Wheelwright e Hyndman (1998)).

Definido o modelo, o método ira capturar as correlagdes histdricas entre os dados
e obter as previsdes desejadas (Makridakis e Hibon (1997); Makridakis, Wheelwright e
Hyndman (1998)).

No entanto, em relacdo a previsdo de séries financeiras, esta pode ser feita in-
sample (com objetivo de testar a precisdo da previséo), em que obtém valores para a janela
temporal da amostra da série em estudo, ou out-of-sample (valores futuros), que é
empregue para a obtencao de valores futuros fora do intervalo de tempo da amostra.

Contudo, o intuito por detras da previsdo de uma série temporal financeira é
escolher entre os modelos o que melhor se adequa a prever a variavel, por isso a sele¢cdo
dos modelos devera ser feita também com auxilio aos erros de previsao.

De entre as muitas medidas de adequabilidade existentes as mais utilizadas nos
processos de previsdo sdo: MAE (Erro absoluto médio); MPE (Erro percentual médio) e
MAPE (Erros absolutos percentuais médios); MSE (Erro quadratico médio); RMSE (Raiz
do erro quadratico médio).
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3. Machine Learning

Machine Learning ou Aprendizagem Maquina é uma area vasta de Inteligéncia
Artificial que vem a ser desenvolvida em muitas vertentes das areas de saber. Os seus
algoritmos tratam imagens, textos e dados. No entanto, nesta tese, vai-se abordar as suas
aplicagdes (métodos, modelos, algoritmos) na area da previséo financeira, devido ao seu
interesse tedrico-pratico e também a sua complexidade.

Neste capitulo estd presente um pequeno aglomerado de mateéria referente a este
tema de ciéncia de dados, com o intuito de facilitar a compreensao do seu funcionamento.
Os topicos apresentados estdo baseados em leitura de varios artigos, mas principalmente
segue o livro de Ketkar, (2017).

3.1. Redes Neurais Artificiais (RNAS)

Desde os ultimos anos da década de 80, que as redes neurais artificiais (RNA) tém
sido um tema popular na andlise de dados, mas s6 no inicio da década de 90, é que
comecgaram a ser usadas em Financas.

De acordo com Arevalo (2016), a criacdo das RNAs é inspirada no cérebro
humano e, por essa razdo, as redes sao compostas por muitos neurénios conectados entre
si. Cada neurdnio é uma unidade processadora que realiza uma agregacdo ponderada de
multiplos sinais de entrada. E, dependendo das suas entradas, é ativado e propaga um
novo sinal de saida, por meio da aplicacdo de uma funcéo ndo-linear.

A primeira RNA criada foi Feed-forward Neural Network (FNN), que contém
varios neurdnios conectados entre si, mas ndo existem ciclos nem loops ao longo da rede,
e por esse motivo, as informacdes sempre avancam das entradas para os nés de saida.

Por essa razdo, foi criado um dos modelos mais conhecidos nesta area, 0 modelo
Multilayer Perceptron (MLP), que é um subtipo FNN. Este é composto por: uma camada
de entrada, que aceita o vetor variavel de entrada, varias camadas ocultas, que se
encontram entre a camada de entrada e a de saida, e que tém como funcéo aceitar vetor
de saida por camada de entrada ou Ultima camada oculta e uma camada de saida, que
produz o resultado do processamento do vetor de entrada.

Cada camada tem um numero finito de neuronios, no entanto podem conter
quantidades distintas. Contudo, exceto nos neurdénios na camada de entrada, todos 0s
outros tém uma funcdo de ativacdo ndo-linear, que normalmente assume a forma
sigmoide, isto é

y(vi) = tanh(v) ou yw)=>0+ev)

onde v; sd0 as entradas lineares ponderadas para cada neurdnio
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Através da fungdo de ativacdo, a rede MLP encontra relacBes ndo-lineares entre a
entrada e a saida, 0 que o torna uma ferramenta bastante Gtil em muitos trabalhos, como
classificagéo e regresséo.

As RNAs, tradicionalmente, sdo treinadas com o algoritmo Backpropagation, que
consiste em inicializar as matrizes de pesos do modelo com valores aleatérios, e de
seguida, o erro entre a saida da rede e a saida desejada € avaliado.

No entanto, um problema sério desse algoritmo é que o erro € diluido
exponencialmente & medida que passa pelas camadas ocultas, no caminho para o inicio
da rede. Por esse motivo, apareceu 0 modelo deep MLP (um MLP com muitas camadas
ocultas), em que apenas as Ultimas camadas sdo treinadas, enquanto as primeiras sdo
pouco modificadas. Este modelo integra nos modelos de Deep Learning, que serdo
abordados posteriormente.

Resumidamente, em termos praticos, uma Rede Neural pode ser pensada como
uma funcéo fe: x — y, que recebe uma entrada x € R» e produz umasaiday € Rm™, e
cujo comportamento é parametrizada por 6 € Rw, que é simplesmente uma colecdo de
todos 0s pesos w para todas as unidades na rede.

Isto &, numa forma geral, as redes neurais sdo construidas usando a unidade como
base. Estas podem conter varias camadas (profundidade da rede), que englobam uma ou
mais unidades, sendo isto referido como a largura da camada, que pode diferenciar de
camada para camada.

Em relacdo a previsdo gerada pela camada de saida, esta pode ser denotada por §
e avaliada através da funcédo de perda, que mede o erro entre je y que denotamos por I.

Além disso, relativamente as funcdes de perda, pode-se referir como as mais
utilizadas em Machine Learning, a entropia cruzada binaria e a entropia cruzada, em que
geralmente sdo derivadas, usando Maxima Verossimilhanca. No entanto, enquanto que a
entropia cruzada binaria é utilizada no contexto de classificacdo binaria, a entropia
cruzada € usada no contexto de multiclassificagéo.

Ao supor que f(x, 8) é omodelo que prevé a probabilidade de y dado x, onde 6
representa os parametros do modelo e que {(x1, y1), (x2, y2), .. , (xn, yn)} sd0
independentes, tendo uma distribuicdo de Bernoulli, pode-se representa a fun¢éo entropia
cruzada binéria como:

n
. (1-y)
P(DIO) =TT fCx, 6)7. (1= fCx,6))
i=1
Com base na ideia de entropia cruzada binéria, pode-se representar a entropia
cruzada, por:

n
|

P(D|6) = "—nk' [TFCxs 0)

nil.n2! .. ]
i=1
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onde y € {0,1, ..., k} sdo classes, ni, nz, ..., nk Sa0 as contagens observadas de
cada uma das k classes e Yk ,ni=mn.Além disso, de novo, assume-se que
{(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn)} s@o independentes, no entanto, neste caso seguem-se uma
distribuicdo Multinomial.

Quando os algoritmos de Machine Learning sdo usados para regressao/previsao,
a funcdo de perda é quadrética e a estimacao faz-se pelo método dos minimos quadrados
com gradiente decrescente estocastico.

3.2. Support Vector Machines (SVMs)

No campo das Financas, os Support Vector Machines (SVMs) foram criados em
1963 por Vladimir N. Vapnik e Alexey Ya Chervonenkis, para classificarem problemas
lineares numa forma mais eficiente que as redes neurais artificiais (RNAS).

No entanto, em 1992, Vapnik usou o método kernel trick, para que 0os SVMs
fossem capazes de classificar modelos ndo-lineares. Este método tenta encontrar a melhor
linha reta que pode classificar corretamente a maioria dos pontos de dados, que pertencem
apenas a duas classes denotadas por vetores de recursos no espaco R2 (Qian e Gao, 2017).

Em 2003, Kim conseguiu melhores resultados usando o método kernel Gaussian
Radial Basis Function como um classificador ndo-linear, no modelo SVM. Tendo sido
comparado com as Redes Neurais usando 0 método Backpropagation, ao qual se chegou
a concluséo de que SVM é melhor.

Pai e Lin, (2005) combinaram um SVM com média movel integrada
autorregressiva (ARIMA) num sistema hibrido capaz de erros menores do que aqueles
obtidos usando os modelos separadamente.

H. Y. Yuetal., (2009) propuseram uma variagdo do SVM conhecido como Least
Squares (LSSVM), que possui um custo computacional menor que o SVM original e boa
capacidade de generalizacdo, com o uso de Algoritmo Genético (GA) — um processo de
selecdo de valores otimizados para cada geracao, que apresenta resultados superiores aos
modelos SVM convencionais, ARIMA e redes neurais do tipo rede neural
Backpropagation (BPNN).

Contudo, diferente de muitos modelos tradicionais de ML que tentam minimizar
0 risco empirico, ou seja, o erro de treino no conjunto de treino, SVM tentou minimizar
0 risco estrutural, uma combinacgéo de risco empirico e complexidade do modelo, o que
efetivamente evita o problema de overfitting, que significa que o modelo ajustado pode
ter um bom desempenho no conjunto de treino, mas ruim no conjunto de teste. Para mais
detalhes sobre as redes SVM vide Ketkar, (2017).
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3.3. Deep Learning (DL)

Deep learning € uma forma de Machine Learning e como tal, também treina um
modelo em dados para fazer previsdes, mas diferencia-se pelas diferentes camadas de
abstracdo pelos quais os dados passam, tendo uma aprendizagem mais profunda.

DL é hieréarquico, no sentido de que em cada camada, o algoritmo extrai recursos
em fatores, e os fatores de um nivel mais profundo tornam-se os recursos do proximo
nivel. Ou seja, a propria palavra deep em deep learning indica a sua profundidade, em
processar diretamente a partir de dados brutos.

Além disso, abrange varios derivados das RNAs, que incluem modelos como
Rede Neural de Convolucdo (RNC), Rede Neural Recorrente (RNR), Deep Belief
Network — DBF, entre outros.

De entre as varias possibilidades, os algoritmos mais procurados e com aplicac@es
bem-sucedidas sdo os baseados nos modelos de redes recorrentes, em particular o LSTM
e 0 GRU (Gated Recurrent Unit).

Como no modelo MLP, os neurdnios nos algoritmos DL contém funcGes de
ativacdo sigmoidal ou de ativacdo tangente hiperbolica, isto &, respetivamente

1 1—e 2
1+e™* 1+ e—2x

de tipo heaviside gate functions (ex: IT (x > 0)) ou unidades lineares retificadas (ReLU).
A funcdo ReLU (Rectified Linear Unit) retorna zero se recebe um input negativo e retorna
o valor x, se x é positivo. As ultimas funcdes de ativacdo mencionadas sdo das mais
usadas recentemente, em particular nas unidades das camadas ocultas. Além disso, 0s
resultados mostram que os neurénios com funcgdo de activacdo ReLU levam a gradientes
grandes e consistentes, com o objetivo de uma rapida reducdo de dimensao dos dados.

Relativamente ao processamento de dados, é comum normalizar ou estandardizar
os dados e depois dividir o conjunto de dados em trés subconjuntos: o conjunto de treino
que é usado para ajustar os pesos da rede, o conjunto de validacdo que € usado para
minimizar a sobreposicdo e relaciona-se ao design da arquitetura (também chamado de
selecdo de modelo) e o conjunto de teste que € usado para confirmar o poder preditivo do
modelo.

De acordo com Heaton et al., (2016), em relacdo ao primeiro conjunto acima
referido, existem 2 problemas-chave que podem ser abordados usando o desempenho
preditivo de uma arquitetura:

- Um dos problemas é ter conhecimento de quanta regularizacdo se deve adicionar
a funcdo de perda. Uma das solucgdes possiveis € usar validacdo cruzada, em que um
conjunto independente de dados de hold-out (0 conjunto de dados é dividido em conjunto
de treino e conjunto de teste) é mantido em separado, para realizar uma medicao fora da
amostra do sucesso de treino numa segunda etapa, e ensinar o algoritmo a se calibrar para
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um dado de treino. Isto leva a que a medida que variamos a quantidade de regularizacéo,
obtemos um caminho de regularizacdo e escolhemos o nivel de regularizacdo para
otimizar a perda preditiva fora da amostra. Além disso, pode-se também usar o estimador
de risco ndo-enviesado de Stein (SURE), que estima de forma ndo-enviesada o erro de
um estimador fixo qualquer. Assim, para qualquer limiar, o erro quadratico médio pode
ser estimado para que o limiar com 0 menor erro seja selecionado. Para mais detalhes
sobre SURE vide Ketkar, (2017).

- Um outro problema mais complicado é treinar o tamanho e a profundidade de
cada camada da arquitetura, que é também conhecido como o problema de selecdo de
modelos. Para resolugdo desse problema, existe a técnica dropout, que é posteriormente
mencionada.

Como referida anteriormente, a validagdo cruzada é uma técnica pelo qual
dividimos nossos dados de treino num conjunto complementar para depois conduzir
analises e validacGes em diferentes conjuntos, com o objetivo de reduzir o overfitting e
aumentar o desempenho fora da amostra.

Em particular, quando treinamos séries temporais, podemos dividir os dados de
treino em periodos de tempo separados, de duracdo idéntica, o que € particularmente
desejavel em aplicacOes financeiras em que € dificil obter indicadores confidveis de
tempo consistente e ter que ser treinados e testados extensivamente.

Além disso, a validagdo cruzada também fornece uma ferramenta para decidir
quais niveis de regularizacdo levam a uma boa generalizacdo (ou seja, previsao), que é o
variance-bias trade-off classico. Isto €, se 0 modelo é demasiado simples e tem poucos
parametros, entdo vai ter bias alto e variancia baixa. Por outro lado, se 0 modelo tem
demasiados pardmetros, entdo vai ter bias e variancia alta. Portanto, tera de se encontrar
0 bom equilibrio, de forma que a evitar tanto o overfitting como o underfitting. Uma das
principais vantagens da mesma, em relacdo as métricas estatisticas tradicionais, é que
permite avaliar o tamanho e a profundidade das camadas ocultas.

Relativamente a solucdo do segundo problema referido, Dropout (abandono) é
projetado para evitar o overfitting excessivo no processo de treino e faz isso removendo
as dimensdes de entrada em X aleatoriamente com uma dada probabilidade p. E ainda,
reduz a probabilidade de dependéncia excessiva de pequenos conjuntos de dados de
entrada no treino.

Outra aplicacao de regularizacdo de dropout é a escolha do niumero de unidades
ocultas numa camada, o que pode ser alcangado se eliminarmos unidades de camada
oculta invés da camada de entrada e, em seguida, estabelecermos qual a probabilidade p
dé& os melhores resultados. Além disso, umas das propriedades de reducdo de dimenséao
de uma estrutura de rede é que, uma vez que uma variavel de uma camada é descartada,
todos os termos acima dela na rede também desaparecem.
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De acordo com Heaton et al., (2016) existem 2 projetos de arquitetura amplamente
usados que se tornaram comuns em aplicacdes de Machine Learning: Redes Neurais
Recorrentes (RNRs) e modelos LSTM.

Em relacdo as RNRs, apesar de estes terem-se mostrado bem-sucedidos em tarefas
como reconhecimento de fala e geracédo de texto, tém dificuldade em aprender dinamicas
de longo prazo. Essa complicacdo advém em parte dos gradientes que desaparecem e
explodem, que resultam da propagagdo dos gradientes, atraveés das muitas camadas
(correspondentes ao tempo) da rede neural recorrente. Contudo, estas redes sdo abordadas
mais aprofundadamente, posteriormente.

Logo, apareceu 0s LSTMs, que tém a mesma estrutura de cadeia que RNR e
aprendizagem profunda (DL), mas diferentes estruturas de modulos repetidos. Ao invés
de uma camada de rede neural Unica da RNR, existem vérias camadas interagindo numa
forma especial. Além disso, sdo uma forma particular de rede recorrente que fornece uma
solucdo, incorporando unidades de memoria. Isso permite que a rede aprenda quando
esquecer os estados ocultos anteriores e quando atualizar estados ocultos com novas
informacdes. Todavia, mais a frente existe mais informacdes sobre estas redes.

Por fim, relativamente a previsdo em termos gerais em DL tem vérias vantagens
comparando as previsdes tradicionais: os dados de entrada podem ser expandidos para
incluir todos os itens de possivel relevancia para o problema de previsdo; as nao-
linearidades e interacGes complexas entre os dados de entrada sdo contabilizados, o que
pode ajudar a aumentar o tamanho da amostra em relacdo aos modelos tradicionais; o
overfitting é mais facilmente evitado.

a. Redes Neurais Recorrentes

Vamos supor ao longo desta seccdo que a entrada consiste huma sequéncia de
entidades x(O, x(@, ..., x(® e que precisamos produzir uma sequéncia y(», y@), ..., y@®
ou apenas uma saida para a sequéncia de entrada inteira y. No entanto, para distinguir
entre 0 que a RNR produz e o que é idealmente esperado que seja produzido, denotaremos
por™b, 2, ... ¥ ou’ya saida que a RNR produz.

As RNRs produzem uma saida para cada entidade na sequéncia de entrada, logo
pode ser descrito usando as seguintes equacoes:

h® = tanh(Ux® + Wh(-1 + b)
¥ = softmax(Vh® + c)

onde h(® denota o calculo do estado oculto de uma entidade na sequéncia, x® a
entrada na entidade, h(t-1) o estado oculto anterior,’§©) a saida calculada usando o estado
oculto h®, U e W os pesos associados a entrada e ao estado oculto anterior durante o
calculo do estado oculto atual, respetivamente, b o termo de enviesamento, V' 0s pesos
associados ao estado oculto durante o célculo da saida e o seu termo de enviesamento c.
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A funcéo de ativacédo do tanh é usada no calculo do estado oculto e a funcao de ativacao
softmax é usada no célculo da saida.

Em relacdo a funcdo softmax, esta é um tipo de fungdo sigmoide, que é util
quando se tenta lidar com problemas de classificacdo. Além disso, transforma as saidas
para cada classe em valores entre 0 e 1 e também divide pela soma das saidas, 0 que d4 a
probabilidade de a entrada estar numa determinada classe.

Contudo, conforme descrito pelas equacdes, a RNR pode processar uma sequéncia
de entrada arbitrariamente grande. Além disso, os pardmetros da RNR nomeadamente,
U, W, V, b, c, etc sdo compartilhadas atraves do céalculo da camada oculta e do valor de
saida (para cada uma das entidades na sequéncia).

Atualmente, é essencial perceber como uma RNR é diferente de todas as redes
neurais feedforward (incluindo redes de convolucdo). A principal diferenca € o estado
oculto, que representa um resumo das entidades vistas no passado (para a mesma
sequéncia).

Considera-se agora uma variagdo na RNR em que, invés da recorréncia usando o
estado oculto, tem-se recorréncia usando a saida produzida no estado anterior:

h® = tanh(Ux® + W¥-1 + b)
¥ = softmax(Vh® + ¢)

Comparativamente as equacdes descritas anteriormente, a Gnica diferenca esta na
equacdo do calculo do estado oculto de uma entidade na sequéncia, h(®, pois usa a saida
anterior*-1. Ao invés do estado oculto anterior, A(t-1,

Também se pode considerar uma outra variacdo na RNR, onde apenas uma Unica
saida é produzida para toda a sequéncia.

h® = tanh(Ux® + W¥-1 + b)
y=softmax(Vh® + ¢)

Em comparagdo com a variante da RNR anterior, havera s6 uma Unica saida,y e
esta apenas usa o Ultimo estado oculto h(®.

Relativamente ao treino de uma RNR, este baseia-se simplesmente em desenrolar
a RNR para um dado tamanho de entrada e treinar a RNR desenrolada via computagéo
dos gradientes e usando o metodo de otimizacdo do gradiente descendente estocastico
(SGD).

Contudo, a ideia central do SGD é obter uma aproximacéo do gradiente ao analisar
apenas alguns exemplos dos dados.

Em relacdo ao desenrolamento da relacéo de recorréncia correspondente a8 RNR,
este assenta na escrita das equacodes substituindo recursivamente o valor no qual a relagéo
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de recorréncia é definida, ou seja, o valor de h(® é definido em termos de h(t-1, que por
sua vez é definido em termos de h(t-2) e assim por diante até h(®.

Além disso, o processo de desenrolamento opera na suposicdo de que o
comprimento da sequéncia da entrada, t, é conhecido de antemdo e com base na
recorréncia é desenrolada. Contudo, uma vez desenrolados, temos essencialmente uma
rede neural ndo recorrente, logo o processo de treino da RNR € idéntico ao treino de uma
rede neural regular.

Dado que o conjunto de dados a ser treinado consiste em sequéncias de tamanhos
variados, as sequéncias de entrada sdo agrupadas de modo que as sequéncias do mesmo
tamanho caiam num grupo. Assim, é possivel treinar a RNR com entradas de tamanhos
variados.

Contudo, o treino das RNRs tem algumas desvantagens, pois sofre com 0s
desafios de desaparecimento de gradientes, ou seja, ao calcular os gradientes nas RNRs
desenrolados, o valor dos gradientes pode cair para um valor muito pequeno (proximo de
zero), e com os desafios de explosdo de gradientes, isto é, os gradientes podem aumentar
para um valor muito alto.

De forma a lidar com gradientes explosivos pode-se redimensionar a norma do
gradiente sempre que ultrapassar um limite definido pelo usuério. Especificamente, se o
gradiente denotado por

oL

%W ese [¢g>c

entdo, definimos

Computacionalmente eficiente, mas introduz um hiperparametro extra.

oL aL® AhU+D gpt
w2 ol lZ I et 3w
1<t<t 1<k<t k<j<t—1
anU+D S . .
onde [] envolve uma multiplicacdo de matriz repetida de w, que

k<j<t—1 ohW)
contribui para ambos os problemas de gradiente. Intuitivamente, isso € semelhante a
multiplicar um numero real valorizado repetidas vezes, o que pode levar o produto a
encolher até zero ou explodir até o infinito.

Long Short Term Memory (LSTM)

Os modelos LSTMs incluem uma porta de entrada, uma porta Forget, uma porta
de modulacdo de entrada e uma célula de memdria. A unidade de célula de memdria
combina a unidade de célula de memdria anterior que é modulada pela porta de
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modulacdo de entrada e de Forget juntamente com o estado oculto anterior, modulado
pela porta de entrada. Essas células adicionais permitem que uma arquitetura LSTM
aprenda dindmicas temporais de longo prazo extremamente complexas.

Além disso, um modelo LSTM pode potencialmente melhorar os preditores
utilizando dados do passado, memorizando padrdes de volatilidade de periodos
anteriores, 0 que permite automatizar a identificacdo das relacfes temporais nos dados,
ao custo de conjuntos maiores de parametros a serem treinados.

A fim de compreender melhor o modelo LSTM, pode-se representa-lo da seguinte
forma:

z® = gW,x® + RV + b))
i®© = g(Wix® + RY* D + p,0ctV + b))
fO = aWx® + RV + pr@ctD + by)
c® = (D20 + FORCED
0® = g(W,x® + R¥ ™ + p,Oc® + b,)
A}gt) — O(t)@h(c(t))

O elemento mais importante do LSTM ¢é o estado da celula denotado por c¢®. Este
é atualizado com base na entrada do bloco z®, que produz um valor baseado na entrada
atual e na saida anterior, e no estado da célula anterior ct-1. A porta de entrada i®
determina qual fracdo da entrada do bloco faz com que ela entre no estado da célula. A
porta Forget f(® determina quanto do estado da célula anterior deve ser retido.

Além disso, a saida”) é determinada com base no estado da célula c® e na porta
de saida o(®, que determina o quanto o estado da célula afeta a saida. Todos 0s termos p
séo conexdes peephole, que permitem que uma facdo do estado da célula seja incluida no
calculo do termo em questéo.

O célculo do estado da célula ¢® ndo encontra a questdo do gradiente de
desaparecimento. No entanto, os LSTMs sdo afetados por gradientes de exploséo.

Por fim, note que o simbolo ® observa multiplicacdo pontual de dois vetores (se
a = [1,1,2] e b = [0.5,0.5,0.5] entdo a®b = [0.5,0.5,1], as funcbes o, g e h ndo sdo
funcbes de ativacdo linear, todas W e R sdo matrizes de peso e todos os termos b sao
termos de enviesamento).
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Figura 2 - Exemplo de rede LSTM

Resumindo, tendo em conta a Figura 2 os algoritmos LSTM tem controle sobre: a
decisdo de quando o input pode entrar no neurénio, de quando lembrar o que foi calculado
no passo anterior e poder decidir também quando deixar o output passar para 0 proximo
nivel de tempo.

A complexidade e performance do LSTM traz um conjunto elevado de
hiperparametros, cuja calibracdo é um processo bastante demorado e complicado.
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4. Estudo Empirico

A fim de realizar o objetivo desta dissertacdo, vai se proceder a previsdo da série
Standard & Poor’s 500, através de dois métodos distintos, com o intuito de posteriormente
ser feita uma comparacdo entre os resultados obtidos.

Este capitulo é dividido por trés se¢cdes: em que na primeira é feita uma breve
andlise da série, através de uma representacdo grafica e dos seus valores estatisticos
descritivos, na segunda é feita a previsdo da série pelos métodos econométricos e por fim
a previsdo com a deep neural network (LSTM).

Contudo, é importante salientar que a segunda secao deste capitulo é realizada no
programa Eviews, tais como todos os graficos presentes nesta dissertacdo séo obtidos do
mesmo software, no entanto a Ultima secdo, relativamente aos modelos de redes LSTM é
implementada na linguagem de programacéo Python, usando o ambiente Spyder.

Os dados em analise encontram-se no intervalo temporal de 3 de janeiro de 2000
a 3 de abril de 2019, sendo estes diarios, no entanto ndo englobam feriados e fins de
semana. Os dados foram retirados de Yahoo Finance.

4.1. Analise da Série Standard & Poor’s 500

A série em estudo, como ja referido anteriormente, é constituida pelos valores da
bolsa Standard & Poor’s 500 (SP500), devido a sua relevancia relativamente ao estudo
comportamental da economia americana.

Com intuito a um melhor entendimento do comportamento deste indice e a fim de
retirar algumas conclusoes, é apresentado o grafico representativo da evolugdo da bolsa.

Close
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Figura 3 - Série global do indice Standard & Poor’s 500

Ao observar a figura anterior (Figura 3), verifica-se a ndo existéncia de uma
tendéncia geral definida, pois apresenta movimentos irregulares e sem padrbes sazonais,
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ou seja, uma oscilacao constante. Estes aspetos dao indicacdo de uma variancia e média
ndo constantes, o que leva a concluir que a série ndo apresenta estacionariedade.

Além disso, é também evidente uma queda abrupta em 2007 a 2008, que podera
estar relacionada com a crise econdémica nesse periodo. Por essa razéo, posteriormente
sera reduzida a janela temporal da série, iniciando s6 em 2 de marco de 2009, com o
objetivo de obter melhores resultados na previsdo de valores futuros, em particular para
0s modelos lineares.

A fim de proceder a uma analise mais aprofundada, é agora apresentada a tabela
com as estatisticas descritivas do indice SP500.

800

Series: CLOSE
700 Sample 1/03/2000 4/01/2019
Observations 4841
600
500 Mear‘. 1520.048
Median 1342.640
400 Maximum 2830.750
Minimum 676.5300
300 Std. Dev. 525.6936
Skewness 0.983070
200 Kurtosis  2.897576
199 I II I I Jarque-Bera 779.7469
0 el .. ..l.l l_ Probability 0.000000
800 1200 1600 2000 2400 2800

Figura 4 - Gréfico de barras e estatisticas descritivas da série global do indice Standard & Poor’s 500

De acordo com a Figura 4, a série apresenta um coeficiente de curtose ligeiramente
inferior a 3, que independentemente de ser bastante prdximo, esta apresenta uma
distribuicdo platicurtica. No entanto, ao observar o coeficiente de assimetria, este indica
que a série revela uma distribuicdo assimétrica positiva, pois é superior a 0 e a média é
superior a mediana. O indice SP500 atinge o seu valor maximo, 2930.750, nos meados
do ano 2018 e o seu valor minimo, 676.530, no inicio de 20009.

Relativamente ao teste de normalidade de Jarque-Bera, este apresenta um p-value
inferior aos 3 niveis de significancia, 1%, 5% e 10%, o que leva a rejeicdo da hipdtese
nula que corresponde a normalidade. Logo, a série ndo segue uma distribuicdo normal.
Pela observacdo do grafico apresentado na figura anterior, a distribuicdo parece ser
multimodal.

4.2. Previsdao com Modelos Econométricos — Série Global

Tendo em conta o que foi referido no capitulo 2, em que a maioria dos modelos
economeétricos so sdo validos para séries estacionarias, nesta seccdo é analisada a sua
estacionariedade e, posteriormente, sdo feitas as respetivas transformagdes, caso,
inicialmente, seja comprovada a ndo-estacionariedade da série em niveis.

Por fim, realiza-se a previsdo dos valores futuros do indice Standard & Poor’s
500, usando a metodologia de Box-Jenkins aplicada aos modelos ARIMA.
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a. Estacionariedade

A andlise da estacionariedade da série € feita através de trés testes: teste Dickey —
Fuller Aumentado (ADF), teste Phillips — Perron (PP) (testes de raiz unitaria) e o teste
Kwiatkowshi — Phillips — Schmidt — Shin (KPSS) (teste de estacionariedade).

Ao realizar os testes obteve-se 0s seguintes resultados:

Testes de estacionariedade

ADF PP KPSS
0,9928 * 0,9959 * 6,116871**
*p-value

** gstatistica de teste

Tabela 1 - Resultados dos testes de estacionariedade
da série global do indice Standard & Poor’s 500

Conforme apresentado na Tabela 1, pode-se concluir que a série ndo é
estacionaria, pois nos dois primeiros testes ndo se rejeita a hipotese nula, que representa
a existéncia de uma raiz unitaria, enquanto que no teste KPSS rejeita-se a
estacionariedade da série’.

Estes resultados comprovam o que foi referido na analise da série, porém é
importante saber que tipo de ndo-estacionariedade se encontra associada a Standard &
Poor’s 500, pois cada tipo requer tratamentos diferentes.

Existem dois tipos de ndo estacionariedade, a ndo estacionariedade em tendéncia
deterministica e a ndo estacionariedade em tendéncia estocastica. Neste caso, estd-se
perante a segunda tipologia de ndo-estacionariedade, em que SO é necessario recorrer as
diferencas dos logaritmos (retornos) para estabilizar a série.

b. Analise Grafica e Estatistica dos retornos

Apbs efetuada a diferenca dos logaritmos sobre os dados do indice Standard &
Poor’s 500, é necessario analisar a série, novamente.

1 Os outputs dos testes de estacionariedade, ADF, PP e KPSS da série global SP500 encontram-se no
Anexo A — Testes de Estacionariedade da Série Global
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Figura 5 - Série global dos retornos do indice Standard & Poor’s 500

2,000
Series: DLCLOSE
Sample 1/03/2000 4/01/2019
1,600 Cbservations 4340
Mean 0.000140
1,200 Median 0.000533
Maximum 0.109572
800 Minimum -0.0946395
Std. Dev. 0.012035
Skewness -0.217953
400 I I Kurtesis 11.52201
Jarque-Bera 14€84.30
0 o— ————‘_- T — e Probability 0.000000
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Figura 6 - Gréfico de barras e estatisticas descritivas da série global dos retornos do indice Standard &
Poor’s 500

Ao observar o grafico anterior (Figura 5), pode-se constatar que a série dos
retornos passou a apresentar um valor médio constante, contudo ainda demonstra clusters
de volatilidade, isto é, sinais que a variancia nao é constante.

Ao analisar as estatisticas descritivas presentes na figura anterior (Figura 6),
conclui-se que a série dos retornos de SP500 segue, agora, uma distribuicdo assimétrica
negativa e leptocurtica, pois o valor do coeficiente de skewness apresenta um valor
negativo e a curtose, um valor muito superior a trés. Observam-se também alguns valores
muito extremos (outliers) fora das caudas da distribuig&o.

Em consequéncia, rejeita-se a normalidade dos retornos de Standard & Poor’s
500, pois o p-value € inferior a qualquer nivel de significancia, o que leva, uma vez mais,
a rejeicao da hipdtese nula.

c. Estacionariedade da Série dos retornos

De novo, com intuito de estudar a estacionariedade do indice modificado, volta-
se a testar nos trés diferentes tipos de teste, Dickey — Fuller Aumentado (ADF), Phillips
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— Perron (PP) e o Kwiatkowshi — Phillips — Schmidt — Shin, obtendo assim os seguintes
resultados:

Testes de estacionariedade

ADF PP KPSS
0,0001 * 0,0001 * 0,334069 **
*p-value

**estatistica de teste

Tabela 2 - Resultados dos testes de estacionariedade
da série global dos retornos do indice Standard &
Poor’s 500

De acordo com a Tabela 2, pode-se afirmar que a série € estacionaria, pois tanto
no teste ADF como no teste Phillips-Perron, rejeita-se a hipdtese nula, que representa a
existéncia de uma raiz unitaria.

Além disso, no teste KPSS ndo se rejeita a estacionariedade da série, pois o valor
da estatistica de teste é inferior a todos os outros valores criticos. Podendo assim, afirmar
que a série dos retornos é estacionaria®. Resumindo, a série SP500 é integrada de ordem
1, 1(1), apresenta volatilidade elevada e valores extremos.

d. Modelizacédo da Série dos retornos

Apds obtido a estacionariedade da série, procede-se a escolha do modelo que
melhor se adequa aos retornos do indice Standard & Poor’s 500.

E importante saber que, por vezes, os modelos que melhor se ajustam aos dados
da série nem sempre sdo esses que proporcionam melhores previsdes. Por essa razao,
nesta seccdo encontra-se 0 modelo que melhor se ajusta aos dados, no entanto, na previséo
compara-se os resultados dos varios modelos possiveis.

Para alcancar o objetivo desta seccéo, recorre-se ao correlograma da série dos
retornos para determinar quais 0s possiveis modelos representativos do indice, através
das funcGes ACF e PACF.

20s outputs dos testes de estacionariedade, ADF, PP e KPSS da série dos retornos de SP500 encontram-
se no Anexo B — Testes de Estacionariedade da Série Global
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Date: 09/26/19 Time: 09:56
Sample: 1/03/2000 4/01/2019
Included observations: 4840

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob
i i 1 -0.074 -0.074 26.829 0.000
1] 1] 2 -0.053 -0.059 40.267 0.000
] ) 3 0.023 0.014 42759 0.000
{ { 4 -0.011 -0.011 43.359 0.000
i i 5 -0.042 -0.042 52.067 0.000
i i 6 0.005 -0.003 52.176 0.000
{ i 7 -0.023 -0.028 54.819 0.000
) ) 8 0.012 0.010 55529 0.000
{ { 9 -0.011 -0.013 56.096 0.000
)} 1} 10 0.022 0.021 58486 0.000
{ { 11 -0.019 -0.018 60.264 0.000
i f 12 0.043 0.041 6£9.061 0.000
) I} 13 0.017 0.021 70.392 0.000
i i 14 -0.038 -0.031 77.232 0.000
] ] 15 -0.044 -0.048 86.847 0.000

Figura 7 - Correlograma da série global dos retornos do indice Standard & Poor’s 500

Ao analisar o correlograma® da Figura 7, é possivel verificar que os dois primeiros
lags demonstram ser significativos, tanto na funcdo ACF como na PACF, o que leva a
concluir que existe a possibilidade de estar perante um dos seguintes modelos AR(1),
AR(2), MA(1), MA(2), ARMA(1,1), ARMA(L1,2), ARMA(2,1) ou ARMA(2,2).

Tendo em consideracdo os modelos anteriormente referidos, segue-se a sele¢ao
do modelo que melhor se ajusta aos dados, através da comparacdo dos critérios de
informacdo, Akaike, Schwarz Bayesiana e Hannan — Quinn, de todos os possiveis
modelos.

Modelos | AR(1) AR(2) MA(1) MA(2) |ARMA(1,1)] ARMA(1,2)] ARMA(2,1) | ARMA(2,2)
AIC  |[-6,008911[ -6,011735| -6,007611 | -6,009791 | -6,010609 | -6,011593 | -6,011528 | -6,011131
sC -6,006231 -6,007714 | -6,004932 | -6,005772 | -6,006588 | -6,006233 | -6,006166 | -6,004429
Hac [-6,007970| -6,010323 | -6,006671 | -6,008380 | -6,009197 | -6,009712 | -6,009645 | -6,008778

Tabela 3 - Valores dos critérios de informag&o de todos 0os modelos potenciais da série global dos retornos do indice
Standard & Poor’s 500

Ao comparar os critérios de informacéo” de cada modelo (Tabela 3), conclui-se
que o modelo AR(2) é o modelo com AIC, SC e HQC mais baixos, logo sera este,
possivelmente, a ser utilizado na previsdo dos valores futuros do indice.

Apobs esta conclusdo, é agora necessario analisar os residuos do modelo
selecionado. Para isso recorre-se aos testes de correlacdo (Breusch-Pagan), em que um
modelo que se adequa corretamente aos dados, tém de apresentar residuos linearmente
independentes, e ao teste de heterocedasticidade (ARCH), onde os residuos possuem uma
variancia estavel ao longo da janela temporal, se forem homocedasticos.

3 A figura completa do correlograma da série dos retornos de SP500 esta no Anexo C — Modelizagdo da
Série Global

4 Os outputs de todos os modelos possiveis da série global dos retornos da SP500 estdo no Anexo C —
Modelizacdo da Série Global .
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Modelo AR(2)
ARCH 0,0000

Breusch- Godfrey
Serial Correlation

0,4906

Tabela 4 - Resultados dos testes de correlagao
e de heterocedasticidade da série global dos
retornos do indice Standard & Poor’s 500

Tendo em consideracdo a tabela anterior (Tabela 4), pela comparacdo dos p-
value’s com 0s niveis de significancia, pode-se afirmar que os residuos da série 0s
retornos de SP500 é linearmente independente, no entanto apresenta heterocedasticidade,
ou seja, os residuos tém uma variancia instavel®.

Por conseguinte, conclui-se que os residuos ndo validam todos os pressupostos do
ruido branco, o que era previsivel, uma vez que o coeficiente de curtose é bastante
elevado, existem valores extremos e possiveis quebras de estrutura. O facto de a série
conter muitos dados e uma dindmica complexa, dificulta a escolha de um modelo linear
que se ajuste corretamente aos mesmos. Por essa razdo, sera realizada uma quebra na
janela temporal, posteriormente, analisando a série num intervalo temporal com uma
dindmica mais suave.

e. Previsao da série

A previsao é feita por todos os modelos possiveis encontrados durante o0 processo
de selecdo do modelo, comparando os erros de previsdo, sendo o melhor, o que tiver
menor valor.

Inicialmente, efetua-se uma previsdo in-sample, em que representa uma previsao
dentro do intervalo de tempo, e apds a escolha do modelo com menor erro de previsao,
faz-se uma previséo out-of-sample com esse mesmo modelo.

Previsao in-sample

Nesta previsdo prevé-se 4841 observacdes contidas no intervalo de 3 de janeiro
de 2000 a 1 de abril de 2019 para todos os modelos possiveis.

Posteriormente, é feita uma comparacédo entre os valores do erro absoluto medio
(MAE), do erro absoluto percentual médio (MAPE) e da raiz do erro quadratico médio
(RMSE) de todos modelos, para que se escolha o melhor modelo para previsdo out-of-
sample.

5Os outputs dos testes de ARCH e de Breusch — Godfrey Serial Correlation encontram-se no Anexo D —
Testes de Correlacdo e Heterocedasticidade da Série Global .
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Modelos | AR(1) AR(2) MA(1) MA(2) [ARMA(1,1)[ARMA(1,2)| ARMA(2,1) | ARMA(2,2)
RMSE | 16,03021 | 16,01659 | 16,04750 | 16,03334 | 16,02252 | 16,01366 | 16,01509 | 16,01545
MAE | 11,06845| 11,08385 | 11,08190 | 11,09248 | 11,08568 | 11,08339 | 11,08226 | 11,08196
MAPE | 0,798278] 0,799274 | 0,799184 | 0,799956 | 0,799565 | 0,799255 | 0,799117 | 0,799067

Tabela 5 - Valores RMSE, MAE e MAPE de todos os modelos potenciais da série global dos retornos do indice
Standard & Poor’s 500

De acordo com a tabela anterior®, constata-se que o modelo com menor raiz do
erro quadratico medio (RMSE) é o ARMA(1,2), no entanto o modelo AR(1) é o que
apresenta menor MAE, logo de forma a decidir qual destes deve ser o modelo escolhido,
tem de se comparar os valores Bias Proportion e Covariance Proportion.

Modelos AR(1) |ARMA(1,2)

Bias Proportion 0,000031| 0,000039

Covariance Proportion | 0,999083| 0,999914

Tabela 6 - Valores Bias Proportion e Covariance Proportion
dos modelos AR(1) e ARMA(1,2) da série global dos retornos
do indice Standard & Poor’s 500

Ao analisar os dois indicadores presentes na Tabela 6, conclui-se que o melhor
modelo é AR(1), pois este apresenta um Bias Proportion mais proximo de 0 e um
Covariance Proportion aproximadamente igual a 1.

Previsdo out-of-sample

Uma vez escolhido o modelo, prevé-se o valor do dia seguinte ap0s o intervalo de
janela temporal. Uma vez que esse periodo termina a 1 de abril de 2019, a previsdo tera
sido efetuada para o dia 2 de abril de 2019.

3,500
Forecast: CLOSEF
3000 Actual: CLOSE
¥ i 'a i Forecast sample: 1/03/2000 4/02/2019
£ ?,’9 Adjusted sample: 1/05/2000 4/02/2019
2,500 o ‘ Included observations: 4840
ol M Root Mean Squared Error 16.03021
2,000 L ’# %-7“ b Mean Absolute Error  11.06845
i v Mean Abs. Percent Error 0.798278
s, i i 0.
1,500 oy *ﬁ;% " o2 & ThE.I| Inequallt?rCoei. 0.004983
S '%i& it x’ W ﬁzfﬁ Bias Proportion 0.000031
f"}c’q’i, j’v@w ’ e ' Variance Proportion 0.000368
1,000 (o A L ; :
& 5}\{,‘} L V. Covariance Proportion 0.999083
Theil U2 Coefficient 0.996890|
500 Symmetric MAPE 0.797649
00 02 04 06 08 i0 12 14 16 18

—— CLOSEF +2SE.

Figura 8 - Previsao out-of-sample do dia 2/4/2019 da série global dos retornos da SP500, com o
modelo AR(1)

0s outputs de todos os modelos possiveis encontrados encontram-se no Anexo E — Previsdo da Série
Global .
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Através da Figura 8, observa-se que tanto o erro absoluto medio (MAE) como a
raiz do erro quadratico médio (RMSE) apresentam valores elevados o que nao sugere uma
boa previsdo. Porém, ndo indicam necessariamente que seja uma ma previsdo, uma vez
que ambos os critérios dependem da escala utilizada.

Por isso, € preciso ter em atencdo o coeficiente de Theil, a Bias Proportion, a
Variance Proportion e a Covariance Proportion. Isto &, se o coeficiente de Theil, que
varia entre 0 e 1, tem um valor proximo de 0, entdo os valores previstos aproximam-se
bastante dos valores reais. O mesmo acontece, se a Bias Proportion e a Variance
Proportion se aproximem relativamente de O, e ainda se a Covariance Proportion registar
um valor préximo de 1.

Tendo em consideracdo as afirmacdes feitas anteriormente, pode-se concluir que
se esta perante uma boa previsdo, independentemente do MAE e RMSE serem elevados,
pois o coeficiente de Theil, a Bias Proportion e a Variance Proportion s&o relativamente
préximos de 0, e a Covariance Proportion proxima de 1.

Contudo, para obtencdo de uma melhor comparacdo entre modelos, calcula-se
agora o erro de previsdo so para o dia 2 de abril de 2019, em que se obteve o valor previsto
de 2865.190, sendo o valor verdadeiro 2867.23999:

|2865.190 — 2867.23999|
2867.23999

= 0,0007149

Analisando o erro obtido, obtém-se que, a média percentual absoluta do erro
(MAPE) é aproximadamente 0.07%, portanto, pode-se constatar que a previsdo é
excelente.

4.3. Previsdao com Modelos Econométricos — Série
Reduzida

Uma vez reduzida a janela temporal do indice Standard & Poor’s 500, com inicio
a 2 de marco de 2009, volta-se a analisar a série.

Close

3,000
2,500
2,000
1,500

1,000 //»’\/W

500
09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Figura 9 - Série reduzida do indice Standard & Poor’s 500
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Comparativamente a série no seu global, € novamente visivel que ndo existe uma
tendéncia linear global, pois apresenta alguns padrGes ndo-lineares. Isto indica que a
variancia e a média sdo instaveis, o que leva a concluir que a série nao é estacionariedade.

300

Series: CLOSE
250 Sample 3/02/2009 4/01/2019
Observations 2538
200 Mean 1803.428
Median 1852.210
150 Maximum 2930.750
Minimum 676.5300
Std. Dev. 569.8059
100 Skewness 0.184415
Kurtosis 1.916850
50
lI I I Jarque-Bera 138.5078
0 il M | probabitity  0.000000
800 1200 1600 2000 2400 2800

Figura 10 - Gréfico de barras e estatisticas descritivas da série reduzida do indice Standard & Poor’s
500

Ao observar a Figura 10, verifica-se que a série, uma vez mais, segue uma
distribuicdo platicurtica e de assimetria positiva, pois apresenta um coeficiente de curtose
inferior a 3 e um coeficiente de assimetria superior a 0, respetivamente.

Em relacdo ao teste de normalidade, este volta a apresentar um p-value inferior
aos 3 niveis de significancia, 1%, 5% e 10%, o que leva a rejei¢do da normalidade.

a. Estacionariedade

Da mesma forma como na série global, o estudo da estacionariedade da série €
feito através dos trés tipicos testes, em que se obteve o0s seguintes resultados:

Testes de estacionariedade

ADF PP KPSS
0,8117 * | 0,8386 * 6,125075 **

*p-value
** estatistica teste

Tabela 7 - Resultados dos testes de estacionariedade da
série reduzida do indice Standard & Poor’s 500

De acordo com a Tabela 7, constata-se que a série ndo é estacionaria, pois os dois
primeiros testes ndo rejeitam a existéncia de uma raiz unitaria, enquanto que o teste KPSS
rejeita a estacionariedade da série’.

7Os outputs dos testes de estacionariedade, ADF, PP e KPSS da série reduzida da bolsa SP500
encontram-se no Anexo F — Testes de Estacionariedade da Série Reduzida.
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Novamente, os testes corroboram as conclusoes retiradas da analise da série e a
série também apresenta uma ndo estacionariedade em tendéncia estocéstica.

b. Analise Grafica e Estatistica dos Retornos

Devido atipologia de ndo-estacionariedade presente nesta série, efetua-se uma vez
mais a diferenca dos logaritmos sobre os dados.

Obtida a nova série, é agora necessario analisa-la, a fim de perceber se a série é
estacionaria ou néo.

DLCLOSE

.08
.06

-.08
09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Figura 11 - Série reduzida dos retornos do indice Standard & Poor’s

Tendo em conta o grafico presente na Figura 11, verifica-se que a série dos
retornos desenvolve-se ao longo de uma média constante nula e apresenta alguns clusters
de volatilidade.

De forma a obter uma analise mais profunda, estuda-se as estatisticas descritivas
da série dos retornos.

800

Series: DLCLOSE
700 Sample 3/02/2009 4/01/2019

Observations 2538
600

Mean 0.000555
200 Median 0.000642
400 Maximum 0.068366

Minimum -0.068958
300 Std. Dev. 0.010061

Skewness -0.199307
200 Kurtosis 7.903520
100 I I Jarque-Bera 2559.582

0 — _._.,_._.—-- .- _____ — Probability 0.000000
-0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06

Figura 12 - Gréfico de barras e estatisticas descritivas da série reduzida dos retornos do indice Standard
& Poor’s 500

A semelhanca da série global, a nova série dos retornos de SP500 apresenta o
valor do coeficiente de skewness negativo e o valor da curtose muito superior a trés, como
se verifica na tabela anterior, o que indica que a série segue uma distribui¢ao assimétrica
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negativa e leptocurtica, respetivamente. Também se pode concluir que o coeficiente de
curtose da subamostra diminui em relacdo ao valor da curtose da amostra total.

Além disso, rejeita-se a hipotese de distribuicdo normal, pois o p-value do teste
Jarque-Bera ¢ inferior a qualquer nivel de significancia.

c. Estacionariedade

Uma vez mais, faz-se o estudo a estacionariedade da nova série dos retornos da
SP500, ao qual se obteve os resultados:

Testes de estacionariedade

ADF PP KPSS
0,0001 * | 0,0001 * 0,255026 **

*p-value
** pstatistica teste

Tabela 8 - Resultados dos testes de estacionariedade da
série reduzida dos retornos do indice Standard & Poor’s
500

Ao analisar a Tabela 8%, observa-se que tanto o teste ADF como o teste PP
apresentam valores abaixo dos niveis de significancia, o que leva a rejeicdo da hipotese
nula, que patenteia a ndo estacionariedade da série.

Além do mais, no teste KPSS ndo se rejeita a estacionariedade da série, o que leva
a concluir, em conformidade com os trés testes, que a série ¢ estacionaria.

d. Modelizacédo da Série dos retornos

De seguida, segue-se para a escolha do modelo que melhor se adequa aos dados,
recorrendo, inicialmente, a determinacdo dos modelos potenciais. Para isso é necessario
observar o correlograma da série.

8Os outputs dos testes de estacionariedade da série reduzida dos retornos da SP500 encontram-se no
Anexo G — Testes de Estacionariedade da Série Reduzida .
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Date: 09/26/19 Time: 10:19
Sample: 3/02/2009 4/01/2019
Included observations: 2538

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC (Q-Stat Prob
i 1] 1 -0.062 -0.062 9.7030 0.002
i) ) 2 0.016 0.012 10.349 0.006
1] ] 3 -0.050 -0.048 16.713 0.001
) ! 4 0.012 0.006 17.100 0.002
i 1 5 -0.069 -0.067 29.242 0.000
) ! 6 0.014 0.004 29776 0.000
) i) 7 0.010 0.013 30.035 0.000
] 1] 8 -0.044 -0.050 35.025 0.000
] i 9 -0.008 -0.012 35172 0.000
] ) 10 0.027 0.023 36.993 0.000
] ] 11 0.006 0.006 37.099 0.000
] ] 12 -0.029 -0.028 39.194 0.000
] 0 13 0033 0.026 41.962 0.000
f i] 14 -0.058 -0.055 50.421 0.000
] I 15 -0.026 -0.032 52161 0.000

Figura 13 - Correlograma da série reduzida dos retornos do indice Standard & Poor’s 500

Através do correlograma® presente na Figura 13, encontra-se apenas um lag, que
apresenta ser significativo, tanto na fungdo ACF como na PACF, o que leva aos modelos
AR(1), MA(1) e ARMA(1,1) como modelos potenciais.

Para conseguir selecionar o modelo mais adequado aos dados, recorre-se a
comparacdo dos critérios de informacéo, de todos os possiveis modelos.

Modelos | AR(1) MA(1) | ARMA(1,1)
AIC -6,362825| -6,363342| -6,372356
sC -6,358222| -6,358742| -6,365452
HQC -6,361155| -6,361673 | -6,369852

Tabela 9 - Valores dos critérios de informacdo de todos os
modelos potenciais da série reduzida dos retornos do indice
Standard & Poor’s 500

Tendo em consideragdo aos valores dos critérios de informacio® presentes na
tabela anterior, conclui-se que o modelo ARMA(1,1) € o modelo que apresenta valores
mais baixos. Logo, o modelo a ser utilizado na previsdo dos valores futuros do indice,
possivelmente, sera este.

Dado esta concluséo, analisa-se agora os residuos do modelo selecionado, para ter
conhecimento do qudo corretamente o modelo se adequa aos dados e de se 0 modelo
possui uma variancia estavel ao longo do intervalo de tempo.

90 correlograma completo da série reduzida dos retornos da SP500 esté presente no Anexo H —
Modelizacéo da Série Reduzida .

12 0s outputs de todos os modelos possiveis encontrados da série reduzida dos retornos da SP500
encontram-se no Anexo H — Modelizacdo da Série Reduzida .
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Modelo ARMA(1,1)
ARCH 0,0000
Bre_usch- Godfl_'ey 0,3961
Serial Correlation

Tabela 10 - Resultados dos testes de
correlacdo e de heterocedasticidade da série
reduzida dos retornos do indice Standard &
Poor’s 500

De acordo com a Tabela 10, constata-se que a série dos residuos ¢é independente,
ou seja, 0 modelo adequa-se aos dados, no entanto apresenta heterocedasticidade, ou seja,
os residuos tém variancia instavel*!.

Como referido na analise da série global, independentemente, de os residuos do
modelo ndo validarem os pressupostos ja era previsivel, ndo quer dizer que ndo se obtenha
uma boa previséo.

e. Previsao da série

Previsdo in-sample

Nesta previsdo prevé-se 2542 observagdes contidas no intervalo de 2 de margo de
2009 a 1 de abril de 2019 para todos os modelos potenciais.

Modelos AR(1) MA(1) [ARMA(1,1)
RMSE 16,64764| 16,64328 | 16,65036
MAE 11,41143| 11,40879 | 11,41035
MAPE 0,683101| 0,683130 | 0,682049

Tabela 11 - Valores RMSE, MAE e MAPE de todos os modelos
potenciais da série reduzida dos retornos do indice Standard &
Poor’s 500

Ao verificar os valores do erro absoluto médio (MAE) e da raiz do erro quadratico
médio (RMSE) de todos modelos*?, conclui-se que o modelo que apresenta valores mais
baixos ¢ o modelo MA(1). Por isso, sera este o melhor modelo para previsdo out-of-
sample, apesar de na comparacgdo dos critérios de informacao, ter-se optado pelo modelo
ARMA(1,1).

11 0Os outputs dos testes de ARCH e de Breusch-Godfrey Serial Correlation estdo presentes no Anexo | —
Testes de Correlacdo e Heterocedasticidade da Série Reduzida .

120s outputs das previsGes de todos os varios modelos da série reduzida dos retornos da bolsa SP500
encontram-se no Anexo J — Previsdo da Série Reduzida .
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Previsao out-of-sample

Em relacéo a previsdo out-of-sample, esta prevé o valor do dia seguinte fora da
amostra, que neste caso, se refere ao dia 2 de abril de 2019.

3,500

Forecast: CLOSEF
Actual: CLOSE
& st sample: 3/02/2009 4/02/2
i iﬁ( § Forecast sample: 3/02/2009 4/02/2019

i i ’&.f Adjusted sample: 3/03/2009 4/02/2019
2,500 w&wf{ { Included observations: 2539

A &j Root Mean Squared Error 16.64328|

2,000 ﬁﬁi"’é‘?}‘#ﬁ 4 Mean Absolutz Error  11.40879
’wqﬁ Mean Abs. Percent Error 0.683130

ﬁ'ﬁ Theil Inequality Coef. 0.00439%

_ v &,ﬁw""?‘ BiasProportion  0.000084
r%f wr Variance Proportion 0.000456|
P Covariance Proportion 0.999579
f Theil U2 Coefficient 0.996221

500 Symmetric MAPE 0.682729
09 40 #. A2 13, 13 15, .16 17 18 19

3,000

—— CLOSEF 1$2SE.

Figura 14 - Previsdo out-of-sample da série reduzida dos retornos da SP500, com 0 modelo MA(1)

Ao analisar a Figura 14, observa-se que o valor MAE e o valor RMSE sao
elevados, contudo, como na previsao de série global, isso ndo indica uma ma previséo,
pois ambos os critérios dependem da escala.

Por isso, ao verificar o coeficiente de Theil, a Bias Proportion, a Variance
Proportion e a Covariance Proportion, conclui-se que os valores previstos sao proximos
dos valores reais, pois os trés primeiros referidos se aproximam de 0 e o Gltimo de 1.

Uma vez mais, se calcula o erro de previsdo para o dia 2 de abril de 2019, para
obtencdo de uma melhor comparagdo entre modelos. Neste caso, obteve-se o valor
previsto de 2866.810, sendo o valor verdadeiro 2867.23999:

|2866.810 — 2867.23999|
2867.23999

=0,0001499

Contas feitas, o erro MAPE é aproximadamente 0.015%, e, mais uma vez,
conclui-se que os modelos da familia ARIMA s&o capazes de previsdes de alta qualidade
para um Unico valor no futuro.

4.4. Sintese — Previsdao com Modelos Econométricos

De forma a compreender qual dos modelos obteve uma melhor previsao do indice
bolsista SP500, faz-se agora um aglomerado de todas as conclusdes chegadas na previséo
dos modelos econométricos:
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Global | Reduzida
Modelos
AR(1) MA(1)
RMSE 16,03021| 16,64328
MAE 11,06845| 11,40879
MAPE 0,798278| 0,68313

Tabela 12 - Valores RMSE, MAE e MAPE dos
modelos do indice Standard & Poor’s 500

De acordo com a Tabela 12, onde estéo apresentados os valores RMSE, MAE e
MAPE, o modelo obtido da série reduzida contém valores mais elevados, o que leva a
concluir que o modelo AR(1) da série global, adequa-se melhor aos dados do indice
bolsista SP500, do que 0 modelo da série reduzida. Posto isto, pode-se novamente afirmar
que os modelos que melhor se adequam aos dados, podem ndo levar as melhores
previsoes.

Global | Reduzida
Modelos
AR(1) MA(1)
Coeficiente Theil 0,004983| 0,004399
Bias Proportion 0,000031| 0,000084
Variance Proportion |0,000368| 0,000456
Covariance Proportion | 0,999083| 0,999579

Tabela 13 - O Coeficiente de Theil, Bias Proportion, Variance
Proportion e Covariance Proportion dos respetivos modelos
da série global e da série reduzida

Porém, ao analisar a Tabela 13, ndo se consegue indicar qual das séries se adequa
melhor aos dados, pois ambas as séries levaram a boas previsdes. Esta conclusdo advém
do facto de o coeficiente de Theil nas duas séries ser proximo de 0, tal como o Bias
Proportion e o Variance Proportion. E ainda, o resultado do Covariance Proportion
corrobora com essa afirmacéo, pois € bastante préximo de 1, em ambas as séries.

Para além disso, o facto de a série global apresentar um Bias Proportion e um
Covariance Proportion mais proximos de 0, e a série reduzida apresentar melhores
valores no Coeficiente de Theil e no Covariance Proportion, leva a essa concluséo.

A fim de conseguir chegar a conclusdo de qual modelo levou a uma previsao mais
fidedigna, elaborou-se a seguinte tabela:

Séries Modelos | Valores previstos| Valor Real | Erros deprevisao
Global AR(1) 2865,190 0,0007149
- 2867,240
Reduzida MA(1) 2866,810 0,0001499

Tabela 14 - Tabela sintese dos resultados de previsdo out-of-sample no dia 2/3/2019 do indice
SP500 com os modelos econométricos

Tendo em consideracdo a Tabela 14, pode-se, finalmente, concluir que a série
reduzida obteve um melhor valor previsto em comparagdo com a série global. Com este
resultado, pode-se afirmar que os modelos ARMA/ARIMA obtém melhores resultados
se processarem menos dados, isto porque ndo conseguem captar existéncia de varios
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padrdes ao longo do tempo. Porém, no caso de amostras menores, Como no caso da série
reduzida, os modelos mencionados ja se adequam melhores para posteriores previsoes.
Sendo que, neste caso a diferenca ndo foi muito significativa.

4.5. Previsdo com Deep Neural Networks — Long Short Term
Memory

A previsdo de séries temporais tem um grande ndmero de aplicagdes no mundo
atual, desde previsdes de precos do mercado de acgdes, previsdo do tempo, previséo de
vendas, etc.

No entanto, neste projeto, 0 modelo de séries temporais utilizado é na area de
previsdo dos pregos de mercado de agOes, Standard & Poor’s 500, em que prevé valores
futuros baseados em valores observados. Isto acontece, através do estudo dos dados da
série para extrair informac0es e padrdes estatisticos uteis.

De forma a obter melhores resultados, recorre-se aos modelos de redes LSTM,
gue consistem na memorizacdo de valores ao longo de um periodo de tempo arbitrario.
Além disso, sdo constituidos por trés portas que regulam o fluxo de informag&o dentro e
fora da célula, tornando-o assim num modelo adequado na previsao de séries temporais
financeiras.

a. Metodologia

Redes Neurais Recorrentes

As redes neurais tradicionais ndo permitem memorizar grande numero de
informacfes, o que leva a que ndo haja um raciocinio continuo. Contudo, as RNRs
conseguem resolver esse problema, pois sé@o redes com loops, permitindo que as
informacdes persistam, como esta representado na figura seguinte.

>
LA

Figura 15 - llustracéo
de Redes Neurais
Recorrentes possuem
loops

Onde A processa 0s inputs x: e gera um valor he.
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Este tipo de redes pode ser definido como sendo multiplas copias da mesma rede,
em que ha passagem de informacdes entre elas. Logo, pode-se afirmar que um loop
permite que as informagdes passem de etapa para etapa, como é representado na proxima

figura:
E A :] = A A A » A
Figura 16 - llustracdo de uma rede neural recorrente desenrolada
Ao longo dos ultimos anos, as RNRs tém tido bastante sucesso em algumas
aplicacGes, como o reconhecimento de fala, a modelagem de idiomas, traducéo,

legendagem de imagens, entre outros. Isso advem do uso dos modelos LSTMs, que
proporcionam melhores resultados, em algumas tarefas, comparativamente com outros.

v

v

Esses modelos sdo um tipo de RNR, capazes de memorizar informacGes a longo
prazo. Contudo, o que os diferencia é que todas as redes neurais recorrentes tém a forma
de uma cadeia de mddulos repetitivos da rede neural, como esta representado na figura
seguinte:

ﬁTD ® &)

|
©

Figura 17 - Mddulo de repeticdo em um RNN padréo contém uma
Unica camada

No entanto, os LSTMs ao invés de terem uma Unica camada de rede neural
(estrutura mais simples), contém quatro camadas, que interagem entre elas.

& ® )
t [, |
»—X == >
A | st A
© ® ©

Figura 18 - Mddulo de repetigdo em um LSTM contém quatro camadas
de interacdo

O elemento-chave destes modelos € o estado da célula, isto &, a linha horizontal
que passa pela parte superior do diagrama, como representado na Figura 19. Esta percorre
toda a cadeia, com apenas algumas interacdes lineares menores, para que as informacoes
fluam sem alteracGes.
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Figura 19 - Estado da célula de um LSTM

Além disso, estas redes tém a capacidade de remover ou adicionar informacdes ao
estado da célula (Figura 19), cuidadosamente reguladas por estruturas chamadas portas,
em que um LSTM possui trés, para proteger e controlar o estado da célula.

Contudo, estas portas sdo compostas por uma camada de rede neural sigmoide,

como representado abaixo:

Figura 20 - Camada de
rede neural sigmoide

Essa camada sigmoide produz valores entre zero e um, que indica a proporcao de
informacao que deve ser transmitida, sendo que zero ndo permite transpassar nenhuma
informacdo e o valor um refere que toda a informacéo é importante.

Em suma, os LSTMs sdo adequados para problemas de dependéncia de longo
prazo, pois tém a capacidade de reter informac6es passadas, enquanto tomam decisdes.
Por esse motivo, sdo bastante utilizados para previsdes de séries temporais, 0 que levou a
escolha deste modelo para prever os precgos de fecho do indice SP500.

Funcéo de Custo e Otimizacgdo

A escolha do algoritmo de otimizacdo a utilizar no modelo de Deep Learning é o
um dos aspetos mais importante na previsdo das séries temporais, pois € 0 que torna o
modelo mais ou menos eficiente.

Neste projeto foi escolhido o algoritmo Adam, pois € um algoritmo bastante
popular no campo da Deep Learning, que advém do facto de conseguir bons resultados
rapidamente. Além disso, é uma extensdo do gradiente descendente estocastico (SGD),
que atualiza os pesos da rede de forma iterativa, com base nos dados de treino.
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Este algoritmo foi introduzido por Diederik Kingma e Jimmy Ba, no artigo
Kingma e Ba, (2014). Neste artigo referem alguns dos seus beneficios, como por exemplo,
a simplicidade em implementar, a eficiéncia computacionalmente, 0S poucos requisitos
de memodria, entre outros.

Para alem disso, os autores também descrevem o algoritmo como sendo a
combinacdo das vantagens de outras duas extensdes de gradiente estocastico. Como o
algoritmo AdaGrad, este também mantém learning rates por-parametro, que melhora o
desempenho em problemas com gradientes dispersos, por exemplo, na linguagem natural
e em problemas de visdo computacional, e como o algoritmo RMSProp, também mantém
learning rates por-parametro, que sdo adaptadas com base na média das magnitudes
recentes dos gradientes para o peso. Isso significa que o algoritmo funciona bem em
problemas on-line e ndo estacionarios.

Contudo, ao invés de adaptar as learning rates de parametros com base no
primeiro momento médio (a média) como em RMSProp, Adam também faz uso da média
dos segundos momentos dos gradientes (a variancia ndo centralizada).

b. Modelo experimental

Neste projeto, o0 modelo LSMT usa o pacote Keras, que € uma biblioteca que
fornece blocos de construgéo altamente poderosos e abstratos para construir redes de deep
learning. Além disso, esses blocos de construcdo que Keras fornece sdo construidos
usando Theano, bem como TensorFlow, que é uma alternativa para Theano para construir
graficos computacionais, automaticamente derivando gradientes, etc.

Este suporta computacdo de unidade central de processamento (CPU) e unidade
de processamento grafico (GPU) e é uma 6tima ferramenta para fazer prot6tipos de ideias
rapidamente. Também implementa uma série de optimizadores, como Gradiente
Descendente Estocastico (SGD), o RMSProp, o AdaGrad, entre outros, mas, neste caso,
é usado o Adam.

Logo, conforme os requisitos, no modelo temos também Theano, que permite que
0 usuério defina expressdes matematicas que codifiqguem fungdes de perda e, uma vez
definidas, Theano permite que o usuario calcule os gradientes dessas expressoes.

Ainda em relagdo ao modelo LSTM, este tem implementado o treino em lotes, ou
seja, 0 modelo gera um Unico valor para cada lote de um determinado nimero de valores
de entrada. Tem também uma dimensionalidade do espaco de saida que sera definida e
pode conter uma ou mais camadas densas totalmente conectadas no final.

Neste projeto, os dados foram divididos em duas partes, em que a primeira parte
€ usada para treinar o modelo e o restante para testar o mesmo. Além disso, foram usadas
épocas para treinar o modelo. Foram processados os precos de fecho do indice Standard
& Poor’s 500, usando o conjunto de dados completo. Para poder usar a fungédo de
activacdo sigmoide, a série temporal € estandardizada para tomar valores entre O e 1.
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De forma a obter o melhor resultado possivel, foram efetuadas varias
experiéncias®®, que se basearam na execucao repetitiva do codigo'* em Python, & medida
que se alterava os parametros do mesmo. Como o objetivo principal da tese é a obtencao
de uma previsdo fidedigna, o critério na escolha dos melhores hiperparametros do
algoritmo LSTM foram sempre baseados no menor erro de previséo.

Inicialmente, testou-se o codigo para obter a melhor quantia de valores em cada
lote, que variou entre 7 e 365, ao qual se chegou a uma quantia de 8 valores.

Relativamente a divisdo dos dados, variou-se entre as percentagens 75%-25% e
95%-5%, em que o melhor resultado obtido foi na execugédo do codigo quando o conjunto
de treino era de 90% dos dados e 10% de teste.

Também, para a determinacdo da quantidade de camadas densas a serem usadas
no modelo, correu-se o codigo e obteve-se o valor de uma Unica camada, para obter
melhores resultados. Para definicdo do nimero de neurdnios na camada oculta, testou-se
novamente o codigo varias vezes, minimizando o erro de previsdo, em que se alcancou o
valor de 256. A camada de saida foi definida para prever um valor de cada vez.

Por fim, em relacéo as épocas de treino dos dados alcan¢ou-se um valor 6timo de
250 épocas, em gque quanto maior € 0 nimero de época menor € o erro, pois é no treino
que ocorrem 0s ajustes na rede. Entretanto, o erro diminui apenas no comeco e apos
algumas épocas, comeca a aumentar, devido ao overfitting do sistema.

C. Resultados obtidos

O algoritmo LSTM com a arquitetura final, determinou os seguintes resultados®®:
na Figura 21, temos a previsdo sobre o conjunto de teste, isto é, os Gltimos 10% da amostra
total. Observa-se um padrdo bastante semelhante entre a linha dos valores preditos e
valores verdadeiros da série. Seguidamente, a Tabela 15 representa os varios erros de
previsao.

13 Em Anexo K — CAdigo eExperiéncias
14 Em Anexo K — CAdigo eExperiéncias

15 Ver em Anexo L— Previsdo da Série com DL - LSTM
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Previsdo de Pregos de Fecho para a Bolsa SP500
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Figura 21 - Previsdo do indice bolsista SP500 com 0 modelo DNN

Erros Valores obtidos

RMSE 564,952041
RMSE em % 0,86

MAPE 0,00609598

Tabela 15 - Valores obtidos na
previsdo do indice bolsista SP500
como 0 modelo DNN
De forma a facilitar a compreensdo dos valores obtidos na execucdo do cédigo, é

feita uma breve explicacdo do significado de cada valor presente.

Com se tinha referido anteriormente, o programa é percorrido por 250 épocas e
por cada época ¢ obtido uma funcédo de perda (loss function), que representa a soma dos
residuos ao quadrado, ou seja, a funcdo que otimizamos no método dos minimos
quadrados.

Contudo, como se pode observar nos resultados?®, esta presente em cada época
um valor loss, que representa o valor barreira, em que no critério de otimizagdo, 0s
residuos devem ser inferiores a este valor.

Para além disso, esta também presente um valor loss_value, que indica o valor da
funcéo perda, ou seja, a soma dos quadrados dos residuos.

De seguida, é obtido o valor Mean squared error, que é o erro quadratico médio,
que mede o desempenho da previsdo do codigo, ou seja, quanto menor for este valor,
melhor sera a previsao.

No entanto, ao analisar esse valor, pode-se verificar que € um valor elevado,
contudo os erros proximos de 500 sdo considerados bons, pois na escala de 0 a 1, séo
equivalentes a 0.0001.

16 Ver em Anexo L— Previsdo da Série com DL - LSTM
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Contudo, ao observar o ultimo valor previsto, dia 2 de abril de 2019, pode-se
calcular o erro, da seguinte forma:

|2852.0828 — 2867.23999|
2867.23999

= 0.005286

Ao considerar o valor anterior, pode-se concluir que € uma boa previsao, pois o
erro de previsdo € relativamente bom, o que indica que o valor previsto esta préximo do
valor real do fecho do indice bolsista SP500 do dia 2 de abril de 2019. Nota-se que este
valor, de facto, é predito numa amostra de teste desconhecida de cerca 500 observacdes,
ou seja, antes deste valor sdo preditos todos os outros tendo como base s6 a aprendizagem
retirada do conjunto de treino. Visto desta forma, a capacidade de previsdo da rede é
excelente.

4.6. Previsdo com Deep Neural Networks — Long Short Term
Memory (Reduzida)

a. Modelo experimental

Da mesma forma que ocorreu no método econométrico, a série é divida com
intuito de estudar o desempenho da rede numa amostra menor. Assim sendo, a quebrada
série é feita no dia 2 de marco de 2009, isto €, os dados da série reduzida tém inicio no
dia 2 de margo de 2009 até dia 2 de abril de 2019, ndo incluindo fins-de-semana.

Uma vez mais, foram efetuadas varias experiéncias, alterando os parametros do
codigo!’, para obter os melhores resultados.

Tendo procedido da mesma forma, como anteriormente foi descrito, chegou-se
aos seguintes valores: lotes de 8, percentagem de 85% dos dados no conjunto de treino e
15% no teste, dimensionalidade de 256 neuronio na camada oculta, uma Unica camada
densa e 200 épocas.

7Em Anexo K — Cdédigo e Experiéncias
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b. Resultados obtidos

Apos Vérias tentativas, obteve-se os seguintes resultados:

Previsao de Precos de Fecho para a Bolsa SP500

- \alor Atual
2900 -—— vValor Previsto
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0 50 100 150 200 250 300 350
Ndamero de dias

Figura 22 - Previsdo da série reduzida do indice bolsista SP500 com 0 modelo DNN

Erros Valores obtidos

RMSE 652,104347
RMSEem % 0,93

MAPE 0,00663777

Tabela 16 - Valores obtidos na previsao
da série reduzida do indice bolsista
SP500 como 0 modelo DNN

Na Tabela 16 pode-se observar o valor RMSE, que como dito anteriormente, mede
o desempenho da previsdo do cédigo, que, neste caso, apresenta um valor elevado. Porém,
0s erros proximos de 500 sdo considerados bons, pois na escala de 0 a 1, sdo equivalentes
a 0.0001, no entanto, como se pode verificar este valor ja se apresenta um valor afastado
de 500, mas mesmo assim, € um erro relativamente bom.

Uma vez obtido o ultimo valor previsto de 2848.6018, calcula-se agora o erro de
previsdo, da seguinte forma:
|2848.6018 — 2867.23999|
2867.23999

Ao analisar o erro obtido, considera-se como um bom erro de previsao, pois ndo
se encontra muito afastado do valor real do fecho do indice bolsista SP500 do dia 2 de
abril de 20109.

= 0.0065
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4.7. Sintese — Previsdo com Deep Neural Networks

A fim de concluir qual das séries (global e reduzida) levou a melhores resultados
com o modelo Deep Neural Network, com Long Short-Term Memory, elaborou-se a
seguinte tabela:

Séries Valores previstos| Valor Real | Erros de previsdo RMSE RMSE em %| MAPE
Global 2852,083 2867 240 0,0052863 564,952041 0,86 0,006096
Reduzida 2848,602 ! 0,0065003 652,104347 0,93 0,006638

Tabela 17 - Tabela sintese dos resultados de previséo do indice SP500 com o0 modelo DNN

Tendo em consideracdo a Tabela 17, determina-se que a série global apresenta um
valor mais préximo do valor real, uma vez que gerou um erro de previsao menor. Além
disso, ao observar os valores RMSE, em absoluto e em percentagem, e MAPE, verifica-
se que os valores menores estdo presentes na série global, o que indica que é uma boa
previsdo e o que o modelo se ajusta adequadamente aos dados. Com isto, conclui-se que
0 modelo DNN apresenta uma melhor previsdo, quando contém um grande ndmero de
dados.

Este modelo se adequa bem aos dados, devido a sua capacidade de fazer ajuste
durante as épocas de treino de dados que quanto maior € 0 numero de épocas menor é o
RMSE, porém o erro diminui apenas no comeco, pois apos algumas épocas comeca de
novo a aumentar, devido ao overfitting.

4.8. Comparacao entre Modelos

Ao aglomerar todos os resultados obtidos na previsao no dia 2 de abril de 2019,
obtém-se 0 seguinte quadro:

Séries Modelos | Valores previstos| Valor Real |[Erros de previsao MAPE

Global AR(1) 2865,190 0,0007150 0,798278
Reduzida MA(1) 2866,810 0,0001500 0,683130

Global DNN 2852,083 2867,240 0,0052863 0,609598
Reduzida DNN 2848,602 0,0065003 0,663777

Tabela 18 - Valores previstos, erros de previsao e os valores de MAPE obtidos na previsdo de todos os modelos

Ao analisar a tabela anterior, a partir da coluna dos erros de previsdo, afirma-se
que o modelo que apresentou um valor previsto mais préximo do valor real é o modelo
MA(1) da série reduzida.

Em relagdo ao MAPE, relembra-se que este valor é associado a amostras
diferentes em termos de numeros de observacfes, nomeadamente, no caso dos modelos
ARMA temos a amostra inteira, enquanto que para 0s modelos LSTM sé temos o
conjunto de teste. Em proporgéo (10% e 15% respetivamente), 0 MAPE dos modelos
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ARMA fica em 0.079 para AR(1) e 0.1024 para MA(1), e sendo assim, as redes
recorrentes de tipo LSTM, dominam a qualidade de previséo.

Da mesma forma, como explicado anteriormente, o valor predito fora de amostra,
para o dia 2 de abril de 2019, pela aplicacdo dos modelos LSTM, consta no valor final
predito no conjunto de teste, sendo todos os outros valores do conjunto de teste preditos
também no mesmo algoritmo. Fazendo um simples exercicio, e considerando nos
modelos LSTM o conjunto de treino como sendo em proporcao de 0.9999% da amostra
total, resulta que o conjunto de teste iria conter apenas um dia para prever, nomeadamente,
0 dia 2 de abril de 2019. No caso da amostra completa, obtém-se o seguinte erro para a
previsdo de um valor:

|2867.9255 — 2867.23999|
2867.23999

= 0.000239

que ja é comparavel com os erros obtidos pela previsdo com os modelos ARMA.

Visto de outra forma, a previsdo a partir dos modelos ARMA, pode ser
representada graficamente usando os graficos de dispersdo, onde no eixo dos Xx temos a
série predito pelo modelo e no eixo dos yy temos a série temporal original.
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Figura 23 - Grafico de dispersdo dos valores previstos com

0 modelo MA(1) e os valores reais CUOSEEEL

Figura 24 - Grafico de disperséo dos valores previstos (-1)
com o modelo MA(1) e os valores reais

Ao analisar o grafico de dispersdo anterior, que é uma nuvem aleatoria, conclui-
se que para séries temporais longas e com dindmicas complexas, os modelos
ARMA/ARIMA levam a previsdes in-sample e out-of-sample “bastante naives”. Isto é,
devido ao facto de os modelos econométricos ARMA/ARIMA sé terem em consideracao
o valor real do dia anterior, ou seja, como no dia 1 de abril de 2019, o valor de fecho do
indice bolsista SP500 foi de 2867,19, o modelo tradicional ARMA/ARIMA prevé que o
valor do dia seguinte sera proximo desse valor, e assim adiante, ou seja, o valor predito
de amanha ¢ o valor observado hoje. Para comprovar isto, representa-se graficamente o
grafico de dispersdo, onde no eixo dos xx temos a série predita desfasada com uma
unidade e no eixo dos yy temos a série original. Observa-se a correlagdo quase perfeita
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entre as duas séries, o que indica que os valores previstos tém em consideracéo s6 o valor
do dia anterior, 0 que na verdade deveria considerar o comportamento da bolsa na sua
totalidade.

Pelos motivos ditos anteriormente, independentemente de os modelos
ARMA/ARIMA indicarem relativamente melhores resultados para a previsdao de um
anico valor no futuro, os modelos DNN-LSTM séo mais adequados para previsdes de
séries temporais financeiras, pois estes tém em considera¢do todo o comportamento da
série, descobrem padrdes ndo-lineares e tém uma capacidade de aprendizagem e de
generalizacdo que os modelos econométricos ARMA/ARIMA néo tém.

De forma a aprofundar a comparacao entre os métodos, foi realizada a previsao
de varios valores, tanto para 0 modelo ARMA como para 0 modelo DNN-LSTM. Na
amostra reduzida, prevemos 507 valores com ARMA e 507 valores com LSTM (o que
equivale ao conjunto de teste de LSTM).

Ao observar a Figura 25, conclui-se que apesar de o ARMA ser o melhor na
previsdo de um valor out-of-sample, na previsdo de varios valores no futuro, as redes
neuronais levam a previsfes mais fidedignas, sendo que os modelos ARMA sao incapazes
de prever 50 ou 500 valores.

2500 3250 —— forecast
Close
2000 il 95% confidence interval
2750
1500 2500 /
22501
1000
2000 2200 2400
0 500 1ooo 1300 2000 00 Figura 26 - Previsdo out-of-sample com intervalo de
Figura 25 - Previsio out-of-sample de 507 valores com o confianca de 95%
modelo ARMA

ARMA LSTM
RMSE% | 12.36% 3%
Tabela 19 - Resultados obtidos na previsdo de 507

valores previsto tanto em MA(1) como em DNN-
LSTM

Para além disso, ao verificar a Tabela 19, o modelo MA(1) levou a uma RMSE
em percentagem muito mais elevado que no modelo DNN-LSTM, o que corrobora com
a afirmacéo anterior, em que os modelos ARMA/ARIMA néo obtém previsdes fidedignas
em previsao de varios valores fora da amostra.

58



Conclusao

O objetivo principal desta dissertacdo consistia na determinacdo do método que
resulta em previsdes de séries temporais financeiras mais precisas. Para isso, 0 estudo
empirico teve como base os valores de fecho do indice bolsista SP500, sendo este um dos
principais indices de bolsa de valores. Além disso, a fim de obter o melhor resultado
possivel foi feita uma quebra na série temporal financeira, tendo inicio a partir do apos-
crise financeira de 2007-2008.

Neste projeto, as previsdes foram efetuadas sobre a série SP500 usando 0s
modelos ARMA/ARIMA e os métodos de Machine Learning, mais especificamente o0s
modelos de Deep Neural Network, com Long Short-Term Memory.

A utilizacdo dos modelos ARMA/ARIMA, nesta tese, advém do facto do seu
histérico nas previsbes de seéries temporais financeiras, porém geralmente levam a
resultados mais fidedignos, quando sdo efetuados com base num intervalo de tempo
pequeno. Isto é, quanto maior € a quantidade de dados, maior ¢ a dificuldade deste tipo
de modelos, enquanto modelos lineares, de captarem quebras de estrutura e nao-
linearidades presentes na série.

Por outro lado, a escolha do modelo DNN-LSTM tem por base o facto de 0 método
ser dos mais recentes utilizados na previsdo de séries temporais financeiras, de ter
memoria e capacidade de reproduzir padrdes ndo-lineares e de ser um dos modelos mais
bem-sucedidos de Deep Learning.

Ao analisar os erros de previsao obtidos pelos modelos, chegou-se a conclusao de
que os modelos ARMA/ARIMA levaram a melhores previsdes para o dia 2 de abril de
2019 do que 0 modelo DNN-LSTM.

Contudo, apesar de os modelos ARMA/ARIMA apresentarem valores mais
préximos dos valores reais de fecho do indice bolsista SP500, ndo apresentam previsdes
“verdadeiras”, pois estes modelos s6 projetam os valores do dia anterior quando
encontram graus elevados de variancia e complexidade, o que ao contrario do modelo
DNN-LSTM, que considera todos os padrdes no comportamento da bolsa. Por isso,
independentemente de ter apresentado valores relativamente mais afastados da realidade,
nas terceiras casas decimais, 0 modelo DNN-LSTM continua a ser 0 mais adequado para
previsdo de séries temporais financeiras. A nossa conclusdo fortalece-se quando se faz
uma previsdo para um intervalo de tempo maior e onde as redes de tipo LSTM mostram
a sua superioridade na previs&o.

Nesta dissertacdo, como em qualquer outro projeto, foram encontradas algumas
limitacbes durante a sua realizacdo, o que pode ter influenciado nos resultados. A
principal limitacdo encontra-se relacionada com uma questdo de material informatico,
pois para a execucdo do codigo é necessario ocorrer em computadores relativamente
“bons”, ou seja, com alguma poténcia, pois a sua execu¢do demorava mais tempo do que
0 suposto. Sendo assim, com mais tempo, podiam-se alcancar modelos com um
desempenho ainda melhor. Contudo, ndo podemos deixar de referir, que toda a parte de
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redes neuronais, Machine Learning, modelos LSTM foram alvo de autoestudo, ndo
fazendo parte do programa do mestrado.
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Anexos

Anexo A — Testes de Estacionariedade da Série Global

Null Hypothesis: CLOSE has a unit root
Exogenous: Constant

Lag Length: 2 (Automatic - based on SIC, maxlag=31)

Null Hypothesis: CLOSE has a unitroot
Exogenous: Constant
Bandwidth: 31 (Newey-West automatic) using Bartlett kernel

t-Statistic Prob.*
Augmented Dickey-Fuller test statistic 0.726969 0.9928
Test critical values: 1% level -3.431520
5% level -2.861942
10% level -2.567027
*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(CLOSE)
Method: Least Squares
Date: 09/26/19 Time: 09:52
Sample (adjusted): 1/06/2000 4/01/2019
Included observations: 4838 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
CLOSE(-1) 0.000319 0.000439 0.726969 04673
D(CLOSE(-1)) -0.056789  0.014384 -3.948139 0.0001
D(CLOSE(-2)) -0.046448  0.014367  -3.233041 0.0012
C -0.152105  0.705295  -0.215661 0.8293
R-squared 0.005128 Mean dependentvar 0.302828
Adjusted R-squared 0.004511 S.D. dependentvar 16.05307
S.E. of regression 16.01682 Akaike info criterion 8.385983
Sum squared resid 1240108. Schwarz criterion 8.391344
Log likelihood -20281.69 Hannan-Quinn criter. 8.387865
F-statistic 8.306317 Durbin-Watson stat 1.998048

Prob(F-statistic) 0.000017

Adj. t-Stat Prob.*

Phillips-Perron test statistic 0.928101 0.9959
Test critical values: 1% level -3.431519

5% level -2.861941

10% level -2.567026

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Residual variance (no correction) 258.1806
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 184.0000

Phillips-Perron Test Equation

Dependent Variable: D(CLOSE)

Method: Least Squares

Date: 09/26/19 Time: 09:52

Sample (adjusted): 1/04/2000 4/01/2019
Included observations: 4840 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
CLOSE(-1) 0.000210 0.000440 0.477815 0.6328
Cc -0.027592 0.707096 -0.039022 0.9689
R-squared 0.000047 Mean dependentvar 0.291729
Adjusted R-squared -0.000159 S.D. dependentvar 16.07004
S.E. of regression 16.07132 Akaike info criterion 8.392363
Sum squared resid 1249594. Schwarz criterion 8.395043
Log likelihood -20307.52 Hannan-Quinn criter. 8.393304
F-statistic 0.228307 Durbin-Watson stat 2.104792
Prob(F-statistic) 0.632804

Figura 27 - Output do teste de estacionariedade ADF da

série global do indice SP500

Null Hypothesis: CLOSE is stationary
Exogenous: Constant
Bandwidth: 54 (Newey-West automatic) using Bartlett kernel

Figura 28 - Output do teste de estacionariedade PP da
série global do indice SP500

LM-Stat.
Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin test statistic 6.116871
Asymptotic critical values*: 1% level 0.739000
5% level 0.463000
10% level 0.347000
*Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (1992, Table 1)
Residual variance (no correction) 276296.7
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 14928203

KPSS Test Equation
Dependent Variable: CLOSE
Method: Least Squares
Date: 09/26/19 Time: 09:53

Sample: 1/03/2000 4/01/2019

Included observations: 4841

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C 1520.048 7.555534 201.1834 0.0000
R-squared 0.000000 Mean dependentvar 1520.048
Adjusted R-squared 0.000000 S.D. dependentvar 525.6936
S.E. of regression 525.6936 Akaike info criterion 15.36752
Sum squared resid 1.34E+09 Schwarz criterion 15.36886
Log likelihood -37196.08 Hannan-Quinn criter. 15.36799
Durbin-Watson stat 0.000935

Figura 29 - Output do teste de estacionariedade KPSS da
série global do indice SP500
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Anexo B — Testes de Estacionariedade da Série Global dos

Retornos

Null Hypothesis: DLCLOSE has a unit root
Exogenous: Constant
Lag Length: 1 (Automatic - based on SIC, maxlag=31)

Null Hypothesis: DLCLOSE has a unit root
Exogenous: Constant
Bandwidth: 22 (Newey-West automatic) using Bartlett kernel

Ad]. t-Stat Prob.*
tStatisic  Prob.* e =
Phillips-Perron test statistic -75.91357 0.0001
Augmented Dickey-Fuller test statistic -54.06545 0.0001 Test critical values: 1% level -3.431519
Test critical values: 1% level -3.431520 5% level -2.861942
5% level -2.861942 10% level -2.567027
il A0 *MacKinnon (1996) one-sided p-values.
*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
Residual variance (no correction) 0.000144
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 0.000118
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(DLCLOSE)
Meinod, | east Squares Phillips-Perron Test Equation
gate: 0320019 Time-09.59 Dependent Variable: D(DLCLOSE)
ample (adjusted.). 1/06/2000 4IO1I2_019 Method: Least Squares
Included observations: 4838 after adjustments Date: 09/26/19 Time: 09:55
Sample (adjusted): 1/05/2000 4/01/2019
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob. Included observations: 4839 after adjustments
DLCLOSE(-1) -1.137446 0.021038 -54.06545 0.0000 Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
D(DLCL(?SE(—1 ) gggg?g? gggg?gg gg?g?f; ggg?g DLCLOSE(-1) -1.074443 0.014324  -75.00986 0.0000
b 2 = : Cc 0.000158 0.000172 0.919348 0.3580
R-squared 0.538799 Mean dependentvar 1.98E-06  R-squared 0537725 Mean dependentvar 1.05E-05
Adjusted R-squared 0.538608 S.D. dependentvar 0.017626  Adjusted R-squared 0.537630 $S.D.dependentvar 0.017634
S.E. of regression 0.011973  Akaike info criterion -6.011735  S.E. ofregression 0.011991  Akaike info criterion -6.008911
Sum squared resid 0.693090 Schwarz criterion -6.007714  Sum squared resid 0.695481  Schwarz criterion -6.006231
Log likelihood 1454539 Hannan-Quinn criter.  -6.010323  Log likelihood 1454006 HannaQuinn eitar;  <<5.007940
F-statistic 2824251 Durbin-Watson stat 5T e SRR e DuASRaSOnia s
Prob(F-statistic) 0.000000 -

Figura 30 - Output do teste de estacionariedade ADF da
série global dos retornos do indice SP500

Figura 31 - Output do teste de estacionariedade PP da
série global dos retornos do indice SP500

Null Hypothesis: DLCLOSE is stationary

Exogenous: Constant

Bandwidth: 25 (Newey-West automatic) using Bartlett kernel

LM-Stat.
Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin test statistic 0.334069
Asymptotic critical values*: 1% level 0.739000
5% level 0.463000
10% level 0.347000
*Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (1992, Table 1)
Residual variance (no correction) 0.000145
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 0.000103
KPSS Test Equation
Dependent Variable: DLCLOSE
Method: Least Squares
Date: 09/26/19 Time: 09:56
Sample (adjusted): 1/04/2000 4/01/2019
Included observations: 4840 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
(& 0.000140 0.000173 0.809968 0.4180
R-squared 0.000000 Mean dependentvar 0.000140
Adjusted R-squared 0.000000 S.D. dependentvar 0.012035
S.E. of regression 0.012035 Akaike info criterion -6.001763
Sum squared resid 0.700905 Schwarz criterion -6.000423
Log likelihood 1452527 Hannan-Quinn criter. -6.001293
Durbin-Watson stat 2146478

Figura 32 - Output do teste de estacionariedade KPSS da
série global dos retornos do indice SP500
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Anexo C — Modelizacéo da Seérie Global dos Retornos

Date: 09/26/19 Time: 09:56
Sample: 1/03/2000 4/01/2019
Included observations: 4840

Autocorrelation

Partial Correlation

Q-Stat  Prob

26.829
40.267
42759
43.359
52.067
52.176
54.819
55.529
56.096
58.486
60.264
69.061
70.392
77.232
86.847
106.85
107.35
120.65
120.69
12253
129.14
132.31
132.39
132.46
132.52
13253
135.07
135.40
136.72
137.21
137.51
138.08
138.62
160.94
161.88
164.15

0.000
0.000
0.000
0.000

O~ D ;&N =
=)
o
~
N
|
o
o
-
N

Figura 33 - Correlograma da série global dos retornos do indice

SP500

Dependent Variable: D(LOG({CLOSE))

Method: ARMA Conditional Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt

steps)
Date: 09/26/19 Time: 09:57

Sample (adjusted): 1/05/2000 4/01/2019

Included observations: 4839 after adjustments

Convergence achieved after 2 iterations

Coefficient covariance computed using outer product of gradients

Dependent Variable: D(LOG(CLOSE))

Method: ARMA Conditional Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt

steps)
Date: 09/26/19 Time: 09:58

Sample (adjusted): 1/06/2000 4/01/2019

Included observations: 4838 after adjustments

Convergence achieved after 2 iterations

Coefficient covariance computed using outer product of gradients

Variable Coefiicient Std. Error t-Statistic Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C 0.000147 0.000151 0.972259 0.3310

AR?1 ggggzg gggg;gg g-?;%gg AR(1) 0078883 0014358 -5.493976  0.0000

(1) - = -~ AR(2) -0.058563 0.014343  -4.083094 0.0000

R-squared 0.005553  Mean dependentvar R-squared 0.008968 Mean dependentvar 0.000148

Adjusted R-squared 0.005347  S.D. dependentvar Adjusted R-squared 0.008558 S.D. dependentvar 0.012024

S.E. of regression 0.011991 Akaike |nfo.cm.enon -6.008911 g E. ofregression 0.011973 Akaike info criterion -6.011735

Sum squared resid 0.695481 Schwarz criterion -6.006231  sum squared resid 0.693090 Schwarz criterion -6.007714

Log likelihood 1454056 Hannan-Quinn criter. -6.007970 Log likelihood 1454539 Hannan-Quinn criter. -6.010323

F-statistic 27.00973 Durbin-Watson stat F-statistic 21.87534 Durbin-Watson stat 1.998116

Prob(F-statistic) 0.000000 Prob(F-statistic) 0.000000

Inverted AR Roots -07 Inverted AR Roots -.04-24i -.04+.24i

Figura 34 - Output do modelo AR(1) da série global dos Figura 35 - Output do modelo AR(2) da série global dos

retornos do indice SP500

retornos do indice SP500
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Dependent Variable: D(LOG(CLOSE))

Method: ARMA Conditional Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt

steps)
Date: 09/26/19 Time: 09:58

Sample (adjusted): 1/04/2000 4/01/2019

Included observations: 4840 after adjustments

Failure to improve likelihood (non-zero gradients) after 5 iterations
Coefficient covariance computed using outer product of gradients

MA Backeast: 1/03/2000

Dependent Variable: D(LOG(CLOSE))

Method: ARMA Conditional Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt

steps)
Date: 09/26/19 Time: 09:59

Sample (adjusted): 1/04/2000 4/01/2019
Included observations: 4840 after adjustments
Failure to improve likelihood (non-zero gradients) after 4 iterations

Coefficient covariance computed using
MA Backcast: 12/31/1999 1/03/2000

outer product of gradients

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob. Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C 0.000141 0.000150 0.939546 0.3475

e 0000948 0000150, 0899920 09036 MA(C1) 0077694 0014362 -5409811  0.0000

MA(1) -0.083706 0014328 -5842292  0.0000 MA(2) 0052285 0014361 -3.640908  0.0002

Rquuared 0.006242 Mean dependentvar 0.000140 R-squared 0.008816 Mean dependentvar 0.000140

Adjusted R-squared 0.006037  S.D. dependent var 0.01203%  agjusted R-squared 0.008406 S.D. dependentvar 0.012035

S.E. of regression 0.011999  Akaike info criterion -6.007611 S E. of regression 0.011984 Akaike info criterion -6.009791

Sum squared resid 0.696530 Schwarz criterion -6.004932  sum squared resid 0.694726 Schwarz criterion -6.005772

Log likelihood 14540.42 Hannan-Quinn criter. -6.006671 Log likelihood 14546.69 Hannan-Quinn criter. -6.008380

F-statistic 30.38949 Durbin-Watson stat 1.988600  F-statistic 21.51050 Durbin-Watson stat 1.998621

Prob(F-statistic) 0.000000 Prob(F-statistic) 0.000000

Inverted MA Roots .08 Inverted MA Roots 27 -19

Figura 36 - Output do modelo MA(1) da série global dos Figura 37 - Output do modelo MA(2) da série global dos

retornos do indice SP500

Dependent Variable: D(LOG(CLOSE))

Method: ARMA Conditional Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt

steps)
Date: 09/26/19 Time: 09:59

Sample (adjusted): 1/05/2000 4/01/2019

Included observations: 4839 after adjustments
Failure to improve likelihood (non-zero gradients) after 14 iterations
Coefficient covariance computed using outer product of gradients

MA Backcast: 1/04/2000

retornos do indice SP500

Dependent Variable: D(LOG(CLOSE))

Method: ARMA Conditional Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt

steps)
Date: 09/26/19 Time: 10:00

Sample (adjusted): 1/05/2000 4/01/2019
Included observations: 4839 after adjustments

Failure to improve likelihood (non-zero gradients) after 9 iterations
Coefficient covariance computed using outer product of gradients

MA Backcast: 1/03/2000 1/04/2000

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob. Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
c 0.000146  0.000151  0.967649  0.3333
AF? 1 g-ggg;gg g-ggg;gg g-gg;gig gg;?g AR(1) -0.221758  0.194399  -1.140738  0.2540
(1) ? : : ) MA(1) 0.144115  0.194183 0742161  0.4580
MA(1) -0.482372 0118727 -4.062868  0.0000 MA2) 0070394 0010617 -3ca0405 00003
R squared 0.007650. “Mean dependent var 0000148 g squared 0.009036 Mean dependentvar 0.000148
Adjusted iR-squatad 0007240, SDdapendentvar 0012023 sgjsted R-squared 0.008422 S.D. dependentvar 0.012023
S.E. of regression 0.011980  Akaike info criterion -6.010609  SE ofregression 0.011972  Akaike info criterion -6.011593
Sum squared resid 0.694015  Schwarz criterion -6.006588  gym squared resid 0.693045 Schwarz criterion -6.006233
Log likelihood 14545.67 Hannan-Quinn criter. -6.009197 | og likelihood 14549.05 Hannan-Quinn criter. -6.009712
F-statistic 18.64022 Durbin-Watson stat 1.989600 F-statistic 1469659 Durbin-Watson stat 2000583
Prob(F-statistic) 0.000000 Prob(F-statistic) 0.000000
Inverted AR Roots .40 Inverted AR Roots -22
Inverted MA Roots 48 Inverted MA Roots .20 -35

Figura 38 - Output do modelo ARMA(1,1) da série global Figura 39 - Output do modelo ARMA(1,2) da série global

dos retornos do indice SP500

dos retornos do indice SP500
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Dependent Variable: D(LOG(CLOSE))

Method: ARMA Conditional Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt

steps)
Date: 09/26/19 Time: 10:00

Sample (adjusted): 1/06/2000 4/01/2019
Included observations: 4838 after adjustments
Failure to improve likelihood (non-zero gradients) after 16 iterations
Coefficient covariance computed using outer product of gradients

MA Backcast: 1/05/2000

Dependent Variable: D(LOG(CLOSE))

Method: ARMA Conditional Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt

steps)
Date: 09/26/19 Time: 10:01
Sample (adjusted): 1/06/2000 4/01/20

19

Included observations: 4838 after adjustments
Failure to improve likelihood (non-zero gradients) after 18 iterations
Coefficient covariance computed using outer product of gradients

MA Backcast: 1/04/2000 1/05/2000

Variable Coefficient  Std.Eror  t-Statistic  Prob. Vansble Coemdent SIGFron  7ESiateic  Pob

c 0.000147  0.000154  0.955538  0.3394

c 0.000147 0000153  0.962018 03361 AR(1) 0291877 0243962 -1.196407  0.2316

AR(1) -0.288980  0.226898 -1.273616  0.2029 AR(2) 0121569 0145370  -0836275  0.4030

AR(2) -0.074590  0.020000 -3.729553  0.0002 MA(1) 0213960 0244378 0873743 03823

MA(1) 0210911  0.227487  0.927136  0.3539 MA(2) 0.047646  0.154501 0308390 07578

R-squared 0.009172 Mean dependentvar 0.000148 R-squared 0.009188 Mean dependentvar 0.000148

Adjusted R-squared 0.008557 S.D. dependentvar 0.012024  Adjusted R-squared 0.008368 S.D. dependentvar 0.012024

S.E. of regression 0.011973  Akaike info criterion -6.011528 SE. ofregression 0.011974 Akaike info criterion -6.011131

Sum squared resid 0.692947 Schwarz criterion -6.006166 Sum squared resid 0.692936 Schwarz criterion -6.004429

Log likelihood 1454589 Hannan-Quinn criter. -6.009645 Log likelihood 14545.92 Hannan-Quinn criter. -6.008778

F-statistic 14.91578 Durbin-Watson stat 1.999670 F-statistic 11.20449 Durbin-Watson stat 1.999858

Prob(F-statistic) 0.000000 Prob(F-statistic) 0.000000

Inverted AR Roots - 14+23i -14-23i Inverted AR Roots -15-32i - 15+.232i
Inverted MA Roots -21 Inverted MA Roots -11+.19i -11-19i

Figura 40 - Output do modelo ARMA(2,1) da série global

dos retornos do indice SP500

Figura 41 - Output do modelo ARMA(2,2) da série
global dos retornos do indice SP500

Anexo D — Testes de Correlacéo e Heterocedasticidade da Série
Global dos Retornos

Heteroskedasticity Test: ARCH

F-statistic 513.0644 Prob. F(2,4833) 0.0000
Obs*R-squared 846.9448 Prob. Chi-Square(2) 0.0000
Test Equation:
Dependent Variable: RESID"2
Method: Least Squares
Date: 09/26/19 Time: 10:03
Sample (adjusted): 1/10/2000 4/01/2019
Included observations: 4836 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
c 7.14E-05 6.39E-06 11.16549 0.0000
RESID*2(-1) 0.127658 0.013341 9.568531 0.0000
RESID"2(-2) 0.373327 0.013341 27.98265 0.0000
R-squared 0.175133 Mean dependentvar 0.000143
Adjusted R-squared 0.174792 S.D. dependentvar 0.000453
S.E. of regression 0.000412 Akaike info criterion -12.75167
Sum squared resid 0.000819 Schwarz criterion -12.74765
Log likelihood 30836.54 Hannan-Quinn criter. -12.75026
F-statistic 513.0644 Durbin-Watson stat 2.074971
Prob(F-statistic) 0.000000

Breusch-Godfrey Serial Correlation LM Test:
Mull hypothesis: No serial correlation atup to 2 lags

Figura 42 - Output do teste de Heterocedasticidade dos
residuos da série global dos retornos do indice SP500

F-statistic 0.712197 Prob. F(2,4833) 0.4906
0Obs*R-squared 1.425447 Prob. Chi-Square(2) 0.4903
Test Equation:
Dependent Variable: RESID
Method: Least Squares
Date: 09/26M9 Time: 10:02
Sample: 1/06/2000 4i01/2019
Included observations: 4838
Coefficient covariance computed using cuter product of gradients
Presample missing value lagged residuals setto zero
Viariable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
c 9.31E-07 0.000151 0.006149 0.9951
AR(1) -0.408664 0.350094  -1.167298 0.2431
AR(2) 0.097689 0175494 0.556650 0.5778
RESID(-1) 0.409610 0.350507 1.168621 0.2426
RESID(-2) -0.129556 0194758  -0.665216 0.5059
R-squared 0.000295 Mean dependentvar 2.47E-19
Adjusted R-squared -0.000533 S.D. dependentvar 0.011970
S.E. ofregression 0.011974 Akaike info criterion -6.011203
Sum squared resid 0.692886 Schwarz criterion -6.004501
Log likelihood 14546.10 Hannan-Quinn criter. -6.008850
F-statisti 0.356098 Durbin-Watson stat 1.999940
ProbiF-statistic) 0.839930

Figura 43 - Output do teste de correlagdo dos residuos da
série global dos retornos do indice SP500
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Anexo E — Previsao da Série Global dos Retornos

3,500

Forecast: CLOSEF

Actual: CLOSE

Forecast sample: 1/03/20004/01/2013
Adjusted sample: 1/05/2000 4/01/201%
Included observations: 4833

Root Mean Squared Error

16.03021

Mean Absolute Error  11.06845

Mean Abs. Percent Error

0.798278]

Theil Inequality Coef. 0.004383

Bias Proportion

0.000031

Variance Proportion 0.000368|

Covariance Proportion 0.999083
Theil U2 Coefficient 0.998890
Symmetric MAPE 0.79764%

Figura 44 - Previsdo in-sample com o modelo AR(1) da série global dos retornos do indice SP500
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Figura 45 - Previséo in-sample com o modelo AR(2) da série global dos retornos do indice SP500
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Figura 46 - Previséo in-sample com o modelo MA(1) da série global dos retornos do indice SP500

Forecast: CLOSEF

Actual: CLOSE

Forecast sample: 1/03/2000 4/01/2013
Adjusted sample: 1/06/2000 4/01/201%
Included observations: 4838

Root Mean Squared Error 16.01659

Mean Absolute Error

11.08385

Mean Abs. Percent Error

0.799274

Theil Inequality Coef. 0.004979

Bias Proportion
Variance Proportion

Covariance Proportion 1.000423]

Theil U2 Coefficient
Symmetric MAPE

0.000038
0.000447

0.995051
0.798572

Forecast: CLOSEF
Actual: CLOSE

Forecast sample: 1/03/2000 4/01/2013
Adjusted sample: 1/04/2000 4/01/2019
Included observations: 4840

Root Mean Squared Error

Mean Absolute Error  11.08150

Mean Abs. Percent Error

16.04750

0.799184

Theil Inequality Coef. 0.004383

Bias Proportion

0.000033

Variance Proportion
Covariance Proportion
Theil U2 Coefficient

Symmetric MAPE 0.798524

0.000401
0.999362
0.996517




3,500
Forecast: CLOSEF

Actual: CLOSE

3,000 Forecast sample: 1/03/2000 4/01/2018
Adjusted sample: 1/04/2000 4/01/201%
2,500 Included observations: 4840

Root Mean Squared Error 16.03334

2,000 Mean Absolute Error  11.09248
Mean Abs. Percent Error 0.799958

1,500 Theil Inequslity Coef. 0.004385

o Bias Proportion 0.000039
Variance Proportion 0.000471|
1,000 Covariance Proportion 0.999412
Theil U2 Coefficient 0.995122

500 Symmetric MAPE 0.799233

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18

—— CLOSEF -~ —----- $2SE:

Figura 47 - Previsdo in-sample com o modelo MA(2) da série global dos retornos do indice SP500

3,500
Forecast: CLOSEF
Actual: CLOSE
3,000 Forecast sample: 1/03/2000 4/01/2013
Adjusted sample: 1/05/2000 4/01/201%
2,500 Included observations: 48339
Root Mean Squared Error 16.02252
2,000 Mean Absolute Error  11.08568
Mean Abs. Percent Error 0.799565
1,500 Theil Inequality Coef. 0.004581
v Bias Proportion 0.000045
Variance Proportion ©0.000463|
1,000 Covariance Proportion 0.999587
Theil U2 Coefficient 0.995573|
500 Symmetric MAPE 0.798846

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18

Figura 48 - Previséo in-sample com o modelo ARMA(1,1) da série global dos retornos do indice
SP500

3,500
Forecast: CLOSEF
Actual: CLOSE
3,000 Forecast sample: 1/03/2000 4/01/2019
Adjusted sample: 1/05/2000 4/01/2019
2,500 Included observations: 4839
Root Mean Squared Error 16.01366
2,000 Mean Absolute Error  11.0833%
Mean Abs. Percent Error 0.799255|
1,500 Theil Inequality Coef. 0.004378
Bias Proportion 0.000032
Variance Proportion ©0.000443)
1,000 Covariance Proportion 0.999914
Theil U2 Coefficient 0.994984|
s00 Symmetric MAPE 0.798552

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18

Figura 49 - Previséo in-sample com o modelo ARMA(1,2) da série global dos retornos do indice
SP500



3,500
Forecast: CLOSEF

Actual: CLOSE

3,000 Forecast sample: 1/03/2000 4/01/2019
Adjusted sample: 1/06/2000 4/01/2019
2,500 Included observations: 4838
Root Mean Squared Error 16.01509|
2,000 Mean Absolute Error  11.08226
Mean Abs. Percent Error 0.799117|
1,500 Theil Inequality Coef. 0.00497%
Bias Proportion 0.000037
Variance Proportion ©0.000435
1,000 Covariance Proportion 0.993487
Theil U2 C i 0.
500 Symmetric MAPE 0.798426

o0 02 04 06 o8 10 12 14 16 18

—— CLOSEF  ------ *2SE.

Figura 50 - Previséo in-sample com o modelo ARMA(2,1) da série global dos retornos do indice
SP500

3,500
Forecast: CLOSEF
3 Actual: CLOSE
= Forecast sample: 1/03/2000 4/01/2013
Adjusted sample: 1/06/2000 4/01/2015
2,500 Included observations: 4838
Root Mean Squared Error 16.01545
2,000 Mean Absolute Error  11.08196
Mean Abs. Percent Error 0.799067
1,500 kg Theil Inequality Coef. 0.004973%
pr Bias Proportion 0.000037
Variance Proportion 0.000427
1,000 % 5
Covariance Proportion 1.000275|
Theil U2 Coefficient 0.994961
500 Symmetric MAPE 0.798382

0o 02 04 06 08 10 12 14 16 18

Figura 51 - Previsdo in-sample com o0 modelo ARMA(2,2) da série global dos retornos do indice
SP500



Anexo F — Testes de Estacionariedade da Série Reduzida

Null Hypothesis: CLOSE has a unit root

Exogenous: Constant

Lag Length: 0 (Automatic - based on SIC, maxlag=26)

Exogenous: Constant

Null Hypothesis: CLOSE has a unitroot

Bandwidth: 24 (Newey-West automatic) using Bartlett kernel

tStatistic  Prob.* ApeSlal  Bobs
. Phillips-Perron test statistic -0.724800 0.8386
Augmented Dickey-Fuller test statistic -0.823968 0.8117 Test critical values: 1% level -3.432733
Test critical values: 1% level -3.432733 5% level -2.862479
5% level -2.862479 10% level -2.567315
10% level -2.567315
*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
Residual variance (no correction) 276.7230
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 196.6236
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(CLOSE)
Method: Least Squares
Date: 09/26/19 Time: 10:15 Phillips—Perron_Test Equation
Sample (adjusted): 3/03/2009 4/01/2019 -
3 2 2 ethod: Least Squares
Included observations: 2538 after adjustments Date: 09/26/19 Time- 10:15
Sample (adjusted): 3/03/2009 4/01/2019
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob. Included observations: 2538 after adjustments
CLOSE(-1) -0.000478 0.000580 -0.823968 0.4100 Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
c 1.715416 1.096887 1563894  0.1180
CLOSE(-1) -0.000478 0.000580 -0.823968 0.4100
R-squared 0.000268 Mean dependentvar 0.853574 > e R e B D
Adjusted R-squared -0.000127 $S.D. dependentvar 16.64050 R-squared 0.000268 Mean dependentvar 0.853574
S.E. of regression 16.64155 Akaike info criterion 8.462470 Adjusted R-squared -0.000127 S.D. dependentvar 16.64050
Sum squared resid 7023229 Schwarz criterion 8.467071 S.E. of regression 16.64155 Akaike info criterion 8.462470
Log likelihood -10736.87 Hannan-Quinn criter. 8.464139 Sum squared resid 7023229 Schwarz criterion 8.467071
F-statistic 0.678923 Durbin-Watson stat 2.064194 Log likelihood -10736.87 Hannan-Quinn criter. 8.464139
Prob(F-statistic) 0.410035 F-statistic 0.678923 Durbin-Watson stat 2.064194

Figura 52 - Output do teste de estacionariedade ADF da
série reduzida do indice SP500

Prob(F-statistic)

0.410035

Null Hypothesis: CLOSE is stationary
Exogenous: Constant

Bandwidth: 40 (Newey-West automatic) using Bartlett kernel

LM-Stat.
Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin test statistic 6.125075
Asymptotic critical values*: 1% level 0.739000
5% level 0.463000
10% level 0.347000
*Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (1992, Table 1)
Residual variance (no correction) 324550.9
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 13010693
KPSS Test Equation
Dependent Variable: CLOSE
Method: Least Squares
Date: 09/26/19 Time: 10:16
Sample: 3/02/2009 4/01/2019
Included observations: 2539
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 1803.428 11.30826 159.4789 0.0000
R-squared 0.000000 Mean dependentvar 1803.428
Adjusted R-squared 0.000000 S.D.dependentvar 569.8059
S.E. of regression 569.8059 Akaike info criterion 15.52886
Sum squared resid 8.24E+08 Schwarz criterion 1553116
Log likelihood -19712.89 Hannan-Quinn criter. 15.52970
Durbin-Watson stat 0.000855

Figura 54 - Output do teste de estacionariedade KPSS da

série reduzida do indice SP500

Figura 53 - Output do teste de estacionariedade PP da série
reduzida do indice SP500
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Anexo G — Testes de Estacionariedade da Série Reduzida dos

Retornos

Null Hypothesis: DLCLOSE has a unit root

Exogenous: Constant

Lag Length: 0 (Automatic - based on SIC, maxlag=26)

Null Hypothesis: DLCLOSE has a unit root

Exogenous: Constant

Bandwidth: 22 (Newey-West automatic) using Bartlett kernel

tStatistic  Prob.* Nyt b
N Phillips-Perron test statistic -54.22944 0.0001
Auamented Dickey-Fuller test statistic -53.55653 0.0001 Test critical values: 1% level -3.432734
Test critical values: 1% level -3.432734 5% level -2.862479
5% level -2.862479 10% level -2.567315
10% level -2.567315 ] -
*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
Residual variance (no correction) 0.000101
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 8.11E-05
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(DLCLOSE)
Method: Least Squares
Date: 09/26/19 Time: 10:18 Phillips-Perron Test Equation
Sample (adjusted): 310412009 4/01/2019 o octose)
Included observations: 2537 after adjustments SIOrs ceastoquares
5 Date: 09/26/19 Time: 10:18
Sample (adjusted): 3/04/2009 4/01/2019
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob. Included observations: 2537 after adjustments
DLCLOSE(-1) -1.061823  0.019826 -5355653  0.0000 Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
(o] 0.000592  0.000200  2.963720 0.0031
DLCLOSE(-1) -1.061823 0.019826 -53.55653 0.0000
R-squared 0530842 Mean dependentvar 7.07E-06 < 000504 + £O.000700: sinordy 10003
Adjusted R-sqqared 0.530657 S.D: de_pende_nt\_/ar 0.014661 R-squared 0530842 Mean dependentvar 7.07E-06
S.E. of regression 0.010044 Akaike info criterion -6.362825 Adjusted R-squared 0.530657 S.D. dependentvar 0.014661
Sum squared resid 0.255753 Schwarz criterion -6.358222 S.E. of regression 0.010044 Akaike info criterion -6.362825
Log likelihood 8073.244 Hannan-Quinn criter. -6.361155 Sum squared resid 0.255753 Schwarz criterion -6.358222
F-statistic 2868.302 Durbin-Watson stat 1.994790 Log likelihood 8073.244 Hannan-Quinn criter. -6.361155
Prob(F-statistic) 0.000000 F-statistic 2868.302 Durbin-Watson stat 1.994790
_ Prob(F-statistic) 0.000000

Figura 55 - Output do teste de estacionariedade ADF da
série reduzida dos retornos do indice SP500

Null Hypothesis: DLCLOSE is stationary

Exogenous: Constant

Figura 56 - Output do teste de estacionariedade PP da série
reduzida dos retornos do indice SP500

Bandwidth: 25 (Newey-West automatic) using Bartlett kernel

LM-Stat.
Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin test statistic 0.255026
Asymptotic critical values™: 1% level 0.739000
5% level 0.463000
10% level 0.347000
*Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (1992, Table 1)
Residual variance (no correction) 0.000101
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 7.14E-05
KPSS Test Equation
Dependent Variable: DLCLOSE
Method: Least Squares
Date: 09/26/19 Time: 10:19
Sample (adjusted): 3/03/2009 4/01/2019
Included observations: 2538 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
Cc 0.000555 0.000200 2.779660 0.0055
R-squared 0.000000 Mean dependentvar 0.000555
Adjusted R-squared 0.000000 S.D. dependentvar 0.010061
S.E. of regression 0.010061 Akaike info criterion -6.359990
Sum squared resid 0.256783 Schwarz criterion -6.357689
Log likelihood 8071.827 Hannan-Quinn criter. -6.359155
Durbin-Watson stat 2122933

Figura 57 - Output do teste de estacionariedade KPSS da
série reduzida dos retornos do indice SP500
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Anexo H — Modelizagdo da Série Reduzida dos Retornos

Date: 09/26/19 Time: 10:19
Sample: 3/02/2009 4/01/2019
Included observations: 2538

Autocorrelation

Partial Correlation

Q-Stat Prob

WOoW~NDMEsWN =
'
o
o
(=]
w

9.7030
10.349
16.713
17.100
29.242
29.776
30.035
35.025
35.172
36.993
37.099
39.194
41.962
50.421
52.161
54.299
63.819
65.089
69.356
70.675
71.085
72.326
75.820
75.849
89.187
89.286
89.713
91.193
92.112
92114
92.391
97.113
98.326
100.18
100.22
100.44

0.002
0.006

Figura 58 - Correlograma da série reduzida dos retornos do indice SP500

Dependent Variable: D(LOG(CLOSE))

Method: ARMA Conditional Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt

steps)
Date: 09/26/19 Time: 10:20

Sample (adjusted): 3/04/2009 4/01/2019

Included observations: 2537 after adjustments

Convergence achieved after 2 iterations

Coefficient covariance computed using outer product of gradients

Dependent Variable: D(LOG(CLOSE))

Method: ARMA Conditional Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt

steps)
Date: 09/26/19 Time: 10:20

Sample (adjusted): 3/03/2009 4/01/2019

Included observations: 2538 after adjustments

Failure to improve likelihood (non-zero gradients) after 3 iterations
Coefficient covariance computed using outer product of gradients

MA Backcast: 3/02/2009

il Codficent  SLENOC Ol FHOD Variable Coefficient  Std.Error  tStatistic  Prob.
5 0.000557  0.000188 2968159  0.0030
c 0.000555 0000187 2963431  0.0031
AR() e AR G el S T ARG MA(1) -0.080677 0019826 -3060427  0.0022
R-squared 0.003821  Mean dependentvar 0.000558  R_gquared 0.003739 Mean dependentvar 0.000555
Adjusted R-squared 0003428  S.D. dependentvar 0.010062  agjusted R-squared 0.003346 S.D. dependentvar 0.010061
SE. of regression 0.010044  Akaike info criterion -6.362825  gE ofregression 0.010044 Akaike info criterion -6.362947
Sum squared resid 0.255753  Schwarz criterion -6.358222  sum squared resid 0.255823 Schwarz criterion -6.358346
Log likelihood 8073.244 Hannan-Quinn criter. -6.361155  Log likelihood 8076.580 Hannan-Quinn criter. -6.361278
F-statistic 9.723592 Durbin-Watson stat 1.994790  F-statistic 9516665 Durbin-Watson stat 2.000489
Prob(F-statistic) 0.001840 Probi(F-statistic) 0.002058
Inverted AR Roots -.06 Inverted MA Roots .06

Figura 59 - Output do modelo AR(1) da série reduzida dos

retornos do indice SP500

Figura 60 - Output do modelo MA(1) da série reduzida
dos retornos do indice SP500
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Dependent Variable: D(LOG(CLOSE))
Method: ARMA Conditional Least Squares (Gauss-Newton / Marquardt

steps)

Date: 09/26/19 Time: 10:21
Sample (adjusted): 3/04/2009 4/01/2019

Included observations: 2537 after adjustments
Failure to improve likelihood (non-zero gradients) after 9 iterations

Coefficient covariance computed using outer product of gradients
MA Backcast: 3/03/2009

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 0.000555 0.000194 2.857810 0.0043
AR(1) -0.797954 0.069261 -11.52101 0.0000
MA(1) 0.759879 0.075389 10.07948 0.0000
R-squared 0.014048 Mean dependentvar 0.000558
Adjusted R-squared 0.013270 S.D. dependentvar 0.010062
S.E. of regression 0.009995 Akaike info criterion -6.372356
Sum squared resid 0.253128 Schwarz criterion -6.365452
Log likelihood 8086.334 Hannan-Quinn criter. -6.369852
F-statistic 18.05289 Durbin-Watson stat 2.023820
Prob(F-statistic) 0.000000
Inverted AR Roots -.80
Inverted MA Roots -76

Figura 61 - Output do modelo ARMA(1,1) da série reduzida
dos retornos do indice SP500

Anexo | — Testes de Correlacéo e Heterocedasticidade da Série
Reduzida dos Retornos

Breusch-Godfrey Serial Correlation LM Test:
Null hypothesis: No serial correlation atup to 11ag

F-statistic 0.720453 Prob. F(1,2533) 0.3961
Heteroskedasticity Test ARCH Obs*R-squared 0.721386 Prob. Chi-Square(1) 0.3957
F-statistic 89.88740 Prob. F(1,2534) 0.0000
Obs*R-squared 86.87661 Prob. Chi-Square(1) 0.0000 Test Equation:
Dependent Variable: RESID
Method: Least Squares
Test Equation: Date: 09/26/19 Time: 10:21
Dependent Variable: RESID"2 Sample: 3/04/2009 4/01/2019
Method: Least Squares Included observations: 2537
Date: 09/26/19 Time: 10:22 Coefficient covariance computed using outer product of gradients
Sample (adjusted): 3/05/2009 4/01/2019 Presample missing value lagged residuals set to zero.
Included observations: 2536 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
(0 -3.91E-07 0.000194  -0.002011 0.9984
C 8.13E-05 5.32E-06 15.28396 0.0000 AR(1) -0.019879 0.073118  -0.271872 0.7857
RESID*2(-1) 0.185082 0.019522 9.480896 0.0000 MA(1) 0.031144 0.083849 0.371424 0.7104
RESID(-1) -0.023383  0.027549 -0.848795  0.3961
R-squared 0.034257 Mean dependentvar 9.98E-05
Adjusted R-squared 0.033876 S.D. dependentvar 0.000254 R-squared 0.000284 Mean dependentvar -1.97E-06
S.E. of regression 0.000249  Akaike info criterion -13.75389 Adjusted R-squared -0.000900 S.D. dependentvar 0.009991
Sum squared resid 0.000158 Schwarz criterion -13.74929 S.E. of regression 0.009995 Akaike info criterion -6.371852
Log likelihood 17441.94 Hannan-Quinn criter. -13.75222 Sum squared resid 0.253056 Schwarz criterion -6.362647
F-statistic 80.88740 Durbin-Watson stat 2.092460 Log likelihood 8086.695 Hannan-Quinn criter. -6.368513
Prob(F-statistic) 0.000000 F-statistic 0.240118 Durbin-Watson stat 2.000440
Prob(F-statistic) 0.868397

Figura 62 - Output do teste de Heterocedasticidade dos
residuos da série reduzida dos retornos do indice SP500

Figura 63 - Output do teste de correlacdo dos residuos da
série reduzida dos retornos do indice SP500
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Anexo J — Previsao da Série Reduzida dos Retornos

3,500
Forecast: CLOSEF
3 Actual: CLOSE
2 Forecast sample: 3/02/2009 4/01/2013
Adjusted sample: 3/04/2009 4/01/2013
2,500 Included observations: 2537
Root Mean Squared Error 16.64764]
2,000 Mean Absolute Error  11.41143
Mean Abs. Percent Error 0.683101
1,500 Theil Inequality Coef. 0.004338%
Bias Proportion 0.000087
Variance Proportion 0.000463|
1,000 2 S
Covariance Proportion 0.999335
Theil U2 Coefficient 0.996264
500 Symmetric MAPE 0.682702

Figura 64 - Previsdo in-sample com o modelo AR(1) da série reduzida dos retornos do indice SP500

3,500

Figura 65 - Previsdo in-sample com 0 modelo MA(1) da série reduzida dos retornos do indice SP500

Forecast: CLOSEF

Actual: CLOSE

Forecast sample: 3/02/2009 4/01/2019
Adjusted sample: 3/03/2009 4/01/201%
Included observations: 2538

Root Mean Squared Error 16.64328|
Mean Absolute Error  11.40879
Mesan Abs. Percent Error 0.683130
Theil Inequality Coef. 0.004335%
Bias Proportion 0.000084
Variance Proportion 0.000456|
Covariance Proportion 0.999579
Theil U2 Coefficient 0.998221
Symmetric MAPE 0.68272%

3,500
Forecast: CLOSEF
Actual: CLOSE
5,000 Forecast sample: 3/02/2008 4/01/2013
Adjusted sample: 3/04/2009 4/01/2013
2,500 Included observations: 2537
Root Mean Squared Error 16.65036)
2,000 Mean Absolute Error  11.41035
Mean Abs. Percent Error 0.682043
1,500 Theil Inequality Coef. 0.004400
Bias Proportion 0.000082
Variance Proportion ©0.000435|
1,000 Covariance Proportion 0.998837
Theil U2 Coefficient 0.992201
soe Symmetric MAPE 0.681700
09 i0 11 12 13 ia is 16 17 18 19

Figura 66 - Previsdo in-sample com 0 modelo ARMA(1,1) da série reduzida dos retornos do indice
SP500



Anexo K — Codigo e Experiéncias

Epoch 1/20
Epoch 2/20
Epoch 3/20
Epoch 4/20
Epoch 5/20
Epoch 6/20
Epoch 7/20
Epoch 8/20
Epoch 9/20
Epoch 10/20
Epoch 11/20
Epoch 12/20
Epoch 13/20
Epoch 14/20
Epoch 15/20
Epoch 16/20
Epoch 17/20
Epoch 18/20
Epoch 19/20
Epoch 20/20
MSEAP

Teste 80%

Lote =7, N =256
Teste 90%

0,0047 0,0014 0,003 0,003
0,0015 0,002 0,0014 0,0034
0,0016 0,0029  0,0016 0,0049
0,0016 0,0038  0,0016 0,0041
0,0018 0,0056  0,0019 0,005
0,0018 0,0061 0,0019 0,0065
0,002 0,0085 0,0021 0,0074
0,002 0,0097  0,0023 0,0071
0,0024 0,0092 0,0028 0,0034
0,0027 0,0086  0,0035 0,0023
0,003 0,0116  0,0037 0,0061
0,0029 0,0131 0,0036 0,0049
0,0027 0,0138  0,0038 0,0102
0,0025 0,0119  0,0035 0,0128
0,0023 0,0118  0,0028 0,0108
0,0021 0,0099  0,0018 0,0069
0,002 0,0097 0,001 0,004
0,0018 0,008 5,29E-04 0,0027
0,0017 0,0088 2,81E-04 0,0019
0,0015 0,0078 1,82E-04 0,0013
39777,85707 6666,33576

Teste
0,0035
0,0014
0,0017

0,002
0,0023
0,0029
0,0045
0,0061
0,0065

0,008
0,0087

0,008
0,0059
0,0038
0,0021

8,41E-04
3,12E-04
1,54E-04
1,03E-04
8,24E-05

95%
0,001
7,40E-04
8,61E-04
0,0012
9,65E-04
0,0015
0,0028
0,0012
0,0011
0,0045
0,0014
0,0015
0,0016
9,52E-04
4,19E-04
2,20E-04
2,18E-04
2,07E-04
1,92E-04
1,81E-04
918,74398

Teste 99%

0,0036
0,0015
0,0017

0,002
0,0022
0,0029
0,0039

0,005
0,0067
0,0087
0,0095
0,0099
0,0091
0,0082
0,0069
0,0051
0,0037
0,0025
0,0016
0,0011

0,0029
5,27E-04
0,003
0,0037
0,0018
0,0015
0,0026
0,0013
7,67E-04
5,09E-04
0,0023
0,0022
0,0016
0,0017
0,0017
0,0021
0,0016
0,0014
9,93E-04
7,54E-04
3829,03287

Tabela 20 - Resultados obtidos com 0 modelo DNN - LSTM, com 20 épocas, lote de 7 e dimensionalidade de
256 de espaco de saida

Teste 80%

0,0054
0,0013
0,0014
0,0014
0,0014
0,0014
0,0015
0,0014
0,0015
0,0016
0,0016
0,0017
0,0019
0,0022
0,0025
0,0024
0,0023
0,0022
0,0021
0,0022

Tabela 21 - Resultados obtidos com 0 modelo DNN - LSTM,

0,002
0,0017
0,0027
0,0023
0,0035
0,0036
0,0054
0,0064
0,0072

0,008
0,0085
0,0087
0,0097
0,0132

0,015926
0,0165

0,015
0,0146
0,0131
0,0111

565352787

0,0037
0,0014
0,0016
0,0016
0,0017
0,0019
0,0021
0,0025
0,0029
0,0035
0,004
0,0042
0,0043
0,0036
0,0025
0,0016
8,72E-04
4,72E-04
2,92E-04
2,12E-04

Lote =6, N =256
Teste 90%

0,0025
0,0023
0,0036
0,0057
0,0065
0,0075
0,0073
0,0065
0,0049
0,0036
0,0061
0,009747
0,0197
0,0167
0,0125
0,0085
0,005804
0,0041
0,003
0,0021
10788,3434

dimensionalidade de 256 de espago de saida

Teste 95%

0,0045
0,0015
0,0018
0,002
0,0026
0,0036
0,0049
0,0064
0,0077
0,0093
0,0089
0,0074
0,0052
0,0032
0,0015
5,67E-04
2,29E-04
1,31E-04
9,69E-05
8,28E-05

8,32E-04
4,45E-04
8,42E-04
8,74E-04
8,96E-04
0,0025
0,0029
0,0012
0,0061
9,96E-04
0,0019
0,0016
0,0015
7,69E-04
2,95E-04
2,45E-04
2,34E-04
2,19E-04
2,06E-04
1,96E-04
996,83647

Teste 99%

0,0039  0,0018
0,0013 4,37E-04
0,0016  0,0012
0,0017 5,72E-04
0,0021  0,0017
0,0026 4,59E-04
0,0038 0,0031
0,0048 0,0011
0,0057 3,96E-04
0,0075 3,42E-04
0,0084  0,0034
0,0088 0,0032
0,0083  0,0026
0,0073  0,0023
0,0059 0,002
0,0046  0,0018
0,0032  0,0015
0,002  0,0014
0,0013 9,50E-04
8,33E-04 7,62E-04
3871,7429

com 20 épocas, lote de 6 e
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Teste 80%

0,0036
0,0015
0,0015
0,0016
0,0016
0,0019
0,0019
0,0021
0,0022
0,0023
0,0023
0,0024
0,0023
0,0021

0,002
0,0017
0,0016
0,0014
0,0013
0,0012

0,0013
0,0019
0,0033
0,0045
0,0054
0,0063
0,0074
0,0085
0,0088
0,0073
0,0093
0,0111
0,0119
0,0107
0,0111
0,0099
0,0085
0,0091
0,00793
0,0077
39184,284

Lote =8, N = 256

Teste 90%

0,0039
0,0015
0,0016
0,0017
0,0018

0,002
0,0023
0,0028
0,0034
0,0036
0,0038
0,0037
0,0038

0,003

0,002
0,0012

6,73E-04
3,53E-04
2,09E-04
1,49E-04

0,0032
0,0033
0,0034
0,0055
0,0059
0,0063
0,0072
0,0039
0,0035
0,0019
0,0057
0,0066
0,0123
0,0103
0,0068
0,0035
0,0023
0,0014
9,37E-04
6,31E-04
3208,9279

Teste 95%

0,0028
0,0014
0,0016
0,0019
0,0021
0,0025
0,0032
0,0046
0,0057
0,0063
0,0076
0,0075
0,0059
0,0039
0,0023
9,99E-04
3,75E-04
1,72E-04
1,10E-04
8,75E-05

7,58E-04
7,42E-04
5,81E-04
6,23E-04
0,001104
0,0043
0,0011
0,0019
9,69E-04
0,0029
7,99E-04
0,0018
0,0013
8,42E-04
3,37E-04
2,09E-04
2,15E-04
2,01E-04
1,85E-04
1,73E-04
877,9914

Teste 99%

0,0031
0,0015
0,0018

0,002
0,0024
0,003
0,0041
0,0055
0,0056
0,0071
0,0085
0,0089
0,0086
0,0074
0,0062
0,0051
0,0035
0,0021
0,0012
7,70E-04

0,0035
0,0015
0,0043
0,003
0,005
0,0021
7,74E-04
0,0023
9,57E-04
0,0014
0,0032
0,0031
0,0019
0,0024
0,0016
0,0014
0,0012
0,0012
9,61E-04
6,85E-04
3480,3131

Tabela 22 - Resultados obtidos com 0 modelo DNN - LSTM, com 20 épocas, lote de 6 e
dimensionalidade de 256 de espago de saida

Lote =9, N = 256

Teste 80%

0,0035
0,0014
0,0015
0,0016
0,0016
0,0018
0,002
0,0021
0,0022
0,0023
0,0023
0,0023
0,0021
0,002
0,0017
0,0015
0,0013
0,0012
0,0011
9,31E-04

0,0012
0,0018
0,0035
0,0042
0,005
0,0061
0,0075
0,0077
0,0079
0,0082
0,007
0,0092
0,0098
0,0091
0,0082
0,0073
0,0069
0,0063
0,0056
0,0059
30117,956

Teste 90%

0,003
0,0014
0,0015
0,0016
0,0018
0,0019

0,002
0,0024
0,0026
0,0028
0,0029

0,003
0,0029
0,0029
0,0027
0,0019
0,0013

8,01E-04
4,52E-04
2,48E-04

0,0013
0,004
0,0038
0,0029
0,0037
0,0063
0,0064
0,0073
0,0075
0,0068
0,0017
0,0041
0,0036
0,0042
0,0069
0,0035
0,0028
0,0016
0,0011
7,34E-04
3729,2525

Teste 95%

0,003
0,0015
0,0017
0,0021
0,0024
0,0031
0,0039
0,0048
0,0059
0,0063
0,0075

0,007
0,0053
0,0034
0,0019

7,62E-04
2,93E-04
1,49E-04
1,05E-04
8,83E-05

4,52E-04
9,32E-04
6,22E-04

0,0013
8,21E-04
9,99E-04

0,0017

0,0015
9,46E-04

0,0041

0,0011

0,0015
9,51E-04
5,63E-04
2,35E-04
2,54E-04
2,34E-04
2,07E-04
1,89E-04
1,76E-04
894,82323

Teste 99%

0,0029
0,0016
0,0019
0,0022
0,0025
0,0034
0,0041
0,005
0,0055
0,0073
0,0079
0,0078
0,0069
0,006
0,0048
0,0033
0,002
0,0011
5,52E-04
3,18E-04

0,0036
0,0017
0,0059
0,0062
0,0039
0,0057
0,0022
0,003
4,56E-04
8,79E-04
0,0032
0,0024
0,0025
0,0016
0,0015
0,0011
9,95E-04
7,01E-04
4,73E-04
3,37E-04
1710,6864

Tabela 23 - Resultados obtidos com 0 modelo DNN - LSTM, com 20 épocas, lote de 9 e
dimensionalidade de 256 de espago de saida
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Teste 80%

0,0038
0,0015
0,0016
0,0017
0,0018
0,0019

0,002
0,0022
0,0023
0,0025
0,0027
0,0026
0,0024
0,0022
0,0019
0,0017
0,0016
0,0015
0,0014
0,0012

0,0013
0,0022
0,0037
0,0042
0,0055
0,0073
0,0079
0,0104
0,0098
0,0078
0,0101
0,0131
0,012
0,0111
0,0104
0,009
0,0087
0,0074
0,0095
0,0073
37280,895

Lote =8, N = 255

Teste 90%

0,003
0,0013
0,0015
0,0016
0,0018
0,0019
0,0021
0,0025
0,0028
0,0031
0,0032
0,0032
0,0032

0,003
0,0026
0,0018
0,0011

6,28E-04
3,26E-04
1,87E-04

0,0025
0,0035
0,0044
0,0037
0,0031
0,006
0,0066
0,0059
0,0076
0,0021
0,0039
0,0039
0,0048
0,0054
0,0075
0,0046
0,0027
0,0016
0,001
7,03E-04
3571,9396

Teste 95%

0,0025
0,0014
0,0016

0,002
0,0022
0,0028
0,0036
0,0047
0,0062
0,0068
0,0081
0,0077
0,0063
0,0042
0,0025
0,0011

4,01E-04
1,81E-04
1,15E-04
8,94E-05

4,43E-04
8,95E-04
7,24E-04
0,0011
7,69E-04
0,0014
0,0012
0,0033
0,0012
0,0035
0,0011
0,0018
0,0014
9,69E-04
3,96E-04
2,13E-04
2,19E-04
2,06E-04
1,89E-04
1,74E-04
883,66801

Teste 99%

0,0029
0,0015
0,0018
0,002
0,0025
0,0031
0,0041
0,0051
0,006
0,0079
0,0084
0,0085
0,0076
0,0065
0,0053
0,0038
0,0024
0,0014
8,32E-04
5,08E-04

0,0033
0,0017
0,0045
0,0031
0,0059
0,0048
0,0014
0,0039
5,65E-04
6,55E-04
0,0034
0,0025
0,0025
0,0017
0,0016
0,0014
0,0012
8,96E-04
6,95E-04
5,11E-04
2595,4787

Tabela 24 - Resultados obtidos com 0 modelo DNN - LSTM, com 20 épocas, lote de 8 e
dimensionalidade de 255 de espago de saida

Teste 80%

0,0034
0,0016
0,0017
0,0018
0,0018

0,002
0,0022
0,0023
0,0025
0,0026
0,0028
0,0027
0,0024
0,0022

0,002
0,0019
0,0017
0,0015
0,0014
0,0012

0,0013
0,0021
0,0041
0,0041
0,0062
0,0069
0,0095
0,0111
0,0105
0,0079
0,0101
0,013
0,0116
0,0099
0,0086
0,0074
0,0077
0,0071
0,0068
0,0073
37073,593

Lote =8, N =254

Teste 90%

0,0029
0,0013
0,0015
0,0016
0,0018
0,0019
0,0021
0,0023
0,0027

0,003
0,0033
0,0033
0,0032
0,0032
0,0026
0,0018
0,0011

6,24E-04
3,17E-04
1,82E-04

0,0023
0,0036
0,0048
0,0043
0,0036
0,0038
0,0061
0,0073
0,007
0,003
0,0027
0,0042
0,0051
0,008
0,0074
0,0044
0,0027
0,0015
0,0011
7,38E-04
3749,3458

Teste 95%

0,003
0,0016
0,0018
0,0021
0,0025

0,003
0,0042
0,0062
0,0062

0,007
0,0082
0,0078
0,0062
0,0041
0,0024
0,0011

3,88E-04
1,79E-04
1,13E-04
8,81E-05

4,43E-04
8,77E-04
8,96E-04
7,37E-04
9,44E-04
0,0011
0,0027
0,0012
0,001
0,0045
0,0016
0,0017
0,0015
0,0011
4,67E-04
2,21E-04
2,19E-04
2,08E-04
1,92E-04
1,78E-04
903,44542

Teste 99%

0,0035
0,0014
0,0017
0,0019
0,0023
0,0028
0,0036
0,0045
0,0053
0,0059
0,0076
0,0078
0,0081
0,0069
0,0057
0,0045
0,003
0,0018
0,0011
6,50E-04

0,0037
0,0011
0,0044
0,0051
0,0023
0,0016
0,0059
0,0027
0,0012
4,78E-04
5,21E-04
0,003
0,0029
0,0023
0,0017
0,0015
0,0014
0,0011
8,10E-04
5,77E-04
2932,7926

Tabela 25 - Resultados obtidos com 0 modelo DNN - LSTM, com 20 épocas, lote de 8 e
dimensionalidade de 254 de espago de saida
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Teste 80%

0,0038
0,0016
0,0016
0,0017
0,0018
0,0019
0,0021
0,0023
0,0024
0,0025
0,0027
0,0026
0,0024
0,0021

0,002
0,0018
0,0016
0,0015
0,0013
0,0013

0,0014
0,0024
0,0035
0,0042
0,0051
0,007
0,0091
0,01
0,0102
0,0079
0,0092
0,0108
0,0122
0,0103
0,0097
0,0096
0,0084
0,008
0,0074
0,0071
36302,527

0,0039
0,0014
0,0016
0,0017
0,0018

0,002
0,0021
0,0024
0,0029
0,0033
0,0036
0,0035
0,0036
0,0033
0,0025
0,0015

9,27E-04
5,03E-04
2,79E-04
1,80E-04

Lote =8, N =257
Teste 90%

0,0033
0,0034
0,0053
0,0061
0,0058
0,0064
0,0074
0,0073
0,0052
0,001918
0,0053
0,0043
0,0069
0,0104
0,0085
0,005
0,003
0,002
0,0013
8,73E-04
4438,5574

Teste 95%

0,0031
0,0015
0,0018
0,0022
0,0024
0,0032
0,0048
0,0065
0,0068
0,0078
0,0088
0,0077
0,0057
0,0038

0,002
8,10E-04
3,04E-04
1,51E-04
1,02E-04
8,33E-05

5,98E-04  0,0032
9,16E-04  0,0015
6,51E-04  0,0018
6,95E-04  0,0021
8,33E-04  0,0025
0,0019 0,003
0,0027  0,0042
0,0012  0,0052
9,93E-04  0,0056
0,0051  0,0064
0,0013 0,008
0,0014  0,0083
0,0015  0,0082
8,54E-04 0,007
3,36E-04  0,0059
2,16E-04  0,0044
2,19E-04 0,003
2,02E-04  0,0018
1,86E-04 0,001
1,74E-04 6,18E-04
881,94155

Teste 99%

0,0038
0,0012
0,0053
0,0046
0,0061
0,0044
0,0043
0,0012
0,001
0,0011
0,0027
0,0032
0,0027
0,0022
0,0017
0,0014
0,0012
0,001
7,53E-04
5,52E-04
2804,7882

Tabela 26 - Resultados obtidos com 0 modelo DNN - LSTM, com 20 épocas, lote de 8 e
dimensionalidade de 257 de espago de saida

O cadigo utilizado para a previsdo do modelo DNN-LSTM:

import numpy as np

import pandas as pd

from keras.models import Sequential

from keras.layers import LSTM,Dense

from sklearn.preprocessing import MinMaxScaler

import matplotlib.pyplot as plt
from sklearn.metrics import mean_squared_error

from math import sqrt

#Function for processing training and testing data

def getdata(data,In):
XY =01

for i in range( len(data)-In-1):

X.append(data[ i:(i+In),0] )
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Y .append(data[ (i+In),0])
return np.array(X),np.array(Y)

#Function for loading input data

data = pd.read_csv('C:/Users/crist/OneDrive/Area de Trabalho/Tese/Documentos/
SeP500.csv', engine = "python’)

dt = data['Close']

dt.dropna(inplace=True)

#Function for scaling input data
scale = MinMaxScaler()

dt = dt.values.reshape(dt.shape[0],1)
dt = scale.fit_transform(dt)

dt

#Spliting input data into training and testing data

X,y = getdata(dt,8)

X_train,X_test = X[:int(X.shape[0]*0.90)],X[int(X.shape[0]*0.90):]
y_train,y_test = y[:int(y.shape[0]*0.90)],y[int(y.shape[0]*0.90):]

#Parameters of the model

model = Sequential()

model.add(LSTM(256,input_shape=(8,1)))

model.add(Dense(1))
model.compile(optimizer="adam’,loss="mse’)

#Training the model

X_train = X_train.reshape((X_train.shape[0],X_train.shape[1],1))
X_test = X_test.reshape((X_test.shape[0],X_test.shape[1],1))

history = model.fit(X_train,y_train,epochs = 250,validation_data=(X_test,y _test),
shuffle=False)



#Testing the model using test data
Xt = model.predict(X_test)

#Plotting actual data vs predicted data

plt.rcParams.update({'font.size": 10})
plt.plot(scale.inverse_transform(y_test.reshape(-1,1)), color="red’, label="Valor Atual’)
plt.plot(scale.inverse_transform(Xt), color="green’, label="Valor Previsto")
plt.legend(bbox_to_anchor=(0.31, 1), loc=1, borderaxespad=0.)

plt.xlabel("NUmero de dias’)

plt.ylabel('Precos de Fecho')

plt.title('Previsdo de Precos de Fecho para a Bolsa SP500')

plt.show()

#Calculating the mean squared error

xin = scale.inverse_transform(Xt)

yin = scale.inverse_transform(y_test.reshape(-1,1))

final_mse = mean_squared_error(xin, yin)

print ("Mean squared error after predictions: %f"%(final_mse))

print((RMSE%',str(round((sqrt(mean_squared_error(yin, xin))/yin.mean())*100,2))+'%")

mapel = np.mean(np.abs(xin - yin)/np.abs(yin))*100
print(MAPEL', mapel)

act =]

pred =[]

i=483

Xt = model.predict(X_test[i].reshape(1,8,1))

print(‘predicted:{0}, actual:{1}".format(scale.inverse_transform(Xt),
scale.inverse_transform(y_test[i].reshape(-1,1))))

pred.append(scale.inverse_transform(Xt))
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act.append(scale.inverse_transform(y_test[i].reshape(-1,1)))

Anexo L- Previsao da Série com DL - LSTM

4350/4350 [
1.2800e-04 - val_loss: 1.1103e-04

4350/4350 [
1.1736e-04 - val_loss: 1.1340e-04

4350/4350 [

4350/4350 [
1.0753e-04 - val_loss: 1.1118e-04

Epoch 246/250

Epoch 247/250

4350/4350 [
1.2233e-04 - val_loss: 1.1245e-04

Epoch 248/250

Epoch 249/250

Epoch 250/250

] - 14s 3ms/step - loss:

] - 12s 3ms/step - loss:

] - 12s 3ms/step - loss:

] - 13s 3ms/step - loss:

1.1267e-04 - val_loss: 1.1171e-04=>. .......... ]- ETA: 5s - loss: 1.4214e-04

] - 14s 3ms/step - loss:

Tabela 27 - Resultados obtidos na previsdo da série com 0 modelo DNN-LSTM

Valores previstos com 0 modelo DNN-LSTM para a série no seu global:

Atual Predicted Atual Predicted Atual Predicted
2388.3301 | 2389.8450 | 2681.4700 | 2684.4248 | 2821.9299 | 2826.0276
2391.1699 | 2393.1003 | 2679.2500 | 2678.5977 | 2839.9600 | 2814.1467
2388.1299 | 2395.9878 | 2684.5701 | 2675.8430 | 2818.3701 | 2827.8752
2389.5200 | 2393.5471 | 2683.3401 | 2680.0725 | 2840.6899 | 2811.6240
2399.2900 | 2394.5171 | 2680.5000 | 2679.5359 | 2850.1299 | 2828.2212
2399.3799 | 2403.3186 | 2682.6201 | 2677.0210 | 2857.0500 | 2838.4377
2396.9199 | 2404.2476 | 2687.5400 | 2678.5332 | 2862.9600 | 2845.5046
2399.6299 | 2402.0811 | 2673.6101 | 2682.9490 | 2861.8201 | 2851.3201
2394.4399 | 2404.2478 | 2695.8101 | 2671.5105 | 2856.9800 | 2851.0742
2390.8999 | 2399.8452 | 2713.0601 | 2689.1633 | 2874.6899 | 2846.9006
2402.3201 | 2396.2505 | 2723.9900 | 2706.1443 | 2896.7400 | 2861.1794
2400.6699 | 2406.1001 | 2743.1499 | 2717.4443 | 2897.5200 | 2881.5269
2357.0300 | 2405.6318 | 2747.7100 | 2735.0332 | 2914.0400 | 2884.8394
2365.7200 | 2366.6218 | 2751.2900 | 2740.9600 | 2901.1299 | 2898.9070
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2381.7300 | 2370.5664 | 2748.2300 | 2744.5691 | 2901.5200 | 2890.0017
2394.0200 | 2385.5583 | 2767.5601 | 2742.3328 | 2896.7200 | 2888.9941
2398.4199 | 2398.0176 | 2786.2400 | 2758.4292 | 2888.6001 | 2884.8823
2404.3899 | 2403.0522 | 2776.4199 | 2776.2986 | 2878.0500 | 2877.5498
2415.0701 | 2408.7078 | 2802.5601 | 2770.1284 | 2871.6799 | 2867.7573
2415.8201 | 2418.6382 | 2798.0300 | 2791.3181 | 2877.1299 | 2861.1616
2412.9099 | 2420.2195 | 2810.3000 |2790.1899 | 2887.8899 | 2864.8970
2411.8000 | 2417.6958 | 2832.9700 | 2800.2590 | 2888.9199 | 2874.4709
2430.0601 | 2416.4163 | 2839.1299 | 2820.6501 | 2904.1799 | 2876.6243
2439.0701 | 2432.4988 | 2837.5400 | 2828.4011 | 2904.9800 | 2889.5874
2436.1001 | 2442.0962 | 2839.2500 | 2827.9128 | 2888.8000 | 2891.9863
2429.3301 | 2440.3110 | 2872.8701 | 2829.2014 | 2904.3101 | 2878.7283
2433.1399 | 2434.0134 | 2853.5300 | 2857.5300 | 2907.9500 | 2889.8159
2433.7900 | 2436.7241 | 2822.4299 | 2845.0657 | 2930.7500 | 2894.4260
2431.7700 | 2437.6167 | 2823.8101 | 2817.0652 | 2929.6699 | 2913.9580
2429.3899 | 2435.9216 | 2821.9800 |2814.5310 |2919.3701 | 2915.7190
2440.3501 | 2433.6348 | 2762.1299 | 2812.8416 | 2915.5601 | 2907.2703
2437.9199 | 2443.1194 | 2648.9399 | 2762.0610 | 2905.9700 | 2902.8772
2432.4600 | 2441.9424 | 2695.1399 | 2658.7266 | 2914.0000 | 2894.3296
2433.1499 | 2436.9224 | 2681.6599 | 2685.7766 | 2913.9800 | 2899.8618
2453.4600 | 2437.0127 | 2581.0000 | 2678.5383 | 2924.5901 | 2900.6807
2437.0300 | 2455.0295 | 2619.5500 | 2590.8105 | 2923.4299 | 2909.5896
2435.6101 | 2442.3291 | 2656.0000 | 2613.9045 | 2925.5100 | 2909.8486
2434.5000 | 2439.6470 | 2662.9399 | 2648.8181 | 2901.6101 | 2911.5593
2438.3000 | 2438.4446 | 2698.6299 | 2658.8938 | 2885.5701 | 2891.8906
2439.0701 | 2441.7227 | 2731.2000 | 2690.6057 | 2884.4299 | 2875.7842
2419.3799 | 2442.7664 | 2732.2200 | 2722.0791 | 2880.3401 | 2872.7380
2440.6899 | 2425.4128 | 2716.2600 | 2726.4529 | 2785.6799 | 2869.0476
2419.7000 | 2442.5203 | 2701.3301 | 2713.1035 | 2728.3701 | 2788.9890
2423.4099 | 2425.7791 | 2703.9600 | 2698.5325 | 2767.1299 | 2729.6599
2429.0100 | 2427.2886 | 2747.3000 | 2699.0320 | 2750.7900 | 2755.5681
2432.5400 | 24325193 | 2779.6001 | 2736.2515 | 2809.9199 | 2745.6416
2409.7500 | 2436.1885 | 2744.2800 | 2768.3349 | 2809.2100 | 2794.5234
2425.1799 | 2416.3003 | 2713.8301 | 2742.0654 | 2768.7800 | 2800.2585
2427.4299 | 2427.9734 | 2677.6699 | 2712.4629 | 2767.7800 | 2766.4084
2425.5300 | 2431.2649 | 2691.2500 | 2677.8604 | 2755.8799 | 2761.0933
2443.2500 | 2429.8711 | 2720.9399 | 2685.5117 | 2740.6899 | 2750.5220
2447.8301 | 2445.3958 | 2728.1201 | 2712.2422 | 2656.1001 | 2736.3154
2459.2700 | 2451.0010 | 2726.8000 |2721.6917 | 2705.5701 | 2662.2278
2459.1399 | 2461.5459 | 2738.9700 | 2721.5347 | 2658.6899 | 2695.6309
2460.6101 | 2462.4343 | 2786.5701 | 2731.7820 | 2641.2500 | 2660.0935
2473.8301 | 2463.7065 | 2783.0200 | 2773.4678 | 2682.6299 | 2640.6892
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2473.4500 | 2475.4592 | 2765.3101 | 2775.6187 | 2711.7400 | 2674.2944
24725400 | 2476.3208 | 2749.4800 | 2760.5588 | 2740.3701 | 2703.4846
2469.9099 | 2475.5073 | 2747.3301 | 2745.0574 | 27/23.0601 | 2731.2676
2477.1299 | 2473.0686 | 2752.0100 | 2741.3201 | 2738.3101 | 2719.6941
2477.8301 | 2479.1694 | 2712.9199 | 2744.9714 | 2755.4500 | 2730.9548
2475.4199 | 2480.4407 | 2716.9399 | 2712.1697 | 2813.8899 | 2746.9519
2472.1001 | 2478.4131 | 2711.9299 | 2711.4832 | 2806.8301 | 2798.4136
2470.3000 | 2475.2478 | 2643.6899 | 2707.3652 | 2781.0100 | 2798.8323
2476.3501 | 2473.3374 | 2588.2600 | 2648.3167 | 2/26.2200 | 2776.6538
2477.5701 | 2478.5002 | 2658.5500 | 2593.2285 | 2722.1799 | 2727.0444
2472.1599 | 2480.1421 | 2612.6201 | 2648.0374 | 2701.5801 | 2717.4016
2476.8301 | 2475.5100 | 2605.0000 | 2615.3518 | 2730.2000 | 2698.9958
2480.9099 | 2479.1191 | 2640.8701 | 2604.7073 | 2/36.2700 | 2721.4058
24749199 | 2483.1167 | 2581.8799 | 2634.7202 | 2690.7300 | 2729.5479
2474.0200 | 2478.2363 | 2614.4500 | 2587.1685 | 2641.8899 | 2691.5000
2438.2100 | 2476.8999 | 2644.6899 | 2609.7634 | 2649.9299 | 2644.6887
2441.3201 | 2445.1577 | 2662.8401 | 2638.8799 | 2632.5601 | 2646.2368
2465.8401 | 2444.6377 | 2604.4700 | 2657.7712 | 2673.4500 | 2631.8862
2464.6101 | 2466.5369 | 2613.1599 | 2609.3257 | 2682.1699 | 2665.5999
2468.1101 | 2467.7808 | 2656.8701 | 2610.9797 | 2743.7900 | 2677.2458
2430.0100 | 2470.8564 | 2642.1899 | 2649.2124 | 2737.8000 | 2731.1453
2425.5500 | 2437.4333 | 2663.9900 | 2641.1108 | 2760.1699 | 2732.4346
2428.3701 | 2429.9722 | 2656.3000 | 2658.7151 | 2790.3701 | 2751.2488
2452.5100 | 2431.9978 | 2677.8401 | 2654.1453 | 2700.0601 | 2779.0730
24440400 | 2453.7324 | 2706.3899 | 2671.9631 | 2695.9500 | 2705.4729
2438.9700 | 2448.4697 | 2708.6399 | 2698.6072 | 2633.0801 | 2692.4233
2443.0500 | 2443.2837 | 2693.1299 | 2703.6101 | 2637.7200 | 2637.2419
24442400 | 2446.3323 | 2670.1399 | 2690.6702 | 2636.7800 | 2634.7705
2446.3000 | 2447.7343 | 2670.2900 | 2669.2468 | 2651.0701 | 2634.2583
2457.5901 | 2449.6926 | 2634.5601 | 2666.8242 | 2650.5400 | 2646.7197
2471.6499 | 2459.8711 | 2639.3999 | 2635.9309 | 2599.9500 | 2647.7603
2476.5500 | 2473.2896 | 2666.9399 | 2636.5095 | 2545.9399 | 2604.0779
2457.8501 | 2478.9026 | 2669.9099 | 2660.5999 | 2546.1599 | 2551.9045
2465.5400 | 2462.8535 | 2648.0500 | 2666.0750 | 2506.9600 | 2546.5076
2465.1001 | 2467.8867 | 2654.8000 | 2647.7361 | 2467.4199 | 2512.1460
2461.4299 | 2468.1182 | 2635.6699 | 2651.2937 | 2416.6201 | 2473.8335
2488.1101 | 2464.9009 | 2629.7300 | 2635.2952 | 2351.1001 | 2425.1953
2496.4800 | 2488.0969 | 2663.4199 | 2628.2935 | 2467.7000 | 2362.2634
2498.3701 | 2497.8872 | 2672.6299 | 2656.6897 | 2488.8301 | 2460.1348
2495.6201 | 2500.3945 | 2671.9199 | 2668.0430 | 2485.7400 | 2489.1545
2500.2300 | 2498.1177 | 2697.7900 | 2668.5886 | 2506.8501 | 2488.8760
2503.8701 | 2501.8572 | 2723.0701 | 2690.7473 | 2510.0300 | 2507.0203
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2506.6499 | 2505.4475 | 2727.7200 | 2714.9829 | 2447.8899 | 2511.5374
2508.2400 | 2508.2551 | 2730.1299 | 2721.7275 | 2531.9399 | 2457.0842
2500.6001 | 2509.9109 | 2711.4500 | 2724.4043 | 2549.6899 | 2525.2832
2502.2200 | 2503.3413 | 2722.4600 | 2708.6316 | 2574.4099 | 2548.3564
2496.6599 | 2504.0371 | 2720.1299 | 2716.0303 | 2584.9600 | 2572.0425
2496.8401 | 2499.2720 | 2712.9700 | 2715.0593 | 2596.6399 | 2583.5637
2507.0400 | 2498.9333 | 2733.0100 | 2708.7900 | 2596.2600 | 2594.7061
2510.0601 | 2507.9036 | 2724.4399 | 2725.1379 | 2582.6101 | 2595.4238
2519.3601 | 2511.5229 | 2733.2900 | 2719.8840 | 2610.3000 | 2583.5547
2529.1201 | 2520.0000 | 2727.7600 | 2726.6753 | 2616.1001 | 2606.1877
2534.5801 | 2529.4143 | 2721.3301 | 2722.8184 | 2635.9600 | 2613.8660
2537.7400 | 2535.1208 | 2689.8601 | 2716.7869 | 2670.7100 | 2631.7832
2552.0701 | 2538.4072 | 2724.0100 | 2689.1091 | 2632.8999 | 2663.7319
2549.3301 | 2551.2190 | 2705.2700 | 2714.9958 | 2638.7000 | 2634.6833
25447300 | 2550.1726 | 2734.6201 | 2702.3574 | 2642.3301 | 2635.9731
2550.6399 | 2545.9260 | 2746.8701 | 2725.7754 | 2664.7600 | 2639.4072
2555.2400 | 2550.5955 | 2748.8000 | 2739.1660 | 2643.8501 | 2659.1655
2550.9299 | 2555.1467 | 2772.3501 | 2742.3135 | 2640.0000 | 2643.4661
2553.1699 | 2551.8579 | 2770.3701 | 2762.5854 | 2681.0500 | 2638.1348
2557.6399 | 2553.4128 | 2779.0300 | 2763.4072 | 2/04.1001 | 2672.9207
2559.3601 | 2557.4917 | 2782.0000 | 2770.6707 | 2706.5300 | 2696.8950
2561.2600 | 2559.4329 | 2786.8501 | 2774.0774 |27/24.8701 | 2701.6211
2562.1001 | 2561.2764 | 2775.6299 | 2778.5376 | 2737.7000 | 2717.6531
2575.2100 | 2562.1870 | 2782.4900 | 2769.5469 | 2731.6101 | 2730.4275
2564.9800 | 2573.6865 | 2779.6599 | 2774.1750 | 2706.0500 | 2726.6567
2569.1299 | 2566.0415 | 2773.7500 | 2772.4053 | 2707.8799 | 2704.2153
2557.1499 | 2568.7122 | 2762.5901 | 2767.1516 | 2709.8000 | 2702.9802
2560.3999 | 2558.5930 | 2767.3201 | 2757.0120 | 2744.7300 | 2704.6257
2581.0701 | 2560.2861 | 2749.7600 | 2759.7788 | 2753.0300 | 2734.7236
2572.8301 | 2578.5630 | 2754.8799 | 2745.2798 | 2745.7300 | 2745.5193
2575.2600 | 2573.4429 | 2717.0701 | 2747.8154 | 2775.6001 | 2740.4314
2579.3601 | 2574.8423 | 2723.0601 | 2716.0037 | 2779.7600 | 2765.0452
2579.8501 | 2578.5696 | 2699.6299 | 2717.1448 | 2784.7000 | 2771.6650
2587.8401 | 2579.3892 | 2716.3101 | 2697.4963 | 2774.8799 | 2776.5142
2591.1299 | 2586.4065 | 2718.3701 | 2709.4160 |2792.6699 | 2768.7214
2590.6399 | 2590.0481 | 2726.7100 | 2712.8162 | 2796.1101 | 2782.7183
2594.3799 | 2589.9631 | 2713.2200 | 2720.3330 | 2793.8999 | 2787.4470
2584.6201 | 2593.1611 | 2736.6101 | 2709.6819 | 2792.3799 | 2786.1108
2582.3000 | 2585.0259 | 2759.8201 | 2728.2969 | 2784.4900 | 2784.5852
2584.8401 | 2582.0537 | 2784.1699 | 2750.4089 | 2803.6899 | 2777.6953
2578.8701 | 2583.9854 | 2793.8401 | 2773.7400 |2792.8101 | 2793.0554
2564.6201 | 2579.0481 | 2774.0200 | 2784.6865 | 2789.6499 | 2785.8938
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2585.6399 | 2566.0789 | 2798.2900 | 2769.0637 | 2/71.4500 | 2782.1968
2578.8501 | 2582.9644 | 2801.3101 | 2787.4707 | 2748.9299 | 2766.3169
2582.1399 | 2579.0596 | 2798.4299 | 2792.4521 | 2/43.0701 | 2745.1670
2599.0300 | 2581.3911 | 2809.5500 | 2790.5427 | 2783.3000 | 2737.6125
2597.0801 | 2596.3396 | 2815.6201 | 2799.6350 | 2791.5200 | 2771.0493
2602.4199 | 2596.3086 | 2804.4900 | 2805.9172 | 2810.9199 | 2782.3472
2601.4199 | 2600.8188 | 2801.8301 | 2797.2563 | 2808.4800 | 2800.0093
2627.0400 | 2600.4409 | 2806.9800 | 2793.8403 | 2822.4800 | 2800.0835
2626.0701 | 2622.5383 | 2820.3999 | 2797.7754 | 2832.9399 | 2811.7361
2647.5801 | 2624.2273 | 2846.0701 | 2809.6431 | 2832.5701 | 2822.0144
2642.2200 | 2642.8486 | 2837.4399 | 2832.7876 | 2824.2300 | 2822.9634
2639.4399 | 2640.3188 | 2818.8201 | 2828.4795 | 2854.8799 | 2815.9517
2629.5701 | 2637.4573 | 2802.6001 | 2812.0466 | 2800.7100 | 2840.7712
2629.2700 | 2628.5581 | 2816.2900 | 2796.1675 | 2798.3601 | 2798.4363
2636.9800 | 2627.2761 | 2813.3601 | 2805.7466 | 2818.4600 | 2790.7292
2651.5000 | 2633.8545 | 2827.2200 | 2804.6677 | 2805.3701 | 2806.9502
2659.9900 | 2647.2014 | 2840.3501 | 2816.1990 | 2815.4399 | 2798.1255
2664.1101 | 2656.0413 | 2850.3999 | 2828.7515 | 2834.3999 | 2805.4163
2662.8501 | 2660.5220 | 2858.4500 | 2838.7656 | 2867.1899 | 2822.4050
2652.0100 | 2659.8596 | 2857.7000 | 2846.7427 | 2867.2400 | 2852.0828
2675.8101 | 2650.3713 | 2853.5801 | 2847.0845

2690.1599 | 2669.7239 | 2833.2800 | 2843.5789
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