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Resumo

Este estudo tem como objetivo compreender o trabalho de uma professora do 3.°
ano de escolaridade orientado para a construcdo, pelos alunos, do conceito de nimero
racional, representado na forma de fracdo, numa perspetiva de desenvolvimento de
sentido de nimero. Concretamente pretende-se descrever e analisar as suas préaticas, na
preparacdo e concretizacdo de uma trajetdria de aprendizagem dos nimeros racionais,

perspetivando os desafios e dificuldades com que se vai confrontando.

O quadro teodrico problematiza o ensino dos nUumeros racionais através de
problemas, evidenciando perspetivas, contornos e desafios do ensino em geral, e do

ensino do numero racional, em particular.

Do ponto de vista metodoldgico, o estudo inscreve-se numa abordagem
qualitativa de investigacdo e, em particular, situa-se na interface entre o paradigma
interpretativo e o colaborativo. Neste &mbito, foi realizado um estudo de caso sobre as
praticas de uma professora do 3.° ano relativas a preparacdo e concretizacdo de uma
trajetoria de aprendizagem dos ndmeros racionais, negociada no decurso do
desenvolvimento de um projeto de colaboracdo. A recolha de dados foi realizada através
de (i) duas entrevistas semiestruturadas a professora, (ii) da observacdo de aulas

registadas em audio e video, (iii) da recolha documental e (iv) da conversacdo informal.

As conclusbes evidenciam a necessidade de uma abordagem holistica na
construcdo do conceito de numero racional, a partir da compreensdo da fracdo, uma
nocdo complexa e multifacetada. Essa abordagem requer proporcionar aos alunos uma
experiéncia diversificada, apoiada em tarefas criteriosamente selecionadas e encadeadas
que possam fazer emergir as grandes ideias matematicas relacionadas com o conceito de
namero racional, e um trabalho em torno das estratégias usadas pelos alunos, apoiado
em modelos para suportar o seu pensamento. A escolha de tarefas matematicamente
poderosas, uma compreensdo profunda da estrutura matematica subjacente a estas
tarefas e a orquestragé@o das discussdes na aula de modo a fazer emergir e instituir como
objeto de reflexdo essas grandes ideias, revelaram-se aspetos importantes das praticas da

professora.

Palavras-chave: Praticas do professor de Matematica; numeros racionais; fracao;

sentido de nimero; trabalho colaborativo






Abstract

This study aims to understand a third grade teacher’s work oriented towards the
construction, by the students, of the concept of rational number, represented as a
fraction, in a perspective of number sense development. Specifically it intends to
describe and analyze the teacher’s practices concerning the preparation and
implementation of a learning trajectory of rational numbers as well as the challenges
and difficulties faced by her.

The theoretical framework is focused on teaching rational numbers through problem
solving, illustrating perspectives and challenges related to teaching, in general, and to

teaching rational numbers, in particular.

From a methodological point of view, the study is based on a qualitative research
approach and, in particular, lies at the interface between the interpretive and the
collaborative paradigms. In this context, a case study on a third grade teacher’s practices
was carried out, that is related to the preparation and achievement of a learning
trajectory of rational numbers, which was negotiated during the development of a
collaboration project. The data was collected through (i) two semi-structured interviews
with the teacher, (ii) classroom observation in which audio and video records were

made, (iii) documentary collection and (iv) informal conversation.

The findings show the need of an holistic approach in the construction of the rational
number concept, starting by the understanding of fraction as a complex and wide-
ranging concept. This approach requires to provide students with a diversified
experience, supported by carefully selected and sequenced tasks that can bring out the
big mathematical ideas related to the concept of rational number, and a work based on
the strategies used by students, supported by models to foster their thinking. The choice
of powerful mathematical tasks, a deep understanding of the mathematical structure
underlying these tasks and the orchestration of collective discussions, in order to bring
out and to establish as an object of reflection these big ideas, turned out to be significant

aspects of the teacher’s practices.

Keywords — Mathematics teachers’ practices; rational numbers; fraction; number sense;
collaborative working.
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Capitulo 1- Introducao

1.1 Motivagéo e problemética

Acredito que os alunos constroem o seu proprio conhecimento, tal como todos
nés o construimos ao longo de toda a vida & medida que vamos vivendo e que vamos
tornando “nosso” o que experienciamos, atribuindo um significado pessoal, construindo
uma ideia propria sobre as coisas. Encontro ressonancia desta ideia em Hiebert e
Carpenter (1992) quando referem que “o conhecimento conceptual ¢ o conhecimento
que é compreendido”, ou seja, aquele que se torna a nossa propria ideia, devidamente
fundamentada em outras que foram construidas, amadurecidas, trabalhadas, provadas,

durante anos, por nds ou por outros.

Para construir essas ideias necessitamos de ferramentas, materiais € do nosso
proprio esforco para aprender. Precisamos que se criem condi¢Bes externas e internas a
nos proprios. E nesta medida, que penso que aprender é um ato de liberdade. Necessita
da nossa adesdo, do nosso consentimento. E também um ato da vontade. Aprendo
quando me envolvo ativamente no ato de pensar. Quando me esfor¢o por entender, por
compreender, por dar sentido a uma nova ideia, a partir daquelas que ja existem em

mim e estabelecendo conexdes entre elas.

Quanto maior for a rede de relagdes que estabeleco maior a compreensédo que
vou conseguindo estabelecer acerca das ideias, das coisas, do mundo que me rodeia. “O
significado é sempre uma questdo de compreensdo humana, que constitui a nossa
experiéncia de um mundo comum a que podemos dar sentido”, referem Nunes, Edwards
e Matos (1999). Estes autores concluem, assim, que uma teoria do significado é uma
teoria da compreensao que envolve imagens, esquemas e projecdes metaforicas, formas

de representacao das ideias.

Simultaneamente, a aprendizagem € realizada num meio e em interacdo com 0s

outros. Como sublinha Vygostky (1989), é a linguagem que permite aceder ao
18



Do nimero natural ao racional: Um projeto de colaboragdo com uma professora do 3° ano de escolaridade

pensamento e, simultaneamente, ajudar a pensar: “Uma palavra que ndo representa uma
ideia € uma coisa morta, da mesma forma que uma ideia ndo incorporada em palavras
ndo passa de uma sombra” (Vygostky 1989, p. 131). A estrutura da lingua que uma
pessoa fala influencia a maneira como esta pessoa percebe o0 universo; a linguagem nao
é um cddigo aleatdrio é uma forma de acesso ao pensamento que traduz uma visao do
mundo e o permite incorporar em nos: “As palavras desempenham um papel central ndo
s6 no desenvolvimento do pensamento, mas também na evolugdo histérica do
pensamento como um todo. A palavra € um microcosmo da consciéncia humana”
(idem, p.132).

Pensar a Matematica... e com a Matematica pensar o mundo. Ao contrario das
ciéncias que estudam o mundo natural ou social, a Matematica

€ uma ciéncia que lida com objetos e relagdes abstratas; e ainda uma linguagem que nos

permite elaborar uma compreensdo e representacdo desse mundo e um instrumento que

proporciona formas de agir sobre ele para resolver problemas que se nos deparam e de

prever e controlar os resultados das a¢Ges que realizarmos. (ME, 2007, p. 2)

A Matemética pode fazer sentido! A Matemaética tem de fazer sentido! Esta ¢,
para mim, a ideia fundamental para que um professor seja capaz de criar oportunidades
de aprendizagem poderosas para 0s seus alunos. Envolvemo-nos naquilo que nos faz
sentido e encontramos no mundo onde vivemos, aquilo que nos desafia e interpela.
Sensibilizam-me as palavras de Cochran citadas por VanWalle e Lovin (2006):

Uma vez tive um professor que compreendeu. Ele trouxe com ele a beleza da

matematica. Disse-me que a criasse por mim préprio. Nao me deu nada, e foi mais do

que qualquer outro professor jamais se atreveu a dar-me. (p. ix)*

Os autores citados consideram ser fundamental um professor de Matematica
acreditar nesta ideia e agir em consonancia, enfatizando que o caminho que o professor
vai desenvolvendo com os seus alunos pode ter uma enorme importancia na forma,
como estes “olham a matematica”. Para mim, desenvolver também nos alunos esta
crenga, € um dos aspetos essenciais daquilo em que acredito enquanto professora: A

Matematica faz sentido!

1 Tradugdo correspondente a: “And once I had a teacher who understood. He brought with him
the beauty of mathematics. He made me create it for myself. He gave me nothing, and it was
more than any other teacher has ever dared to give me.” (1991)

19
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A confianga de cada aluno na sua capacidade para “fazer matematica” vai
crescendo & medida que se vai envolvendo na atividade matematica. Ensinar serd, de
acordo com VanWalle e Lovin (2006), envolver os alunos até a um nivel onde eles
possam criar e desenvolver novas ideias e refletir sobre elas, procurando a relacdo com
outras ideias, interrelacionando-as, estando envolvidos mentalmente e encontrado,

assim, sentido na matematica.

Atribuir sentido, ou dar sentido a matematica que o professor e os alunos
trabalham faz-se como? Depende de qué? Havera da parte de professores e alunos um
modo de “olhar” a matemadtica que os ajude a manter a “matematica viva”? Que sera
necessario da parte do professor para criar uma aula onde todos os alunos tém acesso a
um ensino da matematica que o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM,
2008) designa por estimulante e de elevada qualidade? Como podera o professor
encontrar, com os seus alunos, percursos de aprendizagem desafiantes e promotores de

uma aprendizagem significativa?

Que competéncias sdo necessarias para enfrentarmos os desafios do mundo de
hoje com a Matematica que é de todos os tempos? Como favorecer, por exemplo, o
desenvolvimento do sentido de nimero? Como fomentar a constru¢do do conceito de
namero racional, um conceito cuja aprendizagem se tem revelado tdo complexa? Como
apoiar os alunos na passagem do nimero natural ao nimero racional? Como dar sentido
a nocdo de fracdo, uma representacdo que ndo explicita um namero mas a relacdo entre
dois nimeros? Que traz de poderoso a propria compreensdo do mundo, a nocdo de

fracéo e a construgdo de um novo conceito, o de nimero racional?

N&o pretendo dar resposta a todas as questfes colocadas mas explicitar o pano
de fundo das interrogacOes, relativamente ao tema que escolhi para este trabalho.

Descreverei, mais a frente, o objetivo e questdes associadas ao presente estudo.
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1.2 Pertinéncia do estudo

A investigacdo nacional e internacional tem, desde ha muito, considerado que as
fracBes’ sdo um dos temas mais importantes mas também dos mais complexos e dificeis
do ensino basico, tanto no que diz respeito ao ensino como a aprendizagem (Behr, Lesh,
Post & Silver, 1983; Monteiro & Pinto, 2005; Nunes & Bryant, 2006). A longevidade
do projeto Rational Number Project?, iniciado em 1979, e as in(imeras publicacdes a ele
associadas, é reveladora da importancia que este tema tem tido no ensino elementar,
nomeadamente porque se relaciona com o facto da compreensdo do conceito de fracdo
poder proporcionar estruturas mentais essenciais a futuras aprendizagens entre as quais
esta o raciocinio multiplicativo e o proporcional (Mamede, 2009; Monteiro & Pinto,
2005). Como bem salientam Nunes e Bryant (2006), ndo é possivel os alunos fazerem
progressos em Matematica, ou seguir determinados vias no ensino secundario sem uma

compreensdo profunda deste conceito.

A identificacdo das dificuldades dos alunos tem sido objeto de significativa
atencdo por parte dos investigadores. Varios ndo compreendem que a representacao

usada para fracdo se refere a uma unica entidade e quando confrontados, por exemplo,
3 . o
com s dizem estar perante dois nimeros (Cramer, Behr, Post, & Lesh, 2009). Esta

dificuldade é também sublinhada por Quaresma (2010) que refere, ainda, a
representacdo pictorica da fracdo (sobretudo a imprdpria), a compreensdo da fracao
como operador sobretudo quando a fragdo ndo é unitéria, e a dificuldade de os alunos
estabelecerem ligacGes entre as diversas representacfes de numeros racionais. Para a
maioria das pessoas, a compreensao das fragdes ndo é simples pois, diferentemente do
que acontece com 0S numeros inteiros, estas envolvem relagdes entre quantidades, o que
passa por entender a natureza relativa da fragdo (Nunes & Bryant, 2006). Este

entendimento requer a compreensao de que a mesma fracdo se pode referir a diferentes

Z para efeitos de simplificacdo de linguagem, o termo fracdo é usado para designar um nimero
racional representado sob a forma de fracéo.

® http://www.cehd.umn.edu/ci/rationalnumberproject/
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quantidades (% de 8 e % de 12 séo duas quantidades diferentes) e de que diferentes

N . 1 2 5
fracdes podem ser equivalentes (5 e 2 ou E) porque representam a mesma

quantidade.

As dificuldades associadas a compreensdo dos nimeros racionais, em particular
quando representados sob a forma de fracdo, também sobressaem quando se analisam 0s
relatérios dos resultados das provas de afericdo do 6° ano de escolaridade divulgados
pelo Gabinete de Avaliacdo Educacional (GAVE)”. Se se observarem os resultados de
2010 constata-se que o tema Numeros e Operacdes € 0 que apresenta resultados mais
baixos. Os itens em que os alunos apresentam um nivel de desempenho inferior foram
aqueles em que tiveram de resolver um problema, envolvendo o conceito de fragédo
como operador, e o que envolvia o calculo de uma percentagem. Independentemente da
existéncia, ou ndo, de alguma destreza na resolucdo de expressbes numeéricas com
fracOes, pois ha evidéncia de que os alunos conhecem as regras de célculo para
adicionar duas fracbes com diferentes denominadores, as respostas desses alunos
revelaram falta de capacidade critica perante a solugdo obtida e a existéncia de graves
lacunas na compreensdo da nocdo de fracdo. Os resultados nacionais obtidos nesta area
apontam para a necessidade de serem dadas mais oportunidades aos alunos para
resolverem problemas envolvendo a tomada de decisdes e o conceito de fragdo, e para
discutirem o significado das suas solugdes, nos respectivos contextos. A andlise dos
resultados no ano 2011 é similar. O tema NUmeros e Operac¢es €, também aquele em
que os alunos apresentam os resultados mais baixos e a resolucdo de problemas
envolvendo nimeros escritos na forma de fracdo continuou a revelar-se problematica
para muitos alunos que revelaram dificuldades quer na realizacéo de calculos com estes

nameros, quer na interpretagdo das situacdes em que eles surgem.

Ha varios autores que destacam que as dificuldades experienciadas pelos alunos
relativamente a compreensdo das fracbes se relacionam, ndo apenas com a
complexidade do préprio conceito, mas também com as abordagens de ensino (Sousa,
2009) e, em particular, com préticas de ensino tendencialmente estruturalistas e
mecanicistas (Monteiro & Pinto, 2005).

* Disponiveis em http://www.gave.min-edu.pt/np3/24.html
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A primazia destas préaticas é posta em causa quando se analisam as orientagdes
do atual Programa de Matemética do Ensino Bésico ®> (ME, 2007). Com efeito, os
objetivos gerais ai enunciados apontam para uma valorizacdo da compreensdo sobre a
técnica, sendo a ultima absolutamente necessaria ao trabalho na disciplina de
Matematica mas ndo a sua finalidade ultima. O objetivo da ordem do “saber porqué”
deve ser prosseguido a cada momento de aprendizagem. Os alunos devem compreender
conceitos, algoritmos, procedimentos e relacdes, e perceber a Mateméatica como uma
disciplina l6gica e coerente. Além disso, devem ser capazes de raciocinar
matematicamente e de resolver problemas usando o0s conceitos, as representacdes e 0s
procedimentos matematicos. Neste ambito, é essencial que os alunos se familiarizem
com diversas representacdes do conhecimento matematico e sejam capazes de
estabelecer conexdes entre elas. Com efeito, estas permitem modelar, interpretar e
analisar situacGes matematicas e selecionar a melhor representacdo, a mais adequada
face ao contexto da situacdo com que se lida, o que revela dominio e compreensdo da
matematica em jogo. Em particular, as representagdes permitem conhecer e
compreender 0s nimeros e as operacdes, 0 que permitird a sua utilizacdo em diferentes
situagdes: “Em cada situacdo o aluno deve ser capaz de usar a representagdo mais
adequada, mas deve igualmente ser capaz de passar com facilidade de uma

representagdo para outra” (ME, 2007, p.7).

No PMEB o tema Numeros e Operac6es surge em todos os ciclos tendo por base
trés ideias fundamentais: promover a compreensdao dos numeros e operacoes,
desenvolver o sentido de nimero e desenvolver a fluéncia no célculo. Evidencia-se uma
relacdo forte entre as duas Ultimas ideias, nomeadamente quando se destaca a
importancia do desenvolvimento, pelos alunos, de estratégias de calculo mental que Ihe
permitam sentir-se mais confortdvel no uso de estratégias de célculo mais
convencionais, como o0s algoritmos das quatro operacdes. Enfatiza-se, ainda, que uma
boa capacidade de calculo mental é importante para fomentar e apoiar atitudes de
autoconfiancga e a vontade, tdo necessarias a aprendizagem desse tema e da resolugéo de

problemas.

E nos dois primeiros anos de escolaridade que se comegam a trabalhar os

nUmeros racionais ndo negativos, devendo iniciar-se este trabalho “com uma abordagem

*De ora em diante, Programa de Matematica do Ensino Basico passard a ser designado por
PMEB
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intuitiva a partir de situacOes de partilha equitativa e de divisdo em partes iguais,
recorrendo-se a modelos e a representacdo na forma de fragao” (ME, 2007, p. 15). O
universo numérico dos alunos é, assim, ampliado para além dos nlimeros naturais. E no
3.° e 4.° anos de escolaridade que se aprofunda o estudo destes nimeros ‘“quer
recorrendo a problemas que permitam trabalhar outros significados das fracoes, quer
introduzindo ndmeros representados na forma decimal® a partir de situacées de partilha
equitativa ou de medida, refinando a unidade de medida” (idem). Relativamente a estes
niveis de ensino, o programa sugere, ainda, que sejam “proporcionadas situacdes aos
alunos que permitam relacionar a representacao fraciondria e a decimal” (idem) e que se
explorem “situacdes que, de uma forma intuitiva, contribuam para o desenvolvimento

da compreensao dos conceitos de razao e propor¢ao” (idem).

Ao trazer para o 1° ciclo do ensino basico 0os nimeros racionais tendo por ponto
de partida o conceito de fracdo e os seus diversos significados e trabalhando, em
paralelo, a representagdo fracionaria e decimal numa perspetiva de desenvolvimento de
sentido do nimero, da-se uma mudanca curricular muito significativa para o0s
professores deste ciclo. Os desafios sdo acrescidos porque muitos deles ndo tiveram, na
sua formacdo profissional, a oportunidade de estudar o conceito de nimero racional ou

de fracdo a partir dos seus muitos significados, nem de como ensinar nUmeros racionais.

O trabalho colaborativo que envolva professores e investigadores e cujo cerne
seja a acdo do professor e a reflexdo sobre essa acdo, pode ser uma boa maneira de o
ajudar a enfrentar estes desafios e, simultaneamente, de produzir conhecimento sobre
fendmenos educativos que sejam do interesse de todas as pessoas envolvidas nesse
trabalho (Boavida, 2005). Com efeito, sobretudo quando se trata de assuntos complexos
como € 0 caso do ensino e da aprendizagem das fracdes, a colaboragéo é, como referem
Boavida e Ponte (2002), uma estratégia importante para a realizagdo de investigacfes
sobre a pratica do professor pois proporciona uma capacidade de reflexdo acrescida que
favorece oportunidades de aprendizagem mutua e ajuda a ultrapassar obstaculos e a
lidar com vulnerabilidades e frustragdes, o que se pode traduzir em acréscimos de

segurancga para iniciar novos percursos.

® Que usualmente s&o designados por nimeros decimais, e que designarei a partir de agora desta
forma.
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No que se refere ao desenvolvimento do sentido de nimero, ha investigacdes
que destacam as potencialidades educativas de delinear o ensino a partir da concegéo e
concretizagao de trajetorias de aprendizagem que tenham por referéncia as “grandes
ideias” matemadticas que os alunos devem aprender. Entre estas investigagcdes esta a
realizada por Mendes (2011) focada na aprendizagem da multiplicagcdo. Esta autora
sublinha a importancia da escolha e sequenciacdo das tarefas na trajetdria, dos contextos
destas tarefas e dos numeros utilizados, bem como o papel do professor, em particular,
no que se refere a orquestracdo de discussdes coletivas de estratégias de resolucao que

sejam produtivas e ricas em conhecimento matematico.

A escolha de um percurso a realizar com os alunos através de uma sequéncia de
tarefas criteriosamente escolhidas tendo por horizonte as “grandes ideias” que
estruturam o pensamento matematico, € fundamental para a criacdo de contextos
favoraveis a aprendizagem. E quanto maior a dificuldade e a complexidade de um
conceito mais exigente se torna para o professor essa escolha. Torna-se, pois, essencial
encontrar meios que permitam dotar o professor de recursos que lhes permitam fazer
escolhas informadas sobre os melhores modos de agir na aula e, simultaneamente,

compreender o0 que o leva a fazer estas escolhas e os problemas com que se confronta.

Tendo em conta as atuais orientacBes curriculares para o ensino dos numeros
racionais nos primeiros anos de escolaridade, as dificuldades dos alunos neste dominio,
os desafios que o seu ensino coloca aos professores, nomeadamente aos do 1.° ciclo do
ensino bésico, e as potencialidades do trabalho colaborativo, considerei que seria
pertinente desenvolver este estudo centrado na analise das praticas de uma professora,
que adotou o pseudénimo de Beatriz. Com efeito, a analise das praticas do professor é
importante para compreender o seu modo de ensinar, as escolhas que estiveram
subjacentes as suas acles, assim como as suas expetativas e dificuldades. Pode
constituir para outros professores, como constituiu para mim, uma oportunidade de
integrar, pela proximidade com o trabalho desenvolvido por Beatriz, conhecimentos
mais ricos acerca dos desafios com que os professores se confrontam quando realizam
um trabalho numa unidade de ensino particularmente complexa mas crucial: as

primeiras aprendizagens do namero racional.
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1.3 O problema e as questdes de investigacao

Face as ideias apresentadas, uma das questfes centrais que se pode colocar é,
como pode um professor contribuir para o alargamento da no¢do de nimero natural para
racional nos seus alunos, utilizando a nocdo intuitiva de fracdo, a partir de situagdes de
partilha equitativa, e caminhar, progressivamente, para os outros significados da fragéo,
usando multiplas representacdes (entre elas, a decimal) através de uma possivel
trajetdria de aprendizagem delineada numa perspetiva de desenvolvimento de sentido do

ndamero.

Perante a problematica referida, este estudo tem como objetivo compreender o
trabalho de uma professora do 3° ano de escolaridade, desenvolvido no ambito de um
projeto colaborativo, orientado para a construcdo, pelos alunos, do conceito de nimero
racional, representado na forma de fragcdo, numa perspetiva de desenvolvimento de
sentido de nimero. Concretamente pretende-se descrever e analisar as suas praticas, na
preparacdo e concretizacdo de uma trajetéria de aprendizagem, perspetivando 0s

desafios e dificuldades com que se vai confrontando.

No ambito deste objetivo, definiram-se as seguintes questbes orientadoras da

investigacao:

Q1. Qual o papel da professora na preparacdo de uma trajetoria de
aprendizagem, orientada para a construcdo do conceito de nimero racional? Quais

as suas perspetivas sobre este processo de construcéo?

Q2. Como concretizou a professora a trajetoria de aprendizagem? O que
influenciou essa concretizacdo? Que aspetos, considerou facilitarem ou

constrangerem a construgdo do conceito?

Q3. De que modo, o trabalho desenvolvido contribuiu para a reorientacdo

das praticas da professora?

O estudo foi organizado em sete capitulos de que este ¢ o primeiro. E aqui que
apresento a problematica, a relevancia e objetivo do estudo e as questdes de
investigacao. O capitulo 2, foca-se no quadro tedrico. Comego por abordar questdes
associadas, em geral, ao ensino da Matemadtica para, em seguida, me centrar em

contornos e desafios associados ao do ensino do niimero racional. No capitulo 4 abordo
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as principais opc¢des metodoldgicas, explicitando o caso em estudo e as suas
caracteristicas especificas, e no capitulo 5 os principais aspetos do projeto de
colaboracdo desenvolvido por mim e pela professora. O capitulo 6, intitulado, Beatriz,
refere-se a descricdo e analise dos dados empiricos. O capitulo 7 apresenta as

conclusdes do estudo.

Capitulo 2 - Ensinar numeros racionais com problemas

Neste capitulo, irei problematizar o ensino dos numeros racionais com
problemas, come¢ando por tecer algumas consideragfes sobre o ensino da matematica,
de uma forma mais abrangente, e depois mais concretamente, sobre o ensino do nimero

racional, os seus contornos e desafios.

2.1 Pensando o ensino da matematica

Ensinar é¢ uma atividade complexa, que ndo se reduz a realizacdo de um conjunto
de rotinas mas assume, pelo contrario, todos os contornos de uma resolugdo constante
de situacBes problematicas (Santos, 2000). A préatica letiva, que implica muita
preparacdo, muito planeamento, muita antecipagédo, exige também, permanentemente,
um agir no momento. Muitas tomadas de decisdo sdo fruto da intuicdo, da experiéncia

profissional, e provavelmente da pessoa que o professor é.

Uma razdo para a complexidade da pratica do professor é a de o professor ter de
encaminhar todos os alunos para a aprendizagem, em simultaneo, € ndo um apos o
outro. Refere Lampert (2001) que por causa dessa simultaneidade diferentes problemas
serdo abordados por uma Unica acdo do professor, e essa acdo, ndo é independente de
outras acdes; ha constantemente interacdes entre alunos, individualmente, e em grupo.
O professor trabalha com diferentes grupos de alunos, ao mesmo tempo. O professor
age, em tempos diferentes com diferentes niveis de ideias, com o0s alunos

individualmente, com a turma toda. Tem de tornar a aula coerente, ligar o trabalhado
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numa aula, com o que foi trabalhado na outra, e trabalhar todo o curriculo ao longo de
um ano. Os problemas existem a partir de diferentes dominios: do dominio social,

temporal e intelectual Lampert (2001).

Além das questbes relacionadas com a propria aprendizagem dos conteudos
matematicos, h& todo um conjunto de agdes do professor que sdo praticamente
invisiveis. Para além de, estabelecer um conjunto de rotinas que suportam o
desenvolvimento do trabalho, ha todo um conjunto de normas, explicitas ou ndo, que se
vao instituindo e que conferem a esse grupo a sua singularidade: “O estabelecimento de
uma cultura de sala de aula que possa suportar o estudo é um elemento fundamental da
pratica do professor” (Lampert, 2001, p.53). Todos os professores estabelecem esta
cultura, deliberadamente ou ndo. E todos o vdo fazendo permanentemente, pois
trabalhar as relacdes é cultiva-las. E um processo que ndo tem fim...Importa, portanto,
“compreender melhor a natureza do trabalho com problemas na prética dos professores

e do que os professores precisam para ensinar mais produtivamente” (idem, p. 421).

2.1.1. Perspetivas gerais

Ensino e aprendizagem ndo existem um sem ou outro

O ensino e a aprendizagem foram vistos com frequéncia, no passado, como dois
processos distintos e mesmo antagonicos, sendo o papel do professor ensinar e 0 do
aluno aprender. Para Fosnot e Dolk (2002) € uma evidéncia que o propésito de ensinar é
ajudar criancas a aprender. Referem estes autores que em muitas linguas, curiosamente,
ensinar e aprender se expressam através da mesma palavra (em alemdo, lereen aan
significa ensinar e leeren van significa aprender — o verbo & o mesmo, mudando a
preposicdo) pelo que as a¢Oes de ensinar e aprender sdo, assim, inseparaveis. O ensino

sera visto, portanto, como estreitamente relacionado com a aprendizagem.

Ensino e aprendizagem como uma obra a construir

H& diversos modos de perspetivar o ensino e a aprendizagem da Matematica.
Neste estudo, apoiando-me em Van Walle e Lovin (2006) considero que os alunos
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constroem 0 seu conhecimento a partir da construgdo das ideias. Para estes autores
construir ideias é tdo trabalhoso quanto construir um edificio no mundo fisico: requer
ferramentas, materiais e esforco (ver figura 1). Recorrendo a metafora do edificio,
referem que as ferramentas necessarias a construcdo de uma ideia sdo as ideias ja
existentes em nds, aquele conhecimento que j& possuimos. Os materiais podem ser algo
que se V&, ouve ou toca (elementos que se encontram em redor de nds). O esforco é
fornecido por um ativo e reflexivo pensamento sobre as “coisas”. E sublinham “se a
mente ndo estiver ativamente envolvida no pensamento ndo ocorre uma aprendizagem
eficaz” (p.2).

Ferramentas

(Ideias existentes em nds)

Materiais Esforco

(O que existe fora de nés) (Pensamento ativo e

reflexivo)

Figural — Construir ideias segundo Van Walle e Lovin (2006)

O professor é, pois, um responsavel pela obra, tendo de fornecer os materiais,

envolver os seus “homens” e cuidar da melhor utilizagdo das ferramentas disponiveis.

O ensino e a aprendizagem como um continuum da compreensao

Ter conhecimento e compreender ndo sao sinénimos. Van Walle e Lovin (2006)
abordam a quest&o das diferengas entre estas nog0es, referindo que a compreensao ¢ “a
medida da qualidade ou da quantidade de liga¢fes da nova ideia com as ideias pré-
existentes. Quanto maior o numero de ligacbes a uma rede de ideias, melhor a
compreensdo” (p.3). Por seu turno, o conhecimento é concebido “como algo que se tem
ou nao se tem” (idem). O conhecimento acerca de qualquer coisa expressa-se por uma
sistema binario que tem apenas dois valores l6gicos: 1 ou 0. Ou seja, sabe-se, ou ndo se
sabe, isto €, ou se tem o0 conhecimento ou ndo se tem. Compreender ndo tem um valor

I6gico 0 ou 1. A compreensdo depende da existéncia de ideias apropriadas e da criacao
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de novas conexdes. Entdo, construir ideias pressupde um trabalho de ligacdo entre a
nova ideia e as ja existentes, estabelecendo-se uma rede de ligagBes entre as ideias. A
medida que as ideias existentes vao contribuindo para dar significado a nova ideia,
novas ligacOes sdo estabelecidas, entre a nova ideia e a existente, como ilustra a figura
2.

‘ ldeias existentes

Q Ideias novas

Figura 2 - Construindo ideias, modelo de Van Walle e Lovin (2006)

Van Walle e Lovin (2006) problematizam a no¢do de compreenséo, referindo-se
ao continuum da compreensdao que engloba duas formas de compreensdo: a
compreensdo relacional e a instrumental (figura 3). De um lado, estd um conjunto muito
rico de conexdes, estando a ideia compreendida associada com muitas outras ideias
existentes, interrelacionadas, numa rede muito significativa de conceitos e
procedimentos. Do outro lado, as ideias estdo quase isoladas. Podem existir ideias que
foram ficando guardadas mas ndo ligadas a outras, ideias mal compreendidas que

devido ao seu isolamento sdo esquecidas e ndo sdo utilizadas na ligagéo a novas ideias.

P
<«

Compreensao Compreensao

relacional instrumental

Figura 3 - Continuum da compreensdo modelo de VVan Walle e Lovin (2006)
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Os Principios e Normas para a Matematica Escolar do National Council of
Teachers of Mathematics (NCTM, 2007) sublinham a importancia de uma
aprendizagem com compreensdo. “A aprendizagem com compreensdo é essencial para
tornar os alunos capazes de resolver novos tipos de problemas que, inevitavelmente,
irdo encontrar no futuro” (p. 22). Nesta publicacdo salienta-se que a compreensao dos
conceitos, tem um importante papel no conhecimento necessario para lidar com novos
problemas e situacdes exigindo a matematica do século vinte e um, a capacidade de
aplicar procedimentos, conceitos e processos. “A associacdo entre o conhecimento de
fatos, o dominio de procedimentos e a compreensdo de conceitos transforma esses trés
componentes em meios poderosos” (idem, p. 21). Num mundo tecnol6gico em que a
maioria dos processos aritméticos e algébricos pode ser feita por computadores, a

compreensdo conceptual torna-se ainda mais importante.

O papel da compreensdo € central quer na aprendizagem, quer no ensino,
destacam Carpenter & Lehrer (1999) que encaram a aprendizagem, cOmo um processo
préprio de atribuicdo de significado. Os autores propdem cinco formas de atividade
mental, a partir das quais a compreensdo emerge: (i) a construcdo de relacdes entre
ideias; (ii) ampliando, aplicando o conhecimento matemaético; (iii) refletindo sobre
experiéncias matematicas; (iv) articulando o que se sabe, criando ligacdes; e (v) tornar o
conhecimento matematico, conhecimento proprio. Estes mesmos autores sublinham a
necessidade do professor estar consciente das dificuldades dos alunos durante o
processo de aprendizagem, para poder projetar e desenvolver ambientes que promovam

a compreensao de forma eficiente.
O ensino aprendizagem como uma escolha informada

O papel dos professores, como profissionais do ensino, € destacado por
Carpenter & Lehrer (1999) que consideram que este papel tem duas vertentes: a escolha
da metodologia de ensino (“o que fazer” e “como fazer”) e a tomada de decisdes diarias
durante a sua concretizacdo. A capacidade do professor para envolver os alunos em
discussdes produtivas, acerca da resolugdo de um problema, e das diferentes estratégias
usadas, tem por base a compreensédo das respostas e dos processos de pensamento dos
seus alunos. Independentemente da diversidade de formas de ajudar os alunos a
aprender, que estardo relacionadas com as proprias crencas do professor sobre o ensino
e a aprendizagem, entendem ser crucial, o professor compreender a Matematica que
ensina e o pensamento dos seus alunos A reflexdo do professor sobre a sua pratica e
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sobre a melhor maneira de estruturar o envolvimento dos alunos na aula, de modo a

poder apreciar o seu pensamento, sdo acdes de preparacgao para a sua acao na aula.

Os autores destacam também, a importancia do professor assumir a
responsabilidade sobre a sua prépria aprendizagem matematica, assim como sobre a dos
seus alunos, de forma a selecionar e/ou conceber tarefas e praticas de ensino que
providenciem um ambiente propicio a aprendizagem, ou seja um ambiente que, através
das tarefas e das ferramentas de aprendizagem, possa fornecer, a todos os alunos bons
modelos de compreensdo para O pensamento, assim como, instituir normas de
funcionamento da aula que facilitem esse processo. Salientam, como muito importante,

a compreensao dos professores sobre a matematica e sobre o pensamento dos alunos.

Ensinar bem é a alavanca fundamental para a melhoria das aprendizagens dos
alunos, advogam Hierbert e Stigler (1999). Os autores denominam por “lacuna do
ensino”’, a consequéncia da mudanca no ensino se centrar na escolha de “bons
professores”, professores com um determinado perfil € n3o no ensino em si, na
“pedagogia do ensino” atendendo simplesmente ao que 0 professor faz, quando se
encontra na aula, e que pode ser objeto de trabalho, com todos os professores. Os
mesmos autores referem-se, de uma forma interessante, ao “DNA do professor” (p. Xii),
dizendo que muito do acontece na sala de aula, é determinado por um cédigo cultural
que ¢ funcdo do passado do préprio professor: a cultura em que viveu, os professores
com quem aprendeu e 0os métodos que eles usaram e ficaram como referéncia. Apesar
de pensarem, muitas vezes, que estdo a utilizar métodos proprios, ndo estdo contudo a
fazé-lo, pois o “padrao de comportamento” que viveram como alunos, marcou-0S para a
sua vida futura. Destacam que esta pode ser uma das razdes pela qual escolher o

professor, ndo implica automaticamente mudar o ensino.

Para Hierbert e Stigler (1999), focar a mudanga no ensino, significa ir tomando
consciéncia das rotinas culturais que governam a vida de sala de aula, questionar os
pressupostos subjacentes a essas rotinas e trabalhar para as melhorar o tempo todo. E
reconhecer que os detalhes do trabalho do professor — as questdes particulares colocadas
pelo professor, o tipo de tarefas que apresenta aos alunos, as explicacbes que lhes deve

fornecer — sdo aspetos importantes para a aprendizagem dos alunos. Focar a mudanga no

" “the teaching gap” no original
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ensino significa reconhecer que todos esses detalhes do ensino séo escolhas que o
professor faz.

O desenvolvimento da aprendizagem € complexo. Para Fosnot e Dolk (2002)
para que os professores sejam capazes de ensinar, precisam de estar dispostos a ‘viver
no limite’® entre a estrutura da matematica e desenvolvimento do aluno, entre a
comunidade e o individuo, numa constante procura de equilibrio. Porque ndo ha um
unico padrdo, uma Unica forma de ensinar, nenhum mapa para a jornada, a consciéncia
do professor para onde se dirige e como o podera fazer é a bussola. Ter conhecimento
da paisagem de aprendizagem e um sentido dos pontos de passagem, as grandes ideias
matematicas, estratégias e modelos pode ajudar na caminhada: “Eles sdo os passos, as
mudancas e os mapas mentais” (Fosnot & Dolk, 2002, p.18). E necessario “estruturar o
ambiente para trazer os alunos para mais perto dos pontos de referéncia, do horizonte —

para que sejam capazes de agir sobre o mundo matematicamente” (idem, p. 159).
O ensino aprendizagem como um modelo complexo de relac6es

Para Lampert (2001) a préatica de ensino decorre numa relacdo triadica entre
professor, aluno e o contetdo, assim como na relacdo estabelecida entre o professor e a
relacdo aluno-contetdo. A representacdo destas relacGes, € explicitada num modelo que
designa por modelo tripartido da prética (fig. 4). Os elementos de trabalho do ensino,
representados pelas setas, ocorrem entre os trés vértices que sobressaem no modelo e
nas interacdes onde as relacBes se desenvolvem. Este modelo sugere que o trabalho de
ensino ocorre nas relacdes estabelecidas com os alunos, com o conteddo e com as

conexdes entre o aluno e o conteudo que surgem quando estes desenvolvem esforcos

para aprender .

Aluno

/

Professor

S

Contendo

Figura 4 — Modelo tripartido da pratica de Lampert (2001)

8 (o live on the edge” no original
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Contudo ao analisar o seu proprio ensino, usando este modelo, Lampert foi
desenvolvendo, aprofundando e complexificando, referenciando fatores inerentes a cada
um dos elementos da relacdo que contribuem para essa complexificagdo como mostra a
figura 5. O fato do aluno, professor e conteddo ndo serem imutaveis, sofrendo
mudancas ao longo do tempo e de ndo existir um aluno na turma, mas um conjunto de
alunos com os quais o professor estabelece essas relagdes e que estabelecem relagOes
entre si e com o conteddo matematico de ensino, torna mais complexo o trabalho de

ensino.

e E iz
Aoco Etnicidode eanamia

Figura 5 — Modelo complexificado da pratica do professor de Lampert (2001)

A metéfora usada por Lampert (2001) para o trabalho de ensino — trabalhar na
relacdo com alunos diversos, complexos e em mudanca e com conteddos também
maltiplos, complexos e em mudanca — é a da “navega¢do de um pesado barco num
imenso e tumultuoso mar” (p. 446). Se alguns elementos do seu trabalho sdo estéveis, a
maior parte encontra-se em permanente e rapida mudanca, em direcGes diferentes. A
area onde o professor vai trabalhar, esta cheia de ideais a realizar, de destinos dignos.
Para tornar possivel que o professor atinja estes ideais e chegue a estes destinos, 0s
alunos nas suas interagcdes uns com 0s outros e com o professor, devem ser utilizados
como recursos, para complementar os recursos que o professor traz, e os objetos que
estdo disponiveis no ambiente. Lampert (2001) considera, assim, os préprios alunos,

recursos para a sua propria aprendizagem e para a aprendizagem de outros.
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2.1.2. Orientacdes curriculares

O PMEB (ME, 2007) nas suas orientacdes metodoldgicas gerais refere que “A
aprendizagem da Matematica decorre do trabalho realizado pelo aluno e este €
estruturado, em grande medida, pelas tarefas propostas pelo professor” (p.8). Salienta
também, que o aluno, deve ter diversos tipos de experiéncias matematicas,
nomeadamente resolvendo problemas, realizando atividades de investigacdo,
desenvolvendo projetos, participando em jogos e ainda resolvendo exercicios que

proporcionem uma pratica compreensiva de procedimentos.

A capacidade de resolucdo de problemas, o raciocinio e a comunicagdo sdo
objetivos de aprendizagem mas sdo, também, orientacdes metodoldgicas, isto €, ndo sdo
s0 fins; sdo essencialmente meios para estruturar as atividades a realizar na aula, meios
propicios a aprendizagem. Para tal, indica que faz parte do papel do professor também a
promocao e o desenvolvimento do raciocinio e da comunicacdo matematica através da
proposta de situagdes frequentes de resolucdo de problemas em que os alunos possam,
analisar e refletir sobre as suas resolugdes e as dos seus colegas, e através das quais 0
professor valorize os diferentes raciocinios e apele a clareza da sua explicitacdo, a

analise dos diferentes raciocinios e a reflexao de uns sobre os raciocinios dos outros.

As perspetivas sobre 0 ensino da Matematica destacadas a partir dos trabalhos de
Lampert (2001), Fosnot e Dolk (2002 ) e Van Walle e Lovin (2006), vém na mesma
linha das orientacGes curriculares para o ensino da matematica referenciadas no PMEB
(2007) e nos Principios e Normas para a Matematica Escolar, publicadas pelo NCTM
(2007).

De acordo com o Principio do Ensino apresentado pelo NCTM, “o ensino
efetivo requer a compreenséo daquilo que os alunos sabem e precisam de aprender, bem
como 0 sequente estimulo e apoio para que 0 aprendam corretamente” (p. 17). Este
ensino devera orientar as tomadas de decisdo da atividade profissional. Os professores
precisam de empenhar-se e compreender 0s seus alunos, enquanto discipulos e seres
humanos, e de ser criteriosos na escolha e na utilizacdo de uma diversidade de
estratégias pedagdgicas e de avaliacdo. Neste mesmo principio sublinha-se que um
ensino efetivo “requer esforcos constantes continuos de aprendizagem e

aperfeigoamento” (p. 20), o que inclui “aprender matematica e pedagogia, beneficiando
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das interacbes com alunos e colegas, e envolver-se num continuo desenvolvimento
profissional e de auto — reflexdo” (idem). Os professores deverdo ser profissionais em
constante desenvolvimento, promotores da acdo, da reflexdo na acdo e sobre a acéo,

conscientes na escolha das tarefas e dos ambientes propicios a aprendizagem.

A andlise do Principio da Aprendizagem apresentado pela NCTM (2007)
permite evidenciar que os alunos devem aprender Matemética com compreensdo,
construindo ativamente novos conhecimentos a partir da experiéncia e de
conhecimentos prévios, salientando-se que a compreensdo dos conceitos € uma
importante competéncia matematica. Ser competente num dominio tdo complexo como
a Matemaética envolve a capacidade de usar o conhecimento com flexibilidade,

aplicando, de forma apropriada, o que é aprendido numa situacdo, huma outra situacao.

Os nove objetivos gerais do PMEB (ME, 2007) — conhecimento, compreenséo,
representacdes, comunicagdo, raciocinio, resolucdo de problemas, conexdes, fazer
Matematica e apreciar a Matematica (desenvolvidos nas paginas 4 a 6) — tém, segundo
Kilpatrick (2009), aspetos similares as normas e diretivas para o curriculo da
matematica, apresentadas em 2007, pelo NCTM (NCTM, 2007). De acordo com este
autor, o PMEB explicita os objetivos, ndo considerando, contudo, nenhuma relagéo de
ordem entre si, apesar de se interligam profundamente, tal como as diversas vertentes da
proficiéncia matematica. Esta expressdo foi adotada por Kilpatrick, Swafford e Findell
(2009) para representar o que pensam significar para todos aprender matematica com
sucesso por considerarem que ndo existia nenhum termo que capturasse completamente
a esséncia e todos os aspetos relativos a pericia, competéncia e facilidade em

Matematica.

Na proficiéncia matematica Kilpatrick, Swafford e Findell distinguem cinco
vertentes fortemente inter-relacionadas: (i) a compreensdo conceptual que remete para a
compreensdo de conceitos, operacdes e relacdes; (ii) a fluéncia de procedimentos, que
traduz a destreza na realizacdo de procedimentos de forma flexivel, precisa, eficaz e
adequada; (iii) a competéncia estratégica, ou seja a capacidade para formular,
representar e resolver problemas matematicos; (iv) o raciocinio adaptativo, isto é a
capacidade para pensar logicamente, refletir, explicar e justificar; e (v) a disposi¢do
produtiva, uma inclinacdo para ver a matematica como sensata, Util e interessante

associada a crenca na diligéncia e na sua propria eficécia.
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Considerar todas estas componentes e as suas conexoes, tem fortes implicacGes
na forma como os alunos aprendem a ser proficientes em Matemética, como 0s
professores desenvolvem a proficiéncia nos seus alunos, e como os professores se

preparam para alcancar este objetivo.

2.1.3. Ensinar com problemas: significado e importancia

De uma forma geral, quando os investigadores usam o termo problemas,
referem-se a tarefas matematicas que tenham potencial para providenciar desafios
intelectuais e que possam melhorar o desenvolvimento matematico dos alunos (Cai &
Lester, 2010; Van de Walle & Lovin, 2006, referindo Hierbert et al.). Estas tarefas — 0s
problemas — podem promover o desenvolvimento concetual dos alunos, ao mesmo
tempo que promovem 0 raciocinio e a comunicacdo matematica e capturam o seu
interesse e curiosidade. Cai & Lester, 2010 assumem a designagdo de “problemas com
valor” (p.2) de Lappan e Philips para se referirem aos problemas matematicos que séo
verdadeiramente problematicos, que envolvem matematica significativa e que tém o
potencial para fornecer contextos intelectuais para o desenvolvimento matematico dos
alunos, dando-lhes a oportunidade de solidificar ¢ ampliar o que sabem. “Problemas
com valor” sdo aqueles, que independentemente do contexto, sdo intrigantes € contém
um nivel de desafio que convida a um trabalho arduo de especulacéo levando os alunos
a investigar ideias matematicas importantes que vdo ao encontro dos objetivos de
aprendizagem. Apresentam, assim, o conjunto de critérios de Lappan e Philips para
analisar as potencialidades desses problemas: (i) ter importantes ideias matematicas
subjacentes; (ii) exigir um elevado nivel de pensamento e resolucdo de problemas; (iii)
contribuir para o desenvolvimento conceptual dos alunos; (iv) criar uma oportunidade
para o professor avaliar o que os seus alunos estdo a aprender e como vao enfrentando
dificuldades; (v) poder ser abordado, pelos alunos, através de diversas estratégias de
resolucdo; (vi) ter varias solugdes ou permitir assumir decisdes ou posicOes diferentes
assim como a sua defesa; (vii) incentivar o envolvimento dos alunos no discurso; (viii)
ter conexdes com outras ideias matematicas; (xix) promover o uso habil da matematica;

e (x) oferecer oportunidades de mobilizar diferentes competéncias.
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Os autores salientam que um problema pode nédo satisfazer, necessariamente,
todos os critérios referidos, devendo o professor selecionar aqueles cujas caracteristicas
melhor correspondem aos aspetos que pretende trabalhar. Defendem, no entanto, que os
investigadores tendem a concordar que 0s primeiros quatro critérios (Matematica
subjacente, nivel exigente de pensamento, desenvolvimento conceptual e oportunidade
para avaliar a aprendizagem), sdo essenciais para a selecdo de todos os problemas,
considerando, portanto, estes critérios a condi¢do sine qua non. Sublinham, ainda, como
principal valor destes critérios o “fornecerem aos professores orientagdes para as suas

tomadas de decisao” (p. 2).

A escolha e exploragdo na aula de “problemas com valor” ¢ um aspeto que
influencia, de forma muito significativa, o que Lampert e Ghousseini (2010) designam
por praticas de ensino ambiciosas. Segundo estes autores, € importante que o professor
aprenda a concretizar e manter estas praticas cujo objetivo primordial é que todos os
alunos tenham um desempenho competente em dominios complexos como é o caso da
Matematica: “O sucesso passaria por todos os alunos adquirirem conhecimentos mas,
além disso, serem capazes de entender e explicar o que sabem para construir
argumentos sélidos e usé-los para resolver problemas auténticos” (p.1). Este tipo de
ensino é um desafio para os professores, porque envolve ndo apenas destrezas e
conhecimento matematicos, mas ‘“um compromisso pouco usual, tanto para com
Matematica, como para com os alunos” (Lampert & Ghousseini, 2010, p. 2). Salientam,
assim, que os professores nas suas praticas de ensino devem trabalhar, ndo s6 o
desenvolvimento de capacidades, mas também na constru¢cdo de conhecimento
matematico adequado e no compromisso. Um compromisso ambicioso com o ensino,
por parte dos professores, significaria tratar todos os alunos como “fabricantes de
sentido” (p.21), que tém a confianca intelectual para assumir o desafio de resolver

problemas que nunca viram antes.

Ha muitas perspetivas sobre o papel dos problemas no ensino da Matematica
(Boavida, 2003; Stanic e Kilpatrick, 1990), o que ndo é independente da resolucdo de
problemas ter, deste ha muito, um importante lugar no curriculo de Matematica de todos
0s niveis de ensino. Por exemplo, no atual Programa de Matemaética do Ensino Bésico
(ME, 2007), a resolucéo de problemas, além de constituir um objetivo de aprendizagem,
é, também, uma importante orientagdo metodoldgica para estruturar as atividades a

desenvolver em sala de aula. Uma dessas perspetivas é o que Stanic e Kilpatrick (1990),
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designam por “resolugdo de problemas como arte” (p. 15), sublinhando que ela emerge
dos trabalhos de George Pdlya para quem ensinar € uma arte e a resolugcdo de problemas
¢ uma arte pratica que se pode aprender tal como se aprende, por exemplo, a tocar

piano.

Praticas de ensino que tenham subjacentes a perspetiva da resolugdo de
problemas como arte, tém significativas semelhangas com o que alguns autores
designam por ensinar com problemas. Esta abordagem de ensino tem por pano de fundo
a ideia de que a exploracdo e discussdo de tarefas cognitivamente desafiadoras que
favorecam a construcdo de ideias matematicas poderosas e incentivem o raciocinio e o
pensamento reflexivo, é fundamental para que os alunos aprendam matematica com
compreensdo (Lampert, 2001; Fi & Degner, 2012). Esta ideia esta presente em muitas
das atuais orientacbes curriculares e as suas potencialidades tém sido amplamente
documentadas por diversos autores (por exemplo, Fosnot & Dolk, 2002; Lampert, 2001;
Van de Walle & Lovin, 2006).

2.1.4 Caminhos e contextos de ensino e de aprendizagem

A tarefa é o ponto de encontro entre o ensino e a aprendizagem, e 0 ponto por
exceléncia de exercicio da liberdade do professor. A montante estdo as diretivas
curriculares e a jusante 0s objetivos a atingir. Nesse espaco intermédio, o professor faz
escolhas, entre elas, as tarefas a desenvolver na aula e como as desenvolver. A partir da
questdo proposta o professor ensina, promove a aprendizagem e o aluno desenvolve as

suas ideias, a partir da atividade matematica emergente.

Trajetoria de aprendizagem: Significado e importancia

As criangas seguem progressoes naturais de desenvolvimento na aprendizagem e
gatinham, andam, correm, pulam e saltam cada vez com maior velocidade e destreza.
Clements e Sarama (2009) defendem que de forma similar se dara a aprendizagem da
matematica: aprendem ideias e capacidades de maneira propria. Apoiando-se na
compreensdo da forma como as criangas aprendem os professores podem construir
ambientes adequados ao desenvolvimento da aprendizagem, proporcionando um

caminho de desenvolvimento que tem por base, uma sequéncia de tarefas assente em
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grandes ideias matematicas. Uma trajetoria de aprendizagem responde as questdes: (i)
que objetivos estabelecer? (ii) como comecar? (iii) como saber para onde ir? (iv) como
vamos chegar 14? Sendo, contudo, o padrdo de desenvolvimento, a componente
principal de uma trajetéria de aprendizagem. Segundo os autores as trajetorias de
aprendizagem, descrevem assim: (a) os objetivos de aprendizagem, (b) os processos de
pensamento e aprendizagem das criangas a Varios niveis e, (c) as atividades de

aprendizagem em que se podem envolver.

Esta ideia tem consonancia com a concecdo de Simon (1995) de trajetoria de
aprendizagem que se estrutura em torno de trés componentes: (i) os objetivos de
aprendizagem que definem uma direcdo; (ii) as atividades de aprendizagem; e (iii) o
hipotético processo de aprendizagem: uma predi¢do, de como os alunos pensam e

compreendem, quando se vao envolvendo no contexto das atividades de aprendizagem.

O termo “trajetoria de aprendizagem hipotética™ refere-se a uma predicéo do
professor, relativamente ao desenvolvimento do processo de aprendizagem dos alunos.
E hipotética porque a aprendizagem ndo pode ser conhecida em avanco (Simon,1995).
Caracteriza-se por uma tendéncia esperada. Que pode ndo acontecer e que hem sempre
acontece. A aprendizagem individual dos alunos tem um carater idiossincratico muito

embora possa passar, muitas vezes, por caminhos semelhantes.

Para o autor ndo ha prescricdes para o ensino da matematica. Todo o plano
definido pelo professor torna-se uma conjetura acerca do processo que conduz a
aprendizagem, desde que aquilo que o professor faz tenha por horizonte, os objetivos
curriculares, uma escolha cuidadosa das tarefas, da sua sequéncia, a emergéncia de
estratégias de resolucao e de processos reflexivos sobre as diversas formas de resolucao.
Da trajetoria prevista a que realmente vai acontecer é responsavel o professor,
necessitando de constantemente adequar a sua conjetura inicial a situacdo atual de
aprendizagem dos seus alunos. Eles podem seguir tanto por caminhos previstos como
imprevistos. A criacdo e a continua modificacdo da trajetoria sdo a peca chave do
trabalho do professor refere Simon (1995, p. 136) que representa essa adaptacédo

continua através do ciclo de ensino da matematica (fig. 6). A relagdo simbiotica entre a

® Usualmente designada na literatura em Portugal por THA_ Trajetéria hipotética de aprendizagem, designo por
Trajetoria de aprendizagem hipotética, numa tradugio direta do inglés “hypothetical learning trajectory”.
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“geracao de ideias” das tarefas de aprendizagem a partir da atividade que se desenvolve
na aula e a nova geracdo de hipdteses do desenvolvimento concetual do aluno que

depende da natureza das atividades previstas é reforcada Simon (1995, p.136).

Trajetéria de
Ai Wi shes

4 )

Constituigdo interativa
| deatividadesemsala
de aula

Figura 6 - O ciclo de ensino da matematica (abreviado) de Simon (1995)

O ciclo de ensino da matematica representa o processo pelo qual o professor
pode tomar decisfes no que diz respeito ao contetdo, ao design e a sequéncia de tarefas
matematicas. O modelo enfatiza a acdo reciproca entre os planos do professor e as
atividades coletivas de sala de aula. O professor define os objetivos e as hipGteses de
como encaminhar os alunos nessa diregdo como resultado do envolvimento coletivo em
determinadas tarefas. Contudo “ Os objetivos do professor, as hipoteses acerca da
aprendizagem e o design de atividades mudam continuamente, como muda o proprio

conhecimento do professor por estar envolvido na cultura de sala de aula” (p.141).

Para o autor a questdo de se designar a trajetoria, por hipotética, ndo significa
que o professor segue um objetivo de cada vez, ou que apenas uma trajetéria €
considerada valida. Significa que o professor se propde a ter um objetivo que justifica as
decisbes de ensino e salienta a natureza hipotetica do seu raciocinio. “Uma trajetoria de
aprendizagem hipotética fornece ao professor uma base racional para a escolha de um
determinado design de ensino” (p.135). O professor toma a sua decisdo tendo por base o

seu melhor palpite de como a aprendizagem pode prosseguir (Simon, 1995). De acordo
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com este quadro tedrico, a aprendizagem tem caracteristicas diferentes da de uma sala

de aula tradicional, como é visivel no quadro 1.

Quadro 1 - Comparacéo entre o quadro tedrico para o ensino proposto por Simon (1992) e a

forma de ensino considerada como tradicional

Explicitar o plano para a
comunicac¢do das ideias
matematicas e a negociacao de
significados

Problemas num contexto especifico,
seguidos de abstragado e
generalizagdo das ideias

Os conceitos discutidos sdao
desenvolvidos pelos alunos e
expressados através da sua propria
linguagem

A validade das ideias é determinada

pela comunidade de sala de aula

Aplicacao é a exploracdo de novas
ideias ou extensdes das ideias

Pouco ou nada explicitado o
plano para a comunicagao das
ideias matematicas e a
negociacao de significados

Apresentacao de ideias no
abstrato seguida de aplicacao em
contextos especificos

Os conceitos sdo apresentados
pelo professor na sua préopria
linguagem

A validade das ideias é
determinada pelo professor ou
pelo manual

Aplicacdo é a prética limitada ao
uso da ideia geral apresentada

previamente desenvolvidas

A primeira parte de uma trajetoria de aprendizagem € a definicdo do objetivo
matematico. Os objetivos do professor sdo as grandes ideias, conjuntos de conceitos ou
capacidades, matematicamente centrais e coerentes, consistentes com o pensamento dos
alunos e geradores de aprendizagem futura (Clements & Sarama, 2009).Por exemplo,
uma grande ideia na aprendizagem dos nameros racionais, é compreender que se obtém
partes da unidade quando dividimos uma unidade em partes iguais, tendo a unidade,
tantas partes quanto o nimero de partes em que foi dividida (3/3 = 1, 56/56= 1); outra
grande ideia, a de que o tamanho dessas partes é equivalente em area, mas pode ndo ser
congruente (uma folha dividida em quatro partes do mesmo tamanho pode ter quatro
partes das mais diversas formas); e ainda outra ideia a de que o tamanho da parte
depende do todo (uma metade de uma unidade pode ser mais pequena ou igual a um

qguarto de outra unidade). Qualquer uma destas ideais, e de outras, centrais a

42



Do nimero natural ao racional: Um projeto de colaboragdo com uma professora do 3° ano de escolaridade

compreensdo do conceito de fracdo sdo ideias a surgirem de forma emergente de
situacOes problema de forma que possam progressivamente ser relacionadas com outras

preexistentes criando um conhecimento relacional mais complexo e mais profundo.

A segunda parte de uma trajetoria de aprendizagem consiste em niveis de
pensamento, cada uma mais sofisticado que o anterior, que levam a alcancar o objetivo

matematico.

A terceira parte de uma trajetoria de aprendizagem consiste num conjunto de
tarefas de ensino, adaptado a cada um dos niveis de pensamento, na progressdo do
desenvolvimento. Essas tarefas sdo concebidas para ajudar as criangas a aprender as
ideias e destrezas necessarias para atingir esse nivel de pensamento. Ou seja, como
professores, podemos usar essas tarefas para promover o crescimento das criangas de

um nivel, para outro (Clements & Sarama, 2010).

Se entendermos a aprendizagem como um processo de construcdo individual e
social serd necessario instituir normas que definam o que € considerado para aquela
comunidade uma efetiva participacdo na sala de aula. Cobb e Yackel (1996) referem-se
as estas normas como ‘“normas sociais” quando estas se referem a forma de
funcionamento de uma sala de aula. Quando as normas se referem a aspetos especificos
da atividade matematica, os autores designam por normas “‘sociomatematicas”. ‘“Por
exemplo, a compreensdo normativa do que é considerado matematicamente diferente,
matematicamente sofisticado, matematicamente eficaz e matematicamente elegante

numa sala de aula sdo normas sociomatematicas” (p.5).

A aula enquanto comunidade de aprendizagem

Os professores precisam de reunir e de se munir de uma ampla gama de recursos
para apoiar a aquisicdo de proficiéncia matematica dos alunos. Devem ter uma visao
clara dos objetivos de ensino e conhecimento sobre o que significa proficiéncia para o
conteddo matematico especifico que estdo a ensinar. Segundo Kilpatrick , Swafford e
Findell (2001) o conhecimento do ensino da matematica pressupde conhecimento do
conteddo matematico bem como das finalidades que referem como os horizontes da
matematica, aonde ela pode levar os alunos e aonde os alunos poderdo chegar através
dela. Para isso tem de ser capazes de usar o seu conhecimento de forma flexivel na
pratica, para avaliar e adaptar materiais didaticos, para representar o conteudo de

maneira fiel e acessivel, para planear e conduzir o ensino, e para avaliar o que os alunos
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estdo aprendendo. Precisam de ser capaz de ouvir e ver expressdes das ideias
matematicas dos alunos e antecipar possiveis resolucées (p. 369). Um professor deve
interpretar o trabalho dos alunos por escrito, analisar o seu raciocinio, e comparar as
diferentes formas de resolucdo de um problema. Ensinar exige a capacidade de ver as
possibilidades matematicas numa tarefa, e dimensiona-la e adaptd-la a um grupo
especifico de alunos. Significa ainda, ter familiaridade com as trajetérias ao longo das
quais as ideias matematicas se desenvolvem para que possa conduzir os alunos ao longo

dessas trajetorias.

Para Van Walle e Lovin (2006), as tarefas tém de ser desenhadas e concebidas
todos os dias, tendo em consideragdo a compreensdo presente dos alunos e o curriculo
prescrito sendo muito dificil planear mais do que uns dias em avanco sendo necessario
conjugar no planeamento da aula, o design das tarefas em torno das quais os alunos
trabalhardo e a utilizacdo do manual escolar com a sua orientagdo especifica
necessitando de proceder a adaptacdes na sua utilizacao.

Finalmente é preciso ter em atencdo que as tarefas ndo podem ser tomadas
isoladamente. Uma tarefa pode dar um contributo importante para a aprendizagem, mas
é o conjunto das tarefas propostas que € decisivo para que todos os objetivos de uma
certa unidade sejam atingidos. Assim, as tarefas a propor tém de estar inter-relacionadas
entre si e devem ser apresentadas aos alunos em sequéncias coerentes (cadeias de
tarefas) de modo a proporcionar um percurso de trabalho favoravel a sua aprendizagem
(Ponte, 2009).

Cada vez mais se reconhece, e assim o faz o0 PMEB, os papéis desempenhados
pelo professor e pelos alunos no processo de ensino aprendizagem ndo sendo este
independente do contexto em que ocorre e do que nele se passa. Trata-se de um
processo situado e condicionado por um largo conjunto de fatores, no qual as interagdes
tém uma influéncia marcante. A comunicacéo e a sua intencionalidade assumem, assim,
um papel decisivo na aprendizagem. A maneira como o professor conduz a sua aula
desempenha um enorme papel na aprendizagem dos alunos, na forma como estes
aprendem e como compreendem. O PMEB aponta como papel do professor “ propor
aos alunos a realizacdo de diversos tipos de tarefas, dando-lhes uma indicacéo clara das
suas expectativas em relacdo ao que espera do seu trabalho, e apoiando-os na sua
realizagdo” e “prever momentos de confronto de resultados, discussdo de estratégias e
institucionalizagdo de conceitos e representagdes matematicas” (p.8) Enfatiza atitudes a

44



Do nimero natural ao racional: Um projeto de colaboragdo com uma professora do 3° ano de escolaridade

trabalhar na aprendizagem da matemaética designando-as como atividades, como o ouvir
e praticar, em paralelo com o fazer, o argumentar e o discutir que devem ter uma
importancia crescente nessa aprendizagem. Refere ainda que “as situagdes a propor aos
alunos, tanto numa fase de exploracdo de um conceito como na fase de consolidacao e
aprofundamento, devem envolver contextos matematicos e ndo matematicos e incluir
outras areas do saber e situagdes do quotidiano dos alunos” pretendendo-se que as
situacbes mais realistas sejam apresentadas sem artificialidade e com o objetivo de
capitalizar o conhecimento prévio dos alunos. Salienta, também, que as “situagdes de
contextos menos conhecidos precisam de ser devidamente explicadas, de modo a néo
constituirem obstaculos a aprendizagem” e que “a capacidade de utilizar ideias e
processos matematicos para lidar com problemas e situacdes contextualizadas €
essencial, mas os alunos precisam de saber trabalhar igualmente em contextos

puramente matematicos, sejam de indole numérica, geométrica ou algébrica” (p.9).

A cultura de sala de aula que assim emerge implica, do aluno, consciéncia do
seu préprio processo de aprendizagem, autonomia, comprometimento na construcéo e
validacdo do conhecimento matematico e, do professor, uma regulacdo do processo

assente numa tomada de decisdes, momento a momento.

Walle e Lovin (2006) consideram trés os fatores de primordial importancia na
aprendizagem: o pensamento reflexivo, a interacdo social com os outros alunos e 0 uso
de ferramentas de aprendizagem (materiais manipulaveis, linguagem simbdlica,
computador, desenhos e a prépria linguagem oral). Cada um destes fatores tem um
impacto na forma de aprender e cada um ¢é significativamente influenciado pelo
professor. Por pensamento reflexivo, entendem atividade mental por parte do aluno, um
comportamento ativo que se exprime por imaginar ou tentar relacionar ideias, o que se
poderd traduzir por ponderagdo acerca de alguma coisa ou tecer uma consideragédo. Para
que se dé a relagdo entre as ideias é preciso estar mentalmente envolvido. E necessario
procurar as ideias relevantes que os alunos possuem e leva-los ao desenvolvimento de
uma nova ideia suportando esse processo de desenvolvimento (Fig.1). No entanto,
referem que n&o se pode esperar que isso simplesmente acontecga: o desafio do professor
é manter os alunos mentalmente envolvidos. A forma de os manter mentalmente ativos
é envolvé-los em problemas que os forcem a usar as ideias para encontrar as solucdes e
criar novas ideias no proprio processo. O pensamento reflexivo e, portanto, a

aprendizagem s&o potencializados quando os alunos estdo envolvidos com outros no seu

45



Do nimero natural ao racional: Um projeto de colaboragdo com uma professora do 3° ano de escolaridade

trabalho em torno das mesmas ideias. Uma atmosfera reflexiva numa sala de aula pode
promover as melhores oportunidades de aprendizagem. Uma interacdo “rica” numa aula
aumenta significativamente as oportunidades de que uma reflexdo produtiva sobre as

ideias matematicas relevantes possa acontecer.

Walle e Lovin (2006) defendem que as salas de aula nas quais se trabalha a
partir das ideias dos alunos e nas solugdes por eles encontradas para os problemas, sdo
elementos estruturais para a aprendizagem dos alunos. Os autores citando Hierbert
descrevem quatro recursos para uma cultura de aula produtiva matematicamente, na
qual os alunos podem aprender uns com 0s outros assim como através do pensamento
reflexivo produzido. Denominam estas salas de aula por comunidades de aprendizagem

salientando que estas comunidades tém, determinadas caracteristicas:

Todas as ideias sdo importantes; os alunos tém as suas proprias ideias e
partilham-nas uns com os outros e vao tentando compreender as ideias que 0S outros
vdo formulando; aprender matemética € ir entendendo as ideias matematicas da

comunidade;

As ideias tém de ser partilhadas com os outros na turma; de forma reciproca,
cada aluno respeita as ideias dos outros e tenta avalia-las e dar-lhes sentido; o respeito
partilhado é fundamental se se estabelece uma discussao;

Fica estabelecido que durante a aprendizagem podem ocorrer erros; 0s alunos
podem, assim, comecar a entender que 0s erros sdo oportunidades de crescimento a
medida que véo sendo descobertos e explicados; tém de perceber que se recebe com o
mesmo respeito uma ideia certa e uma ideia errada; sem esta ideia por base, ndo podera

haver partilha;

Os alunos comegcam a perceber que a matematica faz sentido. Como resultado
desta simples verdade, a correcdo ou validade dos resultados reside na propria
matematica; ndo é necessario o professor ou outra autoridade para providenciar o

julgamento sobre as suas respostas. (p.10)

Os autores salientam que salas de aula que sejam comunidades de aprendizagem
ndo acontecem simplesmente, ao acaso. O professor € o responsavel por criar este clima
que se trabalha todos os dias por dois caminhos: discutindo diretamente as grandes
regras das discussdes de sala de aula e atraves de modelarem o tipo de questbes e de

interacdes que desejam que se deem entre 0s seus alunos.
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Também Lampert (2001) apresenta os aspetos da interagdo social como fatores
condicionantes da aprendizagem, considerando a gestdo das relagdes estabelecidas entre
pares e entre professor-aluno, professor-grupos de alunos e professor-turma
estruturantes para a aprendizagem. Refere que um professor pode usar mais ou menos
bem essas interacfes dos alunos entre si, e dos varios grupos com a turma, para
estabelecer as suas metas de aprendizagem. As memorias dos professores e as memorias
dos alunos, bem como as suas antecipagdes relativamente a onde se dirigem (“where
they are going”), separadamente e conjuntamente, proximamente e no futuro,
contribuem para o conhecimento que informa como o professor e 0s alunos gerem as
relacfes com o contetdo em qualquer momento particular. Novamente o professor pode
usar as memorias individuais e coletivas, ou ndo, mas a forma como as memorias e
antecipacdes sdo usadas, afetam a aprendizagem. Se o professor usar a continuidade das
relacbes com os estudantes produtivamente para envolver qualquer um em conteddos
dignos de serem estudados, necessita de trabalhar todo o tempo gerindo as relagdes com
cada um dos alunos e com os grupos de alunos (e.g., alunos que falam muito, alunos
que tém poucas competéncias do célculo, alunos que querem estar sentados ao pé de
outros...). Ao mesmo tempo, o professor deve gerir as relagdes com as multiplas

imagens das ideias matematicas que sdo o foco das variadas comunicacdes (p. 429)

A metafora da maquina fotografica e da funcdo zoom é sugerida por Lampert
(2001, p. 430) para explicar a préatica do professor. Para fazer o seu trabalho de ensino, o
professor muitas vezes necessita de fazer algo que se assemelha muito ao aproximar
(zooming in) e ao afastar (zooming out) da fungdo zoom de uma méaquina fotogréafica
atuando simultaneamente em ambos no quadro geral (the big picture), através do tempo
e das relagOes, e nas interagdes individuais, momento a momento, com os alunos. Para
resolver os problemas de ensino de um determinado conteddo e num determinado
momento, assim como para fomentar a construcao das ideias ao longo do tempo, para
ensinar cada um dos alunos, assim como todos os alunos, o professor deve
constantemente ir reajustando a lente através da qual vé os alunos e o conteudo.
Contudo, esse reajustamento ndo € apenas sobre estes varios niveis de visdo. A prépria
acao do professor precisa de uma aproximacdo e afastamento constantes em direcdes
diferentes: dos grupos de alunos para toda a classe e vice-versa, da turma para pares de
estudantes que se encontram em desacordo e vice-versa, da construgdo de um desenho

no quadro para a unidade didatica no seu todo e vice-versa. Estas acOes precisam de ser,
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ao mesmo tempo, convergentes e simultaneamente amplas, de forma a obter uma
panordmica global. Ao mesmo tempo é preciso que se foque em mais do que um ponto

central (focal point) (p.430).

O estabelecimento e manutencdo das relacdes com os alunos, individualmente,
em grupos, em cada momento e ao longo do tempo, permanecem questdes invisiveis da
pratica do professor. Lampert (2001, p. 430) usa outra imagem para mostrar como 0
conhecimento dos alunos é muito importante na pratica do professor e mesmo um
recurso a usar para o seu ensino. Refere que tal como as enfermeiras fazem por
conhecer bem os seus pacientes e familias para realizar uma boa préatica da medicina, os
professores que mantém conexdes sociais e intelectuais de longo termo com o0s seus
alunos, estdo a trabalhar em direcdo aos seus objetivos profissionais. O trabalho que
investe nas relacdes com os seus alunos ndo tem a ver com uma predisposic¢ao natural
para ser agradavel mas com a identificacdo e a afinacdo das ferramentas essenciais a sua

funcéo de professor.

Os alunos também precisam de aprender como aprender matematica, com
problemas, enquanto aprendem a “fazer escola” (“to do school”). Se os alunos estudam
matematica discutindo solugdes de problemas, usando um discurso matematico com
certas qualidades, necessitam de ser ensinados a comportarem-se de uma forma
particular, academicamente civilizada. Inventar e manter rotinas de ensino mais
elevadas em termos de normas sociais € um caminho para a resolucao deste problema.
Planos de trabalho, definicdo de horarios e plantas de sala de aula sdo outro caminho.
Quando a interagcdo com os contetdos na sala de aula envolve os alunos com os seus
pares existem riscos intelectuais particulares, pois podem confrontar-se com frustracoes
previsiveis. Daqui pode surgir um trabalho mal estruturado com os problemas, pode
deteriorar-se a ordem social e instaurar-se o caos, se 0s alunos nao aprenderem a gerir as
suas interacOes. Se a gestdo da interacdo social se sobrepuser ao trabalho matematico
em questdo, as consequéncias, serdo, contudo, igualmente problematicas. A autora
refere-se a este equilibrio necessario ao ensino com problemas: resolver o problema de

ensinar os alunos a estudar ‘anda de maos dadas’ com o ensino ‘que lhes ¢ feito’
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relativamente a aprendizagem do estudo através da resolucdo de problemas,
denominando este duplo trabalho de construcio do caracter académico™®.

2.2 Ensino do numero racional: contornos e desafios

O ensino do numero racional com problemas, assume determinados contornos e

desafios.

2.2.1. Desenvolvendo o sentido de nimero racional

As investigacOes abertas permitem que os alunos se envolvem em processos
matematicos de uma variedade de formas. Valorizam-se as tentativas iniciais dos alunos
de matematizacdo ao mesmo tempo que se da suporte e se 0s desafia a assegurarem-se
que as grandes ideias™ e estratégias se vdo desenvolvendo progressivamente (Fosnot et.
al., 2007).

Seguindo as ideias iniciais de Fosnot & Dolk (2002), a autora encara a
aprendizagem como algo confuso, ndo linear sendo perante a situagdo que surge, a
emergéncia da resposta. Desta forma concebe a aprendizagem da matemética, como
uma jornada de desenvolvimento ao longo de uma paisagem de aprendizagem 12
composta por marcos de trés dominios diferentes: as estratégias, as grandes ideias e 0s

modelos.

A paisagem de aprendizagem para 0 ndmero racional nas suas diversas
representacdes & simbolizada numa grande pintura que contém os marcos dos trés

diferentes dominios.

10 «cacademic character building”

1 “pig ideas” no original

2 «landscape of learning” no original
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Figura 7 - “Paisagem de aprendizagem: Fragdes, Decimais ¢ Percentagens no horizonte
mostrando os marcos de referéncia: Estratégias (retangulos), Grandes ideias (oval) e Modelos
(tridangulos)” modelo de Fosnot & Dolk (2002)

As estratégias dos alunos sdo observaveis, sdo 0s esquemas de organizacdo das
ideias que os alunos usam para resolver o problema. Subjacentes as estratégias estdo as
grandes ideias que sdo “ o centro, 0S organizadores das ideias mateméticas — os
principios que definem a ordem matematica” (Fosnot et al., 2007a, p. 14). Estéo
estreitamente ligadas com as estruturas da matemaética e caracterizam mudancas no
pensamento dos alunos, mudancas de perspetiva, de logica nas relagbes matematicas
preexistentes. S80 estas mudangas estruturais no pensamento que caracterizam o
processo de aprendizagem em geral. Elas sdo “grandes” porque criticas, porque
“centrais” sendo responsaveis pelos grandes saltos no desenvolvimento da estrutura do
raciocinio. Da mesma forma que através dos séculos, e atraves das culturas, 0s avangos
foram muitas vezes caraterizados por mudancas paradigmaticas nos raciocinios (Fosnot
et al., 2007). As grandes ideias para 0 ensino do nimero racional sdo de acordo com 0s

autores as explicitadas na figura 8.
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Mais“Zoom in” na paisagem de ensino:

Figura 8 - “Zoom in” na “Paisagem de aprendizagem: Fragdes, Decimais e Percentagens no

horizonte mostrando os marcos de referéncia.”: Grandes ideias (oval)

A figura 9 apresenta as estratégias subjacentes as grandes ideais que poderao ser

modeladas pelo professor:

Fig. 9 - “Zoom in” na “Paisagem de aprendizagem: Fragdes, Decimais e Percentagens no

horizonte mostrando os marcos de referéncia.”; Estratégias (retangulos)
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Matematizar envolve ainda o desenvolvimento de modelos mateméticos™. Os
alunos aprendem a ver, organizar e interpretar o mundo através de, e com, modelos
matematicos. Essa modelagem comeca muitas vezes na simples representacdo de
situacbes ou de problemas. Estes modelos de situacdes podem, eventualmente,
generalizar-se estabelecendo conexdes entre contextos. O modelo mental desenvolve-se
abrangendo situacdes diversas tornando-se um modelo para pensar outras situagdes.
Esta ponte entre uma aprendizagem mais informal a uma aprendizagem formal mais
progressiva pode fazer-se através dos modelos que deixam de ser modelos de pensar
uma situacdo, para se tornarem modelos para o pensamento, de acordo com van Galen

et al. (2008) salientando que estes, se tornam poderosas ferramentas para 0 pensamento.

De acordo com os autores os modelos numa primeira fase encontram-se muito
préximos do contexto mas podem ser posteriormente usados num outro nivel, quando
uma rede de relacdes ja foi estabelecida. Os modelos ndo sdo, portanto, coisas mas o
que pode servir de suporte ao pensamento. Os autores referem mesmo que no uso de
materiais concretos “existe o risco de uma leitura desligada das relagdes tomar 0 lugar

do pensar sobre as relagdes” (p. 18).

Este conceito de modelo parece-me convergente com o de Fosnot & Dolk (2002)
que os refere como “ferramentas para o pensamento” (p. 17) e de Van Walle & Lovin
(2006) que os apresenta como ferramentas para a aprendizagem desempenhando estes
num sentido geral, “um campo de ensaio para as ideias emergentes” pois da-lhes “algo

sobre que pensar, explorar com, falar, argumentar com” (p. 9).

Fosnot et. al. (2007) apresentam como modelos para a paisagem de

aprendizagem das fragdes, decimais e percentagens, os representados na figura 10:

13 . ..
sublinhado no original
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“Zoom in” na gem de ensino:
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Figura 10 - “Zoom in” na ‘“Paisagem de aprendizagem: Fragdes, Decimais e Percentagens no

horizonte mostrando os marcos de referéncia.”: Modelos (tridngulos).

Segundo Walle e Lovin (2006), o conhecimento conceptual de ideias
matematicas consiste numa Idgica de relacfes construidos internamente e existentes na
mente, como parte de uma rede de ideias (ver fig. 2 e 2.1). Pela propria natureza é um
conhecimento que é entendido. Os modelos ndo sdo conceitos. Um modelo para um
conceito matematico refere-se a um objeto, pintura ou desenho, ou uma ideia que
represente o conceito e sobre o qual as relagbes relativamente a esse conceito se
impdem. E um erro dizer que um modelo “ilustra” um conceito. De fato, ilustrar implica
mostrar, o que significa que quando olhamos para o modelo, estaremos a ver um

exemplo do conceito. A figura mostra um dos modelos possiveis para pensar a fracao.

Figura 11 - Um modelo para trabalhar o conceito de fracdo
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VanWalle & Lovin (2006) define como modelo o que nos permite criar um
conceito, uma ideia mental sobre a realidade, uma abstracdo. N&o estabelecida a relagédo
entre as coisas ndo ha conceito, para uma pessoa que ainda nao estabelece a relacéo, o
modelo nao ilustra o conceito. Segundo Gravemeijer (2005) um modelo de atividades
matematicas informais desenvolve-se num modelo para um raciocinio matematico mais
formal. Defende o autor que este é o valor da abordagem dos modelos emergentes: em
vez de tentar ajudar os alunos a estabelecer conexdes com uma realidade matematica
que ndo existe para eles, o modelo emergente ajuda os alunos a construirem uma

realidade por eles préprios.

O conceito de Sentido do Numero tem sido objeto de definicbes muito vagas
segundo diversos autores. Para Anghlieri (2006) o sentido de numero € altamente
personalizado e diz respeito ndo apenas as ideias sobre o numero que foram
estabelecidas, mas também como estas foram estabelecidas. Isso envolve uma forma de
pensar que permite que as criangas identificar rapidamente relagdes importantes entre os
nameros, tais como o reconhecimento de que 32:16 é um calculo menos problematico
do que 32: 17 pois 16 é metade de 32; ou que ¥z de 26 € um numero inteiro. Também
envolve a capacidade de trabalhar com flexibilidade com os nimeros e as operacdes,
reconhecendo por exemplo que 48 é 40+8, 10+10+10+8, 3x10 +8, %2 x100 -2, o dobro
de 24, ou que a oitava parte de 100 é, 100: 8, ou metade da metade da metade de 100 e
logo 12,5. A maneira como 0s numeros estdo relacionados uns com 0s outros, e 0S
significados associados as diferentes operacdes poderdo ter um papel chave no
estabelecimento de conexdes que é crucial para o desenvolvimento de sentido de

namero (p.3).

Mclintosh, Reys & Reys, (1993) caracterizam o sentido de nimero como uma
compreensdo global dos nimeros e das operagdes associada a capacidade e vontade de
usar esse conhecimento de maneira flexivel em raciocinios matematicos e no
desenvolvimento de estratégias Uteis que impliqguem o trabalho com numeros e
operacOes. Apresentam-no como um conceito complexo, essencial a abordagem dos
problemas e do calculo manifestando-se de varias formas no pensamento matematico e
desenvolvendo-se ao longo do tempo. Estes autores apresentam um quadro teorico
relativo ao conceito de Sentido de Numero, apresentado na figura 7, em que consideram

em trés categorias divididas em subcategorias:
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Quadro 2 — Quadro tedrico do “Sentido de Numero” de acordo com Mclntosh, Reys e Reys,
1992

. Sentido de ordenagdo dos niimeros
1.Conhecimento e destreza

Miltiplas representacdes dos niimeros
com 0s nimeros

Sentido de grandeza absoluta e
relativa dos niimeros

Sistema de valores de referéncia

i Compreensdo do efeito das operagdes;
2.Conhecimento e destreza

Compreensdo  das  propriedades
com as operacoes matematicas das operagoes;

Compreensdo da relacdo entre as
operacoes

Compreensdo da relagdo entre os

3. Aplicacao dos problemas, o contexto e os calculos

. . N necessarios
conhecimentos em situacoes

Percecdo da existéncia de multiplas

problematicas e de calculo estratégias

Inclinagao para utilizar diferentes
representagdes e métodos

Inclinagdo para analisar dados e
resultados com sensibilidade

Para Walle e Lovin (2006) nimero é um conceito complexo e multifacetado. Um
completo conhecimento dos nimeros envolve muitas e variadas ideias, relagcdes entre
elas e competéncias. Essa relacdo desenvolve-se gradualmente trabalhando com as
criangas a exploragdo de numeros, e ajudando-as a desenvolver novas relagdes (p.37).
Para estes autores, o sentido de nimero precoce (early sense number), adquirido nos
primeiros anos de escolaridade, comega com o estabelecimento de relagdes e conexdes
pelas criangas com pequenos numeros, construindo e compreendendo o valor de
posicdo, concebendo metodos de calculo flexiveis e fazendo estimativas envolvendo

numeros grandes.

A flexibilidade e o pensamento intuitivo com numeros que designam por number
sense, pode continuar a ser desenvolvido nos anos seguintes atraves dos numeros
racionais e das suas diversas representacdes — fracOes, decimais e percentagens — que
ajudardo os alunos a adquirir um reportorio de ideias acerca dos nimeros mais alargado.

Ao alargar o conceito de numero inteiro para numero racional através da representacao
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de nimeros sob a forma de fracdo e do estudo dos diversos significados e modelos de
fragbes — o0 modo como as fragdes se relacionam entre si e com a unidade, e a forma
como sdo representadas —, os alunos podem ganhar agilidade na perce¢do da “ordem
de grandeza” das fragdes, recorrendo, geralmente a utilizacdo de pontos de referéncia

como 1ou .

Para ser capaz de calcular usando o sentido do numero ndo basta dispor de uma
listagem de estratégias (Fosnot e Dolk, 2002). E preciso comecar por olhar para 0s
nameros, ser capaz de estabelecer relagdes que possam derivar deles e jogar com essas
relacfes (idem, p. 123). O desafio que se coloca entdo ao professor € como conseguir
ajudar os seus alunos a desenvolver o sentido do numero. Segundo Fosnot e Dolk
(2002) este € um desafio facil de entender, mas mais dificil de realizar. Tem de ser
criadas as condicGes que permitam as criancas desenvolver, elas proprias e desde o
inicio da escolaridade, os instrumentos que lhes permitam inventar, formalizar e
flexibilizar progressivamente métodos e técnicas de céalculo adequados a resolugdo dos
problemas, nomeadamente os que sdo colocados pela vida de todos os dias. E, na vida
de todos os dias, 0 recurso aos algoritmos tradicionais perde terreno, sendo cada vez

mais importante ser capaz de estimar e de calcular de modo inteligente e flexivel.

Fosnot e Dolk (2001) referem este horizonte de desenvolvimento do sentido do
namero como muito dificil para as criangas. Desde que comecam a andar que elas lutam
para entender esta no¢do aparentemente iluséria — quantidade. Existem passos e
mudangas no pensamento ao longo do caminho e quando o horizonte parece alcangado,
tudo parece ficar difuso até que novos pontos de referéncia se definam (p. 49).

Os alunos precisam de construir o conceito de nimero racional e trabalhar de
forma flexivel com as suas diversas representagdes. “Necessitamos de ser capazes de

nos movermos para a frente e para tras de fragdes para decimal e para percentagem”*,

citando Dolk e Fosnot (2002, p. 101).

Esta ideia encontra ressonancia nos Principios e Normas para a Matematica
Escolar quando nelas se refere ao numero como a pedra angular do curriculo da
matematica e a compreensao dos nimeros a partir das suas diversas representacao e das

relacBes entre si e 0s sistemas numericos (p. 35).

¥ No original “We need to be able to move back and forth from fractions to decimal to percents
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Tem sido argumentado que em matematica "um novo conceito € o produto de
um cruzamento entre vérias metaforas ao invés de uma simples metafora."*® Essa
afirmacdo sugere que ter multiplas metaforas é uma condicdo necessaria para que um
conceito seja significativo. Kilpatrick (2001) sugere que como muitas representacdes
matematicas sdo sugestivas das metéforas correspondentes, as ideias matematicas sao
reforgcadas através de representacdes multiplas, que ndo servem apenas como ilustracdes
ou truques pedagogicos, mas formam uma parte significativa do conteldo matematico e
servem como fonte de recursos para o raciocinio matematico. Mesmo numeral o0 729" é
uma representacdo que incorpora uma quantidade significativa do pensamento
matematico e interpretacdo. As ideias matematicas sdo reforcadas através de

representacdes maultiplas (p.101).

2.2.2 Fracgdo conceito complexo e multifacetado

As fracdes sdo talvez o mais complexo conceito matematico que as criangas
encontram nos primeiros anos de escolaridade defendem Charalambous & Pitta-Pantazi
(2007) afirmando que € de consenso entre os investigadores que um dos fatores
principais dessa complexidade, € a fracdo constituir uma no¢do multifacetada que
abrange cinco subconceitos interrelacionados (parte-todo, ratio, operador, quociente e
medida).

A investigacdo realizada nas Gltimas décadas tem evidenciado a dificuldade
associada a aprendizagem dos racionais, em particular, no que diz respeito ao conceito
de fracdo (Lamon, 2007). “Compreender os nimeros racionais envolve a coordenacao
de multiplas e diferentes ideias e interpretacbes que estdo, no entanto, inter-
relacionadas” (idem, p.23). Lamon (2007) salienta que ter maturidade na compreensao
dos nimeros racionais é muito mais do que ser habil a manipular simbolos: significa ser
capaz de estabelecer conexdes nas varias situacdes modeladas por esses simbolos. De
facto, refere a autora, o conceito de fragdo, € multifacetado, surgindo aos alunos em
diversos contextos com diferentes significados, o que torna a sua aprendizagem um

desafio para alunos e professores.

15 Citando Sfard, 1996
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Segundo Kilpatrick Swafford, & Findell (2001) a pesquisa nas ultimas duas

décadas (80-00) identificou vérias interpretacdes do numero racional que se encontram

explicadas no quadro que se segue.

Quadro 3 — Interpretacdes de nimero racional na forma de fracdo (Kilpatrick, et.al. 2001)

poss e adede | PAFE10d0
o qu"[;};eitjlﬁﬁﬁ}p{}r-i Quociente
; [ahﬁluﬁﬁﬁié} Operador
Tréz para quatro Razdo
Medida do caminho
percorride desde o Medida

inicio da unidade

De acordo com os autores, a tarefa dos alunos é reconhecer estas distin¢Ges e, ao

mesmo tempo construir relacdes entre eles, que permitam gerar um conceito coerente de

namero racional (p. 233). Muitos alunos confundem a l6gica do nimero inteiro com a

do namero racional. A tabela seguinte contém as diferencas entre as duas logicas: a

aditiva e a multiplicativa que podem estar na origem das dificuldades dos alunos com

este novo sistema numérico:
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Um namero

(pressuposicao de

discri¢ao)

Apoiada na sequéncia dos

nimeros naturais

Existéncia de antecessor e

precedente

Nao ha nimeros entre dois
nameros consecutivos
A unidade é o menor
namero
Apoiadas na sequéncia dos
numeros naturais
A multiplicagao torna o
namero maior
A divisao torna o nimero

mais pequeno

Quadro 4 — As diferencas entre os nimeros naturais e os racionais (Kilpatrick, 2001)

Dois nameros

(pressuposicao de

densidade)

Nao apoiada na sequéncia

dos nimeros naturais

Nao ha um tnico sucessor

ou antecessor

Héa uma infinidade de
nameros entre duas fragoes
Nao ha um nimero menor

anico
Nao apoiadas na sequéncia
dos nameros naturais
A multiplicagao torna o
nimero ou maior ou menor
A divisao torna o nimero

ou maior ou menor

Charalambous & Pitta Pantazi (2007) apresentam uma visdo holistica da
construcdo de nimero racional a partir do desenvolvimento do conceito de fracdo na
perspetiva de Kieren (1976) de que a fracdo ndo um simples conceito mas um conceito
multifacetado composto por diversos conceitos interrelacionados e apoiando-se no
modelo tedrico de Behr et al. (1983) realizam um estudo empirico que examina o
modelo através das respostas dos alunos (figura 13). O modelo tedrico de Behr et al.
pode ser considerado como uma analise semantica da construgdo do conceito de nimero
racional, do ponto de vista do professor. Aplicado a um conjunto amplo de alunos da
primaria Charalambous e Pitta-Pantazzi (2007) concluiram que os dados obtidos
suportam as associac¢des incluidas no modelo, tendo contudo estes alunos obtido mais
sucesso nas tarefas relacionadas com o significado parte-todo e 0 menor sucesso nas
tarefas relacionadas com o significado medida. No entanto, as descobertas dos autores e
0 seu estudo trouxe oportunidade a replica¢cdes do modelo, neste caso, em Hong-Kong.
Os resultados foram um pouco diferentes; sendo as diferencas de curriculo e de cultura

responsaveis por essa diferenca.
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Os mesmos autores enfatizam que o desenvolvimento do conceito de fracdo, a
partir de um dos seus subconceitos, ndo garante a compreensdo dos restantes
comprometendo a compreensdo global do conceito de fracdo (p.294). Usando o modelo
como ponto de referéncia realizam um estudo empirico em que examinam a construcao,
pelos alunos, do conceito de fracdo, a partir dos diferentes subconceitos e das

associacg0es entre eles (figura 12).

/ [ Parte — todo/Particdo }\

______ 1 |
e L__1
1 \ #

v VAL SEERELLLEES Vi

Equivaléncia Multiplicacéo Resolucéo de Adicao

problemas

Figural2 - Modelo tedrico de ligacdo dos cinco subconceitos das fracdes para as diferentes

operacdes e para a resolucdo de problemas

A principal conclusdo do seu trabalho é convergente com a dos autores: o
significado parte-todo mediou os outros significados da fracdo, sendo necessario para a
compreensdo plena do conceito de namero racional., compreender as relacbes e as

subtilezas de cada um dos cinco significados.

2.2.3 Dificuldades e desafios

Multiplicidade de significados do conceito de namero racional

Para Behr, Post, Lesh e Silver (1983) a multiplicidade de significados dos
nameros racionais, a concetualizacdo da unidade, a utilizacdo precoce de regra e
algoritmos no estudo dos nimeros racionais, nomeadamente nos representados na forma
de fracéo, explica a dificuldade em trabalhar no universo dos nimeros racionais. Costa e
Monteiro (1996) colocam a hipotese de que a memorizacdo da regra impeca a
interiorizagdo do conceito. Figueiredo, Pinto e Monteiro (2006) abordam a questéo de a
constru¢do do conceito de namero racional se ir desenvolvendo ao longo do tempo

sendo importante considerar duas vertentes: ndo um conceito, mas uma teia de conceitos
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e os simbolos que o representam. Os alunos tém de operar com os simbolos mas tendo
por base o seu significado, melhor, os significados subjacentes. Tém de compreender o
conceito nos seus diversos significados e utilizar o namero com sentido. As mesmas
autoras (2005) referem que ao trabalhar quase exclusivamente o significado parte —
todo, se tem limitado a construgéo do conceito de fracdo. Sousa (2009) desenvolve uma
investigacdo no 6° ano de escolaridade a partir de uma intervencdo mais centrada no
significado da fracdo como quociente e aponta para uma melhoria na compreensdo da
nocdo de fracdo, concretamente, no que diz respeito as relacdes de ordenacdo e

equivaléncia.

Aprender os nimeros racionais ¢ mais complicado e dificil do que aprender os
nameros inteiros, defendem Kilpatrick et al. (2001) salientando que a complexidade dos
nimeros racionais €, em parte, porque sdo representados de muitas formas (por
exemplo: fracbes comuns e fracOes decimais), sdo usados de muitas maneiras (por
exemplo: como partes de regides ou de cole¢bes, como razdes, como quocientes) e tém
numerosas propriedades, incluindo o facto dos dois numeros diferentes que compdem
uma fracdo estarem relacionados entre si, através da multiplicacdo ou da divisdo e nao
da adicdo. A estas caracteristicas dos nimeros racionais, atribuem a causa de muitas
concecdes erradas dos numeros racionais, desde as primeiras abordagens. O fato de no
contexto da vida real, a experiéncia com numeros racionais ser menor do que com
nameros inteiros, torna mais problematico o trabalho com estes nimeros e torna-se um
grande desafio para os alunos e professores (p.231). Por um lado, em termos teoricos a
proficiéncia com nimeros racionais ndo é tdo bem compreendida como com numeros
inteiros, o que acentua a dificuldade do seu ensino, por outro lado, o trabalho realizado
com o0 ensino dos nimeros racionais tem mostrado que os alunos tém nog¢des informais
de partilha, de particdo, e de medida, a partir das quais se pode construir este novo
conceito, e que por vezes a competéncia nas cinco vertentes representadas pela corda
entrelacada que tém de se enlagar momento, a momento, para construir uma corda forte
e harmoniosa ndo se desenvolve de forma equilibrada, ficando fios desligados uns dos
outros (ver fig. 4). Em terceiro lugar, o desenvolvimento da proficiéncia com nimeros
racionais depende de um planeamento do ensino que permita estender-se o trabalho com
estes numeros por longos periodos de tempo, que permitam construir e sustentar as

conexdes entre as diversas vertentes.
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Compreensdo
conceptual

Competéncia

Disposigio
estratégica o

produtiva

Raciocinio N\ ’ 74 Fluéncia de
adaptativo N / ~ procedimentos

Vertentes intervenientes na proficiéncia

Figura 13- Modelo adaptado de Kilpatrick, Swaford & Findell (2001)

Lamon (2007) refere a construcdo do conceito de numero racional como
ambivalente na tradicdo escolar e as mdltiplas tentativas para capturar a esséncia dos
nameros racionais para fins pedagdgicos salientando a necessidade de se procurar 0s
valores, conexdes e significado, assim como as questBes basicas necessarias a
exploracdo deste conceito questdes, tais como: O que significa compreender 0s nimeros
racionais? Quais serdo 0s obstaculos conceptuais para as criangas engquanto fazem a
transicdo do namero natural ao namero racional? (p. 630). A partir da descoberta, no
nivel fenomenoldgico, ou seja, em situacBes reais relativamente as quais 0s numeros
racionais sdo uteis, foram reconhecidas as diversas “personalidades” que constituem a
fracdo e reconciliadas as diversas perspetivas foram reconhecidos 0s subconceitos
distintos referindo-se a um desacordo, no que diz respeito a parte-todo, ser ou ndo um
subconceito distinto da medida. No entanto, salienta que qualquer que seja 0 nimero de
subconceitos, um ensino dos numeros racionais que aborda apenas um deles, é

inadequado.

Esta concecdo de numero racional é consonante com a conce¢do de Lamon
quando se define a fracdo a partir de uma perspetiva abrangente, holistica em que o
grande conceito _ fracdo, € um construto construido a partir dos seus diversos
subconstrutos, ndo se reduzindo a nenhum deles mas podendo ser compreendido a partir
de todos eles. Charalambous Pitta-Pantazi (2007) refere-se as mdltiplas personalidades

da fracdo. Um pouco nesta linha refere Kilpatrick (2001) tem sido argumentado que em
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matematica "um novo conceito é o produto de um cruzamento entre varias metaforas ao
invés de uma simples metafora” (p. 234). Essa afirmacdo sugere que ter multiplas

metaforas € uma condicdo necessaria para um conceito ser significativo.

Trabalhar as multiplas representacgdes (desenvolver o sentido de niUmero racional)

A compreensdo de uma ideia matematica de uma forma mais completa exige que
varias representacdes, possiveis, possam estar disponiveis para permitir uma escolha das
mais Uteis para resolver um determinado problema. Para Kilpatrick (2001) se as
criangas devem ser capazes de usar uma multiplicidade de representagdes, é importante
que sejam capazes de estabelecer relagdes entre as diversas formas de representagéo:
fracdo, decimal, simbdlicas, linha numérica, pictéricas (p. 102). Considerando, por

exemplo, as seguintes representacdes de “metade”:

‘ j <+t L 714 05 50%
0 1 2
~ o0

Figura 14 - Diversas representacdes da metade

OO
QOO

Um meio é a representacdo através da fracdo na sua forma mais simples:
irredutivel; representar de outras formas envolve uma outra compreensao “saltando” de
representacdo no universo dos numeros racionais de uma forma mais abrangente.
Implica conhecer “as leis desse universo”. Se se tentar fazer o mesmo com a fracao 5/8,
maior compreensao ainda é exigida, pois esta fracdo nédo representa um dos valores de
referéncia no sistema. O nimero é pouco maior que metade. Passa 1/8 da metade. Um
oitavo é metade da metade da metade. Entdo, um oitavo é metade da quarta parte.
Quarta parte é metade de metade. Logo, cinco oitavos sdo 5 vezes 0, 125 ou 0,50 + 0,25
+ 0,125 = 0,875 ¢é o valor do oitavo. Se estivermos perante a fracdo 13/40,
provavelmente j& teremos de recorrer a divisdo ou a uma estratégia como a seguinte de
decomposicdo em fracdes de referéncia (multiplas ou submdaltiplas de metade, um
quarto: 13/40 = 10/40 + 2/40 + 1/40 = 0,25 + 0,05 + 0,025 = 0,325
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A discussdo dos sistemas numéricos dos nimeros dados como exemplo, ndo
seria possivel sem o0 uso de uma variedade de representagdes dos numeros e de
operacdes entre eles. Este dominio do nimero e das operacdes € o que pode ser definido

de acordo com Mc Intosh Reys e Reys (1992) como o sentido de numero e de operacao.

Para Kilpatrick (2001) as ideias sdo essencialmente metaforicas e relativamente
aos numeros racionais temos um uso diverso de metaforas entre elas, as seguintes:
nimero como colecdo, nimero como ponto numa linha, nimero como seta, adicao
como juncdo, multiplicacdo como éarea, fracdo como parte, fracdo como peca (parte de

um todo), fragdo como numero.

Colecgso Pega

Mumero -— Fraccio
Seta Fonto numa linha Parte
Adicgo — Jungio
IMultiplic ag&o — Area

Figural5 - Uso de metaforas relativamente aos nimeros racionais, Kilpatrick (2001)

As ideias matematicas sdo reforcadas através de representacbes multiplas, que
ndo servem apenas como ilustracBes ou truques pedagdgicos, mas formam uma parte
significativa do conteudo matematico e servem como fonte de raciocinio matematico.
Mesmo o numeral "729" & uma representacdo que incorpora uma quantidade

significativa do pensamento matematico e interpretacao (p.95).

Trabalhar as mdaltiplas representagbes dos ndmeros racionais sera uma

dificuldade para o professor mas podera constituir certamente também um desafio.

Para ser capaz de calcular usando o sentido do nimero n&o basta dispor de uma
listagem de estratégias (Fosnot e Dolk, 2002). E preciso comecar por olhar para 0s
nameros, ser capaz de estabelecer relagdes que possam derivar deles e jogar com essas
relacfes (idem, p. 123). O desafio que se coloca entdo ao professor € como conseguir

ajudar os seus alunos a desenvolver o sentido do numero. Segundo Fosnot e Dolk
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(2002) este € um desafio facil de entender, mas mais dificil de realizar. Tém de ser
criadas as condi¢des que permitam as criancas desenvolver, elas proprias e desde o
inicio da escolaridade, os instrumentos que lhes permitam inventar, formalizar e
flexibilizar progressivamente métodos e técnicas de calculo adequados a resolucdo dos
problemas, nomeadamente os que sdo colocados pela vida de todos os dias. E, na vida
de todos os dias, o0 recurso aos algoritmos tradicionais perde terreno, sendo cada vez

mais importante ser capaz de estimar e de calcular de modo inteligente e flexivel.

Fosnot e Dolk (2001) referem este horizonte de desenvolvimento do sentido do
namero como muito dificil para as criancas. Desde que comegam a andar que elas lutam
para entender esta nocdo aparentemente ilusdria — quantidade. EXxistem passos e
mudancas no pensamento ao longo do caminho e quando o horizonte parece alcancado,

tudo parece ficar difuso até que novos pontos de referéncia se definam (p. 49).

Um bom conhecimento da matematica e do ensino da matematica

Os professores precisam de reunir e de se munir de uma ampla gama de recursos
para apoiar a aquisicdo de proficiéncia matematica dos alunos, ter uma visdo clara dos
objetivos de ensino e conhecimento sobre o que significa proficiéncia para o contetdo
matematico especifico que estdo a ensinar. Efetivamente, segundo Kilpatrick e Swafford
et al. (2001) o conhecimento do ensino da matematica pressupde conhecimento do
conteddo matematico bem como das finalidades que referem como os horizontes da
matematica, aonde ela pode levar os alunos e aonde os alunos poderdo chegar através
dela. Para isso tém de ser capazes de usar o seu conhecimento de forma flexivel na
pratica, para avaliar e adaptar materiais didaticos, para representar o contetdo de
maneira fiel e acessivel, para planear e conduzir o ensino, e para avaliar o que os alunos
estdo aprendendo. Precisam de ser capaz de ouvir e ver expressdes das ideias
matematicas dos alunos e antecipar possiveis resolucdes (p. 369). Um professor deve
interpretar o trabalho dos alunos por escrito, analisar o seu raciocinio, € comparar as
diferentes formas de resolucdo de um problema. Ensinar exige a capacidade de ver as
possibilidades matematicas numa tarefa, e dimensiona-la e adapta-la a um grupo
especifico de alunos. Significa ainda, ter familiaridade com as trajetorias ao longo das
quais as ideias matematicas se desenvolvem para que possa conduzir os alunos ao longo

dessas trajetorias.
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Capitulo 3 - Metodologia

Este estudo é sobre a pratica de uma professora do 3° ano de escolaridade na
construcdo do conceito de numero racional representado na forma de fracdo e numa
perspetiva de desenvolvimento do sentido de numero. O proposito fundamental é
descrever o contributo dessa professora para o desenvolvimento do sentido de nimero
racional a partir da compreensdo das suas op¢des para 0 ensino, das suas acfes na
prética pedagdgica, e dos significados das suas agdes, assim como da reflexdo sobre a
acao no ambito de um projeto colaborativo.

A escolha do objeto de estudo e do contexto de trabalho considerando os pontos
de vista dos sujeitos e os significados que atribuem as ac6es, apontam para uma op¢ao
metodoldgica de base. A metodologia é qualitativa no quadro de um paradigma de
investigacdo interpretativo. Neste ambito realizou-se um estudo de caso em contexto de

trabalho colaborativo.

Em primeiro lugar apresentarei as opc¢des metodoldgicas e seguidamente,
descreverei os participantes do estudo, os instrumentos de pesquisa e 0s procedimentos

de analise a que recorri.

3.1 Opcdes metodologicas

3.1.1 Um paradigma interpretativo

A escolha do paradigma deve ser determinada, pelas caracteristicas do objeto em
estudo (Patton, 1980). O paradigma interpretativo, valoriza a compreensdo e a
explicacdo, tendo em vista desenvolver e aprofundar, o conhecimento de um fenémeno

ou situacdo, num dado contexto (Bogdan & Biklen, 1994).

Guba e Lincoln (1994) descrevem um paradigma como um conjunto de crengas
bésicas, de primeiros principios para lidar com o mundo. Referem que um paradigma é

uma visdo do mundo, da sua natureza, de uma pessoa, de um lugar ou da prdépria relacdo
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da pessoa com 0 mundo. Sublinham que para a existéncia de rigor na sua investigacéo, é
importante que o investigador assuma as suas crencas, valores e paradigmas que estdo
na base do seu trabalho. Desafiam mesmo o investigador a assumir as suas proprias
crencas, acerca da natureza do conhecimento e dos fendmenos que pesquisam e tendo
por base uma maior consciéncia da epistemologia, escolham o método mais adequado
as questBes da investigacdo. “Apelam a uma coeréncia pessoal, de forma, a que o
método de investigacdo escolhido pelo investigador ndo entre em contradicdo com a sua

forma de ser e pensar o mundo que o rodeia” (p.103).

Erickson (1986) utiliza o termo “interpretativo” para se referir a uma “familia”
de abordagens para a pesquisa participante observacional em que os significados
imediatos, e locais, das acOGes sdo definidos, a partir do ponto de vista do ator. O
interesse fulcral do investigador estd no significado conferido pelos “atores” as ac0es,
nas quais se envolveram. O primeiro sentido das abordagens nédo se situa no plano dos
procedimentos ou das técnicas, mas sim no do proprio objeto de analise, e no dos
postulados a ele ligados. O fato de uma investigacdo poder ser classificada de
“Interpretativa ou qualitativa “ provém mais da sua orienta¢do fundamental que dos

procedimentos que séo utilizados.

No contexto do paradigma interpretativo, o objeto de analise é formulado em
termos de acdo, sendo a tarefa da investigacao interpretativa

descobrir os caminhos especificos da organizagdo social e da cultura relacionados com

as atividades de pessoas especificas que fazem escolhas e conduzem a agdo social, em

conjunto” (Erickson, 1986, p. 129).

A investigacdo incidir4, sobre 0 modo como se desenvolvem e mantém estes
sistemas de significado, e ndo apenas sobre 0os comportamentos observaveis. Por sua
vez, Denzin (1994) refere-se a essa atribuicdo de sentido como uma arte de
interpretacéo:

Confrontado com uma montanha de impressfes, documentos e notas de campo, 0

pesquisador qualitativo enfrenta a dificil e desafiante tarefa de fazer sentido do que foi

aprendido. Eu entendo por “fazer sentido”, o que foi aprendido, a arte da interpretacéo.

(p. 500)

Para Miles e Huberman (1994) esta abordagem tem uma longa historia
intelectual estando apoiada na tese de que as a¢des humanas ndo podem ser analisadas

por métodos das ciéncias naturais e da fisica, sendo abordadas com uma perspetiva
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concetual diferente. A atividade humana pode ser vista como “texto” — uma colecdo de
simbolos expressando camadas de significados. “A interpretacdo desse texto estd
relacionada com a compreensdo das acgoes e das interacdes procurando-se significados

partilhados por ambos: os atores sociais e o investigador” (p.8).

Desta forma, de acordo com a minha propria perspetiva do mundo, e de acordo
com as questdes escolhidas para a minha investigagdo que se prendem essencialmente
com uma melhor compreensdo das acdes, do professor na sua pratica e da reflexdo que o
préprio professor faz do seu trabalho, optei por me situar no paradigma interpretativo
informado por elementos do paradigma colaborativo, uma vez que preparei
conjuntamente com a professora a trajetoria de aprendizagem, tendo como objeto de
analise, o significado da acdo da professora, e 0 que a leva a agir, e a interagir no

decurso da sua pratica, mantendo uma relacéo reflexiva sobre a acéo por ela realizada.

3.1.2 Uma abordagem colaborativa

“A colaboragdo parece ser uma condi¢do necessaria se a pratica de ensino é para
ser melhorada, de maneiras que sejam fundamentais e duradouras” (Erickson, p. 431). A
colaboracdo implica trabalhar em conjunto, para que haja uma ajuda mdtua, devendo
esta ajuda, ser genuina, e através de movimentos mutuamente Uteis. Para o autor essa
colaboracdo traduz-se para os parceiros, num trabalho mais facil, mais significativo,
menos isolado e mais gratificante, podendo resultar num produto de maior qualidade. O
autor ndo encara esta colaboragdo como um processo simples em que todos se
encontram sempre de acordo, mas como um processo complexo e continuo de

articulacdo, entre os diferentes pontos de vista dos participantes.

Defende Erickson (1989) que a colaboracdo pode dar uma nova dimensdo mais
poderosa na investigacdo com a vivéncia conjunta de dilemas. Evidencia que a
colaboragdo ndo é um processo de completa concordancia entre os participantes nem
visa atingir o cumprimento de objetivos, mas sim “um processo de continua articulagdo
entre os diferentes pontos de vista dos participantes e entende ainda esta forma de
investigacdo como uma forma de nutrir as discussées humanas e as argumentacdes dos

dilemas em educagdo” (p.430).
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Para Miles e Huberman (1994), na abordagem colaborativa a agdo é realizada
num ambiente social, o investigador sente-se confortavel no acompanhamento da acéao e
acompanha o processo em tempo real. Este acompanhamento pode tomar duas formas:
“reflexividade” quando o investigador permanece numa postura de pergunta ou
questionamento ou “dialética” quando atores e pesquisadores podem ter interpretagdes
diferentes de dados (p.8). Os didlogos davam origem a diferencas de perspetiva que

enriqueciam porque permitiram aprofundar a compreenséo da acao.

Guba e Lincoln (1994) defendem que pode haver compatibilizacdo de
paradigmas, de modo que estes se informem mutuamente “desde que partilhem

elementos axiomaticos, ou com fortes semelhangas entre si “ (p. 174).

3.1.3 Um estudo de caso

Ao descrever e analisar a pratica de uma professora na preparacdo e
concretizacdo de uma trajetoria de aprendizagem, na passagem do numero natural ao
namero racional, através da fracdo, no 3° ano de escolaridade, pela primeira vez dada a
mudanga curricular, posso considerar estar perante uma perplexidade, um problema que
necessita de uma compreensdo global e mais profunda, em que a analise do caso
particular desta professora podera levar a compreender melhor o problema em questéo e
eventualmente poder fazer os leitores envolverem-se nesse processo reflexivo. Optei por
realizar um Unico estudo de caso, sendo esta abordagem - o estudo de caso - de acordo
Yin (2003), o que permite aos investigadores reter as caracteristicas significantes e
holisticas dos acontecimentos ou eventos da vida quotidiana. O estudo de caso mais do
que conter interpretacbes completas e precisas dos acontecimentos reais tem como
propoésito estabelecer um quadro de reflexdo e debate entre os investigadores mas
necessita ter como preocupacao a apresentacdo rigorosa e justa dos dados empiricos (p.
2). Patton (1990) refere que “os estudos de caso sdo particularmente Uteis quando se
pretende compreender determinados individuos, determinado problema, ou uma

situagdo particular em grande profundidade.” (p.74).

De acordo com Stake (2009) o estudo de caso ¢ instrumental quando “visa
alcangar algo mais do que compreender esta professora especifica” (p.19). Mais do que

explicar o que aconteceu com esta professora relativamente a questdo de investigacao,
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procurou-se compreender a sua acdo e os significados das suas acdes numa situacdo que
¢ comum ao conjunto de professores do 1° ciclo: a sua pratica letiva no momento
concreto em que se faz a generalizacdo do novo programa de matematica do ensino
basico preconizando uma nova abordagem a construc¢do do numero racional,

trabalhando em paralelo as representacdes fracédo e decimal.

Stake (2009) denomina de compreensédo experiencial, a compreensao que advém
da explicacdo que facilita a compreensdo mas também da intencionalidade que lhe esta
inerente. “Mas a compreensao tem um circulo psicoldgico que a explicagdo ndo tem....
A compreensdo também esta relacionada com a intencionalidade de uma forma que a

explicagdo nao esta.” (p. 53). Explicita:

O verdadeiro estudo de caso é a particularizacdo, ndo a generalizacdo. Pegamos
num caso particular e ficamos a conhecé-lo bem, numa primeira fase ndo por aquilo que
difere dos outros, mas pelo que é, pelo que faz. A énfase é colocada na singularidade e
isso implica o conhecimento de outros casos diferentes, mas a primeira énfase é posta

na compreensao do proprio caso. (p. 24)

Stake refere que um estudo de caso é uma base pouco sélida para a
generalizacdo, referindo-se a microgeneralizacGes, para designar generalizacbes que
ocorrem durante 0 estudo de caso salientando que raramente se alcangca um
entendimento novo, mas se consegue um aperfeicoamento do entendimento ja existente,
uma generalizacdo modificada, aperfeicoada, existindo procedimentos para aperfeicoar

a validagéo dessa reconsideragéo, tais como, a triangulacéo (p. 24).

O autor enfatiza que muitas vezes, 0 objetivo do investigador ndo € tanto a
representacdo veridica, mas antes a estimulacdo de reflexdo posterior, otimizando a
oportunidade de os leitores aprenderem. Stake (2009) refere que a caracteristica
principal da investigagdo qualitativa € a centralidade da interpretacdo. Que as
descobertas ndo sdo tanto “descobertas” mas “asser¢des”. Que a intensa intera¢do do
investigador com as pessoas, quando faz trabalho de campo, dada uma orientacdo
construtivista para o conhecimento, dada atencéo a intencionalidade e ao sentido do eu
participante, por muito descritivo que seja o seu relatério, o investigador acaba por
oferecer, em dltima analise, uma visdo pessoal. “As ‘descrigoes densas ndo sdo

complexidades objetivamente descritas; séo as perce¢des particulares dos participantes”
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e que “a intengdo dos investigadores qualitativos de promover um paradigma de

investigacao subjetivo é um dado adquirido” (p.57).

A subjetividade ndo é considerada como uma imperfeicdo a precisar de ser
eliminada, mas como um elemento essencial da compreensdo. Assim, afirma “a fungao
da investigacdo ndo é necessariamente mapear e conquistar o mundo mas sim sofisticar
a sua contemplagdo.” (p.60). E suposto que além da “descrigio densa” e da
“compreensdo experiencial” existam também “realidades multiplas” nos estudos de
caracter qualitativo. “Para descrever o caso tenta-se apresentar um corpo substancial de

descrig¢ao incontestavel” (p.124).

3.2 Participantes

Stake (2009) refere que a escolha do caso deve priorizar o acesso aos dados:
“Dados os nossos objetivos que casos terdo a probabilidade de nos levar a
entendimentos, a asser¢des, talvez at¢ a modificacdo de generalizagdes?” (p. 20). A
preocupacdo central na escolha do participante para o estudo ndo se prendeu com
caracteristicas muito definidas de localizacdo, nem de relacdo. Todos os professores do
3° ano de escolaridade estavam perante o desafio de trabalhar a constru¢do do conceito
de numero racional, a partir dos maltiplos significados da fracdo, pela primeira vez na
sua vida. O que tomei como ponto de partida para a escolha foi encontrar uma pessoa
que quisesse trabalhar esta unidade no ambito de um projeto de colaborag¢do. Assim, o
estudo de caso foi realizado com uma professora do 3° ano, por ter consciéncia do
desafio que se coloca, neste momento, aos professores deste ano de escolaridade, que é

a introdug&o no 1° ciclo, do conceito de nimero racional a partir da nogéo de fracéo.

A escolha da professora teve por base em primeiro lugar a sua imensa vontade
de colaborar num projeto desta natureza, o seu interesse pela inovacdo no ensino da
Matematica, a sua experiéncia profissional, a sua curiosidade, predisposicdo e
sensibilidade para as questfes que se relacionam com o namero, o calculo e as formas
de desenvolver nos alunos flexibilidade e gosto na procura de estratégias e na
explicitacdo de raciocinios e uma grande vontade de inovar. Depois de a conhecer

apercebi-me também nela, um enorme entusiasmo para aceitar o desafio de
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experimentar novas estratégias, de seguir as orientagcbes metodologicas do novo PMEB

na sua sala de aula e da sua vontade em refletir conjuntamente sobre a sua préatica.

3.3 Recolha de dados

A recolha de dados foi realizada recorrendo as técnicas de observacdo e do
inquérito, privilegiando como instrumento, nesta Gltima, a entrevista que assumiu um
caracter semiestruturado. Também foram analisados documentos: memorandos de
reunibes, e notas de campo e foi realizada conversacao informal ap6s as aulas. O quadro

sintetiza o trabalho de campo realizado e a respetiva recolha de dados:

Quadro 5 - Trabalho de campo

e
Observacao de 5 aulas previamente a  Familiarizacao com o contexto: “fazer parte ~ Outubro de
unidade didéactica do todo”; percepcionar a “cultura de sala de 2010(1
aula”; percepcionar formas de interaccao. semana)
Realizagao da 1° entrevista e sua Conhecer a professora e motivagoes para o 15 de Nov.
gravacao em audio estudo e expectativas. 2010
Observagao e Video gravacao Observar a concretizacao da trajectoria de De 29 de
de 14 aulas da unidade didactica aprendizagem delineada de modo a Nov. 2010 a
recolher dados 17 Margo de
2011
Reunioes (8+4) de preparagao, Partilhar ideias , reflectir, avaliar e reavaliar De
acompanhamento e reflexdo com a a trajectéria de aprendizagem 22/9/2010a
professora e sua gravacao em audio Abril de
2011
Diélogo e elaboracao das notas de idem Final de
campo cada aula
observada
Realizagao da 2° Entrevista e sua Percepcionar a perspectiva da professora 30 de Maio
gravacao em dudio sobre o trabalho realizado: concretizacao de 2011

expectativas, desafios, dificuldades,
constrangimentos, inflexoes futuras.

A observacao sera participante no sentido de Bogdan (1994), em que € o0 proprio
investigador o instrumento principal de observagédo. Ele integra o meio a investigar,
“veste” o papel de ator social podendo assim ter acesso as perspetivas de outros seres
humanos ao viver 0s mesmos problemas e as mesmas situacdes que eles. Assim, a
participacao tem por objetivo recolher dados (sobre ac¢Ges, opiniGes ou perspetivas) aos

quais um observador exterior ndo teria acesso. A observacéo participante € uma técnica
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de investigacdo qualitativa adequada ao investigador que pretende compreender, num
meio social, um fendmeno que lhe é exterior e que lhe vai permitir integrar-se nas
atividades/vivéncias das pessoas que nele vivem (p. 90). Estive presente nas aulas
previstas para a unidade didatica e inseri-me no grupo passando a vivenciar a
experiéncia no local_ a sala de aula dos alunos do 3° ano. Tentei seguir uma observagéo
naturalista, tendo como registos formais gravac¢Ges audio e video das aulas de onde pude
transcrever situacfes singulares, através de pequenos episodios ou relatos para que o
leitor possa acompanhar o processo de reflexdo fazendo ele préprio, uma reflexao

semelhante.

A entrevista, de acordo com Bogdan e Biklen (1994), é utilizada na investigacao
qualitativa para recolher dados descritivos na linguagem do proprio sujeito, que
permitam ao investigador conhecer 0 modo como aquele interpreta os acontecimentos.
Pretende-se seguir a metodologia da entrevista semiestruturada ou semidirectiva, de
acordo com Ghiglione e Matalon (1997) que consiste num didlogo em que o
entrevistado € livre de mudar a sequéncia das questdes e em que, ao entrevistador €
consentido explicar e acrescentar questdes. As entrevistas foram realizadas em dois
momentos concretos: no inicio do projeto de colaboracdo e no final. Ambas foram

gravadas e transcritas.

Relativamente as reunibes, estas eram preparadas por ambas, através do
visionamento dos filmes, sendo posteriormente transcritas. Tinhamos muitas vezes
contudo, pequenas conversas informais e espontaneas que surgiam, no decurso do
processo e que eram por nds fomentadas por gosto pela partilha do que acabavamos de
viver durante as aulas, e mesmo no meio de uma tarefa quando o intervalo surgia de
permeio. Estas conversagdes que assumiam um carater reflexivo e por vezes, dialético
(Miles e Hubberman,1994) constituem conforme Patton (2002) também um modo de
recolha de dados que denomina por entrevista de conversacéo informal 16(p. 342). Nao
constituindo os instrumentos de recolha de dados formais, estas conversas espontaneas
gue emergiam das vivéncias imediatas, permitiram apreender as primeiras impressoes
gue sdo muitas vezes as mais genuinas e reveladoras do contexto psicoldgico da
professora que esteve subentendido a toda a sua acao: as suas preocupacdes, 0S Seus

receios, 0s seus entusiasmos. Dessas conversas, fazia uma pequena gravacao ou tirava

16 ... . . . « ..
informal conversational interview * no original
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um pequeno apontamento, ou enviava-lhe um email com alguma ideia que me surgia

depois no decurso da reflexdo que mantinha comigo mesma, apds 0S NOSSOS encontros.

Miles e Huberman (1994) referem-se a dificuldade central na recolha de dados
qualitativos para analise. Evidenciando a perspetiva da pesquisa qualitativa como uma
interpretacdo de uma acdo embebida num contexto e com um significado especial para
os atores, consideram-na uma forma de arte e salientam o cardcter intuitivo destas
abordagens. “Como pode ter a certeza de que uma vulgar”, “inegavel” e “casual”
descoberta, ndo esta de fato errada?”17 (p. 2). Referem a necessidade de métodos
crediveis, dependentes e replicaveis em termos qualitativos, de forma, a que, se possam
partilhar as descobertas, explicitando e sistematizando os métodos usados para fazer o
design das suas conclus@es. A riqueza e o holismo dos dados (observacédo de aulas antes
e durante a unidade didatica, duas entrevistas, varias reunifes de planificacdo e de
analise retrospetiva “dilatadas” no tempo) poderdo ter um forte potencial para revelar a
complexidade do problema. O facto de serem recolhidos ao longo de um periodo de
tempo consideravel (no estudo em questdo, de Outubro a Maio) torna mais poderoso o
estudo de um processo de problematicas ligadas ao “como” e ao “porqué”, assim como
a flexibilidade inerente aos métodos de recolha permitird maior confianca. Essa
confianca é reforcada, pelo fato da recolha de dados se dar na proximidade do préprio
processo e mesmo dentro da situacdo especifica (a recolha faz-se no momento em que a
situacdo ocorre). A énfase é num caso especifico — o estudo desta professora na
preparacdo e concretizacdo de uma unidade didatica concreta — caso este, focado e
limitado, onde a influéncia do contexto € marcante — no ambito de um projeto de

colaboracéo.

Neste caso, 0 investigador pode, com ajuda local, desenhar os contornos de uma
“experiéncia de campo”. Os dados sdo recolhidos e fornecidos aos que se encontram na
acao, de forma a serem utilizados tanto como feedback, como para elaborar, a proxima
fase das operacdes. Durante o periodo de observagdo mantinhamos pequenos dialogos
antes e depois das aulas, que permitiram reavaliar o plano de acéo, as suas escolhas para
as aulas seguintes. Nestas abordagens, defendem Miles & Huberman (1994) estio
incorporados elementos caracteristicos dos estudos naturalisticos: observacao

participante, sensibilidade relativamente as preocupacdes dos participantes, focagem na

How can we be sure that an “earthy”, “undeniable” and “serendipitous” finding, is not, in fact wrong?” no original
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descricdo dos dados desde a fase inicial, instrumentos ndo estandardizados, uma
perspetiva holistica e a procura de temas ou padrfes subjacentes (p.9).

As multiplas abordagens no ambito do trabalho, concretamente o recurso a
métodos diversos de recolha dos dados para o estudo de caso; como a entrevista,
observacdo participante e analise de documentos, assim como a verificacdo da descricao
do caso por parte da propria professora, ajudam a triangular as observacfes e as

interpretacdes do investigador (p. 128).

A recolha de dados coloca questdes éticas ao investigador pois “¢ feita num
“territorio privado” de alguém” (Stake, 2009, p. 74). Neste caso, na sala de aula da
professora com o0s seus alunos. H& como que uma pequena invasdo da privacidade
pessoal dos intervenientes na acédo e esta “invasdo” carece da autorizacdo dos mesmos.
Efetuei o pedido de autorizacdo a direcdo do agrupamento e a propria escola (anexo 2),
assim como aos encarregados de educacdo dos alunos (anexo 3) através da sua
professora tendo também estado presente na reunido de encarregados de educacdo a
pedido desta, para esclarecer e tranquilizar os pais relativamente aos objetivos e ao uso
das observacdes realizadas através das gravacdes video. Os pais ou encarregados de
educacéo depois de esclarecidos deram por escrito a sua autorizagdo. Foram informados
por mim do carécter sigiloso das observacdes realizadas e das informagdes obtidas
garantindo-se sempre 0 anonimato dos intervenientes. Relativamente a professora, foi s6
apenas depois da negociacdo do projeto conjunto que passamos a fase dos
esclarecimentos e pedidos de autorizacdo aos pais. Esta teve acesso a um duplicado de
todas as filmagens ou gravacfes assim como a todos 0s materiais produzidos no decurso
do projeto podendo e devendo dar o seu contributo e parecer. Procedeu & verificacdo
dos textos, quer da transcri¢do das entrevistas e dos memorandos, quer da descrigdo do
caso, tendo sido acordado o produto a divulgar. Além destas formas, de preservar a
identidade da escola, e dos alunos, Beatriz foi 0 pseudonimo adotado pela professora,
garantindo-se desta forma a confidencialidade do estudo (Patton, 2002).

Nos episddios os alunos tém nomes ficticios, estando identificados com um
nome proprio quando a intervencado diz respeito a um membro do grupo que apresenta e
discute o trabalho e com um A (de aluno) seguido de um numero (e.g. A7), outros

intervenientes na discussao que pertencem a restante comunidade de discusséo.
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3.4 Analise dos dados

A analise dos dados foi desenvolvida tendo em consideracdo as aulas, as

entrevistas, as conversas informais e as reunides*® com a professora.

De acordo com Miles e Huberman (1994) “a anélise de dados “ é um continuo e
interativo empreendimento” (p. 12) que pode ser representado pelo modelo apresentado:

Redugao de
dados

Conclusoes/

Verificagdes

Figura 16_ Modelo interativo de Miles e Huberman (1994)

Como o modelo ilustra, na atividade de analise podem considerar-se trés fases:
reducdo de dados, apresentacéo de dados e conclusdes. Os autores ndo consideram essas
fases completamente distintas. Apresentam-nas, como trés fluxos de analise, como que
entrelacados, antes, durante e depois da recolha de dados, podendo coexistir de forma

paralela.

A reducdo de dados refere-se ao processo de selecionar, focar, simplificar,
abstrair e transformar os dados. Ha desde ja uma reducdo antecipatoria quando os
investigadores fazem escolhas relativamente ao quadro conceptual, aos casos, as
questdes de investigacdo e aos instrumentos de recolha de dados. Este processo inicia-se

durante o trabalho de campo, e ocorre continuamente ate a escrita do relatorio final.

A apresentacdo de dados € um conjunto organizado e comprimido de informacéo
que permite o desenho das conclusdes e da agdo. Observando os dados apresentados
pode-se compreender o que foi acontecendo e delinear outras agOes, a partir da nova
compreensdo. Tal como a reducéo de dados, a apresentacéo dos dados néo esta separada

da anélise, mas faz parte dela.

'8 As reunides realizadas, com Beatriz, encontram-se explicitadas no anexo 10
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O terceiro fluxo da atividade de andlise sdo as conclusdes finais que ndo estdo
dissociadas da verificacdo. As conclusfes podem ndo aparecer ao longo do processo de
recolha de dados, dependendo do tamanho do corpo de analise, da codificacdo, e até
mesmo da sofisticacdo do investigador, mas sdo delineadas, desde o inicio, mesmo
quando um investigador diz ter procedido indutivamente. As conclusGes vao sendo

desenhadas e verificadas enquanto a analise decorre.

No presente estudo, a primeira fase da analise iniciou-se durante o periodo que
decorreu a recolha de dados (de Novembro a Margo). Com efeito, e de acordo com
aspetos negociados no ambito do projeto de colaboracdo, a medida que se fosse
concretizando a trajetoria havia que refletir sobre as aulas, de forma a ir ajustando o

préprio percurso definido inicialmente.

Assim, houve reunibes em que apds o visionamento das aulas (por vezes, ja
tinhamos visto as gravacOes antes da reunido, para ganhar tempo, outras vezes viamos
durante a propria reunido) procedemos a uma analise retrospetiva dos acontecimentos,
comecando pelos aspetos que surgiam espontaneamente, e que por isso, denotavam a
sua importancia, pois tinham-se tornado significativos. Procurei dar a palavra a Beatriz,
em primeiro lugar, ndo deixando de partilhar também, o que se tornou mais significativo

para mim, no decurso da sua pratica, através do caminho por nés delineado.

Dessas reunides, emergia uma primeira analise do trabalho desenvolvido que
permitiu a escolha das tarefas a serem analisadas de forma mais detalhada. A segunda
entrevista e as reunides que se sucediam “transportavam” questdes que resultavam da

primeira fase de analise.

Na segunda fase de analise mais detalhada e ap6s terminado o periodo de
recolha dos dados intensifiquei o trabalho de anélise, procedendo primeiro de novo a
uma “leitura flutuante dos dados” (Bardin, 1994), seguida da transcricdo das aulas,

entrevistas e reuniodes.

Dado a extensao do “corpus” de analise, defini conjuntamente com Beatriz (essa
escolha foi discutida com Beatriz!) um conjunto de tarefas que serdo objeto de uma
analise mais detalhada, tendo em conta, a relevancia do seu papel no percurso de
aprendizagem dos alunos da turma, a sua situacdo na trajetéria de aprendizagem
planeada e na que efetivamente se realizou, e razGes que se relacionam com a propria

estrutura da matematica subjacente as tarefas e que emergiram, ou ndo, de forma
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particularmente significativa. As raz0es que se prendem com aspetos emocionais,
psicolégicos ou pedagdgicos, de Beatriz, também tiveram a sua importancia, nessa
escolha, pois considerei que também revelavam padrbes a assinalar. Na escolha das
tarefas que institui como objeto de analise, tentei ter um equilibrio entre aquilo que foi
mais significativo para a professora e o0 que considerei ser mais revelador das suas

praticas de ensino.

De entre, todas as tarefas da trajetoria foram escolhidas, tarefas representativas
das diversas etapas da trajetoria para analise detalhada, entre aquelas, que no decorrer
do processo de concretizagéo e reflexdo foram consideradas pela professora e por mim,
como as mais significativas na construcdo das aprendizagens dos alunos no que se
refere a construcdo do conceito de nimero racional, trabalhado a partir da representacéo
de numeros na forma de fragdo e caminhando progressivamente para as maultiplas

representacdes da fracéo.

No quadro que se segue explicito as tarefas a analisar, a sua situacdo na trajetéria

definida e as razdes que nos levaram a seleciona-las.

Quadro 6 — Tarefas escolhidas para analise mais detalhada

Contexto de
trabalho

Posicdo na Designacao |Numero da

Justificacdo da escolha

trajetoria aula

observada
O guardanapodo Primeiros passos na nogao de fragao; Trabalho de pares
marido da Abordagem intuitiva, e muito
professora informal, mas forte, em termos de
29/11/10 1°
T1LT2,13 /1y Dobragens e mais contetido matematico.
dobragens
Pintando azulejos
Escolhida de comum acordo; Trabalho de grupo
Tarefa de referéncia paraa professora e
A visita de estudo e porque a deixou realizada e foi muito discussdo coletiva,
30/11/10 20 i i
T4 /11/ o T gl Zbrafgen: te1l1:0. trlallba.lhado muitas  em Congr;ss;)l Matematico
e as “grandes ideias”. (2 aulas)
Referida de imediato pela Beatriz no Trabalho de grupo
decurso do intervalo da aula como e
sendo uma tarefa que lhe estavaa discussdo
A discussao do Joao causar r muita insatisfagdo, e com a Coletiva
T7 07/12/10 e da Maria e flual se sentia hustrada;Voltou. de (1 aula)
imediato a ela na reflexdo a meio da
unidade didatica.
Mudanca da unidade “criou
problemas aos alunos”.
Tarefa da prépria escola que foi Trabalho de grupo
realizada com muita satisfacido por e
T16 17/01/11 As garralfas de dgua 110 alunos e colegas_ do @0 pas?ado. A discufssﬁo
mineral professora queria muito fazé-la. coletiva,

em Congresso Matematico
(2 aulas)

78



Do nimero natural ao racional: Um projeto de colaboragdo com uma professora do 3° ano de escolaridade

As dimensdes de analise decorrem da leitura flutuante dos dados, tendo por
referéncia as questdes do estudo, e o ciclo de agdo-reflexdo que atravessou todo 0 nosso

projeto de colaboracdo. Concretamente, foquei-me na:

A. Preparacdo da trajetoria e das aulas
B. Concretizacdo da trajetoria e das aulas
C. Reorientacdo das préticas de ensino da professora

Na preparacdo da trajetdria e das aulas orientei-me pela (i) escolha e
sequenciacdo de tarefas, tendo por horizonte as grandes ideias matematicas para a
construcdo do conceito de numero racional, e na, (ii) preparacdo da professora através
da antecipacdo de tarefas, e da escolha de modelos. Na concretizacdo da trajetéria e
das aulas centrei-me na (iii) apresentacdo das tarefas aos alunos e no apoio ao trabalho
dos alunos, procurando fazer emergir os conceitos matematicos e na (iv) discussdo das
estratégias emergentes do trabalho realizado com os alunos, e no uso de modelos para
ajudar os alunos a pensar. Relativamente a reorientacdo das préaticas de ensino da
professora, debrucei-me sobre os contributos da reflexdo sobre o trabalho realizado, ao
longo da trajetoria, sobre as dificuldades, os desafios experienciados e a forma como

Beatriz perspetiva futuramente as suas praticas.

No capitulo que se segue analisarei de uma perspetiva macro o projeto de
colaboracdo, evidenciando os diversos aspetos que caracterizam a pratica de ensino de
Beatriz, deixando uma analise mais detalhada de tarefas significativas, para o capitulo a

sequir.

A realizacdo de inferéncias sera realizada a partir do que é observavel, e dito
pelo professor, de forma a compreender as suas préaticas relativas as questdes em estudo.
Para estreitar a busca da compreensdo, os investigadores qualitativos apreendem o que
estd a acontecer em episddios chave ou testemunhos, que representam 0s
acontecimentos com a sua propria interpretacéo direta e historias. “Estas permitem obter
uma compreensdo existencial do caso” segundo Miles e Huberman (1994, p. 55).
Referem ainda os autores, que com os dados qualitativos pode-se preservar o fluxo
cronoldgico, ver exatamente que acontecimentos levaram a que consequéncias, e obter

explicacOes fecundas.
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Capitulo 4 - Concecéo e desenvolvimento do projeto de

colaboracao

Este capitulo incide sobre a concecdo e desenvolvimento de um projeto de
colaboracdo focado na construcdo, pelos alunos, do conceito de ndmero racional,
introduzido a partir da sua representacdo na forma de fracdo. Comeco por destacar a
forma como se formou a nossa parceria, as respetivas negociacfes e ajustamentos a
realidade e posteriormente como vivemos a dindmica de colaboragdo, como se
processou o trabalho realizado em conjunto na preparacdo das aulas, as reflexdes
espontaneas, ap0s as mesmas, € as nossas reunides de partilha de visGes, pensamentos,
sentimentos e assercBes relativamente as aulas vividas e trabalhadas por Beatriz, e

vividas e observadas por mim.

4.1 A opcgéao por um trabalho colaborativo

A palavra colaboracdo significa etimologicamente ato ou efeito de colaborar
(colaborar + -¢d0). Tendo origem no verbo colaborar que aparece no dicionario com o
significado de conjugar, a sua origem etimologica aponta para (latim collaboro, -are,
trabalhar com), tendo diversos significados: trabalhar em comum com outrem_
coadjuvar ou cooperar, agir com alguém para a obtencdo de um determinado resultado -
ajudar, ou ainda com o significado de participar — trabalhar em conjunto com uma ou
mais pessoas na participacdo de uma obra coletiva, geralmente literaria, cultural ou

cientifica.

Segundo Boavida e Ponte (2001) uma pessoa pode decidir envolver-se num
projeto colaborativo por diferentes tipos de razdes: por um interesse comum numa
inovacdo curricular, para lidar com uma turma dificil, para explorar um tépico novo ou
avancar na compreensdo de uma certa problematica, para ter a oportunidade de trabalhar
com alguém com quem ha relagbes pessoais previamente estabelecidas, ou até como
estratégia para alterar as relacdes de poder na instituicdo. Refere ainda a autora que num

mesmo grupo podem juntar-se pessoas levadas por razbes diferentes, mas que
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encontram uma plataforma de entendimento comum. Para ambas foi o interesse comum
por uma inovacdo curricular que foi a motivacdo para 0 nosso envolvimento num

projeto de colaboracéo.

Essa colaboracdo permitiu um contraponto a ‘“uma cultura institucional
caracterizada pelo individualismo e a hierarquia” (...) (Boavida & Ponte, 2001, p. 2) das
organizagdes escolares. Estas “marcadas por uma leitura rigida do curriculo e portadoras
de uma cultura [tornam] muitas vezes, extremamente dificil ao professor realizar um
projeto educativo sem contar com a colaboracdo de outros intervenientes, igualmente
professores ou com outros papéis no sistema” (idem). E ndo apenas um projeto
educativo em geral, mas ainda mais o sera, de acordo com os autores, “para 0s projetos
de investigacdo sobre a pratica, cuja concecédo, desenvolvimento e divulgacédo envolvem
um conjunto alargado e diversificado de atitudes e competéncias e se deparam, na maior
parte dos casos, com muitos e inesperados obstaculos” (idem). Para Boavida e Ponte
(2001) na realizacdo de uma investigacdo sobre a pratica, a colaboracdo oferece
importantes vantagens, que a tornam num valioso recurso sendo varias as razfes para
que isso se verifique: (i) Maior energia no empenho num objetivo comum fortalecendo-
se a determinacdo no agir, (ii) Acréscimo de seguranca para inovar e experimentar
dadas as competéncias, experiéncias e perspetivas diversificadas; (iii) Melhores
condicdes, para enfrentar incertezas e obstaculos que surgem, dada a criacdo de

sinergias que possibilitam uma reflexdo acrescida pelo didlogo e pela partilha (p.3).

Para Boavida (2005) o dialogo é a peca chave da permuta, salientando que “a
partilha e a mutualidade € considerada ndo em termos de realizar o mesmo trabalho de
investigacdo, mas, antes, em termos da compreensdo do trabalho uns dos outros, das
relagOes estabelecidas e da conversacdo entre os ‘colaborantes’ como fatores que

caracterizam um projeto de colaboragéo e uma investigacao colaborativa” (p. 145).

No projeto que tinhamos em vista 0s nossos acordos e também 0S nossos
diferentes pontos de vista, teriam de ser objeto de negociacdo e fruto de didlogo e
conversacao.

A colaboragdo como um processo emergente, permeado de negociacBes, onde é

importante os participantes irem para la de esteredtipos de modo a poderem repensar as

suas perspetivas acerca uns dos outros. Este processo implica interdependéncia e um

continuo dar e receber, requer a tomada de decisbes conjuntas, envolve uma
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responsabilizacdo coletiva pelas dire¢des a prosseguir e nele as solugbes emergem
através de um modo construtivo de lidar com as diferengas (p. 146)

Apesar de intuir que a interpretacdo dos significados das acGes da professora no
contexto da problemética em curso — a construgdo do conceito de numero racional a
partir da fracdo, pela primeira vez, no 1° ciclo — poderia ser objeto de uma maior
compreensdo do problema, se informado por elementos do paradigma colaborativo, fui
tomando consciéncia da importancia dessa opc¢do a medida que mergulhava nas
caracteristicas do préprio paradigma. Indo ao encontro de Boavida e Ponte (2001) a
“colaboracdo é adequada nos casos em que o0s diversos intervenientes trabalham
conjuntamente, ndo numa relacdo hierarquica, mas numa base de igualdade de modo a

haver ajuda mutua e a atingirem objectivos que a todos beneficiem” (p.3).

O nosso objetivo comum, para a professora e para mim, é em Gltima analise, as
aprendizagens dos alunos. Estamos € em planos diferentes; e portanto, 0s nossos
contributos sdo diferentes. Quando me refiro a planos diferentes, ndo me refiro a
desniveis mas a possibilidade de contribuir de forma diferentes para o objetivo em
questdo. Cada uma de nds tem no seio desse projeto, objetivos especificos. A professora
tem por objetivos ter alguém com quem planear, pensar, analisar, refletir, na preparacdo
das aulas, acerca das préprias aulas, dos desafios e dificuldades que as tarefas planeadas
fizeram surgir no decurso da sua implementacdo. Eu acompanhar o processo de
planeamento, de analise e escolha das tarefas, as duvidas e inquietacdes da professora,
0S seus entusiasmos, as suas frustracOes, refletir conjuntamente sobre um trabalho
planeado e implementado pela professora, passando eu na fase de concretizagdo a de
observadora, embora participante, pois estava inserida na comunidade. Esse
distanciamento permitiu-me um outro nivel de analise, que levava posteriormente junto
da professora, assim como ela me trazia, através da sua propria voz, 0s sentimentos

experienciados e as razdes das suas opcdes em plena acao.

O projeto de colaboragdo consistiu na preparagdo conjunta e holistica da unidade
didatica dos nimeros racionais ndo negativos a partir, nomeadamente do estudo de
documentos curriculares, da planificacdo de escola e de tarefas e textos selecionados,

assim como na construcdo de uma cadeia de tarefas focada em grandes ideias™® de Lovin

9 “pig ideas”
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&Van Walle (2006) e de Fosnot & Dolk (2001) e enquadrada numa trajetoria hipotética
de aprendizagem (Simon, 1995) orientada para a construcdo de numero racional.

O projeto teve, essencialmente, duas fases: a de concecdo e a de

desenvolvimento.

4.2 Instituindo o projeto de colaboragéao

Escolhida a problemaética da minha investigacdo — que foi clara para mim desde
gue me candidatei ao mestrado em didatica da matematica, colocou-se a questdo de
como escolher o professor com quem iria trabalhar. Aos poucos, dado os contornos que
0 meu projeto foi tomando, fui-me vendo sem “parceiro de viagem”, apesar da
variedade de professores, colegas e amigos que estariam na disposicdo de trabalhar de
boa vontade comigo, e de se aventurarem na descoberta do desenvolvimento do sentido
de nimero quando se alarga o universo dos nimeros naturais para 0s nimeros racionais,
“entrando” pelo mundo inquietante e desafiador da construcdo do conceito de nimero
racional e do significado das diversas representacdes, concretamente e especialmente a
de fracdo, partindo da compreensdo desta para o de outras representacdes,

nomeadamente decimal, percentagem e numeral misto.

A questdo que reduzia drasticamente o universo de possiveis companheiros de
viagem, prendia-se com o facto de as primeiras aprendizagens das fracGes passar a ser
trabalhada no 1° ciclo, e de forma mais enfatica no 3° ano de escolaridade com a
introdugdo do PMEB. Desta forma, como professora do 2° ciclo, ndo era no universo
dos meus colegas que encontraria parceria para este trabalho, nem tdo pouco no dos
meus formandos, mesmo os do 1° ciclo, pois estes estavam no ano anterior a lecionar os
anos que faziam a entrada do novo programa, portanto, o 1° e o 3° ano de escolaridade,
0 que faria com que dada a continuidade pedagdgica que € critério das suas escolas,
lecionariam durante este ano letivo, 0 2° e 0s 4° anos de escolaridade. Assim, lancei um
desafio a estes meus colegas e pedi-lhes que me ajudassem a encontrar um professor
que fosse entusiasta, disponivel emocionalmente, que acarinhasse desafios e inovador,
pois o0 que iria fazer seria completamente novo, e também muito corajoso para trabalhar

com alguém que ndo conhecia. Foram portanto, uns formandos do Programa de
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Formacdo Continua de Professores de Matematica do 1°ciclo, grupo do qual fui
formadora o ano letivo anterior, que contactaram Beatriz e Ihe apresentaram o meu
desafio. Encontrei, desde logo, no primeiro encontro informal na escola, nos primeiros
dias de aulas, e na sua propria sala de aula, uma colega muito calorosa confiante e bem-
disposta, que me acolheu entusiasticamente. Este pequeno encontro serviu apenas para

sermos apresentadas mutuamente e para combinarmos um futuro encontro.

Foram necessarios ainda dois ou trés pequenos encontros com a colega para nos
conhecermos um pouco mais, e para esclarecermos mutuamente o que é que uma
procurava na outra. Estes encontros informais foram muito importantes para o inicio do
nosso projeto de colaboracdo, pois de uma forma ndo planeada, iamos partilhando
“pedagos soltos” das nossas proprias vivéncias pessoais enquanto, simultaneamente,

iamos tomando consciéncia das expetativas mutuas.

Fui-me apercebendo que ndo bastava ir as aulas. Beatriz falava-me dos seus
receios face as novas exigéncias do programa e pedia-me ajuda para a planificacdo das
aulas propriamente ditas e das tarefas delineando um percurso coerente e consistente,
para o esclarecimento de duvidas relativamente a determinados conceitos, assim como,
para o0 debate de ideias antes e depois das tarefas desenvolvidas. Estava claro que era
uma relacdo de partilha matua de beneficios que ambas pretendiamos. Nesta fase do
inicio do trabalho, encontrdvamo-nos em inicio de Outubro e apresentei por escrito uma

proposta de projeto de colaboracdo (ver anexo 3).

A proposta foi de bom grado aceite por Beatriz e assim ficou instituido que o
projeto de colaboracdo teria trés campos de incidéncia principais: Preparacao,
concretizacdo e reflexdo. Estes campos, bem como os papéis que desempenhamos ao

longo do projeto encontram-se representados na figura 17.
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Preparagao

Legenda:

Concretizagdo
D Ambas

D Professora
Reflexao

Figura 17- Definicdo de papéis no projeto de colaboragdo

O campo “Preparagdo” focou-se na planificacdo da possivel trajetoria de
aprendizagem, para a unidade didatica dos nimeros racionais, informada por diversos
documentos curriculares, didaticos, cientificos e outros de responsabilidade mutua,
apesar da professora, ter direito a ultima palavra, pois € a sua sala de aula, 0s seus
alunos, o seu contexto de trabalho e o seu préprio trabalho que servira de estudo ao meu

projeto de investigacao.

O campo “ Concretizagdo” da trajetdria de aprendizagem foi da responsabilidade
da professora exclusivamente, tendo no entanto, a minha presenca constante na sua aula,
“atras da maquina”, como observadora. Assumi-me, contudo como observadora
participante, pois passei a fazer parte da comunidade de aprendizagem, tornei-me
membro dessa comunidade, se bem com um papel muito concreto — a gravacdo das
aulas. Os alunos sentiam liberdade para me questionar e para me considerar uma mais-
valia nos momentos de trabalho no grupo mas a professora assumiu a lideranca do
processo ensino-aprendizagem. O apoio que dava a Beatriz era 0 meu olhar sobre as
coisas, olhar de um observador atento e que pretendeu ser construtivo, valorizando-a,
reforgando-a, com um olhar ou um gesto camplice e discreto que ndo lhe retirasse o seu

papel de lider e participante do processo de ensino e aprendizagem dos seus alunos.

Relativamente ao campo “ Reflexdo”, consistia em anlises retrospetivas da
pratica da professora, apds as aulas, informalmente e espontaneamente, assim como em
reunibes preparadas para analise de todo o percurso realizado sobre as aulas, de
responsabilidade conjunta, e com o objetivo de compreender o percurso dos alunos,
analisar a evolucdo das aprendizagens ao longo do percurso, reformular o percurso

previsto previamente, decidir, infletir, de novo preparar e analisar.

85



Do nimero natural ao racional: Um projeto de colaboragdo com uma professora do 3° ano de escolaridade

Definido o projeto e aceite mutuamente, fomos encontrando “formas de
trabalhar entre os elementos da equipa (...) propiciadoras do trabalho conjunto”
(Boavida & Ponte, 2001, p.6), ousando aventurarmo-nos num projeto de trabalho
colaborativo que teria de conciliar as nossas intencdes e 0s nossos planos, assim como o
imprevisto que nos desafiava a uma colaboracdo mais enérgica, na medida em que de
noés exigia capacidade para negociar e decidir sobre 0 que ndo é possivel antecipar e

prever.

Toda a colaboracédo, € um processo emergente, marcado pela imprevisibilidade e
recheado de negociagdes e decisdes (Grey, referido por Stewart, 1997). “Neste
processo, é fundamental que os participantes manifestem abertura no modo como se
relacionam uns com os outros, dispondo-se a um continuo dar e receber, assumindo uma
responsabilizacdo conjunta pela orientacdo do trabalho e sendo capazes de construir
solugdes para os problemas no respeito pelas diferengas e particularidades individuais”
(Boavida & Ponte, 2002, p. 45, 46).

Os nossos papéis estavam, portanto, definidos no nosso projeto de colaboracéo:
preparamos conjuntamente a unidade didatica, analisando e selecionando tarefas das
mais variadas fontes tendo por direcdo as orientagdes curriculares e uma perspetiva de
ensino consonante com as mesmas e com a nossa propria forma de viver a Matematica
tendo a Beatriz sempre a Gltima palavra na sua escolha. A pratica na sala de aula foi da
responsabilidade professora tendo-me mantido como observadora participante pois vivi
em tempo real e no local toda a implementacdo da trajetoria. ApOs as aulas nos
momentos informais e a curto prazo nas reunides mais formais voltavamos a um
trabalho de colaboracdo na andlise e reflexdo sobre as mesmas, redefinindo a trajetoria

face aos desenvolvimentos percecionados.

A partir do momento em que definimos o projeto de colaboracdo e os papéis por
nos assumidos nessa colaboragédo Beatriz, convidou-me, desde logo, a comecar a entrar
na sua sala de aula e a partilhar algumas aulas de matematica de uma outra unidade
didatica: a orientacdo espacial. Aliciou-me o seu convite por poder conhecer melhor o
seu contexto de trabalho e ainda numa fase em que podia estar presente como uma
convidada amiga podendo ela comecar a sentir-se mais a vontade comigo, assim como
0s seus alunos, antes de aparecer atras de uma méaquina de filmar e como observadora.
Sobretudo, porque ndo sendo ainda “equipa”, o papel de observadora poder-me-ia
colocar num papel de avaliadora, situagcdo que me desagradaria muito. Nesses primeiros
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encontros, Beatriz manifestou-me algum incdmodo relativamente aos pedidos de
autorizacdo aos encarregados de educacdo dos alunos para a filmagem das aulas, por
“poder ndo conseguir explicar-lhes exatamente o que eu fazia e qual era o objetivo e
ainda como isso poderia ser bom para os seus alunos” (R5, 15). Ndo compreendendo de
inicio os seus receios que atribui a alguma inseguranca, dispus-me, no entanto, a
acompanha-la na reunido de pais, do inicio do ano, e juntas explicarmos 0 nosso projeto.
Tivemos oportunidade de o fazer salientando os aspetos inovadores e potencialmente
favoraveis as aprendizagens dos alunos nesta area. Foi com surpresa que verifiquei a
forma como colocou aos pais, de uma forma muito séria, profissional e simultaneamente
muito carinhosa, as razfes que a levaram a aderir a este projeto de colaboracdo,
salientando a importancia dele para todos nés. Ela, professora, beneficiaria do
acompanhamento de outra professora, na preparacdo e concretizacdo de uma unidade
didatica que constitui uma inovacdo curricular. Eu, como professora colaboraria dando
o contributo da minha experiéncia e teria como beneficios poder realizar o meu estudo.
Os alunos seriam também beneficiados desta nossa colaboragédo pois era pensando nas

suas aprendizagens que realizavamos, o0 nosso trabalho.

Percebi que ndo fora a inseguranca o que motivara Beatriz a apresentar-me aos
pais, mas o fato de os considerar colaboradores no seu projeto, de dar aos seus alunos o
melhor ensino possivel. Envolvendo-os, e garantindo a sua adesdo (que foi pedida por

escrito também), promoveu em nds a confianca muatua.

Ao longo de duas semanas passei algumas aulas com Beatriz e 0s seus alunos
num contexto informal em que eles trabalhavam as questfes relativas a orientacdo
espacial. Esses momentos permitiram-me percecionar a sua cultura de aula, os co6digos
implicitos e explicitos e foi inclusivamente importante perceber que o ambiente
relaxado e espontaneo, aparentemente muito informal, tinha subjacente uma grande
organizacdo, responsabilidades partilhadas e ainda um grande respeito pelos
sentimentos experimentados e pelas vivéncias de cada um que se projetavam nas
atividades aparentemente, por vezes, a desproposito. Subjacente as suas a¢Ges, apreendi

significados que revelavam intencionalidades.

Posteriormente, iniciamos as nossas reunides com a intencdo de preparar a
unidade didatica mas durante algumas reunides “perdemo-nos” em muitas questoes
didaticas e pedagdgicas umas proporcionadas pelas aulas que partilhei, outras pelas
nossas proprias experiéncias a proposito de uma tarefa, de uma orientacdo
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metodoldgica, por assuntos tratados na reunido de ciclo ou a propdsito da reunido de
ano que Beatriz tinha de preparar pois era a coordenadora do 3° ano de escolaridade e
assumia, portanto, as funcdes inerentes a essa coordenacdo, nomeadamente escolher o
percurso de ensino, a planificacdo do trabalho para o ano, os momentos em que
trabalhar as unidades didaticas e as sequéncias de tarefas. Nessa altura, dispus-me a
partilhar algumas reunides de preparacdo da unidade didatica dos racionais e a
alargarmos o nosso trabalho ao grupo do 3° ano. Depois de realizada duas reunides em
que estive presente, Beatriz transmitiu-me que receava que o ritmo das reunies ndo se
conciliasse com o ritmo e profundidade que necessitdvamos para a preparacdo da
unidade didatica e propds-me avancarmos podendo as colegas usufruir do nosso

trabalho posteriormente.

Dedicamo-nos, entdo, a bom ritmo durante duas semanas a preparacdo da
unidade didatica e de uma sequéncia de tarefas que fosse hipoteticamente poderosa
(conjetura nossa) para o ensino dos nimeros racionais. Combinamos que analisariamos
um conjunto alargado de materiais e que depois de uma leitura global comecariamos a
escolher a tarefas tendo em vista as orientagbes do programa e as “big ideas” que
passarei a designar por “grandes ideias”, ideias poderosas relativas as primeiras
aprendizagens de fracbes. Para a identificacdo destas ideias poderosas apoiei-me,
essencialmente, nos autores Van Walle & Lovin (2006) e, também, Fosnot & Dolk
(2002) e Fosnot et. al, (2007).

Durante a lecionacdo da unidade didatica, fomos realizando reunides informais
logo a seguir a aula em que debatiamos aspetos diversos da sua realizacdo e faziamos
pequenos ajustes para o dia seguinte. Além disso, fizemos reunibes (ver quadro 1)
registadas em audio, sendo nestas que faziamos o feedback do trabalho realizado, do
percurso percorrido e procediamos a alguns ajustes, acertos, trocas e mesmo avangos
tendo em conta a percecdo de ambas acerca dos acontecimentos da aula e das reac6es
dos alunos. Nestas reunifes partiamos para uma reflexdo mais profunda e mais distante

no tempo, depois da visualizacdo dos videos.
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Quadro 7 - Reunides realizadas com Beatriz

Reunides

Cédigo Data Contetido Caracteristica Meio de recolha de
informacao
RIO1 22Set 11 Apresentacao matuae convite para o Informal
projeto colaboragao
RI02 24Set11 Definicao dos interesses mttuos na Informal
colaboracao
R1 26Set 11 Negociagado do projeto Formal
RP1 13 Out1l Apresentacdo do projeto de colaboracio aos Formal com EE Notas de campo
EE
RP2 26 Out11 Preparacdo da unidade Formal com
colegas 3° ano
RP3 03 Nov 11 Preparacédo da unidade Formal com
colegas 3° ano
R2 05Nov 11 Preparacdo da unidade Formal
R3 16Nov 11 Preparaciio da unidade: As voltas com o Formal
DSN natural
R4 23Nov 11 Preparagao da unidade: Ainda as voltas Formal

com o DSN natural

R5 24 Nov 11 Preparacao da unidade: Tarefas, Formal
metodologias e programa

R6 25Nov 11 Preparacao da unidade: Grandes ideias, Formal

. Gravagoes audio
estratégias e modelos >

R7 26Nov 11 Preparacao da unidade: Antecipando Formal
formas de resolugdo, argumentos

R8 16Jan12 Andlise retrospetiva: reflexdo sobre a acdo Formal

R9 Jan Andlise retrospetiva: reflexdo sobre a acdo Formal

R10 Fev Andlise retrospetiva: reflexdo sobre a agao Formal

4.3 Preparando a trajetoria de aprendizagem

Durante uma semana eu e Beatriz, preparamos intensivamente a unidade didatica
“Numeros Racionais”, unidade em que se pretende a constru¢do do conceito de numero
racional numa perspetiva de desenvolvimento do sentido de nimero. Operando com
essencialmente com numeros inteiros no 1° e 2° ano de escolaridade (tendo havido
contacto com o numero racional atraves da identificacdo de partes da unidade como
metades, tercos, quartos, de uma forma intuitiva e ligada a contextos de vida dos
proprios alunos) pretende-se agora ampliar o universo dos nimeros em que irdo operar,
construindo o conceito de numero racional e desenvolvendo flexibilidade na escolha das

formas de representacdo mais adequadas para a resolucdo de problemas da vida real.
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As metas de aprendizagem providenciam ao professor uma direcdo para a
trajetdria hipotética de aprendizagem. Simon (1995) usa este termo “trajetdria hipotética
de aprendizagem” para se referir a uma previsao (uma conjetura do professor) quanto ao
caminho pelo qual a aprendizagem pode avancar. Esta é hipotética porque ndo se pode
conhecer a partida. Caracteriza-se por uma tendéncia esperada (p. 135). A aprendizagem
dos alunos € idiossincratica, individual, peculiar mas podera existir alguma regularidade
no processo de aprendizagem. A trajetoria hipotética de aprendizagem providencia ao
professo uma logica para escolher um determinado desenho de ensino, no entanto, isso
apoia-se no melhor palpite acerca de como essa aprendizagem podera prosseguir. O
autor refere-se a metafora de “viajando a vela” para explicar o plano da viagem, as
vicissitudes do clima, das marés que fazem infletir a direcdo por momentos,
prosseguindo na descoberta do conhecimento por onde se vai passando, demorando o
tempo de visita em cada local em resultado das interagbes com as pessoas ao longo
desse caminho. O caminho que se vai fazendo é a trajetéria atual, o que se planeou a

trajetdria hipotética de aprendizagem.

Fosnot e Dolk (2002) preferem a metafora de “paisagens de aprendizagem”. As
“grandes ideias”, estratégias e modelos sdo importantes pontos de referéncia numa
jornada com os alunos através da paisagem de aprendizagem. Os caminhos para esses
pontos de referéncia, essas marcas, ndo sdo necessariamente lineares, existindo muitos
caminhos e ndo apenas um. Como numa paisagem real, os caminhos de d&o voltas e por
vezes voltam para tras, entre um ponto e outro, 0 caminho ndo é direto. As criangas nao
poderdo, portanto seguir essas ideias e estratégias e marcos de uma forma ordenada e
sequencial. Devem ir em vérias dire¢cfes como numa exploracdo, lutar para entender e
dar sentido ao seu mundo matematicamente. Quando caminhamos numa paisagem
procurando o horizonte, o horizonte torna-se claro. Os professores tém de manter o
horizonte no seu pensamento quando planeiam as atividades, quando interagem,
questionam e facilitam as discussdes. Mas os horizontes ndo sdo pontos fixos na

paisagem, mudam constantemente.
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Figura 18 - Modelo linear, Trajetéria de Aprendizagem Hipotética, Paisagem de Aprendizagem
(Fosnot & Dolk, 2006)

A nossa op¢do ndo foi de todo percorrer uma linha continua da tarefa mais
simples, em termos de exigéncia cognitiva a mais complexa, mas, definir algumas
linhas orientadoras de um percurso e pontos de referéncia20 de passagem obrigatoria
mas ndo sendo determinado 0 momento em que essa passagem se dava. A imagem
escolhida é a da paisagem de aprendizagem. Havendo pontos-chave no percurso,
propiciados pela atividade que for sendo desenvolvida pela tarefa, esses pontos de
referéncia na paisagem poderdo ser visitados um pouco ao sabor do proprio percurso,
por onde “a beleza da paisagem” nos for levando. Contudo, certamente que o professor
se certificara que todos foram visitados e que selecionou tarefas e uma sequéncia de
tarefas que permitira passar por todos. Contudo, quaisquer inflexdes no percurso faréo
parte da propria viagem. Os pontos de referéncia na paisagem estdo explicitados na
figura que se segue (resultado de uma adaptacao da “paisagem de aprendizagem” de

Fosnot et al., 2007).

Figural9 - A “paisagem de aprendizagem” simplificada dos nimeros racionais

0 “landmarks”, no original
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Ao conjeturar uma trajetoria e as suas fases, fomos tomando consciéncia de um
percurso a percorrer ao longo do tempo e dos pontos de passagem, assim como

antecipamos uma progressao no desenvolvimento do pensamento dos alunos.

Sendo a fracdo um conceito reconhecido como complexo e que desafia
professores e alunos do ensino bésico hd que assumir essa dificuldade e que nos

prepararmos de forma especial para essa aventura.

As fases pensadas para a trajetoria de aprendizagem, para as primeiras
aprendizagens das fracdes, tendo em conta as dificuldades dos alunos e apoiadas no

percurso sugerido por Van Walle & Lovin (2006), foram as seguintes:

I. Do trabalho intuitivo com a parte fracionaria a simbologia da fracao;
Il.  Dasimbologia da fragdo ao “sentido de nimero fra¢do”;
1. Do ”sentido de numero fracdo” a nogao de equivaléncia de fracdes;

IV.  Danocdo de equivaléncia, as multiplas representacdes do nimero racional.

Apresento na figura 21, um exemplo da sequéncia de aprendizagem conjeturada:

Outras |
representagdes

1AY .
‘Z =(0,75="75%

CHOCOLATE

Fraccgoes TRl Slmf!aolo gia da
. s racca
equivalentes intuitivo com a aceao

parte
fraccionaria

“Sentido de
Ntimero Fracgdo”

Figura 20 — Um exemplo das diversas fases da trajetoria

Do trabalho intuitivo com a parte fracionaria a simbologia da fracdo: a partir do
significado parte-todo, a simbolizacdo — a escrita e leitura da fragcdo. Da simbologia da
fragdo ao “sentido de nimero fracdao”, trabalhando outros significados da fracdo e as
grandes ideias da trajetoria de aprendizagem. Do “sentido de niimero fragdo”, a fragdo
equivalente pois compreendendo que a fracdo € uma relacdo, h4 vérias fragdes que
representam a mesma relacdo. E das fracfes equivalentes as multiplas representacoes,
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pois as frages cujo denominador é uma poténcia de 10 d&o origem a representacdo na
forma de numeral decimal e as fragfes cujo denominador é a segunda poténcia de 10,0u
seja, 100, séo as percentagens. As fracOes sdo relacdes, 0s decimais e as percentagens

relacGes com particularidades.

4.4 A escolha das tarefas

As tarefas escolhidas eram como diz Beatriz “ Problemas abertos para [os
alunos] terem a hipotese de seguirem varios caminhos... (R8, 22) ”. Essa foi a condicao
de partida. Uma questdo que os desafiasse! E pudesse ser objeto de uma intensa
discussdo matematica. Tendo consciéncia que por vezes o que constitui um desafio
depende de circunstancias internas a cada pessoa mas que também tem influencia a
forma como o professor o coloca. A ideia de desafio de Beatriz tem ressonancias na
ideia de Stein (2001) de “tarefa provocadora”21 : “uma tarefa suficientemente rica para

provocar o pensamento do aluno e discussdao” (p. 110). A propria autora refere que “a

mesma tarefa ndo provoca o mesmo grau de investimento em todas as salas de aula”

(p.110).

O combinado foi, portanto, fazermos primeiro, uma escolha, individualmente,
tendo em atencdo a nossa propria experiéncia e pormos a decisdo da escolha a
consideracdo das duas, depois de as analisarmos detalhadamente. “ Analisamos
detalhadamente algumas tarefas tentando que ndo houvesse influéncia matua. Tu fazias
a tua analise, eu a minha e depois falavamos sobre a potencialidade de cada uma das

tarefas e as razdes porque as escolheriamos” (EF, 45).

Por potencialidade da tarefa referimo-nos ndo s6 a sua capacidade de “provocar
o aluno” como a possibilidade de conter uma estrutura matematica emergente. A
realizacdo das tarefas, pelas duas e andlise dessa matematica emergente permitiu
identificar ndo s6 as grandes ideias matematicas a trabalhar como, estratégias a usar e
modelos. Apoidmo-nos nas ideias de Fosnot e Dolk (2002) e Van Walle & Lovin

(2006), “a paisagem de aprendizagem” € 0 percurso para as primeiras aprendizagens das

21 « 3 provocative task” expressio no original de Stein, 2001
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fragcOes, decimais e percentagens que se concretizou na sequéncia prevista, de acordo
com as quatro etapas da trajetoria e orientada pelas grandes ideias matematicas

estruturantes.

Compreendido o proposito, e as classicas dificuldades do trabalho com os
nameros decimais e a fragdo, foi delineada uma forma estratégica de abordagem ao
planeamento da unidade. Ambas escolheriamos previamente tarefas que a nossa
experiéncia e a dos nossos pares, considerassem adequadas aos objetivos da unidade e
discutiriamos a sua potencialidade depois de as resolvermos, e de realizarmos debates
em torno das ideias que iriam emergindo. Pensariamos entdo na melhor sequéncia para
as tarefas tendo em atencdo a estrutura da matematica (grandes ideias matematicas) e o

nivel de desenvolvimento do pensamento dos alunos.

No quadro que se segue encontram-se identificadas as tarefas escolhidas e as

datas de realizaco e a sua origem.
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1T

11

v

Quadro 8 - Trajetdria de aprendizagem planeada

Tarefas

T1_"De quantas formas se pode dividir um quadrado
em quatro partes iguais?”

T2_“ Dobragens e mais dobragens”

T3_ “Pintando azulejos”

T4_” A visita de estudo e a distribuicao das
baguetes”

T5_ “Procurando partilhas justas”

T6_“ A procura de partes fracciondrias”
T7_" A discussdo do Jodo e da Maria”

Tarefa revisitada:
T5_ “Procurando partilhas justas”
T8_ “Contando partes fraccionarias”

T9_ “Maior ou menor ou igual a 12"

T14_" O muro das fracgdes”

T10_" Quanto falta ou quanto passa da unidade?_
Misto”

T11_"Do todo as partes, das partes ao todo e do todo
e das partes a fracgao”
T12_"As tampinhas do Carlos”

T13_" As bolas de pingue-pongue”

T19_“Caélculos com fracgoes”

T14_"O muro das fracgdes”

T15_"0O deposito de gasolina”

T16_ " As garrafas de agua mineral”

T17_ “Comparando nimeros racionais”

T18_ “Sou bom a calcular”

Origem

Bono (1990)

Walle & Lovin (2006)
Ese Settibal (2008)

Dolk & Fosnot (2002)

Walle & Lovin (2006)

Walle & Lovin (2006)

Provas Nacionais de Afericdo do 6° ano ( 2001)

Walle & Lovin (2006)

Adaptada de Walle & Lovin (2006)

Walle & Lovin (2006)

Adaptada de Walle & Lovin (2006)

Walle & Lovin (2006)

DGIDC (2009)

Adaptada da Escola Inglesa (2003)

RNP (1993)

DGIDC (2009)

Planificacdo da escola

Adaptada da Escola Inglesa (2003)

Adaptada da Escola Inglesa (2003)

Data

29 Nov. 10

30 Nov. 10

6 Dez. 10

7 Dez. 10

7 Dez. 10

9 Dez. 10

Naio realizada

7Jan. 11
Antecipada
9Jan. 11

Naio realizada
Nao realizada

10 Jan. 11

11 Jan.11
Tarefa acrescentada
a sequéncia

Realizada

antecipadamente

16 Jan.11

17 Jan. 11

10.Mar. 11

17 Mar.11
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A escolha das tarefas a realizar teve por base as grandes ideias matematicas que
podem emergir a partir da resolucdo das tarefas, e que serdo o horizonte matematico de
Beatriz, para as suas tomadas de decisdo nas agdes. Apoiamo-nos nas grandes ideias de
Fosnot (2007):

As fragOes expressam relagdes entre as partes e o todo;

As fragdes podem ser representadas por um quociente;

As partes ndo tém de ser congruentes para serem equivalentes;
Para comparar fracGes a unidade tém de ser a mesma;

Para a equivaléncia a razéo tem de ser constante;

A multiplicacdo esté relacionada com a fragdo (3/4 = 3 x ¥4);
As fragdes podem representar razoes;

As fragdes podem ser pensadas como operadores;

© © N o gk~ wDdh -

Para adicionar ou subtrair fracdes é necessaria uma unidade comum;

[ERY
o

. Se a unidade for 1 podemos trabalhar com decimais usando a aritmética
dos nameros inteiros;

11. As propriedades dos ndmeros inteiros sdo validas para 0s numeros
racionais;

12. A multiplicacdo e a divisdo de numeros racionais sdo relacfes de
relacdes;

13. A multiplicacdo e a divisdo por 10 fazem a unidade andar para a
esquerda e para a direita numa representagdo decimal;

14. Se os numeradores s&o comuns comparam-se 0s denominadores;

15. Na representacdo decimal os algarismos em diferentes valores de posi¢édo

estdo relacionados por poténcias de 10.
Também consideramos as grandes ideias de Van Walle & Lovin (2006, p. 255):

1) As partes fracionarias sdo partes iguais da mesma figura ou porcées iguais da
unidade; a unidade pode ser um objeto ou uma colecdo de objetos. De forma
abstrata a unidade é 1. Na reta numérica a distancia entre O e 1 é a unidade.

2) As partes em que se divide a unidade t€ém nomes especiais e “dizem-nos”,
quantas sdo necessarias para fazer a unidade. Por exemplo, sdo necessarios trés
tercos para fazer uma unidade.

3) Quanto mais partes se usam para fazer uma unidade mais pequena é essa parte;
oitavos sdo mais pequenos que quintos.
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4)

5)

6)

7)

8)
9)

O denominador da fracdo indica por que nimero foi dividida a unidade, de
forma a produzir a parte pretendida. Logo, o denominador é o divisor. O
denominador indica a parte considerada. O numerador de uma fragao “diz-nos”
quantas partes da fracdo (parte indicada no denominador) sdo consideradas. O
numerador € um multiplicador indicando o multiplo da parte fracionaria;

Duas fracbes equivalentes sdo dois caminhos para descrever a mesma
quantidade usando diferentes partes fracionarias. Por exemplo, na fracdo 6/8 se
0s oitavos passarem a ser metades, entdo cada par de oitavos € um quarto. Os 6/8
representam a mesma quantidade que %.

Os numeros decimais sdo outra forma simples de escrever nimeros racionais.
Ambas as formas tém valor. Maior flexibilidade é ganha se se compreender
como estdo relacionadas.

A base dez do sistema de numeracdo decimal estende-se até ao infinito em duas
direcOes: cada ordem para a esquerda do nimero aumenta dez vezes em relacdo
a anterior; cada ordem para a direita do numero diminui dez vezes em relacdo a
anterior.

A virgula € uma convencdo que indica a posic¢ao da unidade.

As percentagens sdo simples, centésimas, e estas sdo uma terceira forma de

escrever niimeros racionais.

10) A adicdo e a subtracdo de nimeros racionais representados na forma decimal,

estdo baseados no conceito fundamental da adicdo de nOmeros inteiros

respeitando o seu valor de posi¢éo;

Como se pode ver no quadro que se segue as tarefas foram classificadas tendo em

conta dois dominios: a organizacao do trabalho na sala de aula com os alunos e o tempo

de duracdo. O trabalho foi sempre de pares ou de grupo antes da discussdo com o

grande grupo — a turma. Quanto ao tempo de duracéo, as tarefas foram: (i) de curta

duracdo se estavam previstas para 20/30m; (ii) de uma aula; ou (iii) de duas aulas, as

realizadas em contexto de congresso matematico.
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Quadro 9 — Tipologia das tarefas

Organizacao do trabalho
Grupo

Curta duracéo T1,T2,T3, T8
T5, T6, T9**

T11**, T10

T14***I T18***
Uma aula T7 T16
T12%*
T15

Duas aulas* T4

T13

A trajetdria foi preparada tendo em conta dezasseis tarefas na fase inicial. No
entanto, ao longo da concretizacdo ndo foram realizadas trés, foram antecipadas duas e
acrescentadas duas outras tarefas, a T18 e T19. Tendo por base uma metodologia de
resolucdo de problemas, todas as tarefas constituem problemas, diferenciando-se estes
na forma de organizacdo do trabalho, no grau de desafio matematico e tempo de
duracdo das tarefas, tentando-se desta forma proporcionar uma experiéncia matematica

diversificada.

Contudo Beatriz realizou todas as tarefas mais tarde, noutros momentos em que
julgou oportuno voltar ao trabalho com os nimeros racionais e enviou-me o feedback

desse trabalho.

4.5 Concretizando a trajetdria de aprendizagem

A primeira abordagem a noc¢éo de fragdo tinha sido realizada na primeira etapa
designada (1) Do trabalho intuitivo com a parte fracionaria a simbologia da fracéo.
Neste primeiro momento realizaram-se trés tarefas (ver quadro 8) trabalhando-se a
nogdo intuitiva de fracdo como uma parte designada por fracionéria, de uma unidade; ou
seja, as partes que resultam quando a unidade ou o todo é dividido em partes iguais,
designado por Lovin & Van Walle (2006, p. 67) por partes justas®.

22« fair shares” expressdo no original
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A tarefa 4 “A visita de estudo ¢ a distribuicdo de baguetes”, de Fosnot & Dolk
(2002) para trabalhar ideias matematicas relacionadas com as fragdes, sera analisada,
em detalhe, no capitulo 5. Foi a quarta tarefa da trajetoria de aprendizagem planeada
tendo por finalidade o desenvolvimento do sentido de niimero fragdo? designacdo dada
a segunda etapa da trajetoria de aprendizagem (II). Esta é das etapas mais longas da
trajetoria pois consideramos ser necessario desenvolver um conjunto diversificado de
tarefas para trabalhar o conceito complexo de numero racional e a representacdo na
forma fracionaria. Passo a descrever sumariamente as tarefas (T4 a T13), identificando
as ideias matematicas a serem trabalhadas. Estas constituem as tarefas da segunda etapa

da trajetéria (1) Da simbologia da fragdo ao “sentido de numero fragdo” .

A tarefa 5 “Procurando partilhas justas” teve no horizonte a ideia de que a
partilha implica uma distribuicdo justa e que portanto, todas as partes de uma unidade,
resultam de uma divisdo em partes iguais. Van Walle e Lovin (2006) consideram este, 0
primeiro grande objetivo no desenvolvimento da nogéo de fragdo. Podem consultar-se

todas as tarefas no anexo 7.

Figura 21 — Procurando partilhas justas

Nesta tarefa sdo dadas varias figuras geométricas divididas em quatro partes.
Pede-se ao aluno que escolha as que representam quartos, e que justifique. Os autores
consideram muito importante, os “ndo exemplos”, e discuti-los, também. A figura 21
mostra um momento em que Beatriz trabalhava o “ndo-exemplo”. A figura ¢ composta

por quatro partes que ndo sao congruentes.

28 «fraction number sense” expressdo no original utilizada por Van Walle e Lovin (2006)
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Sugerem também que as tarefas de partilha® sejam exploradas em tarefas
adicionais, paralelamente a sequéncia apresentada pois consideram-nas essenciais, para
um desenvolvimento solido dos conceitos de fracdo. Beatriz realizou diversas tarefas
deste tipo, para além desta que se encontra na trajetoria, usando outros modelos. Os
autores distinguem modelos de area de modelos de medida ou comprimento. Nos
primeiros, encontram-se as pegas circulares que Beatriz designou por “queijos”, regides
retangulares (simples retangulos de papel), ou com outro forma, a representagdo no
geoplano ou em papel ponteado ou quadriculado, os pattern blocks. Nos segundos,
considerou as barras de Cuisenaire, as linhas numéricas, segmentos de reta, tiras de
papel (tipo serpentina). Considerou ainda conjuntos de modelos, em que a unidade é um

determinado conjunto de objetos.

A tarefa 6 “A procura de partes fracionarias” tem no horizonte a ideia de que as
partes fracionarias tomam o nome das partes que sdo necessarias para formar uma
unidade. Beatriz foi trabalhar com unidades diferentes continuas e discretas, procurando
encontrar partes fracionarias. Ao mesmo tempo, ia nomeando (dava nome as partes) e
representando, também formalmente. Pode-se ver nas figuras 22 e 23, uma das situagdes
que trabalhou, usando oito rebucados e pedindo que identificassem quantos rebucados
estariam em cada quarto. Disse-lhes: “imaginem que tém pratos para colocar os
rebucados, quantos pratos necessitariam e quantos rebucados colocariam em cada
prato?” (PPF,2).

Figura 22 — Os oito rebucados divididos em Figura 23 — A estratégia usada para encontrar a
quatro partes. quarta parte

# Designacdo de Van Walle e Lovin (2006)
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Beatriz utilizou ainda outros modelos, os “queijos” (sectores circulares), € os

»2 nara representar partes fracionarias diversas, desta vez, trabalhando

“blocos padrao
com a unidade continua. Na figura, pode-se ver um aluno a verificar quantos sectores
amarelos cabiam na unidade, para os poder nomear. Ao referir que ainda ndo tinham

nome para aquela parte, Beatriz desafia-o, a descobrir que parte é da unidade.

O trabalho com a identificacdo de partes através dos diferentes modelos permite
identifica-las, nomeando-as (por exemplo, trés partes iguais perfazem uma unidade, sdo
tercos). No horizonte desta tarefa permaneceu para Beatriz a ideia de comparar as
diferentes partes entre si, levando os seus alunos a inferir que quantas mais partes forem

necessarias para completar a unidade, menor é a parte.

A tarefa 7 “ A discussdo do Jodo ¢ da Maria” sera analisada detalhadamente no
capitulo 5 e tem como objetivo o trabalho da natureza relativa da fracdo, compreender
que a fracdo € uma relacdo entre dois numeros e que portanto, a quantidade que
representa depende da unidade considerada.

A tarefa 8 “Contando partes fraciondrias”

pretende qgue os alunos comecem a pensar na

contagem das partes fracionarias, “da mesma
maneira que contam magas” (Van Walle & Lovin,

30
1o

I

p. 258). A grande ideia a trabalhar por Beatriz sera

a de que necessitam saber o nimero de partes > il
iguais que perfaz uma unidade para as designar Figura 24 — Contando partes fracionarias
(por exemplo, se sdo necessarias dez partes iguais para perfazer uma unidade, entdo as
partes fracionarias sdo designadas por décimos, como se pode ver na figura 24. A
contagem faz-se enumerando, o numero de décimos. A partir da contagem pode-se
saber quantos décimos faltam para ter uma unidade, ou para ter duas, ou se ja passou da
unidade. Usando um das situacdes trabalhadas por Beatriz, décimos, € uma unidade e
um decimo. Faltam nove décimos para ter duas unidades. Trés décimos é menos que
metade. Para ter metade da unidade, em décimos, tém de ser cinco. Entdo, faltam dois

décimos para a metade e sete décimos para ter uma unidade.

2 «pattern blocks”
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A tarefa 9 “Maior, menor ou igual a 17 foi planeada tendo por objetivo comparar
partes fracionérias com a unidade. N&o foi realizada durante a unidade didatica, como se
tinha previsto inicialmente, pois os alunos ja tinham estabelecido estas relacbes na
tarefa anterior. Decidiu-se, portanto, avancar, e deixar esta tarefa para um outro
momento em que Beatriz sentisse necessidade de voltar a estabelecer estas relagdes

usando os modelos, outra vez.

Durante a tarefa 8, Beatriz acabou se aproximar também da nocdo de
equivaléncia de fracdes, de uma forma mais rapida, do que a esperada. “Eles adoraram
0S queijos. Sobrepondo as fatias, descobriam outras formas de representar a fragdo
inicial” (R5,9).

Dessa forma, foi sua opcdo depois durante a reflexdo realizada apos esta aula,
ndo realizar a tarefa 9, e antecipar a tarefa 14: “O muro das fragdes”, desenvolvendo
com outro modelo, a nogdo de fracdo equivalente. Esta tarefa é proveniente do Rational
Number Project (RNP, 1993) e foi proposta por mim, a Beatriz, que a aceitou apds a
nossa exploracdo conjunta da tarefa e das suas potencialidades tendo em atencdo, a

procura de fraces equivalentes.

Esta tarefa 14 constituia a Unica da etapa (1) Do “sentido de numero fra¢ao” a
nocao de equivaléncia de fracbes. A grande ideia a trabalhar por Beatriz, era a de que
duas fracBes equivalentes sdo dois caminhos para descrever a mesma quantidade,
usando diferentes partes fracionarias. Beatriz comegou por construir 0 muro com 0s

seus alunos, e por o interpretar.

Figura 25- O muro das fragdes Figura 26- A familia das metades

Cada uma dos andares ¢ uma barra (semelhante as barras de download do
computador). A primeira esta dividida em duas partes iguais, a segunda em trés partes
iguais, e assim sucessivamente até a Ultima barra que esta dividida em doze partes
iguais como se pode ver na figura 25. A professora depois de designar as partes

representadas com os seus alunos, respetivamente, metades, tergos, etc..., desafia-0s a
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encontrar partes do muro que possam ser representadas por outra quantidade. Uma
metade, pode ser representada por dois quartos, por trés sextos, e de outras formas como
mostra a figura 26. Encontradas fracdes da familia das metades, Beatriz desafia os

alunos a encontrar outras rela(;c")es entre partes.

Seguidamente Beatriz voltou a sequéncia
prevista e trabalhou a tarefa 10: “Quanto falta ou
quanto passa da unidade? Numeral Misto”
retomando ideias ja trabalhadas na tarefa 8 mas

aprofundando e sistematizando. Organizou um

grande cartaz no quadro, e a medida que 0s

Figura 27 — Cartaz das conclusdes

alunos realizavam as suas descobertas, iam-no
preenchendo, depois de aprovadas as conclusdes (fig. 27). Umas fracfes ndo chegavam
a unidade, outras passavam e outras ainda eram exatamente a unidade. Beatriz desafiou
os alunos a usarem os “queijinhos” para 0s ajudar a pensar. A escolha dos sectores
circulares, como modelo para ajudar a pensar, baseou-se no fato de a sua forma
geométrica, permitir verificar quantas partes perfazem a unidade, e portanto “ver” o que
falta e o que passa. Comparar a fragdo com unidades de referéncia, neste caso a unidade,
facilita a comparacdo entre fragdes e permite ter uma percecdo da quantidade que

representa a fracdo, enquanto nimero: a sua personalidade quantitativa.

Figura 28 — Quantas partes perfazem a unidade?

Esta perspetiva aponta para o de desenvolvimento do sentido de numero.
Embora ndo determinem o quociente, entre os dois nimeros, 0 numerador e o
denominador, é 0 nimero que representa a fracdo que esta a ser estimado, e portanto a
nogdo de fragdo como um quociente. Beatriz desafiou os alunos a usarem os
“queijinhos” pois dado serem sectores circulares, permitem perceber o que perfaz a

unidade e portanto ver o que falta e o que passa.
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A tarefa 11 “ Do todo as partes, das partes ao todo, ¢ do todo e das partes a
fracdo”, assim como a tarefa 12, “ As tampinhas do Carlos”, sdo propostas por Van
Walle e Lovin (2006) e designadas por tarefas do tipo “parte-todo”. Apesar de as
considerarmos tarefas muito validas e com valor, sentimos que os alunos estavam a
necessitar de uma tarefa em que fossem mais autdnomos no seu trabalho, e estas tarefas
exigiam metodologia de trabalho mais dirigida por parte da professora. Apesar de néo
terem sido concretizadas nesta altura, Beatriz realizou-as posteriormente. Decidimos
portanto, avancar para a ultima tarefa da segunda etapa, a tarefa 13: “As bolas de
pingue-pongue”.

A tarefa foi escolhida a partir de
um conjunto de materiais

1
- _— ” — Bolas brancas
disponibilizados pela Diregdo Geral da | ® O

N\

Inovacdo e Desenvolvimento Curricular Restantes bolas amarelas
(DGIDC, 2009) quando da
implementacdo do PMEB (2007) e foi

proposta por mim. O desafio colocado aos alunos era o de encontrarem colecBes de

Figura 29 — As bolas de pingue-pongue

bolas que respeitassem as condicGes da etiqueta da figura 29.

g b A

Figura 30- Colecdes de bolas: o cartaz

Beatriz realizou a tarefa em duas aulas, em contexto de Congresso Matematico.
A primeira de resolucdo do problema e realizacdo dos cartazes e a segunda de
apresentacdo e discussdo das estratégias usadas e das solucfes encontradas. Dado que se
tratava de um problema em aberto, Beatriz trabalhou as varias solu¢Bes e ponderou,
com os alunos, outras possiveis solucdes, tentando a generalizagdo. A grande ideia a
trabalhar é a de que as fracGes podem representar razdes. No cartaz (fig. 30) é possivel

ver uma das possiveis duas das possiveis solugfes: 1 bola branca e 4 amarelas ou 2
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bolas brancas e 8 amarelas. Depressa inferiram que 0s numeros possiveis para as

colegdes de bolas tinham de ser maltiplos de 5.

A tarefa 19 “ Calculos com fragdes” ndo estava prevista na trajetoria e surgiu
dada a necessidade manifestada por Beatriz de se sentir mais segura face as
aprendizagens realizadas, pelos seus alunos, durante o percurso realizado até ao
momento. Portanto, decidiu, realizar uma pequena ficha de calculo com numeros
racionais representados na forma de fragdo. ““ Sinto mesmo vontade de perceber melhor

o que eles aprenderam” (RS, 12).

Figura 31 — Operando com fracGes

A grande ideia trabalhada foi a da fragdo como um operador, compreendida
também a partir do seu significado parte-todo, de um conjunto de unidades discretas
(fig. 31). Metade de 16 rebucgados, sdo 8 pois podem-se constituir dois subconjuntos de

8 rebucados. Esta constituiu a ultima tarefa da segunda etapa da trajetoria.

A quarta etapa da trajetoria (IV) Da nocdo de equivaléncia, as maultiplas
representacdes do nimero racional contempla trés tarefas: T15, T16 e T17.

Seguiu-se a tarefa 15 “O depodsito de gasolina” retirada de um conjunto de
materiais da DGIDC (2009). A grande ideia a trabalhar era a representacéo da fragdo na
reta numérica (fig. 32).
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Figura 32 — O deposito de gasolina

Inicialmente a representacdo geométrica da fracdo foi realizada, em modelos de
area (figuras geométricas), de acordo com a nomenclatura de Van Walle e Lovin
(2006). Depois passou-se a um modelo de barra (muro da fragdes) que os autores
consideram um modelo linear e, portanto, mais proximo da reta numérica. De seguida,
Beatriz trabalhou a representacdo do depdsito de gasolina e relacionou-a com o

segmento de reta de 0 a 1 de uma reta numérica.

A tarefa 16 “ As garrafas de dgua mineral” foi objeto de andlise detalhada no
capitulo 5. Tem como objetivo comparar quantidades na representagdo decimal e
estabelecer a relagédo entre a fracdo e o decimal. Perspetivando o significado de fracdo

enquanto medida, Beatriz usa a reta numérica para localizar e posicionar as quantidades.

A tarefa 17 “ Comparando nimeros racionais”, Ultima tarefa da foi uma tarefa
adaptada da Escola Inglesa (2003). O grande objetivo da tarefa é os alunos compararem
0S numeros racionais representados na forma de fracdo, decimal e percentagem,
comparando as diversas representacdes entre si. A escolha dos numeros foi muito
cuidadosa, pois a professora tinha todo o interesse em se trabalharem nimeros que
servissem de referéncia em futuras tarefas (fig. 33).

Figura 33 — Comparando nimeros racionais
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Os numeros escolhidos sdo todos menores que a unidade, havendo diversas
representagcdes da metade: na forma decimal, percentagem, fragdo. Nas representacoes
da metade na forma decimal aparecem duas representacfes similares cinguenta
centésimas e cinco décimas. Estas duas representacdes geram muitas vezes confusdo
nos alunos, que as consideram diferentes por haver mais “um zero 4 direita”, e portanto,
parecer que 0 numero € maior dez vezes. Beatriz tem por objetivo que os seus alunos
entendam que o numero é o0 mesmo havendo apenas uma mudanca de unidade. Outros
dois numeros escolhidos foram as quinze centésimas e as cinguenta e uma centésimas
para que fosse possivel a Beatriz trabalhar com os seus alunos o valor de posi¢do dos

algarismos na forma decimal.

Na tarefa 18 “Sou bom a calcular”, Beatriz apresentou diversos calculos com
numeros racionais representados na forma decimal, fracdo e percentagem. Os alunos
apresentavam o seu resultado na representacdo que mais Ihes conviesse. Na figura 34, é

possivel ver um dos erros cometidos pelo aluno.

Figura 34 — Sou bom a calcular

O aluno parece relacionar a quarta parte com a percentagem, mas nédo evidencia
ter percebido que a quarta parte € um numero inferior a unidade, e que ndo podera
representar vinte e cinco unidades. Beatriz usou os célculos realizados pelos alunos, e 0s
“seus erros”, para voltar a trabalhar as grandes ideias, relacionando-as e aumentando

assim, a sua compreensao, acerca dos nimeros e das operagdes com nimeros racionais.

Para Beatriz, um erro consiste numa conce¢cdo momentanea e a razéo que a leva
a revisitar tarefas ou a escolher outras para voltar a trabalhar as mesmas ideias é

“provocar” mudangas nessa concecao.
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4.6 Entre a trajetdria realizada e a planeada

Foram previstas dezasseis tarefas mas acabaram por se concretizar dezoito
tarefas apoOs a andlise e reflexdo em torno do percurso planeado e nem sempre pela
ordem pensada, pois por vezes, os alunos relacionaram ideias, seguindo um percurso
diferente do conjeturado. Beatriz acompanhando o pensamento dos alunos, ia infletindo
a trajetdria pensada a partida, depois da nossa reflexdo conjunta apés as diversas aulas.
A figura 35, mostra como, ainda na segunda etapa da trajetéria, se deu o “salto” para a
tarefa 14 “ O muro das fracdes” que constituia Uinica tarefa da terceira etapa: (III) Do
sentido de numero fragdo” a nogdo de equivaléncia de fracoes. A terceira etapa da
trajetdria ficou diluida na segunda etapa: (I1) Da simbologia da fracdo ao “sentido de

numero fra¢do”.

Outras
3 representacoes

= =0,75=75%

CHOCOLATE

Trabalho
intuitivo com a
parte
fraccionaria

“Sentido de
Niimero Fraccio”

Figura 35- As tarefas da trajetoria planeada e concretizada

Nesta figura, as setas a amarelo indicam a inflexd8o ao percurso planeado. As
tarefas de comparacdo, com a unidade, e com a metade, acabaram por se realizar depois
dos alunos encontrarem fragOes equivalentes de uma forma intuitiva (sem regra), por
dominio da compreensédo da relacdo entre dois nimeros que representam um terceiro: a

razao entre eles.
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Foram também acrescentadas tarefas a trajetoria pelas razbes j& apontadas no
ponto anterior. O percurso realizado foi portanto, ajustado, momento a momento tendo

em consideracao, a progressdo no desenvolvimento do pensamento dos alunos.

Inicialmente a trajetoria ndo estava planeada para um tempo tdo dilatado.
Acontece que fomos sentindo necessidade de, a certa altura, espagar as tarefas previstas
e acrescentar outras ndo previstas. Apercebemo-nos que o tempo fazia falta, ao
amadurecimento das ideias. Beatriz cuidava de as manter “vivas”, trazendo-as a
memoria, em qualquer momento adequado, relacionado com outros temas. Prolongdmos
portanto, um pouco, no tempo, a nossa colaboragéo e as tarefas foram-se espacando. A
figura 36 representa essa ideia temporal.

IV. Da nocao de equivaléncia as
maultiplas representa¢oes do

ntmero racional

Do “sentido de niimero fraccio” a

Nao realizadas: o de equivaléncia de frac¢oes

&

II. Da simbologia da fraccao ao
“sentido de niimero fraccido”

L. Do trabalho intuitivo com a parte
. fraccionéria a simbologia da fraccao
D

@

Figura 36 — A representacao das tarefas no tempo

No inicio, as tarefas sucediam-se e a medida que o tempo passava fomos
realizando tarefas mais espagadamente. 1sso permitia a Beatriz intercalar outros temas e
voltar aos numeros racionais. Esta ideia tem ressonancias na forma como no curriculo

inglés se fazem o tratamento dos temas. O mesmo tema é revisitado, com

aprofundamento, varias vezes no ano.
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Capitulo 5 — Beatriz

Neste capitulo irei analisar as praticas da professora, no que se refere ao trabalho
de ensino orientado para a construcdo do conceito de nimero racional, introduzido a
partir da representacdo na forma de fracdo. Estruturo-o em cinco seccdes principais. Na
primeira apresento Beatriz, enquanto pessoa e profissional e o seu contexto de trabalho.
Refiro ainda as motivagdes que a levaram a aderir ao projeto colaborativo. Nas restantes
seccOes, debrucar-me-ei, sobre quatro momentos significativos da trajetoria de

aprendizagem, associados a varias das suas etapas.

5.1 Encontrando Beatriz

Nas secOes que se seguem descrevo as minhas percecdes, sobre Beatriz, tendo
por base, 0 que observei durante o tempo em trabalhdmos juntas, e as conversas que

fomos tendo, formais e informais.

5.1.1 Esbogando um rosto e uma personalidade

Beatriz € uma jovem mulher com cerca de trinta e poucos anos, de aparéncia
relativamente fragil, simpatica e calorosa, deixando ver imediatamente, depois do
primeiro contacto, uma forma de relacdo aberta e franca. Fui-me apercebendo ao longo
do tempo em que a acompanhei da sua imensa forca interior, de uma sensibilidade
profunda em relagdo aos outros, a que o dom da escuta ndo é alheio. Observei muitas
vezes a forma como se relacionava com os alunos, os pais ou familiares deles durante
muito tempo apos as aulas e da relacdo que estabelece com os colegas e os auxiliares de
acao educativa assim como com a coordenadora de escola, pois estive presente em
muitas aulas, reunides e encontros formais e informais em que contactdmos com muitas
pessoas da comunidade educativa que a envolve. Preocupa-se com o bem-estar dos que
a rodeiam e tem a percecdo do que pode fazer para contribuir para esse bem-estar.
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Constatei também a sua afetividade relativamente a sua familia, por diversas
conversas que vao aparecendo entrelagcadas com o nosso trabalho realizado muitas vezes
fora de horas e entrando um pouco pelo seu tempo livre, ja de si tdo reduzido, dada a
exigéncia da sua vida familiar como dona de casa, esposa e mae de dois meninos, um
com cinco anos e outro com um ano. Foi notdria a sua enorme capacidade de trabalho e
a sua capacidade de gestdo, priorizando, nos diversos momentos, 0 que considerava ser
mais importante. Alia a estas caracteristicas, um sentido de humor incrivel que tornou a

convivéncia facil e o trabalho um desafio.

Sentia-a, a maior parte das vezes, confiante mas percecionei alguma inseguranga
face ao que se espera de si, pois € exigente consigo mesma e gosta de se sentir realizada
com o que vive e faz. Falando de si mesma Beatriz diz “...Sou muito exigente comigo
propria...” (R8,1) e “Eu quero as coisas imediatas ndo gosto de esperar...Nem sempre ¢
bom ser assim!” (R8,2). Estas palavras revelam que €, também, um pouco impaciente,
procurando rapidamente respostas que a satisfacam. No entanto, essa insatisfacdo
aparece ligada a uma capacidade de introspecéo, de reflexdo sobre si mesma e sobre 0s
acontecimentos que lhe permite munir-se das ferramentas que necessita para se
ultrapassar, ultrapassando a frustracdo. Foi visivel o seu gosto por inovar, por aderir a
desafios — “Gosto de tudo o que é novidade, sempre gostei de aderir a coisas novas...”

(EI,127) — demonstrando a sua vontade de, experimentar, inovar e ousar.

5.1.2 Conhecendo a experiéncia de Beatriz como professora

Beatriz € professora ha catorze anos, tendo passado por diversas escolas de um
concelho proximo de Lisboa. Permanece ha trés anos na mesma escola a acompanhar
uma turma do 1.° ao 3.° ano de escolaridade com convic¢do que a acompanhara até ao
final do 1.° ciclo, dada a continuidade pedagdgica ser um critério de escola. Esta
situacdo é muito do seu agrado, o que a fez, em momentos decisivos optar por se manter

ligada a escola.

“No primeiro ano tive um ano numa escola, depois um bocadinho mais longe...Nos
quatro primeiros anos tive um ano em cada escola, depois do primeiro ano de servigo

passei para quadro de zona pedagdgica, e depois... estive contratada um ano e depois
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passei a quadro de zona pedagdgica. Este ano é a primeira vez que levo um grupo do 1°
ao 4° ano.” (E1,33)

Trabalhar de forma continuada no tempo com um grupo de alunos é muito do
seu agrado referindo consistentemente a necessidade de tempo para as aprendizagens e
para a relacdo, sendo as suas opgOes profissionais orientadas por esse valor: o melhor

para o0s seus alunos.

Posso ficar numa escola qualquer do agrupamento. Fiquei nesta pois tenho uma
continuidade pedagogica... ¢ um critério de escola tanto para 0s alunos, como para 0s
professores hd uma continuidade no trabalho que é desenvolvido, o estimulo é outro
também. (El, 62-65) Tanto para os alunos como para os professores, isso ¢ bom...

(E1,69).

Desde sempre quis ser professora do 1° ciclo afirma, referindo-se ao facto de nao
se recordar dessa sua determinacéo tdo precoce mas da sua mée Iha recordar, sendo essa
histéria contada numa memoria da sua infancia: ... da minha infancia ndo me recordo
grande coisa... mas a minha mae diz que sim, desde cedo que eu sempre quis ser

professora primaria.” (EL,91).

Recordando a sua primeira aula e a sua primeira turma, fala com alguma
comogdo da experiéncia dificil e simultaneamente gratificante que teve com o0s seus
primeiros alunos sentindo-a como “(...) mais um estimulo para continuar a carreira que
tinha escolhido.” (EI, 78).

No primeiro ano de servico, fiquei colocada na escola (...), uma escola de
intervengdo prioritaria € gostei muito, por muitas razdes... Era o primeiro ano de
servico, ndo é? Estava fascinada com a saida do curso fiquei com um 1° ano de
escolaridade que era 0 que eu mais desejava a saida do curso e tinha um grupo de
colegas que era espetacular... a escola era de interven¢do prioritaria, os alunos era um
grupo muito fraquinho (EI,71). (...) Eram meninos muito carentes afetivamente,
socialmente... Lembro-me da sensacdo de ter uma turma nas maos e ndo saber o que
fazer... Eram meninos muito carentes, era uma escola muito problematica, tinha mesmo
fome na sala, muitas criangas com fome na sala. Faltaram coisas, muitas coisas... (EI,
290)

Considera que o seu percurso de escola em escola durante alguns anos foi muito

importante para o seu desenvolvimento pessoal e profissional salientando que “por
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todas as escolas onde tenho passado tenho gostado do ambiente, ndo houve uma escola
que eu possa dizer que nao gostei” (EI, 82). Contudo ao descrever a sua experiéncia
com o seu primeiro grupo de alunos evidenciam-se as dificuldades com que se deparou

desde logo no inicio da sua carreira.

Beatriz parece ter encarado essas dificuldades como verdadeiros desafios pois
parece ter encontrado 0s recursos internos necessarios para lidar com elas deixando na
sua memoria boas recordagdes e gratidao: “ (...) trabalhei muitas coisas que aquela
turma precisava, muito para além dos contetdos académicos. Foi muito necessario!”. E
conclui na sua passagem pelo passado que tem “tido sorte pelas escolas por onde tenho
passado”. (EL,79). Assume a sua opcdo de professora do 1° ciclo como uma opcao
consciente e da sua propria vontade, sentindo-se muito bem nesse papel, tanto mais que
adquiriu habilitacbes para ser também professora de Educacdo Fisica, nunca tendo

contudo vontade de seguir esse caminho.

Jé& leciono ha 14 anos, tirei o curso no Piaget em 96, depois fiz uma equiparagéo
a licenciatura, para ficar entdo com o grau académico de licenciatura, noutro ramo do 2°

ciclo, de Educacao Fisica que também é uma area de ensino... (El, 20)

A sua identificacdo com a profissdo prende-se ndo s6 com os contetdos de
ensino, mas essencialmente com a sua identificagdo com 0s meninos em inicio de
escolaridade e com a sua vontade de aprender tdo “a flor da pele”. Ao referir-lhe ser
sempre bom ter outra op¢do noutra area profissional nos tempos que correm, Beatriz
mantém firme a sua ideia de contribuir para as primeiras aprendizagens da Lingua, da
Matematica e do Estudo do Meio assim como das areas das Expressdes, encontrando na
monodocéncia uma realizacdo pessoal mas também uma grande exigéncia. E com
paixdo que afirma “Gosto muito desta faixa etaria e por enquanto ndo me fascina e por
enquanto ndo ambiciono mudar a minha op¢ao” (EI, 27) considerando a monodocéncia
simultaneamente “uma dificuldade e um grande desafio” (EI, 117), tendo “o professor
de ser multifacetado, de “aprender a tornar-se “bom em tudo”, ndo pode descurar

nenhuma area” (EI, 118).

Beatriz atribui a sua determinacdo em ser professora desde muito cedo ao
imenso gosto que tem de trabalhar com criangas pequenas. Pensa ter sido a imagem da
sua propria professora ““ uma professora antiga que veio de Braganca para c4” (EI, 95) e

a relacdo que estabeleceu com ela que a marcou tdo definitivamente apesar de se

113



Do nimero natural ao racional: Um projeto de colaboragdo com uma professora do 3° ano de escolaridade

recordar de alguém “que tinha uma forma especial de educar os alunos” com “uma
estrutura muito rigida” (EI, 96) mas que contudo a acabou por influenciar de forma
muito positiva:

N&o sei bem porqué! Inconscientemente estimulou-me... Depois consegui ter uma

ligacdo futura, fiz questdo que me assinasse a fita de curso, houve ali uma ligacéo,

morava em Almada, conhecia os meus pais, ndo houve outro sonho que me tivesse

empatado ou baralhado as ideias, foi sempre um sonho sempre que eu quis, sempre,

sempre, pensei em ser professora primaria, gosto muito de criangas, e... ¢ a fase da

descoberta em que eles estdo muito verdes, e nos ajudamos... Querem saber tudo, nds

ajudamos a aprender... (EI, 99)

Considera que as criancas que iniciam a escolaridade tém uma grande
curiosidade e estdo muito disponiveis para aprender sendo isso que a cativa
particularmente neste ciclo de escolaridade: “E esta curiosidade que me atrai neles, 0
quererem saber tudo...” (EI, 105). E acrescenta com algum orgulho sentir que nestas

idades “(...) o professor ainda tem um papel importante” (EI,110).

Sente uma grande responsabilidade enquanto profissional de dar o melhor aos
seus alunos, ndo se poupando a esforcos para o conseguir. Apercebi-me da sua
confianga, conquistada em muitos momentos, por um caminho pessoal de
autoconhecimento e conhecimento do que ensina e como ensina, mas também de
alguma inseguranga relativamente as solicitacbes que lhe sdo dirigidas e relativamente
as quais receia estar aquém das expetativas:

Eu tenho medo de cair no erro “eu estou a dar desta forma, entdo, € a melhor forma de

dar”. E ndo é... Eu acho que alguém... Quem estiver de fora que me possa dizer ajudar-

me, esclarecer questdes e davidas (...) Se eu estou insegura deixo transparecer isso aos

meus alunos e tiro-lhes a seguranca. Eu ndo quero isso para 0os meus alunos. E se ha

alunos com dificuldades isso ainda se ird agravar mais... Outras experiéncias vao-me

ajudar sentir-me o mais segura possivel, para transmitir essa seguranga aos meus alunos.

(E1,139)

Mantém por isso uma grande vontade de receber toda a ajuda possivel e faz
todas as formacgdes que pode, tentando desse modo tornar-se mais sensivel e aberta as
diferentes didaticas. Frequentou recentemente o Programa de Formacdo Continua em
Matematica, para professores dos 1°. e 2°. Ciclos do Ensino Béasico (PFCM) na Escola

Superior de Educacdo de Setubal, considerando ter sido uma imensa ajuda para a sua
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forma de lidar com a matematica, as ideias centrais do curriculo e na escolha das tarefas
assim como na forma de as explorar, tendo em vista as aprendizagens a realizar.

(...) fiz 0 1° ano de PFCM, e lembro-me que com a formadora (...), trabalhdmos

muito exaustivamente essa no¢do [sentido de namero], e conseguimos fazer em

conjunto um trabalho muito interessante, tinha um grupo muito fraquinho.... Fizemos

trabalhos muito interessantes com o nimero, com os alunos... (EI 211).

Curiosamente ainda sem falar dos motivos que a levaram a aceitar t&o
prontamente trabalhar em colabora¢do comigo neste projeto, para além da sua imensa
vontade de se valorizar profissionalmente, adquirindo mais conhecimento curricular,
didatico e pedagogico, comeca a tornar-se visivel a sua apeténcia para as questdes
relacionadas com os ndmeros. Falando da sua experiéncia desse ano no PFCM dispde-
se entusiasticamente a partilhar comigo o portefélio que realizou na altura referindo:

O meu portefélio foi todo baseado na nocéo de nimero, ndo foi s6 uma tarefa, todas se

canalizavam para o nimero e a nogdo de nimero...estou a lembrar-me das tarefas dos

cromos e das diversas formas de contagem. Posso enviar-te o meu portefdlio ... (El,

239)

Apobs a realizacdo da formacdo e da reflexdo realizada apo6s as aulas e no
portefélio final, afirma ter-lhe ficado dai uma sensibilidade diferente para a abordagem
dos conceitos matematicos através da apresentacdo de tarefas desafiadoras que tém por
horizonte o trabalho das grandes ideias chave do Programa de Matematica do Ensino
Bésico:

Sim, ficou-me uma sensibilidade dai... O programa, vou ser sincera, vou lendo aos

bocadinhos a medida que vamos introduzindo uma “nova matematica” trabalhando com

o programa de matematica, ndo o li todo, todo sozinha...... mas sozinha e isolada

sublinhando o que é importante para trabalhar aqui vou fazendo aos poucos a medida

que vamos abordando as tematicas... e depois analisamos em conjunto, com a (...) (El,

251).

A vontade de trabalhar em conjunto € uma constante no seu discurso, parecendo
sentir-se mais segura por poder partilhar e discutir a escolha de tarefas e a antecipagéo
de dificuldades e de estratégias de resolucdo. Refere ser muito importante esse trabalho
de pares apoiado na experiéncia dos anos anteriores: “Vemos o que foi feito, fazemos
outras em virtude daquelas, fazemos a nossa planificacdo, mas sim é sempre um

trabalho de conjunto que até a data tem funcionado bem” (EI,163).
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Beatriz € uma pessoa e uma professora entusiasta, muito positiva, com uma
relagdo muito proxima dos alunos, dos seus pais, encarregados de educacgdo, avos e
outros familiares e bastante ambiciosa relativamente aos seus objetivos de trabalho com

os diversos interlocutores.

Os minutos que antecediam a aula, os intervalos que Beatriz ndo aproveitava
para falar com os alunos enquanto estes lanchavam, pois podiam ficar a lanchar na sala
enguanto ela arrumava a sala ou o armario ou preparava qualquer coisa para 0 momento
que se iria suceder na aula, eram permanentemente ocupados na interacdo com 0s outros
ou comigo. N&o raras eram as vezes que 0s colegas entravam na sala para partilhar
momentos da vida na escola, assim como encarregados de educacdo que tinha chamado

ou que vinham por sua iniciativa, sobretudo, no principio ou no fim das aulas.

5.1.3 Conhecendo o contexto de trabalho de Beatriz

Beatriz leciona uma turma de 3.° ano de escolaridade com 28 alunos, numa
escola do concelho de (...), no turno da tarde, assumindo na escola ainda as fungdes de
coordenacdo do 3.° ano de escolaridade e de avaliacdo de desempenho de alguns dos
seus colegas. Os seus alunos tém idades compreendidas entre 0s 7 e 0s 8 anos, sdo de
diversas origens socio econémicas, dezasseis rapazes e doze raparigas tendo dois alunos
necessidades educativas especiais. Conta para lidar com as dificuldades desses alunos,

com a professora de apoio, que esta algum tempo por semana na sua sala.

A escola foi integrada no final do ano passado num outro agrupamento no
contexto da incorporacdo de escolas em mega agrupamentos, situacdo gerada pelas
mudangas ao nivel da gestdo da escolar. Beatriz teve oportunidade de optar entre
manter-se no agrupamento, ou na escola, ficando a pertencer no primeiro caso ao
quadro do novo agrupamento e no segundo caso, mantendo-se no quadro do
agrupamento mas tendo que mudar de escola e de alunos. A sua opgéo foi realizada
tendo em vista a continuidade de trabalho com os seus alunos:

O ano passado era do Agrupamento da (...), mas como mudamos de agrupamento agora

a nossa escola ficou a fazer parte do Agrupamento (...) (EL45), “Puseram-nos ao

critério escolher...A escola (...) 0 ano passado fazia parte do agrupamento da (...) se

ndo quiséssemos ir, teriamos de integrar uma das escolas do Agrupamento da (...) .A
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nossa ligacdo é a escola, ao continuarmos ligados a esta escola teriamos de ficar neste

agrupamento... se ndo quiséssemos teriamos integrado uma escola do agrupamento,

pronto, ¢ o que eu disse... ¢ o que eu disse eu peguei numa turma que trabalha nesta

escola, o que me vincula ndo é o agrupamento, que para mim tanto faz, mas um grupo

de alunos. (El, 49).

Mais importante que a escola sdo os alunos a quem Beatriz se sente vinculada
como sua professora, o que denota que sente uma responsabilidade na caminhada que
com eles realiza, que valoriza e onde investe, pondo por vezes, o0 interesse dos seus
alunos a frente de outras questfes logisticas. Reparei pela forma como sente a escola
muito espirito de missdo. Por estas qualidades verdadeiramente reconhecidas nos seus
pares, foi-me apresentada como candidata a participante no meu projeto, pelos colegas

da sua escola, que foram meus formandos no PFCM.

5.1.4 Percecionando as motivacdes de Beatriz para um trabalho colaborativo

Senti desde o inicio o seu imenso agrado de Beatriz em poder, através do
trabalho conjunto, aprender mais, ter acesso a outras perspetivas, poder partilhar os
momentos das suas proprias aulas, debater com alguém num momento vivido
conjuntamente o que se viveu e o significado dessa vivéncia assim como de implica¢des
para o futuro, nas suas préprias aulas. Também percecionei, uma vontade de averiguar a
validade do seu trabalho, de todas as suas intuicdes que por vezes fugiam as ideias
“mais fortes” manifestadas no quotidiano das escolas. Senti que Beatriz precisava de ver
legitimado o seu trabalho (ao seu proprio olhar) e, mais ainda, de sentir que as suas
percec¢des tinham fundamento:

Ainda, por cima, alguém com uma experiéncia diferente, mais formada nesse sentido,

ajudar-me, sei 14... e esclarecer dividas que eu tenho. Ajudar-me 14 esta! Esclarecer-me

acerca das duvidas que eu tenho. E também a fazer-me sentir mais segura em rela¢do ao

meu trabalho... (El, 141).

Ter seguranca no ensino da matemaética, confiar nas suas intui¢cGes acerca do
desenvolvimento e da progressdo da aprendizagem dos alunos, assegurar-se que 0 seu
conhecimento da matematica era suficientemente forte para se sentir segura, foi 0 que
senti de mais forte na adesdo de Beatriz a este projeto de colaboragdo. As mudancas

quase exigidas neste momento de mudanca de pareceram trazer legitimidade a todas
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estas questbes, também a muitos desafios, tendo aberto portas a interrogagcdes que 0s
professores isoladamente ja ndo conseguem, nem querem responder. Tal como Beatriz
manifestou sente falta de trabalhar com o0s seus pares, esta aberta a toda a ajuda
possivel, nomeadamente a formacdo. Neste momento as motivacdes internas para a
formacdo sdo mais fortes que as externas. Nao sdo os créditos necessarios a progressao

na carreira mas a enorme vontade de trabalhar a didatica da matematica que a movem.

Beatriz sente que ao longo dos anos o paradigma de ensino da Matematica
mudou desde os seus tempos de aluna, em que recorda a forma como aprendeu

(13

determinados conceitos, nomeadamente o conceito de fragdo “ (...) s6 sei que era
preciso saber que se dividia uma pela outra, e mais nada! Nem sei porque o fazia...”
(R8) e 0 que se pretende com a ‘“nova matematica “ como chama as mudancgas de
perspetiva que o programa introduz, ¢ muito mais do que isso. “Para mim, a Matematica
ndo fazia qualquer sentido. Era assim, porque era assim!” (R8). Ndo era necessario
segundo Beatriz compreender. Neste sentido e referindo que h& imensa coisa que
aprendeu de uma forma e hoje consegue compreender de outra, diz que comecou a
infletir trabalhando os conceitos, os procedimentos, as técnicas de calculo mas também
a flexibilidade de pensamento, desenvolvida, por exemplo, através da multiplicidade de
estratégias:
Sim porque isso € uma estratégia, entdo, eu agora quero que apliquem

outras... Ja sabem o algoritmo entdo vamos fazer de outra maneira...Aos poucos eu

fui querendo que fossem fazendo de outras formas, ndo por estar errado mas por haver

outras formas, por exemplo, no apoio ao estudo tenho feito tarefas utilizando a reta

graduada... Eu também ndo tenho muita formagao neste sentido, percebes? (RI, 270)

O fato de, em muitos momentos da nossa conversa, vir ao de cima aquilo em que
se sente desconfortavel no ensino da matematica, parece revelar também humildade e
uma enorme vontade de ultrapassar dificuldades, dispondo-se, assim, a fazer face a
desafios, como este, de se entregar a um trabalho que lhe iria exigir muito, do seu tempo
e da sua energia. Ndo conseguir estar a vontade na reta numérica, foi uma das situagdes
de desconforto que foi referindo ao longo do tempo, no trabalho com os nimeros

racionais.

Reconhecer os campos dificeis de trabalhar na matematica faz parte do
conhecimento profissional do professor. Nomeadamente, e no caso concreto, a

representacdo na reta numerica, a representagdo de numeros racionais nao inteiros é
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uma das dificuldades que os investigadores apontam como comum. Acontece a muitos
alunos em muitas salas de aula, e em momentos de avalia¢ao final haver dificuldades na
representacdo na reta numérica. Beatriz ao evidenciar essa dificuldade evidencia

também a sua reflexdo acerca do que ensina e de como ensina.

Parece que Beatriz tem uma grande preocupagdo em garantir as aprendizagens
doa seus alunos, criando momentos de trabalho individual, autdnomo, depois de outros
momentos de trabalho em que o contributo e a discussdo tomam uma dimensdo mais
social.

Em relacdo a matemaética, como é que eu sei que o que 14 ficou? Quando aplico uma

tarefa do &mbito das que foram trabalhadas mas que eles resolvem sem qualquer

interven¢@o da minha parte... eles recorrem sempre a nés quando nao entendem... e

entio fago uma sistematizacdo constante...Ainda hoje, por exemplo, acabamos a

tematica da orientacdo espacial e eles sozinhos, estiveram a preparar-se para a ficha de

avaliacdo mas hoje pegdmos no manual e eles sozinhos resolveram as questdes. As

poucas interveng¢des que houve foram s6 nesse sentido “Tenho de fazer assim tal e qual

ou posso criar um codigo & minha maneira’? (RI, 318)

Tomando consciéncia durante a nossa conversa que se realizam tarefas com
objetivos diferentes em momentos diferentes no processo de ensino e aprendizagem, foi
clara a ideia que a escolha das tarefas € uma das responsabilidades do professor. A
gestdo do que fazer e quando, que constitui 0 momento da planificacdo do trabalho a
realizar, € uma das primeiras funcGes do professor. Beatriz ao refletir sobre a escolha
das tarefas de uma forma geral para este ano de trabalho, refere ter realizado mudancas
face ao ano anterior.

Tive de trabalhar todas as tarefas até agora mas este ano, tenho manual. Estive a pensar

que vou usar 0 manual para apoio, mas esta muito compactado e eles perdem-se muito

com tanta informagdo e entdo acabo por usar s6 se houver tempo e para sistematizar....

(El, 353).

Explicita que a escolha das tarefas e o planeamento de todo o trabalho, esta
relacionada com os alunos, muito claramente com o contexto que os envolve: familiar,
social — que se reflete nas suas aprendizagens e na forma de aprender. Ao posicionar-se
como professora face a aprendizagem dos seus alunos, Beatriz assume ser “muita
ambiciosa a partida” (EI, 345) e depois ter de adequar as suas expetativas a realidade *

depois tenho de cair na realidade e tenho de ter em atencdo a turma e a sua adesdo as
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tarefas. Depende do gosto deles e daquilo que eles fazem... Nao tenho de lhes impingir

nada... (El, 346).

Esta opcdo em aderir ao desafio de comigo trabalhar é de todo coerente com a
sua forma de estar, encontrando nesta oportunidade uma possibilidade de “aprender

mais, e refletir mais, acerca do meu trabalho com a matematica” (EI, 113).

Aprofundando os motivos que a levaram a aderir a este trabalho de colaboracéo,
explicita com entusiasmo que tem uma maneira de ser que a leva a estar aberta a novos
desafios.

Gosto de tudo o que é novidade, sempre gostei de aderir a coisas novas, e acho que é

assim... este ano ¢ uma novidade para todos noés, ndo ¢ s6 para mim... a nova

matematica, e eu sinto necessidade de ter muitos recursos, preciso da ajuda de todos,

preciso de recursos que me ajudem... havendo assim possibilidades como esta, se

houver de agarrar eu agarro, para aplicar da melhor forma a “nova matematica”. E eu

sinto necessidade de ter alguém que me ajude a ver e trabalhar a nova matematica, uma

pessoa, uma institui¢do, e com uma oportunidade como esta... (EI, 128).

Sentindo-se, portanto, num momento de mudanca e de mudancas, huma fase em
que a reestruturacdo do programa de Matematica traz desafios aos professores do ensino
basico e, em particular, do 1° ciclo, Beatriz decide ser proactiva, tentando encontrar

formas de agarrar o que chama curiosamente de “nova matematica”.

5.2 Abordando intuitiva e informalmente a nogéo de fracdo

5.2.1 Preparando o trabalho com Beatriz

As trés primeiras tarefas foram, pensadas para a familiarizacdo dos alunos com o
conceito de fracdo, partindo do trabalho intuitivo com a fracdo para a simbologia da
fragdo. Esta opcdo vai ao encontro das recomendac6es de Van Walle e Lovin (2006), ao
enfatizarem que, numa perspetiva de desenvolvimento de sentido de ndmero, é
importante, os alunos, desenvolverem um conhecimento intuitivo das fracdes, antes de
passar a um conhecimento mais formal. A selecéo destas tarefas teve em conta a sua
experiéncia matematica anterior: o trabalho com metades, tercos, quartos, como partes

da unidade que representam o inverso das relacfes de multiplicacéo, o dobro, o triplo, a
120



Do nimero natural ao racional: Um projeto de colaboragdo com uma professora do 3° ano de escolaridade

quarta parte... ¢ a representacdo dessas partes, usando modelos tdo simples, quanto
folhas de papel. Em primeiro lugar tomavam contacto com uma parte de um todo (parte

fracionéria) e em seguida, o foco estava na contagem de partes fracionarias.

Beatriz realizou a primeira abordagem a noc¢édo de fracdo, na aula do dia 29 de
Novembro de 2010, em que foram exploradas as trés tarefas introdutorias da trajetoria
planeada, que perfaziam a sua primeira etapa: Da simbologia da fracdo ao sentido de
numero fracdo. As tarefas foram: T1- “O lengo do marido da professora”, T2 —

“Dobragens e mais dobragens” e T3 — “Pintando azulejos”.

O quadro 10 mostra a paisagem de aprendizagem para o trabalho com estas trés
tarefas:

Quadro 10 — As grandes ideias para as trés primeiras tarefas, adaptadas de Fosnot (2007).

< Fracoes sao relacoes parte-todo < As fragdes podem ser pensadas como
+ FPracoes sao quocientes operadores;
< Fracoes podem representar uma diviséo < Com fracoes unitarias, quanto maior o
com um quociente menor que 1 denominador, menor é a parte
* Fracdes sdo quantidades (medida) % As partes ndo tém de ser congruentes para
% As fracdes podem ser pensadas como serem equivalentes
operadores; %+ Para comparar fracées a unidade tém de

S5er a mesma

5.2.2 Concretizando o trabalho

Apresentando a tarefa

Na primeira tarefa, “De quantas formas se pode dividir um guardanapo em
quatro partes iguais?” Beatriz sugere que dividam um guardanapo (representado por
uma folha de papel de cor) em quatro partes iguais, de todas as formas que
conseguirem. O episddio 1 mostra como a professora langou este desafio aos seus
alunos:
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Episodio 1%°: O lengo do meu marido

P- Estava eu ontem a passar a ferro este lengo do meu marido... Qual é a forma
geométrica deste lenco?

Varios alunos - E um quadrado.

P - Fiz um jogo. Dividi o lenco em quatro partes iguais (e faz dobrando de forma a ficar
com quatro quadrados) e descobri uma maneira de dobrar o meu lengo em quatro partes
iguais

Vérias vozes - E ficimos com quadrados mais pequenos.

P - E eles sdo iguais?

Varias vozes — Sim.

P - S8o congruentes... sdo geometricamente iguais. Foi uma forma que eu descobri.
Serd que hé formas diferentes de dobrar o quadrado em quatro partes iguais? E isso que
agora vao descobrir.

A2 - Sem ser a que ja fizeste?

P_ Também podes fazer essa. Vou dar-vos folhinhas... Tém de ser em quatro partes
iguais pois na gaveta onde eu os guardo s6 cabem se os dobrar.

Tomas - Tenho uma davida. ..
P - Diz Tomas.
Tomas - Tenho de fazer de todas as maneiras no mesmo quadrado?

P - Ndo, a professora vai dar muitos quadrados.

Como o episodio revela, Beatriz ligou as dobragens a um contexto da vida
familiar, pelo que rapidamente, a sua designacdo inicial, foi abandonada. E assim, a
tarefa passou a ser conhecida como “0 lenco do marido da professora” ficando desta

forma guardada, no “album de memorias da turma”.

O episédio também mostra, a introducdo do conceito de figuras
geometricamente iguais, ou congruentes, realizado por Beatriz. A professora reforca a
ideia dos alunos de “os quadrados serem iguais” reformulando a resposta e

introduzindo, maior rigor na linguagem matematica.

Equivalentes mas ndo necessariamente congruentes

Nesta primeira tarefa, a grande ideia a desenvolver era a de que uma fracdo da

unidade, neste caso, “um quarto” cabe quatro vezes na mesma unidade, quando esta é

26 N R . « .

Nos episddios apresentados nesta se¢do, utilizei a letra P para designar professora. Os alunos sdo designados em geral,
por Al, A2,... exceto, quando foi possivel nomear, ou quando me fizer sentido, para melhor compreenséo dos dialogos,
nomear os alunos.
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dividida em partes iguais (partilha equitativa). O episodio 2 ilustra um momento da aula
em que Beatriz procura trabalhar estas ideias.

Episédio 2: H& muitas maneiras de dividir um quadrado em quatro partes iguais.
P - Qual foi a unidade que trabalhdmos aqui?

Varios alunos - O quadrado.

P — Uma unidade que era o...

Varios alunos — ... o quadrado.

P - Partimos todos da mesma unidade, certo?

Varios alunos — Sim...

P - O quadrado! Mas fomos dividir a unidade em quatro partes iguais. O que representa
cada uma destas partes? (Vai apontando para cada uma das quartas partes das diferentes
figuras.)

Vérios alunos - Quartos. ..
Outros - A quarta parte!

P — Portanto, ao dividirmos... dividimos todos, em quatro partes, e selecionamos um
quarto de cada uma, apesar de haver muitas formas de dividir um quadrado em
quadrado em quatro partes iguais. Ha muitas maneiras diferentes... H& muitas maneiras
de dividir um quadrado em quatro partes iguais.

Al - Pois ha!

P — Muitas... mas cada uma destas partes representa...
Vaérios alunos - Um quarto!

P - Mas cada uma representa. ..

A2 - Cada uma dessas partes representa a quarta parte.

A analise deste episodio permite evidenciar ainda que Beatriz trabalha a ideia de
quarta parte, mas também comeca a sensibilizar os alunos para a unidade, da qual a
quarta parte € uma, de quatro. Ao dobrarem a folha estdo a trabalhar com uma Unica
unidade, obtendo partes (quartos) dessa unidade. Trabalha a ideia do que € uma unidade
continua. Através das intervencdes que faz, Beatriz sublinha que h4 muitas maneiras
diferentes de dividir um quadrado em quatro partes iguais, embora todas elas
representem um quarto. A figura 25 representa algumas dessas divisdes realizadas pelos
alunos que Beatriz afixou no quadro, onde sdo visiveis diversas representacfes de um
quarto. A professora sensibiliza, assim, 0s seus alunos para uma ideia importante: que a
quarta parte se pode representar de muitas maneiras. Neste caso, representou a quarta
parte de diferentes maneiras geométricas. A compreensdao do numero nas suas multiplas
representacdes € um indicador do desenvolvimento de sentido de nimero. Neste caso,

de sentido de nimero racional.
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Figura 37- Formas de dividir quadrados em partes iguais

Outra grande ideia trabalhada por Beatriz, foi a de que, cada uma dessas partes,
apesar de terem diferentes formas (quadrados, retangulos, triangulos, trapézios), sao
equivalentes, isto &, representam a mesma quantidade. E ainda a ideia de que para serem

equivalentes nao terem de ser necessariamente congruentes.

Emergindo a nogéo de fracdo como quociente

S6 depois de “um quarto” ser uma palavra que parecia ter significado para os
alunos, representado nessas muitas formas diferentes, € que Beatriz pergunta como
podera representar essa parte da figura, passando a representacdo formal, na forma de
fracdo (figura 37). Uma vez que a representacdo simbolica da fracdo representa uma
convengdo complexa e muitas vezes enganosa para 0s alunos (dois numeros
representam um terceiro), torna-se mais importante acentuar o significado da expressao
no contexto (saber o que é um quarto de uma figura, uma figura que foi dividida em
quatro partes iguais) do que atribuir nomes aos dois nimeros que constituem a fracao.

Progressivamente & medida que vai acompanhando o dominio que os alunos tém de

. . . ~ 1
fragéo, Beatriz recorria a sua representagéo formal (7).

Contar partes como magcas

Contar partes fracionarias, aconselham Lovin & Van Walle (2006), “tdo
simplesmente como contar macgas” (p.67), ou outros objetos, é uma boa forma de

compreender os dois nimeros, utilizados no quociente que representa a fracdo. Apesar
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de se tratar de uma convencao, e fazer parte daquilo que ¢ para dizer “que ¢ assim” ¢é
importante leva-los a compreender o significado desses numeros e a sua relagdo com a
unidade. S6 depois de Beatriz ter trabalhado a contagem de cada uma das partes,

designando-as: um quarto, dois quartos, trés quartos, quatro quartos... ¢ que Beatriz

passou a representar de forma simbdlica, com a linguagem formal da matemaética (Fig.
38).

Figura 38 — A contagem de partes fraciondrias

Tendo ainda como intencdo perceber a relacdo entre 0 numerador e o0
denominador da fracdo, relacionando a fracdo com a divisdo, Beatriz passou para a
segunda tarefa, “ Dobragens e mais dobragens”, escolhendo desta vez retangulos para
dobrar ao meio, depois outra vez a0 meio e ainda outra vez ao meio. Desta forma,
trabalhou com os alunos, a no¢do de metades, quartos e oitavos, verificando por
dobragem as relacGes entre essas partes e encontrando partes fracionérias que os alunos

contavam “como mac¢as” comparando umas com as outras.

Relagdes de relacdes

Ao pedir para dobrar ao meio, Beatriz relaciona este gesto com a diviséo por 2, e
escreve que se obtém metades. O mesmo com a divisao por 4, obtendo quartos e por 8
obtendo oitavos. Relaciona as opera¢@es multiplicacdo e divisdo, que é outro indicador
de desenvolvimento do sentido de namero, e sensibiliza os alunos para uma logica no
universo numeérico, que é a légica multiplicativa. Um quarto, é metade de metade, e um
oitavo é metade de um quarto ou metade da metade da metade. Beatriz realizou as

dobragens e construiu o cartaz que esta representado na figura 39.
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11 1
. L | . . .
Figura 39 — A divisdo em partes: ao meio, a0 meio e outra vez a0 meio

A escolha de metades, quartos e oitavos, ndo foi um acaso. Poder-se-ia ter
escolhido trabalhar metades, tercos e quartos, mas a escolha destes nimeros permitiu

evidenciar as relagdes entre eles, e deixar os alunos despertos para essas relagdes.

Relagdes entre partes

Apesar de Beatriz ndo ter falado da expressdo “fragdo equivalente” ao
manipularem as folhas que tinham dobrado respetivamente em duas, quatro e oito partes
realizavam comparacgdes entre o tamanho das partes. Beatriz deixou propositadamente
suspensa essa ideia para aprofundar mais tarde, ideia que no entanto foi explicitada: ...
um quarto, dois quartos, olha € o0 mesmo que uma metade € 0 mesmo que quatro
oitavos!”. A figura 40 mostra as relacdes estabelecidas por Beatriz, com 0s seus alunos:

Figura 40 — A relacéo entre diferentes partes (um meio e dois quartos)
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Beatriz apercebeu-se que depois de dobrarem “o lengo do marido da professora”
e 0 dobrarem em quatro partes iguais de varias maneiras, 0s seus alunos compreenderam
a ideia de que ha muitas formas geomeétricas de representar uma mesma quantidade
(equivaléncia de figuras), mas também, de que duas formas geometricamente iguais,
congruentes, podem representar-se por vérias frages. A propria Beatriz manifestou a
sua surpresa com o desenvolvimento das ideias e o encadeamento: ““ se eu quisesse
trabalhava ja hoje a nogdo de fracao equivalente. Podia ir por ai...”. A questdo que
discutimos posteriormente € se efetivamente ndo teria trabalhado ja essa nocao, ao que
Beatriz me respondeu: “Pois €, isto ¢ muito interessante... trabalhar a no¢ao ndo ¢ dar a

regra. De que serve saberem apenas uma regra?”

O fato de ter emergido a no¢do de fracdo equivalente, esta relacionada com a
escolha dos numeros, que permitiram estabelecer essas relacdes. A escolha cuidadosa
dos numeros nas tarefas, é crucial, no percurso que os alunos irdo realizar em torno das
grandes ideias escolhidas pelo professor. Podem conduzir a caminhos previstos ou
imprevistos. Como diz Beatriz: “... ter consciéncia de tudo é impossivel, mas ha que

lidar com tudo mesmo assim!”

Emergindo a noc¢ao de fracdo como operador

Na terceira tarefa desta primeira etapa “ Pintando azulejos™®’, Beatriz pedia aos
alunos que pintassem em azulejos, metades, quartos, oitavos de todas as maneiras

possiveis. Os azulejos estavam divididos em oito partes iguais como mostra a figura 41.

Figura 41 — O azulejo que se pretendia que os alunos pintassem

Beatriz apresenta a tarefa sensibilizando-os para o nudmero de triangulos que

compdem a unidade como se pode ver no episodio 3:

" Todas as tarefas em que Beatriz apresentou uma ficha de trabalho, como é o caso desta,
encontram —se no anexo 7.
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Episodio 3: Cada uma dessas partes, desde que tenha quatro triangulos pintados, é

a metade!

P - Estamos a trabalhar com esta unidade (aponta para o quadrado).

P - A nossa unidade, o nosso quadrado, esta dividida em quantas partes?
Vérios alunos — Oito.

P — Oito triangulozinhos’, certo?

Vérios alunos — Sim...

P - Cada um, ¢ portanto...

Vérios alunos — Um oitavo

P — Todos os oito triangulos, todas as oito partes compdem o qué?
Vérios alunos - Um oitavo.

P — Todos os oito tridngulos comp&em o qué? (repetindo)

Vaérios alunos - A unidade.

P - Muito bem. Para pintarem metade, quantos tridngulos pintaste?

A3 — Duas.

P - Quantos triangulos?

Varios alunos - Oito.

P — Entdo, para pintar a metade do quadrado, quantos tridngulos pintamos?
A4 — A metade.

P - Ter a metade do quadrado ou ter quatro triangulos, quatro das oito partes tém
sempre. ..

Varios alunos - A metade.
P - Cada uma dessas partes, desde que tenha quatro tridngulos pintados, é a metade!
A5 — Pode ser qualquer triangulo?

P — Podem ser quaisquer quatro tridngulos, desses oito.

Ao pintar os azulejos os alunos ja ndo estdo presos a representacdo da fracdo (os
dois numeros que se relacionam) mas ao terceiro que ele representa. Se se pretende
pintar metade desse azulejo (que se encontra dividido em oito partes iguais) tem de
pintar quatro (Fig. 42). De forma néo explicita, Beatriz “toca” nos significados fracao
como operador (metade de oito é quatro, tem de se pintar quatro azulejos dos oito) e

tambem razéo (pinto um em cada dois azulejos).
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Figura 42 — Representagcdo da pintura de metade dos azulejos de formas

Ao pretender que os alunos o facam de todas as formas possiveis continua a
trabalhar as nocdes de equivaléncia e de congruéncia. Os diferentes azulejos sé&o

equivalentes mas ndo congruentes.

Ao pintar a metade e a quarta parte num azulejo dividido em oito figuras, Beatriz
ndo estabelece a ligacdo entre 0 numerador como 0 nUmero que ” conta (enumera) as
partes e o denominador como o nimero de partes em que esta dividida a unidade. Lovin
& Van Walle (2006) condensam esta ideia dizendo que “os simbolos da fragdo sao
apenas um atalho para dizer “quantas” e “ “quais” partes da unidade” (p.67), sendo
redutor e mesmo enganador dizer que o denominador indica as partes em que esta

dividida a unidade.

Ao apresentar 0 quadrado estamos a trabalhar a unidade continua e logo a
relacdo parte-todo. Contudo, se considerarmos cada um dos tridngulos a unidade temos
um conjunto de oito tridngulos que constituem uma unidade discreta, e aqui a fragdo

pode aparecer no seu significado de operador.

Ainda de uma forma leve Beatriz tocou a questdo da mudanca da unidade e da

necessidade das unidades serem iguais para que as partes sejam congruentes.

Em qualquer destas tarefas foi uma escolha de Beatriz ter tarefas pequenas
(cerca de 20 minutos) cada, deixar os alunos manipular os papéis que representavam o
lenco e encontrar partes equivalentes a um quarto do lenco mas ndo congruentes por
diversos modos de dobragem, usar o papel quadrado ou retangular, no caso da tarefa 2
como modelos para ajudar a organizar o pensamento, e escolher as intervencdes a ter ou
a ndo ter, como na situacdo em que lhe apetecia continuar a aprofundar a nogéo de

fracdes equivalentes.
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5.2.3 Refletindo com Beatriz
No final desta aula Beatriz constatou ter tocado em muito mais ideias do que
aquelas que pensou a partida, pois a interacdo com os alunos permitiu ir mais além,

ainda das potencialidades que vislumbrara nas tarefas, a partida.

Recordando a paisagem de aprendizagem na qual viajava “Beatriz passou com
os seus alunos nos marcos “ pudemos assinalar os caminhos por onde Beatriz caminhou

com os seus alunos, na figura 43.

Figura 43 — A “paisagem de aprendizagem” das fragdes, decimais e percentagens simplificada

A passagem por esses marcos de referéncia foi breve, em alguns deles. Contudo
foi como um pequeno reconhecimento ao terreno em que ird trabalhar com os seus
alunos, e 0 que lhes dara essa passagem, sera uma certa familiaridade. Outras ideias
mais fortes se trabalhardo “em cima” destas, se conectardo com estas ganhando um

novo sentido, quando ligadas a outras.

Beatriz reflete sobre a terceira tarefa, a dos azulejos dizendo ter sido para além
de ludica, muito mais forte matematicamente do que parecia. Refere Beatriz que dizer a
um aluno “pinta 1/8 do azulejo ou pinta 0,125, ndo ¢ o mesmo” (EF, 512). E um dos

contextos em que a fracdo simplifica imenso a interpretacdo da situacdo. “A fragdo
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tornou tudo mais percetivel neste contexto” (EF, 511). Pintar um oitavo de um azulejo
que estd dividido em oito tridngulos ¢ direto, reflete Beatriz, “ é 1 de 8, a parte de um
todo” (EF, 375). “Giro, foi pedir que pintassem um quarto de um azulejo que estava
dividido em oito tridngulos” (EF, 513). Reflete Beatriz, “eles tinham de procurar
equivaléncias” (EF, 405). Ou recorrer ao significado operador, referi, pois a quarta parte
de 8 é 2. Ao pintarem de formas diferentes a metade da figura, mantinham a quantidade,
a equivaléncia, mas as figura pintadas ja ndo eram geometricamente iguais. Diz Beatriz:
“ metade da unidade pode ser representada de muitas formas” (EF, 414), tal como nos
guardanapos em que “cada uma das partes € sempre um quarto mas as partes podem ser

de diferentes formas de cada vez que dobro, o guardanapo” (EF,385).

A nossa reflexdo terminou no final dessas tarefas com a ideia de que simples
tarefas podem ser poderosissimas se bem trabalhadas, pois apesar de serem simples e de
aparentemente sO terem uma resposta, a forma de trabalhar essa resposta pode
condicionar tudo. Beatriz salienta, verifiquei como ¢ importante, “ndo limitar as
respostas apenas a uma solucdo. Mesmo tendo respostas fechadas, e sendo Gnicas mas
ha varias formas de podermos trabalhar essas respostas” (EF, 408). O problema, a
dificuldade refere Beatriz ¢ que “eu nao vejo logo a potencialidade de algumas tarefas.
S6 daquelas que ja realizei” (EF, 596), “ e depois ndo sei porque escolher umas ou

outras” (EF, 598).

5.3 Um problema de partilha equitativa: Trabalhando a personalidade

quantitativa da fracéo

A tarefa “ A visita de estudo e a distribui¢do das baguetes ““ (Fosnot e Dolk,
2002) foi a quarta tarefa da trajetoria de aprendizagem planeada, tendo por finalidade o
desenvolvimento do sentido de nimero fracio® designacio dada & segunda etapa da
trajetoria de aprendizagem (1) Da simbologia da fragdo ao “sentido de numero fragado.

Aparece na sequéncia das trés primeiras tarefas analisadas anteriormente, pretendendo

% «“fraction number sense” expressio no original utilizada por Van Walle e Lovin (2006)
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fazer emergir uma grande ideia: “qudo grande uma fragdo ¢”, a fragdo como quantidade,

a personalidade quantitativa da fracéo?®.

5.3.1 Preparando o trabalho com Beatriz

Com esta tarefa Beatriz introduz as fragcBes usando um problema de partilha
equitativa para suportar o desenvolvimento de grandes ideias matematicas. A partir das
resolucgdes dos alunos e das suas representacées do problema, utilizando a baguete como
um modelo para pensar, conjetura que os alunos vao apurando a fragdo como um

quociente passando pelo seu significado parte-todo.

Antecipando estratégias e grandes ideias matematicas emergentes

Um dos aspetos negociados no nosso projeto de colaboracdo foi o nosso
contributo para a escolha das tarefas a realizar na sala de aula, depois de exploradas e
debatidas entre nés, antecipando estratégias, e tomando consciéncia da matematica que
ia emergindo ou que poderia emergir. Durante este momento, cada uma de nos, trouxe
um conjunto de tarefas que considerava potencialmente “boas tarefas”.

Resolvi apresentar a Beatriz “A visita de estudo e a distribui¢do de baguetes”™

(anexo 7) tarefa adaptada de Fosnot & Dolk (2002) para desenvolver em contexto de
Congresso Matematico tendo em vista criar e modelar ideias matematicas relacionadas
com as fracOes, a partir de uma situacdo de partilha equitativa. A tarefa, assim como o

contexto de trabalho, surgiu, pois, nas nossas reunides sob a minha proposta.

N&o explicando as razGes que me levavam a propor esta tarefa no contexto de
um congresso matematico, e nao fazendo qualquer “apresentacao inicial” (ndo expliquei
de imediato a Beatriz 0os motivos que me levavam a prop6-la), chegada a minha vez de
apresentar propostas, apresentei a tarefa, contando-a como uma historia, a medida que
elaborava um cartaz onde organizava os dados para neles podermos trabalhar

seguidamente.

29| amon 2005
% Fosnot e Dolk, 2002
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Partilhei, portanto com Beatriz que uns alunos tinham ido realizar uma visita de
estudo a trés locais diferentes: o oceanario, o jardim zooldgico e o pavilhdo do
conhecimento, e tinham levado sanduiches para o lanche, umas baguetes compridas. No
final da visita, os alunos estavam um pouco indignados com a injustica. Parecia pois,
que uns tinham recebido maior quantidade do que outros. O quadro resume a
distribuicdo das baguetes realizadas pelos grupos de alunos.

Quadro 11 — Distribuicdo de baguetes na visita de estudo

N dealunos | N° de baguctes

Oceanario 5 3

Jardim Zoolégico 5 4

Pavilhao do 4 3
Conhecimento

Passdmos a realizar a tarefa individualmente, seguindo-se a apresentacdo das
estratégias por nos utilizadas e a solugdo encontrada para o problema colocado: Tera
sido justa a distribuigéo das baguetes pelos diversos grupos?

Realizada a tarefa e partilhando as ideias depressa ficamos presas numa
discussdo acalorada em torno das nossas resolucdes, passando de imediato a pensar
noutras possiveis resolucdes a serem realizadas pelos alunos. Em pouco tempo
mergulhamos em torno de grandes ideias matematicas estruturantes do conceito de
namero racional que passamos a consciencializar e a evidenciar tendo em conta o

trabalho a realizar com os alunos.

Beatriz ficou completamente cativada pela envolvéncia que o trabalho nos
proporcionou e de onde emergiram as ideias centrais a desenvolver nesta tarefa e nas
que se seguiriam.

N&o quiseste de inicio influenciar-me. N&o conhecia a tarefa, nunca tinha feito nada no

género mas percebi [que ao ndo explicar nada inicialmente deixando-a viver a tarefa]

que me quiseste deixar livre de ideias de partida para a escolha das tarefas” (RS, 3)

As grandes ideias matematicas emergentes do trabalho que realizamos foram
convergentes com as grandes ideias de Fosnot & Dolk (2002, p. 55): (i) as fragdes séo
relacbes e sdo relagcbes parte-todo quando relacionadas com conceitos de partilha

equitativa; (ii) equivaléncia ndo € 0 mesmo que congruéncia (as pecas de uma figura
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que representam partes ndo tém de ser congruentes, apenas equivalentes); (iii) a fragcdo é
um quociente e por isso esta relacionada com a multiplicacdo; (iv) o todo importa, torna
as partes equivalentes; (v) a divisdo e a multiplicacdo de fracGes sdo relacdes de

relacdes.

O quadro que se segue mostra a paisagem de aprendizagem considerada para a
tarefa “ A visita de estudo e distribui¢do das baguetes” de Dolk & Fosnot (2002):

Quadro 12 — A grandes ideias para a tarefa “ A visita de estudo e distribuigdo das baguetes
adaptado de Fosnot (2007).

%+ Fracgoes sao relagoes - o tamanho ou a % As partes nao tém de ser congruentes para
quantidade da unidade interessa ser equivalentes

% FPracoes sdo relacoes parte-todo ## Para adicionar ou subtrair fracoes é

++ Fractes sdo quocientes necessario uma unidade comum

* Fracoes podem representar uma divisao < A multiplicagao e a divisao sdo relagdes de
com um quociente menor que 1 relacoes

+ Com fracdes unitérias, quanto maior o % Fragdes estao relacionadas com a
denominador, menor é a parte multiplicacdo (3/5=3x1/5) e com a

+ Fractes sao quantidades (medida) divisao (3:5 resulta em 3 das cinco partes

de uma unidade)

Foram ainda revisitadas estas grandes ideias de Lovin & Van Walle (2006, p.
251): (i) As partes fraciondrias sdo partes iguais da mesma figura ou porc@es iguais da
unidade; (ii) As partes em que se divide a unidade tém nomes especiais e “dizem-nos”,
guantas sdo necessarias para fazer a unidade. Por exemplo, sdo necessarios cinco
quintos para fazer uma unidade; (iii) Quanto mais partes se usam para fazer uma
unidade mais pequena é essa parte; décimos sdo mais pequenos que quintos; (iv) O
denominador da fragdo indica por que numero, foi dividida a unidade, de forma a
produzir a parte pretendida, logo o denominador é o divisor. O denominador indica a
parte considerada. O numerador de uma fracao “diz-nos” quantas partes da fra¢do (parte
indicada no denominador) sdo consideradas. O numerador & um multiplicador indicando

0 multiplo da parte fracionaria.
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Escolhendo o contexto de trabalho

Essas seriam eram as ideias que Beatriz teria por horizonte no trabalho com os
alunos durante o Congresso Matematico, uma discussdo coletiva com uma filosofia
muito propria que é a de fazer emergir 0s conceitos matematicos a partir da envolvéncia
dos alunos na resolugdo de problemas e da discussdo acerca da resolucéo, dos métodos,
e das estratégias utilizados, validando as solugBes encontradas ou ndo, tirando
conclusbes que servirdo de base a resolucdo de outros problemas, generalizando. A
filosofia subjacente ao Congresso Matematico € a da vivéncia de um trabalho de
investigagdo pelos alunos, em todo similar ao experienciado pelos matematicos ao longo
dos séculos. A matemaética ndo é descoberta, mas construida a par e passo, pelo trabalho
destes pequenos investigadores. “O processo de construcdo de significado € o processo
de aprendizagem. Criamos 0 nosso proprio conhecimento; ndo o descobrimos” (Dolk &
Fosnot, 2002, p. 8).

A opcéo de Beatriz por esta forma de trabalhar prendia-se com a necessidade que esta

sentia de “deixar os alunos trabalhar de forma mais autdnoma” sem ter que estar sempre

a “impor-lhe as minhas formas de pensar” (R5, 8).

Durante a preparacdo do trabalho, ambas fomos vivenciando e experienciando a
tarefa e deixando-nos levar pelas ideias matematicas que iam emergindo, clarificando as
nossas proprias ideias acerca das grandes ideias a serem posteriormente trabalhadas com
os alunos mas que se tornariam para Beatriz o horizonte matematico a manter, durante a
grande discussdo coletiva, as ideias a ndo perder de vista, pois seriam a “sua buissola”,
durante a viagem que iria iniciar com os seus alunos. Para onde quer que fosse nessa
imensa paisagem, estas seriam as suas referéncias, 0s seus pontos de passagem

obrigatorios que conduziriam as suas intervencoes.

Beatriz também escolheu modelos para apoio ao pensamento dos alunos, os
modelos que tinham trabalhado na aula anterior, as tiras de papel, as dobragens em
papel e agora a baguete; a representagdo da baguete e a sua particdo acabou por

constituir para os alunos, um modelo para pensar 0s nUmeros e as operagoes.

Nao foi no entanto, muito liberta que Beatriz se envolveu nesta tarefa. A
experiéncia realizada por nos proprias, envolvendo-nos na realizacdo da tarefa e depois
no debate confrontando estratégias convenceu-a do “poder da tarefa”. Contudo, senti-a
pouco convencida acerca do contexto da tarefa: as baguetes. Para Beatriz, a baguete nédo

¢ propriamente um contexto do proximo do quotidiano dos seus alunos. “Tem mesmo
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de ser com baguetes? Ou posso mudar o contexto? N&o € usual, os meus alunos
comerem baguetes”. Esta era a grande questdo da Beatriz nos dias que antecediam a
aula. Percebi que essa era a questdo que a preocupava. Libertei-a da questdo dizendo-lhe
para escolher os elementos da histdria que funcionassem melhor com os seus alunos, o
importante era manter as questfes estruturais da tarefa: o dilema a ser proposto, 0s
nameros envolvidos, a organizacdo do trabalho de trabalho, a vivéncia e a grande

exploracdo das resolugcfes em torno da orquestracdo de uma discussao coletiva.

5.3.2 Concretizando o trabalho

O dilema colocado aos alunos na tarefa “ A visita de estudo e a distribuicdo das
baguetes “ que ficou posteriormente com a designagdo simples de “As baguetes” foi
realizado em duas aulas: Na primeira faz-se a apresentacao do problema e propGe-se um
pequeno debate inicial que tem como objetivo garantir a apropriacdo do problema por
parte dos alunos, ao mesmo tempo que 0s envolve no contexto. De seguida, os alunos
resolvem em grupos o problema e elaboram um cartaz com as suas estratégias de
resolucdo. Na segunda aula é convocado um Congresso Matematico onde apresentam,
defendem e apresentam argumentos para as suas ideias quanto a sua resolucdo, assim
como seguem as outras estratégias de resolucdo, comparando-as, e validando-as apés
uma discussdo orientada pelo professor onde ndo sdo alheios os desacordos e

considerados como momentos chave para a aprendizagem.

O ponto de partida de um congresso matematico é a resolugdo de um problema
que envolve os alunos na procura de solucdes. A realizagdo dos cartazes com as
estratégias encontradas para a resolucdo do problema néo sdo a parte final mas o inicio
de uma grande discussdo matematica orquestrada pelo professor, em direcdo ao
horizonte matematico planeado. Nesse momento, da-se o Congresso Matematico para o
qual todos sdo convocados a partir do momento em que estdo aptos a comunicar as suas
ideias, solucgdes, problemas e conjeturas uns aos outros. O que pode ser considerado
prova ou argumento convincente, o que é considerado uma ideia forte ou uma estratégia
eficiente, ou como podem ser representadas as ideias, o que é falar de matematica, o que
pode ser considerado uma ferramenta matematica, o que é uma boa questdo matematica,

0 que serve como uma conjetura é definido na comunidade durante as interagdes. As
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respostas surgem das normas socioculturais e habitos (costumes) que se vao

desenvolvendo e de normas sociomatematicas.

A turma comeca a tornar-se uma comunidade a partir do momento em que 0s

alunos estdo envolvidos numa atividade, num discurso e numa reflexao.

Envolvendo os alunos através de uma narrativa

Beatriz inicia a aula contando aos alunos uma histéria que compds com
elementos da propria realidade dos alunos, envolvendo-os na narrativa, suscitando-lhes
o0 interesse pelo problema colocado e desafiando-os a posicionarem-se face a situacédo
colocada: a distribuicdo do lanche pelos alunos numa visita de estudo. Uma distribuicéo
que estava longe de parecer justa. A medida que vai contando a histdria vai colocando
uma cartolina no quadro onde desenha uma tabela com os locais da vista de estudo.
Convida os alunos a sintetizarem a informacdo na tabela para poderem pensar melhor na
situacdo como se pode ver no episodio que se segue ilustrativo de como Beatriz

apresenta a tarefa a turma.

Episddio 1: Sera que a distribuicéo foi justa?

P — Como eu vos disse ontem depois das aulas fui trabalhar com as minhas colegas, e
estivemos a planear algumas tarefas...ndo s6 de matematica. A professora da escola
XXXX contou-me uma experiéncia que aconteceu o ano passado com a turma dela... Ela
tem uma turma muito pequenina e estavam a trabalhar um contedo qualquer em estudo
do meio ... um trabalho de investigag@o e resolveram fazer uma visita de estudo...

Al — Aonde professora?

P — A turma foi dividida em trés grupos, e cada grupo, foi visitar um local diferente.
Vou mostrar o cartaz...

Entretanto a professora afixa no quadro um cartaz com os locais da visita de estudo. Os
alunos estdo muito entusiasmados a identificar os trés sitios e a comentar aonde ja
foram.

P — Pronto... Alguns de vocés ja conhecerdo estes trés locais mas por agora nao
interessa nada se conhecem os locais ou ndo, pois isto € um relato do que aconteceu o
ano passado a colegas vossos, esta hem?

Os alunos calam-se e ouvem de forma mais concentrada.

P — Entdo, lembram-se que a turma foi dividida em 3 grupos. Um grupo foi visitar ... o
outro ... e outro... e a visita de estudo foi de manha. Como a manha ¢ grande faz falta
uma paparoca a meio da manhd. Entdo a cozinheira arranjou um lanchinho. E arranjou
um lanchinho de baguetes. Sabem o que séo baguetes?

Vérias repostas diversas a propésito do seu préprio lanche.

P — Fui espreitar o lanche do Rafael e ele tem ali uma bela baguete...
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A professora mostra a baguete do Rafael.
A2 — Professora, cheira-me a problema de matematica!

P — Arranjou baguetes e entdo ... distribuiram-nas da
seguinte maneira: para o Oceanario foram 5 alunos, para
Jardim Zooloégico também foram 5 alunos...

A3 - A turma ao todo da 10 alunos.

P - Ainda ndo colocamos todos os dados, no quadro.
Vamos continuar... e para o Pavilhdo do Conhecimento
foram 4 alunos.

Varios alunos: 14...

P — A turma tinha toda, 14 alunos. Esta é uma turma
reduzida tem menos alunos que a nossa. A cozinheira
tinha arranjado um lanchinho com baguetes... Vamos la
outra vez... Para o Oceanario foram 5 alunos, para
Jardim Zooldgico também foram 5 alunos e para o
Pavilhdo do Conhecimento foram 4 alunos. A
distribuicdo que a cozinheira fez para o lanche dos
alunos foi a seguinte... para os 5 alunos do Oceanario,
ela deu um saquinho com 3 baguetes. ..

Figura 44 — O cartaz, realizado com os
alunos

E vai preenchendo o quadro a medida que vai continuando a histdria com a ajuda dos
alunos.

P — Para estes alunos (os do Jardim Zoologico, deu um saquinho com 4 baguetes, e para
o0s do Pavilhdo do Conhecimento, um saquinho com 3 baguetes.

A4 -10...

A5 — 10 ndo chega...

A6 — Partem ao meio...

Al - 10 ndo chega... ndo sei...

A4 — 10 ndo chega, alguém tem de dividir uma baguete ao meio.
A8 — Alguém tem de dividir uma baguete.

As vozes sdo muitas e é dificil identificar as opinides que vao sendo dadas, saltando os
alunos de ideia em ideia, uns seguindo umas ideias, outros outras. Uma verdadeira
“chuva de ideias”...

A3 — Professora ... 5 alunos com 3 baguetes t€ém de dividir ao meio.
Rui - Professora mas assim néo ¢ justo...
P — Diz Rui... E injusto porqué?

Rui — Era injusto por que ndo comiam baguetes inteiras... Ai ndo... Dois tinham que
partir e um fica com uma baguete inteira. ..

A9 — Trés ficam com uma baguete inteira.
P — Vamos seguir o raciocinio do Rui a ver se concordam ou ndo.
Vérios alunos — Eu concordo.

A8 — Trés ficam com uma baguete inteira...Em cinco alunos com 3 baguetes tém de
dividir ao meio.

Vérios alunos — Nao ¢é justo!
P — S6 um bocadinho... e ndo se esquecam do que estdo a dizer.

P — Rui, disseste que era injusto porqué? VVamos ver o que ele disse e ver se é justo ou
nao...
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A5 — Assim, alguns ndo comem.

P - Nao, todos vdo comer, ninguém vai passar fome.

P — Berta, achas que é justa esta distribuicdo?

Berta — E injusto.

P — Porqué? Estas a dizer que neste grupo devia de haver 4 baguetes.

Berta — Tinham de haver 4 baguetes e no do oceanario também tinham de haver cinco
baguetes e no do oceanério tinham de haver outras 5 baguetes. Assim todos comiam
uma.

AT — Professora, porque ha alunos que ficam sem lanchar...
Vérios alunos apresentam situagdes muito criativas.

P — Nés sé podemos trabalhar, com estas baguetes. Quando chegaram 14 j& |4 estavam
as baguetes. Era s6 com elas que eles tinham de fazer a sua distribuigdo...

P — Porque dizem o “s6”?

A2 — Por que deviam ter cinco... para os cinco alunos!

A3 — Dois partiam as baguetes ao meio e ficavam com meio.

A4 — Nenhum aluno em nenhum dos grupos ia comer uma baguete inteira.

P — H& algum aluno de algum dos grupos que va comer uma baguete inteira?
Vérios alunos — Nio...

P — Ha algum grupo em que os alunos comam uma baguete inteira?

A5 — S6 um aluno pode comer uma. Os outros comem menos.

P — Ent&o, e isso é justo, dentro do grupo?

P - Como é que n6s olhando para ali (o cartaz) sabemos que nenhum aluno vai comer
uma baguete inteira?

Ricardo — Por que o nimero de baguetes é inferior ao nimero de alunos.
P — Tem de haver justica. Algum aluno pode comer mais que uma baguete inteira?
A3 — Bem me parecia que estavamos na matematica!

P — Néo é possivel, estdo no local quando se apercebem do ndmero de baguetes em cada
grupo. Ha algum grupo em que cada aluno coma uma baguete inteira?

A6 — Podemos partir de maneira que dé um bocadinho para todos...
A5 — Podem comer mais de uma baguete...

P — Eles vao comer mais ou menos de uma baguete?

A4 — S6 podem comer menos de uma baguete. ..

P — Mas o que comerem no mesmo grupo tem de ser o mesmo... Justi¢a para todos
dentro do grupo.

A3 — Podemos deitar fora “bocadinhos”?

P — Néao, temos de distribuir tudo.

Como se pode ver nos didlogos estabelecidos entre os alunos e a professora, a
medida que a historia é contada, os alunos vao-se envolvendo e vdo fazendo

espontaneamente comentarios que Beatriz, por vezes deixa passar, outras intervém
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focando a sua atencdo nos aspetos centrais da histdria e conduzindo os alunos a uma
“apropriacdo do problema” sendo notdria a sua determinacao na condugdo do seu grupo
em direcdo a um horizonte que para ela esta claro. Muito interessante 0 comentario de
uma aluna que refere “Professora, cheira-me a problema de matematica!” sem que
contudo a professora a esclareca. Deixa-a seguir no seu imaginario até que tudo faca

sentido. Perante a introducdo da historia, a aluna ndo sabia “aonde iria ser conduzida”. ..

Estando em monodocéncia a professora trabalha as diversas areas disciplinares e
ndo parece compartimenta-las. Essa ideia foi posteriormente falada e Beatriz confirma
essa perspetiva “holistica” de trabalhar as diversas areas disciplinares. Diz-me: “Quando
comec¢o um dia uma histéria na Lingua Portuguesa depois sigo com essa historia e
trabalho na Matematica, no Estudo do Meio, tento ter um fio condutor que ligue as

diversas aprendizagens” (R7).

Beatriz faz uso da narrativa ao colocar a tarefa no centro de uma historia. A
narrativa foi desempenhando um papel importante no envolvimento emocional dos

alunos pois ajuda a criar significado.

A apresentacdo da tarefa foi feita pela professora sem pressas, levando o tempo
necessario para que os alunos se fossem apropriando das condicGes dadas no problema e
dos pressupostos como foi possivel seguir no episddio transcrito. Perante a pergunta do
aluno se pode deixar bocadinhos, a professora deixa claro “Nao, temos de distribuir

tudo”.

Foi notdrio o envolvimento emocional dos alunos na situacdo, analisando a
situacdo apresentada, posicionando-se face ao dilema da justica da distribuicdo das
baguetes pelos grupos. Sugerem de imediato solugdes que a professora vai desviando
para os centrar no problema, na contingéncia da situagdo que cria o dilema. Claramente,
Beatriz trabalha a questdo da distribuicdo por todos os alunos de uma parte igual
associada ao valor da justica, valor a que sdo muito sensiveis. Ao desafiar a Berta (ver
episddio) a dar a sua opinido sobre a justica ou injustica e “puxando” por ela para
expressar o seu sentimento de injustica, leva-a a encontrar uma situacdo simples que
reparava a injustica e que revelava a sua compreensdo de que todos comerem uma
baguete implicaria ter 0 mesmo nimero de baguetes que de alunos. A reflexdo realizada
de seguida é ja em torno do desenvolvimento do sentido de numero, ao fomentar a

comparagdo com a unidade, um valor de referéncia.
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Clarificados os pressupostos, todos tém de comer a mesma parte no mesmo
grupo, ninguém fica sem lanchar, ndo podem sobrar bocados, ndo se podem ir buscar
mais baguetes, os alunos comecam a ficar “centrados” nas condi¢des de partida e em

condicdes de procurar solugdes para esses dados.

Foi com surpresa que ouvi a apresentacdo da tarefa com a histéria das baguetes e
que a vi iniciar a sua apresentacdo com uma baguete do lanche de um aluno

introduzindo na sua histdria elementos da realidade dos seus alunos.

O papel do contexto é envolver, ajudar a atribuir significado ao dilema colocado,
pelo que o importante ndo seria serem bollycaos, sanduiches ou baguetes mas que a
historia em que se envolviam Ihes fizesse sentido e suscitasse a curiosidade necesséria a
busca de uma solucdo, uma vez que a conversacao se faz sobre o contexto. Quando um
contexto € real e faz sentido para os alunos a conversacéo relaciona-se com o contexto”
(Fosnot & Dolk, 2002, p. 28). A situacdo podera ser ficticia mas tera de permitir que os
alunos sejam capazes de a imaginar e de pensar e agir dentro dos seus parametros “ a
situagdo permite que os alunos percebem o que estdo fazendo” (p. 29). Se o problema é
apropriado pelos alunos e os toca de alguma forma, colocando-lhes um dilema, uma

curiosidade, ou se os desafia, comecga a ganhar vida.

Apoiando o trabalho dos alunos no pequeno grupo

Durante cerca de uma hora os alunos trabalharam entusiasticamente distribuindo
as baguetes pelos alunos de cada grupo tentando identificar a parte de baguete que cada

aluno teve direito ao realizarem uma distribuicéo justa, ou seja, ao fazerem a diviséo.

Distribuidos os materiais de apoio ao trabalho, uma folha A3 branca para
rascunho e dois marcadores (tendo a professora entregue a cartolina mais tarde) todos
iniciaram a resolucdo do problema recorrendo a representagdo iconica: partiam do
desenho das baguetes e de representacdes dos alunos (numeros, cabecas, bonecos) e
representavam a divisdo a realizar atribuindo a cada aluno quantidade igual de partes.
Além de encontrarem dificuldades na divisdo em partes, pois nalguns casos ocorria uma
mudanca de unidade (quinto da metade e ndo da unidade), deparavam-se também com
dificuldades em “nomear” as partes que obtinham esquematicamente. Esse era o
principal desafio depois de terem conseguido encontrar um método de resolugédo, que
normalmente seguiam para todos os grupos da visita de estudo.
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Beatriz percorreu os grupos todos durante a realizagdo do trabalho, adequando o
tipo de apoio a necessidade dos grupos. Para uns bastou uma palavra de incentivo ou
uma sugestdo relativamente organizacdo do trabalho, noutros, sentou-se e ouvindo as
duvidas ia escolhendo o que dizer de forma a possibilitar o desenvolvimento do trabalho
dos alunos sem contudo reduzir o nivel de dificuldade da tarefa. Nas suas palavras
“queria perceber por onde eles iam, como pensavam” (RS, 10) e refere ainda “dar-lhes

um pequeno empurrdo se via que estavam meios perdidos” (R5, 11).

Instituindo a cultura de sala de aula

Na aula seguinte Beatriz convida todos a participarem de um Congresso
Matematico vivendo o espirito de uma grande comunidade matematica, reunida para
conjuntamente analisar os diversos trabalhos e validar as estratégias de resolucao.
Recorda a primeira discussao realizada, algumas normas que caracterizam a sua cultura
de sala de aula, e que vao sendo recordadas criando a identidade dessa comunidade. E
convida todos a olharem atentamente os cartazes dos colegas como ilustra o episddio

que se segue.

Episédio 2: Convocando os alunos para o Congresso Matematico

P — Na aula passada tinham este problema para resolver: Trés visitas de estudo a trés
lugares diferentes com esta distribuicdo de baguetes (apontando para o cartaz). A
partida olharam para ali e viram que..

Varios alunos — N&o havia baguetes suficientes para todos os alunos.
P—-Eque...
Varios alunos — A partilha ndo era justa.

P — Entdo, agora vamos partilhar como todos fizeram. Além da forma de cada um, hé
outras cinco formas de fazer. Algumas poderdo ter erros. Partilharam com o grupo as
vossas ideias, chegaram a consensos e nos vossos cartazes esta 0 consenso que 0 grupo
obteve.

Al — Vamos mostrar a nossa forma de fazer.

P — Para além da tua forma, vais conhecer outras formas de resolugdo que podem ser
iguais as tuas, ou nao. Tudo foi construido por vés, e agora, 0 importante € validar ou
ndo o que se fez.

Varios alunos — Umas serdo iguais outras ndo...

P — Vao comparar as estratégias dos diversos grupos, mas ndo faz mal se houver algum
erro, porque do erro...

Vérios alunos — ... constréi-se o0 saber!
P — E ndo vamos desistir por aqui. A errar € que nos...

Varios alunos — Aprendemos!
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P — Aprendemos com os erros também! Entdo... A apresentacdo dos cartazes sera de
acordo com uma ordem escolhida por mim de acordo com os raciocinios realizados,
normalmente uns mais simples, outros um pouco mais complexos, todos podem ser
validos. Portanto, os grupos vao apresentar de acordo com a ordem em que eu numerei
0s cartazes. Vamos propor aos ““ matematicos” do grupo 1 que revelem a sua resolugdo
do problema... Comecem...

O grupo dirige-se para o quadro, onde a professora coloca o cartaz.

Ha diversos movimentos na sala, dirigindo-se o grupo 1 do cartaz azul para o quadro.
Outros alunos solicitam & professora o seu prdprio cartaz.

P - Neste momento ndo vao precisar do vosso cartaz para nada. V&o ter de se preocupar
em ouvir os raciocinios dos vossos colegas e verificar se estdo bem. Eles tém de vos
convencer que a estratégia deles é correta e depois verificar se € eficaz ou néo.

P — Deixem s6 eles verem primeiro o vosso cartaz! Quem conhece 0 vosso cartaz séo so
vocés e eu...

Na cultura da sua aula gque vai instituindo a medida que vai vivendo a relacdo e a

interacdo com os alunos, como podemos ver em algumas das suas intervengoes, Beatriz

da importancia:

a)

b)

A normas sociais para um bom funcionamento da sala, como: a escuta ativa,
“Vao ter de se preocupar em ouvir os raciocinios dos vossos colegas”;
participacdo ativa, “Partilharam com o grupo as vossas ideias, chegaram a
CONSEeNnsos € Nos vossos cartazes esta 0 consenso que o grupo obteve (...) agora,
0 importante é validar ou ndo o que se fez.”

A valores essenciais na formacdo dos alunos e da comunidade de sala de aula,
como: (i) a valorizacdo do saber e da construcdo do saber pelo trabalho arduo da
comunidade “Tudo foi construido por vos” ; (ii) a valorizagdo do trabalho de
equipa “Partilharam com o grupo as vossas ideias, chegaram a consensos e nos
vossos cartazes estd o consenso que o grupo obteve”; (iil) a aprendizagem a
partir do erro, “Aprendemos com os erros também”; a responsabilidade
partilhada na validacdo das solucdes encontradas e estratégias usadas (alunos e
professor corresponsaveis pela validacdo do trabalho realizado); (iv) a
persisténcia e a disciplina ndo desistindo perante um erro, “E ndo vamos desistir
por aqui”.

A normas sociomatematicas, o que é considerado valido relativamente a
matematica, nesta comunidade de aprendentes, como: a diferenca matematica,
que consiste na distin¢do entre diferentes estratégias “outras formas de fazer”, “o
importante ¢ validar ou ndo o que se fez”; a sofisticacdo matematica, além de

distinguir as estratégias, identificar a sua eficacia para uma dada situacdo, “Eles
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tém de vos convencer que a estratégia deles € correta e depois verificar se €
eficaz ou ndo”.

d) Ao trabalho com diversas estratégias e com a verificacdo da eficacia da
estratégia; a professora esta a colocar-se numa perspetiva de trabalho com os
nameros, a partir do significado que assumem no contexto do problema, e numa
perspetiva de desenvolvimento de sentido de numero, levando a uma maior

compreensdo dos numeros e das operacoes.

Emergindo a noc¢ao de adicéo de fracbes

Durante o congresso matematico, Beatriz continuou a suportar e a encorajar o
desenvolvimento das ideias dos alunos, através da apresentacdo das estratégias dos

alunos e das suas explicacdes e argumentos.

No episddio 3 pode-se ver o primeiro cartaz escolhido por Beatriz (figura 45)
porque referiu “a estratégia pareceu-me a mais simples de compreender, dividir cada
baguete em cinco partes e ir buscar a parte de cada um.” A “grande ideia” embebida no
contexto do problema é a relacdo entre a fracdo e a divisdo — a fracdo é uma divisao, e
vai emergindo nas representacGes dos alunos e sobretudo no dialogo desenvolvido em

torno da discussdo das estratégias por eles desenvolvidas.

A sua grande preocupacdo era simultaneamente manter o horizonte matematico,
garantir o trabalho das grandes ideias, da estrutura da matematica e simultaneamente do
desenvolvimento dos alunos, de todos os alunos. E neste limiar que tem de caminhar.
N&o pode largar nenhum dos seus objetivos. Uma forma de acompanhar o
desenvolvimento dos processos de pensamento dos alunos € pedir que intervenham para

“convencer outros colegas” como se pode acompanhar no episddio 3:

Episodio 3: E por que é que essa parte se chama um quinto?
Al — Néo estou a perceber desde o principio, eu!
Rui (explicando sem ser percetivel) — Entéo, .........

P — Matematicos, ouviram? A Al colocou uma questdo. Serd que vocés a conseguem
resolver?

Alunos do grupo — Claro.
Al — Nao percebi, desde o principio!

Vérias vozes — Nem eu, professora, nem eu... (ndo estavam a perceber)
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P — Se calhar, ¢ melhor comegar tudo desde o principio...

Rui — Entéo, eram cinco alunos e havia trés baguetes... Cada a baguete foi dividida em
cinco partes.

Gongalo — Nos dividimos trés baguetes em cinco partes.

P — Ou seja, cada baguete foi logo dividida em cinco partes.
Rui — E depois...

P — Por que é que dividiram cada baguete em cinco partes?
Rui — Porque eram cinco alunos. Ndo podia sobrar...

Gongalo — Nao podia sobrar... Dividimos em cinco e outra vez em cinco... eram cinco
alunos.

Rui (sobrepondo-se ao raciocinio do colega) — Fomos dividir outra vez e deu um quinto
mais um quinto, mais um quinto.

P — O que é que é um quinto?

(Siléncio)

P — Por que é que essa parte se chama um quinto?

Rui — Por que tem cinco partes divididas e s6 tem uma pintada.
P — Concordam?

Vérios alunos — Sim!

Uma voz — J4 estou a perceber...

Alguns alunos — Eu também!

P — E por que dizes que cada um comeu trés quintos?

Gongalo — E depois estes quintos é o que cada aluno comeu (apontando para cada um
dos trés quintos). Eram trés baguetes, cada um comeu trés quintos.

Figura 45 — O cartaz com a estratégia do grupo do Rui e do Gongalo

“Por que ¢ que dividiram cada baguete em cinco partes?” € a intervengdo que a
professora faz, que lhes permite explicitar a ideia de que relacionaram a fragcdo com a
divisdo. Trabalham com quintos porque séo cinco os alunos, tendo que obter cinco

partes iguais, a ideia de partilha justa inerente ao contexto do problema.
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Beatriz insistiu com Rui para explicar a sua resposta que para ele e os do seu
grupo podia ser clara mas que para todos os outros podia ndo o ser. Ao fazé-lo enfatiza
outra grande ideia: as fracbes podem-se somar se a unidade é comum. Na primeira
intervencdo o Rui faz o raciocinio através da adi¢do, um quinto, mais um quinto, mais
um quinto, séo trés quintos, da segunda vez diz questionado pela professora faz “como
que uma generalizacdo” recorrendo a multiplicagdo das partes (cada um comeu um
quinto, trés baguetes, trés quintos, 3 x 1/5). O grupo do Rui fé-lo de uma forma intuitiva
e Beatriz da forca a ideia ao incentivar o aluno para reforcar a sua explicacdo faz

emergir esta ideia.

Emergindo a nogdo de multiplicacéo de fracdes

O quarto cartaz escolhido por Beatriz foi o do grupo do Jodo e continha uma
estratégia diferente da seguida pelo grupo do Rui, mas igual a do grupo que tinha
apresentado anteriormente. Contudo ndo estava correta. A primeira intervencdo gerou
uma grande confusdo de ideias no proprio grupo e nos restantes elementos da
comunidade. “O que parecia ja tdo certinho, tornou-se de repente uma confusao... foi
como se andassemos para tras” (RS5). A primeira grande questdo a ser trabalhada por

Beatriz foi a do tamanho das baguetes:

Episodio 4: Mas na realidade séo as trés de tamanhos diferentes ou as trés do
mesmo tamanho?

Varios alunos — As baguetes ndo sdo iguais!
P — Desenhaste-a assim mas nao foi de proposito ela ser maior?

Jodo — Néo! Bem foi de propoésito para se ver melhor porque eram muitas partes, mas
sdo do mesmo tamanho.

P — Mas na realidade sdo as trés de tamanhos diferentes ou as trés do mesmo tamanho?
Berto — Sdo do mesmo tamanho.

P — De certeza? Concordamos com isto?

Varios alunos —-Sim.

P — Comunidade, esta combinado entdo que as baguetes sdo todos do mesmo tamanho.
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Parecendo ter de andar para trds no percurso ja realizado anteriormente, Beatriz
reforcou uma vez mais esta ideia, apoiando assim alguns alunos para quem esse passo

ainda ndo estava claro.

Beatriz pediu ao grupo para retomar a apresentacdo da sua estratégia assumindo
todos este pressuposto e apesar da representagdo pictorica induzir outra ideia. A
estratégia que o grupo seguiu foi dividir as baguetes em metades e depois em quintos.
Contudo, surge outro impasse de seguida que se prendeu com o fato de nem todos terem
recebido uma metade. O episoddio que se segue relata a discussdo a partir deste

momento.

Episddio 5: Por que é meio quinto e ndo um quinto?

Continua a discussao em torno da apresentacao dos colegas.

A10 — Mas o aluno 5 ndo comeu 0 mesmo.

Jodo — Pois ndo, falta uma metade parao 5

A9 — SO comeu a fatia pequena.

P — Como o fariam entdo? VVamos descobrir!

Os alunos recomecam a distribuigéo.

Gongalo — Partimos em metades.

Berto — Distribuimos cada metade para cada menino. Cada menino, recebe uma metade.

P — O menino 1 recebeu a metade 1, o menino 2, a metade 2 e assim.... Ja estdo a
perceber?

Varios alunos — Sim.

P — E ficaram por ai, ndo comeram mais nada?
Harry — Ainda comeu mais um destas partes.

P — E a essas partes chamadmos...

Gongalo — Meio quinto!

P — Concordam?

Jodo — Cada aluno comeu metade mais meio quinto.
P — Por que é meio quinto e ndo um quinto?

A3 — Meio quinto é um quinto de meia baguete.

A2 — Se fosse um quinto teria de ser a baguete inteira .
A6 — Parte e metade é sempre a mesma coisa?

P — N&o, parte e bocado é que € a mesma coisa. As partes podem ser metades, quintos,
ou outra coisa. Vamos chamar parte aos bocados de baguete, combinado?

A6 e outros alunos — Combinado!
A5 — Esta estratégia é igual a do grupo anterior.

P — Os vossos colegas estdo a dizer que esta estratégia é igual a do grupo anterior
(cartaz verde).

Varios alunos — E verdade!
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Perante a intervengdo do colega que questiona o fato de o aluno 5 ndo ter comido o
mesmo que os restantes, Jodo assume o erro (Fig.46). Beatriz sugere entdo um recomeco
do raciocinio: “ Como o fariam entdo? Vamos descobrir!”. Desta forma incentivou os

alunos a uma autorregulacao (Fig. 47).

Figura 46 — O erro na estratégia Figura 47 — O recomego do raciocinio

13

O erro ao invés de ser “uma pedra na engrenagem”, tornou-se ““ motor de
arranque” para um novo desenvolvimento, a partir do anterior. O que Beatriz fez foi
trabalhar com as confus@es dos alunos, sendo estas parte da discussao e ndo elementos s
deixar de fora. Trabalhou no desequilibrio do aluno, usando as “confusdes” para todos
darem passos mais seguros no percurso de aprendizagem. Refletindo sobre este episodio
que para ela foi surpreendente, refere:

O trabalho com a estratégia errada foi muito importante, no entanto, ndo ia prever essa

estratégia errada, contudo ...senti-me preparada para a trabalhar. Ndo vou adivinhar as

intervencgdes, a forma como lidam com a dificuldade mas posso estar atenta e aproveitar

(R5, 62)

E acrescenta recordando os momentos recentemente vividos: “ Com tio pouco,
pode-se criar tanto... bastam pequenas coisas para despertar alguma coisa. Tenho de

planificar tudo muito bem para poder fazer uma boa tarefa, mas néo é suficiente. Tenho

de aproveitar o momento da discussao, no proprio momento” (RS, 134).

Beatriz aproveitou esta estratégia para fazer sobressair uma grande ideia
matematica que estava emergente. Cada aluno do planetéario recebeu metade de uma
baguete e um quinto de metade de baguete. Um quinto de metade é uma relacdo de
relacdo. Houve aqui uma mudanca de unidade que ndo permite a soma das diferentes
parcelas. Para isso tém de arranjar forma de a unidade ser a mesma. Intuitivamente A2
responde que para ser um quinto teria de ser da baguete inteira. Se o quinto € da metade
n&o ¢ quinto. E outra coisa, outra parte da mesma unidade.
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Beatriz realizou o trabalho com essa ideia de uma forma mais profunda no
seguinte dialogo:

Episédio 6: Duas quintas partes diferentes

Pedro — No6s tinhamos trés baguetes. Dividimos ao meio e demos uma a cada aluno.

Depois sobrou uma metade. Depois ... dividimos a metade em cinco partes.

P — Como se chamara essa parte representada a branco?

A6 — Um quinto.

P — Concordam que ....

Varios alunos — Sim

P — Porqué?

AT — Porque esta dividida em cinco partes.

P — Esta certo? Sim...

Vérios alunos — Nio...

Nuno — So6 dividi metade da baguete.

P — Mas o que é a quinta parte?

Perante a discordancia a professora pega no cartaz azul.

P — Esta quinta parte (uma baguete dividida em cinco partes) é igual a esta?

Varios alunos — Nao...

Foi sé metade da baguete que dividimos.

A8 — Ali, a baguete inteira esta dividida em cinco.

P — Aqui o que foi dividido em cinco, a metade ou a baguete inteira?

AT — A metade.

P — Como lhe poderemos chamar?

Pedro — Meio quinto...metade de um quinto.

A8 — S6 a metade ¢ que foi dividida em cinco...

A9 — Fica metade de um quinto.

P — Pode ser valido?

Pedro — A metade esté dividida em cinco. Entéo temos metade de um quinto.

Outra “grande ideia” relacionada com o desenvolvimento do sentido de nimero
¢ a de que um quinto é uma grandeza relativa. Depende da unidade de referéncia.
Beatriz trabalhou com os seus alunos esta ideia que emergiu da necessidade de repartir
por cinco alunos a metade de uma baguete. Distinguir um quinto de uma baguete de um
quinto de meia baguete e ainda mais converter essa quantidade a um todo comum
indicia uma certa destreza com 0s nimeros e as operacdes designada por Mclntosh,
Reys e Reys (1992) sentido de nimero. Nesta fase esse passo ainda é dificil para os

alunos como se pode notar no episodio 7.
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Episodio 7: E se em vez dividissemos a outra metade também em cinco partes?

Nuno — Nos dividimos a baguete inteira em bocadinhos. Mas a outra que sobrou
dividimos em cinco partes.

P — Houve uma metade que eles deixaram inteira. E a outra metade que sobrou é que
dividiram em cinco bocadinhos, foi?

Nuno — Sim. Mas podiamos ter dividido a baguete toda em bocadinhos.

P — Se dividissemos a outra metade da mesma baguete em cinco bocadinhos...podia?
Pedro — A baguete toda ficava dividida em 10 partes, porque 5 + 5 é 10.

Al - Concordo, se dividissemos em cinco as duas metades havia 10 bocadinhos.

A — Demos uma metade a cada menino mas sobrou uma metade e demos cinco metades
de quintos a cada menino. (O aluno queria dizer que deu metades de quintos).

Os alunos ndo conseguem compreender bem que nome dar a quinta parte da
metade. A professora tenta fazé-los compreender que ao dividirem metade da baguete
em quintos ndo tem quintos, mas tem décimos. Beatriz referiu “ter sido dificil
compreender esta mudanca” e que ‘“foram necessdrios, outros momentos, outras
situagdes para perceberem esta ideia” (RS, 15). Muitas vezes o trabalho com as
“grandes ideias” matematicas tem de surgir varias vezes, através de diversos tipos de
tarefas, o que significa que se terd de passar pelos marcos, os pontos de referéncia na
paisagem de aprendizagem a que aludem Fosnot e Dolk (2002), vérias vezes. N&o
através de um percurso mas de varios, como alguém que faz uma viagem e nunca segue

0 mesmo caminho para ter diversas perspetivas da paisagem.

Fracdo como quociente

SO apos a discussdo da estratégia desenvolvida pelos alunos e da reformulacao

5531 é que

do raciocinio, pelo grupo acompanhado por toda a “comunidade matematica
Beatriz os desafia a explicarem o que significa 5:3. Apesar de os elementos do grupo
serem perentdrios na resposta, Beatriz quer um esclarecimento mais profundo.
Incentiva-os a leitura da expressdo a luz do contexto do problema: O que significa

escrever 5:3?

3 «Comunidade matematica” expressdo de Van Walle e Lovin (2006 )

150



Do nimero natural ao racional: Um projeto de colaboragdo com uma professora do 3° ano de escolaridade

Episodio 8: A minha divida é o que representa 5:3?
P — Agora que ja explicaram a vossa resolugéo, posso colocar uma questdo? Tém 5: 3. O
que significa?
Jodo — Esté errado.
Berto — Foi um engano...
P — Mas ndo querem pensar nisto? O que sdo 0 5 e 0 3?
AT — Cinco alunos a dividir por trés baguetes.
Outros alunos — Néo faz sentido!
Jodo — Queriamos dividir as trés baguetes pelos cinco alunos (Fig. 48).
P — Mais alguma questdo que queiram colocar?

Muitos alunos — Né&o!

Figura 48 — O significado de 5:3

Beatriz ao suscitar a ligacdo dos numeros ao problema, contextualizando,
procura atribuir-lhes significado. Apesar desta expressao, estar no cartaz desde o inicio,
e de intuitivamente, os alunos recorrerem a divisdo para expressarem a partilha justa,
inicialmente incorreram em erro. Ao remeté-los de novo ao contexto do problema, os
alunos pareceram resolver a questdo sem problemas afirmando ter sido um engano.
Beatriz quis certificar-se de que, atribuiam sentido aos numeros e a operacao. Numa
perspetiva de desenvolvimento de sentido de numero, importa que os alunos
desenvolvam um conhecimento intuitivo das fracBes, em que os numeros tenham
estejam associados ao contexto, representem entidades concretas e ndo abstratas,
tenham “rotulos” 32. Até que, a medida que se desenvolve a sua capacidade de
abstracdo, “os numeros podem ser separados de tais situagbes e podem comecar a

formar um mundo préprio no seu pensamento das criangas” (van Galen, F. et al., 2008,
p.15)

%2 “labelled and unlabelled numbers” no original, van Galen, F. et. al. (2008)
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5.3.3 Refletindo com Beatriz

Para Beatriz foi novidade trabalhar uma tarefa em contexto de congresso
matematico. Se ja tinha por habito ter uma aula em que gostava de dar a voz aos seus
alunos, nao conhecia a filosofia de trabalho em congresso matematico. Falando sobre
essa experiéncia descreve-a assim:

Num congresso matematico, para o aluno, hd uma partilha, hd raciocinios, ha

conclusdes... [0 aluno] ird escolher noutra altura uma estratégia a utilizar que podera

servir depois. Ouve os outros ¢ forma como fazem... e porque escolheram fazer assim.

Ouvindo os outros vai construindo o seu proprio saber...(R8,7).

Logo apds o congresso matematico, Beatriz menciona que “ de forma intuitiva,
eles trabalharam praticamente todas as grandes ideais relacionadas com a construgéo do
conceito de numero racional. Dividiram no nimero de pessoas para que as partes
fossem justas, mesmo sem lhes chamar o nome...” (R10,6).

Estava 14 tudo, ndo com os nomes, mas estava la tudo. Como tarefa inicial, ndo bem a

inicial, mas o primeiro grande problema, tinha la tudo. Podiam-se trabalhar as ideias

centrais do conceito de fracdo a partir da resolugdo do problema. Contudo, houve

pequenas tarefas que ja Ihes deram essa nogdo. Se ndo houvesse a ideia da partilha justa,

ja trabalhada noutra tarefa anteriormente, se calhar ndo dividiam igualmente... (R10,8)

Pensando no seu papel como professora, sentiu que algo mudou. Sente o papel
do professor noutro nivel. Ao nivel de um membro entre outro da comunidade de
pratica, com uma responsabilidade diferente. Mas ndo o detentor do “poder do
conhecimento”. Sente que o professor tem 0 papel crucial de fazer emergir a discusséo
em torno de ideias matematicas mas trabalhando essas ideias através das ideias dos
alunos, daquilo que vao exprimindo, da sua propria experiéncia matematica.  “O papel
do professor € um papel pouco interventivo... pelo menos como o que era costume ser
interventivo” (R8,7). Contudo sente necessidade de intervir quando as intervengdes dos
alunos ndo ocorrem. “Eu fui muito interveniente, mas por outro lado, ndo podia deixar
passar 0 tempo. Essa dualidade é constante, eu acho que vai acontecer sempre noutras
situacdes. Esse € o papel dificil que o professor tem. Agir nesse momento... Mesmo
sem certezas! (R8,70). E pedindo-lhe que exprimisse como geria essa escolha entre o
dizer ¢ o ndo dizer, Beatriz explicita “ [0 professor] esta a ouvir, a acompanhar a

caminhada dos alunos... Se ¢ altura, 0 momento certo e a hora certa’ ha que colocar as
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questdes centrais. Mas primeiro esperar ¢ depois ndo largar!” (RS, 46), “essa dualidade

existe sempre, constantemente” (R8, 47).

Beatriz refere um aspeto emocional que se relaciona muito com a forma como o
professor age com os alunos e o ensino. O fato de sentir inseguranca pode condicionar a
sua atitude

(...) Primeiro a minha ansiedade e depois no inicio, eles estavam muito pouco

interventivos. Acabei por intervir mais no inicio. Até ganhar confianga... Depois 0 meu

papel foi-se tornando pouco interventivo, os alunos foram colocando as questdes que eu

podia levantar. Mas no inicio senti dificuldades ... (R8, 49)

Explicitando as dificuldades sentidas refere “N&o intervir tanto, deixar de ter o
papel de primeira protagonista. Eles aprenderam comigo e eu com eles. Neste primeiro
congresso, reconheco que o meu defeito, foi ser demasiado interventiva” (R8, 54). E
assume que era por receio de ndo conduzir bem a discussdo, de ndo conseguir leva-los

aonde desejava que fossem.

Refletindo sobre o que significava apresentar um trabalho e realizar um
congresso matematico, Beatriz compara com os trabalhos que apresenta noutras areas:
“Podem levantar questfes, mas ndo, no estudo do meio ndo ha a preocupagdo de
acompanhamento de um processo, € uma apresentacdo simples, ndo da origem a

discussdo em torno de conceitos, nem grandes argumentagdes”. (R8, 28).

Desafiando-a a dar conselhos a um colega para a realizacdo de um congresso
matematico, Beatriz salienta de imediato “As tarefas de um congresso matematico, nés
temos em primeiro lugar que as fazer. Experimentarmos nds proprios as tarefas, fazé-las
nos, sentir as dificuldades do proprio processo. Antecipar as dificuldades e as
intervencdes dos alunos” (R8, 58). Obviamente que nos questiondmos se esta situagdo
ndo seria generalizavel para o professor, independentemente do contexto de trabalho da
tarefa. Beatriz reage de imediato: “Claro que sim, o professor deve preparar sempre a
tarefa, mas o que me ocorreu de repente foi como a preparacdo da tarefa, no sentido de a
fazermos mesmo e de discutirmos com outros, ¢ muito importante” (RS, 60). O que
acontece é que “... ao preparar-me eu sabia que estaria em melhores condi¢des para
enfrentar o imprevisto” (R8,66). E numa aula em que se discutem abertamente ideias, 0

imprevisto acontece.
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Refletimos também que esta primeira experiéncia de congresso matematico tinha
sido realizada com a tarefa proposta por Fosnot & Dolk (2002) para o estudo das
fracbes, decimais e percentagens. Contudo, outras tarefas poderiam ser trabalhadas
usando este contexto. E a pergunta que surgiu foi, que tarefas? Que caracteristicas terdo
de ter as tarefas? Beatriz diz que as tarefas deverdo ser “ Problemas abertos para [0os
alunos] terem a hipdtese de seguirem varios caminhos (...) que o contexto ¢ importante
para permitir a envolvéncia dos seus alunos, motivando-os, envolvendo-os”(RS8, 22).
Beatriz menciona “a producdo de cartazes, também é importante, concretiza, valoriza,
deixa uma marca no tempo que se pode tornar um recurso de sala de aula em momentos
seguintes” (RS, 24).

Deixando um remate final no trabalho com este contexto de aprendizagem, pedi-
Ihe que explicitasse o0 que considerava ter sido influéncia desse contexto nas
aprendizagens que se foram realizando em torno da tarefa “A visita de estudo e
distribuicdo das baguetes”. “Convencer, orientar, verificar, certificar, apresentar outra
forma de fazer... perceber se a forma de fazer é valida matematicamente. A

apresentagdo estimula a envolvéncia dos alunos, ajudou a manté-lo curioso...” (R8, 32).

Olhando para o trabalho desenvolvido pelos alunos Beatriz considera ser
surpreendente na terceira aula da unidade, os alunos terem desenvolvido uma certa
compreensio da fragdo: “como se umas ideias se fossem ligando as outras” (RS, 7). E
como se Beatriz estivesse a ver o seu trabalho com as ideias dos alunos, com a imagem
de uma grande rede que vai ligando pontinhos criando aos poucos ligacGes e ligacoes

entre as ideias, desenvolvendo uma compreenséo conceptual.

Que compreensdo? Que quantidade de compreensdo? Usando a imagem do
continuum da compreensdo de Van Walle e Lovin (2006), a compreensdo estende-se
num sentido designado por instrumental, quando néo existem muitas relagdes entre as
ideias e noutro sentido, designado por conceptual, quando as relagdes entre as ideias se

multiplicam, formando uma grande teia entre as ideias novas e as existentes.

Contudo o trabalho de Beatriz ira também passar pela ligagdo entre as ideias.
Tendo clarificado os pontos de passagem caberia a Beatriz encontrar a forma de
passagem. “Ensinar e estudar com problemas, representar € comunicar acerca das
conexdes entre ideias e temas mais vastos nas quais essas conexdes estdo localizadas é

uma pega essencial no trabalho do professor” (Lampert, 2006, p.435)
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5.4 Um dilema em torno do tamanho da unidade: Trabalhando a natureza

relativa da fracéo

Esta tarefa “ A discussio do Jodo e da Maria”>®

surge também, na segunda etapa
da trajetoria (1) Da simbologia da fragdo ao “sentido de numero fra¢do” € é a sétima
da sequéncia. Aparece depois de um conjunto de tarefas, de onde foi emergindo o
significado de fracdo como operador, a partir de situacdes de partilha equitativa e da
fracdo como parte de um todo. A questdo da “justica entre as partes” muito trabalhada
por Beatriz na tarefa anterior, “A visita de estudo e a distribui¢ao das baguetes”, deixou
uma ideia forte: para comparar fragdes temos de estar referenciados a mesma unidade.
Nas tarefas anteriores, o foco esteve na comparacdo de quantidades relativas a mesma
unidade através dos significados de parte-todo e de quociente. Como a professora foi

salientando, “podemos comparar, pois temos sempre baguetes iguais”.

5.4.1 Preparando o trabalho com Beatriz

A tarefa que propus foi retirada das Provas de Afericdo de 6° ano de 2001.
Propus a tarefa por a considerar muito interessante, na medida em que permite ao
professor inverter os padrdes de pensamento que foram sendo usados nas tarefas
anteriores. No fundo, um raciocinio inverso, ao que se foi fazendo anteriormente: s6
podemos comparar duas fragdes se criarmos uma unidade comum. E a natureza relativa
da fracdo que emerge: s6 podemos pensar na parte como quantidade se soubermos o

tamanho da unidade.

Durante a preparacao das aulas, discutimos o interesse da tarefa “A discussao do
Jodo e da Maria” para trabalhar a natureza relativa da fragdo e a professora considerou
que poderia proporcionar um debate favordvel a clarificacdo e aprofundamento do

conceito. Assim, considerou gue seria interessante inclui-la, na sequéncia.

A tarefa que passou a designar-se por “A discussdo do Jodo ¢ da Maria”, € uma
adaptacao da tarefa de Beatriz da tarefa proposta. Perante a questdo colocada: “Quem

tera comido mais?”” (o Jodo comeu metade e a Maria um quarto), que € uma formulagéo

3 A tarefa encontra-se no anexo 7
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semelhante a da tarefa anterior (das baguetes), ha no entanto trés respostas possiveis,

que dependem do tamanho do chocolate de cada um deles.

A questdo colocada inicialmente era a de se seria possivel, ambos terem comido

o0 mesmo. Beatriz deixa a questao “mais aberta”.

O quadro 15 explicita as grandes ideias a ter por horizonte, no trabalho com os

alunos, nesta tarefa.

Quadro 13 — As grandes ideias para a tarefa “ A discussdo do Jodo e da Maria”, adaptadas de
Fosnot (2007)

<+ Fracdes sao relagdes — o tamanho ou a Fragoes sao quantidades (medida)
quantidade da unidade interessa Fracoes podem ser pensadas como
+ Fracgoes sao relagdes parte-todo operadores

+# Fracoes sdo quocientes

*
R X
*
“*

G

Beatriz € muito cuidadosa na escolha das tarefas, procurando encontrar
contextos familiares aos alunos, o que revela ndo sé sensibilidade matematica, como
também, um profundo conhecimento sobre os seus alunos, que oportunamente usa para
ensinar Matematica:

Nao ¢ s6 colocar um problema que seja giro... é fundamental que esteja relacionado

com o dia-a-dia da crianca pois desperta-lhes mais o interesse e eles percebem o que é

que la esta; é criar-lhes condicBes para que eles desenvolvam estratégias para resolver

aquele determinado problema; (...) é conter determinados ingredientes...que fazem parte

da suas historias de vida, facultar-lhes meios para que o que lhes é pedido fazer mais

sentido.34

Este cuidado revela-se, por exemplo, no enunciado da tarefa (Fig.49) que foi
adaptado das Provas Nacionais de Afericdo de 2001, do 6.° ano de escolaridade: “Sim,
foi 0 avd que gosta muito de oferecer chocolatinhos a neta...foi ligado a realidade deles.

Os préprios avos fazem-lhes esses miminhos”.

3 Reflexdo de Beatriz feita na sessdo de trabalho 8 onde foi analisada a aula em que foi
apresentada a tarefa. A quase totalidade, dos extratos do discurso de Beatriz, incluidos neste
texto, sdo provenientes desta sessdao ou aula.
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/ A discussao do Jodo e da Maria \

Ontem 0 Jodo esteve ém Casa da Mana, para fazerem um trabatho de
Investigacao em grupo. Como é costume, o avd da Marla, sempre que a visita

leva-lhe um docinho! E durante uma pausa no trabatho que estavam a fazer, a

Maria ¢ 0 Jodo foram apanhados de surpresa...o avo tinha trazido chocolates!!
No dia seguinte, Ja na escola, o0 Jodo e a Maria comentavam um com o
outro
O meu avd deu-me um quarto de um chocolate ! - dizia a Mana
E a mim deu-me metade de um chocolate | - dizia o Jodo

Na tua opinido, quem terd comido mais? £ guem terd comido menos?

K Explica o teu raciocinio J

Figura 49 — A tarefa do Jodo e da Maria

Como se pode constatar, a adaptacdo feita por Beatriz remetia para um contexto
mais familiar aos seus alunos. A historia coloca-os no centro de uma histéria que pode
ser a historia deles. Além disso, a questdo colocada era mais aberta do que a das provas
de afericdo, o que permitiria encontrar varias solu¢cbes em funcdo do tamanho do
chocolate. Desta forma, a professora enriqueceu a tarefa criando condi¢Ges mais

favoraveis a uma discussdo matematicamente rica.

5.4.2 Concretizando o trabalho

Apresentando a tarefa e o contexto de trabalho

Beatriz apresenta a tarefa & turma, comegando por lhes “contar”, mais do que ler,
a histdria que da corpo ao problema. Ainda esta a escrever no quadro o titulo da tarefa e
jaum aluno reage dizendo que é muito facil. Beatriz lida com a intervencao salientando,
implicitamente, a necessidade de reflexdo: “Vocés (...) ndo se contentam com isso
[tarefas muitas faceis] (...), habituaram-me a mais... entdo tenho vindo a aumentar o
grau de exigéncia (...). Talvez ndo seja assim tdo facil quanto parece”. Em seguida, diz
aos alunos que, em pares, devem encontrar solucbes para o problema e que

posteriormente todos discutirdo as solu¢des encontradas.

A professora considerou que o trabalho de pares teria vantagem, pois os alunos

poderiam ter seguir mais facilmente o raciocinio do colega e partilhar o seu.
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Apoiando os alunos no seu trabalho

Os alunos comegcam a trabalhar verdadeiramente entusiasmados, e Beatriz
percorre as carteiras, apoiando-os e respondendo a perguntas que, de inicio, se prendem
sobretudo com a interpretacdo do problema. Ouve-o0s, responde as suas questdes e vai
valorizando as ideias a desenvolver ou dando uma pista para fazer um aluno pensar

numa questao.

Nuria, que ndo era ouvida pelo colega, aborda-a para lhe perguntar se 0s
chocolates tinham de ser iguais. Beatriz responde que podem ser ou ndo pois “ndo
sabemos qual era o tamanho dos chocolates que o avd deu” ¢ acompanha-a ao seu lugar
incentivando-a a debater com o seu colega a ideia e refor¢cando, juntos de ambos, ser
bom pensarem na questdo daquela maneira. Apds o trabalho de pares passa a
apresentacdo e discussdo dos raciocinios e verifica que todos se centram na ideia de 0s

chocolates serem iguais e, por isso, 0 Jodo ter comido mais chocolate do que a Maria,

/J_j
ik
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Figura 50 — A concluséo de consenso

Consenso na turma, e muito entusiasmo por parte dos alunos, orgulhosos da sua

resolucao. Na Beatriz noto a sua decegdo: “Entdo Nuria e a tua ideia?”.

Toca para o intervalo, os alunos saem e fazemos, como € usual, uma pequena
reflexdo partilhando ideias e sentimentos. Beatriz esta desapontada com a tarefa e com a
reacdo dos alunos, contrariamente ao que tinha acontecido em aulas anteriores em que
manifestava abertamente o seu entusiasmo: “Eu queria que saissem dali varias coisas e
ndo saiam... s estavam concentrados na ideia de que os chocolates eram iguais e como
tinhamos preparado a aula antecipadamente sabiamos que isso era apenas uma das
hipoteses” (R10, 23)
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Trabalhando no desequilibrio dos alunos

Face & desilusdo de Beatriz, disse-lhe parecer-me natural os alunos responderem
comparando as fracGes relativas a mesma unidade, pois essas tinham sido as ideias
trabalhadas nas tarefas anteriores. Este era 0 momento do impasse e até de uma
mudanca, de um alargar do prdprio conceito de fracdo e, portanto, naturalmente um
momento que poderia tornar-se mais dificil de gerir. E devolvi-lhe a questdo: O que €é
que poderia fazer para chegar a trabalhar as ideias que estavam subjacentes a escolha

desta tarefa?

Iniciada a aula, determinada e mais tranquila, escreve no quadro: “E se os
chocolates forem de tamanhos diferentes?”. Propds, entdo, aos alunos que voltassem a
pensar na tarefa. Estes trabalharam cerca de quinze minutos e depois passou-se a fase da
discussdo. Neste ambito, chama ao quadro o par Nuria e André. Para sua surpresa, pois
tinha-lhe parecido, pela anterior conversa com Nuria, que esta aluna punha a hipétese de
nem sempre 0 Jodo comer mais chocolate do que a Maria, constata que, apesar de terem
considerado chocolates de tamanhos diferentes, a conclusdo a que antes tinham chegado

se mantém como se pode ver na figura 51.

o I

Comdusis: (H oo toven
Y R

Figura 51 — A conclusdo da Nuria e do André

E nesta altura que surge o episodio 1, apresentado em seguida:

Episodio 1: HA uma maneira da Maria comer o mesmo chocolate que o Joao
P: Se os chocolates forem iguais quem é que come mais?

Vérios alunos: O Jodo.

P: Porqué?

Al: Porque a metade é maior do que um quarto.

(.)

P: E se houvesse dois chocolates mas fossem de tamanhos diferentes?
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Nuria: Professora, se fossem dois chocolates ha uma maneira da Maria comer 0 mesmo
chocolate que o Jodo. Se o chocolate do Jodo fosse mais pequeno e ele comesse s
metade, e se o chocolate da Maria fosse normal, grande (aponta para a figura 52 que foi
desenhando no quadro).

P: Todos perceberam?
Algumas vozes: Nao!

P: N&o? Nem todos estdo a olhar
atentamente para a Nuria. Vamos
ouvir a Ndria que € ela que estd a
explicar.

Condueis: R Jowia Cawen

Nduria: Se o chocolate do Jodo fosse o
mais pequenino que o da Maria... se maih Ougtide quLe Jose

fosse um chocolate mais pequeno
que o outro, se calhar até podiam
comer a mesma coisa.

Figura 52 — A representacdo de Nuria

P: E por que é que isto pode acontecer? Por que é que ao ter um chocolate mais pequeno
0 Jodo pode comer 0 mesmo que o quarto de chocolate da Maria?

A3: Se a metade é maior que um quarto...

P: Mas porque € que entdo podem comer a mesma quantidade? (...) Por que é que
metade do chocolate do Jodo pode representar a mesma quantidade que um quarto do
chocolate da Maria?

Nuria: Por que este que é mais pequeno e a quantidade que o Jodo come do mais
pequeno pode ser igual... pode ser igual a quantidade que a Maria come ... se o dela for
0 grande.

AB: Pois é professora, concordo!
A4: Se for assim, talvez eles comam a mesma quantidade.

P: Mas porqué? Por que é que pode ter comido o mesmo, ou até menos que a Maria?
Como é que isso pode acontecer?

Al: Por gque dividimos o chocolate do Jodo em metades e o da Maria em quartos.

P: Entdo ter uma metade de um chocolate grande é o mesmo que ter metade de um
chocolate pequeno?

A7: E mais pequena a parte do chocolate pequeno.

Al: Porque a minha unidade, 0 meu chocolate é mais pequeno.
P: O que podemos concluir? O que fez mudar as quantidades?
(Alguma indeciséo)

P: Esta metade vale 0 mesmo que esta metade? (aponta para um exemplo no quadro de
duas metades de dois chocolates diferentes)

Vérios alunos: N&o.
P: Porque é que ndo?
(Alguns murmarios mas nenhuma voz se fez ouvir)

P: Entdo ter uma metade de um chocolate grande € o mesmo que ter metade de um
chocolate pequeno?

Vérios alunos: N&o!
P: Entdo, o que é que podemos concluir?
A7: Porque um chocolate ¢ maior e outro é mais pequeno...

P: Entdo, o que é que podemos concluir?
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(Siléncio)

P: Vamos falar sé da Maria estd bem? (Desenha dois chocolates um maior e outro mais
pequeno e dividi-os em quatro partes). Um quarto do chocolate da Maria € igual a este
bocado... (aponta para o quarto do chocolate maior). Concordam que este quarto é
maior do que o outro?

Varios alunos: Sim.

P: Porque é que um quarto de um chocolate pequenino e um quarto de um chocolate
grande ndo é a mesma quantidade?

A3: O chocolate ndo é do mesmo tamanho.

A6: Um quarto de um chocolate pequeno é mais pequeno que um quarto de um
chocolate grande.

()

Como este episodio revela, para Nuria a questdo da natureza relativa da fracéo
foi uma intuicdo imediata. Para os colegas ndo, pois mantinham-se presos a ideia das
partes tomando como ponto de referéncia a mesma unidade. A professora tentou
acompanhar a ideia da aluna, que claramente respondia as suas expectativas sem,
contudo, deixar de “trazer consigo” os alunos que ndo viam ainda a possibilidade da

mudanca de unidade mesmo depois dessa hipdtese, ter sido considerada por todos.

A importancia do tamanho da unidade

Na sequéncia planeada, a tarefa “A discussdo do Jodo e da Maria” requer uma
mudanca de perspetiva relativamente as tarefas anteriormente exploradas. A
comparacao de duas fraces, referenciadas a uma mesma unidade, era ja simples para 0s
alunos. A discussdo gerada em torno desta tarefa deixa de ser 6bvia se se considerar a
hipdtese de “o todo ndo ser o mesmo”, de se estarem a comparar fragdes de quantidades
diferentes. O conflito cognitivo gerado obriga a uma mudanca na forma de pensamento
relativamente aos problemas anteriores pois a mudanca no tamanho do chocolate
condiciona as quantidades consideradas. A ideia forte desta tarefa foi o trabalho com a
natureza relativa da fracdo que Nunes e Bryant (2009) identificam como a principal
dificuldade no entendimento do conceito de fracdo: “As fracoes causam dificuldades
porque elas envolvem relagdes entre quantidades (...) [e] o ensino deve incluir um foco

sobre as relagdes logicas envolvidas neste conceito” (p. 1).

Ao sentir as suas dificuldades, numa situacdo que Ihe pareceu a partida nédo
levantar grandes questdes, sentiu desilusdo em termos emocionais assim como alguma

inseguranca. O conflito cognitivo gerado internamente - “como sair desta situagdo de
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impasse?”’, uma vez que os alunos estdo centrados na resposta 6bvia € “ndo ouvem as
vozes dissonantes de um ou dois colegas que apontam intuitivamente para outra

solugdo”, provoca-lhe sentimentos de desalento e insatisfacao.

Beatriz contudo devolve aos alunos a questdo, recomecando a tarefa e convida-
os a mudar de perspetiva: “E que acontece se os chocolates ndo forem iguais?”. Apesar
dos seus sentimentos e da frustracdo face a aparente impossibilidade de os alunos
sairem do impasse, persiste na resolucdo mas da-lhes um ponto de partida para o seu

raciocinio.

A nogéo de fragdo como relagdo entre duas quantidades trouxe novos desafios.

5.4.3 Refletindo com Beatriz

No final da aula voltdmos a conversar sobre as conclusGes que se tinham tirado,
sobre a reacdo dos alunos a nova situacdo colocada e 0s sentimentos e pensamentos de
Beatriz. Estava notoriamente mais aliviada, embora cansada e um pouco insegura
quanto a se todos teriam compreendido a ideia da natureza relativa da fracdo. Refere ter
ficado com a sensagdo de alguns alunos continuarem a “olhar para uma metade como
uma metade e para um quarto como um quarto” como um valor absoluto, como no caso
dos ntimeros naturais. Diz “E preciso voltar aqui... mas de momento, senti-os cansados”
(R5, 13). Recordamos, entdo, que estdvamos no inicio do trabalho com o conceito de
namero racional, que esta era a primeira tarefa da segunda fase da trajetdria e que havia
outras pensadas para desenvolver esta grande ideia. Beatriz refere que a tarefa doze da
trajetoria permitiria “trabalhar esta ideia com unidades discretas” recorrendo a “modelos
como rebugados, berlindes ou lapis”, pelo que decide antecipa-la e apresenta-la “na

proxima aula”.

A meio da unidade “Numeros racionais ndo negativos” reunimos novamente
para refletir sobre o desenvolvimento da trajetoria real, avaliar a continuidade do
trabalho a realizar e delinear possiveis alteragdes ao trajeto planeado. Ao perguntar a
Beatriz qual a tarefa que considerava ter sido crucial no percurso realizado até ao

momento, foi perentdria:
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A discussdo do Jodo e da Maria”. Foi a que correu pior de todas! Pela minha atitude de
ser muito dirigida e aquela coisa... de ter criado uma expetativa e ndo ter acontecido.
Havia vérias hip6teses e mesmo havendo uma luzinha por parte de uma aluna, ndo
seguiram essa ideia. (...) Era maior [a sua expetativa] ... Que chegassem mais longe. A

grande maioria s6 se limitou a uma hipétese. (R10, 21)

A professora apercebeu-se que apesar de ter preparado esta tarefa antecipando
respostas possiveis, s6 compreendeu a sua dificuldade e, paradoxalmente, o seu poder,
em plena realizagdo do trabalho com os alunos: “Foi um erro meu...pensar que era mais
facil!” Considerou que o facto de terem realizado esta tarefa na sequéncia da das
baguetes talvez tivesse induzido os alunos a considerarem os chocolates de tamanhos
iguais: “Nas baguetes nds estdvamos a trabalhar com a mesma unidade para que a

distribuigdo fosse justa! Se a unidade ndo fosse do mesmo tamanho o que aconteceria?”.

Para Beatriz, o facto de os alunos ndo terem prontamente respondido ao
problema, foi dececionante. No entanto, ao visualizar novamente a aula, toma
consciéncia que a resposta dada era coerente com as grandes ideias trabalhadas, o que
mostrava a compreensdo que os alunos tinham, até ao momento, de fracdo e que lhes
permitiu ter bases para discutir a ideia que se seguia: o todo importa, uma das grandes
ideias referidas por Fosnot & Dolk (2002):

Esse era o objetivo final da tarefa, uma grande ideia, a parte de um todo... um todo que
pode ser diferente,... eu queria que eles assumissem logo desde o inicio. Isso é bom, é
6timo e eu ndo dei valor a isso que é uma conquista fantastica (...) ndo a via como uma
tarefa muito ambiciosa. Estava a vé-la como (...) muito condicionada a uma determinada
resposta e tudo 0 mais... se bem que as respostas poderiam ser diversas (...) Quando a
Nuria me colocou a questdo (...) [é que] eu fui vendo que os outros ndo a

acompanhavam (...) Porque possivelmente ndo estava assim tdo segura...

Beatriz s se apercebeu verdadeiramente da dificuldade da “grande ideia” para
0s alunos durante a aula. O momento de impasse vivido foi angustiante para a
professora mas também foi a chave da compreensdo que se foi desenvolvendo:

Eu depois até vi que ao levantar o véu eles comecaram a responder muito bem, a

considerar outras hip6teses de resolver o problema, agora porque € que eu nao esperei?

Nao sei... a minha atitude como professora... Eu quero as coisas imediatas ndo gosto de

esperar...

Beatriz ¢ muito reflexiva, questionando-se interiormente sobre as suas agoes

numa perspetiva de autorregulacdo. Referindo-se a antecipacdo das dificuldades
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sentidas pelos alunos considerou bom antecipa-las mas natural nao se poder saber “toda
a viagem antes de ter viajado” uma ideia que evoca uma metafora de Lampert (2001)
que compara o trabalho de ensino “a navegacdo de um pesado barco num imenso e
tumultuoso mar” (p. 446). Explica ainda:

Podemos antecipar muita coisa mas tudo ndo. Cada vez me apercebo mais que ha

caminhos que os alunos percorrem que nem sempre prevejo. Nesta tarefa, creio que por

inconsciéncia, ndo antecipei certas coisas que levantaram, que tiveram influéncia

noutras que dai advieram... com grande valor, ndo s6 para a nog¢ao de fragdo como do

céalculo com fragoes.

Beatriz refere, também, o facto de o seu conhecimento sobre os nimeros
racionais se reportar essencialmente ao do seu tempo de aluna e da unidade “Numeros
racionais ndo negativos” contemplar a constru¢do do conceito de niimero racional a
partir da nocao de fragdo com uma abordagem diferente:

Eu ja dei 0 ano passado estas no¢fes de fracdo (metade, terca parte, quarta parte) mas

ndo relacionei com os decimais (...) e tinha boas notas [a Matematica] mas nunca mais

estudei fracGes e agora tudo isto € novo, e ndo é como quando eu estudava.

Enfatiza, ainda, a necessidade do professor aprofundar o conhecimento
profissional ao longo do seu percurso e destaca que uma das vias possiveis é

desenvolver um continuo trabalho de colaboracéo.

Na sequéncia planeada, a tarefa “A discussdo do Jodo e da Maria” requer uma
mudanca de perspetiva relativamente as tarefas anteriormente exploradas. A
comparacao de duas fraces, referenciadas a uma mesma unidade, era ja simples para os
alunos. A discussao gerada em torno desta tarefa deixa de ser Gbvia se se considerar a
hipotese de “o todo ndo ser o mesmo”, de se estarem a comparar fragdes de quantidades
diferentes. O conflito cognitivo gerado obriga a uma mudanca na forma de pensamento
relativamente aos problemas anteriores pois a mudanca no tamanho do chocolate
condiciona as quantidades consideradas. A professora considerou esta tarefa
verdadeiramente desafiante para ela, pois descobriu, durante o trabalho com os alunos,
potencialidades que ndo vislumbrara antes. Ao sentir as suas dificuldades, numa
situacdo que lhe pareceu a partida ndo levantar grandes questdes, sentiu desilusdo em
termos emocionais assim como alguma inseguranca. O conflito cognitivo gerado
internamente - “como sair desta situacdo de impasse?”, uma vez que os alunos estdo

centrados na resposta obvia e “ndo ouvem as vozes dissonantes de um ou dois colegas
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que apontam intuitivamente para outra solugao”, provoca-lhe sentimentos de desalento e
insatisfacdo mas, simultaneamente, serve de motor para uma mudanca na sua prépria
atitude levando-a a repensar 0 seu papel na orientacdo da discussdo. A tarefa
desenvolvida revelou-se poderosa ndo por ter sido facil para os alunos, mas por ter
alguma complexidade e gerar neles “alguma incoeréncia face ao que tinham trabalhado
antes”. Beatriz refere que as dificuldades experienciadas podem ser contornadas com
um bom conhecimento dos conteudos matematicos a trabalhar e salienta a necessidade

de reconstrucdo do seu proprio conceito.

5.5 Um problema de medida: Conectando representacoes

“ As garrafas de agua mineral “ foram a décima sexta tarefa realizada e esta
integrada na Ultima fase da trajetoria de aprendizagem (IVV) Da nog¢do de equivaléncia,
as multiplas representacfes do nimero racional. A tarefa surge quando o dominio do
trabalho com a fracdo ja é notdrio, existindo alguma desenvoltura na representacdo da
fracdo, e na compreensdo dos seus diversos significados. O objetivo desta tarefa é o
trabalho estabelecer a relacéo entre a fracdo e o decimal tendo em vista desenvolver a
flexibilidade no uso das diversas representagdes, promovendo-se desta forma o

desenvolvimento de “sentido de nimero fragao”.

5.5.1 Preparando o trabalho

Beatriz escolheu ““ As garrafas de agua mineral” (Fig. 53) para trabalhar as
grandes ideias relativas aos numeros racionais, na forma decimal, em paralelo com a

fracdo, por a considerar muito forte nas conexdes entre as duas representagoes.
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As garrafas de agua mineral
(Ficha de trabalho G)

Observa com atencao as garrafas que tens no teu grupo e que estao
representadas na imagem:

A B c D E F

Figura 53 — As garrafas de agua mineral

Na primeira parte do trabalho, pretende-se que os alunos recorram a comparagao
entre as capacidades das garrafas e que as representem na reta numérica numa linha
numérica dupla, na representacdo decimal e em fracdo. Numa segunda parte,
estabelecem as relacBes entre as quantidades de agua das garrafas e comprovam
(verificando quantas vezes a dgua de uma garrafa cabe na outra) verificando as relagdes
estabelecidas entre as representagdes. A “paisagem de aprendizagem” desta tarefa esta

representada no quadro 16.

Quadro 14 — As grandes ideias para a tarefa “ As garrafas de agua mineral”, quadro adaptado de
Fosnot (2007)

% Se a unidade for 1 podemos trabalhar com  +% Na representacao decimal os algarismos

decimais usando a aritmética dos niimeros em diferentes valores de posigao estao
inteiros relacionados por poténcias de 10

%+ As propriedades dos niimeros inteiros sao % A equivaléncia é preservada quando as
validas para os nimeros racionais diferentes partes sdo combinadas

% Os decimais sao fra¢oes cujo denominador

é uma poténcia de 10

Fosnot e Dolk (2002) ressalvam como uma grande ideia matematica: a de que na
representacdo decimal, os algarismos em diferentes valores de posi¢cdo estdo
relacionados por poténcias de 10, acentuando Lovin & Van Walle (2006) as seguintes
ideias estruturantes para a compreensdo do nimero representado na forma decimal: (a)
0s numeros decimais sdo outra forma simples de escrever nimeros racionais sendo

importante compreender as relagdes entre a forma de representacdo decimal e a forma
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de fracdo, assim como ganhar flexibilidade no uso dessas relacGes; (b) a base dez do
sistema de numeragdo decimal estende-se até ao infinito em duas dire¢fes: cada ordem
para a esquerda do numero aumenta dez vezes relacdo a anterior; cada ordem para a
direita do numero diminui dez vezes em relacdo a anterior; (b) a virgula é uma
convencdo que indica a posicdo da unidade; (c) a percentagem é uma fracdo de
denominador 100, representa simples centésimas constituindo, uma terceira forma de
escrever nimeros racionais; (d) as operacdes adicdo e a subtracdo de nimeros racionais
representados na forma decimal, estdo baseadas no conceito fundamental da adicdo e

subtracdo de nimeros inteiros respeitando o seu valor de posic&o.

No primeiro momento, a tarefa pedida aos alunos é ordenar as garrafas por

ordem crescente da sua capacidade antes, e depois, da leitura dos roétulos (Fig. 54).

1. Coloca as garrafas por ordem crescente de capacidades e completa.

2. Coloca, de novo, as garrafas por ordem crescente, mas usando as

capacidades que podes ler nos rétulos. Completa.

Figura 54 — A primeira parte da tarefa

No segundo momento, a tarefa é posicionar 0s numeros gque representam as
diversas capacidades das garrafas indicadas nos rétulos, na reta numérica, e relacionar
as quantidades entre garrafas, tal como esta pedido para a garrafa A e C em 3.1 (ver
figura 55).

3. Posiciona as diferentes capacidades das garrafas na reta numérica:

0 1L

Compara as diferentes garrafas e responde:

3.1. Quantas garrafas A sdo necessdrias para encher uma garrafa C?

Mostra como pensaste.

3.1.1.Que podes concluir sobre a capacidade das garrafas A e C7

Figura 55 — A segunda parte da tarefa 167
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De forma similar, foram pedidas outras relacdes, entre as diversas capacidades
das garrafas, noutras alineas da ficha que ajudava a estruturar o trabalho a realizar, e a
manter um registo do trabalho que ia sendo realizado com as respetivas conclusdes, de

uma forma muito semelhante ao que se faz num trabalho experimental (ver anexo 7).

A forma como a tarefa ¢ colocada parece ser “bem dirigida”, uma tarefa pouco
aberta, quase de sistematizacdo dos conhecimentos previamente adquiridos. As
perguntas sdo direcionadas para respostas muito especificas. Parece ndo haver lugar a
descoberta. N&do foi, no entanto, esse, 0 caso. Nesta tarefa, estes alunos abordam pela
primeira vez, a representacdo do numero racional na forma de numeral decimal, que
designamos simplesmente, por decimal. Beatriz teve por intencdo introduzir a
representacdo decimal, estabelecendo relagdes, entre as duas representacdes: fracdo e

decimal através da reta numeérica, trabalhando-a de forma “dupla”.

5.5.2 Concretizando o trabalho
Apresentando a tarefa

De fato, Beatriz apresenta a tarefa tendo por base essa ficha de trabalho mas o
trabalho desenvolvido na aula ndo ficou confinado a resposta, as questdes colocadas.
Como se ird ver, Beatriz “solta-se do papel” ¢ orienta a discussdo tendo no horizonte as
ideias chaves a trabalhar, e centra-se no momento, na viagem que passam a fazer nessa
paisagem de referéncia, gerindo as interaces dos seus alunos e caminhando num trajeto
que foi passando por pontos de referéncia, mas um trajeto que sera unico, para estes
alunos e esta professora. Impossivel repetir-se passo por passo, huma outra turma, num

outro lugar.

A aula decorreu no dia 17 de Janeiro de 2011. Depois dos alunos se sentarem na
sala que estava previamente organizada, com as mesas agrupadas formando cinco
espacos distintos de trabalho para cinco grupos, e de estes se sentarem de imediato nos
seus lugares, chegaram a sala de aula outros alunos oriundos de uma turma de 2° ano
cujo professor faltou. Os alunos dessa turma foram distribuidos pelas outras salas de
aula, tendo ficado na da Beatriz, seis alunas. De imediato, a professora organizou um
grupo de trabalho para estas alunas que passaram a realizar o trabalho que lhes tida sido,

distribuido pela sua professora.
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Beatriz apelou de imediato & colaboragdo de todos para a tarefa dificil de
trabalharem juntos numa sala:

Sabem que eu hoje vou-vos pedir ajuda. Para além dos meus vinte e quatro alunos tenho

mais seis emprestados. Isto hoje é uma aula, a trinta. Dificil, isto ndo é para qualquer

um, sozinha, ndo vou conseguir dar a minha aula a trinta alunos. Todos tém de ajudar.

Vou precisar da vossa ajuda. Sabem em qué? (GAMO, 1)

Perante a resposta dos alunos que referem terem de se ouvir, e para isso, ndo
poderem falar ao mesmo tempo, faz-se um siléncio cooperante que contrasta com o
burburinho entusiasmante do inicio da aula, perante as garrafas de dgua que ja haviam
vislumbrado, junto aos materiais da professora. Foi curioso ver a rapidez com que todos
entenderam a sua corresponsabilizagdo no trabalho, a desenvolver em conjunto, e
aconteceu tudo de forma tdo pacifica e com tdo poucas palavras que se tornou notorio
um conjunto de habitos implicitos, e aceites por todos. Beatriz, falando mais baixo,
comeca a apresentar a tarefa, e o tom da sua voz, baixa e pausada, para 0s manter
suspensos, na expetativa da tarefa a desenvolver. "Hoje para a nossa aula de matematica
vamos ter uma tarefa que se vai chamar "As garrafas de agua mineral’” (GAM 0, 2) diz,
escrevendo no quadro o nome da tarefa. De seguida, entrega a cada grupo, as cinco

garrafas de agua vazias.

Os alunos tomam contato com o material, mexendo nas garrafas e olhando para
os rotulos, enquanto Beatriz prossegue nas orientac@es iniciais entregando uma ficha de
trabalho, e solicitando aos alunos que se apercebam das semelhancas entre as garrafas
que tém em cima da mesa e as da figura da sua ficha de trabalho®. Esta ficha tem as
questdes colocadas aos alunos. A professora salienta que irdo realizar a ficha em duas
partes, parando para o trabalho de discussdo no grande grupo, apds cada um dos dois
momentos de trabalho no grupo.

Apoiando o trabalho dos alunos

Beatriz e os alunos trabalharam arduamente, desbravando os caminhos da
diversidade de representagdes do numero racional, pensando reflexivamente e com

flexibilidade, “saltando de representacdao em representacao”, usando as ferramentas que

% Ficha no anexo 7
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possuiam: os conhecimentos adquiridos até ao momento, as ideias que ja tinham,
materiais de suporte ao pensamento e 0 seu proprio esforco num pensamento ativo e
reflexivo que se deixava “ver” na participacao na tarefa e no discurso matematico. De
acordo com esta metafora de Lovin &Van Walle (2006), Beatriz, foi a responsavel pela
obra, cuidando ndo s6 de fornecer os materiais como de envolver os seus “homens” e

cuidar da melhor utilizagao das ferramentas disponiveis.

Beatriz comeca por clarificar o que pretende com a tarefa, como podera ser
acompanhado no episddio 1, mas ndo os deixa a sos na tarefa. Penso que a sua opgao se
relacionou com a preocupacdo que manifestou abertamente na preparacdo das aulas.
Fazendo muitas perguntas, e ndo dando respostas, foi sustentando o pensamento dos
alunos encaminhando-os para uma forma de trabalhar que envolvesse uma reflexdo

sobre o que faziam.

Episodio 1: Para mim n&o é assim tdo claro quanto isso

P — A tarefa de hoje eu chamei “As garrafas de agua mineral”. Vamos descobrir a
quantidade de &gua que leva cada garrafa e comparar essas quantidades. Irdo
estabelecendo hip6teses que depois iremos comprovar. Entdo, tém varias garrafas
vazias...

Os alunos comegam a tomar contacto com os materiais, tocando nas garrafas, lendo os
rétulos (que indicam as quantidades, uns em litros outros em centilitros) e
instintivamente colocando as garrafas por tamanhos (Fig.56).

P — Quantas garrafas dei a cada grupo?
Varios alunos — Cinco!
P — As garrafas sdo iguais ou diferentes?

Varios alunos — Sao diferentes na marca
e no tamanho.

Maria — E na quantidade de agua que
levam.

P — Por que achas isso?

Maria — Por causa do tamanho. 5,
Jodo — O tamanho indica a quantidade. Figura 56 — Ordenando as garrafas por tamanhos

David — Pode ser mais baixa, mas
maior... no tamanho, na gordura...

Pedro — As mais finas, podem ser mais altas.
Ana — A garrafa pode ser pequena e larga, ou alta e fina e levar 0 mesmo.

P — Como sabes que sdo diferentes? Dessas todas qual a que acham que leva mais agua?
E isso que vamos estudar. VVou-vos dar parte da ficha de trabalho. Vejam se encontram
semelhangas entre as garrafas que tém na mesa e as da fotografia da ficha de trabalho.

Apobs algum tempo em que os alunos olham atentamente para a ficha de trabalho:
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P — A foto tem uma legenda e cada garrafa esta identificada com uma letra mailscula.
Vamos identificar cada uma das nossas garrafas com as letras respetivas.

Os alunos identificam cada uma das garrafas do seu conjunto. A professora exemplifica:
P —Ja tém uma garrafa A e uma garrafa B. Qual delas, leva mais?

David — A mais alta.

P — Nao necessariamente. Pode levar ou ndo. Vocés ja disseram que...

Maria — Umas podem ser mais altas e levarem menos se forem mais finas.

P — Entdo o que podemos concluir?

Vérios alunos — N&o sabemos.

P — Vamos ter de descobrir. Como o vamos fazer?

Teresa — Podemos encher as garrafas e comparar.

P — David, tens outra sugestao?

David — Podemos ver “os litros” que estdo escritos no rétulo. Entdo, a garrafa A tem
zero, virgula cinquenta litros (Fig. 57).

A professora escreve no quadro 0,50 I.
P — E a outra garrafa? A garrafa B?

Ricardo (e outros alunos olhando o
rétulo) — Zero virgula trinta e trés.

Ricardo (apressando-se a responder) — A
que leva mais é a garrafa A.

P —Sim? A que leva mais € a garrafa A?

Vaérios alunos — Claro.
P — Claro? Para mim néo é assim tdo claro  Figura 57 —Lendo os rétulos e comparando
quanto isso!

N&o estando no horizonte matematico das grandes ideias definidas para o
trabalho com os numeros decimais, nem relacionado com as estratégias antecipadas, ou
0s modelos que escolheu para trabalhar esta tarefa, trabalha contudo, uma importante
ideia matematica: o volume, a capacidade ¢ invariante com a forma. Neste caso, “olhar
para o tamanho da garrafa” ndo ¢ um indicador valido da sua capacidade; pode
inclusivamente ser “enganoso”. Duas garrafas podem ter a mesma quantidade de agua e
uma parecer que leva mais. Saliento a sua intervencdo perante a resposta de David que

diz levar mais agua a mais alta: “Nao necessariamente. Pode levar ou néo (...)”

Beatriz trabalha esta grande ideia do volume, que era crucial dado o contexto
que escolheu: capacidades de agua de garrafas. E desta maneira, encaminha também os
alunos para as capacidades inscritas nos rétulos, que é efetivamente os valores com que

ela pretende que eles trabalhem. Contudo, a capacidade é importante, e 0 contexto
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parece ser bem relevante, pois podem comprovar as relagdes entre as quantidades
enchendo as garrafas.

Nesta ultima intervencdo Beatriz desafia os alunos a serem mais convincentes e
ao mesmo tempo permite que outros alunos que ndo se encontrem tdo envolvidos
retomem a atencao e o interesse na questdo, podendo, também, de novo ser redito o que
ja fora dito, de outra forma.

Incentivando a comparacao usando numeros de referéncia o trabalho dos alunos

No episodio 2 pode-se observar o efeito da intervencdo da professora, e a que

deu origem no pensamento dos alunos.

Episodio 2: Nem 50 nem 33 chegam a um litro
Rui — 50 é maior que o0 33, por isso, 0 nimero maior é o que leva mais.
P — E, ao falares em 50 e em 33, algum deles chega a ser um litro?

Rui — Nao.

P — Como é que sabes?

Rui — Porque ali no zero, tinha
de estar 1. Ainda tenho outra
razao...

P — Sim...porque o 0 representa
a parte inteira. Chega a um
litro?

Rui — O 33 ndo chega a metade,

0 50 chega & metade (Fig.58). Figura 58 — Comparando capacidades com

P (voltando atras) — E a garrafa referéncia a metade
B chega a um litro?

Vérios alunos — Néo!

P — Portanto, nem uma nem outra chegam ao litro. Tem O litros.

Raquel — Tenho outra maneira...A garrafa A ndo chega ao litro pois ¢ metade.
P — E a B? Chega ao litro?

Vaérios alunos — Néo...

P — So6 olharam para a parte decimal, foi? Ndo ha parte inteira ... Nenhuma chega ao
litro... Entdo, vamos para a parte decimal. Ao comparar a parte decimal concluimos...

Pedro — Que a A é que tem mais agua, leva mais.
P — Tem mais capacidade. Porqué?

Raquel — 50 é meio litro e 33 ndo chega ao meio litro.

Beatriz ao ndo ficar convencida facilmente, “obrigou” os seus alunos a
aprofundarem razdes, a encontrarem melhores argumentos. Introduz a comparagcdo com

o litro e de seguida, sdo os alunos que se referem a comparacdo com a metade. A
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comparagdo com numeros de referéncia é outra das subcategorias do quadro tedrico de
Mclntosh Reys & Reys (1992) sobre o desenvolvimento de sentido de numero.

No episddio 3, o terceiro, os alunos vao buscar a garrafa C que leva exatamente
um litro. A comparacdo estabelecida anteriormente com o litro permitiu, de imediato,

apontar para a garrafa como a que leva maior quantidade até ao momento.

Episddio 3: Exatamente um litro

P — Temos uma garrafa A e uma B e agora acrescentdmos a C. Qual das trés leva mais
4gua? (Fig. 59)

Vaérios alunos — A C!

P — Como é que sabem?

Beatriz — Professora, tem 1 litro...
José — ... e mais nada.

Jodo — Leva exatamente 1litro. E a que leva _ A : A ,
mais. & e

P — Entdo como fica?

Varios alunos — A C, depois a A, e depois a
B.

E escreve no quadro:
C>A>B
1>0,50> 0,33

P — Quem leva mais?

Figura 59 — Qual a garrafa que leva mais?

Vaérios alunos — A C.
P — A garrafa C leva um litro, exatamente um litro ou um litro mais qualquer coisinha?

Varios alunos — Exatamente um litro.

A medida que se véo tirando conclusdes, Beatriz vai sintetizando no quadro as
conclusdes, de forma mais simples, identificando as garrafas pelas letras designadas, e
depois de forma mais formal, escrevendo por ordem decrescente 0s niUmeros como se
pode ver no retangulo a cinzar que representa o que a professora. Os alunos fazem-no na
sua ficha, das duas formas também. Depois escreve também de forma crescente fazendo

a leitura nos dois sentidos.

A garrafa que se segue, a garrafa D, coloca um novo desafio pois tem a sua
capacidade escrita em centilitros. H4 mudanca na unidade de referéncia.

173



Do nimero natural ao racional: Um projeto de colaboragdo com uma professora do 3° ano de escolaridade

Episodio 4: O centilitro é maior ou mais pequeno que o litro?
P — Agora vamos a garrafa D. Quanto leva a garrafa D?

Gongalo — Setenta e cinco milimetros.

Outras vozes — Setenta e cinco centilitros.

P — O que é que |4 esta escrito?

Vérios alunos — Zero...

Outros alunos — Nio esta nada. ..

P — Ana... Como ¢ que esta 14 escrito?

Ana — 75 depois cl.

P — Isto Ié-se setenta e cinco centilitros. Ao falar em centilitros, falamos numa unidade
maior ou menor que o litro?

Vérios alunos — E maior. ..
Vérios alunos — E menor. ..

P — Vamos ver as garrafas C e D. A agua que cabe aqui (garrafa C) cabe aqui (garrafa
D)?

Vérios alunos — Néo!

P — Vamos experimentar... Deitam 4gua na garrafa C e vejam se cabe na D.
Os alunos experimentam. Apds algum tempo...

Vérios alunos — Professora, sobra... sobra... a garrafa ainda tem agua.

P — Continuam a achar que o centilitro € maior do que o litro?

Vérios alunos — Néo!

P — Porqué?

Luis — Porque despejdmos esta para aqui e ainda sobrou.

P — Luis, concordas que a garrafa C (11) leva mais agua que a garrafa D (75cl)?
Luis — Sim.

P — Porqué?

Luis — Porque os 75 cl cabem na garrafa de litro e sobrou espaco na garrafa de litro.

P — Entdo o que podemos concluir? Que o centilitro é maior ou mais pequeno que 0
litro?

Luis — Mais pequeno que o litro.
P — Muito bem, e quantas vezes acham que é mais pequeno?
Ricardo — N&o sei!

Luis — Nés pusemos a dgua e ainda ha espago para se por mais...

Uma voz — Acho que € 10 vezes...
P — 75 cl chega a um litro?
Vérios alunos — Nao...

P — Entdo, 75 ¢ a parte decimal...o centilitro ¢ a parte

decimal.Ndo chega a um litro. Como posso escrever?
(Fig.60)

Jodo — 0,75 como as outras que tém menos de um litro.

. Figura 60 — A relacdo entre o litro e o
P — Vamos ver a garrafa A, tenho 50 qualquer coisa... centilitro
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Ana — Nao chega a um litro. E metade do litro.
Rui — Tem 50 cl.

P — Entdo, como represento 75 cl em litros?
Jodo-0,751.

Beatriz aproveitou muito bem o fato de as capacidades virem escritas em
diferentes unidades (litros e centilitros), de forma a passar de uma representacdo para
outra atribuindo sentido, como referéncia sempre a unidade e usando as medidas de

capacidade de uma forma muito intuitiva porque também muito proxima da realidade.

O trabalho de Beatriz relacionou-se com as representacdes decimal e fracdo
sendo que o trabalho com as medidas de capacidade ao invés de complicar a questéo
veio simplifica-la pois permitiu dar nomes aos bocadinhos menores que o litro. Desta
forma a relacdo entre litros e centilitros foi trabalhada paralelamente a da relacdo da

unidade com as centésimas.

Estendendo a tarefa: Para além da unidade

Apos a comparacdo da capacidade de todas as garrafas, e de finalmente estarem
ordenadas, Beatriz espontaneamente coloca uma questdo que constitui uma extensao a

tarefa e que trouxe uma compreensdo acrescida a ordenacdo dos nimeros decimais.

Episdédio 5: Vamos imaginar que temos ai uma garrafa de litro e meio

P — Vamos imaginar que temos ai uma garrafa de litro e meio.

Bruna — E um virgula cinquenta (1,50)

P — Uma garrafa de litro e meio no rétulo teria escrito 1, 50. E isso?

Bruna — Sim.

P —Porqué?

Bruna — Porque meio litro é cinquenta. Meio litro mais meio litro, é um litro.

David — Eu tenho outra.

P — Espera, deixa ela acabar.

Bruna — Meio litro mais meio litro faz um litro, mais meio litro, faz um litro e meio.
David — Professora também dé para fazer 3x meio litro.

Nesta altura a professora escreve no quadro:

3x==3=1
2 2

N | =
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P — Da para fazer outras coisas mas vamos ouvir
primeiro o raciocinio da Bruna. A Bruna disse:

Bruna — Meio litro mais meio litro faz um litro,
mais outro meio litro, faz um litro e meio.

A professora vai escrevendo no quadro o raciocinio
da aluna (Fig. 61).

Jodo — Se fosse mais meio litro fazia dois litros.

P — Espera 14, 0 Jodo disse uma coisa que eu ainda
nao se tinha abordado. Se eu acrescentasse outro
meio litro...

Figura 61 — A relacéo entre litro e meio e

trés meios litros
Jodo — Tenho um litro mais meio e mais meio e
assim fico com dois.

A professora escreve no quadro usando uma expressdo numerica.
P — O que significa entdo um litro e meio?

Jodo — Mais metade, um litro mais metade.

Maria — Faz lembrar o numeral misto.

P — Faz lembrar. Porqué?

Sandro — Tem uma unidade mais um bocadinho.

Gongalo — Nem que fosse um litro mais um quarto ja era misto.
Rui — Nem que fosse mais uma “migalhinha”...

P — Tinha era de ser mais do que um litro, ndo é?

Foi muito interessante a associacdo que Maria, fez ao numeral misto e que Beatriz
logo aproveitou, pois todo o sistema de numeracdo decimal tem subjacente esta
“mistura”, a de uma parte inteira, e a de uma parte decimal, sendo que 0 que se passa
com a parte fraciondria entre 0 e 1, passa-se entre todas as unidades, entre quaisquer
dois numeros inteiros. Esta pareceu-me uma ligacdo poderosa e uma forma de Beatriz

ajudar os alunos a compreenderem a densidade dos nimeros racionais.

Lutando com a representacdo das capacidades na reta numérica
No episodio 6, Beatriz introduz mais uma garrafa na discusséo:

Episodio 6 : “Lutando” com a reta numérica

P — E agora Luis, qual achas que é a garrafa mais facil de colocar?
Luis —0,25I

Bruna — Para mim ndo! Sao os 0,50 porque é logo no meio.

P — Concordam com a Bruna?

Rui — E metade!

Bruna — Pois, é logo no meio.
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P — A Bruna acha que é 0,5. Porqué? Os 50 cl sdo metade de qué?
Varios alunos — Do litro.
P — Entdo, vamos marcar no meio, os 50 cl.

P — Olha, Bruno, agora vou complicar-te a vida. Mas acredito que aqui 0s outros
“matematicos” te irdo ajudar... Se eu quisesse transformar esse nmero decimal numa
fracdo como é que eu o faria?

Bruna — Metade, aquilo é uma
metade.

P — Entdo como escreve uma metade,
em fracéo? (Fig. 62)

Vérios alunos — Um, traco, dois.
Outros alunos — Um meio.

P — Metade do litro, claro! A nossa
unidade é o litro.

Como se pode seguir no Figura 62 — A relacédo entre decimal e fracdo

episédio a seguir, Beatriz vai

representando as diversas capacidades na reta seguindo a intuicdo dos alunos que vao
colocando primeiro as que lhe oferecem menos ddvidas. Contudo as capacidades das
garrafas (que sdo as existentes no mercado) sdo nimeros de referéncia no sistema de
numeracdo decimal (o meio litro, o quarto de litro, o litro) facilitando a procura de
relacbes e o posicionamento na reta. Alids, had conexfes entre esta tarefa e a das
dobragens do papel, a segunda na trajetoria, relacfes que eventualmente terdo sido para

os alunos ferramentas para o pensamento.

Apds a representacdo da metade e a escrita também na forma de fracdo, pois
Beatriz vai preenchendo a reta, de forma dupla, partiu para a metade da metade e desta
vez foi buscar ligacdes a outro modelo, o dos “queijinhos” que usaram para representar
partes fracionarias e inteiras, trabalhando a comparacdo com unidades de referéncia (o
um, a metade) e para compreender a no¢do de numeral misto quando se encontravam
acima da unidade. Como se verifica no episodio que se segue, 0s quatro 25 da 100

estava nas “memorias da turma” na imagem do queijo feito de quartos.

Episodio 7: Saltando entre representagdes
P — E agora, qual sera mais facil colocar a seguir?

Varios alunos — 25 cl
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P — Porqué?

José — E metade da metade do litro.

P — Em fracdo, 25 cl, em fracdo quanto é
que seria? Ai que esta ¢ tao dificil...

Vérios alunos — Pois é!
Jodo — Um traco quatro.
P — Porqué?

Beatriz — 25 cl representa um quarto do
litro.

José — 25 x4 é 100, entdo um litro como
€ 100, é um quarto (Fig. 63).

P — Concordam?

Varios alunos — Néao percebi...

José — 4 x 25 como déa 100, é um litro,
entdo como déa 25, é um quarto.

A professora vai para o quadro e
recorre a outro “modelo para pensar” a
questéo.

P — Recordam-se dos “queijinhos”? A
minha unidade vale 100, quanto vale
cada quarto?

Rui -4 x 25 € 100, tém razao! Figura 64 — A relacdo entre o decimal e a

Gongalo — Os dois 25 de baixo valem  racao
50, os outros de cima 50, faz 100.

Nesta fase, depois da compreensdo revelada, entre as relagcbes do quarto com o

litro, o posicionamento na reta era o indicado na figura 64.

De seguida, passaram a comprovacao dessa relagdo enchendo a garrafa de litro

com quatro garrafas de 25 cl.

Episddio 8: Comprovando...

P — Vamos verificar se 25cl sdo um quarto de
litro. Peguem nas duas garrafas. Qual é a
capacidade da garrafa E?

Varios alunos — 11.
P —E a desta garrafa, a C?
Varios alunos — 25 cl.

P — Disseram que 25 cl corresponde a um

quarto do litro. Entdo quantas garrafas destas g

(mostrando a garrafa C), eu tenho de ter para - — —

encher esta garrafa (mostrando a garrafa E)? :c:lgu~ra 65 — A relacdo entrg o decimal e a
racao
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Varios alunos — Quatro.

P — Entdo vamos verificar, enchendo a garrafa de litro com a agua da garrafa de 25cl.
Vamos verificar se cabe |4 o liquido de quatro garrafas. (Fig. 65).

Realizaram a comprovagéo das outras relacOes estabelecidas. Para Beatriz esse
foi um passo trabalhoso mas importante pois verificavam o que pensavam, o que lhes
trazia seguranca. “Tinham ideias, lancavam-nas e depois ao comprovar a sua ideia

tinham a prova. Eles usavam as garrafas para comprovar as medidas “ (R10, 7).

“A ideia era: uma garrafa com uma dada capacidade, eles enchiam-na e comparavam
quantas vezes cabia (o liquido contido na garrafa) noutra garrafa comprovando as ideias
que tinham tido inicialmente, e de que tinham conhecimento da vida do dia-a-dia. Eles
enchiam as garrafas e verificavam as relagBes entre elas: quantas vezes cabiam umas
nas outras” (R10, 8). “ Verificar por si mesmos ¢ importante, porque fica marcado de

outra maneira dentro deles” (R10, 9).

No episddio seguinte pode-se ver como apesar de terem verificado essa relacéo

entre a garrafa de quarto de litro e o litro, a dificuldade em representar na reta.

Episodio 9: Continuando a luta com a reta, usando o0 erro como estratégia

P — Entdo vimos que 4 garrafas de 25 cl cabem numa garrafa de litro, enchendo-a.
Podemos deduzir que quatro garrafas correspondem a um litro. E a garrafa de 25 cl
corresponde a ...

Vérios alunos — A uma de quatro...
P — Entdo representa ...
Vérios alunos — Um quarto do litro.

P — Entdo vamos la ver ali na reta... A minha garrafa de litro vai de onde até onde?
(Indica todo o segmento de reta). Isto é uma garrafa (apontando o primeiro segmento de
reta), isto é outra garrafa... Quantas garrafas? (Fig. 66)

Vérios alunos — Quatro.

P —Daqui (0) até aqui (1) tenho quatro garrafas. Entdo tenho aqui um
litro.

Sara — Acho que o espaga_é maior...

P — Quantas garrafas destas, Vvoeés_tém
(referindo-se as garrafas de 25 cl)?

Varios alunos — Quatro.

P — A minha unidade tem de estar dividida
em quantas partes?

Varios alunos — Quatro.

P — Entdo, um litro quantos 25 cl 14 tem?

Varios alunos — Quatro. Figura 66 — A diviséo da unidade em quatro
partes iguais
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P — Porqué?

Varios alunos — Por que 25 cl corresponde a um quarto do litro.

Ana — E que assim os 50 cl sdo maior que um
litro (Fig. 67).

Jodo — Assim ndo da!
P — Né&o dé& para qué?
Jodo — Para chegar a unidade.

Bruna — Eu sei como podemos fazer professora.

P — Entdo, Bruna vai la fazer!

Vai para o quadro e distribui os quatro espacos

igualmente. Figura 67 — A relagdo entre o decimal e a
fracdo

Beatriz suportou o desenvolvimento das ideias dos alunos, deu forca a
intervencgdes de alunos mas deixou-0s debaterem-se até encontrarem uma solugdo para a
incoeréncia. Depois de retificada o espacamento na reta, colocando os quartos no local
certo (no meio da metade) Beatriz vai acertando a localizagédo das garrafas na reta, como

se pode ver no episodio 10.

Episédio 10: Quanto falta para chegar ao litro?

Bruna — Daqui aqui vao 50, 25, mais 25. Depois mais 50, dois 25 vao até ao litro
(dividindo o segmento de reta entre 0 e 1 em quatro espagos iguais, e escrevendo em
cada um 0, 251.)

P — Explica |4 melhor aos teus colegas.
Bruna — As quatro partes do litro tém de ser iguais.
O Luis vai ao quadro e explica novamente, por palavras suas, o raciocinio da colega.

Luis — Daqui até aqui temos um quarto, depois outro quarto até aoc meio, depois outro
quarto, faz trés quartos e mais outro, uma unidade (Fig. 68).

P — Quantas partes tem agora a minha
reta?

Vérios alunos — Quatro partes iguais.

P — Entdo, um quarto do meu litro é Al vy

quanto? = S48

Vérios alunos — Um quarto!

P — E dois? ’

Oﬁf p 137 ,';.;‘."Q'

Vérios alunos — Dois quartos.

P — E trés partes do litro?
Figura 68 — A unidade dividida em quatro
partes iguais

Varios alunos — E 75 cl.

P — E quatro quartos?
Varios alunos — E a unidade.
P — Agora ougam... Quero encher a garrafa do litro.

Ja tenho 75 cl. Quero chegar ao litro. Ja chega de 4gua? N4o preciso de mais?
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Vérios alunos — Precisal De mais esta (mostrando a garrafa C, de 25 cl).

P — E fantéstico o que me estas a dizer mas agora é preciso que todos o entendam.
P — 75 cl é que parte do meu litro?

Vérios alunos — Trés partes.

Rodrigo — Para chegar ao litro falta um quarto de litro para chegar ao 100 cl.

Beatriz ao longo desta tarefa tem vindo a desenvolver o significado de fracéo
enquanto medida. Esse significado, visualiza-se de uma forma especial, na reta
numeérica. “Quando a unidade é 1, de forma abstrata, passamos a ter o nimero decimal.

Na reta numérica a distancia entre 0 e 1 ¢ a unidade”. (Lovin & Van Walle, 2006, p.

255)

5.5.3 Refletindo com Beatriz

Beatriz trabalhar os decimais era um momento esperado de forma um pouco
ansiosa pois ndo sé tinha sentido que de certa forma, existiam poucas tarefas para
trabalhar a no¢do de nimero decimal, como sentia a partida grandes dificuldades no
trabalho com estes nimeros.

Do conjunto de tarefas planificado, esta é a Unica tarefa com nimeros decimais. E a

minha questdo era: se ndo sair daqui nada se ndo acontecesse eles estabelecerem as

relagdes, teriamos de pensar noutra forma. Nao podiamos ficar por aqui (R10, 32).

Inicialmente a sua preocupacgédo era que os alunos ndo relacionassem as ideias
novas, com as ideias ja trabalhadas de forma a estabelecer as conexfes necessarias a
compreensao relacional. “Tinha receio de ndo estabelecerem a associagdo entre a fragao
e o decimal. De ndo haver relacdo entre as representagdes dos nimeros, de a tarefa ndo

funcionar. Mas acabou por haver” (R10, 28).

A tarefa foi contudo gratificante: “Eu sabia que a tarefa tinha potencial. Nao
sabia era como ¢ que se iria concretizar essa situagao” (R10, 74). Considerou-a também

muito poderosa “pela associacdo que faz entre a frag@o e o decimal” (R10, 592).

Mais tranquila com a forma de gerir as discussdes matematicas, mais confiante
em si, deixou ir os alunos, deixou-0s representar incorretamente na reta numérica e

constatar essa mesma incorrecao. A propria Beatriz ndo se sentia confortavel com este
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modelo: “ A minha lacuna ¢ a reta numérica. Eu tenho um problema com a reta
numerica. Nem eu sei trabalhar bem com a reta, como poderei trabalhar com o0s
alunos?” (R10, 235). Era esta, a questdo que a inquietava nesta tarefa, desde o
momento, em que a escolheu, tanto mais sabendo que a representacdo na reta é
importante para a compreensdo do numero racional. Por isso, a razdo de escolher um
contexto tdo proximo da realidade dos alunos e com possibilidade de relacionar com a
fracdo de uma forma pratica. De acordo com Lovin & Van Walle (2006) “ Os numeros
decimais sdo outra forma simples de escrever numeros racionais. Ambas as formas tém
valor [referindo-se a fragdo]. Maior flexibilidade é ganha se se compreender como estdo

relacionadas”.

Beatriz salienta como importante a relacdo que os alunos estabeleceram entre o

numeral misto e o niUmero decimal:

Os alunos continuam a olhar para o decimal como uma parte fracionaria, um nimero
que pode ter uma parte inteira e uma parte fracionaria; trés garrafas de meio litro
enchem uma de litro e meio, estéo a trabalhar com a fracdo. Duas metades formam uma
unidade e mais outra metade, uma unidade e meia, o tal litro e meio. A nocdo de

numeral misto de que estdo sempre a procura (R10, 48).

Com efeito ja no episddio 5 esta relacdo foi estabelecida com a garrafa de litro e

meio:

Entdo, e se fossem trés garrafas de meio litro? N&o deu para comprovar, mas para eles,
foi claro. Recordo que disseram que caberiam trés garrafas de meio litro. Vimos que
duas de meio litro, faziam uma de litro. E se fossem trés? (...) (R10, 19-22). Sim, eles
sabem que passa do litro. O litro seria a sua unidade de referéncia. Funcionou bem, eles
foram logo buscar a ideia do numeral misto. Eles compreendem quando uma
determinada quantidade é muito maior que um litro ou é menor que o litro, ou é igual ao
litro (R10, 56) Trés garrafas de meio litro, enchem uma de um litro e meio. Convertem a
fracdo (3 x 1/2= 3/2) em misto (1 %2) e agora escrevem também o decimal e relacionam
que o que esta para la da virgula é a parte fracionaria e tem de forcosamente escrever-se
na forma de fracdo (R10, 66).

Beatriz foi insistente neste ponto “A parte fracionaria pode passar de uma
unidade, de duas unidades....nesse caso pode-se escrever o numeral misto... Quando as
partes fracionarias perfazem unidades, sdo numeros inteiros!” (R10, 63). Considerou,
portanto, forte a relacdo entre a compreensdo do que € um numeral misto e um nimero

decimal.
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O trabalho com as medidas de capacidade foi do seu ponto de vista facilitador
para a compreensdo do nimero decimal:

Saber que o centilitro é cem vezes menor que o litro foi para mim uma surpresa.

Instintivamente ou intuitivamente foi pacifico para os alunos escreveram que 0,75 litros,

era 0 mesmo que 75 centilitros. Perceber que o centilitro € menor que o litro 100 vezes é

que foi um pouco mais dificil. (R10, 74).

Apesar do trabalho com os alunos na reta numérica a ter deixado entusiasmada
pela capacidade para pensarem as relacbes envolvidas e as terem conseguido
representar, Beatriz manifesta sentir falta de novas oportunidades para que os alunos
possam aprofundar a sua compreensdo sobre 0os numeros decimais e sua representacao
na reta numérica.

Sinto falta de outras tarefas. De trabalhar com os nimeros na representagdo decimal e

trabalhar com eles e na reta numérica. Eles tém dificuldades de representacdo na reta.

(...) Sim, mas tem de haver mais, tem de haver mais tarefas em que eles amadurecam

estas relagdes. Mesmo assim, nédo chega, faltam tarefas (R10, 105).

Durante a sessdo em refletimos sobre esta aula, um dos aspetos sublinhados foi o
de que ainda faltava trabalhar as percentagens, que acabaram por ndo emergir, durante
esta tarefa nem em anteriores. Beatriz refere quase espantada: “Nés ndo prepardmos
nenhuma tarefa para a percentagem. Porqué?” (R10, 142). Acabamos por concluir que
na tarefa anterior a esta “O deposito de gasolina” teria sido uma boa tarefa para fazer
emergir esse conceito uma vez que a nocdo de deposito vazio/cheio, induz a pensar
numa percentagem. E teria sido uma ideia a ter por horizonte. Beatriz trabalhou-a a
partir fracdo: um quarto de deposito, metade, trés quartos mas ndo chegou a dar o salto.
Concluimos ser boa ideia, revisita-la, tendo a percentagem por horizonte. “Revisitar a
tarefa. Utilizando a reta numérica dupla para relacionar, fracdo e percentagem” (R10,
156).

Pensamos numa tarefa que desse a resposta a Beatriz, mais tarefas para
relacionar fragdo, nimeros decimais e percentagem para ter a convic¢do que 0S Seus
alunos compreendiam e tinham alguma destreza nas multiplas representagdes do
numero racional. Foi neste momento que decidimos adicionar uma nova tarefa de
compara¢do de nimeros racionais adaptada do Rational Number Project, que foi a tarefa

17 “Comparando niimeros racionais”.
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Capitulo 6 - Conclusoes

Este estudo tem como objetivo compreender o trabalho de uma professora no 3.°
ano de escolaridade, desenvolvido no ambito de um projeto colaborativo, orientado para
a construcao, pelos alunos, do conceito de numero racional, representado na forma de
fracdo, numa perspetiva de desenvolvimento de sentido de numero. Concretamente
pretende-se descrever e analisar as suas praticas, na preparacdo e concretizacdo de uma
trajetoria de aprendizagem, perspetivando os desafios e dificuldades com que se vai

confrontando.
Com esse objetivo pretendi dar resposta as seguintes questdes:

Q1. Qual o papel da professora na preparacdo de uma trajetéria de
aprendizagem, orientada para a construcdo do conceito de nimero racional? Quais

as suas perspetivas sobre este processo de construcéo?

Q2. Como concretizou a professora a trajetoria de aprendizagem? O que
influenciou essa concretizacdo? Que aspetos considerou facilitarem ou

constrangerem a construcdo do conceito?

Q3. De que modo o trabalho desenvolvido contribuiu para a reorientacao

das préaticas da professora?

Na preparacdo da trajetéria e das aulas eu e Beatriz orientdmo-nos pela (i)
escolha e sequenciagdo de tarefas, tendo por horizonte as grandes ideias matematicas
para a construgdo do conceito de nimero racional, e na (ii) preparagdo da professora
através da antecipacdo de tarefas, e da escolha de modelos. Na concretizacdo da
trajetdria e das aulas a professora centrou-se na (iii) apresentacdo das tarefas aos alunos
e no apoio ao trabalho dos alunos, procurando fazer emergir os conceitos matematicos e
na (iv) discussdo das estratégias emergentes do trabalho realizado com os alunos, e no
uso de modelos para os ajudar a pensar. Relativamente a reorientacdo das préaticas de

ensino da professora, debrucei-me sobre os contributos da reflexdo sobre o trabalho
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realizado, ao longo da trajetdria, sobre as dificuldades, os desafios experienciados e a

forma como Beatriz perspetiva futuramente as suas préaticas.

O ciclo de preparacdo, acdo, reflexdo permitia um reajuste constante da

conjetura pensada e explicitada na escolha e sequenciacéo das tarefas.

6.1 Construindo o conceito de nimero racional

Pretendo de seguida abordar as fases de preparacdo e concretizacdo das aulas,
fazendo uma retrospetiva relativamente ao trabalho realizado durante o projeto de
colaboracdo e evidenciando os aspetos que mais caracterizaram as préaticas de Beatriz,

emergentes da anélise.

6.1.1 Preparacao

O projeto de colaboracdo consistia na preparacdo da unidade dos numeros
racionais para o 3° ano de escolaridade, tendo em conta a inovacdo curricular: a
constru¢do do conceito de numero racional, a partir da nocdo de fracdo nos seus
diversos significados, e a utilizacdo em paralelo das duas representacdes: fracdo e

decimal.

Dando resposta a orientacdo metodologica do programa de Matematica do ensino
basico foram pensadas experiéncias matematicas diversificadas, tendo-se portanto,

realizado diferentes tipos de tarefas.
O projeto de colaboracéo

Decorria do nosso projeto, uma negociagéo das tarefas a realizar nas aulas, a partir
de uma selecdo criteriosa. As tarefas seriam problemas de curta, média ou longa
duracdo (20 a 30 minutos, 1 aula, 2 aulas) e o contexto de trabalho envolvia sempre
momentos de apresentacdo da tarefa pela professora aos alunos em grande grupo,
momentos de trabalho em pequeno grupo (dois ou quatro alunos), para dar tempo aos
alunos de discutirem ideias entre si, e desenvolverem estratégias de resolucdo e as

representarem. Finalmente, um momento de discussdo das estratégias desenvolvidas
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pelos alunos, para abrir espaco a intensificagdo de um discurso matematico, em torno

das grandes ideias matematicas que revelam a estrutura que esta subjacente a tarefa.

As grandes ideais matematicas no horizonte.

Beatriz estudou o curriculo tendo em vista compreender as metas de ensino,
utilizou a planificacdo do seu grupo de trabalho, reuniu documentos varios, selecionou
tarefas e realizou reunides para a preparacao desta unidade didatica. Todo este trabalho
foi conjunto e ocorreu em reunides onde partilhdAmos a escolha de tarefas e analisamos o
seu potencial a luz das metas definidas. Ao articular e sequenciar as tarefas que
considerdmos ser poderosas, com 0s objetivos pretendidos, escolhemos um caminho
que se designou por trajetoria de aprendizagem hipotética, sabendo de antemdo que
seria inevitavel, por vezes, fugir a esse caminho, seria inevitavel, sem contudo perder a

direcédo pretendida.

Pensando no ensino do nimero racional e tendo consciéncia das dificuldades do
percurso, pela sua inexperiéncia no trabalho com o nimero racional na forma de fracao
e da propria complexidade do conceito, meticulosamente se definiram as grandes ideias
matematicas a trabalhar — 0 nosso horizonte matematico, se anteciparam estratégias e se

escolheram modelos para ajudar os alunos a pensar.
A escolha e sequenciacao de tarefas.

Para Beatriz foi central no trabalho os momentos de preparacdo cuidadosa das
tarefas, onde se incluia uma primeira escolha individual, pelos motivos que cada uma
considerasse serem validos, seguida da resolucdo em conjunto da tarefa e da
antecipacdo dos possiveis processos de pensamento dos alunos. Partilhavamos as
resolucOes e debatiamos as grandes ideias matematicas subjacentes que constituiram as
grandes ideias a trabalhar. A sequéncia de tarefas foi projetada tendo em conta as ideias
estruturantes da matematica a desenvolver e o conhecimento dos alunos. Os
conhecimentos previos dos alunos que sO Beatriz conhecia, foram o ponto de partida
para novas aprendizagens, ou seja, as suas ferramentas para a constru¢cdo do novo
conhecimento, assim como a escolha de modelos para ajudar os alunos a pensar. A
escolha e sequenciacdo das tarefas foi pois, um passo decisivo em todo o trabalho
desenvolvido, e foi negociado por ambas, a partida, antes do inicio da unidade e,

momento a momento, apos cada aula, verificados 0s progressos no pensamento dos
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alunos. Foram portanto selecionadas por ndés tarefas, neste caso, problemas
matematicamente ricos que puderam ser usados para apoiar e servir de andaimes ao
pensamento dos alunos sobre fracdes, decimais e percentagens, tendo em atengdo as
grandes ideais matematicas definidas na paisagem de aprendizagem (Fosnot & Dolk,
2002: Fosnot, 2007).

A escolha dos contextos das tarefas e dos contextos de trabalho

Os contextos das tarefas foram cuidadosamente selecionados por Beatriz, que
tinha a atencdo especial de os colocar aos alunos, como se uma histéria das suas vidas
se tratasse. Foi notdrio em varios momentos, ouvir Beatriz iniciar uma historia e sé
depois se perceber que colocava um problema que exigia uma solucdo matematica. A
afirmacdo de uma aluna, na tarefa da baguetes “parece-me que ¢ matematica” e mais a
frente “é mesmo um problema de matematica” denota o envolvimento na historia, que
Beatriz fomentava antes da abordagem matematica. Esta situacdo € visivel em muitos
dos titulos das suas tarefas que apenas séo indicadores do tema da pequena historia: “O
lengo do meu marido”, “As garrafas de dgua mineral”, “A visita de estudo”... Fui-me
apercebendo ao longo do tempo que trabalhamos juntas que este cuidado, com o
contexto da tarefa, esta envolvéncia da tarefa matematica, era um trago da personalidade

de Beatriz, como professora.

Os contextos de trabalho com os alunos e as modalidades de trabalho foram
também cuidadosamente escolhidos por nds, face ao tipo de tarefa. Todas as tarefas que
constituiam problemas foram trabalhadas, a pares ou em grupos, seguidas da
orquestracdo de uma discussdo coletiva, depois da resolucéo das tarefas e da producgéo
de trabalhos. As tarefas mais longas foram trabalhadas em duas aulas, sendo na segunda
aula convocado o congresso matematico para a discussdo das estratégias e das grandes
ideias emergentes. O contexto de trabalho de congresso matematico (Fosnot & Dolk,
2002), ajudou Beatriz a instituir como pratica corrente a discussdo dos conceitos
matematicos, e a ensinar os seus alunos a posicionarem-se nessas discussoes,
enfatizando as questdes matematicas. Neste trabalho, o papel do professor é crucial para
manter o foco na matematica emergente e nos processos de raciocinio matematico,

tentando “levar todos os alunos com ele” (EF, 231)

Compreendi que nédo era usual Beatriz nas discussdes, tornar objeto explicito da

discussao coletiva, 0s conceitos, estratégias e raciocinios. O trabalho desenvolvido em
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torno da tarefa 4 “A visita de estudo e distribuicdo de baguetes” em que ambas
simuldmos um congresso matematico, permitiu a Beatriz aperceber-se da forma como
poderia tornar objeto de discussdo as questdes matematicas, levando os alunos a
exporem 0s seus processos de pensamento e as suas concegfes momentaneas dos
conceitos com que trabalhavam, podendo Beatriz aceder desta forma ao pensamento dos

alunos, e encaminhar a discussao matematica em direcdo a horizontes matematicos.

Beatriz referiu, por vezes, ter sido este contexto de vivéncia de um congresso
matematico que Ihe permitiu mudar o seu papel como professora:
como eu aprendi [no congresso matematico] fui adequando a minha postura e deixei de

dar aulas tdo dirigidas. A argumentagdo, o discurso estava mais solto...mas também

mais direcionado” (EF, 581)

A partir dai intercalava tarefas realizadas em congresso matematico com tarefas mais
simples mas com discussdo coletiva... (EF, 584)
Beatriz nesta intervengdo ressalvou o mais importante. Passou, mesmo em

tarefas mais simples, a dar grande importancia as discussdes coletivas.

Por outro lado, passou a instituir, como modalidade de trabalho, o trabalho em
pequeno ou grande grupo, por considerar central a troca de ideias entre os alunos:

Nesse sentido mudou completamente. Quem entra na sala e ndo sabe o que estd a

acontecer pode pensar que h&d um burburinho diferente do habitual, mas eles estdo a

trabalhar com um objetivo e isso € que é importante. Esse barulho é construtivo
(EF,587).

A antecipacao de estratégias.

Ao preparar o seu trabalho Beatriz salientou muitas vezes ndo saber quando uma
tarefa é boa. Poder escolhé-la por questdes de forma, porque parece ser atrativa, ou até
SO porgue o seu contexto é familiar aos alunos ndo &, certamente, a questao central para
a escolha de uma tarefa pelo professor. Fazendo parte do trabalho de preparacgéo, a
escolha de tarefas para a trajetoria e a sua sequenciacao esta sensacao foi minimizada,
traduzindo-se numa maior seguranca face as tarefas a propor. Tal tarefa so é possivel,
tendo muita consciéncia da estrutura matematica subjacente a escolha e ao
conhecimento dos processos de aprendizagem dos alunos e seu desenvolvimento.
Quando Beatriz diz conhecer os seus alunos, refere-se um pouco aquilo que eles sabem,

mas também, a forma como aprendem e da qual se foi apercebendo ao longo do tempo.
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Resolver a tarefa como o aluno, debater com outro colega 0os processos de
resolucdo e partir para uma discussdo em torno do trabalho desenvolvido, foi uma
estratégia adotada por nos, e permitiu ter em atencdo, previamente, ndo s6 as possiveis
estratégias de resolucdo como também os processos de pensamento usados. Beatriz

passou a sentir-se mais confortavel com o trabalho que propunha aos seus alunos.

6.1.2 Concretizagdo

Beatriz proporcionou aos seus alunos uma experiéncia matematica diversificada,
apoiada em tarefas criteriosamente selecionadas e encadeadas que puderam fazer
emergir as grandes ideias matematicas relacionadas com o conceito de nimero racional.
Beatriz desenvolveu com os alunos as estratégias que eles préprios explicitaram, usando

como ferramentas as ideias emergentes.
A apresentacéo das tarefas.

Beatriz iniciou as exploracdes com os alunos comecando por apresentar o
problema ajudando-os a “dar sentido ao problema”, isto ¢ a remeté-los para o contexto,
de forma a dar suporte ao seu pensamento e diluindo eventuais mal-entendidos. A
apresentacdo cuidada e sem pressas, que realizou no inicio das suas tarefas, foi

permitindo aos alunos apropriarem-se do problema.
O apoio ao trabalho dos alunos

Ap0s a apresentacdo das tarefas, Beatriz providenciou espacgos de reflexdo, de
modo a que o0s alunos se fossem apropriando do problema, tomando consciéncia deste, a
sua maneira e ao seu préprio ritmo. Pedia para refletirem sobre as ideias dos outros
alunos e de seguida dava-lhes um tempo para desenvolverem o trabalho e para

discutirem ideias (a pares ou no pequeno grupo, conforme o caso).
A orquestracgao de discussdes coletivas

Beatriz instituiu os momentos de discussdo coletiva como momentos cruciais
para fazer sobressair importantes ideias matematicas que foram sendo apresentadas
pelos alunos. Pediu-lhes para refletirem sobre as ideias dos colegas, num clima de
respeito e de coresponsabilizagdo pelas aprendizagens mutuas. Usou a comunicagao
aluno-aluno ou aluno-professor em momentos criticos, nos quais novas ou importantes
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ideias sdo apresentadas & comunidade de sala de aula e parafraseou ditos dos alunos

(recontou) para evidenciar o que de mais importante ia sendo referido.

Modelou as atitudes a desenvolver e a instituir na cultura da sala de aula, ao
fomentar alunos bons ouvintes, através da forma como ouve as ideias deles, dos seus

alunos e respeitadores das ideias de cada um, validando e ouvindo as ideias de todos.

Ensinou-lhes desta forma que a aprendizagem € dificil e requer esforgo,
mostrando-lhes como se trabalha em conjunto e como se podem ajudar mutuamente.
Levou-os a colocar questdes, mostrando como é importante pedir explicacdes para
clarificar o que estd confuso. Mostrou-lhes que os desacordos ndo sdo ataques pessoais
mas defesas de ideias, o que é essencial numa comunidade de discurso e que tambeém

ela, enguanto aprendente, pode cometer erros e mudar 0 seu pensamento.

6.2 Reorientando as praticas de ensino

Uma questdo que se evidenciou ao longo de todo o trabalho foi a da necessidade
de constante reajuste das praticas, por efeitos da propria acéo e da reflexdo sobre a acdo.
Esta dindmica, que decorre do ciclo de acdo-reflexdo do nosso projeto de colaboracgéo, é

visivel na figura 69.

Concretizagdo

Legen

Ambas

Professora

Figura 69 — Ciclo de acéo- reflexdo

Beatriz investe na preparagdo para concretizar o seu trabalho e a partir da
reflexdo sobre a acdo, prepara uma nova agdo, constituindo este ciclo o reajuste
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constante de um trabalho preparado em torno de uma trajetéria de aprendizagem

planeada e conjeturada. O constante reajuste, a modificacdo da trajetoria, é a peca

central do ciclo de aprendizagem (Simon, 1995).

A seta a laranja representa a tomada de consciéncia de uma nova relacdo no

ciclo de acédo- reflexdo do projeto de colaboragdo. A preparacdo é uma predi¢do para a

acao e projeta a propria acdo antecipando uma reflexdo sobre a agdo. O professor torna-

se um observador de si mesmo.

Beatriz ao longo do trabalho desenvolvido, durante o projeto de colaboracéo, foi

reorientando as praticas de ensino a varios niveis:

Apds cada aula, a reflexdo realizada em torno do trabalho desenvolvido
permitiu considerar se o que era pretendido acabou por emergir, ou se
seria necessario revisitar essa ideia ou essa tarefa, como aconteceu na
tarefa do “Depodsito de gasolina”. N&o tendo emergido a nocdo
percentagem e continuando Beatriz a considerar a tarefa boa para
trabalhar esta nocdo, decide revisita-la, trabalhando agora com a reta
numeérica dupla (fracdo, percentagem).

Apos a reflexdo realizada em momentos diversos da trajetoria, face as
grandes ideias ja trabalhadas, Beatriz decide alterar a sequéncia planeada
e antecipar a tarefa 14 “O muro das fragdes” pois os alunos j& tinham
intuindo que podiam representar de diferentes formas a mesma
quantidade (quando descobrem que metade € equivalente a dois quartos e
a quatro oitavos).

Ao nivel da propria professora foram visiveis, e percetiveis para a propria,

algumas mudancas, relacionadas com os seguintes fatores:

Gestdo das modalidades de trabalho na aula, em particular na
diversificagdo e diferenciacdo dos momentos de apropriagdo do
problema, de discussdo das primeiras ideias, de discussdo e negociacao
de estratégias, na defesa das apresentacbes, na argumentacdo, dos
raciocinios e das estratégias utilizadas no grande grupo e na validacdo

das conclusoes;
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e Valorizacdo da estrutura emergente da matematica nas tarefas, passando
a dar mais importancia a discussdo das ideias matematicas, e instituindo
0s conceitos matematicos como objetos, do discurso matematico;

e Gestdo da tensdo entre os objetivos e a aprendizagem dos alunos, e
responsabilizacdo pela sua intervencdo na ajuda e a suportar o

pensamento dos alunos.

Estas mudancas contribuiram de forma decisiva para uma relacdo mais gratificante,

mais confiante e contudo mais exigente em relacdo a Matematica:

Eu este ano apaixonei-me pela matematica, porque descobri coisas magnificas acerca da

Matematica. Eu s6 a via como quando a aprendi. Férmulas e mais férmulas, e eu que

tenho uma enorme capacidade para decorar... decorava ¢ pronto. Eu apaixonei-me por

ela. Andei enganada, estava iludida... adorei o trabalho que realizamos conjuntas por

tudo o que faldmos e partilhdmos. Tenho pena de ndo continuarmos a trabalhar. A partir

deste ano ndo serei a mesma professora. (RF, 355)

Esta mudanca de perspetiva levou-a a encarar de forma mais ativa as
dificuldades dos alunos, deixando de se sentir fechada no problema mas desafiada por
ele, na medida em que ganhou uma seguranga emocional que lhe permitiu ndo se sentir
tdo frustrada com as dificuldades. A tarefa do Jodo e da Maria mostra um ponto de
viragem na forma como Beatriz passou a encarar a sua frustragdo, quando as expetativas
ndo correspondiam. Ao sentir as suas dificuldades, numa situacdo que lhe pareceu a
partida ndo levantar grandes questfes, sentiu desilusdo em termos emocionais assim

como alguma inseguranca.

O conflito cognitivo gerado internamente — “como sair desta situagdo de
impasse?” —, uma vez que os alunos estdo centrados na resposta obvia e “ndo ouvem as
vozes dissonantes de um ou dois colegas que apontam intuitivamente para outra
solug@o”, provoca-lhe sentimentos de desalento e insatisfagdo mas, simultaneamente,
serve de motor para uma mudanca na sua propria atitude levando-a a repensar o seu

papel na orientacdo da discussao.

Para Beatriz este foi um novo encontro com 0 conceito de ndmero racional e
uma reestruturacdo do mesmo. “N&o me assustava tanto a fragdo mas como realizar esse
trabalho com os alunos com sentido para eles” (EF,508). Ao colocar a abordagem ao
numero racional a partir da construcdo do conceito de fracdo no 1.° ciclo, ndo é possivel

esquecer que é a primeira vez que estes professores se defrontam com este desafio.
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Precisamente num dominio tradicionalmente dificil para todos, alunos e professores,

mas um dominio crucial, na aprendizagem dos nimeros, do célculo e da &lgebra.

6.3 Encerrando o estudo

No momento em que termino este estudo, olho para tras e perpassam em mim,
momentos de uma grande riqueza. Tive a oportunidade de estudar questdes da didatica
da Matematica, com as quais convivi diariamente ao longo dos meus vinte e cinco anos
ao servico das aprendizagens da Matematica. Tive acesso a novos conhecimentos,
aprofundei e fundamentei outros. Foi como que uma caminhada pessoal de busca de
novos sentidos, de procura de outro significados. Evolui, pessoal e profissionalmente.

Entrar na sala de aula do 1° ciclo, para mim, que sou professora do 2° ciclo, foi
um desafio imenso. Conheci uma realidade diferente, e alarguei 0s meus horizontes. As
minhas expetativas mudaram relativamente as primeiras aprendizagens da Matematica.
Aos alunos do 3.° ano, pode-lhes ser pedido um trabalho exigente do ponto de vista da
matematica, com o suporte devido. Para o professor o desafio, € enorme! Além de ter de
ser plurifacetado, para dar resposta as diversas areas da monodocéncia, tem de se tornar
um especialista nas primeiras aprendizagens da Matematica. E o seu trabalho nédo é
apenas dar a conhecer o que existe, é construir o significado mateméatico do mundo que

os rodeia. Passo a passo...

Conhecer Beatriz, a professora, foi aliciante. Durante meses, partilhdmos
conhecimentos, davidas, convicgdes, receios, descobertas, dificuldades, entusiasmos.
Entrarmos num projeto de colaboracdo permitiu aprofundar mutuamente o
conhecimento. Os nossos contributos foram diferentes e beneficiaram-nos
reciprocamente. Beatriz recebeu uma atengdo individualizada, passou a ter uma
companheira de equipa com quem trabalhar, partilhar, dialogar, refletir, antes e depois
das aulas. Pdde usufruir da minha experiéncia de vida, da minha experiéncia como
professora e da minha disponibilidade para a apoiar no planeamento desta unidade
didatica. Eu tive o privilégio de entrar na sua sala e acompanhar o seu trabalho com os

alunos, além de poder compreender as suas intencdes de partida, e do fruto da nossa
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reflexdo, acompanhar também as inflexdes ao percurso planeado e as razfes subjacentes

a essas escolhas.

Essa colaboracdo permitiu-nos dois olhares, duas vontades, duas energias no
investimento. As diferentes formas de ver permitiram tentativas de conciliacdo para as
tomadas de decisédo e para a reflexdo sobre a préatica. A gestdo dos desacordos, e 0 apoio
muatuo nas decisdes permitiram lidar com os obstaculos como se de desafios se
tratassem. Encontrando ressonancia nas ideias de Lampert (2011), o sentido do que se
pode e deve fazer como professor ndo € uma construcdo privada: “Tornar-se um
professor ambicioso significa trabalhar publicamente num ambiente com outros

professores ambiciosos” (p. 23).

Por isso, questiono-me: Existirdo bons professores? Estara inscrito no seu ADN
as informacdes genéticas que determinardo as suas boas praticas? Ou a perspetiva sera

preparar os professores para que se tornem melhores, porque aprenderam a ensinar?

Deixar o professor entregue a si mesmo, as suas qualidades inatas, a sua
experiéncia de vivéncias feitas, ao seu isolamento, ou promover o trabalho colaborativo,
partilhar e vivenciar experiéncias de trabalho conjunto orientadas por formadores que

ajudem a nutrir essas experiéncias vividas e acumuladas?
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Anexo 1 - Pedido de autorizagéo a Direcdo do Agrupamento

Ex. Sr.* Directora do

Agrupamento de Escolas FFFFFFF

Fu. Margarida Maria de Sousa Uva da Gama Nunes e Silva, professora do quadro de nomeacio definitiva da Escola

Basica 2.3 de Pinhal de Frades. grupo de recrutamento 230 (Matematica e Ciéncias da Natureza) venho por este meio

solicitar autoriza¢do para desenvolver na Escola xxsooooooooooooexxxxx, 1° ciclo, um estudo de mvestigagio
intitulado “Do nimero natural ao mimero racional: Um estudo de dois professores: no 3° ano de escolaridade™ que se
integra no meu trabalho de Mestrado em Educacdo. na area de especializacdo em Didactica da Matematica, do

Instituto de Educacio da Universidade de Lisboa.

Este estudo tem como objectivo compreender como dois professores do 3° ano de escolaridade contribuem para o
desenvolvimento do Sentido do Numero na construciio do conceito de nimero racional a partir da representacio
destes niimeros. sob a forma de fracgdo. Pretende-se portanto. descrever e analisar as praticas de dois professores na
preparacdo das suas aulas. na escolha e exploracdo das tarefas, e os desafios que se lhes apresentam durante o seu
trabalho recorrendo para o efeito a uma metodologia qualitativa e interpretativa, do tipo estudo de caso. O facto do
estudo se centrar no 3° ano de escolaridade prende-se com o Novo Programa de Matematica do Ensino Basico que

introduz agora. a nocdo de niimero racional no 1° ciclo a partir da nocio de fraccio.

Assim, contactel. de modo informal. a professora XXXXXXXXXXXXXXXXXX da XXXXXXXXXXXXXXX que se disponibilizou
a trabalhar colaborativamente comigo preparando a unidade didactica, analisando e seleccionando entre as tarefas
definidas pelo grupo de professores do 3° ano. e outras que consideremos adequadas, uma trajectoria de

aprendizagem para este topico do programa: Niimeros Racionais nio negativos.

Neste sentido, venho por este meio solicitar a V* Ex.® autorizacdo para que eu possa estar presente. durante o proximo
ano lectivo, em algumas das aulas da referida professora, para proceder aos registos audio e video das mesmas, com
vista a recolher dados que sejam objecto de analise no dmbito da mvestigacdo que me proponho realizar. Mais
declaro que as imagens dai resultantes ndo serdo divulgadas nem serdo utilizadas para quaisquer outros fins e que
serdio salvaguardados os direitos de privacidade e anonimato que assistem aos participantes e a propria escola,
enquanto mstituicdo. Também e apds a vossa resposta, solicitarel autorizag¢do para efectuar os registos audio e video
das aulas referidas ao Ministério da Educacdo (através da DGIDC) e aos Encarregados de Educacdo da turma (através

da propria professora).

Estou disponivel para qualquer esclarecimento adicional e agradeco desde ja a colaboracdo.

Com os melhores cumprimentos,
Seixal, 10 de Outubro de 2010

Pede deferimento

(Margarida Uva Silva, PQND da Escola Basica 2.3 de Pinhal de Frades)
P.S Os meus contactos:
Telemovel: 91728993

Mail: margaridasilvaani@gmail com
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Anexo 2 - Pedido de autorizacdo aos Encarregados de Educagéo

Ex.° Sr. /Ex.ma 5%
Encarregado de Educagio

Venho por este meio solicitar autorizacio para gravacdes audio e video de aulas de matematica,
relacionadas com a unidade didactica “Numeros Racionais nio negativos™. Estes registos servirio de base
ao trabalho de mvestigacio para a tese de mestrado da professora Marganda Uva Silva realizado no
Instituto de Educacio da Umiversidade de Lisboa Trabalharemos, portanto, colaborativamente nesta
unidade didictica., esperando contribuir para uma finalidade comum: aprendizagens matematicas

significativas, para os alunos.

O trabalho de mvestigacio enquadra-se no Desenvolvimento do Sentido do Numero, pelo que vai ao
encontro de um dos principais propositos de ensino do novo Programa de Matematica do Ensino Basico.
Com efeito, este programa considera muito importante a compreensio dos miimeros e das operagdes para

a fluéneia do calculo e a resolugiio de problemas.

Informo que Margarida Uva Silva solicitou autorizacio ao Ministério da Educacio (através da DGIDC) e
a Direcio do Agrupamento. declarando que as imagens e registos recolhidos no dmbito do trabalho de
investigacio ndo serio divulgados nem serio utilizados para quaisquer outros fins e que serio
salvagnardados os direitos de privacidade e anonimato que assistem aos participantes e & propria escola,

enquanto mstiticio.
Estamos disponiveis para qualquer esclarecimento e agradecemos desde ja a colaboragio.

Com os mens cumprimentos

A professora

X

Eu, . Encarregado de  Educagcio do

aluno da turma __ do ano, venho por este meio

autorizar a participacio do meu educando nas gravagdes dudio e video a realizar, na sala de aula, no

ambito da investigagio em curso.
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Anexo 3 — Projeto de colaboracéo

Projeto de Colaboragio

Descricio do projeto e objetivos

A equipa de trabalho colaborativo sera constituida pela professora que leciona o 3° ano de escolaridade. e

por mim, investigadora, e terd como objetivos:

Aprofundar modos de promover o desenvolvimento do sentido de nimero racional. nos alunos,

concretamente, na passagem do natural ao racional. a partir da nocdo intuitiva de fracdo. através de:
Analise e selecdo ou construcio de tarefas:
Concecdo de uma cadeia de tarefas que possa ser uma possivel trajetéria de aprendizagem;

Reflexdo e analise sobre as aulas em que as tarefas foram exploradas.

Modos de funcionamento e duracio do projeto

A realizacio do projeto incluird a realizacdo de sessdes de trabalho conjunto (trés ou quatro sessdes) e a
observacdo de aulas pela investigadora. As aulas a observar serdo todas as da unidade didatica referente a

passagem do numero natural ao numero racional (cerca de duas semanas de aulas).
O projeto desenvolve-se desde Novembro a Fevereiro de 2010 e terd o seguinte desenvolvimento:
Entrevista inicial:

Realizacdo de trés a quatro sessdes de trabalho conjunto, para analisar documentos € analisar e selecionar

tarefas;
Observacio de aulas por parte da investigadora a professora durante duas semanas:
Andlise e reflexfio do desenvolvimento das tarefas apds as aulas que decorrerdo durante as duas semanas:

Realizacdo de uma entrevista final & professora.

Sessdes de trabalho em conjunto

O trabalho a realizar nas sessoes conjuntas inclui diversos aspetos da pratica do professor que se prendem
com aspetos do seu conhecimento do curriculo e do contetido, da didatica e da gestdo das aprendizagens

na sala de aula. Esse trabalho inclui:

Discussdo de textos de orientacdo curricular e de didatica. propostos pela investigadora ou pela professora

considerados importantes para o trabalho a desenvolver:

Andlise do propdsito principal de ensino para o topico Nimero e Operacdes, aprofundamento de

conceitos chave a ele associados e discussdo dos objetivos de aprendizagem;

Concegdo de uma cadeia de tarefas que possa ser uma possivel trajetoria de aprendizagem;
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Antecipacdo de resolucoes diversas por parte dos alunos e de formas de ufilizacdo das diferencas e das

dificuldades para orquestrar uma boa discussao coletiva;

Reflexdo sobre as aulas que vdo sendo realizadas e sobre episodios considerados significativos.

Protocolos

Das sessoes de trabalho conjunto a investigadora tirara notas de campo para elaborar memorandos:
As aulas serdio observadas e video e audio gravadas por mim, investigadora;

A cadeia de tarefas desenvolvida sera divulgada aos professores da escola;

O investigador compromete-se a garantir o anonimato dos professores e dos alunos que participam neste

projeto.
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Anexo 4 — Guido da primeira entrevista a Beatriz

Guiao da entrevista inicial a Beatriz

Introducao

A 1nvestigacdo que se pretende desenvolver imtitulada “Do numero natural ao
numero racional: Um projeto de colabora¢io com uma professora do 3° ano de
escolaridade” integra-se no trabalho final do Mestrado em Educagdo, na area de
especializacao em Didactica da Matematica, do Instituto de Educagao da Universidade

de Lisboa.

Este estudo tem como objetivo compreender o trabalho de uma professora do 3°
ano de escolaridade, desenvolvido no ambito de um projeto colaborativo, orientado para
a consfrucao, pelos alunos, do conceito de numero racional, representado na forma de
fracao, numa perspetiva de desenvolvimento de sentido de numero. Concretamente
pretende-se descrever e analisar as suas praticas, na preparacao e concretizacao de uma
frajetoria de aprendizagem, perspetivando os desafios e dificuldades com que se vai
confrontando. O estudo inscreve-se numa abordagem qualitativa e de investigacao e, em
particular, na interface enfre o paradigma interpretativo e colaborativo tendo sido

realizado neste ambito, um estudo de caso.

O facto do estudo. se centrar no 3° ano de escolaridade, prende-se com a inovagao
curricular que introduz agora, a nogao de niimero racional no 1° ciclo, a partir da nogao

de fragao, nos seus multiplos significados. e em paralelo com a representagao decimal.

Objectivos gerais da entrevista
Recolher dados que permitam:

a) Descrever o percurso profissional da professora e a sua relacio com a
profissdo e com a Matematica;

b) Compreender as motivacdes e expectativas da professora face a este
projecto de investigagdo e a sua colaboragéo;

¢) Compreender perspectivas da professora acerca da Matematica e do

ensino da Matemadtica;
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d) Identificar a percep¢do do professor acerca de Sentido de Niimero e
concretamente de Sentido de Niimero Racional,
e) Identificar a percepgio do professor acerca do Desenvolvimento do

Sentido de Nuimero na sua pratica.

Objectivos especificos e desenvolvimento da entrevista

Objectivos

- Desenvolvimento da entrevista Observagdes
especificos

Blocos

A Informar. em linhas gerais. que se pretende
Legitimacéio da Legitimar a entrevista e | desenvolver um trabalho no dmbito do

N motivar o professor desenvolvimento do Sentido de Niimero na
disciplina de Matematica, dado ser um conceito
central no NPMEB e que assume importancia
crucial num momento em que a introducéo dos
nmimeros racionais. a partir da nogéo de fraccio
se passa a fazer no 1° ciclo, 3° ano de Tempo médio
escolaridade: de duracgao da
Agradecer a disponibilidade da professora para entrevista

a colaboracdo neste projecto: 90m
Pedir & professora que autorize a gravacio da
entrevista:

Assegurar ao professor o caracter confidencial,
anonimo ¢ sigiloso das informacdes prestadas:
Percepcionar as motivagdes e expectativas da
professora face a este trabalho de colaboracéo.

entrevista

B
Percurso Recolher dados O que te levou a ser professora? A primeira

pessoais aula? Sensacoes? O que sentes em relacdo a
Matematica? Como te sentias, como a aluna que
foste? Como a professora que és?

O que te acontece relativamente a escolha das
tarefas? Como as escolhes? Como escolhes o
percurso a seguir num tdpico. numa unidade Quem € o
didactica? professor?
Que sentimentos vives durante as aulas de
matematica? O que aconteceu numa aula que te
tenha deixado muito realizada? E muito
frustrada?

Que mais valorizas na tua profissdo? Que
constrangimentos tens relativamente a ela?

académico e
profissional

Como foi escolher o curso? Que tinhas em
Identificar o percurso mente como profissao?

acadeémico
Como tem
sido o seu
Como foi ser professora ao longo do tempo? percurso na
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Identificar o  percurso
acadeémico
Identificar o  percurso

profissional

Que mais valorizas na tua profissio? Que

constrangimentos tens relativamente a ftua

profissao?

Como foi escolher o curso? Que tinhas em

mente como profissao?

Como foi ser professora ao longo do tempo?

Quantos anos de servigo?

Que escolas? Que cargos? Que atividades ndo

letivas?
Que formacao?

Principais experiéncias no ambito da profissao?

Como tem sido
0 SEU Percurso
na relagio com

a sua profissao?

C
Percepcionar motivacdes Desde logo. te tocou esta tematica, pois

« aceitaste entusiasticamente a minha proposta de | Que motivacdo?
Adesdo ao

. colaboracio. Porque?
projecto de
colaboragdo
D Percecionar o significado | No NPMEB fala-se no desenvolvimento do

Perspetiva sobre
Sentido de

Numero

deste conceito

Sentido de Numero ao longo dos diversos ciclos
de escolaridade no frabalho com os nimeros e
as operacdes. O que ¢ para ti. Sentido de
Numero? Em que pensas quando falo em

Sentido de Numero?

O grupo de trabalho debateu este conceito?
Pensou no seu significado e na forma de

trabalhar o Sentido de Numero?

Que percecdo?
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Que mais valorizas na ta profissio? Que
constrangimentos tens relativamente a tua
profissdo?

Como foi escolher o curso? Que tinhas em
mente como profissao?

Identificar o  percurso
académico
Como foi ser professora ao longo do tempo? Como tem sido
Quantos anos de servigo? O SEH EEERN0
. na relagdo com
1dentificar o  percurso Que escolas? Que cargos? Que atividades ndo a sua profissdo?
profissional fetivas? = '
Que formagdo?
Principais experiéncias no ambito da profissao?
€
Percepcionar motivagdes Desde logo. te tocou esta tematica, pois
P o aceitaste entusiasticamente a minha proposta de | Que motivagao?
projecto A colaboragdo. Porqué?
colaboracdo
D Percecionar o significado | No NPMEB fala-se no desenvolvimento do
deste conceito Sentido de Niimero ao longo dos diversos ciclos
de escolaridade no trabalho com os mimeros e
Perspetiva sobre as operagdes. O que ¢ para t. Sentido de
Sentido de Numero? Em que pensas quando falo em
TRRtoRy Sentido de Nimero?
Que percecao?

O grupo de trabalho debateu este conceito?
Pensou no seu significado e na forma de
trabalhar o Sentido de Ntimero?
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Anexo 5 — Guido da segunda entrevista, entrevista final, a Beatriz

Guiao da entrevista final a Beatriz

Introducao

A investigacdao que se pretende desenvolver intitulada “Do niimero natural ao
numero racional: Um projeto de colaboracio com uma professora do 3° ano de
escolaridade” integra-se no trabalho final do Mestrado em Educacao, na area de
especializacdo em Didactica da Matematica, do Instituto de Educacao da Universidade

de Lisboa.

Este estudo tem como objetivo compreender o trabalho de uma professora do 3°
ano de escolaridade, desenvolvido no ambito de um projeto colaborativo, orientado para
a construgao. pelos alunos, do conceito de numero racional. representado na forma de
fracao, numa perspetiva de desenvolvimento de sentido de numero. Concretamente
pretende-se descrever e analisar as suas praticas, na preparacao e concretizacdo de uma
trajetéria de aprendizagem. perspetivando os desafios e dificuldades com que se vai
confrontando. O estudo inscreve-se numa abordagem qualitativa e de investigagao e, em
particular, na interface entre o paradigma interpretativo e colaborativo tendo sido

realizado neste ambito, um estudo de caso.

O facto do estudo se cenfrar no 3° ano de escolaridade prende-se com a inovacao
curricular que introduz agora, a nogao de numero racional no 1° ciclo, a partir da nogao

de fracao, nos seus multiplos significados, e em paralelo com a representagao decimal.

Objectivos gerais da entrevista
Recolher dados que permitam:

a) Analisar e descrever a preparagao da trajetoria e das aulas da
professora:

b) Analisar e descrever a concretizagao da trajetoria e das aulas da
professora;

c) Compreender e descrever as ressonancias do trabalho realizado e

a reorientagao das suas praticas.
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_ , . .1
Objetivos especificos e desenvolvimento da entrevista

Blocos Ob_]EgtEV'os Desenvolvimento da entrevista Observacoes
especificos
A Gostava que me falasses sobre como preparas
Preparacéo das C'o111p1'een_der e analisar | gs gulas relacionadas com a Matematica;
aulas e trajetoria: | com Beatriz a Reparei que....  Fala-me um pouco sobre o
Olhando para o g;egzjlgf;?ad?;&lgas ¢ que fazes para preparar aulas... Que cuidados,
passado retrospetiva tel.ls?.A flue materiais, recorres? Quais sdo as
principais preocupacoes?...
Durante as reunides de preparacdo da
trajetoria e das aulas lembro-me que
frequentemente. conversamos sobre diversos
aspetos que também estdo relacionados com a
preparagdo de aulas: Que
preparagio?
Resolvemos as tarefas de varias maneiras.
conversamos sobre os contextos das tarefas,
ete... Gostava de perceber se esta experiencia
introduziu ou ndo alguma novidade
relativamente ao que costumam fazer na
escola, que fu propria costumavas fazer, efc...
B
Como vés o trabalho que foi desenvolvido
Concretizagio da C'o11_1p1'eender e com 0s numeros racionais? Que aspetos foram
trajetéria: Olhando amhs“ar_. com Beatriz, 4 | fundamentais na construgao do trabalho? O
concretizagdo das aulas : f
para o passado e da trajetoria, numa que influenciou?
::Eg%i%ig:ﬁfe: Planif.ic:filnos com conj upto de tarefas e Que
organizamo-las sequencialmente antes de concretizacdo?
A concretizacio comecares a unidade dos mimeros racionais.
Aos desafios ¢ No entanto, ao longo do percurso forma feitas
dificuldades algumas alteracdes quer no conjunto das
Fatores facilitadores € | tarefas quer na sequéncia que delinedmos.
e Gostaria que me falasses das razdes que. a teu
ver. fundamentaram as alteracoes. Que
balanco. fazes, destas alteracdes? Porque?
Que desafios e dificuldades. enfrentaste?
Que aspetos. facilitaram ou constrangeram a
construgao do conceito de nimero racional?

1 £ - . .
Tempo médio de duracdo da entrevista de 90minutos
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Anexo 6 — Mapa de reunides

Reunides

Codigo Data Contetido Caracteristica Meio de recolha de
informacao
RIO1 22Set11 Apresentacdo miituae convite para o Informal
projeto colaboracao
RIO2 24 Set 11 Definicao dos interesses muituos na Informal
colaboracao
R1 26Set 11 Negociagao do projeto Formal
RP1 13 0utll Apresentacdo do projeto de colaboracdo aos Formal com EE Notas de campo
EE
RP2 26 Out11 Preparacao da unidade Formal com
colegas 3° ano
RP3 03 Nov 11 Preparacao da unidade Formal com
colegas 3° ano
R2 05Nov 11 Preparacao da unidade Formal
R3 16 Nov 11 Preparacao da unidade: As voltas com o Formal
DSN natural
R4 23 Nov 11 Preparacao da unidade: Ainda as voltas Formal
com o DSN natural
R5 24 Nov 11 Preparacao da unidade: Tarefas, Formal

metodologias e programa

R6 25Nov 11 Preparacao da unidade: Grandes ideias, Formal _ .
; . Gravagoes audio
estratégiase modelos :
R7 26 Nov 11 Preparacao da unidade: Antecipando Formal
formas de resolucdo, argumentos
R8 16Jan 12 Anédlise retrospetiva: reflexdo sobre a agao Formal
R9 Jan Andlise retrospetiva: reflex3o sobre a acao Formal
R10 Fev Analise retrospetiva: reflex3o sobre a agao Formal
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Anexo 7 — As tarefas apresentadas aos alunos®®

T3 “Pintando azulejos”

Observa o quadrado dividido em oito triangulos:

Pinta metade do quadrado da forma que quiseres. Tenta encontrar todas as formas

possivels.
~ ~ ~ ~
~ // ~ // ~. // ~ //
~ ~ N ~
~ 4 ~ 4 ~ 4 AN 4
~ I ~ I A I ~ <
. 7 AN < N o N s
~ s . / ~ s ~ <
~ AN ~ N
A SN A~ SN
e e . Ve e
~ ~ ~ ~
P N s N 7 N i’ N
Vi . s . s . s N
Ve Ve Ve I
// \ // \ // \ // \
N N ~ S
/ N S N S N e N
~ ~ ~ ~
~ // N // N, // ~ //
“ ~ N ~
~ i’ ~ 7 N 7 ~ e
™~ < ™~ < ~ < ~ s
~ e AN e ~ e ~ s
~ / ~ e N e AN Ve
~ ~ ~ ~
FA N PN FA N FA RN
e e . Ve e
~ ~ N ~
7’ N 7 N 7 N 4 N
- N - . e . s ~
s s s s
// \ // \ // \ // \
~ ~ ~ ~
~ ~ < ~ < N < ~
~ ~ ~ ~
~ 7 ~ ~ ~ s ~ ~
e s e s
~
~ 4 ® ~ e A ~ e ® ~ 7
. s . s ~ e . s
e Ve Ve Ve
\\ s \\ S \\ A \\ s
~ ~ ~ ~
// ~ // ~ // N // N
N N ~ ~
’ N 4 “ 7 . 4 “
s N - N e ~ - N
Ve Ve Ve Ve
// \\ // \\ // \\ // \\
- ~ < N d N < N

% Apenas aquelas em que houve suporte escrito.
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Pinta um quarto do quadrado da forma que quiseres. Tenta encontrar todas as formas

possivels.
~ ~ ~ ~
~ // ~ // . // ~ //
N N S N
~ 4 ~ ,/ ~ 4 ~ -
~ I ~ I ~ 4 ~ 7
~ 4 ~ e AN e N e
~ e ~ e AN e N e
~ ~ ~ ~
A AN S A
e e . e e
~ ~ ~ ~
p N v « - N 4 ~
// N // N // N // N
// \ // \ // \ // \
™~ ~ ~ ~
s N 7 N ' N /- N
~ ~ ~ ~
~ 7 ~ ~ N, s ~ e
B e s . e e
~ ~ ~ ~
~ i ~ ,/ ~ e ~ 7
~ s ~ s N 4 ~ e
s s e -
\\ s \\ S \\ A \\ e
~ ~ ~ ~
// ~ // ~ // ~ // ~
N N ~ ~
s N 4 N - ~ ‘ ~
// . // ~ // ~N // N
// \\ // \\ // \\ // \\
s N s N s N ' N
~ ~ ~ ~
~ // ~ // . // ~ //
N N S N
~ 4 ~ ,/ ~ 4 ~ -
~ I ~ I ~ 4 ~ 7
~ 4 ~ e AN e N e
~ e ~ e AN e N e
~ ~ ~ ~
A AN S A
e e ™ e e
~ ~ ~ ~
- N I N s ~ 7 ~
// N // N // N // N
// \ // \ // \ // \
™~ ~ ~ ~
s N 7 N ' N /- N

Pinta a oitava parte do quadrado da forma que quiseres. Tenta encontrar todas as formas

possivels.
~ ~ ~ ~
~ // N // N, // ~ //
" N S ~
N - ™~ . 7 ~ a ~ e
~ s ™~ s ~ 4 ~ 4
~ 4 ~ e AN e . e
~ S ~ e AN e AN /
N ~ ~ ~
FA N FA N PN FA RS
e e ~ e e
~ ~ ~ N
P N ~ N 4 N - N
< ~ e ~ e ~ 7 ~
e e s e
// \ // \ // \ // \
~ ~ ~ ~
s ~ 7 ~ 7 N s ~
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T5 - Procurando partilhas justas

(Ficha de trabalho B)

e

Que figuras estdo divididas em quartos?

Explicar porque estdo divididas em quartos ou porgque ndo se podem considerar quartos.
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/
N
/
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T7 - A discussdo do Jodo e da Maria

(Ficha de trabalho C)

-

investigagcdo em grupo. Como é costume, o av0 da Maria, sempre que a visita, leva-lhe
um docinho! E durante uma pausa no trabalho que estavam a fazer, a Maria e 0 Jodo

foram apanhados de surpresa...o avé tinha trazido chocolates!!
No dia seguinte, ja na escola, o Jodo e a Maria comentavam um com 0 outro :

- O meu av6 deu-me um quarto de um chocolate! — dizia a Maria.

A discussao do Joao e da Maria \

Ontem o0 Jodo esteve em casa da Maria, para fazerem um trabalho de

KE a mim deu-me metade de um chocolate! — dizia o Jodo. /

Na tua opinido, quem tera comido mais? E quem tera comido menos?

Explica o teu raciocinio.
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T9 - Maior, menor ou igual a unidade ?

Coloca as fracgOes da nuvem na tabela, com a ajuda dos diferentes modelos,

decidindo qual o lugar correcto:

uma décima quinze catorze avos

quatro quintos trés meios

oito quintos quatro tercos trés quart

\

Menor que 1 Igualal Maior que 1
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T10 — Quanto falta para a unidade, ou quanto, passa da unidade?

Completa a tabela usando as frac¢bes da nuvem:

) Falta para a Passa da Numeral
Fracgéo A unidade ) ) _
unidade unidade Misto
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T 14 - As Visitas de Estudo e a distribuicéo das baguetes

Numa turma de 3° ano, a professora relatou aos seus alunos uma situagdo que

ocorreu no ano lectivo anterior com a sua turma;

No ano passado, a minha turma estava a desenvolver um projecto que era muito
abrangente, cruzando saberes de varias areas disciplinares. Um dia, decidimos ir
pesquisar dados para o projecto e pedimos a colaboragdo de alguns Encarregados de
Educacdo que estavam disponiveis para nos acompanhar. Cada um dos grupos de
trabalho foi para um sitio diferente ja que tinha um adulto perto. Assim, cinco alunos
foram para o Oceanario, cinco foram para o Jardim Zooldgico e quatro foram para o
Pavilhdo do Conhecimento. O problema € que a auxiliar da cozinha da escola, ao
preparar-lhes baguetes para o lanche, fez apenas dez baguetes e distribuiu-as do
seguinte modo: deu trés baguetes aos cinco alunos que foram para o Oceanario, quatro
baguetes aos cinco alunos que foram para o Jardim Zooldgico e trés baguetes aos quatro
alunos que foram para o Pavilhdo do Conhecimento.

N.° de Alunos N.° de Baguetes
OCEANARIO 5 3
JARDIM ZOOLOGICO 5 4
conrEcmEnTe 4 3

A professora, a medida que ia falando, ia afixando no quadro uma folha de papel
de cenédrio para cada um dos grupos onde estavam representadas as respectivas

baguetes. E prosseguiu, dizendo:

Na aula seguinte, conversadmos sobre como tinham corrido as visitas de estudo.
Alguns dos meus alunos do ano passado queixaram-se de que a distribuicdo das
baguetes ndo tinha sido justa, pois alguns alunos tinham tido mais comida do que
outros. O que pensam disto? Sera que tinham razio? Eu ndo tenho a certeza... E porque

se tiverem raz&o, para 0 ano, tenho que pensar numa situagdo mais justa.
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T 12 - As tampinhas do Carlos

Parte 1 — Do todo e de uma parte, a fracdo (outra parte)

O Carlos coleciona tampinhas de garrafas de agua. Quando tinha 6 tampinhas

perdeu um terco das tampinhas. Quantas tampinhas, perdeu o Carlos?

Descreve 0 processo que utilizaste para responder a questdo. Podes fazé-lo

utilizando palavras, desenhos, esquemas ou célculos. Podes usar as tuas tampinhas.
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Parte 2 — Do todo, as partes

.cf P

s e -® s eo-®
= =4

O amigo do Carlos tinha 12 tampinhas e deu 9 ao Carlos. Que fracéo das suas 12

tampinhas deu ao Carlos?

Descreve 0 processo que utilizaste para responder a questdo. Podes fazé-lo

utilizando palavras, desenhos, esquemas ou calculos. Podes usar as tuas tampinhas.
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Parte 3 — Das partes ao todo

O Carlos continuou a coleccionar tampinhas de garrafas de 4gua. Passado algum
tempo, trés tampinhas correspondiam a um quarto do numero total de tampinhas da sua

coleccdo. Quantas tampinhas, passou a ter o Carlos?

Descreve 0 processo que utilizaste para responder a questdo. Podes fazé-lo

utilizando palavras, desenhos, esquemas ou célculos.

T 13 - As bolas de pingue-pongue
223



()

Do nimero natural ao racional: Um projeto de colaboragdo com uma professora do 3° ano de escolaridade

Observa a embalagem de bolas de 2 cores. Completa a etiqueta de modo que ela
represente, relativamente ao total de bolas, a parte de bolas brancas e a parte de bolas

amarelas.

— Bolas brancas

—— Bolas amarelas

Quantas bolas brancas e amarelas, poderd ter uma embalagem que tem a seguinte

etiqueta:

1
— Bolas brancas
® 2
Restantes bolas amarelas

)

Construam um cartaz para ser apresentado no congresso matematico do 3°A,
explicitando através de palavras ou esquemas 0 v0sso raciocinio. Preparem de seguida a

vossa apresentacdo com a justificacdo das vossas estratégias.

T 15 - O deposito de gasolina
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O Sr. Amilcar tinha o deposito cheio. Foi visitar a filha mais velha e gastou % do
depdsito. Representa 0 mostrador do carro quando o Sr. Amilcar chegou a casa da filha

mais velha.

—-—

O F

Quando o depdsito esta cheio onde fica o ponteiro? E se no depdsito estiver apenas ¥4 de

gasolina?

T 16_ As garrafas de &gua mineral
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Observa com atengédo as garrafas que tens no teu grupo e que estdo representadas na

imagem:

A B C D E

Coloca as garrafas por ordem crescente de capacidades e completa.

Coloca, de novo, as garrafas por ordem crescente, mas usando as capacidades que podes

ler nos rotulos. Completa.

Posiciona as diferentes capacidades das garrafas na reta numérica:
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Compara as diferentes garrafas e responde:
Quantas garrafas A sdo necessarias para encher uma garrafa C?

Mostra como pensaste.

Que podes concluir sobre a capacidade das garrafas A e C?

Quantas garrafas E sdo necessarias para encher uma garrafa C?

Mostra como pensaste.

Que podes concluir sobre a capacidade das garrafas E e C?

Quantas garrafas E sdo necessarias para encher uma garrafa A?

Mostra como pensaste.

Que podes concluir sobre a capacidade das garrafas E e A?
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Se juntarmos as garrafas A e E conseguimos encher a garrafa C?
Mostra como pensaste.

Que parte do litro, obtivemos?

Completa usando as representacdes fracionaria e decimal.
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Entao:

ou
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T 13 - As bolas de pingue-pongue

Observa a embalagem de bolas de 2 cores. Completa a etiqueta de modo que ela
represente, relativamente ao total de bolas, a parte de bolas brancas e a parte de bolas

amarelas.

— Bolas brancas

~ e
— Bolas amarelas

Quantas bolas brancas e amarelas, podera ter uma embalagem que tem a seguinte

etiqueta:

1
- T Bolas brancas

7\

Restantes bolas amarelas

Construam um cartaz para ser apresentado no Congresso Matematico do 3°A,
explicitando através de palavras ou esquemas 0 v0sso raciocinio. Preparem de seguida a

vossa apresentacdo com a justificacdo das vossas estratégias.
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T 18 — Sou bom a calcular

1 1 .
= += =i
2 2 td
3
4

1

§ =315
A
2 "2

Sou bom a calcular...

Nos queijinhos, nas rectas numéricas,
no muro das fracgdes e noutras memodrias...
Me irei apoiar!

50% + 25% =

Ix— 100: 4=
5

0;5x0,5 =

Inventa dois cédlculos e mostra-os:
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