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Resumo

Os sistemas Lotka-Volterra foram introduzidos por volta dos anos 1920, por
Lotka e Volterra, de forma independente um do outro, quando comegaram a
publicar estudos sobre sistemas de equacoes diferenciais em dreas da quimica
e da interaccao de populacoes, respectivamente.

Estes sistemas geralmente sao classificados em trés grupos: sistemas com-
petitivos (ou cooperativos), sistemas conservativos e sistemas dissipativos.
Dentro da classe dos sistemas dissipativos podem-se considerar os sistemas
estavelmente dissipativos, que se caracterizam por serem sistemas dissipa-
tivos e que por perturbacoes suficientemente pequenas mantém as suas pro-
priedades.

O presente trabalho foca-se essencialmente nos sistemas dissipativos, nome-
adamente no estudo de propriedades e exemplos de sistemas estavelmente
dissipativos. Procura-se explorar um algoritmo desenvolvido nos anos 1980
por Redheffer et al. que actua no grafo da matriz de interaccao do sistema.
Discutem-se algumas ideias relacionadas com a dinamica deste tipo de sis-
temas, sendo apresentados alguns exemplos ilustrativos.

Palavras-chave: Sistema Lotka-Volterra, equacao diferencial, sistema di-
namico, sistema conservativo, sistema dissipativo, sistema estavelmente dis-
sipativo, atractor.
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Abstract

Lotka-Volterra systems were introduced in the 1920s by Lotka and Volterra
independently of one another when they began to publish studies on systems
of differential equations in areas of chemistry and interaction of populations,
respectively.

These systems are generally classified into three groups: competitive (or co-
operative) systems, conservative systems and dissipative systems. Within
the class of dissipative systems can be considered the stably dissipative sys-
tems, which are characterized by being dissipative systems that maintain
their properties even when disturbed.

The present work focuses mainly on dissipative systems, namely in the study
of properties and examples of stably dissipative systems. We attempt to ex-
plore an algorithm developed in 1980 by Redheffer et al. acting in the graph
of the interaction matrix system. Finally we discuss some ideas related to
the dynamics of such systems and present some examples.

Key-words: Lotka-Volterra system, differential equation, dynamical sys-
tem, conservative system, dissipative system, stably dissipative system, at-
tractor.
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Introducao

Os sistemas Lotka-Volterra foram introduzidos por volta dos anos 1920, por
Lotka e Volterra, de forma independente um do outro, quando comegaram a
publicar estudos sobre sistemas de equagoes diferenciais em areas da quimica
e da interaccao de populacoes, respectivamente. Desde entao estes sistemas
tém sido largamente estudados em areas cientificas tao diversas como a fisica,
a quimica, a biologia, a economia ou as ciéncias sociais.

Os sistemas Lotka-Volterra geralmente sao classificados em sistemas com-
petitivos (ou cooperativos), sistemas conservativos ou sistemas dissipativos.
Dentro da classe dos sistemas dissipativos podem-se considerar os sistemas
estavelmente dissipativos, que se caracterizam por serem sistemas dissipa-
tivos que mantém as suas caracteristicas mesmo apods sofrerem pequenas
perturbacoes.

O presente trabalho, que se divide em trés capitulos, foca-se essencialmente
nos sistema dissipativos, nomeadamente no estudo de propriedades e exemp-
los de sistemas estavelmente dissipativos. No primeiro capitulo apresentam-
se alguns conceitos e resultados basicos da teoria dos sistemas dinamicos e
das equacoes diferenciais.

No segundo capitulo sao apresentados os sistemas Lotka-Volterra. Inicial-
mente é abordado o sistema Predador-Presa, desenvolvido por Volterra para
explicar a evolucao da interaccao Predador-Presa entre 2 populagoes. Em
seguida faz-se a generalizacao dos sistemas Lotka-Volterra para n popu-
lacoes, com foco principal nos sistemas conservativos e nos sistemas dissipa-
tivos. Finalmente, na ultima seccdo apresenta-se o conceito de folheagdo e
outros conceitos e resultados relacionados.

Finalmente, no terceiro capitulo, apresentam-se resultados relacionados com
os sistemas estavelmente dissipativos. Na primeira sec¢ao apresentam-se re-



sultados que procuram caracterizar os sistemas estavelmente dissipativos
em termos da sua matriz de interaccao e do seu grafo associado. Na seccao
seguinte discute-se a dinamica desta classe de sistemas através de um al-
goritmo que actua sobre o grafo da matriz associada. Na terceira seccao
apresenta-se essencialmente um resultado que estabelece a igualdade da car-
acteristica de matrizes estavelmente dissipativas que partilham o mesmo
grafo. Finalmente, na tltima secgao discutem-se algumas ideias relacionadas
com a dinamica deste tipo de sistemas, sendo apresentados alguns exemplos
ilustrativos.

Na generalidade, a tese foi escrita na terceira pessoa do singular. No en-
tanto, algumas partes do texto, nomeadamente, as duas ultimas seccoes do
segundo e do terceiro capitulo, foram escritas na primeira pessoa do plural
para evidenciar que sao comentérios e resultados desenvolvidos pelo autor e
pelo seu orientador.



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais e
Sistemas Dinamicos

Neste capitulo pretende-se formalizar alguma base tedrica que serve como
fundamento para o estudo dos sistemas Lotka-Volterra sob o ponto de vista
da teoria dos Sistemas Dinamicos. Desta modo, este primeiro capitulo
divide-se em seccoes que abordam, de uma forma longe de ser exaustiva,
os conceitos e resultados fundamentais da teoria das Equagoes Diferenciais
e dos Sistemas Dinamicos.

1.1 Sistema Dinamico

Um sistema dinamico é uma forma de descrever a passagem no tempo de
todos os pontos de um dado espago S. O espaco S pode ser visto, por ex-
emplo, como o espaco de estados de uma sistema fisico. Matematicamente,
S pode ser uma variedade. Neste texto, considera-se & um aberto de um
espaco Euclideano. Um sistema dindmico em & diz-nos onde cada x € S
estard ¢t unidades de tempo depois.

Definicao 1.1.1. Um sistema dindmico ¢ a accdo de um semigrupo T
num espaco S, i.e, existe uma aplicagcao continua

p:TxS — S
(t,z) — ¢u(x)

que satisfaz:



(G,) ¢0($) =Z;
(b) e ¢rods = ¢iys, para cada t,s € T.
Se T € um grupo, o sistema dindmico diz-se itnvertivel.

Geralmente os sistemas dinamicos dizem-se discretos se
T= No ou T=7

e dizem-se continuos se
T=R;y ou T=R

No caso dos sistemas dinamicos continuos, se T' = R o sistema dinamico
pode-se dizer um fluxo, e no caso de T' = R pode-se dizer um semifluxo.

Definigcao 1.1.2. Para cada xg € S, o conjunto
O(zo) ={z €S : = ¢i(x0), t €T}
diz-se a orbita do ponto xg.

Se T'=Z ou Ny o conjunto O(z() nao é mais do que uma sucessao discreta
de pontos em S, enquanto que se T'= R ou R, uma érbita representa uma
curva em S.

1.2 Campos Vectoriais e Solucoes de Equacoes Di-
ferenciais

Considere-se, ao longo deste texto, F um espago vectorial de dimensao finita.

Seja A um operador definido em E. Considere-se S=Fe ¢ :RxS — S
uma aplicacdo definida por ¢(t,z) = e*4x. Deste modo, ¢; : S — S pode
ser representado por ¢y = e'4. Tem-se que ¢y = € é o operador identidade
e como eltt9)A — ¢tAesA tam _ge definido um sistema dinamico em FE.

Este exemplo de sistema dinamico est4 relacionado com a equacao diferencial

‘Zl—f = Az em E. Um sistema dindmico ¢; em S geralmente d4 origem a uma
equacao diferencial em S, por sua vez associado a um campo vectorial em

S, f: 8§ — E. Suponha-se § um aberto de E. Dado ¢, f define-se por
d
[(@) = Lol o (1)
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donde, para z € S, f(x) é um vector em E, o qual pode ser visto como o
vector tangente a curva t — ¢y (z) em t = 0.

Se ¢ : S — S ¢é um sistema dinamico e x € S, considere-se x(t) = ¢¢(x) e
f:S — E definido como em (1.1). Entao pode-se reescrever (1.1) como

' = f(z). (1.2)

Deste modo, z(t) ou ¢¢(z) representam a curva solu¢ao de (1.2) que satisfaz
a condi¢ao inicial (0) = . Uma curva solugao também se pode designar por
trajectoria ou orbita da equacao diferencial. Existe um processo reciproco
a este descrito: dada uma equacao diferencial tem-se associado a esta um
sistema dinamico se estiver definido para todo o t.

A equagao (1.2) diz-se uma equagao auténoma. Isto significa que a fungao f
nao depende do tempo. Pode-se também considerar uma funcao
f:IxM — E de classe C' onde I C R é um intervalo e M é um
aberto do espaco vectorial E. Neste caso escreve-se

a = f(t,z) (1.3)

e (1.3) diz-se uma equagao diferencial nao auténoma.

Considere-se 2 um espago vectorial normado, M C FE um aberto e
f M — FE uma aplicagao continua. Suponha-se que a fungdo v : J — M
definida em algum intervalo J C R ¢ diferencidvel e que satisfaz

u'(t) = f(u(t), Vte (1.4)
Nestas condigoes u diz-se uma solugao da equagao diferencial (1.2).

Geometricamente, u é uma curva em E cujo vector tangente u'(t) é igual a
f(u(t)). A aplicagdo f : M — E é um campo vectorial em M. Pode-se
pensar na solugao u como a trajectéria de uma particula que se move em E
tal que no tempo t, o seu vector tangente (ou velocidade) é dado pelo valor
do campo vectorial na posi¢ao da particula.

Diz-se que uma condigao da forma u(ty) = xg, com ty € J e g € M, é uma
condicao inicial para a solucao u: J — M.



Apresenta-se em seguida o Teorema fundamental de existéncia e unicidade
de solucao local para equacoOes diferenciais ordinarias. Este teorema diz-
se “local” na medida em que diz respeito a natureza do campo vectorial
f: M — FE na vizinhanca de um ponto zg de M.

Teorema 1.2.1. Sejam M C E um aberto de E, f: M — E uma func¢ao
de classe C1 (i.e., continuamente diferencidvel) e zog € M. Entdo, eviste
a > 0 real e uma unica solucao

w:l—a,a[— M

da equacdo diferencial

que satisfaz a condi¢do inicial
z(0) = xo.

Observe-se que neste caso se considera tg = 0, sendo esta identificacao fre-
quente no contexto das equagoes auténomas. Uma demonstracao deste teo-
rema pode ser vista em [9)].

Pelo Lema 1.2.2 (enunciado a seguir) tem-se que as solugoes definidas em
quaisquer dois dos intervalos da uniao de todos os intervalos que contém 0
sao iguais na intersecgao entre eles, donde existe uma solucao definida em
todo o intervalo |, 3].

Lema 1.2.2. Seja f : M — E uma fungdo de classe C'. Suponha-se que
u(t) e v(t) sio duas solugoes de ' = f(x) definidas no mesmo intervalo
aberto J que contém tgy e tal que u(to) = v(to). Entdo u(t) = v(t) para todo
oteJ.

Uma demonstragao deste lema pode ser vista em [9].

Considerando a equacdo diferencial (1.2) onde f é uma funcio de classe C!
definida num aberto M C E, pelo Lema 1.2.2 tem-se que para cada xg € FE
existe um intervalo mdzimo aberto |a, 5[ que contém ty, no qual estd definida
uma solugao z(t) = xg. |a, B[ é dado pela uniao de todos os intervalos aber-
tos que contém 0 e para os quais estd definida uma solucao que satisfaz a
condigao inicial 2(0) = xg. Pode-se ter o caso de « = —o0 e f = +o0.



1.3 Fluxo de uma Equacao Diferencial

Considere-se a equacao diferencial (1.2), definida por uma fungao
f: M — E de classe C! com M C E aberto. Para cada o € F ex-
iste uma tnica solugao ¢(t) definida num intervalo maximal aberto J;, C R
que contém ty e tal que ¢(ty) = zo. Para indicar a dependéncia de ¢(t) de
T, escreve-se

o(t) = o(t, o).

Considerando €2 C R x M o conjunto
Q={(t,x) eRx M : t e J,}

a fungao ¢ : @ — M definida por (t,z) — ¢¢(x) diz-se o fluxo da equagao
(1.2) ou do campo.

Provam-se as seguintes proposicoes relativamente a funcao ¢, cujas demon-
stragoes se podem ver em [9].

Teorema 1.3.1. O fluzo ¢ : Q@ — M de uma equacao diferencial ¢ um
fluzo local no sentido em que:

(a) {0} x M CQ e ¢o(z) = =,

(b) se (t,x) € Q, entao (s,¢r(z)) € N <= (s +t,x) € Q, e p(Ps(x)) =
Prts(2)

(c) Q é um aberto de R x M,
(d) ¢:Q — M € continua.
Neste sentido veja-se a seguinte definigao.

Definicao 1.3.2. O campo diz-se completo se 2 = R x M e diz-se semi-
completo se Q@ O Ry x M. Analogamente, ¢i(x) diz-se um fluxo completo
se Q=R x M e diz-se um semiflurxo completo se Ry x M C Q.

Como consequéncia tem-se entao o seguinte Corolario do Teorema 1.3.1.

Corolério 1.3.3. Seja U um aberto de M tal que {t} xU C Q. A aplicagao
¢r aplica sobrejectivamente U num aberto V e a aplicacdo ¢_; estd definida
em V' e aplica sobrejectivamente V em U. A composicao ¢p_io¢; € a aplicagdo
identidade de U e ¢p o ¢_; a aplicacdo identidade de V.



O seguinte Teorema, que resulta da maximalidade do fluxo ¢, i.e, das solucoes
¢¢(z) com t € J,, dd-nos uma condigao suficiente para que o fluxo (campo)
seja semi-completo.

Teorema 1.3.4. Seja ¢ o fluro do campo f. Se para todo o xy € M, existe
um compacto K C M com xy € K tal que para todo o (t,z9) € Q et > 0,
oi(x0) € K, entao f € semicompleto.

As definicoes de campo e fluxo podem ser realizadas no contexto do produto
cartesiano, como se pode ver nas defini¢oes seguintes.

Definicao 1.3.5. Considere-se f; : S; — E; em que S; um aberto do espaco
vectorial E; para i € {1,...,m}. A aplicagao

f:8x xS, —FE x--xE,
definida por
f@1, o xm) = (filz), - fm(@m))

diz-se um campo vectorial produto.

Definigao 1.3.6. Se ¢! : S; — S; € um fluzo para cada i € {1,...,m}, a
aplicacao
P : ST X XS — S X - XSy

definida por
Gr(1, - m) = (¢ (1), -, " (Tm)),

diz-se um fluxzo produto, (i.e, produto cartesiano de fluzos).

Observagao 1.3.7. No sentido da definicao 1.5.6, observe-se que o fluxo
de um campo vectorial produto € o produto dos fluzos.

1.4 Sistemas Lineares

Considere-se o sistema linear de primeira ordem auténomo

(55240

onde A é uma matriz real n x n com coeficientes constantes, z € R" e &(t)
representa a derivada de z(t) em ordem ao tempo t.



Da teoria das equagoes diferenciais, sabe-se que toda a solu¢ao do problema
(1.5) se escreve como combinagdo linear de termos do tipo p(t)e®, onde
a = a + ib é um valor préprio de A e p : R — R"™ uma fungdo polino-
mial. Como e decresce mais rapidamente do que qualquer poténcia de t,
a solugdo ird convergir para 0 se a = Re(a) < 0. Se a = 0, e* = ¢ ficara
limitada e os termos polinomiais irao divergir. Contudo, se a condicao inicial
estiver na direc¢ao do vector préprio associado ao valor proprio «a, os termos
polinomiais nao se irao manifestar. Resumindo,

Teorema 1.4.1. Uma solugdo do sistema linear (1.5) converge para 0 quando
t — 400 se a condicdo inicial o se encontrar no subespaco gerado pelos
subespacos generalizados associados aos valores proprios com parte real neg-
ativa.

A solugdo permanecerd limitada se xg se encontrar no subespaco gerado pe-
los subespacos generalizados associados aos valores proprios com parte real
negativa mais 0s subespagos correspondentes aos valores proprios com parte
real nula.

Observe-se que no Teorema anterior, substituindo negativa por positiva, se
obtém o comportamento das solugoes quando t — —oo.

Definicao 1.4.2. Um sistema linear diz-se estdvel se todas as solucoes se
mantém limitadas quando t — +oo e diz-se assintoticamente estdvel se
todas as solugoes convergem para O quando t — 4o00.

Corolério 1.4.3. O sistema linear (1.5) é estdvel se para todos os valores
proprios a de A, Re(a) < 0 e para os valores préprios em que Re(a) =0 as
suas multiplicidades algébricas e geométricas sao iguais.

O sistema linear (1.5) é assintoticamente estdvel se todos os valores proprios
de A tém parte real negativa.

Demonstragoes destes resultados podem ser encontradas, por exemplo, em

[9].

1.5 Pontos Fixos e sua Estabilidade

Nesta seccao procura-se dar a ideia fundamental de estabilidade de um ponto
de equilibrio de um sistema dinamico. De um modo geral, pode-se dizer que



um ponto de equilibrio z. (cuja definigao se dard a seguir) é estavel se todas
as solugoes préoximas de x. se mantém proximas ao longo do tempo e que é
assintoticamente estavel se todas as solugoes proximas de z. nao sé se
mantém préximas, como tendem mesmo para Te.

Definicao 1.5.1. Considerando a equagdo diferencial

v = f(x), (1.6)

sendo f : M — E uma funcdo de classe C* e M C E aberto, x. diz-se um
ponto de equilibrio de (1.6) se f(z.) = 0.

Verifica-se facilmente que a fungdo constante z(t) = z. é uma solugao de
(1.6). Pela unicidade das solugoes, tem-se que nenhuma outra curva solucao
pode passar por z.. Se M é o espaco de estados de um determinado sistema
fisico (ou biolégico, ou econémico, ou outro) descrito por (1.6), entao z. é
um “estado de equilibrio”.

Seja ¢ : 2 — M o fluxo associado & equacao diferencial (1.6), @ C R x M
um aberto e para cada x € M a aplicagao t — ¢;(x), definida num intervalo
aberto de R que contém 0, a solucao que passa por z quando t = 0. Se x,
é um ponto de equilibrio, entdao ¢.(z.) = x. para todo o t € R. Por esta
razao, x. diz-se também um ponto estacionario ou um ponto fixo do
fluxo. Pode-se ainda dizer que z. é um zero ou um ponto singular do
campo vectorial f.

Suponha-se que f é uma fungao linear definida por f(z) = Az, onde A é
um operador linear em R". Neste caso considera-se M = R". Tem-se que
a origem 0 € R™ é um ponto fixo de (1.6). Verifica-se que quando A < 0
é maior do que as partes reais dos valores préprios de A, as solucoes ¢ (z)
aproximam-se de 0 exponencialmente, i.e.,

loe(@)] < Ce,

para alguma constante C' > 0.

Suponha-se agora que f é um campo vectorial de classe C'! (ndo necessaria-
mente linear) com 0 € R™ um ponto fixo. Pode-se ver a derivada D f(0) = A
de f em 0 como um campo vectorial linear que se aproxima de f numa
vizinhanga de 0, designando-se esta pela parte linear de f em 0. Se todos
os valores préprios de Df(0) tém parte real negativa, 0 diz-se um ponto
atractivo. Mais geralmente, diz-se que um ponto fixo z. é atractivo se
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todos os valores proprios de D f(z.) tém parte real negativa.

O teorema que se vai ver em seguida, diz-nos que um ponto atractivo z. de
um sistema nao linear, localmente se comporta como um ponto atractivo
de um sistema linear, donde, as solucoes suficientemente proximas tendem
para z. exponencialmente.

Teorema 1.5.2. Sejax, € M um ponto atractivo da equagdo (1.6). Suponha-
se que todos os valores préprios de Df(x.) tém parte real menor que —c,
com ¢ > 0 constante. Entao, existe uma vizinhanca U C M de x. tal que

(a) ¢i(x) estd definida e em U para todo o x € U et >0,

(b) existe uma constante B > 0 tal que
qut(:v) — a:eH < Be_tcHa: - :L"eH, Ve e U, t>0,
com HH a norma Fuclideana em R™.
Em particular, ¢y(x) — o quando t — 400, para todo o x € U.

Uma demonstragao deste teorema pode ser vista em [9].

Uma questao muito importante no estudo dos sistemas dinamicos é perce-
ber o comportamento a longo prazo do préprio sistema. Em particular,
pretende-se saber quando é que determinada solugao do sistema é estdvel
ou nao. Geralmente, olha-se para um ponto fixo e procura-se saber o que
acontece a uma solucdo que comece proxima dele. Apresentam-se entao as
definicOes seguintes.

Definigao 1.5.3. Um ponto fixo x. da equagdo diferencial (1.6) diz-se es-
tavel se para qualquer vizinhanca U de x. existe outra vizinhanga Uy C U
tal que toda a solugao x(t) que comeca em x(0) € Uy estd definida e em U
para todo ot > 0.

Definigao 1.5.4. Um ponto fizo x. da equacao diferencial (1.6) diz-se ass-
intoticamente estdvel se ¢ estdvel e se existe uma vizinhanca U de x tal
que limy_, 4 oo 2(t) = x,, para todo o x(t) que comeca em x(0) € U.

Usando uma linguagem mais habitual em Sistemas Dinamicos diz-se, com o
mesmo sentido, que x. é um ponto fixo atractivo.

Um ponto fixo x. que nao é estavel diz-se instavel. Isto significa que existe
uma vizinhanga U de z. tal que para toda a vizinhanca U; de x. em U existe
pelo menos uma solucao z(t) que comega em z(0) € U; e ndo permanece
inteiramente em U.
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Teorema 1.5.5. Seja M C E um aberto e f : M — E uma funcdo de
classe C*. Suponha-se que x. é um ponto fizo estivel da equacio diferencial
(1.6). Entao, nenhum valor prdprio de D f(x.) tem parte real positiva (i.e.,
todos os valores prdprios tém parte real < 0).

Uma demonstracao deste teorema pode ser vista em [9].

Definigcao 1.5.6. Diz-se que um ponto fixo x. € hiperbdlico se a derivada
Df(xe) nao tem valores proprios com parte real nula (i.e., todos os valores
proprios tém parte real diferente de 0).

Pode entao ver-se que das definicées e do Teorema 1.5.5 se tem o Corolario
seguinte.

Corolario 1.5.7. Um ponto fixo hiperbdlico pode ser instavel ou assintoti-
camente estdvel.

No caso nao linear, dado um ponto fixo hiperbélico z. do sistema dinamico
definido por 2’ = f(x), tem-se que os valores préprios de D f(z.) tém parte
real nao nula. Se todos os valores proprios tém parte real negativa, x. diz-se
um ponto atractivo. Se tém todos parte real positiva, x. diz-se um ponto
repulsivo. Se existem valores préprios com parte real positiva e outros com
parte real negativa, entdo x. diz-se um ponto de sela. Assim, pelo Teorema
1.5.5, verifica-se claramente que um ponto de sela é instavel.

1.6 Funcoes de Liapunov

Na seccao anterior definiu-se a estabilidade e a estabilidade assintdtica de um
ponto fixo de um sistema dinamico. Viu-se que se x, é um ponto atractivo,
a sua estabilidade pode ser inferida através da andlise dos valores préprios
da parte linear D f(z.). Para além de se descobrirem todas as solugdes da
equacao diferencial, se tal for possivel, é dificil determinar a estabilidade do
sistema.

Em 1982, o matematico e engenheiro russo Liapunov, descreveu na sua tese
de doutoramento um critério muito 1util para se averiguar a estabilidade.
Nomeadamente, Liapunov mostrou que se podem usar determinadas fungoes
para garantir a estabilidade de um sistema.
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Considere-se V : U — R uma funcao diferencidvel definida numa vizin-
hanca U € M C R" de zc e f : M — R" uma fungao. Nota-se por
V : U — R a fungao definida por

V(z) = DV (z)(f(x)),

onde o lado direito da expressao representa o operador DV (z) aplicado ao
vector f(x). Entao, se ¢(x) é solugao do sistema de equagoes diferenciais

¥ = f() (L.7)

e que passa por x quando t = 0, tem-se

V() = TV (o))

pois

d d

£V(¢t($)) = DV(@(@)(@(@@)))
= DV(ou(2))(f(¢x(2)))
= V(¢e(x)).

Consequentemente, se V(a:) ¢ um funcao sempre negativa, tem-se que V de-
cresce ao longo da solucao de (1.7) que passa por z.

Veja-se em seguida o Teorema da estabilidade de Liapunov.

Teorema 1.6.1. Seja x. € M um ponto fizo da equagao diferencial (1.7).
Seja V : U — R uma funcgdo continua definida numa vizinhanga U C M
de x., diferencidvel em U\{z.}, e tal que

(a) V(ze) =0 eV(z) >0, paratodo oz e U\{z.},
(b) V(z) <0, para todo o x € U\{x.}.

FEntao x. € estdvel. Mais, se
(c) V(z) <0, para todo o x € U\{z.},

entdo x. € assintoticamente estdvel.

Uma fungao V' que satisfaz as condigoes (a) e (b) do Teorema, diz-se uma
funcao de Liapunov para (1.7). Se adicionalmente satisfaz a condigao (c),
diz-se uma funcao de Liapunov estrita, devendo neste caso, x. ser um ponto
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fixo isolado.

Uma importancia significativa do Teorema de Liapunov é que este pode ser
aplicado sem que se resolva a equacao diferencial. No entanto, ndo existe
um método simples e directo de encontrar fungoes de Liapunov, sendo basi-
camente um método de tentativa e erro para cada caso, ainda que por vezes
existam funcOes que sao naturais de experimentar. Por exemplo, nos casos
de sistemas mecanicos ou eléctricos, a energia é frequentemente uma funcao
de Liapunov.

Considere-se agora o sistema auténomo de equagoes diferenciais

¥ = f(x), (1.8)

com f : M — R" fungao continua definida em M aberto de R™. Considere-se
ainda V' : M — R funcao de Liapunov para (1.8). Defina-se

L={zeM:V(z)=0}

e seja N o conjunto de todas as solugoes de (1.8) que permanecem em L no
seu intervalo maximal de definicao.

Definicao 1.6.2. Uma funcdo g : M — R diz-se prépria se, para todo o
K CR compacto, g~1(K) também é compacto.

Tendo por base o Teorema de LaSalle [13], tem-se o seguinte resultado.

Teorema 1.6.3. Seja ¢: : Ry x M — M um semifluzo completo associado
a (1.8) e seja V. : M — R funcdo de Liapunov propria. Entdo, para todo
0xg €M, limy_, 1o ¢¢(xg) € N.

Observe-se que este Teorema é consequéncia do Teorema 1.3.4.

Definicao 1.6.4. Define-se o conjunto w-limite de x como
w(z):={y € M : existe uma sucessao t, — +oo tal que ¢, (x) — y}
e o conjunto a-limite de x como

a(x):={y € M : existe uma sucessao t, — —oo tal que ¢y, () — y}.
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Partindo do facto que para sistemas auténomos os conjuntos limite tém uma
propriedade de invariancia, o Teorema enunciado diz que uma funcao de Li-
apunov em M da informagao sobre todos os conjuntos limite positivos de
solucoes que permanecem em M (que conforme a defini¢ao 1.6.4, correspon-
dem aos conjuntos w-limite).

Definicao 1.6.5. O conjunto U diz-se um atractor se existir uma vizin-
hanga W de U tal que xg € W implica que ¢¢(x9) — U quando t — 400,
para cada solu¢do ¢(xo).

O conjunto U diz-se um atractor global se para todo o xy € M implica que
¢1(xg) — U quando t — +00, para cada solugdo ¢r(xo).

Definicao 1.6.6. O ponto fizo x. diz-se globalmente atractivo se para
todo o xog € M implica que ¢¢(x9) — xe quando t — 400, para cada solugdo

dt(o).
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Capitulo 2

Sistemas Lotka-Volterra

Por volta dos anos 1920, Lotka [14] e Volterra [25], independentemente um
do outro, comecaram a publicar os seus estudos sobre sistemas de equagoes
diferenciais, hoje designados por Sistemas Lotka-Voletrra em sua home-
nagem, em areas de estudo de reacgoes quimicas autocataliticas e de inter-
accao de populagoes, respectivamente. Os sistemas Lotka-Volterra (e suas
generalizagoes) tornaram-se num modelo matematico muito utilizado por
diversas dreas cientificas, como a fisica, a quimica, a biologia, a teoria de
jogos da evolucao, a economia e diversas dreas das ciéncias sociais. Mais
especificamente, estes sistemas desempenham um papel fundamental no es-
tudo de redes neuronais, reacgoes bioquimicas, evolugao celular, gestao de
recursos e epidemiologia.

Apesar de se poder analisar completamente a dindmica dos sistemas Lotka-
Volterra em dimensao 2, relativamente aos sistemas em dimensoes superi-
ores, o estudo da sua dinamica esta longe de ser totalmente compreendido,
ainda que algumas classes especiais destes sistemas tenham sido largamente
estudadas.

Este capitulo divide-se em seis secgoes. Na primeira seccao faz-se a caracter-
izacao dos sistemas Predador-Presa e dao-se algumas propriedades basicas
destes sistemas, fazendo-se a sua generalizacao para n populagoes na sec¢ao
seguinte.

Na terceira secgao dao-se uma série de nocoes bésicas associadas aos sistemas

Lotka-Volterra, fazendo-se a caracterizagao dos sistemas conservativos e dos
sistemas dissipativos, nas seccoes quatro e cinco, respectivamente.
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Por fim, na ultima secc¢ao, apresenta-se o conceito de folheagao e outros con-
ceitos e resultados relacionados.

2.1 Sistema Predador-Presa

Hofbauer e Sigmund [10] contam que nos anos mais proximos a seguir
a Primeira Guerra Mundial a quantidade de peixes predadores no mar
Adridtico era consideravelmente maior do que nos anos anteriores. Ainda
que as hostilidades entre a Austria e a Itdlia tivessem afectado negativamente
a pesca industrial, porque é que isso teria favorecido os predadores e nao as
presas? Esta foi uma questao que foi colocada a Volterra, que exprimindo-a
de forma matematica procurou encontrar a respectiva resposta. Designou
por x a densidade populacional dos peixes presas, por y a densidade popu-
lacional dos peixes predadores e construiu uma equacao diferencial, procu-
rando assim explicar o aumento dos predadores.

Volterra assumiu que a taxa de crescimento da populacao presa, na auséncia
de predadores, é dada por uma constante a, mas decresce linearmente em
funcao da densidade y de predadores. Donde se tem % =a—by, coma,b > 0.
Na auséncia de presas, os peixes predadores morrem por falta de alimento,
0 que significa uma taxa de crescimento negativa, mas esta taxa aumenta
com a densidade populacional x do peixe presa, donde b= _c4 dx, com
c¢,d > 0. Tem-se assim o modelo mateméatico que Volterra designou por

sistema Predador-Presa.

& =z(a— by)
{ g =y(—c+dx). (2.1)

Numa anédlise a este sistema de equacoes diferenciais, verifica-se facilmente
a existéncia das seguintes trés solugoes:

(i) z(t) =0, y(t) = y(0)e™, para qualquer y(0) > 0,
(iii) y(t) =0, z(t) = 2(0)e®, para qualquer x(0) > 0.

Interpretando o significado destas solugoes, tem-se que se a densidade de
predadores ou presas for zero em algum momento, entao serd sempre zero.
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Na auséncia de presas, o que corresponde a x(t) = 0, os predadores vao-se
extinguir, dado que y(t) — 0 quando ¢ — +oo. Na auséncia de predadores,
o que corresponde a y(t) = 0, a densidade de presas aumenta exponencial-
mente, pois z(t) — +oo quando ¢ — +oo. O crescimento exponencial de
uma populagao para infinito é uma situagdo absurda pois, por exemplo, a
disponibilidade de alimento é limitada. Inicialmente procurou-se contornar
este tipo de limitagao deste modelo incluindo um termo adicional que cor-
respondia & competicao dentro da espécie.

As solucdes (i), (ii) e (iii) correspondem trés drbitas:
(i) a origem (0,0), que é um ponto fixo,
(ii) o semi-eixo positivo dos yy,
(iii) o semi-eixo positivo dos zx.

Estas trés érbitas formam a fronteira do conjunto

RZ ={(z,y) eR*:z2>0ey >0}

Dado que as densidades das populagoes sao nao-negativas, deve apenas
considerar-se a restrigdo do sistema (2.1) ao conjunto Ri. Este conjunto
¢é invariante para este sistema de equacoes diferenciais na medida em que
qualquer solucao que tenha inicio num ponto do conjunto, permanece den-
tro do conjunto para todo o tempo ¢ em que o sistema esteja definido.

Fixando as constantes a,b,c,d > 0, este sistema tem um unico ponto fixo
F = (z1,y1) em int(R2) que satisfaz

ri1(a—by1) =0
y1(—c+dxy) = 0.

Como z1 > 0 e y; > 0, tem-se

tns
Y1 =

O sinal de & e y depende de y ser maior ou menor que y; e de x ser maior
ou menor que x1, respectivamente. Como se pode ver na figura 2.1

o espago de fases é composto por drbitas periédicas em torno do ponto F,
como se justifica em seguida.

SISEHTOY
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Figura 2.1: Espaco de fases de um sistema predador-presa em que (z1,%1) = (1,1).

C

—d

Se no sistema (2.1) se multiplicar a primeira equagao por <=%£ e a segunda

b . ,
por ay—y e depois se somar, obtém-se

(E-a)i+ (S-b)y=0
x Y
0 que é equivalente a

d
%(c— logz — dx + alogy — by) = 0.

Considerando

H(z) =z logz —z, G(y)=yilogy —v,

Vi(z,y) = dH(x) + bG(y),
a equagao (2.2) é equivalente a

d

SV (@(0),y(0) =0,

donde
V(z(t),yt)) =t

T

(2.2)

o que significa que a fungao V permanece constante ao longo das érbitas do

sistema (2.1).

Como H(x) satisfaz

dH xr1 d’H T
e o=,
dx z ¢ dx? 2
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tem-se que H atinge o seu maximo em x = x1. Analogamente, se pode
inferir que G atinge o seu maximo em y = y;. Assim, pode-se concluir que
V(z,y) atinge o seu inico méximo no ponto fixo F' = (z1,y1). Os conjuntos
de nivel constantes {(z,y) € int(R2) : V(z,y) = ¢} sdo curvas fechadas
em torno do ponto F. As solu¢bes permanecem nos conjuntos de nivel con-
stantes e assim retornam ao seu ponto inicial, donde se conclui que as érbitas
sao periddicas.

Pode-se assim verificar que a densidade de predadores e presas oscila peri-
odicamente, com a amplitude e a frequéncia das oscilacées dependendo das
condicoes iniciais. Contudo, a média temporal das densidades mantém-se
constante, i.e,

1 (T 1 [T
— t)dt = — Hdt =
7| awa=e e & [Cuta=mn

onde 1" é o periodo da solucao. Ora veja-se que,

d x
—1 = — = —
loga) = —a by,

donde, integrando ambos os membros, se tem

T d T
/ — log z(t)dt :/ (a —by(t))dt,
o dt 0
ou seja,
T
logz(T') — logz(0) = aT — b/ y(t)dt.
0

Como z(T) = z(0), tem-se

1 (T a
— t)dt = — = 1y;.
T/o y() b U1

Analogamente, também se verifica o mesmo resultado para a média tempo-
ral de z(t).

Pode-se entao explicar o aumento da densidade populacional do peixe pre-
dador durante a guerra. Por um lado, a pesca reduz a taxa de crescimento
populacional dos predadores, donde, em vez de a se tem uma constante
menor a — k, com k£ > 0. Por outro lado, aumenta a taxa de decrescimento
populacional das presas, donde, em vez de ¢ se tem uma constante maior
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c+ m, com m > 0. As constantes b e d nao se alteram. A densidade de
predadores é agora de %, e assim menor, e a das presas ¢ de Ctlm, e assim
maior. Pode-se entao inferir que, deixar de pescar leva ao aumento popula-

cional dos predadores e a diminuicao populacional das presas.

2.2 Sistema Lotka-Volterra para n Populacoes

Na sua obra “Lecgons sur la Théorie Mathématique de la Lutte pour la Vie”
[25] Volterra iniciou o estudo do sistema de equagoes diferenciais

.%'Z(t) = sz(t) (Ti + Z aijxj(t)>, 1=1,...,n, (2.3)
j=1

onde z;(t) > 0 representa a densidade da populagao ¢ no tempo ¢ e r; a sua
taxa intrinseca de crescimento ou decaimento. Cada coeficiente a;; repre-
senta o efeito da populacao j sobre a populacao i. Se a;; > 0 significa que a
populagao j beneficia a populagao i, se a;; < 0 significa que a populagao j
prejudica a populagao i. A = (a;;) diz-se a matriz de interaccao do sistema

(2.3).
O conjunto

RY ={z = (z1,...,2p) € R":2; >0, Vie{l,...,n}}.
diz-se o espaco de fases.

Existe uma relagao muito préxima entre o estudo das propriedades dindmicas
de um sistema Lotka-Volterra e as propriedades algébricas da sua matriz
de interacgdo. Normalmente os sistemas Lotka-Volterra do tipo (2.3) sdo
classificados da seguinte forma:

Definicao 2.2.1. Um sistema Lotka-Volterra com matriz de interacgcao

A = (a;5) diz-se.

a) cooperativo (resp. competitivo) se a;; > 0 (resp., a;; < 0) para todo
J J
01F]j;
(b) comservativo se eriste uma matriz diagonal D > 0 tal que AD é
anti-simétrica;
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(c) dissipativo se existe uma matriz diagonal D > 0 tal que, no sentido
das formas quadrdticas, AD < 0.

Observagao 2.2.2. Quando se escreve AD < 0 (respectivamente, AD < 0)
pretende-se dizer que AD é uma matriz semidefinida negativa (respectiva-
mente, definida negativa) no sentido das formas quadrdticas, o que € equiv-
alente a dizer que a matriz simétrica AD + DAT é semidefinida negativa
(respectivamente, definida negativa), i.e, AD + DAT < 0 (respectivamente,
AD + DAT <0).

Observagao 2.2.3. Verifica-se que em algumas referéncias bibliogrdficas a
condicao AD < 0 da definicdo 2.2.1 € substituida pela condi¢do DA < 0.
Contudo, as duas condi¢des sao equivalentes, pois

n
AD <0<~ Z dja;jzizy <0, Vo eR™\ {0},

ij=1
i

DA<0 < Z diaija:ia:j <0, Vze R" \ {O}
ij=1

Relativamente aos sistemas cooperativos e competitivos, resultados gerais
foram obtidos por Smale [22] e Hirsch [7, 8], entre outros, como por exem-
plo, Zeeman [26, 27, 28], Van Den Driessche et al. [2], Hofbauer et al. [11],
Smith [23] e Karakostas et al. [12]. Tipicamente estes sistemas tém um
atractor global constituido por pontos fixos e ligaces entre eles.

Quanto aos sistemas conservativos, as primeiras investigacoes sao atribuidas
a Volterra na medida em que efectuou uma caracterizagao Hamiltoniana no
caso em que a matriz de interaccao é anti-simétrica.

Ainda que os sistemas dissipativos tenham sido abordados no trabalho pi-
oneiro de Volterra, esta classe de sistemas tem sido a menos estudada.
Volterra definiu esta classe procurando uma generalizagao do sistema preda-
dor-presa. Sao referéncias fundamentais neste campo o livro de Volterra [25],
o Teorema de LaSalle [13] e o trabalho de Redheffer et al. [19, 20, 18, 16, 17].
Especialmente em [16], Redheffer estabelece as condi¢oes para uma matriz
ser dissipativa, e em [18], Redheffer et al. fazem uma descrigao do atractor
dos sistemas dissipativos. Guo et al. [5] estudaram as condi¢oes necessarias e
suficientes para as quais as matrizes reais 3 x 3 sdo dissipativas. Rocha Filho
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et al. [21] apresentam um algoritmo numérico e um package para Maple para
se obter a matriz D > 0, designada por multiplicador de Volterra, tal que
AD <0.

Ainda ha um longo caminho a percorrer no estudo da dinamica de sistemas
Lotka-Volterra em dimensao maior que dois, nomeadamente, a compreensao
da topologia das orbitas no espaco de fases. O Teorema seguinte, demon-
strado por Oliva et al. [3] é um resultado importante neste sentido.

Teorema 2.2.4. Considere-se o sistema Lotka-Volterra (2.3) restringido
ao conjunto R = {z = (21,...,2,) € R" : 2; > 0, Vi € {1,...,n}}.
Suponha-se que o sistema tem um ponto fizo e € estavelmente dissipativo.
Entao existe um atractor global e a dindmica no atractor € hamiltoniana.

Mais a frente na seccao dos sistemas estavelmente dissipativos, serd apresen-
tada a definicao formal de estavelmente dissipativo, no entanto, um sistema
ser estavelmente dissipativo significa que é dissipativo e que todo o sistema
“suficientemente préoximo” também é dissipativo. Muito recentemente, Zhao
e Luo [29] apresentaram uma classificacao dos possiveis grafos das matrizes
de interaccao de sistemas estavelmente dissipativos em dimensao cinco e es-
tudaram as suas diferentes dinamicas.

Um dos objectivos principais de Volterra ao desenvolver o estudo destas
equacoes diferenciais foi a “mecanizacao” da biologia. Procurando um prin-
cipio variacional do sistema, Volterra desenvolveu uma formulacao hamilto-
niana no caso em que a matriz de interaccao é anti-simétrica, ainda que nessa
situacao se tenha o custo de duplicar a dimensao do sistema. Esta formu-
lacao hamiltoniana é a base da estrutura hamiltoniana referida no Teorema
2.2.4.

2.3 Nocoes Basicas

Vejam-se em seguida alguns conceitos e resultados béasicos sobre os sistemas
Lotka-Volterra em dimensao n.

Considerem-se constantes d; # 0 fixas. A mudanca de varidvel dada por

— Xy, izl,...,n (2.4)
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transforma o sistema Lotka-Volterra (2.3) com matriz de interacgdo A num
novo sistema Lotka-Volterra com matriz de interacgao AD,

yz(t) = yl(t) r; + Z aijdjyj(t) , 1=1,....n, (2.5)
j=1

em que D = diag(dy,...,dy).

Assim, pode-se encarar a mudanca de varidvel (2.4) como uma simetria de
calibre do sistema. A escolha de uma matriz (a;;) representativa numa classe
de equivaléncia para transformacoes de calibre é designada por escolha de
calibre. Dado que no presente contexto se toma como espaco de fases o
conjunto R, apenas se consideram transformacoes de calibre com d; > 0
de modo a preservar o espago de fases. Observe-se que as classes de sis-
temas Lotka-Volterra estabelecidas na Definicao 2.2.1 sdo invariantes por
uma transformacao de calibre.

Muitas propriedades dos sistemas Lotka-Volterra podem ser expressas geo-
metricamente em termos do seu grafo associado G(A,r), que é construido
a partir da matriz de interaccao do sistema. Dada uma matriz A de um
sistema Lotka-Volterra, o grafo associado G(A,r) é construido fazendo cor-
responder a cada espécie ¢ um vértice o com a etiqueta r; e desenha-se uma
aresta a ligar o vértice 7 ao vértice j se a;; # 0 ou aj; # 0.

O O

rl r9

O

r7

RO —On
20— 08&

r§
O
O
ré
Figura 2.2: Exemplo do grafo G(A,r) associado de um sistema do tipo (2.3).

Por exemplo, se dois sistemas sao equivalentes por uma transformacao de
calibre, entao eles tém o mesmo grafo associado, nao se verificando a situ-
acao reciproca, i.e., a dois grafos iguais podem corresponder dois sistemas
diferentes. Os sistemas conservativos podem ser caracterizados em termos
do seu grafo associado como se pode inferir pela seguinte proposicao devida
a Volterra [25].
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Proposigao 2.3.1. Um sistema Lotka-Volterra com matriz de interacgao
A = (a;5) € conservativo se, e S0 se,

ai; = 0, VZ'G{]_,...,TL},

a5 75 0= Qiji; < 0, Vi 75 k:,

e
S
iy ig Gy~ Gigiy = (—1) @iy +* Qigiy Qi (2.6)
para toda a sequéncia finita de inteiros (i1,...,is), com i, € {1,...,n} para
r=1,...,s.

Observe-se que a condigao (2.6) significa que para cada caminho fechado
no grafo com um numero par (resp., impar) de vértices, o produto dos
coeficientes das arestas quando se percorre o caminho num sentido é igual
ao produto (resp., menos o produto) dos coeficientes das arestas quando se
percorre o caminho no sentido inverso. Assim, por exemplo, um sistema que
tenha o grafo associado dado pela figura 2.2 é conservativo se, e sé se,

68489496 — — 1691980486,
123434045052 = 425054043032,

e as condicoes a;; = 0 e a;; # 0 = a;ja;; < 0 sao satisfeitas.

Os pontos fixos sao claramente solugoes triviais do sistema (2.3). Os pontos
fixos ¢ = (q1,---,qn) € R} do sistema (2.3) sao as solugoes do sistema linear

n
ri—i—Zaijqj:O, 1=1,...,n.
j=1

A existéncia de um ponto fixo em Rl estd relacionado com o comporta-
mento das 6rbitas em R", conforme a proposicao seguinte, demonstrada
por Hofbauer e Sigmund [10] (ver também [3]).

Proposicao 2.3.2. Ezxiste um ponto fixo q = (q1,...,qn) em R’} do sistema
(2.3) se, e so se, R, contém pontos o ou w-limite.

Pode-se assim verificar que o comportamento limite das érbitas estd rela-
cionado com a existéncia de pontos fixos. Por outro lado, o resultado
seguinte mostra que a média temporal das orbitas estd relacionada com
os valores que a funcao toma nos pontos fixos.
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Proposicao 2.3.3. Suponha-se que x(t) € uma orbita em R, do sistema
(2.3) tal que 0 < m < z;(t) < M para todo o i € {1,...,n}. Entdao, existe
uma sucessio (Ty)ren tal que Ty, — 400 e existe um ponto q € R} tal que

1 [T
lim — t)dt = q.
kﬁlinoo T /0 x( ) 4

Mais, se o sistema (2.3) tem um tinico ponto firo ¢ € R'}, entdo

1 [T
TEr—ir-loo T /0 :L‘(t)dt ¢

A demonstracao deste resultado pode ser vista em [3].

Observe-se que nos casos em que a matriz de interaccdo A = (a;;) néo
¢é invertivel, o ponto fixo para o qual converge a média temporal de uma
orbita depende do estado inicial.

Observacao 2.3.4. Considerando que q¢ = (q1,...,qn) € R} € um ponto
fizxo do sistema (2.3), entao este pode-se escrever como

T=xxAlx—q)

onde a operacao * representa a multiplicacdo componente a componente.

2.4 Sistemas Conservativos

Os sistemas conservativos da mecanica cldssica podem ser enquadrados no
contexto da formulacao hamiltoniana, cuja versao abstracta se baseia no
conceito de estrutura simplética.

Definigao 2.4.1. Chama-se estrutura simplética a uma 2-forma (forma
diferencial de grau 2) w que seja nao degenerada e fechada.

Uma estrutura simplética w definida num aberto M C R"™ pode ser repre-

sentada na forma
n

w = Z aij(x)dxi VAN da:jd (27)
ij=1

tal que
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(1) z — A(z) = (a;j(z)) é fungao suave com valores num espaco de ma-
trizes;

(2) Ax)" = —Az);

(3) A(z) é nao singular (w é ndo degenerada);

(4) fai; (x) + Bajk( )+ aa’“( ) =0, para todo 0 i < j < k (w ¢é fechada,

oxy,

dw = 0).

Dados u,v € R" e x € M a 2-forma (2.7) induz a seguinte forma bilinear
antissimétrica

wa(u,v) = ul A(z)v.
Da nao degenerescéncia de w, resulta que,

Proposigao 2.4.2. Dada uma funcao H : M — R, existe um unico campo
X em M tal que

wx (X (x),v) = DHy(v), para todo o x € M, v € R".

Definicao 2.4.3. Nestas condicdes, X := Xpg diz-se o gradiente sim-
plético de H ou o campo Hamiltoniano.

Observe-se que

Xy(@)TA(z)v = VH(z).w,
VH(z) = —A(z).Xu(x),
Xu(z) —A(z)"'VH(z). (2.8)

Nestas condigoes, tem-se a Proposicao seguinte.
Proposicao 2.4.4. H € constante ao longo das orbitas do fluzo de Xpy.
Demonstragdo.
DH.(Xp(z)) = wx(Xu(z), Xn(z))
= Xg(z)'A(x)Xg(z) = 0.
O

Exemplo 2.4.5. Se A é uma matriz antissimétrica (constante) ndo singu-
lar, entdo
wa(u,v) = ul Av

€ uma estrutura simplética em R™.
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0|1
-I11|0
entao o campo Hamiltoniano para a estrutura simplética do exemplo 2.4.5,
associado a H(x,y) é

Exemplo 2.4.6. Se A = [ } € Mz, (R) e (z,y) € R = R" x R",

OH oOH
_oonomonm o
B oy Oy, Oxy’ T Oz

donde se tem o sistema Hamiltoniano cldssico,
{ T = _%715('%72/)
. 0H
)= % (@)

A generalizagao mais recente da teoria dos sistemas Hamiltonianos se baseia
na nocao de paréntesis de Poisson.

Definicao 2.4.7. Um paréntesis de Poisson numa variedade suave M
é dado por uma aplicagao bilinear {,} : C*°(M) x C*°(M) — C*(M) no
espaco das fungoes suaves que satisfazem as sequintes propriedades:

i) {f1, fo} = —{f2, f1} (anti-simetria),
i) {fifo, [} = fi{fo, [} + {f1, f}fo (identidade de Leibnitz),

i) {f1, {f2, f3}} + {fe, {f3, fi}} + {f3. {f1, f2}} = O (identidade de Ja-
coby).

Dada uma fungao h € C°°(M), define-se o campo vectorial X}, por

Xu(f) = {fih},  ¥f e C=(M).

Nestas condicoes, o campo X}, diz-se o gradiente Poisson de h.

Chama-se sistema Hamiltoniano numa variedade de Poisson M ao fluxo
definido pela equacao
& = Xp(z).

Exemplo 2.4.8. Se A é uma matriz antissimétrica (constante),

N, 9 99
{f?g} - Z a”f)xi al‘]

ij=1

define uma estrutura de Poisson em R™.
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Se w é uma estrutura simplética em M, entao, definindo

{1, 9}(2) = wa (X (2), X4()),

com Xf(x) e X4(x) gradientes simpléticos, tem-se que {.,.} é uma estrutura
de Poisson. Além disso, o gradiente simplético coincide com o gradiente de
Poisson pois

{f,h} () = we (X (2), Xp(2)) = Df(Xn) = Xul(f).

Neste sentido, o conceito de estrutura de Poisson generaliza o de estrutura
Simplética.

Se wy(u,v) = ul A(z)v, com A(z) = (a;;(z)), entdo

_ NS (-1 O 99
{fag}(x) - Z.JZ:I CLZ](CC) 6IE1 3x]’

-1

onde a;;(z)! ¢é a entrada ij da matriz A(z)~L.

Teorema 2.4.9. Seja A uma matriz invertivel n x n antissimétrica. Entdo
A~ € antissimétrica,

n —1

ij=1

define uma estrutura simplética em R’} e o gradiente simplético de

h= Z (xl — i logzi)
=1

€ o campo Lotka-Volterra

X(z) =z Az —q),
com q € R} ponto fizo do sistema.
Demonstragcdo. Para mostrar que

n a

i

dx; N d(L‘j
X35
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define uma estrutura simplética em R'}, veja-se que

a;t
we(u,v) = —uT[L}v
TiTj

= —uTDglAle‘;lv

com D! = diag( , é) e que
n -1
ij
w = — dx; N dzx
Z B

= Z —ai—jl (dloga:i) A (dlogazj)
implica que dw = 0.

Consideremos

Por (2.8) temos que
Xn(x) = Dy AD;Vh(z),

em que cada componente ¢ é dada por

E a;,a:]a” p g xzaw ~),

donde
Xp(w) = 2 Aw — ),

em que ¢ € R’} ¢ um ponto fixo do sistema.
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Teorema 2.4.10. Seja A uma matriz n X n antissimétrica. Entdo

. of g
{f, 9} = ijz':l aij(ﬂ?)ﬂfﬂj%%j’

define uma estrutura de Poisson em R} e o gradiente Poisson de

h = Z (zi — qilog z;)
i—1

€ o campo Lotka-Volterra
com q € R} ponto fizo do sistema.

Mais, se A for invertivel, entao a estrutura de Poisson acima corresponde
a estrutura simplética do Teorema 2.4.9.

A demonstracao deste Teorema pode ser vista em [3].

Combinando estas ideias com os critérios de Volterra para um sistema ser
conservativo, obtém-se o seguinte resultado (conforme [3]).

Corolério 2.4.11. Suponha-se que o sistema (2.3) tem um ponto fixo em
R%. Se a matriz de interac¢ao do sistema satisfaz

ai; =0, V’iE{l,...,n},
Qjj 75 0= aijai; < 0

e o seu grafo associado € uma floresta (i.e., nao tem ciclos), entao o sistema
tem uma formulacdo hamiltoniana directa.

2.5 Sistemas Dissipativos

Recorde-se que um sistema Lotka-volterra se diz dissipativo se existe uma
matriz diagonal D > 0 tal que, no sentido das formas quadraticas, AD < 0.
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Proposigao 2.5.1. Seja A uma matriz n X n dissipativa. Entdo a funcdo

h = Z (:L‘Z — q; log J,‘l)
=1

€ funcao de Liapunov do fluxo do sistema Lotka-Volterra
T=xx*Alx —q),
com q € R} ponto fizo do sistema.

Recorde-se que uma matriz A n X n pode ser escrita como a soma da sua
parte simétrica A*"™ e da sua parte anti-simétrica A%*,

LA AT A AT

A
> T2

(2.9)

em que

T _ AT
Aszm:A+A e Aas:A A )
2 2

Conforme a observacao 2.2.2, A < 0 significa que
n
Z Qi Ty < 0, Vxe R™ \ {0},
ij=1
e usando (2.9), isto equivale a A% < 0, ou seja, que A + AT é definida

negativa.

Considere-se a operacao designada por simetrizacao, que a cada matriz
quadrada A, associa a sua parte simétrica,
A+ AT

7

Al—)

Verifica-se facilmente que dada uma matriz A anti-simétrica (A = —A7) e
uma matriz D < 0, resulta pela simetrizagao que

[ A | B ] [ 0 0 ]
— - .
_BT D 0| Dstm
No sentido de se ver um resultado que permite uma caracterizagao das ma-
trizes dissipativas, vejam-se os dois lemas seguintes.

32



Lema 2.5.2. Seja A = (a;j) uma matriz n x n simétrica tal que A # 0 e
ai; = 0 para todo o i € {1,...,n}. Entao A € indefinida (existem valores
préprios >0 e < 0).

Demonstragao. Como A # 0, existe a;; # 0, donde se verifica facilmente
que a submatriz de A
0 aij
[ azi 0 ]

tem determinante < 0 (pois ai; = ajj).

Considerando o vector de R” cujas entradas s@o todas nulas excepto as
entradas 7 e j, tem-se

[0 -+ 0 2 0 -+~ 0 z; 0 -+ O]JA| 1 | =2a;mzuz;.

Observando que 2a;jx;x; troca de sinal em funcao de z; e x;, conclui-se o
pretendido. ]

Lema 2.5.3. Se A € uma matriz simétrica da forma

0 | B
A= [ﬁ%} ’
com B # 0, entdo A € indefinida.

Demonstragao. Considere-se 0 a matriz nula kxk e U matriz (n—k) x (n—k).
Tomando y € R*%\ {0} tal que By # 0, tem-se que

T ]A[z]=2chBy+yTUy
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troca de sinal (e pode tomar valores tao grandes ou tao pequenos quanto se
queira) como funcao de z, donde se conclui o resultado. O

Teorema 2.5.4. Seja A uma matriz n X n dissipativa e D > 0 uma matriz
diagonal tal que AD < 0. Suponha-se que a; =0 para todo o i € {1,...,k}
e a;; <0 para todo 01 € {k+1,...,n}. Entdo

R | S
o= [ 2]

com R matriz k x k e U matriz (n—k) x (n—k) em que R=—RT eU <0,

Demonstragao. Considere-se

- 3]

com R matriz k X k e U matriz (n — k) x (n — k). Como AD < 0, tem-se
R<0eU <0ecomo a; =0 para todo o 1 <1 < k, tem-se que R tem
diagonal nula, donde, aplicando o Lema 2.5.2 a parte simétrica de R, se tem
R*™ =0, ou seja, R = —R”.

Tem-se ainda

Analogamente, aplicando agora o Lema 2.5.3 & parte simétrica de AD, tem-
se V=-9T,

Pode-se entao concluir que
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Observagao 2.5.5. Observe-se que € vdlida a reciproca do Teorema 2.5.4,
i.e, se existe D > 0 matriz diagonal tal que AD € da forma

sl

com R e U nas condicoes do Teorema 2.5.4, entao A ¢ dissipativa.

Uma das conclusdes que se pode tirar deste resultado é que se A é dissipativa
e o sistema Lotka-Volterra associado for skew-product,

{ &= X(z,y)
y=Y(y),
entdo A é dada por um produto. O que é equivalente a dizer que, se A for

dissipativa e o seu grafo for conexo, entao A néao é um skew-product, i.e, nao
existe uma reordenacgao dos indices de modo que

kx| ok
A= [ k. } |
Tendo em consideracao a observagao 1.3.7 veja-se o resultado seguinte.

Proposicao 2.5.6. O grafo de um dado sistema é desconexo, com m com-
ponentes conexas, se, e $6 se, a sua dinamica € dada pelo produto de m
dinamicas.

No sentido da definicdo de fluxo e semifluxo completo (conforme defini¢ao
1.3.2) de um sistema de equagoes diferenciais, vejam-se os resultados seguintes.

Teorema 2.5.7. Um sistema Lotka- Volterra dissipativo define um semifluzo
completo.

Demonstracao. Pela caracterizagao do comportamento das érbitas de um
sistema dissipativo, considerando o compacto K = {h < C}, com C con-
stante e V funcgéo de Liapunov prépria, conforme definida na Proposicao
2.5.1, tem-se facilmente o resultado. O

Verifica-se facilmente que deste Teorema resulta o seguinte Corolério.

Corolario 2.5.8. Um sistema Lotka-Volterra conservativo define um fluxo
completo.
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Demonstragcdo. Pelo Teorema anterior, observando que cada érbita num sis-
tema conservativo estd contida dentro de um compacto, tem-se facilmente o
resultado. 0

2.6 Folheacoes Invariantes

Uma funcio suave g : M C R® — R¥ com derivada sobrejectiva em todos
os pontos do dominio M diz-se uma submersao.

Proposicao 2.6.1. Se g: M C R* — R¥ for wma submersdo, entio, para
todo o c € g(M),

g e)={zeM : gx)=c}

é uma subvariedade de dimensao n — k.

Definigao 2.6.2. A familia F := {g~'(c)}ceqar) destas subvariedades diz-
se uma folheagao.

Cada subvariedade F,. := g~ '(c) diz-se uma folha de F. Chama-se dimen-
sa@o de F a dimensdo das suas folhas.

Definicao 2.6.3. A folheacao F diz-se invariante por um campo suave
X : M CR" — R"” se X(z) € T,F, para todo o v € M, onde T, F
representa o espago tangente & unica folha de F que contém x. Neste caso,
também se pode dizer que F € X -invariante.

Proposicao 2.6.4. Sejam g : M C R® — RF uma submersio, X : M C
R"™ — R"™ um campo vectorial e F = {g7'(c)}eeg(m)- Sdo equivalentes:

(1) F é X-invariante;
(2) Dg,X(z) =0, para todo o x € M;
(3) X(x) € Nuc(Dg,), para todo o x € M;

(4) o fluxo ¢y de X deiza invariantes todas as folhas de F, i.e, ¢pi(Fe) =
Fe, para todo o ¢ € g(M).
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Veja-se agora a aplicacao destas ideias em sistemas Lotka-Volterra. Para
tal, considere-se um sistema Lotka-Volterra de dimensao n com um ponto
fixo ¢ € R, sendo A a sua matriz de interaccao.

Seja X (z) = z % A(z — q) e suponha-se que rank(A) = k, em que rank(A)
é a caracteristica da matriz A.

Seja (wi,...,w,—_k) base de
Nuc(AT) = {w e R" : wT A =0}.

Observe-se que
wlA=0e ATw=0.

Define-se
g:R} — R F
por
g(z) = (wllogz,...,wl ; logx),
onde

logx = (log 1, ...,logzy,).

Pode-se escrever

g9(z) = Wlogz,
onde W é a matriz com linhas w7 , . .. ,wg_ i

Proposigao 2.6.5. Nas condigoes descritas anteriormente, g : R} —
R" % ¢ uma submersdo, a folheagdo F = {g‘l(c)}ceg(M) é X-invariante e
a dimensao de F é rank(A).

Demonstragao. Tem-se que
Dg, = WD, !,
onde D1 = diag(x—ll, cel, ﬁ), e como rank(W) = n—k, tem-se rank(Dg,) =
n — k, donde
Dg, : R* — Rk

é sobrejectiva. Logo g é submersao.
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Considerando a matriz diagonal D, = diag(z1,...,x,), tem-se que

Dg.(X(z)) = Dgz(DsA(x —q))
= WD;'D,A(z —q)
WA(@x—q)=0

pois WA = 0, dado que wiTA =0 paratodooi € {1,...,n—k}, donde pela
Proposicao 2.6.4, se conclui que F = {g_l(c)}ceg(M) ¢ X-invariante. O

Seja 3(A) o conjunto das singularidades de X. Tem-se
S(4) = {z : X(2) =0} = {w : A(w —q) = 0},
que ¢ a intersecgao de R’} com um subespaco afim de dimensao n — k.

Lema 2.6.6. Seja A uma matriz dissipativa. Entdo

A+ AT A— AT

Nuc(A) = Nuc(AT) = Nuc( ) N Nue( 5

).

Demonstragao. Como se viu em (2.9) e (2.5) na seccao 2.5 (Capitulo 2),
tem-se
A+ AT A-AT

A
2 39

em que

T T

A+ A o A% A—A ‘
2 2

Analogamente, AT pode ser escrita como a diferenca da sua parte simétrica

AS"™ pela sua parte anti-simétrica A%S,

Asim —

_A+AT_A—AT
) 2

AT (2.10)

E evidente que '
Nuc(A) D Nuc(A*™™) N Nuc(A*).

Por outro lado, v € Nuc(A) implica que Av = 0, donde v Av = 0, mas
como A <0, tem-se que '
v € Nuc(A®"™).

Observando que A% = A — A" tem-se que

v € Nuc(A*),
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donde .
v € Nuc(A*™) N Nuc(A*).

Logo '
Nuc(A) = Nuc(A*™™) N Nuc(A®).

Analogamente, por (2.10), prova-se que

Nuc(AT) = Nuc(A%™) N Nuc(A®).

Teorema 2.6.7. Secja A uma matriz n X n dissipativa. Cada folha de
F = {97 1e)}eeg(ar) intersecta transversalmente o subespago afim X(A) num
unico ponto.

Demonstragao. Seja (vi,...,v) base do espago gerado pelas linhas de A,

que é igual a Nuc(A)*.

Considere-se V' a matriz com linhas vZ,.... v e W a matriz com linhas
1o+ Y

wl, ... wl | em que (wi,...,w,_) é base de Nuc(AT) que é igual a

Nuc(A) pelo Lema 2.6.6. Com esta notacao, tem-se
Alz—q¢)=0 < V(z—q) =0.

Seja U = [?//] . Pela forma como W e V forma definidos, tem-se que U é

invertivel.

Tem-se que = € g~ 1(c) N B(A) é equivalente a

Wlogx =c
V(z—q)=0

e considerando u = log x, é ainda equivalente a

{ ‘V/V(Z“:—Cq) =0.

Vai-se agora mostrar que se u e u’ sao tais que

Wu=c Wu' =c
V(e —q)=0 V(e —q)=0
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entdo u = u'.

Pelo Teorema de Lagrange, tem-se que para todo o ¢ € {1,...,n} existe
U; € [u;,u}] tal que
et — et = e (u; — ul),

0 que em notacao vectorial corresponde a dizer que

e —e" = Dea(u—1u)

= e"x(u—1u).

Logo
Wu—u)=0 o W(u—u)=0
Vet —e¥) =0 VD i(u—u')=0
W N
= [VDeﬂ](u—u)—O
I 0 N
s U 0 Dea}(u—u)—o,
10 ,
donde, como det 0D #0, se tem u = u'. ]
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Capitulo 3

Sistemas Lotka-Volterra
Estavelmente Dissipativos

No mundo real, na maioria das vezes nao se consegue conhecer exactamente
a matriz A = (a;;) de interaccao do sistema. Assim, devido essencialmente
a consideracoes da biologia e da ecologia, procuram-se estudar resultados
que persistam a pequenas perturbagoes. Deste modo, pretende-se estudar
sistemas que ao serem perturbados, no sentido das defini¢oes adiante apre-
sentadas, mantenham as suas propriedades.

Este capitulo divide-se em quatro secgoes. Na primeira seccao define-se
e procura-se caracterizar os sistemas estavelmente dissipativos (o que esté
directamente relacionado com o conceito de matrizes estavelmente dissipa-
tivas, como se vera adiante pelas respectivas defini¢oes).

Na segunda seccao analisam-se alguns resultados sobre a dinamica desta
classe de sistemas, tendo por base um algoritmo desenvolvido por Redheffer
et al. [19, 20, 18, 16, 17] que actua no grafo da matriz de interaccao do
sistema.

Na terceira seccao apresenta-se essencialmente um resultado que estabelece
a igualdade da caracteristica de matrizes estavelmente dissipativas que par-
tilham o mesmo grafo.

Por fim, na dltima seccao, discutem-se algumas ideias relacionadas com a

dinamica desta classe de sistemas, sendo apresentados alguns exemplos ilus-
trativos.
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3.1 Matrizes Estavelmente Dissipativas

Definigao 3.1.1. Uma perturbagao de uma matriz real A n x n pode ser
qualquer outra matriz real A n X n tal que

&ij:O@)aZj:O.

Definicao 3.1.2. Um sistema Lotka-Volterra com matriz de interacgdo A
diz-se estavelmente dissipativo (e neste caso a matriz A diz-se estavel-
mente dissipativa) se qualquer perturbagdo suficientemente pequena A de
A € dissipativa, i.e.,

Je > 0 : max|a;; — a;5| < € = A € dissipativa.
1/7J

Apenas se consideram perturbacoes que tenham o mesmo grafo que a ma-
triz de interaccao do sistema original. A nocao de estavelmente dissipativo
é devida a Redheffer et al., que numa série de artigos [19, 20, 18, 16, 17]
estudaram a estabilidade assintética desta classe de sistemas, usando a desig-
nacao de sistemas estavelmente admissiveis. Redheffer e seus colaboradores
designaram por admissiveis as matrizes que Volterra inicialmente classificou
como dissipativas (conforme [25]).

Ainda que as condigOes necessérias e suficientes para matrizes dissipativas
tenham sido estudadas por vérios autores, como Redheffer et al. [19, 20,
18, 16, 17], Guo et al. [5] e Rocha Filho et al. [21], existem ainda muitas
questoes em aberto sobre a caracterizacao dos sistemas estavelmente dissi-
pativos para além dos trabalhos de Redheffer [18, 16] e, muito recentemente,
de um artigo de Zhao e Luo [29].

Por defini¢ao, dado um sistema dissipativo do tipo (2.3), pode-se escolher
uma matriz diagonal D > 0 tal que AD < 0, sendo A = (a;;) a matriz
de interaccao do sistema. No entanto, para sistemas estavelmente dissipa-
tivos esta escolha pode ser melhorada, como se pode ver pelo lema seguinte,
demonstrado por Redheffer e Zhou [20].

Lema 3.1.3. Seja A uma matriz estavelmente dissipativa. Entdo pode-se
escolher uma matriz diagonal D > 0 tal que AD < 0 e a condi¢do sequinte
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se verifique

n
Z dja,-jwiwj =0= a;w; =0, Vie {1, ce ,n}.

3,j=1

Demonstragdo. Dada A = (a;j) uma matriz n X n estavelmente dissipativa,
considere-se a perturbacao A = a;; dada por

Elij = Qjj, Vi 7&] e Qi = (1 — 5)&1'1', Vi € {1,...,n},

com § > (0 constante suficientemente pequena. Considere-se agora uma
matriz D = diag(dy,...,d,) > 0 tal que AD < 0. Como a; < 0 para todo
oie{l,...,n}e

n n n
2 : § : ~ § : 2
djaijwiwj = djaijwiwj + 1) dla“wz s
1,j=1 1,j=1 i=1

verifica-se que AD <0 e

n
Z djaijwiwj =0 = aw; =0, Vi€ {1, L. ,n}.
4,j=1

Definicao 3.1.4. Dada A uma matrizn xn e I C {1,...,n}, chama-se
submatriz I x I de A a matriz Ar = (aij) (i j)erx1-

Lema 3.1.5. Seja A uma matriz n X n estavelmente dissipativa. Entdo,
para todo o I C {1,...,n}, a matriz Ay € estavelmente dissipativa.

Demonstragao. Seja I C {1,...,n} fixo. Considere-se A; a submatriz de A.
Quer-se ver que qualquer perturbacao Arde Aj é dissipativa. Considere-se
entdo A a matriz A cujas entradas (i,5) € I x I sdo substituidas pelas en-
tradas de A 1. Tem-se que A é uma perturbacao de A, donde existe uma ma-
triz diagonal D > 0 tal que AD < 0. Verifica-se facilmente que considerando
Dy a submatriz I x I de D, se tem AD; < 0, donde A; é dissipativa, e
consequentemente, A; é estavelmente dissipativa. ]
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E relativamente facil verificar que se A = (a;;) é uma matriz dissipativa, en-
tao a;; < 0 para todo o i € {1,...,n}. Assim, pode-se estudar as condigdes
necessarias e suficientes para uma matriz ser estavelmente dissipativa sepa-
rando em dois casos.

Caso I: a;; < 0 para todo o i€ {1,...,n}.

Usando o Lema 3.1.3 e a definicao de matriz estavelmente dissipativa, prova-
mos facilmente o resultado seguinte (conforme [29]).

Teorema 3.1.6. Se a;; < 0 para todo o i € {1,...,n}, entdo A é estavel-
mente dissipativa se, e so se, existe uma matriz diagonal D > 0 tal que
AD < 0.

Demonstragdo. Suponha-se que A é estavelmente dissipativa. Pelo Lema
3.1.3 tem-se que existe uma matriz diagonal D > 0 tal que AD < 0 e que
satisfaz

n
Z djaz-jwiwj =0 = a;w; = O, Vi € {1, ce ,n}. (3.1)
i,j=1
Suponha-se agora que existe w € R™\ {0} tal que > ', _; dja;jw;w; = 0. Por
(3.1) tem-se
azw; =0, Vie {1,...,71},
mas como por hipétese a;; < 0 para todo o 1 < ¢ < n, tem-se w; = 0 para

todo 0 1 <i < n, o que é absurdo. Logo AD < 0.

Suponha-se que existe uma matriz diagonal D > 0 tal que AD < 0, o que é
equivalente & matriz simétrica AD+ DAT < 0, conforme a observacio 2.2.2.
Recordando que para matrizes simétricas, uma matriz ser definida nega-
tiva é uma propriedade aberta, i.e, qualquer matriz suficientemente préxima
também é definida negativa, tem-se que para qualquer A préxima de A

AD + DAT <0,

0 que termina a demonstracao. ]

44



Resultados sobre as condigOes necessédrias e suficientes em que existe uma
matriz diagonal D > 0 tal que AD < 0, podem ser encontrados em [16].

Dada uma matriz A, o grafo G(A) é construido (i) colocando-se uma aresta
a unir os vértices i e j se a;; # 0 ou aj; # 0 e (ii) colocando-se uma bola e
no vértice i se a;; 7 0 e uma bola o no vértice j se a;j; = 0.

Caso II: Existe algum a;; = 0.

Vejam-se primeiro dois resultados demonstrados por Redheffer e Walter em
[18].

Lema 3.1.7. Sejam i e j dois vértices adjacentes de G(A) com A uma
matriz n X n estavelmente dissipativa. Entao ajaj; > aijaj; para todo o

e
Demonstragao. Como A é uma matriz estavelmente dissipativa sabe-se que

existe D = diag(dy,...,d,) > 0 tal que AD < 0. Entao, considerando
x € R"\ {0} com xp =0 para k # i ou j, tem-se

n

Z djaijxixj = dza“x? + (djaij + diaji)xixj + djajjsz- <0,

ij=1
donde )

(djaij + diaﬂ) < 4didjaiiajj.

Se a;iaj; = 0, pode-se escolher d; e d; se, e s6 se, aj;jaj; < 0, obtendo-
se o resultado. Suponha-se entao que a;aj; # 0. Como A estavelmente
dissipativa implica que a; < 0 para todo o i € {1,...,n}, tem-se aa;; > 0.
Considere-se entao a submatriz de A

B— [ Aj; Qg }
aji Qg

Como A é estavelmente dissipativa, aplicando o Lema 3.1.5, tem-se que B é
estavelmente dissipativa, donde pelo Teorema 3.1.6, se tem o resultado. [J

Lema 3.1.8. Se A ¢ uma matriz estavelmente dissipativa, entdo todo o ciclo
de G(A) tem pelo menos uma aresta entre dois vértices i e j tais que a; < 0
eaj; < 0.
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Demonstragdo. Seja A uma matriz dissipativa. Suponha-se que existe um
ciclo L de G(A) no qual nao existem dois vértices adjacentes i e j tais que
a; < 0 e ajj < 0. Para fixar notacao, suponha-se que i1, ...,%;, com esta
ordem, sao os vértices de L. Tomando quaisquer dois vértices adjacentes i,
it de L, tem-se a; ; a;,;, = 0. Seja D = diag(dy,...,d,) > 0 tal que AD < 0.
Entao,

d;,a;i, +di a;, = 0.

Como L é um ciclo e é composto por k arestas, tem-se um sistema de k

equacoes
diyQiyiy + diy Qigi, =0
diga’izig + dizaigiz =0
dikaik—lik + dik—laikik—l =0
diy iy + diyaiyi, =0
donde
‘dizai1i2di3ai2i3 T dikaik—likdil aikh’ = |di1ai2i1di2ai3i2 T dik—laikikfldikailik |a
ou seja,

|ai1i2ai2i3 T aik—likaikil‘ = ’ai2i1Qi3i2 T Qg Qigiy, |

Considere-se A = (@;;) perturbacao de A. Tem-se G (A) = G(A). Considerando-
se o ciclo L de G(A) formado pelos k vértices iy, ..., i, de G(A) correspon-
dentes aos k vértices i1, ..., i, de G(A), é facil verificar que se pode escolher

A perturbagao de A, com max; j |a;; — a;;| arbitrariamente pequeno, tal que
‘ai1i2ai2i3 T aik—likaikil‘ # ’ai2i1ai3i2 C Qg Qg ”

donde A néao é dissipativa e, consequentemente, A néo é estavelmente dissi-
pativa, o que termina a demonstragao. ]

Usando estes dois lemas, pode-se demonstrar o Teorema seguinte (conforme
[29]).

Teorema 3.1.9. Seja A uma matriz n X n tal que a; = 0 para todo o
i€ {l,...,n} ou existe um unico k € {1,...,n} tal que agr, < 0 e a;; =0
para todo o i # k. Entdo, A € estavelmente dissipativa se, e so se, (i) G(A)
nao tem ciclos e (i) a;; #0 = ajja;; <0, para todo o i # j.
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Demonstragao. (<) No caso em que existe um tnico k € {1,...,n} tal que
apr < 0 e ay; = 0 para todo o i # k, considere-se, sem perda de generali-
dade que k = 1. Como G(A) nao tem ciclos, entdo tem no méximo n — 1
vértices. Assim, assumindo que a;; # 0 = a;ja; < 0, para todo o ¢ # j,
pode-se escolher uma matriz diagonal positiva D = diag(dy, ... ,d,) tal que
djai]’ —|—diaj,- == O, para todo o Qij 75 0, donde ZZj:l djaija:ia:j = dlallx% < 0
para todo o x € R™\ {0} e A é dissipativa. Para qualquer perturbacao
suficientemente pequena A = (Gi;) de A, A também satisfaz as condicoes (i)
e (ii), donde Aé dissipativa e portanto A é estavelmente dissipativa.

(=) Pelos Lemas 3.1.7 e 3.1.8, as condigoes (i) e (ii) sao obviamente satis-
feitas, pois por hipdtese existe no méximo um a;; # 0. 0

No caso em que existe mais do que uma entrada a;; < 0 tem-se também um
resultado que caracteriza as matrizes estavelmente dissipativas. No entanto,
veja-se primeiro o seguinte lema.

Lema 3.1.10. Seja T = (V, A) um grafo em que V € o conjunto de todos
0s vértices e A o conjunto de todas as arestas. Entao, se T = (V, A) ndo
tem ciclos, existe {Vp,...,Vi} particao de V' tal que

(i) Vo € constituido pelos vértices que estao numa das extremidades de
cada componente conexa do grafo,

(it) e para todo o j € {1,...,1} e para todo o i € Vj, existe um unico
i' € Vj_1 tal que a aresta [i,i'] € A.

Demonstragao. Se T = (V, A) é um grafo sem ciclos, entdao o grafo é uma
arvore, no caso de ser conexo, ou uma uniao disjunta de m Aarvores, no
caso de ter m componentes conexas. Pode-se entao considerar um conjunto
Vo formado pelos vértices que se encontram numa das extremidades de cada
componente conexa do grafo. Recursivamente, pode-se considerar o conjunto
V; formado pelos vértices i tais que existe uma aresta que os liga aos vértices
i’ de Vj_1, para todo o j € {1,...,l}. Este processo tem de parar pois o
nimero de vértices € finito. O
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Teorema 3.1.11. Suponha-se que a;; = 0 para todo o i < k e ay < 0,
para todo o i > k. Sejam M = (a;;) comk+1<1i,j7<ne é(A) o grafo
obtido de G(A) removendo todas as arestas [i,j] com i,j > k. Entdo, A é
estavelmente dissipativa se, e so se, (i) G(A) nao tem ciclos e (i) existe
D = diag(di,...,d,) > 0 tal que M Dy < 0 e djai; + diaj; = 0 para i < k
ou j <k, onde Dy = diag(diy1,...,dy).

Demonstragio. (<) Por (i), A é obviamente dissipativa. Como G(A) nio
tem ciclos, considere-se, como no Lema 3.1.10, {Vo, ..., V;} partigao de V,
sendo V' o conjunto de todos os vértices de G(A).

Seja A= (@;;) perturbacao suficientemente pequena de A = (a;;) e considere-

se a matriz D = diag(d}, ..., dy) definida recursivamente por

di:di, seiGVO

5 5 Qg ,
di = —dy—, seicVj,
Qg

sendo ¢’ € Vj_; o tnico vértice de G(A) tal que a aresta [i, '] pertence ao
grafo G(A), com j € {1,...,1}. Observe-se que se i ¢ Vp, d; > 0, poisdy > 0
e Q; € ay; tém sinais contrarios.

Como A é perturbagao de A, verifica-se que, por construcgao, Dé perturbacao
de D, donde .
[(AD)ijlk<i,j<n <0

Jidi’i + Ji/&ii/ =0, parai<kouj<k,
donde A é dissipativa e, consequentemente, A é estavelmente dissipativa.
(=) Considere-se agora A estavelmente dissipativa. Pelo Lema 3.1.5, tem-

se que M ¢ estavelmente dissipativa. Assim, do Teorema 3.1.6 e dos Lemas
3.1.7 e 3.1.8, podem-se deduzir as condigoes (i) e (ii). O
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3.2 Reducao da Dinamica

Procura-se nesta seccao estudar a dinamica dos sistemas Lotka-Volterra es-

tavelmente dissipativos com um ponto fixo positivo ¢ = (q1,-..,q,) € RY,
Sbi =T; (""i + Z?:l a,-jxj>, (3 2)
Ti+2?:1aij%‘:0, i=1,...,n.

Tem-se uma funcao de Liapunov dada por

n

=1

Verifica-se que
V=> aij(ai — ) (z; — q;) <0. (3.4)
i=1

Se D = diag(dy,...,d,) é a matriz dada pelo Lema 3.1.3, pode-se usar a
transformacao x; — di:z:i, donde se pode assumir que A <0 e

n
Z ajww; =0 = azw; =0, i€{l,...,n}. (3.5)
i,j=1

Pelo Teorema 1.6.3 (Teorema de LaSalle [13]) existem solugoes para todo
ot>0eo conjunto {V = 0} contém um atractor. Assim, no sentido de
se compreender a dinamica do sistema (3.2), é 1til estudar as solugoes que
satisfazem V = 0. Por (3.2), (3.5) e (3.4), tem-se que as solugdes no conjunto
V = 0 satisfazem

{ T; = T; Z;'L:I Qg5 (xj - Qj)v (3.6)

aii(r; —q;) =0, i=1,...,n.

Observe-se que a;; = 0 ou a;; < 0, e no segundo caso tem-se, consequente-
mente, que z; = ¢; no conjunto {V = 0}.

Com o objectivo de se estudar a dinamica do sistema (3.6) veja-se a descrigao
que Redheffer faz do atractor em termos do grafo reduzido. Modificando
ligeiramente a nogao anterior de grafo associado de um sistema, coloca-se
uma bola e no vértice i se z; = ¢; no conjunto {V = 0} e uma bola @ no
vértice ¢ se for possivel mostrar no processo de redugdao que z; é constante
no conjunto {V = 0}. Caso contrério, coloca-se uma bola o no vértice i.
Tem-se ent@o o resultado seguinte, conforme [18].

49



Lema 3.2.1. Sao vdlidas as sequintes regras de reducao:

(a) Se o vértice j tem uma bola ® ou @ e todos os vértices adjacentes ao j
tém uma bola e a excepgcao de um vértice I, entdo coloca-se uma bola
® no vértice l;

(b) Se o vértice j tem uma bola ® ou & e todos os vértices adjacentes ao j
tém uma bola ® ou @ a excepcao de um vértice I, entdo coloca-se uma
bola & no vértice l;

(c) Se o vértice j tem um o e todos os vértices adjacentes ao j tém uma
bola e ou @, entao coloca-se uma bola & no vértice j.

Demonstragdo. A demonstracdo deste resultado segue da aplicagdo directa

de (3.6). O

Definigao 3.2.2. Chama-se grafo reduzido R(A) do sistema, ao grafo que
se obtém de G(A) pela aplicacao sucessiva das regras de reducgdo (a), (b) e
(¢) do Lema 3.2.1, até ndo se poder efectuar mais nenhuma alteracao.

A figura 3.1 mostra um exemplo de um grafo G(A) e do grafo reduzido R(A)
respectivo, obtido pela aplicacao sucessiva das regras de reducgao.

7. L

Figura 3.1: Um grafo G(A) e a sua forma reduzida R(A).

O O L

O O

Dado um grafo de uma matriz, o grafo reduzido que se obtém pela aplicacao
sucessiva das regras de redugao é Uinico, como se pode ver no lema seguinte
(conforme [18]).

Lema 3.2.3. O grafo reduzido R(A) € unicamente determinado pelo grafo

G(A).
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Demonstragao. Escreva-se G, Ry e Ry para G(A), R1(A) e Ro(A), respecti-
vamente, onde R;(A) e R2(A) sao dois grafos reduzidos de G(A). Suponha-se
que R; para i € {1,2} é obtido pelo procedimento de reducao P;, ou seja

PlG = R1 e PQG - RQ-

Cada procedimento de redugao consiste na aplicacao sucessiva das regras de
redugao (a), (b) e (¢) do Lema 3.2.1, até nao se poder efectuar mais nenhuma
alteracao, mas a ordem pela qual se usam as regras e o ponto do grafo G
por onde se comecga podem ser diferentes nos dois casos.

Relativamente a cada grafo, atribui-se o valor v(i) ao vértice i, que pode ser
0, 1 ou 2 se o vértice i é o, @ ou e, respectivamente. Define-se Ry > Ry se
vi(i) > va(i), i =1,...,n, onde v;(i) é a avaliagdo do vértice i no grafo j.

Para ver que R; > R», aplique-se o procedimento P, a R;. Resulta que
Ry = PbR1 > P,G = Rs.

Observe-se que a primeira igualdade se verifica dado que R; é um grafo
reduzido, donde nao pode ser mais reduzido por qualquer procedimento, in-
cluindo P,. A desigualdade segue de R; > G e do facto de que qualquer
procedimento de reducao aplicado a um grafo aumentar ou manter igual a
avaliacao de cada vértice desse grafo. A segunda igualdade segue da definicao
de Ry. Conclui-se entao que Ry > Ro.

Por simetria, tem-se que Ry > R; e conclui-se assim que R; = Ry como
pretendido. ]

Dada uma matriz A, diz-se que o grafo reduzido R(A) é do tipo (e) se to-
dos os vértices de R(A) sao e. Analogamente, R(A) diz-se do tipo (e, ®)
se todos os vértices sao @ ou @, existindo pelo menos um vértice que é &.
Finalmente, R(A) diz-se do tipo (e,®,0) se existe pelo menos um vértice
que é o.

A partir desta designacao, veja-se o resultado seguinte, devido a Redheffer e

Walter [18], que caracteriza a estabilidade assintética global de um sistema
do tipo (3.2) em termos do grafo reduzido da sua matriz de interacgao.
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Teorema 3.2.4. Seja A uma matriz estavelmente dissipativa e R(A) o seu
grafo reduzido.

(a) Se R(A) € do tipo (e), entao A € invertivel, o ponto fixo q € unico e
todas as solugoes do sistema (3.2) satisfazem x(t) — q quando t — oo.

(b) Se R(A) € do tipo (e,®), entdo A nao é invertivel, o ponto fizro q nao
é 1nico, todas as solugdes x do sistema (3.2) tém um limite quando
t — oo e o limite depende da condi¢ao inicial z(0).

(c) Se R(A) ¢ do tipo (e,®,0), entdo eviste uma matriz A estavelmente
dissipativa, com G(A) = G(A), tal que o sistema (5.2) associado a
matriz A tem uma solugdo periddica ndo constante.

A demonstracao deste Teorema pode ser vista em [18].

Oliva et al. [3] mostraram a proposigao seguinte, a qual segue de resultados
de [20].

Proposicao 3.2.5. Seja K o subgrafo do grafo reduzido de um sistema
Lotka-Volterra estavelmente dissipativo, formado por vértices com bolas o e
@ e as arestas entre estes. Entdo K € uma floresta, i.e., K = K1U--- UK,
(disjuntos) onde cada K; é uma drvore, i.e, nao tem ciclos.

Demonstracao. Considere-se o subgrafo do grafo reduzido de um sistema
Lotka-Volterra estavelmente dissipativo, formado por vértices com bolas o
e @ e as arestas entre estes. Suponha-se que existe um ciclo nesse subgrafo
cujos m vértices sao sequencialmente etiquetados de 1 a m. Entao, a;; = 0
para cada ¢ € {1,...,m}, donde, dados dois vértices adjacentes j e k do
ciclo se tem

ajr + agj =0,

pois A < 0. Tem-se assim que o sistema reduzido cujo grafo seja o ciclo
considerado é conservativo. Pela Proposicao 2.3.1 tal pode suceder se, e s6
se,

aig - - a(m,l)maml = (—l)malmam(m,l) a9,
Claramente, esta condicao nao se verifica para todas as perturbagoes arbi-
trariamente pequenas, donde o sistema original nao pode ser estavelmente
dissipativo. ]

Oliva et al. [3] usam a Proposi¢ao 3.2.5 para provar o teorema seguinte.
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Teorema 3.2.6. Considere-se o sistema Lotka-Volterra (2.3) restringido
ao conjunto R = {z = (21,...,2,) € R" : 2; > 0, Vi € {1,...,n}}.
Suponha-se que (i) o sistema tem um ponto ﬁ:c‘o q € R e (i) € estavelmente
dissipativo. Entdo a dindmica no conjunto {V = 0} é hamiltoniana. Mais,
pode ser descrita por um sistema Lotka-Volterra de dimensdo m < n.

Demonstragao. Considere-se o sistema (em que A é a sua matriz de inter-
accio) restringido ao conjunto {V = 0}. Separam-se as varidveis z; em dois
conjuntos, J, e Jo. No conjunto {z;};cs, tem-se todos os x; correspondentes
aos vértices do grafo reduzido R(A) que tém o ou @, e no conjunto {x;}icj,
tem-se todos os x; correspondentes aos vértices do grafo reduzido R(A) que
tém e. Para i € J, tem-se z; = ¢;, donde o sistema restringido satisfaz

T, = x; <T’i + e aijqj) + 2 jer, ity sei€Jo (3.7)
= . s€ i € Jo.

Assim, se se definir 7; = r; + ZjeJ. a;ijqj € a;j = a;; para i,j € Jo, obtém-se
um novo sistema Lotka-Volterra:

T = Xy <7:i + Z dijl‘j), 1€ Jo (3.8)

Jj€Jo

onde o grafo associado a matriz A= (@4j)ijes, é precisamente o subgrafo K
do grafo reduzido R(A) constituido pelos vértices o e & e as arestas entre
estes. Observando-se que esta matriz satisfaz a;; = 0 para todo o i € J, e
que existe uma matriz diagonal D > 0 tal que AD < 0, tem-se

djflij + didﬂ =0,

donde
CNLZ']' 7é 0= ELZ‘jCNLjZ‘ < 0.
Observe-se ainda que (¢;)icj, é uma solugao do sistema
7 + Zdijquo, 1€ Jo.
j€Jo

Pela Proposicao 3.2.5, esta-se nas condi¢bes do Corolédrio 2.4.11, donde o
sistema (3.8) tem uma formulagdo hamiltoniana. O

93



A demonstracao deste Teorema mostra que a dindmica no atractor pode
ser descrita por um sistema Lotka-Volterra de dimensao m < n cujo grafo
associado é uma drvore, o qual é conservativo e tem um ponto fixo em R'!".
Reciprocamente, um sistema desta natureza descreve um atractor, dado que
qualquer sistema cujo grafo associado é uma arvore é estavelmente dissipa-
tivo.

3.3 Caracteristica do Grafo

Dada uma matriz A, recorde-se que se diz que o grafo reduzido R(A) é do
tipo (e, ®,0) se existe pelo menos um vértice que é o.

Proposicao 3.3.1. Seja A uma matriz n X n estavelmente dissipativa com
um grafo G(A) sem ligagées fortes(i.e, nao existem em G(A) dois vértices
com e ligados por uma aresta). Entdo, qualquer outra matriz B estavelmente
dissipativa com o mesmo grafo, satisfaz

rank(B) = rank(A).

Demonstragdo. Designemos as entradas ndo nulas de A por parametros
a? ﬁ? 77 AR

Seja B uma matriz obtida de A por eliminagao de Gauss sem troca de linhas.
Suponhamos que, para cada i,j € {1,...,n}, B satisfaz:

1) b;; é um mondémio nos coeficientes nao nulos de A, da forma b;; =
a™BP com m,p € Z;

2) se bjj # 0, existe em G(A) um caminho que liga os vértices i e j.
Queremos mostrar, por um argumento indutivo, que a cada passo do método

de eliminagao de Gauss, a matriz obtida satisfaz as propriedades 1) e 2).

O método de eliminagao de Gauss sem troca de linhas consiste em duas
regras:

qu:ém

Ro) Lj=Li—*L;.
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Se B tiver entrada b;; # 0, a regra R) serve para que a matriz transformada
B’ tenha um “pivot” b;j = 1 nesta entrada. E 6bvio que esta regra preserva
as propriedades 1) e 2) acima.

Usando a entrada b;; # 0 de B como “pivot”, a regra Ry) serve para anular
a entrada b); da matriz transformada B’. Supondo que todas as entradas de
B satisfazem 1) e 2) acima, vejamos que o mesmo acontece com a entrada

by
b;m = blm - Jbzm
bij

de B’. Como b;j # 0 e da hipdtese de inexisténcia de ligacoes fortes, resulta
que o grafo G(A) ndo tem ciclos (conforme Proposigao 3.1.8). Temos assim
que

;mzo ou bljZO ou meZO

Sendo nao nulas estas entradas, por 2) aplicada & matriz B, existiria um
ciclo
l—m—10— 35— I

Caso by, = 0, temos by, = —%bim e as propriedades 1) e 2) s@o satisfeitas
ij
nesta entrada. Note-se que se b}, # 0, entao existe a cadeia

| — j—i— m.

Nos outros dois casos, bj; = 0 ou by, = 0, temos b}, = by, € as propriedades
1) e 2) mantém-se.

Completada a prova de que a cada passo do método de eliminagao de Gauss,
a matriz obtida satisfaz as propriedades 1) e 2), resta-nos concluir a demon-
stragao da Proposicao.

Por eliminacao de Gauss sem troca de linhas podemos transformar A numa
matriz B tal que PB é uma matriz em escada (de linhas), para uma certa
matriz de permutacdo P. PB obtém-se de B por permutacao das linhas
de B. Como os “pivots” de B, i.e, as entradas de B que correspondem aos

“pivots” de PB, sao mondémios nas entradas «, 3,7,... de A, temos que o
rank(A) nao depende dos valores concretos destes parametros nao nulos, o
que termina a demonstragao. ]
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Esta Proposi¢ao permite-nos definir a caracteristica ou rank de um grafo
como sendo a caracteristica de todas as matrizes estavelmente dissipativas
que partilham esse grafo.

Exemplo 3.3.2. Vejam-se alguns exemplos.

rank (o—o) =2

rank (o—o-—o) =

rank (o—o-—o—o)=4

rank (e—o—e)=

rank (o— e —o) =

rank (o—o—e—o—0)=5

rank (o—o-—o-—e—o—o0—0)=6

Conjecturamos que a Proposigao 3.3.1 permaneca valida sem a restrigao de
G(A) nao ter ligagoes fortes.

3.4 Discussao e Exemplos

Considere-se um sistema Lotka-Volterra estavelmente dissipativo de dimen-
sao n com um ponto fixo ¢ € R} e com A a sua matriz de interaccao.
Conforme [3], o atractor estd contido no conjunto {V = 0} em que V é uma
funcao de Liapunov dada por

V= Z(iﬁi — qilog ;).
i=1

Pelo algoritmo de Redheffer aplicado ao grafo G(A) tem-se que o atractor,
que designamos por I'(A4), estd contido no conjunto

Cr={zeR":x;=q;, VYi=e}, (3.9)

que designamos por Conjunto Redheffer. Pelo Teorema 3.2.6 tem-se que
a dindmica no conjunto {V = 0} é hamiltoniana e pode ser descrita por um
sistema Lotka-Volterra LV de dimensao m < n.

Zhao e Luo em [29] mostram que para sistemas de Lotka-Volterra estavel-
mente dissipativos de dimensao 5 hé quatro tipos possiveis de atractor:
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1) um tnico ponto fixo globalmente atractivo;
2) o sistema é Hamiltoniano e o atractor é todo o espaco de fases;

3) existe uma folheagao invariante e a intersecgdo de cada folha com o
atractor consiste de um unico ponto fixo, globalmente atractivo nessa
folha;

4) o atractor é um subespago afim invariante onde o sistema é Hamilto-
niano.

Em dimensoes inferiores a 5 é também facil de obter uma caracterizagao
completa dos possiveis atractores. Serd interessante conseguir-se caracteri-
zar o atractor em sistemas de Lotka-Volterra estavelmente dissipativos de
dimensao arbitraria. Mais precisamente, serd um importante objectivo de
estudo mostrar que em sistemas Lotka-Volterra estavelmente dissipativos de
dimensao arbitraria o atractor tem de ser de um dos quatro tipos acima
descritos.

Veja-se agora em que condigoes é que Cr, conforme definido acima, é LV-
invariante, i.e, é invariante para um sistema Lotka-Volterra estavelmente
dissipativo de dimensao n com um ponto fixo ¢ € R’} e com A a sua matriz
de interacgao. Considere-se

&= (z1,20) ER", comz; €RF e Cr={zcR":29=q}

Considere-se ainda

A1 | Ar2
A=
[ Aoy | Ao }

em que Aj1 é a submatriz £ X k cujo grafo é constituido pelos vértices com
o ou @ do grafo G(A) e Ay é a submatriz (n — k) x (n — k) cujo grafo é
constituido pelos vértices com e do grafo G(A). Tem-se entdo em Cg,
LV = zxA(x—q)
An | A ] [ T —q ]
= (x1,x9) *
(21, 22) [A21 Ay || w2 —qo

S CRETIRS e PR P )

T2 — Q42 €T2 — (42

= (1’1 * A1 (21 — q1), x2 % A9 (1 — Q1)) (pois em Cr, x2 = ¢2),
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donde

Cr é LV-invariante <= x9% Ag1(z1 —¢q1) =0
— Ay = [0] (3.10)
Definicao 3.4.1. Considere-se G = (V, A) e Gy = (Vp, Ao) dois grafos em
que V e A sdo os conjuntos de todos os vértices e arestas, respectivamente,
de G e Vy e Ag sao os conjuntos de todos os vértices e arestas, respectiva-

mente, de Go. Go diz-se um subgrafo de G se Vo CV e Ay = {[i,j] € A :
i,j € Vo}, em que [i, j| representa a aresta que liga o vértice i ao vértice j.

Nestas condicdes, Go diz-se um grafo parcial de G se Vi =V e Ay C A.

No sentido de fixar notacgao para o que se segue, nota-se por Re(A) o subgrafo
de R(A) gerado pelos vértices ® e por R,(A) o subgrafo de R(A) gerado pelos
vértices o e .

Proposicao 3.4.2. Seja A uma matriz estavelmente dissipativa tal que
Cr = T'(A), entao R(A) = Ro(A) L Re(A) (i.e, R(A) é a uniao disjunta
dos subgrafos Ro(A) e Re(A)).

Demonstragdo. Considerando-se uma transformacao de calibre, conforme
descrito na secc¢ao 2.3 (Capitulo 2), pode-se supor que A < 0. Neste caso,

A é da forma .
Ul —-R
a= &)

em que U é a matriz k X k cujo grafo é constituido pelos vértices com o ou
@ do grafo R(A) e M é a matriz (n — k) x (n — k) cujo grafo é constituido
pelos vértices com e do grafo R(A).

Pelo Teorema 3.2.4, tem-se que M é definida negativa (M < 0).

Pelo que se viu acima, nomeadamente por (3.10), como Cr = I'(A), tem-se

que R = 0. Logo
Ul 0
A= [ﬂv}

donde R(A) = Ro(A) U Re(A). O

Desta Proposigao tem-se facilmente o seguinte Corolério.
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Corolario 3.4.3. Se a matriz A € estavelmente dissipativa e G(A) € conero,
entao I'(A) = {q} =Cr ouT'(A) C Cr.

Pelo que se viu na seccao 3.1 e pelas respectivas definigoes, verifica-se que
os sistemas dissipativos incluem os sistemas estavelmente dissipativos e os
sistemas conservativos. No entanto, como se podera ver pela Proposicao
abaixo, os sistemas que sao conservativos e estavelmente dissipativos podem
ser facilmente caracterizados.

No sentido da definicao de perturbacao de uma matriz (defini¢ao 3.1.1),
também se podem definir os sistemas que sao conservativos e que ao serem
perturbados mantém as suas propriedades.

Definicao 3.4.4. Um sistema Lotka-Volterra com matriz de interaccdo A
diz-se estavelmente conservativo (e neste caso a matriz A diz-se estavel-
mente conservativa) se qualquer perturbagao suficientemente pequena A
de A € conservativa, i.e.,

Jde > 0 : max|a;; — a;j| < e = A € conservativa.
/L?]

Dada uma matriz A, diz-se que o grafo reduzido R(A) é do tipo (o) se todos
os vértices de R(A) sdo o. Pela caracterizacao das matrizes estavelmente
dissipativas, verifica-se facilmente a seguinte Proposigao.

Proposigao 3.4.5. Um sistema estavelmente dissipativo tem um grafo re-
duzido associado do tipo (o) se, e s6 se, o sistema € estavelmente conserva-
tvo.

Exemplo 3.4.6. O sistema

E _ i‘l :Zﬂl(fbgfl)
! 1"2 = —2.%'2(1‘1 — 1),

com matriz de interaccao
e ponto fixo

tem o grafo reduzido associado R(A), conforme representado na figura 3.2.
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1 2

Figura 3.2: Grafo R(A) associado da matriz A.

Figura 3.3: Retrato de fase do sistema Ej.

Este é um exemplo de um sistema Predador-Presa (descrito na sec¢ao 2.1
do Capitulo 2). Na figura 3.3 pode ver-se o retrato de fase deste sistema.
Verifica-se facilmente que este sistema € estavelmente dissipativo e como o
seu grafo reduzido associado é do tipo (o), pela Proposicio anterior tem-se
que € um sistema estavelmente conservativo.

Exemplo 3.4.7. O sistema

j}l = l‘l(JEQ — 1)
EQ = ig = IQ(—2($1 — 1) + ($3 — 1))
i3 = —w3(z2 — 1),

com matriz de interaccdo

0 1 0
A= -2 0 1
0 -1 0
e ponto fixo
1
g= 1|1
1

tem o grafo reduzido associado R(A), conforme representado na figura 3.4.
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O0— 0 —0
1 2 3
Figura 3.4: Grafo R(A) associado da matriz A.

Na figura 3.5, que representa algumas orbitas do sistema, podem-se obser-
var trés exemplos de folhas, em que cada uma intersecta transversalmente
o subespaco afim das singularidades, num unico ponto, conforme Teorema
2.6.7. Pode-se também ver na figura que em cada folha, as orbitas do sis-
tema sao periddicas.

Figura 3.5: Representagio de algumas érbitas em 3 folhas do sistema Fs.

Verifica-se facilmente que este sistema € estavelmente dissipativo e como o
seu grafo reduzido associado € do tipo (o), pela Proposi¢cdo anterior tem-se
que € um sistema estavelmente conservativo.

Exemplo 3.4.8. O sistema

a'c1 = xl(xg — 1)

To = 1’2(—2(171 — 1) + (1’3 — 1))
jfg = .%'3(—(1‘2 - 1) + 2(.%'4 — 1))
tq = —xy(73 — 1),

Es =
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com matriz de interacgdo

0 1 0 0
-2 0 1 0
A= 0O -1 0 2
0 0 -1 0
e ponto fixo
1
|1
=11
1

tem o grafo reduzido associado R(A), conforme representado na figura 3.6.

O ] 9] @]
3 4

Figura 3.6: Grafo R(A) associado da matriz A.

Na figura 3.7 pode-se ver o comportamento da solu¢do deste sistema para
uma dada condi¢do inicial. Observa-se claramente um padrdo sinusoidal em
torno do estado de equilibrio, que se repete ao longo do tempo, padrdo este
representativo de uma orbita quase periodica num toro invariante, tipica dos
sistemas conservativos.

J
| |

o

I |‘ il I
| \ (At | il it 'M o
| ‘\““
A ‘U‘\l““‘ ”Hmlm | IH‘H‘\H‘ | ‘”\“l\‘\‘\l\‘”

\‘|“‘\‘| \\““\‘\“
05\ M\ }HH \ ‘H”l il ‘HH ”\\“ A\ ‘HH

Figura 3.7: Representagdo da solugdo do sistema F3 para uma dada condigdo inicial.

Verifica-se facilmente que este sistema € estavelmente dissipativo e como o
seu grafo reduzido associado é do tipo (o), pela Proposi¢do anterior tem-se
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que € um sistema estavelmente conservativo.

Dada uma matriz A, recorde-se que se diz que o grafo reduzido R(A) é do
tipo (e) se todos os vértices de R(A) sao e. Neste sentido, a alinea (a) do
Teorema 3.2.4 pode ser formalizada da seguinte forma.

Proposicao 3.4.9. Todo o grafo reduzido do tipo (e) corresponde a um
sistema com um ponto fixo globalmente atractivo e neste caso, a matriz do
sistema € invertivel.

Exemplo 3.4.10. O sistema

.C'Ul = ml(—(acl — 1) — 2(1’2 — 1))
E4 = i:g = $2(2(ZL‘1 — 1) — 3(£U3 — 1))
fC3 = LL’3(3(.§C2 — 1) — (xg — 1),

com matriz de interacgdo

-1 -2 0
A=1| 2 0 -3
0o 3 -1
e ponto fixo
1
g= 1|1
1

tem o grafo associado G(A) e o reduzido R(A), conforme representado na
figura 3.8.

*e—O——e@o *o—0—0

1 2 3 1 2 3

Figura 3.8: Grafo G(A) associado da matriz A e o seu reduzido R(A).

Na figura 3.9 podem-se ver algumas orbitas deste sistema, que independen-
temente da sua condicdo inicial, convergem para o ponto fixo, conforme
Proposicao 3.4.9.

Observe-se que as orbitas deste sistema (ver figura 3.9), independentemente
da condicao inicial, a medida que vdo convergindo para o ponto fixo, vdo
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Figura 3.9: Representacio de algumas érbitas do sistema Ej.

contornando de forma circular a variedade estdvel forte, W;*, do sistema
x* A(x —q) em q=(1,1,1) (representada a castanho na figura 3.9).

A matriz A € um exemplo especifico de matrizes do tipo

—a —a 0
B = a 0 =3 |, com «a,B,a,b>0.
0 B b

Verifica-se facilmente que a matriz B € invertivel, pois
det(B) = —(ba? + a3?) # 0.

Dada uma matriz A, recorde-se que se diz que o seu grafo reduzido R(A) é
do tipo (e, @) se todos os vértices de R(A) sao e ou &, existindo pelo menos
um vértice que é @. Neste sentido, pode-se dizer um pouco mais do que o
Teorema 3.2.4 afirma, como se pode ver pela Proposigcao seguinte.

Proposicao 3.4.11. Seja A uma matriz estavelmente dissipativa e R(A) o
seu grafo reduzido. Se R(A) € do tipo (e, ®) entao o sistema com A matriz de
interacg¢do tem uma folheagdo invariante e um unico ponto fixo globalmente
atractivo em cada folha.
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Demonstragdo. Pelo Teorema 3.2.4, tem-se que A é singular e que toda a
orbita converge para um ponto fixo que depende do estado inicial.

Pela Proposicao 2.6.7, para cada folha F. de F, tem-se que
F.NE(A) = {p},

onde p é um ponto fixo do sistema.

Logo, para cada xg € F. tem-se que

Jm bi(w0) = p.

Observagao 3.4.12. Observe-se que neste caso
I'(A)=%(A)={z : A(z —q) =0}.
Exemplo 3.4.13. O sistema

.@1 = 3%1(1}2 — 1)
Es=¢ @2 =x2(—3(x1 —1) — (2 — 1) + 2(z3 — 1))
ig = —2$3(.%'2 — 1),

com maltriz de interaccao

0 3 0
A=1] -3 -1 2
0 -2 0
e ponto fixo
1
g= 11
1

tem o grafo associado G(A) e o reduzido R(A), conforme representado na
figura 3.10.

Na figura 3.11, que representa algumas drbitas do sistema, podem-se obser-
var trés exemplos de folhas, em que cada wma intersecta transversalmente
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Figura 3.10: Grafo G(A) associado da matriz A e o seu reduzido R(A).

o subespaco afim das singularidades, num unico ponto, conforme Teorema
2.6.7. Pode-se também ver na figura que em cada folha as orbitas do sistema
convergem para o unico ponto fixo da respectiva folha, conforme Proposi¢ao
8.4.11.

Figura 3.11: Representacio de algumas érbitas do sistema Fs.

Este exemplo apresentado, € um caso especifico da classe de exemplos com
maltriz

0 a 0
A=| —a —a B |, com «,B,a#0.
0 -6 0

Exemplo 3.4.14. O sistema

fEl = xl(xg — 1)
i?g = 1‘2(—2($1 — 1) + (:133 — 1))

Eg=q d3=wx3(—(z2—1)— (23— 1) + (24 — 1))
.f4 = :E4(—(333 — 1) + (1’5 — 1))
S'L‘5 = —21‘5($4 — 1),
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com matriz de interacgdo

0O 1,10]0 O
-2 010 O
A=] 0 —-1]-1]1 0
0O 0 |-1]0 1
0 0|0]|-20
e ponto fixo

1

1

qg= 1|1

1

1

tem o grafo associado G(A) = R(A), conforme representado na figura 3.12.

O O ® o o

1 2 3 4 5

Figura 3.12: Grafo associado da matriz A, G(A) = R(A).

Na figura 3.13 pode-se ver o comportamento da solugcao deste sistema para
uma dada condicao inicial. Observa-se claramente um padrdo sinusoidal em
torno do ponto de equilibrio das componentes x1,T2,T3 € T4, que Se Tepete
ao longo do tempo, padrao este representativo de orbitas quase periodicas
em toros invariantes, tipicas dos sistemas conservativos. Observa-se ainda
a convergéncia de x3 para o estado de equilibrio, o que dd a caracterizacao
dissipativa ao sistema.

Neste exemplo o conjunto Redheffer é dado por
Cr={z R’ : a5 =1},
e tem dimensao 4, sendo o atractor I' um 2-plano do tipo Predador-Presa.

Exemplo 3.4.15. Perturbando o sistema do exemplo 3.4.14 tem-se o sis-
tema
fEl = 0.9.’/61(.%2 — 1)
i?g = 1‘2(—2(351 - 1) + (:L‘g - 1))
Er=q d3=ax3(—(z2—1)— (23 — 1) + (24 — 1))
iy = x4(—(x3 — 1) + (25 — 1))
i‘5 = —2$5($4 — 1),

67



Figura 3.13: Representacio da solucio do sistema Fg para uma dada condigdo inicial.

com malriz de interaccao

0 09(01]0 O
-2 0| 1]0 0
A= 0O —-1|-111 0
0 O0/|-1]0 1
0 0|0 ]-20
e ponto fixo
1
1
g= 1|1
1
1

com o grafo associado G(A) = R(A) igual ao do exemplo 3.4.14, conforme
representado na figura 3.12.

Na figura 3.14 pode-se ver o comportamento da solugao deste sistema para
uma dada condicao inicial. Observa-se claramente um padrdo sinusoidal em
torno do ponto de equilibrio das componentes x1,x2,x3, x4 € Ty, convergente
para o estado de equilibrio.

Neste exemplo, o conjunto Redheffer ¢ o mesmo que o do exemplo 3.4.14,
dado por
Cr={z R’ : 25 =1},

e tem dimensdo 4, sendo o atractor I' = {q}.
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Figura 3.14: Representacio da solucio do sistema E7 para uma dada condigo inicial.

Exemplo 3.4.16. O sistema

i’l = xl((azg — 1) + (a:7 — 1))
To = $2(—2($1 — 1) + (.CE3 — 1))

.Z"3 = —.%'3($2 — 1)

Eg=< i4=x4((xz5—1) — (z7 — 1))
Ty = .2125(—2(.%'4 — 1) + (.2136 — 1))
6 = —xg(x5 — 1)

i7 = z7(—(z1 — 1) + (24 — 1) — (27 — 1)),

com matriz de interaccao

0 1 00 0 0] 1 7
-2 0 1,0 0 0O
0O -1 00,0 0 0] O
A= 0 0 0|0 1 0|—-1
0O 0 0(-2 0 1] 0
0O 0 0[O0 -1 0]0
L-1 0 0|1 0 O0]-1]]
e ponto fixo

-1

1

1

qg=11

1

1

1]
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tem o grafo associado G(A) = R(A), conforme representado na figura 3.15.

&) &) &) ® &) &) &)

3 p- 1 7 4 5 6

Figura 3.15: Grafo associado da matriz A, G(A) = R(A).

Na figura 3.16 pode-se ver o comportamento da solugcao deste sistema para
uma dada condi¢ao inicial. Observa-se claramente um padrdo sinusoidal
em torno do estado de equilibrio das componentes x1,x2,x3 € T4, T5, g, qUE
se repete ao longo do tempo, padrao este representativo dos sistemas con-
servativos, e a convergéncia de x7 para o estado de equilibrio, o que dd a
caracterizacdo dissipativa ao sistema.

Figura 3.16: Representacgio da solugio do sistema FEs para uma dada condigio inicial.

O retrato de fase deste sistema pode ser representado como na figura 3.17, e
neste caso existe uma folheacdo F invariante de dimensio 6 em R, sendo
o atractor um 3-plano transversal a F, dado por

F:{xE]R7 T = X4, T = X5, T3 = Tg, T7 = 1}.

Temos que o Nuc(A) € o espago gerado pelo vector (1,0,2,1,0,2,0), donde
para cada ¢ =constante, as folhas F. de F sdo dadas por

F.={z €R" : logz; + 2log s + log x4 + 2log x5 = c}.
A intersec¢do de cada folha F. de F com I' € uma superficie S, dada por

Se = Fe NI = {(x1, 72, 23, 71,72, 73,1) : logxy + 2logzs = g}’
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Figura 3.17: Retrato de fase de um sistema do tipo do sistema Es.

folheada por curvas invariantes. S, corresponde a uma folha invariante do
sistema conservativo com grafo o— o —o (ver figura 3.5). S. € o atractor
do sistema restrito a folha F. de F.

Exemplo 3.4.17. Perturbando o sistema do exemplo 3.4.16 tem-se o sis-

tema

Ey =

i1 =x1((wg — 1) + (27 — 1))

To = .%2(—2(.%1 — 1) + (xg — 1))

i3 = —x3(za — 1)

.f4 = x4(0.9(x5 — 1) — (x7 — 1))

T = :U5(—2($4 — 1) + (:UG — 1))

tg = —w6(r5 — 1)

i7 = a7(—(z1 — 1) + (24 — 1) — (27 — 1)),

com matriz de interacgdo

0 1 0]l0 0 0|1
—2 0 1/0 0 0|0
0 -1 0/0 0 0|0
A=|"0 0 0[]0 09 0]-1
0 0 0/-2 0 1|0
0 0 0/ 0 -10/|0
-1 0 0|1 0 0|-1
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e ponto fixo

=
Il
S g S ) S Wy —

tem o grafo associado G(A) = R(A), igual ao do exemplo 3.4.16, conforme
representado na figura 3.15.

Na figura 3.18 pode-se ver o comportamento da solugcdo deste sistema para
uma dada condicao inicial. Observa-se claramente um padrdo sinusoidal em
torno do ponto de equilibrio das componentes x1,xs, X3, T4, X5, T € Ty, CON-
vergente para o estado de equilibrio.
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Figura 3.18: Representacgio da solugio do sistema Fg para uma dada condigdo inicial.

Este exemplo obtém-se perturbando o exemplo 3.4.16 por quebra de simetria.
Neste caso
I'=% (recta de pontos de equilibrio).

Conjecturamos que o atractor I' de um sistema estavelmente dissipativo seja
sempre a intersec¢ao de um subespaco afim, contendo o conjunto dos pontos
de equilibrio ¥, com o espago de fases R'}.

Motivados pelo exemplo 3.4.16, vamos agora procurar uma classe de sistemas
Lotka-Volterra estavelmente dissipativos de dimensao n com um ponto fixo
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q € R’} que deixam invariante o conjunto
n . — — — —
IT={zeR" : 21 =41, T2 = Tp42, ..., Tk = Lok, Tok+1 = 1},
com k um inteiro positivo.

Considere-se a matriz

B

A= 0 C v |, com u=| |, e v=| . |,
_uT —’UT -1 . .
0 0

em que B = (b;;) e C = (c¢;;) sao matrizes k x k e « e 3 sdo reais nao nulos.

Tem-se

k
T] = .271(2()1]'(.17]' — 1) + oz(:z:2k+1 - 1))
j=1

k
Thy1 = xkﬂ(Z c1j(@rry — 1) + Bwors1 — 1))
j=1

mas COmo 1 = Tp4+] € Togy1 = 1, vem

k k
Zblj(l‘j — 1) = chj(l'j — 1). (3.11)
j=1 Jj=1

Analogamente, para todo o i € {2,...,k} tem-se
k
i‘i = J}z(Zb”(.%j — 1))
j=1

k

Thti = Thi ( > cijlwneg - 1))

Jj=1
mas como para cada i, T; = Tk, vem

k

k
D byl — 1) = cijla; — 1) (3.12)
j=1

Jj=1
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Tem-se ainda

k1 = Topsr (= alzr — 1) = Blappr — 1) = (T2r41 — 1)),

mas como x| = Tiy] € Tok4+1 = 1, vem

0= a(wl — 1) + ,8(.%’1 — 1). (313)
Das condicoes (3.11), (3.12) e (3.13), verifica-se que se b;; = ¢;; para todo o
1<i,j <kef(=—a«a,osistema cuja matriz de interaccao é
«
0 B|—-u |, com u=]| .
—ul [ uT | -1 :
0

deixa o conjunto Z invariante.

Pela simetria desta matriz, esta classe de sistemas Lotka-Volterra estavel-
mente dissipativos permite encontrar exemplos de sistemas cuja dinamica
é dada pela dinamica do sistema Lotka-Volterra de dimensao k£ que tem B
como matriz de interacgao.

Dizemos que o atractor é trivial nos casos:

1) T'={q};
2) I' =X (pontos de equilibrio);
3) I' = Cg (dinamica produto, grafo desconexo).

Os exemplos que conseguimos encontrar de atractores nao triviais sao todos
muito simétricos. Conjecturamos assim que esta grande simetria seja tipica
de todos os atractores nao triviais, pelo que genericamente o atractor de um
sistema estavelmente dissipativo deve ser trivial.

Finalmente mostramos que todo o sistema estavelmente conservativo pode
ser realizado como o atractor nao trivial de um sistema estavelmente dissi-
pativo com grafo conexo.

Proposigao 3.4.18. Dado um sistema estavelmente conservativo, existe um
sistema estavelmente dissipativo cujo atractor é um subespaco afim invari-
ante com a dinamica do sistema conservativo.
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Demonstragao. Seja G(A) o grafo sem ciclos de um sistema estavelmente
conservativo com matriz de interaccao A do tipo n x n.

A 0 v 0

Seja B = 0 A|—v | comv=
_,UT ’l)T -1 .
0

Tem-se que o grafo associado da matriz B, G(B), é uma arvore, como se
pode ver na figura 3.19.

2n+1

s
NN

2 e n=2

O

Figura 3.19: Grafo G(B) associado da matriz B.

O atractor do sistema Lotka-Volterra com matriz B e ponto de equilibrio

1
1
=1 .
1
é o subespago afim
F:{{E : $i:l’n+1,V’i:1,...,n,ﬂj‘2n+1:1}.

A restricao do sistema B a I' é conjugado ao sistema definido pela matriz
A. O
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