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Resumo

Em Teoria dos Grupos, variedades, formagdes e classes de Fitting t€ém sido objeto de vasto estudo,
sendo as classes de Fitting as classes, digamos, duais das formagdes. No dmbito dos Semigrupos Inver-
sos, as variedades t€m sido muito estudadas mas o mesmo ndo sucede com formagdes ou com classes
de Fitting, sendo que o primeiro problema reside em encontrar as definicdes adequadas. E conhecido
um conceito de formagao para dlgebras em geral e, portanto, para semigrupos inversos. Porém, este nem
sempre permite obter os resultados desejados, o que nos levou a considerar formagdes especiais corres-
pondentes a morfismos que separam idempotents, ditas i-formacdes. No que respeita a encontrar uma
“boa” definicdo de classe de Fitting as dificuldades foram ainda maiores.

Tomédmos como ponto de partida o estudo de formacdes e de classes de Fitting de grupos, tendo
comegado por estudar as classes dos grupos nilpotentes e dos grupos soliiveis; que constituem exemplos
de variedades, de formacdes e de classes de Fitting. Por outro lado, no ambito dos semigrupos estuda-
mos vdrias classes, e no caso dos semigrupos inversos mostrou-se essencial estudar a caracterizacio de
congruéncias via kernel-tragco para uso posterior.

Partindo de classes de grupos consideramos certas classes de semigrupos inversos associados, discu-
tindo o impacto, umas nas outras, de serem variedade, formacao ou classe de Fitting. Em alguns casos, 0s
resultados obtidos foram apenas para semigrupos de Clifford. Atendendo & importincia de saber como
construir, em teoria dos grupos, um produto de formagdes ou de classes de Fitting que seja ainda uma
classe do mesmo tipo, procurdmos encontrar no caso inverso classes que fossem fechadas para certos
produtos.

E importante ter presente que todos os semigrupos e grupos considerados neste trabalho sdo fini-
tos, excepto se se disser explicitamente o contrdrio, e que esta dissertacdo ndo constitui um trabalho
fechado, pois nela deixamos vdrias questdes em aberto que planeamos continuar a explorar. Para além
de perguntas no contexto inverso, colocam-se-nos problemas, por exemplo, no campo dos semigrupos
completamente regulares ou no dos semigrupos ortodoxos, onde também podemos querer discutir classes
do tipo formacao ou de Fitting.

Palavras-chave: classe de Fitting, formacao, grupos, semigrupos inversos.
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Abstract

In Group Theory, varieties, formations and Fitting classes have been object of extensive study, with
the last being the "dual case" of formations. In the context of Inverse Semigroups, varieties have been
widely studied, but the same is not true of formations or Fitting classes, with the first problem being
finding the right definitions. There is a general concept of formation known for algebras in general, and,
therefore, for inverse semigroups. However, this concept may not allow us to obtain the desired results,
which led us to consider special formations corresponding to morphisms that separate idempotents, so
called i-formations. In terms of finding a “good” definition of a Fitting class the difficulties were even
greater.

We took as a starting point the study of formations and Fitting classes of groups, having started by
studying the classes of nilpotent groups and soluble groups, which are examples of varieties, formations
and Fitting classes. On the other hand, in the realm of semigroups we studied several classes, and in the
case of inverse semigroups it became essential to study the characterization of congruences via kernel-
trace, for later use.

Starting from group classes we considered certain associated inverse semigroup classes, discussing
the impact on each other of being a variety, a formation, or a Fitting class. In some cases, the results
obtained were only for Clifford semigroups. Given the importance of knowing how to build, in group
theory, a product of formations or of Fitting classes that still is a class of the same type, naturally we
sought to find in the inverse case classes that are closed for certain products.

It’s important to keep in mind that all semigroups and groups considered in this study are finite,
unless explicitly stated otherwise, and that this dissertation is not a closed work, for in it we leave several
open questions that we plan to explore further. In addition to questions in the inverse context, problems
arise, for example, in the field of completely regular semigroups or in the orthodox ones, where we may
also want to discuss classes of formation or Fitting kind.

Keywords: Fitting class, formation, groups, inverse semigroups.

vil



viii



Conteudo

1 Grupos
1.1 p-grupos, m-grupos e o Teoremade Sylow . . . . . . .. .. ... ... .. .......
1.2 Grupos nilpotentes € grupos SOIUVeis . . . . . . . . . oo e e e
1.2.1  Comutadores . . . . . . . . .. . . e e e
1.2.2  Sériecentral . . . . . ...
1.2.3  Gruposnilpotentes . . . . . . . . . . .. e e e e
1.2.4  p-nilpoténcia . . . . . .. e e
1.2.5  Grupos soliveis . . . . . . v v v v i e e e e e e e e e
1.3 Variedades, formagdes e classes de Fittingde grupos . . . . . .. ... ... ... ...
1.3.1 Conceitoseexemplos. . . . . . . . ... L e
1.3.2 Operadoresdefecho . .. ... ... .. .. ... .. .. ... .. ...
133 Operacdes . . . . . o v v i e e e e e e e e

2 Semigrupos

2.1 Definigdes basicas . . . . . . . . ... e e
2.2 Semigrupos completamente regulares . . . . . .. ... Lo
2.3 Congruéneias . . . . . ... i e e e e e e e e e e e e e e e

2.3.1 Congruéncias que separam idempotentes . . . . . . . . . . ... ...
2.4  Conjugagdo e subsemigrupos NOIMAIS . . . « .« v v v v v e v v e e e e e e e e
2.5 Semigrupos inversos fundamentais . . . . . ... L. oL oL Lo e e
2.6 Semigrupos ortodoX0S . . . . . . L. e e e e e e e e e e e e e e

3 Formacoes e classes de Fitting de semigrupos inversos finitos

3.1 Formagdes . . . . . .« o o i e e e e e e e e e
3.2 Produtodeformagdes . . . . . . . ... e e e
33 Classesde Fitting . . . . . . . . . . . o e e e
3.4 Formagdes e classes de Fitting de semigrupos de Clifford . . . . . . ... ... ... ..

4 Formacoes de outras classes de semigrupos finitos
4.1 Semigrupos completamente regulares . . . . . ... ..o oL oL
4.2 Semigrupos regulares e semigrupos ortodoxos . . . . . . . ... .ol e .

ix

29
29
35
38
44
47
49
50

53
53
60
66
68






Lista de Figuras

2.1
22
23

3.1

"Caixade ovos" . . . L L L e e 32
Diagrama comutativo . . . . . . . . ... e e e e e e e e e 38
Diagrama comutativo . . . . . . . . . o e e e e e e e e e e e e e e e e 43
"Operac@doem Ui" . . . . . . . . o e e e 56

X1



Xii



Lista de Simbolos

(A1,As....Ay) 3
(K).3

(N,T), 39,77
1,4

< Np,N; >, subsemigrupo de um semigrupo in-
verso gerado por N; UN,, 46

<X>,7

A&, 37

Ce(H),5

D, , 31

E(A), 29

Ee , 49

F(G), 16

For(S) , 55

G, 10

G, 10

G” , ¥ -residuo de um grupo G, 22

G x..xG,,16

Gy , V-radical de um grupo G, 22

HcharG , H é um subgrupo caracteristico de um

grupo G, 8

HY .8

H,,31

HsnG , H é um subgrupo subnormal de um grupo
G, 17

17,30

Ja, 31

L,,31

N <G, N é um subgrupo normal de um grupo G,
5

N 4S8, N é um subsemigrupo normal de um semi-
grupo inverso S, 39

N <; S, N é um subsemigrupo i-normal de um se-
migrupo inverso S, 48

NoZ ,25

Ng(H) , 4
o ,25
RoZ ,25
R, , 31
S(e, f), 50
SZ,25
Stas' , 31
S'a, 30
s, 30
§7 | F-residuo de um semigrupo inverso S, 62
S¢ , €-radical de um semigrupo inverso S, 70
SnZ,25

Sl,29

Sylp(G) , 4

T , 49

T.r,49

V(a), 32

Var(S) , 54

X8, 8

X8

Z(G) , centro de um grupo G, 5

Z(S) , centro de um semigrupo inverso S, 37
Zi(G), 14

[G:H|,4

X1,y X, 7

[X1,X2],7

[x,y],5

[X1,.sXn] » 5

A, 44

UaerSa » 36

%(G) , 10

—, 17

<.,3

o, 22

CXx 74

xiii



Lista de Simbolos

1 © 6, , produto de Fitting de duas classes de se-
migrupos inversos, 70

61 %> , produto de Fitting de duas classes de gru-
pos, 27

€ , 26

2,31

F1 0%, , formagao produto de duas classes de se-
migrupos inversos, 65

Z1 0%, , formagdo produto de duas classes de gru-
pos, 26

Fund , 49

9,24

A, 46

0,31

J(X), 37

Snv, 54

J 31

2,30

NP 24

N, 24

N1

Ort,76

Feg , 76

Z , 30

S, 24

Iz 24

S, 24

Uz , classe de semigrupos de Clifford 68

Uz , classe de semigrupos inversos, 56

Yy , classe de semigrupos completamente regula-
res, 74

U ,49

W% , classe de semigrupos de Clifford 68

Wz , classe de semigrupos inversos, 56

Wy , classe de semigrupos completamente regula-
res, 74

X%, classe produto de duas classes de semigru-
pos inversos 60

2%, classe produto de duas classes de grupos, 26

20, poténcia 0 de uma classe de semigrupos in-
versos, 61

20, poténcia 0 de uma classe de grupos, 26

2™, poténcia n de uma classe de semigrupos in-
versos, 61

2™, poténcia n de uma classe de grupos, 26

%7 , classe de semigrupos de Clifford 70

%7 , classe de semigrupos inversos, 56

%y , classe de semigrupos completamente regula-
res, 73, 74

u,45

V., 44

', 19

w21

p?, 36

PN 545

Pw.) 39

Prmax > 41

Pmin 41

c,43

~o , 48

~r 47

P
~p,, 47

P>
i 43

-, 17

“/p,38

as', 30

a<b,34

a, 75

al,73

ker ¢ , kernel de um morfismo ¢, 38
ker p , kernel de uma congruéncia p, 39

p .19

trp , 39
x,5
Gl . 4

X1v



XV



Xvi



Introducao

A teoria dos semigrupos comecou a desenvolver-se a partir de tentativas de generalizar a teoria dos
grupos, mais propriamente tentando estender para semigrupos de transformacgdes num conjunto resulta-
dos conhecidos sobre grupos de permutacdes. E claro que sdo as transformagdes parciais injetivas aquelas
que mais se aproximam de permutacdes. Os semigrupos inversos surgem entdo como semigrupos destas
transformacdes ditas bije¢Oes parciais. A maior aproximagdo dos semigrupos inversos a grupos tornou
possivel a procura de teoremas estruturais modelados por aqueles ja conhecidos em teoria dos grupos.
Se efetuarmos uma pesquisa histdrica da teoria dos semigrupos inversos notamos que a origem e desen-
volvimento destes teve dois pontos de partida diferentes, mas basicamente semelhantes; um devido a V.
Wagner e outro a G. Preston. V. Wagner introduziu os semigrupos inversos em 1952 como semigrupos re-
gulares com idempotentes que comutam, chamando-lhes "grupos generalizados". Em 1953, foi provado
por A. Liber que a definicdo de Wagner é equivalente a todo o elemento do semigrupo possuir um in-
verso tnico. O termo "semi-grupo inverso" sé surgiu em 1954 com G. Preston que, independentemente,
descobriu esta classe de semigrupos. Em 1984, M. Petrich num seu livro [23] procurou sistematizar o
mais importante do que era conhecido a data sobre teoria dos semigrupos inversos.

Com os trabalhos de G. Birkhoff [6] e B.H. Neumann [20], o estudo da teoria de classes de dlgebras
e, em particular, de classes de grupos, ocorre explicitamente nos anos 30. Surge entdo o conceito de
variedade de algebras. Por varios anos este conceito ndo mereceu grande atengdo, porém, como parte da
Algebra Universal, despertou grande interesse no final dos anos 40 entre aqueles que tiveram acesso as
palestras de P. Hall em Cambridge. Por volta de 1970, A. Maltsev virou o foco para outras classes que
ndo as de variedades, e o interesse por formacdes de grupos surgiu com o trabalho de W. Gaschiitz [13]
em 1962 e de R. W. Carter e T. Hawkes [7] em 1967. Desde entdo o estudo de variedades, formacgdes
e classes de Fitting de grupos tem tido uma enorme importancia. Historicamente, o primeiro exemplo
de uma classe de Fitting é a classe ./~ dos grupos nilpotentes - provado por H. Fitting em 1938. A
classificacdo de grupos finitos soliiveis, em paralelo com a classificacdo de grupos simples, viu um
enorme desenvolvimento nos anos 60 e 70 do dltimo século, com a grande quantidade de artigos que
foram publicados. Em 1992, K. Doerk e T. Hawkes comegaram a escrever o livro [11] que seria um
marco histérico no estudo de classes de grupos finitos soliveis. Um enorme nimero de resultados no
caso finito também pode ser encontrado no livro de A. Ballester-Bolinches e L. M. Ezquerro [3].

Variedades de semigrupos e variedades de semigrupos finitos (ou pseudovariedades) também fo-
ram objeto de interesse de muitos e a conexdo entre variedades de semigrupos finitos e variedades de
linguagens regulares estabelecida por Eilenberg em 1976 [12] desempenhou um papel crucial no de-
senvolvimento da interagdo entre Algebra e Computacio Tedrica. A semelhanca da teoria desenvolvida
por Eilenberg, A. Ballester-Bolinches, J. E. Pin e X. Soler-Escriva mostraram em [4] que as formagdes
de semigrupos finitos correspondem também a classes de linguagens regulares, naturalmente chamadas
formagdes.

No que diz respeito ao conceito de classe de Fitting (classes que de entre as classes de grupos sio,
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num certo sentido, duais das formagdes), quando se tenta estender a semigrupos, mesmo que em semi-
grupos inversos, surge um grande problema: qual a nogdo “certa” de subsemigrupo normal? A prépria
noc¢ao de conjugado, que lhe estd associada, € por si sé um grande problema pois varia de acordo com a
classe que se considera (ver [1]).

A nossa dissertacdo estd organizada em quatro capitulos. No primeiro capitulo, estudamos alguns
aspetos de teoria dos grupos de modo a aumentar conhecimentos e permitir uma andlise de alguns con-
ceitos e resultados que mais tarde tentaremos modificar e estender adequadamente a semigrupos inversos
finitos. Comegamos por estudar grupos nilpotentes e grupos soldveis, exemplos que vio surgir no ambito
do estudo sobre variedades, formagdes ou classes de Fitting de grupos.

O segundo capitulo contém defini¢des e resultados sobre semigrupos e, em particular, sobre semigru-
pos inversos, que serdo os pilares para desenvolver o capitulo seguinte. Neste capitulo, refletimos ainda
sobre o conceito de conjugado num semigrupo e, consequentemente, sobre o conceito de subsemigrupo
normal, o qual serd importante posteriormente no tratamento das classes de semigrupos e respetivos
produtos. Para semigrupos inversos, consideramos primeiro o conceito de subsemigrupo normal de M.
Petrich [23] e obtivemos alguns resultados. Mais tarde, adotimos como defini¢do de normal o kernel
de uma congruéncia que separa idempotentes — para evitar confusdo chamamos a estes semigrupos i-
normais.

No terceiro capitulo exploramos os conceitos de variedade e de formacdo de semigrupos inversos,
conceitos estes motivados pelo estudo de [2] e [4], e com o auxilio de [3] definimos produto de formagdes
de semigrupos inversos. Naturalmente perguntimo-nos neste capitulo se se podiam considerar classes
de Fitting de semigrupos inversos, em particular de semigrupos de Clifford, e se sim como deveria ser o
seu produto.

No dltimo capitulo surge a ideia de generalizar os conceitos de formacgdo e de classe de Fitting a
outras classes de semigrupos, nomeadamente de semigrupos regulares, de completamente regulares ou
de ortodoxos.

Atencdo: Este trabalho trata de semigrupos e grupos finitos, mas € claro que no primeiro ¢ segundo
capitulos poderdo aparecer semigrupos ou grupos infinitos clandestinamente. No entanto, o leitor devera
considerar que todos os semigrupos e grupos sao finitos, excepto quando obviamente o ndo sio.



Capitulo 1

Grupos

Este capitulo tem como primeiro objetivo alargar conhecimentos sobre teoria dos grupos e em seguida
permitir uma andlise de alguns resultados e ideias mais importantes para o nosso estudo, os quais serdo
uteis na compreensio e resultante aplicacdo a classes de semigrupos inversos nos ultimos capitulos. Por
essa razdo, a escolha das demonstracdes apresentadas relaciona-se com a necessidade de desenvolver
alguma flexibilidade em teoria dos grupos e com a aplicacdo dos resultados noutras secgdes, ou até

mesmo na respetiva seccao.

Comecamos por estudar grupos nilpotentes e grupos soliiveis mas antes de prosseguirmos com a
definicdo destes grupos serd necessdrio desenvolver uma certa agilidade com cédlculos de comutadores
e é o que tentaremos fazer na seccdo 1.2.1. Veremos ainda algumas identidades que nos permitirdo
desenvolver propriedades em comutadores de subgrupos. Na sec¢do 1.2.2, introduziremos os conceitos
de série central inferior e superior, o que nos permitird definir grupo nilpotente na sec¢do 1.2.3. Na
seccdo 1.2.3 veremos ainda alguns exemplos de grupos nilpotentes, em particular, enunciamos que, para
um ndmero primo p, todo o p-grupo finito € nilpotente, sendo que € na seccdo 1.1 que introduziremos
o conceito de p-grupo, entre outros necessarios mais adiante. Na seccdo 1.2.4 definimos a nogdo de
m-subgrupo de Hall, o qual leva a consideracdo de grupos p-nilpotentes para um dado niimero primo p
e, finalmente, na seccéo 1.2.5 introduziremos o conceito de grupo soluivel.

Segue-se a seccdo 1.3, onde veremos que todas estas classes de grupos enunciadas acima serdo
exemplo de variedade, de formacgao ou de classe de Fitting de grupos, conceitos estes que definiremos
na seccdo 1.3.1. Na seccdo 1.3.2 veremos defini¢des alternativas para formacao ou classe de Fitting de
grupos e, por ultimo, introduziremos o conceito de classe produto na sec¢ao 1.3.3.

Para uma leitura mais detalhada sobre estes temas, o leitor podera consultar por exemplo [3] ou [26].

No decorrer deste capitulo e seguintes, admitiremos que uma classe 2~ de dlgebras de tipo (7) é uma
colecdo ndo vazia de dlgebras de tipo (7) onde se A € 2", entdo toda a dlgebra isomorfa a A pertence a

Z.

Se K é um conjunto de dlgebras de tipo (7), usaremos (K ) para denotar a menor classe de dgebras de
tipo (7) que contém K, e, se K = {Al,Az, ...,An}, escreveremos (K) =(A1,A>...,A,).

As classes de dlgebras podem ser parcialmente ordenadas por inclusio e dadas duas classes 2" e %/,
iremos denotar o facto de 2" ser uma subclasse de % por 2 C #'.

Escreveremos ainda B < A se A e B forem 4dlgebras do mesmo tipo tais que B € subdlgebra de A.

Para mais informagdes sobre Algebra Universal, podera ser consultado, por exemplo, [5].



1. GRUPOS

1.1 p-grupos, 7-grupos e o Teorema de Sylow

No que se segue, denotaremos por |G| a ordem de um grupo finito G e por [G : H| o indice de um
subgrupo finito H em G.
Os préximos resultados podem encontrar-se por exemplo em [26].

Defini¢do 1.1.1. Seja p um nimero primo. Um grupo finito G diz-se um p-grupo se |G| é uma poténcia
de p.

Pelo Teorema de Lagrange, a ordem de cada elemento de um p-grupo também deve ser uma poténcia
de p. Mais geralmente,

Definicao 1.1.2. Dado 7 um conjunto de niimeros primos, dizemos que um grupo finito G é um 7-grupo
se todos os primos p divisores de |G| pertencem a 7.

Recordemos que
Definicao 1.1.3. Um grupo abeliano ou comutativo € um grupo G onde xy = yx, para x,y € G.
Equivalentemente, um grupo abeliano é um grupo G onde x~'y~lxy =1, parax,y € G.
Proposicdo 1.1.4. Se p é um mimero primo, todos os grupos de ordem p* sdo abelianos.

Definicdo 1.1.5. Sejam G um grupo finito € p um nimero primo que divide |G|. Se k é o maior natural
tal que p* divide |G|, entdo qualquer subgrupo de G de ordem p* é denominado por p-subgrupo de Sylow
de G. Denotamos por Syl,(G) o conjunto de todos os p-subgrupos de Sylow de G.

Iremos recordar com o préximo resultado que p-subgrupos de Sylow de G existem sempre e que
quaisquer dois sdo conjugados - entdo, em particular, todos os p-subgrupos de Sylow de G s@o isomorfos.
De modo a néo sobrecarregar a escrita, a partir de agora denotaremos por 1 o grupo trivial {1}.

Teorema 1.1.6 (Teorema de Sylow). Sejam G um grupo finito e p um niimero primo. Escreva-se |G| =

p*m onde o inteiro m néo é divisivel por p. Entdo,
(i) Existe H < G tal que |H| = p, i.e. H é um p-subgrupo de Sylow;
(ii) Qualquer p-subgrupo R de G estd contido num p-subgrupo de Sylow;
(iii) Todos os p-subgrupos de Sylow sdo conjugados em G;

(iv) |Syl,(G)|divide |G| e é congruente com 1 médulo p. Além disso, se H € Syl,,(G), entdo |Syl,(G)| =
[G: No(H)).

Relativamente ao grupo Ng(H) que surge acima, recordemos que se trata do normalizador de H em
G.

Definicao 1.1.7. Seja H um subgrupo de um grupo G. O normalizador de H em G € definido por
Ng(H):={geG:g 'Hg=H}={gec G:Hg=gH}.
Se K C Ng(H) para algum subgrupo K de G dizemos que K normaliza H.
Note-se que se K C Ng(H), entdo HK = KH e HK < G.

4



1. GRUPOS

Definicao 1.1.8. Um subgrupo N de um grupo G é um subgrupo normal, e escrevemos N < G, se
g 'Ng = N para qualquer g € G.

Equivalentemente, um subgrupo N de um grupo G é normal se Ng = gN para qualquer g € G e,
portanto, se Ng(N) = G.

Recordemos também que se G é um grupo e N <! G, entdo os subgrupos (normais) de ¢/ sdo da
forma’/yonde NIL <G (N<KL<G).

Outro conceito que serd necessdrio mais adiante € o conceito de centralizador de um grupo.

Definicao 1.1.9. Seja H um subgrupo de um grupo G. O centralizador de H em G € definido por
Co(H):={x€eG:YkeH, kx=xk}.

Se K C Cg(H) para algum subgrupo K de G dizemos que K centraliza H. Em particular definimos o
centro de um grupo
Z(G) :=Cg(G).

Observe-se que K C Cg(H) se e s6 se H C Cg(K), no entanto K C Ng(H) ndo implica que H C
Ng(K).

Voltemos a nossa atencdo novamente para o Teorema de Sylow e enunciemos duas consequéncias
deste:

Corolario 1.1.9.1. Sejam G um grupo finito e p um niimero primo que divide |G|. Um p-subgrupo de
Sylow K de G é um subgrupo normal de G se e so se G tem um tinico p-subgrupo de Sylow.

Teorema 1.1.10 (Teorema de Cauchy). Se p é um niimero primo que divide a ordem de um grupo finito

G, entdo o grupo G contém um elemento de ordem p.

1.2 Grupos nilpotentes e grupos soliveis

1.2.1 Comutadores

Definicao 1.2.1. Dados um grupo G e x,y € G, definimos

ey i=x 1y ey

o comutador de x e de y.
Mais geralmente, dados xi, ...,x, € G, definimos recursivamente

[.X] 3 ..,X”} - [[X] ) '-~7xn—l]axn]7
onde por convengao [x;] = xj.

Observagdo 1.2.2. x,y € G comutam se e s6 se [x,y] = 1.

Veremos adiante que esta observacdo leva a uma ligacdo natural entre elementos no centro de um
grupo e comutadores triviais.

Definicao 1.2.3. Dados um grupo G e x,y € G, dizemos que

v

=y xy = x[x, ]

5



1. GRUPOS

é o conjugado de x por y.

Observagdo 1.2.4. x,y € G comutam se € SO se X’ = X.

Listamos agora algumas propriedades bésicas de comutadores atribuidas a P. Hall [17] (1933) e a E.
Witt [30] (1937).

Teorema 1.2.5. Sejam G um grupo e x,y,z € G. Entdo,
(i) ] =[xyl

(ii) [xy,z] = [x,2][v,2] = [x,2][x, 2, 0] [, 2),
[x,yz] = [x,z][x,y]F = [x, 2] [x, y][x, .25

(iii) Se 0 : G —> H é um morfismo entre grupos, entdo
[x,y]o = [xo,y0].

Em particular, [x,y]* = [x*,y%];

(iv) ] = (el )
bey = (beyP )7l
v) [x,y "2 [,z xf 2,271, y]F = . (Identidade de Hall-Witt)

Demonstragdo. As alineas (i), (if) e (iii) sdo claras e seguem por cdlculos triviais. Na ultima parte de
(iii), toma-se 0 morfismo 6 : G — G, x +— 7~ lxz.
Para demonstrar a primeira condigdo da alinea (iv), basta reparar que por (i) se tem

1 L —1

oy = ey )

e que [xx!,y] = [1,y] = 1. Consequentemente, [x,y]* [x!,y] =1, donde [x~!,y] = ([x,y}* )~'. A
segunda condi¢do segue de modo andlogo.
Para a alinea (v) note-se que, por defini¢do de comutador, de conjugado e pela alinea (i), temos

ey L =y ey ey =y ey e gy ey

=y 'z ey ey = 07 ey ey

=x 'y e oy zy = (e ) T oy ).

bvdl

Analogamente se vé que [y,z !, x]* = (yxy~'zy) "1 (z2vz7'xz) e que [z,x7 ', y]F = (zyz'xz) ! (xax T yx).

Logo,

by 2P e e = (e ) T o ey o) (v wedere ) (e )
= (e~ =z ) = 1.

Repare-se agora que, pelas alineas (i) e (iv) do Teorema 1.2.5, temos

[x’y—17z]y = Hxvy_]]vz]y = Hx’y—l]y7zy]

(e, 2] =[x, 2]
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e, analogamente, [y,z~",x]* = [z,y,x] € [z,x~",y]* = [x,2,)"]. Entdo, pela Identidade de Hall-Witt,

[y,x,zy][z,y,xz][x,z,f] = 17
donde se retira o seguinte corolario.

Corolario 1.2.5.1 (Forma alternativa de Identidade de Hall-Witt). Sejam G um grupo e x,y,z € G. Entdo,
e,y 2] (22, 7]y, 2, 6] = 1

Vejamos uma aplicacio desta propriedade dos comutadores.

Definicao 1.2.6. Um grupo G diz-se metabeliano se existir um subgrupo normal N tal que tanto N como
0 quociente G /N s@o abelianos.

Teorema 1.2.7. Num grupo metabeliano os comutadores comutam entre si.

Demonstragdo. Sejam G um grupo metabeliano e c,c; comutadores em G. Entdo, existe N < G tal
que N e G/N sdo abelianos. Como G/N ¢ abeliano, c;{N = coN = N e, portanto, cj,cy € N. Como N é
abeliano, ¢ e ¢, comutam como pretendiamos. L]

Corolario 1.2.7.1. Sejam G um grupo metabeliano e x,y,z € G. Entdo,

[X,y,Z] [Zaxyy] [y,z,x] =1.

Demonstrag¢do. Recorrendo a segunda parte da alinea (ii) do Teorema 1.2.5 e em seguida as observagdes
1.2.2 e 1.2.4 uma vez que os comutadores comutam, segue-se que

ey, 2] = [ )], z[z. %] |
[y, (2,4 ] [[x,3],2] [2,4]
[[e.3,2] =[xy, 2).

—

Analogamente se obtém [z, x,y°| = [z,x,y] € [y,2,'] = [y,2,x], donde, pela forma alternativa da Identidade
de Hall-Witt, temos

1= [x,3,2' 2,65y, 2,21 = [x, 3, 2[z,%, Y] [y, 2,x].
O

Dados um grupo G e um seu subconjunto X, denotamos por < X > o menor subgrupo de G que
contém X, ou seja, a intersecdo de todos os subgrupos de G que cont€ém X. Ao subgrupo < X > damos
o nome de subgrupo gerado por X.

Também podemos formar comutadores de subconjuntos definindo,

Definicao 1.2.8. Dados um grupo G e X1,X3,....X,, C G,
(X1, X0] i=<[x1,x2] : x1 € X1,x0 € X5 >,

e mais geralmente,
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paran > 2.

Em particular, [{x},{y}] =< [x,y] >, comx,y € G.
Naturalmente, também podemos estender o conceito de conjugado de um elemento.

Definicao 1.2.9. Seja G um grupo. Para g € G, definimos
Xi=<xdixmeX) > e X2 i=<alix; €Xp,x0 € X >

Definicdo 1.2.10. Por fecho normal H® de um subgrupo H de um grupo G entende-se o menor subgrupo
normal de G que contém H, tendo-se

HY=<h®:heH,gecG>.

Observagdo 1.2.11. Um subgrupo N de um grupo G € um subgrupo normal se N8 = N para qualquer
g € G ou, equivalentemente, se N G=N.

Teorema 1.2.12. Sejam G um grupo, X,Y C G e H,K,N < G. Sdo vdlidas as seguintes propriedades:
(i) X, Y]=[r,X];
(ii) K CCg(H) se e sé se [H,K| = 1. Em particular, H C Z(G) se e 56 se [H,G] = 1;
(iii) K C Ng(H) se e so se [H,K] < H. Em particular, N < G se e 56 se [N,G] < N;
(iv) Se ¢ é um morfismo entre grupos, entdao
([H,K])o = [Ho,Ko].
Em particular, [H,K|® = [H8,K8], para g € G;
(v) Se H < G e K| < G sdo tais que Hy < H e K| <K, entdo [H,,K;] < [H,K].
Demonstragdo. Consultar [8, Proposic¢do 1.1, 1.2]. 0

Defini¢ao 1.2.13. Um subgrupo H de um grupo G diz-se um subgrupo caracteristico, € escreve-se
H char G, se para todo o automorfismo ¢ de G, setem Hp = H.

Claramente, se H char G, entdo H < G, uma vez que para cada g € G, se considerarmos o automor-
fismo ¢, : G — G definido por x — xf se tem H¢, = H e, portanto, Hé = H para cada g € G.

Teorema 1.2.14. Dados um grupo G e subgrupos H e K de G, se H,K char G entdo [H,K|charG. Além
disso, se H,K < G entdo [H,K] < G.

Demonstragdo. Esta prova é imediata utilizando a alinea (iv) do Teorema 1.2.12. t

Ser4 util observar para a prova que se segue que, para um subgrupo H de um grupo G e para g € G,
setem g € Ng(H)seesése g 'HgC He gHg ! CH.

Teorema 1.2.15. Dados um grupo G e subgrupos H e K de G,
[H,K| << H,K>.

8
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Demonstragdo. Basta provar que H C Ng([H,K]) e K C Ng([H,K]), donde seguird que < H,K >C
Ng([H,K]), e portanto, [H,K| << H,K >.
Sejam entdo hy,hy € H e k € K. Como [hyhy, k] = [hy,k)"[hy, k] pelo Teorema 1.2.5 (ii), vem que

[h1, k)" = [hyho, k] [, k)" € [H, K],
N—_——r
ceH €[H K]
N
€[H K]

donde h, '[H,K]h C [H,K]. De um modo anélogo,
(K" =k Ky K € (LK)

e h[H,K]hy' C [H,K], para qualquer hy € H. Portanto, H C Ng([H,K)).
Analogamente se mostra que K C Ng([H,K]). O

Teorema 1.2.16. Dados um grupo G e H,K,L < G, se H C Ng(L), entdo
[HK,L] = [H,L][K,L].

Demonstracdo. Como H C HK e K C HK, temos que [H,L],[K,L] C [HK,L] e, como [HK,L] é um
subgrupo, vem que
M, LK, L)  [HK,L].

Para provar a outra inclusdo vejamos que:
1. [H,L][K,L] é um subgrupo de G;
2. Cada gerador [hk,l] de [HK,L] pertence a [H,L|[K,L].

Para demonstrar (1), provemos que [H,L] C Ng([K,L]). Como [K,L] << K,L >, temos em parti-
cular que L C Ng([K,L]). Como H C Ng(L), temos [H,L] < L. Logo, [H,L] C Ng([K,L]). Portanto,
[H,L|[K,L| = [K,L][H,L], e, consequentemente, [H,L|[K, L] é um subgrupo de G.

Para demonstrar (2) reparemos que, como H C Ng(L), temos [H,L] < L e, portanto, pelos teoremas
1.2.5 (if) e 1.2.12 (i),

[hk, 1) = [, 1) [k, 1]
= [n,0) [[h1],k] [k,1] €[H,L][K,L].
——

€[LK]=[K.L]

Observemos que dados subgrupos H, K, L de um grupo G,
[L,H,K|=[[L,H|,K] =< [g,k] : g € [L,H], k€ K >,

tendo-se que g pode ndo ser da forma [/,h] com / € L e h € H, i.e., ndo se tem necessariamente que
[L,H,K] =<[l,h,k]: 1 € L,h € H,k € K >. No entanto, a seguinte proposigdo ¢ valida.

Proposicao 1.2.17. Sejam H e K subgrupos de um grupo G, e sejam S e T subconjuntos ndo vazios de
G. Se H=<S>eK=<T >, entdo [H,K] = ([S,T]")X.

9
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Demonstracdo. Consultar [8, Corolério 1.5]. ]

Tendo isto em mente podemos enunciar o préximo resultado que se deve a P. Hall.

Teorema 1.2.18 (Lema dos trés subgrupos). Sejam G um grupo e H,K,L e N subgrupos de G com
N < G. Entao,
[H,K,L|] <NelK,LLH <N = [L,H,K] <N.

Demonstracdo. Pelo que acabamos de observar e pela Proposi¢do 1.2.17, [H,K,L] é gerado por conju-
gados de comutadores da forma [h,k~!,[], comh € H, k € K e [ € L. De um modo andlogo, [K,L,H] é
gerado por conjugados de comutadores da forma [k,I~!, h] e [L, H, K] por conjugados de comutadores da
forma [I,h~", k. Tome-se x = h,y = k e z = [ na Identidade de Hall-Witt. Entdo,

k™ ¥ ke, 1Y ) (L k) = 1

Ora, por hipétese, [, k1, 1]¥, [k, 17! h]' € N uma vez que N <I G e, consequentemente, [z, k', 1]¥[k,1~! h]' €
N. Segue-se que [[,h~,k]" € N, donde [I,h~" k| = ([l,h~",k]")* ' € N. Portanto, [L,H,K] < N, o que
conclui a demonstracio. O

1.2.2 Série central

Definicio 1.2.19. Denotamos por G’ o subgrupo derivado de um grupo G, definindo-o como sendo o
subgrupo gerado por todos os comutadores em G, i.e. G' =[G, G].

Formando repetidamente subgrupos derivados gera-se um sequéncia descendente de subgrupos ca-
racteristicos de G (por 1.2.12 (iv))
G=G9 > >c? > |

onde G := G' e GI"*1) := (G, A esta sequéncia damos o nome de série derivada de G mas note-se
que esta série ndo precisa de alcangar 1 ou mesmo de terminar. Claro que todos os fatores Gt / Gint) 880
grupos abelianos; o primeiro destes ¢/ tem uma importancia particular que seré tratada mais adiante.

Existe outra maneira natural de gerar uma sequéncia descendente de subgrupos de um grupo G
formados por comutadores, basta comutar G repetidamente com G:

Definicao 1.2.20 (Série Central Inferior). A série central inferior (ou descendente) de um grupo G € a
série de subgrupos {%(G)}i>1, onde

7(G) =G,
%(G) = [%-1(G),G] para i > 2.

Repare-se que se trata de facto de uma série descendente uma vez que para i > 1, como %(G) char G,
entdo %(G) < G, e, portanto, %+1(G) = [%(G),G] C %(G). Temos pois

G>[G,G) > [[G,G],G] > ...

Notemos ainda que G C . (G), para qualquer 7.

Teorema 1.2.21. Dado um grupo G,

[1(G), 1i(G)] < %:4,(G)

10
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parai,j > 1.

Demonstragdo. Seja j > 1. Parai= 1, temos
G, %(G)] = [%(G), G = ¥j+1(G).
Para i > 1, queremos mostrar por indugdo em i que
[1(G), %(G)] = [%-1(G), G, 7;(G)] < %+,(G).

Tendo presente o Teorema 1.2.18 (Lema dos trés subgrupos), basta provar que

[G,7i(G),%-1(G)] < ¥+,(G)

[”(G)7 Yi-1 (G)7 G] < Yi-l—j(G)'

Se i =2, entdo
[G,%(G),n(G)] = [1j+1(G),G] = %j12(G)

[vi(G),71(G),G] = [1i(G),G,G] = [1j+1(G), G] = ¥j+2(G).

Admitamos agora que o resultado é valido para i — 1. Entdo,

G, 7i(G), %-1(G)] = [%j+1(G), %-1(G)] < ¥:4,(G)

[%i(G),%-1(G),G] < [Vit+j-1(G),G] = 7i+(G),

como se pretendia.

Observagdo 1.2.22. Seja G um grupo. Entéo, parai > 1e N < G tal que N C 7%(G), temos
%/ n) =1/

Demonstracdo. A prova segue por indugdo em i. Parai =1,
1) =/n ="/
Parai > 1, como N C %(G) C 7%-1(G), segue por hipétese de indugdo que
%(/n) = -1 (C/n), In) =[O/ w).
Tendo em mente o Teorema 1.2.12 (iv), consideremos o seguinte morfismo canénico entre grupos

6:G— 9/y,

gr—gN.

11
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Entao

("D /n.% In] = [(%-1(G))o.Go] = [1-1(G),Glo
R S T
como pretendiamos. O

Teorema 1.2.23. Dado um grupo G =< X >,
Y(G) =<|x1,...x]° :x;€eX,g€Gecom j=1,....i >

parai> 1.

Demonstragdo. Paracadai=1,2,..., sejam N; :=< [x1,...,x;]¢ :x; € X,g € Gecom j = 1,...,i >. Obvi-
amente que N; C %(G) e N; < G parai = 1,2, .... Fagamos o resto da prova por indugdo em i. Parai =1,
vem da hipétese G =< X >. Parai > 1, basta reparar que, como N; C ¥;(G), provar a igualdade %;(G) = N;
é equivalente a provar %(9) /y. 2 1, ou ainda, pela Observagio 1.2.22, a provar que ¥%_1(%/n;) € Z(°/n;).
Assim, admitamos que o resultado é vélido parai— 1, ou seja, ¥%_1(G) = N;_1. Como Z(“/n.) < 9 /n., é
suficiente provar que [x|N;, ...,x;_1N;] € Z(°/y;) para xj € X, ora

[[xlNi,...,xi,lNi],xiNi] = [xlNi,...,xi,lNi, x,'N,']
= [x1,...,Xi-1,X| N = Nj,
——

EN;
e portanto, ¥—1(%/n;) € Z(9/n;), como se pretendia. O

Corolario 1.2.23.1. Dado um grupo G,
%(G) =<[81,82,--.8i) :8j €Gcom j=1,....i >
parai> 1.
Corolario 1.2.23.2. Dado um grupo G =< X >,
%(G) =< [x1,....%:],%+1(G) :x; EX com j=1,....,i >
ou, equivalentemente,

7/"(G)/,,I.H(G) =< [X1%41(G), ..., xiYi41(G)] :xj € X com j=1,...,i >

parai> 1.

Demonstracdo. Atendendo ao Teorema 1.2.23, basta reparar que dados x1,..,x;,g € G, por defini¢do de
conjugado se tem

X1 eeey X8 = [0 e, xi] [0 ey X0, 8] -
—_——
€%4+1(G)
O

Definicao 1.2.24. Dizemos que um subconjunto X de um grupo G é um subconjunto normal se X é
invariante sob conjugacgao por elementos de G.

12
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Corolario 1.2.24.1. Dado um grupo G =< X >, onde X é um subconjunto normal, entdo
Yi(G) =< [x1,..,x]:xj€X com j=1,...;i>.

Demonstragdo. Segue imediatamente do Teorema 1.2.23 e do facto de, para cada x; € X e g € G, se ter
xﬁEXede [xl,..,x,-]g:[x‘f,...,x‘f]. 0

Exemplo 1.2.25. Consideremos o grupo diedral

Dy, =<a,b:d" =bp* = l,ab =a '>.
Pelo Teorema 1.2.23 temos
D/2n = YZ(DZH) =< [ajb} >D2n:< ailab >D2n
=<a ?>Pr=cg? >Pn,

Como o grupo cicilo < a*> > é normal em D,,, segue pelo Coroldrio anterior que
Dy, =<d*>.
Observagdo 1.2.26. Dado G um grupo, cada quociente %(©) /.1(G) € abeliano uma vez que
[%(G), %(G)] € [%(G), Gl = %+1(G)

Teorema 1.2.27. Dado um grupo G, o subgrupo derivado G' = 1,(G) é o menor subgrupo normal de G

cujo quociente é abeliano. Equivalentemente, © | é o maior quociente abeliano de G.

Por esta razdo, ¢/ diz-se a abelianizagdo de G.

Demonstragdo. Dado um subgrupo normal N de G, ©/y é abeliano se e s6 se [xN,yN] = N, para xN,yN €
G/n,seesése[x,y] €N, parax,y € G,seeséseG <N. O

Definicao 1.2.28. Dada uma série de subgrupos de um grupo G
Nyyp < N, < ... <Ny,
chamamos comprimento da série ao nimero r.
Definicao 1.2.29. Dizemos que uma série descendente de subgrupos
Neyt <N, < <Ny
de um grupo G é uma série central se [N;,G] < Nij parai=1,...,r.
O nome série central surge do facto de que passando ao quociente por N;;| obtemos o seguinte:

[NiaG] <Nip1 <~ [Ni/NiJrl? G/Nm] < M+]/M+1 =1

N; G
— /N[+|§Z( /N[+|)'
Exemplo 1.2.30. A série central inferior € uma série central.
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Observagdo 1.2.31. 1. Como [N;,G] < Nit1 < Nj,entio N; < G.

2. A série
N <Ny  <K<SN; <...<Ny,

com K < G, é também uma série central, uma vez que [N;,G] <N;1; <K e [K,G| < [N;,G] < Niyi.

Dado um subgrupo normal N de um grupo G, podemos considerar uma série central comeg¢ando com

N. Tal pode ser feito de duas formas naturais:
e N=:N; >[N,G]|=:N, > [N,G,G] =:N3 > [N,G,G,G| =: Ny > ...
¢ N=N41 <N, <N <.
onde N; é tal que ™/ =Z(%/y,,) parai <r.
Esta segunda condi¢ao leva-nos entdo a poder considerar a proxima defini¢ao.

Definicao 1.2.32 (Série Central Superior). A série central superior € a série ascendente central
Z0(G)<Zi(G)<...<Z(G) < ...
obtida do seguinte modo:

Z(G) =1,
Z(G/Zi—l(G)) = Zi(G)/Z,;l(G) para l Z 2

Em particular, Z; (G) = Z(G) e Z»(G) é tal que Z(G/Z(G)) = ZZ(G)/Z(G).
Enunciaremos agora um resultado que serd necessdrio ter presente na demonstracdo do préximo

Teorema.
Lema 1.2.33. Sejam G um grupo, N < G e H < G. Entédo [H,G] < N se e sé se "N /|y <Z(%/n).

Demonstragdo. Suponhamos primeiro que V/y < Z(%/y). Sejah € H. Entdo (hN)(gN) = (gN)(hN)
para qualquer g € G. Logo [AN,gN]| = N. Como [AN,gN| = [h,g|N, temos [h,g] € N. Como h e g foram
tomados arbitrariamente, obtemos que [H, G] é um subgrupo de N.

Reciprocamente, suponhamos que [H,G] < N. Sejam hN € N /y e gN € ¢ /5. Como

[hN,gN] = [h, gIN
e [h,g] € N por hipétese, temos [AN,gN] = N. Logo, hN € Z(° /), como queriamos. O
Teorema 1.2.34. Dado um grupo G, sdo equivalentes as seguintes condicdes:
(i) Existe uma série central ascendente de 1 até G,
(ii) A série central inferior acaba em 1;

(iii) A série central superior acaba em G.

Demonstragdo. E claro que (i) = (i) e que (iii) = (i).
Comecemos entdo por mostrar que (i) = (ii) e, para tal, seja

=Ny 1 SN, <. SN =G

14
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uma série central.
Primeiro provemos por indu¢do em i > 1 que %(G) < N;. Parai = 1, temos % (G) = G = N;. Seja
i > 1 e suponhamos que ¥%—1(G) < N;_;. Por defini¢do de série central e em seguida pelo Teorema 1.2.12
(v), temos
%(G) = [%-1(G),G] < [Ni-1,G] < N;.

Como %(G) < N; para i > 1, obtemos ¥%4+1(G) < N,y1 = 1 e, consequentemente, a série central
inferior acaba em 1.

Provemos agora que (i) == (iii). Vejamos que N, < Z;(G) para j > 0. Se j =0, entdo
Ny+1 = 1=2y(G). Seja j > 0 e suponhamos que o resultado é vilido para j — 1. Por defini¢do de série
central e por hipétese de inducao temos

[Nrﬁ/#laG] < Nr7j+2 < Nrfj < ijl(G)-
Pondo H =N,_j;1 e N=Z;_(G) no Lema 1.2.33, obtemos
7 G .
Nr—jnZj I(G)/qu(G) SZ( /Z_,-,I(G)) — ZI(G)/Z_,-q(G)'

Logo, Nr,jJrl § Zj(G),
Consequentemente, G = N; < Z,(G), donde segue que a série central superior acaba em G, como
pretendido. O

Observagdo 1.2.35. O Teorema 1.2.34 diz-nos também que se
=Ny SN <. SN =6
for uma série central, entdo

%(G) S Ni7
N,_iy1 £ Zi(G)

e, o comprimento da série central inferior e da série central superior € no maximo o comprimento da
série central original.

Defini¢ao 1.2.36. Um grupo nilpotente é um grupo no qual as condi¢des equivalentes do Teorema 1.2.34
sdo vdlidas.

Se assim for, o comprimento da série central inferior € igual ao comprimento da série central superior
e € menor ou igual que o comprimento de qualquer série central.

Definicao 1.2.37. Ao nimero ¢ determinado por:
Ye+1(G) =10uZ.(G) =G
chamamos classe de nilpoténcia do grupo G.
Pelo Teorema 1.2.34, se G é um grupo nilpotente de classe de nilpoténcia c, temos
Ye—i+1(G) < Zi(G) parai =0, ...,c.
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1.2.3 Grupos nilpotentes

Dizemos que um grupo G é nilpotente de classe < c se e s6 se ¥.+1(G) = 1. Equivalentemente, G é
nilpotente de classe < ¢ se e s6 se Z.(G) = G.

Exemplo 1.2.38. Os grupos abelianos sdo grupos nilpotentes de classe 1 uma vez que um grupo G ¢é
abeliano se e s6 se [g1,82] = 1, para g1,82 € G, se e s6 se 12(G) =< [g1,82] 1 81,82 € G >=1,se e sb se
Z1(G) =Z(G) =G.

E claro que um grupo nilpotente de classe 0 tem ordem 1. A classe dos grupos nilpotentes generaliza
pois a classe dos grupos abelianos.

Isto permite-nos reparar que um grupo G € nilpotente de classe < ¢ se e s se [g1,...,8c+1] = | para
qualquer g; € G se e s se, se G =< X > entdo [xi,...,x.+1] = | para qualquer x; € X.

Exemplo 1.2.39. Dado um nimero primo p, todos os p-grupos finitos sdo nilpotentes [26]. Porém um
p-grupo pode nao ser abeliano, tal é o caso do grupo matricial

1 a b
G:{ 01 ¢ :a,b,cez,,}
0 01
de ordem p?, uma vez que o centro do grupo
1 0 b
Z(G):{ 010 :bez,,}
0 0 1

tem ordem p.

Exemplo 1.2.40. O produto direto G = G| X ... X G,, de um ndmero finito de grupos nilpotentes € nilpo-
tente, basta reparar que

%(G) = %(G1) X ... x %i(Gy)

e a classe de nilpoténcia de G é o maximo das classes de nilpoténcia dos seus fatores.

Exemplo 1.2.41. Segue dos dois exemplos anteriores que o produto direto de um ntimero finito de p-
grupos finitos (para possivelmente diferentes primos p) é um grupo nilpotente finito.

Dado um grupo finito G, o produto de todos os subgrupos normais nilpotentes de G € nilpotente, e é
0 maior subgrupo normal nilpotente de G.

Definiciao 1.2.42. Designamos o produto de todos os subgrupos normais nilpotentes de um grupo G por
subgrupo Fitting de G, e denotamo-lo por F(G).

Pode-se verificar que F(G) é um subgrupo caracteristico de G e, além disso, G € nilpotente se e s6
se F(G) =G.

Exemplo 1.2.43. 1. Recordemos primeiro que um grupo G € simples se G # 1 e 1 e G sao os tinicos
subgrupos normais de G.

O subgrupo de Fitting de um grupo simples ndo abeliano G (por exemplo o grupo alternado As de
ordem 5) é o subgrupo trivial 1.
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2. Vejamos que o subgrupo de Fitting do grupo simétrico S3 € As.

Comecemos por recordar que S3 tem dois subgrupos normais nao triviais - Az e S3 - € provemos
por indugdo em i que, para i > 0, temos Z;(S3) = 1. Consequentemente, Z;(S3) < S3 para qualquer
i e portanto S3 ndo € nilpotente. Recordemos ainda que duas permutagdes o, T € S3 s@o conjugadas
se e sO se tém a mesma estrutura de ciclo. Assim, como S3 = {(1),(12),(13),(23),(123),(132)},
uma permutagdo estd no centro de S3 se e s6 se € a tinica permutag¢do com a sua estrutura de ciclo.
Logo, Z(S3) = 1. Suponhamos agora que Z;(S3) = 1. Entéo,

Ziy1(S3) = 20 050 = Z(%  7s0)
=Z(S3) =1,

como pretendiamos. Por outro lado, A3 é um grupo ciclico e, portanto, ¢ um grupo abeliano, donde
segue que A3 € nilpotente. Assim, A3 é 0 maior subgrupo normal nilpotente de S3.

Iremos enumerar a seguir diversas propriedades de grupos finitos que sdo equivalentes a nilpotén-
cia. Uma destas chama-se condicdo de normalizador, que nos diz que todo o subgrupo préprio estd
propriamente contido no seu normalizador.

Recordemos primeiro que,

Definiciao 1.2.44. Dado H um subgrupo de um grupo G, dizemos que H é subnormal em G, e escrevemos
HsnG, se existe uma cadeia finita de subgrupos

H=Hy,<H <..<H,=0G.

Observagdo 1.2.45. Observe-se que a relacdo "subnormal"é uma relacdo transitiva, o que ndo pode ser
dito a respeito da relacdo "normal". Tal facto serd ttil para definir produto de duas classes de Fitting de
grupos.

Teorema 1.2.46. Seja G um grupo finito. Entdo as seguintes propriedades sdo equivalentes:
(i) G é nilpotente;
(ii) Todo o subgrupo H de G ¢é subnormal;
(iii) Todo o subgrupo maximal de G é normal em G;
(iv) G satisfaz a condigcdo de normalizador;
(v) G é produto direto dos seus subgrupos de Sylow.

Demonstracdo. Consultar [26, Teorema 5.2.4]. ]

E importante ter presente a préxima defini¢io e correspondente observagio.

Definicdo 1.2.47. Uma élgebra B de tipo (7) diz-se um quociente de uma dlgebra A do mesmo tipo se
existe um morfismo sobrejetivo 8 de A em B e escrevemos 0 : A — B.

Escrevemos 6 : A — B se o morfismo 6 for injetivo. A um morfismo injetivo também damos 0 nome
de mergulho.

17



1. GRUPOS

Observagdo 1.2.48. No caso dos grupos, dizer que H é quociente de um grupo G equivale a dizer que
H = Y/y onde N é um subgrupo normal de G. Recordemos que, pelo primeiro Teorema do isomorfismo,
se 0 : G — H & morfismo sobrejetivo entre grupos, entio ker 8 é um subgrupo normal de G e H é isomorfo

a G/ker@-

Proposicao 1.2.49. A classe de todos os grupos nilpotentes é fechada para subgrupos, quocientes e

produtos diretos em niimero finito.

Demonstracdo. Sejam G um grupo nilpotente e H um subgrupo de G. Entao existe uma série de G
1=Gp<G1<..<G, =G

tal que [Gi+1,G] < G;. Parai =0,1,...,n, defina-se H; := G; N H. Deste modo, a série
l=Hy<H, <..<H,=H

¢ uma série central de H. De facto [H;11,H] < [H,H] < H e, por outro lado, [Hi11,H] < [Gi+1,G] < Gi,

donde [H;11,H| < G;NH = H;. Consequentemente, H é um grupo nilpotente como se pretendia.
Sejam agora G um grupo nilpotente e 8 : G — H um morfismo sobrejetivo entre grupos. Considere-

mos uma série central de G
1=Gp <G <..<G,=0G.

Temos [Gj+1,G] < G;. Parai=0,1,...,n seja H; :== G;0. Como pelo Teorema 1.2.12 temos [H;1,H] =
[Gi+10,G0] = [Gi+1,G|0 < G;6 = Hj, entdo a série

l1=Hy<H <..<H,=H

é uma série central de H, o que torna H um grupo nilpotente.
Recorrendo ao Exemplo 1.2.40, verificamos que a classe dos grupos nilpotentes também ¢ fechada
para produtos diretos em niimero finito e concluimos assim a demonstragao. O

Observagdo 1.2.50. Se tomarmos s6 os grupos finitos nilpotentes, formam o que mais tarde iremos

chamar de pseudovariedade.

Proposicao 1.2.51. A classe de todos os grupos nilpotentes é fechada para subgrupos normais e, se
G = NM com N e M subgrupos normais nilpotentes de G, entdo G é também nilpotente.

Demonstracdo. Vimos na Proposicdo 1.2.49 que a classe de todos os grupos nilpotentes é fechada para
subgrupos e, consequentemente, é fechada para subgrupos normais. Por outro lado, se N e M s@o grupos

nilpotentes, entdo existem duas séries centrais
I1=Np <N <...<N=N,
I=My<M <..<M,=M.
Suponhamos sem perda de generalidade que k < p e consideremos a série de G
I =NoMy < N\My < ... < NMy < NeMjy < ... <NeM, = NM = G.
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Entio, pelo Teorema 1.2.16 e por defini¢do de série central,
[NiM;,G] = [N;, G|[M;,G] < Niy1iMiqy.

Consequentemente, G € nilpotente como pretendiamos. O

Observagdo 1.2.52. Os grupos finitos nilpotentes formam o que mais tarde chamaremos de classe de
Fitting de grupos finitos.

1.2.4 p-nilpoténcia

Definicao 1.2.53. Dados p um niimero primo e 7 um conjunto de nimeros primos ndo vazio, definimos
p'={q:qprimoe g # p},

n'={q:qprimoeq¢ r}.

Definicio 1.2.54. Um 7-subgrupo de Hall de um grupo finito G é um subgrupo H de G tal que |H| é um
produto envolvendo apenas nimeros primos em 7 e [G : H| € um produto envolvendo apenas nimeros
primos em 7’.

Repare-se que todo o 7m-subgrupo de Hall de um grupo finito G é um 7z-subgrupo de Sylow. No
entanto, G ndo contém necessariamente 7-subgrupos de Hall.

Exemplo 1.2.55. Considere-se agora o grupo alternado As de ordem 5. Ora, As € um grupo simples e
|As| = /2=60=2%.3.5,

Vejamos que As ndo tem {3,5}-subgrupos de Hall. Suponhamos que existe um tal {3,5}-subgrupo de
Hall H de As. Entdo, H tem ordem 15 e indice 4. Se considerarmos a agcdo de As nas classes laterais
de H obtemos um morfismo 0 : A4 —> S4. A contradi¢do € atingida observando que ker 6 # 1,A5 mas
ker 8 < As, uma vez que isto significa que A5 ndo € um grupos simples.

Por outro lado, um {2,3}-subgrupo de Hall de A5 tem ordem 12 e conhecemos um subgrupo de As
com esta ordem que é A4. Assim, A4 é um {2,3}-subgrupo de Hall de As.

Definic¢do 1.2.56. Um grupo finito G diz-se p-nilpotente se G tem um p’-subgrupo normal de Hall.

Assim, G diz-se p-nilpotente se existir um p’-subgrupo normal H de G tal que [G : H] = p*, para
algum k € N.

Pode-se provar, usando a condi¢do (v) do Teorema 1.2.46, que todo o grupo nilpotente finito é p-
nilpotente e, reciprocamente, um grupo finito que € p-nilpotente para todo o ndmero primo p € nilpotente

[26].
Um resultado conhecido de Burnside diz-nos que se P for um p-subgrupo abeliano de Sylow de G,
entdo, se Ng(P) é p-nilpotente entdo G também o é.

Exemplo 1.2.57. 1. Todo o grupo abeliano € p-nilpotente para todos os primos p.
2. O grupo diedral D, para um nimero primo p impar, € 2-nilpotente mas nao € p-nilpotente.

Teorema 1.2.58. Seja p um primo. A classe dos grupos p-nilpotentes é fechada para subgrupos, quoci-
entes e produtos diretos em niimero finito.
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Demonstracdo. Sejam G um grupo p-nilpotente e H um subgrupo de G. Seja N um p’-subgrupo normal
de Hall de G. Tomemos K := HNN. Entdo K < H e, como K < N, temos que p ndo divide |K|. Uma
vez que, pelo segundo Teorema do isomorfismo, se tem

ik ="/uew =™ /y < 9/y

e, além disso, [G: N| = ‘G‘/‘M ¢ um produto de primos em p’, concluimos que [H : K] = ‘H‘/‘K‘ também
¢ um produto de primos em p’. Segue-se que K é um p’-subgrupo normal de Hall de H e, portanto, H é
p-nilpotente.
Seja agora G um grupo p-nilpotente e H um subgrupo normal de G. Seja N um p’-subgrupo normal

de Hall de G. Defina-se K = V¥ /< G /u. Entdo, pelo terceiro Teorema do isomorfismo,

G

( /H)/(NH/H) o~ G/NH7
donde [G: NH| = ‘G‘/‘NH‘ < |G|/|N‘ =[G : N] e, portanto, [G : NH] é um produto de primos em p’. Além
disso, como

K="/3="/yon

e p ndo divide |[N|, vem que p ndo divide |[K|. Consequentemente, K é um p’-subgrupo normal de Hall
de ¢ /y e, portanto, &/ é p-nilpotente.

Finalmente seja G = G| X ... X G,, um grupo tal que G; é p-nilpotente para cada i € {1,...,n}. To-
memos N; um p’-subgrupo normal de Hall de G;. Entdo, verifica-se que N X ... X N, é um p’-subgrupo
normal de Hall de G, o que conclui a nossa demonstragao. 0

Observagcdo 1.2.59. Os grupos finitos p-nilpotentes, para um dado nimero primo p, formam o que
chamaremos de pseudovariedade ou variedade de grupos finitos.

1.2.5 Grupos soliveis
Recordemos que dado um grupo G, definimos G\ = G’ = [G,G] e G = (G~ VY.
Definiciio 1.2.60. Dado um grupo G, dizemos que G é soliivel se existe n > 1 tal que G = 1.

Teorema 1.2.61. A classe dos grupos soliiveis ¢ fechada para subgrupos, quocientes e produtos diretos
em numero finito.

Demonstracdo. Seja G um grupo soliivel e seja H um subgrupo de G. Entio existe n > 1 tal que G") = 1.
Como H™ < G(”), temos H" = 1.

Seja agora 0 : G — R um morfismo sobrejetivo entre grupos. Podemos verificar por indugdo em n e
recorrendo ao Teorema 1.2.12 (iv) que G" o =R e, consequentemente, temos R = 1.
(n:)

i

Por fim, sejam Gy, ..., G, grupos soliveis. Entdo, paracadai=1,...,k, existe n; > 1 tal que G
Pode-se verificar que (G X ... X Gk)(") = Gg”) N G,(("), e portanto, basta tomar n = max{nj,...,n;} e

obtemos que (G x ... x G¢)™ = 1 como se pretendia. O

Observagdo 1.2.62. Os grupos finitos soldveis constituem entdo o que mais tarde iremos chamar de
pseudovariedade.

Teorema 1.2.63. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Entdo, G é soliivel se e s6 se N e
G/ sdo soliiveis.
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Demonstragdo. A prova de que se G é soldvel entdo N e ¢/ sdo soldveis, segue diretamente do Teorema
1.2.61. Suponhamos agora que N e 9/ sdo soltveis. Entdo existem n,m > 1 tais que G/N(”) =Ne
N = 1. Entdao G C N. Assim Gtm) = (G(”))(’") C N = 1. Logo G"*t™ =1 e portanto G é
soldvel. O

Proposicao 1.2.64. O produto de dois subgrupos normais soliiveis de um grupo é soliivel.

Demonstracdo. Sejam N e M subgrupos normais soltiveis de um grupo G. Entdo, pelo Teorema 1.2.61,
M /vinw € soliivel. Como MN /=2 M/, pelo Teorema 1.2.63, MN é soldvel. O

Observagdo 1.2.65. Atendendo ao Teorema 1.2.61 e a Proposi¢d@o 1.2.64, os grupos finitos soldveis vao
constituir o que chamaremos de classe de Fitting de grupos finitos.

Exemplo 1.2.66. 1. Grupos abelianos e grupos nilpotentes sao soldveis.
2. p-grupos finitos sdo soldveis, uma vez que sdo grupos nilpotentes.

3. Vimos no Exemplo 1.2.25 que D), é o grupo ciclico < a* >, donde D), é um grupo abeliano.
Portanto, D), é solivel, uma vez que (D),)" = 1 e, consequentemente, Dgi) = 1. Logo, Dy, é
soldvel.

4. S, é solivel para n < 4 e ndo solivel paran > 5.

1.3 Variedades, formacoes e classes de Fitting de grupos

Recordemos que uma classe de dlgebras universais, por exemplo de grupos, de semigrupos, etc, é
uma colecio ndo vazia de dlgebras fechada para imagens isomorfas.
Uma variedade de dlgebras de tipo (T) é uma classe ¥ de dlgebras de tipo (7) que satisfaz as

seguintes propriedades:
e Se A€V eBésubilgebrade A, entdo B € 7
e Se A€V eBéquociente de A, entdo B € ¥
e Se A; € ¥ parai € I, entdo o produto direto [[;c;A; € 7.

Sucintamente, uma variedade de dlgebras é uma classe de 4lgebras fechada para subdlgebras, quocientes

e produtos diretos.

Observagdo 1.3.1. Se uma classe de algebras ¥ € fechada para produtos diretos sobre um conjunto /
arbitrdrio, em particular, para I = 0, entdo contém a élgebra singular {1}. O mesmo se passa se for
fechada para produtos subdiretos, definidos abaixo. Assim, como / pode ser vazio, {1} € #. No entanto,

se uma classe de dlgebras ¥ ndo vazia também é fechada para quocientes, temos sempre {1} € 7.

De um modo andlogo, uma formagdo de dlgebras de tipo (T) é uma classe de dlgebras de tipo (7)
fechada para quocientes e produtos subdiretos arbitrdrios; onde entendemos por produto subdireto de
uma familia (A;);e; de dlgebras de tipo (7), uma dlgebra A de tipo (7) que se mergulha no produto direto
[1ic;Ai tal que cada projecdo induzida 7; : A — A; é sobrejetiva.

Se as algebras sdo finitas, quer na definicdo de variedade quer na defini¢do de formacao, exigimos
produtos com um nudmero finito de fatores.

Adicionalmente, uma formagcdo de dlgebras finitas de tipo (7) é uma classe de dlgebras finitas de tipo
(1) que satisfaz:
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e Se A € % e Bé quociente de A, entdo B € %,
e Se A1,A; € .Z e B é produto subdireto de A e A, entdo B € .Z.

Notemos que uma classe de dlgebras finitas .# pode também ser definida como formagao do seguinte
modo [29]:

e Se p é uma congruénciaemAeA € F,entdo*/, € F;

e Se pie py sdo congruéncias em A e A/p,. € F,i=1,2, entdo A/plﬂpz 7.

E claro que toda a variedade de dlgebras (finitas) é formagdo de 4lgebras (finitas).

Nas seccdes que se seguem estudaremos certas classes de grupos finitos. Posteriormente, procurare-
mos estender essas teorias a semigrupos inversos finitos. Para uma leitura mais detalhada sobre classes
de grupos, o leitor poderd consultar por exemplo [3] e [11].

1.3.1 Conceitos e exemplos

Definicao 1.3.2. Seja ¥ uma classe de grupos que contém o grupo trivial. Dado um grupo G podemos
definir
G =n{N:N<G,%/yec¥} e Gy :=<N:N<G,Ne¥ >,

os quais sdo subgrupos caracteristicos de G. O grupo G” diz-se o ¥ -residuo e o grupo Gy diz-se o
¥ -radical de G.

Dados um nimero finito de subgrupos normais Ny, ...,N, de um grupo G, pode-se verificar que
< Ni,...,N; >= Nj...N,. Assim, o ¥ -radical de um grupo finito G é o subgrupo

Gy=[[{N:N<G,Ne 7}

Observagdo 1.3.3. Percebemos que podera haver ambiguidade na notacdo [], uma vez que a utilizamos
tanto para produto como para produto direto, porém, pensamos que o leitor conseguira distinguir os dois
casos sempre que estes ocorrem.

Em geral, nem Gy nem ¢/, pertencem a classe #. No entanto, se Gy € ¥, entdo Gy é o maior
subgrupo normal de G que pertence a #. Analogamente, se ©/;» € ¥, entio G” é o menor subgrupo
normal de G cujo quociente ¢/ ;» pertence a 7.

Repare-se que, para a classe .#” dos grupos nilpotentes, G 4 denota o subgrupo de Fitting F(G)
introduzido anteriormente e, para a classe .<7 dos grupos abelianos, G denota o subgrupo derivado G'.

Definicao 1.3.4. Dada uma classe de grupos finitos ¥, dizemos que ¥ é uma variedade de grupos
finitos, ou pseudovariedade, se satisfaz as seguintes condi¢des:

1. Qualquer subgrupo de um grupo de ¥ pertence a 7¥;
2. Qualquer quociente de um grupo de ¥ pertence a 7,
3. O produto direto de qualquer familia finita de grupos de ¥ também pertence a ¥,

Nao havendo perigo de confusio usaremos simplesmente a denominacdo variedade mesmo quando
estamos a tratar de grupos finitos.

22



1. GRUPOS

Definicéo 1.3.5. Dada uma classe de grupos finitos .7, dizemos que .% é uma formacdo de grupos finitos
se satisfaz as seguintes condi¢des:

1. Qualquer quociente de um grupo de .% pertence a .%;
2. O produto subdireto de qualquer familia finita de grupos de .% também pertence a .% .

Notemos que a condic@o (3) da Defini¢do 1.3.4 bem como a condigdo (2) da Defini¢éo 1.3.5, podem
ser substituidas por produto de dois elementos da classe estd na classe, ou por produto subdireto de dois
elementos no caso da Defini¢do 1.3.5.

Proposicio 1.3.6. Uma formacdo de grupos finitos é uma classe de grupos finitos % com as seguintes
propriedades:

(i) SeGe€ .F eN<G, entdo®/y € F;
(ii) Se N;,N» <Gcom N NNy =1e C/y € .F parai=1,2, entdo G € F.

Demonstracdo. A equivaléncia das primeiras condi¢cdes foi observada em 1.2.48. Vejamos entdo que a
condi¢do (2) da Defini¢do 1.3.5, para familias ndo vazias, é equivalente a (ii). Se G é produto subdireto
de elementos G| € G, de .%, i.e., existe um mergulho ¢ : G — Gy X G, tal que cada proje¢do induzida
7 : G — G; é sobrejetiva, entdo kerm; I G e G/kerm 2 G; € & parai=1,2. Além disso, como G se
mergulha no produto direto, ker Ty Nker m, = {1} e, por hipétese, segue que G € .# como pretendiamos.
Reciprocamente, se Nj,N, IGcom NfNN,=1¢e G /N, € F parai= 1,2, entdo G é produto subdireto
de Y/, e 9/n,, donde segue que G pertence a .7 . O

Dados um grupo G e uma familia de grupos (G;);—1,.. » pertencentes a uma variedade #* de grupos,
se G se mergulha no produto direto []i_; G; entdo G ¢é isomorfo a um subgrupo H de []_; G;. Como
[T,Gi€ 7, temos H € ¥ e portanto G € ¥". Consequentemente, toda a variedade de grupos é uma
formacdo de grupos, uma vez que também ¢é fechada para produtos subdiretos, o que vai de encontro
ao que foi enunciado para variedades e formacdes de dlgebras finitas. No entanto observe-se que uma
formacao nao é necessariamente uma variedade. Uma formacdo € variedade se e sé se é fechada para

subgrupos.

Exemplo 1.3.7. A formagdo gerada pelo grupo alternado A5 de ordem 5 é conhecida como sendo a classe
de todos os produtos diretos de copias de As [11, II. Exemplo 2.13], que ndo € variedade mas é formacao

[4].
Consideremos agora outro tipo de classe de grupos.

Definicao 1.3.8. Dada uma classe de grupos finitos €, dizemos que % é uma classe de Fitting de grupos
finitos se satisfaz as seguintes condicdes:

1. SeGe%¥eH<G,entio H € %,
2. Se G=<N,N, >com N;,N, <GeN;,N, €%,entio G € %.

Relembremos que se Ni,N, < G se tem < Nj,N, >= N|N,. Portanto, a condi¢do (2) pode ser
enunciada para produtos de dois subgrupos normais Ny e N;.

Podemos ainda enunciar a condi¢éo (2) para produtos de um nimero finito de subgrupos normais
Ni,...,N,. Tal prova-se por inducdo em n e reparando que se Ni,...,N, < G entdao N;...N, < G.
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E claro que a intersecdo de variedades, de formacdes, ou de classes de Fitting de grupos, &, respe-
tivamente, uma variedade, uma formacao ou uma classe de Fitting de grupos, o que permite falar em
variedade, formacdo ou classe de Fitting gerada por um conjunto de grupos, uma vez que 1 pertence a
qualquer classe destes tipos.

Exemplo 1.3.9. [10], [11], [26]

[am—

. A classe de todos os grupos finitos ¢ € variedade, formacéo e classe de Fitting.

2. A classe de todos os grupos finitos soliveis . € variedade, formacéo e classe de Fitting.

3. A classe de todos os p-grupos finitos soltveis .7, € variedade, formagao e classe de Fitting.
4. A classe de todos os grupos finitos nilpotentes .4~ é variedade, formagao e classe de Fitting.
5. A classe de todos os 7m-grupos finitos soldveis .77 € classe de Fitting.

6. A classe de todos os 7m-grupos finitos nilpotentes .7 é classe de Fitting.

7. A classe de todos os grupos finitos p-nilpotentes .47 é variedade e formagado de grupos.

Note-se que apesar de haver uma ligagdo direta entre variedades e formagdes, no sentido em que toda
a variedade é formacao, o mesmo ndo acontece no que diz respeito as classes de Fitting.

Observagdo 1.3.10. Uma classe de Fitting ndo é necessariamente uma formacéo (variedade) e, recipro-
camente, uma formacao (variedade) nio € necessariamente uma classe de Fitting. Por exemplo, a classe
&/ de todos os grupos finitos abelianos ¢ uma formag@o mas ndo € uma classe de Fitting [3].

No entanto, repare-se que hd classes que sdo simultdneamente formacdes e classes de Fitting. Natu-
ralmente tais classes sdo chamadas de formagoes Fitting. Por exemplo, as classes ./” e .7 sdo exemplos
de formagdes Fitting de grupos.

1.3.2 Operadores de fecho

Nesta sec¢do veremos que se pode definir formagdo e classe de Fitting de grupos em termos de

operadores de fecho, conceito que passamos a apresentar.

Definicao 1.3.11. Um operador é uma aplicagdo entre classes de grupos C : 2" — CZ" tal que:
1. ZCCcx,
2.se Z C%,entaioCZ CC%.

Definicio 1.3.12. Dados um operador C e uma classe 2, se 2" = CZ" dizemos que a classe 2~ é
C-fechada.

Segue da defini¢do de operador que a classe de todos os grupos finitos ¢ € C-fechada para qualquer
operador C.

Entre operadores € possivel considerar uma ordem parcial <: dados C; e C, operadores, definimos
CI <(Cyse C\ & CC,Z paratoda a classe de grupos 2 . Podemos também definir o produto C;C; de
dois operadores C; e C; por (C1C2) 2" = C1(C, Z) para qualquer classe 2.

Definiciao 1.3.13. Um operador C, diz-se um operador de fecho se for idempotente, i.e., se C = CC.
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1. GRUPOS

Repare-se que se C é um operador de fecho e 2™ uma classe, entdo a classe CZ™ é a menor classe
C-fechada que contém 2.

Enunciamos agora alguns dos operadores de fecho mais importantes neste estudo de classes que
pretendemos fazer.

Definicao 1.3.14. Dada uma classe de grupos 2", definimos:

S2 =H: H<G,GeZ),
=(%/y: NJG, Ge X)),
S”f (H: HsnG, Ge Z),
RoZ =(G: IN;<AG(i=1,...,r), C /5, € X, N_N; = 1),
NoZ =(G: ANisnG(i=1,....,r), N;e Z, G=<Ny,...,N, >).

A semelhanga do provado na Proposicdo 1.3.6, vemos o seguinte:
Proposicio 1.3.15. Uma classe .F de grupos finitos é uma formagdo se e sé se F = Q.% e ¥ = Ry.%.
Além disso, uma classe de Fitting também pode ser caracterizada utilizando operadores de fecho.

Proposicao 1.3.16. Uma classe € de grupos finitos é uma classe de Fitting se e s6 se € = S,% e
C = NyC.

Demonstracdo. Se € = S,¢ = Ny€, entdo € ¢ classe de Fitting pois qualquer subgrupo normal é tam-
bém subnormal.

Reciprocamente, seja H um subgrupo subnormal de um grupo G € %. Entdo existe uma cadeia finita
H=Hy<H Q..<H,  <H, =G,

donde H; € €, paraqualqueri=0,1,2,...,n— 1. Em particular, H € . Como % C S,%, temos ¢ = S,% .

Provemos agora a igualdade ¢ = Ny%. Claramente 4 C Ny%é. Seja entdo G um grupo tal que
existem Ny, NosnG, Ni,N» € € e G =< Ni,N; >. E suficiente provar que G € € e o resto seguird por
indu¢@o no ndmero » de subsemigrupo subnormais Ny, ..., N, na defini¢do de Ny%.

Podemos assumir que N; # G para i = 1,2, caso contrario a demontracio ficaria concluida. Suponha-
mos ainda, de modo a alcangar uma contradi¢do, que G € o menor grupo nas condi¢des acima descritas
tal que G ¢ €. Parai = 1,2, sejam K; := NP. Como N;snG e N; # G, temos K; # G. Além disso, como
N;snG, existe uma série de subgrupos

N;=H\<Hi <..<H=G.
Entéo, para g € G,

gNig 'NK; = gHig™'NK; < gHig ' NK; <...< gHjg"'NK;, = GNK; = K.

TN e¥, logo gNig_1 € €. Consequentemente, K; € Ny% uma vez que K; é

Por outro lado, gN;g
gerado por subgrupos subnormais gN;g~' que pertencem a %. Pela minimalidade de G, temos K; € .
Agora, como Ni,N, C K| K, temos G =< N|,N, >= K|K; onde K|,K> < G e K|,K; € €. Portanto

G € ¢, o que contradiz a hipétese como pretendiamos. 0
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1.3.3 Operacoes

E importante ter presente os resultados desta sec¢c@o, uma vez que terdo o papel de guia no préximo
capitulo quando tentarmos generalizar o conceito de classe produto de grupos, tanto para formacgdes
como para classes de Fitting, a semigrupos inversos.

Definicao 1.3.17. Dadas duas classes de grupos 2" e %/, definimos classe produto do seguinte modo:
2% :=(G:INIGtalqueNE 2 e /yeX).

Repare-se que esta operac@o nao € associativa nem comutativa. Basta considerarmos, por exemplo,
o grupo alternado A4 de ordem 4 e a classe de todos os grupos ciclicos ¢: A4 € (¢¢)% mas, como Ay
ndo tem subgrupos normais ciclicos ndo triviais, Ay ¢ € (€¢'¢). Logo (2 %)% L 2 (% ¥).

Por outro lado, a inclusdo 2 (¥ %) C (2 %)% ¢é universalmente vilida e, de facto, sai direta-
mente da definicdo de classe produto. No entanto, observe-se que foi provado por H. Neumann que esta
multiplicagdo de classes torna-se associativa para variedades de grupos [21].

Podemos também tomar poténcias de uma classe 2, definindo

29 =(1),
e indutivamente paran € N
%n+1 — (%n)%’
por esta ordem uma vez que o produto nio é associativo. A um grupo em 22 damos o nome de meta-.Z .

Exemplo 1.3.18. Ja definimos em 1.2.6 um grupo metabeliano G como sendo um grupo onde existe
um subgrupo normal N <! G tal que tanto N como o quociente ¢ /y sdo abelianos. Portanto, um grupo
metabeliano é um grupo meta-.<7 .

A classe produto de duas variedades de grupos é uma variedade de grupos [21] mas a classe produto
de duas formacdes ndo é uma formagdo, em geral [11, Exemplo IV.1.6]. No entanto, a definicdo de
produto pode ser modificada de modo a garantir que o correspondente produto de duas formagdes seja
também uma formacao.

Dada uma formag@o de grupos .# e um grupo G, existe em G um subgrupo normal N que é minimo
entre aqueles cujo quociente ¢ /y pertence a .%. Trata-se do .% -residual de G, G7.

Observacio 1.3.19. G7 =1seesése G € .Z.

Proposicao 1.3.20. Dada .% uma formagdo de grupos e um grupo G, se N < G, entdo

(i) (O/w)7 = N /n;
(ii) Se U é um subgrupo de G = UN, entdo UZN = G‘?N;
(iii) Se N € nilpotente e G = UN, entdo U’ - G”.
Demonstra¢do. Consultar [3, Proposi¢do 2.2.8]. 0

Definic¢ao 1.3.21. Dadas .#; e %, formagoes de grupos, definimos
F10.FH = (G : G"?2 € 91)
e chamamos a .# o0 .%; a formagdo produto de %, com .%,.
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1. GRUPOS

Este produto desfruta agora de varias propriedades, entre elas a de dar origem a outra formagao e de
ser associativo.

Proposicio 1.3.22. Sejam F,, F, e F3 formacédes de grupos. Entdo:
(i) F10Fy C F1.F;
(ii) Fr C F10Fn;
(iii) Se %1 é S,-fechado, entdo .F o0 Fy = F1.%;
(iv) %1 0. F, é uma formagdo;
(v) GT1°72 = (G7)7' para qualquer grupo G;
(vi) (F10F)oF3=F 0(Fr0.%3).
Demonstracdo. Consultar [11, Teorema IV.1.8]. O

Dado % uma classe de Fitting de grupos e G um grupo, entdo existe o maior subgrupo normal de G
que pertence a €, o €-radical de G, G .

Proposicao 1.3.23. Sejam € uma classe de Fitting e G um grupo. Entdo
Gy =<N:NsnG, N€ € >.

Em particular, G¢ é o maior subgrupo subnormal de G que pertence a 6.

Demonstracdo. E claro que G C < N : NsnG, N € € >. Seja entido NsnG tal que N € €. Se N <G
a demonstracdo fica concluida. Assim, suponhamos que N 4 G. Entdo, existe um subgrupo normal
R < G tal que NsnR < G. Por indugdo em |G| podemos assumir que N < Ry. Como Ry € um subgrupo
caracteristico de R, podemos considerar, para cada g € G, o automorfismo de R

¢ :R— R

r+—>g_1rg,

e obtemos que Ry ¢, = Ryx. Consequentemente, Ry é normal em G. Além disso, Ry € € e portanto
Ry < Gy. Como N < Ry, temos N < Gy como pretendiamos. ]

Observacdo 1.3.24. Atendendo a Proposi¢do 1.3.23, se N é um subgrupo normal de um grupo G e € é
uma classe de Fitting de grupos, entdo Ny = NN Gy.

Tal como no caso das formagdes de grupos, em geral a classe produto de classes de Fitting ndo é
necessariamente uma classe de Fitting [11, Exemplo IX. 2.14 (b) (7)]. No entanto, também pode ser
definido um outro produto, dual ao definido em 1.3.21 para formacdes. Este produto vai preservar a
propriedade de classe de Fitting e também € associativo.

Definiciio 1.3.25. Sejam %) e %> classes de Fitting de grupos. A classe 6 © % definida por
C106 :=(G: G/G%l € 6)
damos o nome de produto de Fitting de 6] e 6>.
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1. GRUPOS

Proposicao 1.3.26. Sejam 6, 6> e 63 classes de Fitting de grupos. Entdo
(i) €106 CC1;
(ii) €1 C €106
(iii) Se a classe 6, é fechada para quocientes, entdo €| © 6> = 616>,
(iv) €16 é uma classe de Fitting;
(v) Para qualquer grupo G, o 6>-radical de ©/ Ge, € Géio0, | Ge,?
(vi) (€1062)0C3 =610 (C2063).

Demonstracdo. Consultar [1 1, Teorema IX.1.12].
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Capitulo 2
Semigrupos

Neste capitulo apresentamos os conceitos e resultados sobre semigrupos inversos de que necessita-
remos posteriormente. Deste modo, a escolha das demontracdes apresentadas relaciona-se com a neces-
sidade de aplicacdo dos resultados mais a frente.

Comecamos por recordar algumas definicdes basicas mas fundamentais na seccdo 2.1 e, em parti-
cular, a definicdo das relagdes de Green; as quais ndo tém significado em grupos por serem ai a relacdo
inversa. Na sec¢do 2.2 introduzimos os semigrupos completamente regulares e, em particular, os semi-
grupos de Clifford, os quais irdo desempenhar um papel importante no tratamento e construcao de certas
classes de inversos no préoximo capitulo. Na seccio 2.3 descreveremos congruéncias em termos do seu
traco e kernel. Duas congruéncias em particular irdo ter um papel mais importante, nomeadamente a me-
nor congruéncia de grupo e a maior congruéncia que separa idempotentes. Segue-se a seccio 2.4, onde
discutiremos o conceito de conjugado num semigrupo e, consequentemente, o conceito de subsemigrupo
normal. Serd nesta seccdo que introduziremos os subsemigrupos i-normais. Na seccdo 2.5 recordaremos
a existéncia de semigrupos inversos fundamentais e, por fim, introduziremos os semigrupos ortodoxos
na sec¢ao 2.6.

Para uma leitura mais detalhada sobre este tema, indicamos por exemplo [18] e [23].

2.1 Definicoes basicas

2

Definicao 2.1.1. Seja S um semigrupo. Um elemento e de S diz-se idempotente se e~ = e. Denotamos o

conjunto de todos os idempotentes de um subconjunto A de S por E(A).

Definicao 2.1.2. Um semigrupo diz-se um semigrupo idempotente, ou uma banda, se todos os seus

elementos forem idempotentes.

Definiciao 2.1.3. Um semi-reticulado Y € um semigrupo idempotente comutativo. Denotamos a classe
de todos os semi-reticulados por SI.

Um semi-reticulado também pode ser definido como um A-semi-reticulado, i.e. um conjunto com
uma ordem parcial < tal que dados elementos a, b existe o infimo a A b. Pensando em Y com a Defini¢do
2.1.3, temos

a/Nb=ab,

a<b <= a=ab=ba.

Podemos ainda definir \VV-semi-reticulado como um conjunto com uma ordem parcial < tal que dados
elementos a, b existe o supremo a V b, e dizer que um conjunto com uma ordem parcial < é um reticulado
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2. SEMIGRUPOS

se for simultdneamente A- e V-semi-reticulado. Um reticulado modular é um reticulado L que satisfaz
x<y = xV(yAz) =yA(xVz), Vx,y,z € L.
E fundamental ter presente o préximo resultado para futuras aplicacdes.
Proposicao 2.1.4. Todo o elemento de um semigrupo finito S tem uma poténcia que é um idempotente.
Tal facto resulta de dado a € S, o subsemigrupo de S gerado por a conter um grupo ciclico.
Demonstracdo. Consultar [18, Proposi¢ao 1.2.3]. O

Em seguida introduziremos as relagdes de Green, mas primeiro necessitamos das seguintes defini-
coes.

Definicao 2.1.5. Um semigrupo S com identidade diz-se um mondide.

Definicao 2.1.6. Dado um semigrupo S, defnimos o monéide

gl S, se S tem identidade,
SU{1}, caso contrério,

no segundo caso 1 € tomado como identidade.

Definicao 2.1.7. Seja S um semigrupo. Definimos o produto de subconjuntos / e J de S por
IJ={ij:iel,jeJ}.

Definicao 2.1.8. Uma parte / de um semigrupo S diz-se ideal esquerdo se SI C I e ideal direito se IS C 1.
I diz-se um ideal se for um ideal esquerdo e direito.

Dado a € S, o conjunto SaU{a} é o menor ideal esquerdo de S que contém a. A este ideal chamamos
ideal principal esquerdo gerado por a, e vemos que corresponde ao produto S'a. Definimos agora a
equivaléncia . pela regra: para a, € S,

alb < S'a=S"b.

Analogamente se define em S ideal principal direito gerado por a, que serd aS', e a equivaléncia %
pela regra: paraa,b € S,
aZb <= aS' =bS".

Observagdo 2.1.9. Sejam a, b elementos num semigrupo S. Entdo a.%b se e s6 se existem x,y € S' tais
que xa = b,yb = a. Dualmente, aZb se e s6 se existem u,v € S tais que au = b,bv = a.

Proposicao 2.1.10. As relacbes £ e % comutam.
Demonstracdo. Consultar [18, Proposicao 2.1.3]. O

Definicao 2.1.11. Seja S um semigrupo. Uma relacdo de equivaléncia p diz-se uma congruéncia direita
se absorve produtos a direita:
(Va,b,c € S) apb = acpbc;
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e diz-se uma congruéncia esquerda se absorve produtos a esquerda:
(Va,b,c € S) apb = capcb.
Uma relagdo p em S que seja tanto uma congruéncia direita como esquerda diz-se uma congruéncia.

Observagdo 2.1.12. E claro que a intersecao de duas congruéncias é também uma congruéncia.

Outra propriedade de .Z" e # é a seguinte.
Proposicao 2.1.13. . é uma congruéncia direita e # é uma congruéncia esquerda.

Demonstracdo. Consultar [18, Proposicao 2.1.2]. O

Dadas duas equivaléncias num conjunto, podemos considerar a sua interse¢fo € o seu supremo, os
quais ainda sao equivaléncias. Definimos entao

H =L N,

D =2LNXK.

Definimos ainda a equivaléncia ¢ pela regra: para a,b € S,
a b <= S'as' =S$'bs",

onde S'aS! é o ideal principal gerado pelo elemento a. Equivalentemente, a b se e sé se existe
x,y,u,v € S! tais que xay = b,ubv = a.

E imediato que .Z C F e#C ¢,donde ¥ C #Z, uma vez que & é a menor equivaléncia que
contém .Z e %Z. Note-se ainda que esta inclusdo pode ser estrita e um exemplo disso foi dado por Green
em 1951 [16]. Aigualdade Z = _Z € obtida para todo o semigrupo finito [ 18, Proposi¢do 2.14].

Observacdo 2.1.14. Denotaremos por L, (R,,H,,D, ou J,) a £-classe (#-classe, 77 -classe, Z-classe
oua ¢ -classe) que contem um elemento a.

Observagdo 2.1.15. Todo o idempotente e num semigrupo S é uma identidade esquerda em R,, uma
identidade direita em L, e uma identidade em H,, i.e.,

e#a — a=ea,
ela — a=ae,

ea = a=ea=uae.
Definicao 2.1.16. As relagdes &, %, 7,9, ¢ sdo chamadas relagoes de Green.

Repare-se agora que como .’ e % comutam, podemos mais facilmente descrever a equivaléncia 7,
uma vez que se obtém
D=LNAE=LR=HoL.

Note-se ainda que cada Z-classe num semigrupo S € unido de Z-classes e também é unidao de Z-
classes. A intersecdo de uma .Z-classe com uma Z-classe, contidas numa mesma Z-classe, € uma
F-classe. Além disso,

a9b <= R,NLy, #0 < L,NR, #0.
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Figura 2.1: "Caixa de ovos"

E conveniente visualizar uma Z-classe, tal como sugerido por Clifford e Preston (1961), como uma
“caixa de ovos”, na qual cada linha representa uma %-classe, cada coluna representa uma .Z’-classe, e
cada célula representa uma .7#’-classe. Obviamente que é possivel que a “caixa de ovos” contenha apenas
uma unica fila ou uma tnica coluna ou que contenha até uma tinica célula.

Com os proximos resultados vemos que as .77-classes quando contém idempotentes sdo grupos mas
que em geral uma #Z-classe pode nao ser fechada para o produto.

Teorema 2.1.17 (Teorema de Green). Dados um semigrupo S e uma 7€ -classe H em S, entdo H*NH =0
ouH?> = H e H é um subgrupo de S.

Demonstracdo. Consultar [18, Teorema 2.2.5]. ]

Corolario 2.1.17.1. Dados um semigrupo S e um idempotente e € E(S), entdo H, é um subgrupo de S.

Além disso, H, é um subgrupo maximal de S.

Definicao 2.1.18. Um elemento a num semigrupo S diz-se regular se existe x € S tal que axa = a. Um
semigrupo S diz-se um semigrupo regular se todos os seus elementos forem regulares.

O préximo resultado mostra que Z-classes que contenham elementos regulares admitem algumas
caracterizagdes interessantes.

Lema 2.1.19. Dada uma Z-classe D de um semigrupo S, as seguintes condicdes sdo equivalentes:
(i) D contém um idempotente.
(ii) Cada L- e %-classe de D contém um idempotente.
(iii) Todo elemento de D é regular.
(iv) D contém um elemento regular.
Demonstragdo. Consultar [23, Lema 1.7.2]. L]

O conceito de inverso de um elemento num semigrupo S usado habitualmente generaliza o conceito
de inverso em grupos.

Defini¢io 2.1.20. Dado um elemento a de um semigrupo S, dizemos que @’ é um inverso de a se
aa'a =a € a’aa’ =d.

No entanto, contrariamente ao que acontece em grupos, um elemento de um semigrupo pode ter mais
do que um inverso ou nao ter nenhum. Iremos denotar o conjunto de todos os inversos de um elemento
aporV(a).
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Definicao 2.1.21. Um semigrupo S diz-se um semigrupo inverso se para todo o elemento a € S existe
um tnico elemento a~! € S inverso de a.

Note-se que os semigrupos inversos sdo obviamente semigrupos regulares e que se a ¢ regular entio
a tem pelo menos o inverso xax.

E ainda importante ter presente o préximo resultado.

Proposicao 2.1.22. Um semigrupo S é inverso se para todo o elemento a € S existe a’ € Stal que ad'a=a
e os idempotentes de S comutam.

Demonstragdo. Sejam S um semigrupo inverso e e, f € E(S). Seja a o tnico inverso de ef. Temos
(ef)(fae)(ef) = ef*ae’f = efaef = ef,
(fae)(ef)(fae) = fae’ f*ae = f(aefa)e = fae,

donde fae é também um inverso de ef. Pela unicidade obtemos que a = fae. Por outro lado, como
(fae)*> = f(aefa)e = fae, entio a é um idempotente. Além disso, como ef e a sio inversos de ef,
temos ainda que a = ef e, consequenetemente, e f ¢ um idempotente. De um modo andlogo se consegue
provar que fe é um idempotente e, portanto, como

(ef)(fe)(ef) = ef?ef = (ef)* = ef,
(fe)(ef)(fe) = fe*fe = (fe)* = fe,

concluimos que tanto fe como ef sdo inversos de ef, donde ef = fe.

Reciprocamente, suponhamos que S é um semigrupo regular e que os seus idempotentes comutam.
Sejam o',a" € V(a). E claro que d'a,d"a € E(S). Repare-se agora que d'a.%a.Za"a e, consequente-
mente, d'a.Za”a. Como os idempotentes comutam e todo o idempotente é uma identidade direita na sua
Z-classe pela Observagdo 2.1.15, obtemos

a’a = a’aa”a = a”aa’a = a”a.

Analogamente se prova que aa’ = ad” recorrendo a relagdo Z. Por fim, temos

/ /o) n_ ! n_n "
a =aaa =a aa =a aa =a ,

e, consequentemente, a tem um dnico inverso em S como se pretendia. O

Com esta tltima caracterizagdo pode-se verificar que para a e b elementos de um semigrupo inverso
Separae € E(S), se tem

Além disso, a~'a, aa™!, aea™' € E(S).

Observagdo 2.1.23. Num semigrupo inverso S, dados a,b € S, entdo

a¥b < a 'la=b"'b,

aRb <~ aa"' =bb7 !,
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€, portanto,
a’b < ala=b"'b,aa” =bb7".

Observe-se ainda que se e € E(S),

1 1

ea <= a a=aa =ce.

Definicio 2.1.24. Dado um semigrupo inverso S, a relagdo definida por
a<b <= a= be, para algum e € E(S)
€ uma ordem parcial em S compativel com o produto, chamada a ordem natural ou canénica.

Definicao 2.1.25. Um semigrupo inverso S diz-se E-unitdrio se
Va€S, e;eac E(S) = a € E(S).

Esta defini¢do é equivalente a dizer que se ae € E(S) entdo a € E(S), ou ainda a dizer que se f € E(S)
e f<aentioa € E(S).

Definicao 2.1.26. Dado 0 : S — T um morfismo entre semigrupos, dizemos que o morfismo 8 separa
idempotentes se, parae, f € S, se e0 = f0 entdo e = f.

Teorema 2.1.27 (Teorema de McAlister). Todo o semigrupo inverso é imagem por um morfismo que

separa idempotentes de um semigrupo inverso E-unitdrio.

Demonstra¢do. Consultar [23, Corolério VIL.4.6]. L]

Os préximos resultados serdo indispensdveis para o nosso estudo.

Lema 2.1.28 (Lema de Lallement). Seja 0 : S — T um morfismo sobrejetivo entre semigrupos regula-

res. Se f for um idempotente de T, entdo existe um idempotente e em S tal que f = e0.

Demonstragdo. Sejam f € E(T) e a € S tais que a8 = f. Seja ainda x € V(a?). Entéo

(axa)(axa) = a(xa’x)a = axa

e, portanto,
(axa)0 = (aB)(x0)(a) = (a*0)(x0)(a*6)
= (a®xa®)0 = (a®)0 = ab = f.
Logo, existe e := axa € E(S) tal que f = e0. O

Teorema 2.1.29. Sejam S um semigrupo inverso, T um semigrupo e ¢ : S — T um morfismo sobrejetivo.

Entdo T é um semigrupo inverso.

Demonstracdo. Sejamt € T e s € S tais que s¢ =¢. Entao,

t=50=(ss'5)p = (s¢)(s ') (s¢) =t(s"" ).
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e notemos ainda que s~'¢ = (s~'¢)t(s~'¢). Por outro lado, dados fi, f> € E(T), pelo Lema de Lalle-
ment 2.1.28, existem e}, e, € E(S) tal que e;¢ = fi e e2¢ = f>. Assim,

fifa=(e19)(e20) = (e1€2)9
= (ez2e1)9 = (e29)(e19) = fof1-

Daqui se conclui que 7 € um semigrupo inverso. O

2.2 Semigrupos completamente regulares

Vamos agora considerar a classe dos semigrupos completamente regulares, que veremos serem
unides de grupos.

Definicao 2.2.1. Um elemento a num semigrupo S diz-se completamente regular se a = axa e xa = ax
para algum x em S. Um semigrupo § diz-se um semigrupo completamente regular se todos os seus
elementos forem completamente regulares.

Um semigrupo completamente regular S pode também ser visto como um semigrupo onde existe

1

uma operacio undria a — a_, com as seguintes trés propriedades:

(@) '=a

aaila:a,

sendo a~! um inverso especial de a € S.
Proposicao 2.2.2. Dada uma 5¢€-classe H de um semigrupo S, as seguintes condigcdes sdo equivalentes:
(i) H contém um idempotente;
(ii) Todo o elemento de H é completamente regular;
(iii) H contém um elemento completamente regular.
Demonstracdo. Consultar [23, Lema 1.7.5.]. ]
Teorema 2.2.3. Dado um semigrupo S, sdo equivalentes as seguintes condi¢cdes:
(i) S é completamente regular;
(ii) Todo o elemento de S pertence a um subgrupo de S;
(iii) Toda a 7€ -classe de S é um grupo.
Demonstracdo. Consultar [18, Proposicao 4.1.1]. O
Segue, portanto, que

Corolario 2.2.3.1. Um semigrupo S é completamente regular se e s6 se unido disjunta dos seus subgru-

pos maximais.

Lema 2.2.4. Seja T um subsemigrupo regular de um semirgrupo completamente regular S. Entdo T é

completamente regular.
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Demonstragdo. Sejaa € T e x um inverso de a*> em T'. Entdo axa € E (T) e, claramente, axa € aT NTa.

1

Por outro lado, considere-se o inverso ¢! de a tal queaa ' = a 1a. Entdo,

a=aa 'a=a"'a* = a 'd’xd® = (axa)a

e, analogamente, a = a(axa), donde a € axaT N Taxa. Assim a7/ axa em S e, portanto, H, contém um
idempotente. Pela Proposi¢do 2.2.2, obtemos que a é completamente regular. O

Definicao 2.2.5. Um semigrupo de Clifford € um semigrupo inverso completamente regular.

Um semigrupo de Clifford pode também ser considerado como um semigrupo completamente regular
S, no qual

(e oy ) =0y D), vy es.
Além disso, os semigrupos de Clifford sao exatamente os semi-reticulados fortes de grupos, que passa-
mos a descrever.

Primeiro, seja S um semigrupo e p um congruéncia em S. Entdo, definindo em 5/ p um produto por,
dados a,b € S,

(ap)(bp) = (ab)p,

obtemos um semigrupo, e definindo a aplicagéo

pi:S— %/,

a——ap

obtemos um morfismo entre semigrupos.

SeS/ p € um semi-reticulado, entdo cada classe ap € um subsemigrupo de S. Além disso,
(ab)p = (ba)p, Ya,b € S.

SeY := S/p entdo, neste caso, S = Ugey Sy em que Sy € uma p-classe, e dizemos que S é um semi-
reticulado Y de semigrupos Sq, 0 €Y.

Sejam agora ¥ um semi-reticulado e {S¢ } ey um conjunto de semigrupos tais que S N Sg = 0 se
a # f3. Suponhamos que, para &, 3 € Y com a > f3, existe um morfismo @y g : S¢ — Sg, tal que Pg o
¢ o morfismo identidade ids,, e

Oop Ppy = oy, se 0 > B > 7. 2.1)

Defina-se uma multiplica¢do no conjunto S = UgecySq em termos das multiplicacdes nos componentes
So € nos morfismos @y, g pela regra

ab = (afq ap) (b9p ap)

paracadaa € Sq e b € Sg.

Sea € Sq,b € Sp eceSy entdo, pelas propriedades dos morfismos e pela condigdo de transitividade
2.1, temos

(ab)c = (a¢(x,txﬁ)(b¢ﬁ,aﬁ)c
= [ ( (a‘l)a,aﬁ)(bq)ﬁ,aﬁ) ) (Poc[)’,ocﬁy] (C‘py.,ocﬁy)
= (a¢a,aﬁ}/) (b¢ﬁ7aﬁy) (C(py,(xﬁy)a
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que se prova ser igual a a(bc). Assim, a multiplica¢do definida é associativa e portanto S é um semigrupo
que se denota por

S= [Y;Sa7¢a,ﬁ]

e se chama um semi-reticulado forte de semigrupos.
Os semigrupos de Clifford podem entdo ser caracterizados como sendo semi-reticulados fortes de
grupos [ 18], ou ainda como semigrupos regulares em que os idempotentes sdo centrais.

Definicao 2.2.6. Entendemos por elemento central de um semigrupo S um elemento c tal que cs = sc
para qualquer s € S.

O conjunto de todos os elementos centrais de um semigrupo S forma um subsemigrupo, que se denota
por Z(S) e é chamado o centro de S. Mais geralmente,

Definicao 2.2.7. Dado A um subconjunto ndo vazio de S, definimos o centralizador de A em S como
sendo o conjunto

Al ={seS:sa=asVaecA}.
Em particular, S§ = Z(S).

Como exemplos de semigrupos inversos até agora menciondmos os grupos, os semi-reticulados e
os semigrupos de Clifford. Entre os semigrupos inversos encontramos também o semigrupo inverso
simétrico que na teoria dos semigrupos inversos tem o papel de grupo simétrico na teoria dos grupos.

Dado um conjunto ndo vazio X, o conjunto .# (X ) constituido por todas as aplica¢des parciais injeti-
vas de X e munido da operagdo composic¢do de relagdes o: se a, 8 € .#(X), entdo (x,y) € o3 se e s6

se existe zem X tal que (x,z) € a e (z,y) € B, forma um semigrupo inverso, chamado semigrupo inverso

simétrico em X.

Exemplo 2.2.8. Se X = {1,2}, entéo .# (X) consiste nas aplicagdes

()0
e~ () o- () o= () - )

juntamente com a aplicagdo vazia 0, tendo-se E(.# (X)) = {1y : U C X }.

Como dissemos este semigrupo tem o papel do grupo simétrico sendo possivel obter o andlogo do
Teorema de Cayley. Wagner (1952) e, independentemente, Preston (1954) mostraram que:

Teorema 2.2.9. Seja S um semigrupo inverso. Entdo existe um semigrupo inverso simétrico . (X) e um
morfismo injetivo ¢ de S em .7 (X).

Demonstra¢do. Tomando X = S, defina-se ¢ : S — .#(S) por: para cada a € S, seja ap = A, onde

Ao:Saa™ ' — Sa”la

X — Xa.

As relagdes A, sdo de facto aplicagdes parciais injetivas em S e ¢ um morfismo injetivo [18, Teo-
rema 1.1.2]. L]
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2.3 Congruéncias

Nesta sec¢do tratamos congruéncias em semigrupos inversos comecando com alguns resultados num

semigrupo arbitrario.

Teorema 2.3.1 (1° Teorema do isomorfismo). Sejam S e T semigrupos e ¢ : S — T um morfismo. Entdo
a relagdo

kerg =¢odp~' ={(a,b) €SxS:ap =bo}

¢ uma congruéncia em S, e existe um morfismo injetivo o : S/ kero — T tal que ima, = im¢ e o diagrama

abaixo comuta. Em particular, se ¢ é sobrejetivo entdo T = 5/ ker¢-

s— 71

o 27

b/kertp

Figura 2.2: Diagrama comutativo

Demonstracdo. Consultar [18, Teorema 1.5.2]. ]

Iremos também necessitar de ter presente o seguinte:

Teorema 2.3.2 (3° Teorema do isomorfismo). Para quaisquer duas congruéncias p e T num semigrupo
S tais que p C T, defina-se a relagdo */, em S/p por, para a,b € S,

(ap)(*/p)(bp) < atb.
Entdo ®/, é uma congruéncia em®/, e (S/P)/(f/p) =5/
Demonstracdo. Consultar [18, Teorema 1.5.4]. O]

Em seguida mostramos como uma congruéncia p num semigrupo inverso S fica completamente
determinada pela unido de p-classes que contém idempotentes e pela sua restricdo ao semi-reticulado
de idempotentes E(S). Para tal, iremos caracterizar este par de pardmetros de uma congruéncia, o qual
chamaremos par de congruéncia e, reciprocamente, construiremos a unica congruéncia associada a um
tal par.

O préximo lema serd usado frequentemente e sem referéncia explicita.

Lema 2.3.3. Seja p uma congruéncia num semigrupo inverso S. Para quaisquer x,y € S, se xpy entdo

oyl

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.1.29, o quociente 5/ p € um semigrupo inverso, uma vez que p% é um
morfismo sobrejetivo. Consequentemente, para cadax € S, x ' p é um inverso de xp em 5/ p €, portanto,
x~'p = (xp)~!, pela unicidade de inversos. Logo, se xpy entdo x 'p = (xp)~! = (yp)~! =y~ !p, donde
x oy L. O
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Definicao 2.3.4. Dada uma congruéncia p num semigrupo inverso S definimos o kernel (ou niicleo) e o
traco de p, respetivamente, por

kerp ={a € S:ape para algum e € E(S)},
trp =plgs)-

Observagdo 2.3.5. Percebemos que pode haver ambiguidade na notag@o ker, uma vez que tanto a usamos
para definir kernel de uma congruéncia como kernel de um morfismo, no entanto, pensamos que o leitor
distinguird os dois casos quando estes forem empregues.

Assim, podemos associar a cada congruéncia p em S um par (kerp,trp).

Definicio 2.3.6. Seja S um semigrupo inverso. Um subconjunto N de S diz-se cheio se E(S) C N. Dados
a,b € S, b~'ab diz-se um conjugado de a. Um subsemigrupo inverso cheio N de S tal que s~ 'Ns C N,
para qualquer s € S, diz-se um subsemigrupo normal de S, escrevendo-se N < S.

Definicdo 2.3.7. Seja S um semigrupo inverso. Uma congruéncia T em E(S) diz-se uma congruéncia

normal se para quaisquer e, f € E(S) e s € S, se eTf entdo s 'ests~! fs.

Definicdo 2.3.8. Seja S um semigrupo inverso. Um par (N, 7) diz-se um par de congruéncia em S se N
¢ um subsemigrupo normal de S, T é uma congruéncia normal em E(S) e satisfazem:

1

1. seeta 'ae ae€ Nentioa € Nyemquea € S, e € E(S);

2. sen €N, entdo nn 'tn~'n.

Repare-se que dada uma congruéncia p o par (kerp,trp) é um par de congruéncia. Além disso,
dado um par de congruéncia (N, T) podemos definir a relagdo p(y ;) em S por, para a,b € S,

apn,b = a'atb'b,ab~' € N.

No lema seguinte enunciamos alguns resultados que se usam na demonstracdo do préoximo Teorema.
Lema 2.3.9. Para um par de congruéncia (N, T) de um semigrupo inverso S e para a,b € S, e € E(S),
(i) se eta'a e aeb € N, entio ab € N;
(ii) se ab € N, entdo aeb € N;
(iii) se ab™' € N e a~'atb™'b, entdo a~'eatb™'eb.
Demonstracdo. Sejam a,b € See € E(S).

(i) Se aeb € N e eta”'a, entio

aeb = (ae)(bb")b = ab(b'eb)

(ab)~'(ab) = b (a'a)b T b 'eb.
Logo, pela alinea (1) da Defini¢do 2.3.8 de par de congruéncia, ab € N.
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(ii) Se ab € N, entdo aeb = (ab)(b~'eb) € N, uma vez que b~ 'eb € E(S) e N é cheio.

(iii) Suponhamos que ab~' € N e a~'ath~'b. Entdo ba~' € N, donde eba~' € N. Assim, usando em
particular a alinea (2) da Defini¢do 2.3.8 de par de congruéncia, temos

alea=(a"'ea)(a ' a)(a ' ea) T (a 'ea)(b~'b)(a 'ea)
= (a'e)(ab ") (ab™ ) (ea) T (ae)(ab™ )" (ab~ 1) (ea)
=a leba'ab ' ea
=a Yeba ") (eba ) lata(eba ) (eba )a
=a (ab~'e)(eba " a
= (a 'a)b eb(a " a) T (b~ 'b)b " eb(b™'b)
=b'eb.

O

Com o auxilio destes conceitos, apresentamos entdo uma caracterizagdo das congruéncias em semi-
grupos inversos, que foi desencadeada pelo trabalho de H. E. Scheiblich [27], sendo que uma descri¢ao
detalhada desta abordagem pode ser encontrada em [23].

Teorema 2.3.10. Seja S um semigrupo inverso. Se (N, T) é um par de congruéncia em S, entdo P, €
a vnica congruéncia p em S para a qual kerp = N e tr p = T. Reciprocamente, se p é um congruéncia

em S, entdo (kerp,trp) é um par de congruéncia em S e P(kerp,irp) = P-

Demonstragdo. Sejam (N, T) um par de congruéncia em S e p = py ). Entdo, como N € cheio e 7 é
reflexiva, p € reflexiva; como 7 é simétrica e N € um semigrupo inverso, p é simétrica. Suponhamos
agora que apb e bpc. Entao
alatb bt e
eab!,bc™' € N, donde, a(b~'b)c™' € N. Como a~'a 7 b~ 'b, pelo Lema 2.3.9 (i) vem que ac™' € N.
Assim, apc e portanto p € transitiva.
Sejam apb e c € S. Entdo

(ac) Yac) =c Yata)ec Tt (b b)e = (be) ! (be),

uma vez que a 'a T b~'b e T é uma congruéncia normal em E(S). Pela alinea (ii) do Lema 2.3.9,
(ac)(bc)~! =a(cc )b~ € N. Segue que ac p bc e, por 2.3.9 (iii),

(ca) Neca)=a (¢ e)at b (c )b = (cb) " (ch),

uma vez que a 'a T b 'beab™! € N; temos ainda (ca)(ch) ! = cab~'c™! € N, uma vez que ab~' € N
e N ¢ um subsemigrupo normal. Assim, p é um congruéncia em S.

Se ape para e € E(S), entdo a 'a T e e ae € N, o que pela Definigdo 2.3.8 (1) implica que a € N.
Além disso, se a € N, entio claramente apa—'a. Consequentemente, ker p = N; e obviamente trp = T,
ja que N é cheio.

Tomemos agora uma congruéncia A em S tal que kerA = N e trA = 7. Suponhamos primeiro
que aAb. Entio a 'Ab~! e, portanto, a~laAb~'b e ab~'Abb~'. Logoa lat b 'beab ' €N, e,
consequentemente, apb. Por outro lado, se apb, entdo a—'apb~—'b e ab~'pbb~'. Seja e = bb~!. Entdo
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a'atb'be ab™' € kerp. Como kerp = N = ker A, existe e = ¢” tal que ab~ ! Ae. Entio

a(a'a) A a(b~'b) = (ab~'b A eb,
b=>b(b"'b) A b(a"'a) = (ba ")a A ea,

donde ebAeea = ea e, portanto, adlebAeaAb. Consequentemente, p = A 0 que prova a unicidade.
Reciprocamente, se p € uma congruéncia em S, é claro que (ker p,trp) é um par de congruéncia em

S. Pelo que acabdmos de ver tem-se ker Pk p irp) = ker p € tambeém 1r P(ierp 1rp) = trp. Além disso,

tem-se Pkerp 1rp) = P» 0 que conclui a demonstragdo. O

Tenhamos presente que dada uma congruéncia p em S, entdo
apb = ala trp b~ 'b, ab™! € kerp,
para a,b € S. Além disso, temos também
apb < aa ' trp bb™', a7 'b € kerp.

Definicao 2.3.11. Seja p um congruéncia num semigrupo inverso S. Definimos duas relagdes p,,.. €

Pmin €m S por

APmaxh = a ‘eapb~'eb, Ve € E(S),

aa~' p bb~!

1

apmmb A
epaa” ", ea=eb paraalgume € E(S).

Proposicao 2.3.12. Sejam S um semigrupo inverso e T uma congruéncia normal em E(S). Entdo a

relacdo Tyqx € a maior congruéncia em S com trago T.

Demonstracdo. A verificacdo que 7T,,,, ¢ uma relacdo de equivaléncia € clara. Para vermos que é uma
congruéncia, suponhamos at,.b e seja ¢ € S. Entdo, usando a normalidade de 7 temos, para e em E(S),

(ac)'e(ac) = ¢ Y(atea)c T ¢ (b teb)c = (bc)te(bc)
e portanto acTygcbe. Ainda, como ¢~ 'ec € E(S) para cada e € E(S), temos,
(ca)'e(ca) =a (¢ lec)a T b (¢ ec)b = (cb)'e(ch)

e portanto caTy,qxch.

Suponhamos agora que et f. Entéo, para g € E(S),

e lge=getgf=f"gf

e portanto (e, f) € 17 Tpqay. Reciprocamente, se (e, f) € Tnax N (E(S) X E(S)), entdo ge T gf para qualquer
g € E(S). Em particular,

e=ecetTef,

f=rrtfe
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Segue-se que et f, donde tr T = T, como pretendiamos.
Finalmente, iremos mostrar que T, ¢ a maior congruéncia com traco 7. Seja p uma congruéncia
em S cujo traco é T e suponhamos que apb. Entdo a~'pb~!, e portanto, para e em E(S),

(aea,b~"eb) € pN(E(S) X E(S)) = 7.
Logo at,,.xb, pelo que p C Tyqy- ]

Proposicio 2.3.13. Seja p uma congruéncia num semigrupo inverso S. Entdo S/ p € um grupo se e so se

trp = E(S) x E(S).

Demonstragdo. Suponhamos primeiro que 5/ p € um grupo. Entdo p" aplica todo o idempotente de S na
identidade de 5/, e, portanto, E(S) x E(S) C trp, mas trp C E(S) x E(S), donde se tem a igualdade.
Reciprocamente, suponhamos que rrp = E(S) x E(S). Pelo Lema de Lallement 2.1.28, todo o idempo-
tente de 5/ p € imagem por p? de um idempotente de S. Entdo S/ p € um semigrupo inverso com apenas

um idempotente, e , portanto, 5/ p € um grupo. 0

Proposicao 2.3.14. Sejam S um semigrupo inverso e T uma congruéncia normal em E(S). Entdo a

relacdo T, é a menor congruéncia em S com traco T.

Demonstragdo. Sejam (a,b), (b,c) € Typin. Entdo aa~' thb~! e existem e, f € E(S) taisque e Taa™' 7 f,
ea=ebe fb= fc. Assim, ef Taa"' e efa = efc, donde se conclui que (a,c) € Tyin, € portanto que
Tmin € transitiva. A reflexividade e a simetria de 7,,;,, sdo imediatas.

1

Tomemos agora (a,b) € Ty, € ¢ € S. Entdo, aa~ ! thb~! e existe e € E(S) tal que e T aa~' e ea = eb.

Como 7 é normal,

(ca)(ca) ' = claa e Te(bb™ e = (eb)(ch) !

e portanto, temos cec” ' t(ca)(ca)~! tal que

(cec™V)ca = cea = ceb = (cec™)cb.

Logo (ca,cb) € Ty;y. Por outro lado,

(ac)(ac) ' =a(cca!

=aa 'a(cc a1 eacc™'a™!

= eacc 'a e
=ebcc b e
=ebce b T becb7!

= (be)(be) ™t
Entio, e(ac)(ac)~' taa="(ac)(ac)~! = (ac)(ac)~!. Além disso,
e(ac)(ac) ™ (ac) = (ac)(ac) ' (ea)c = (ac)(ac) ' (eb)c = e(ac)(ac) ' (be),

i.e. f(ac) = f(bc) para o idempotente f := e(ac)(ac)~'. Assim (ac,bc) € T, e fica provado que T, é
uma congruéncia em S.
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Verifiquemos agora que ¢ T,,;, = T. Para isso sejam (e, f) € 7. Entdo ee” ' tff~! e existe o idempo-
tente ef tal que

ef Tee !,

(ef)e=(ef)f.

Logo (e, f) € t7 Tyin. Reciprocamente seja (e, f) € Tyin N (E(S) x E(S)). Entdo e = ee ' 1 ff 1 = f.
Por dltimo, vejamos que T,,;; € a menor congruéncia com traco 7. Sejam p uma congruéncia em S
com traco T e (a,b) € Ty. Entdo aa'pbb~! e existe um idempotente e tal que epaa~! e ea = eb. Logo

a=aa"'a p ea
=ebp bbb 'b=0b.
Portanto, 7,,;, C p como pretendiamos. L]

Sendo S um semigrupo inversos e T = E(S) x E(S) a congruéncia universal em E(S), pela Proposicao
2.3.13, vemos que
Tin = {(a,b) €S X S: (e € E(S))ea =eb}

¢ a menor congruéncia p em S tal que 5/ p € um grupo. A esta congruéncia damos o nome de menor
congruéncia de grupo em S e denotamo-la por o. Dito de outra forma, 5 /5 é 0 maior quociente de grupo
de S, i.e., para toda a congruéncia p de S tal que 5/, é um grupo, existe um morfismo ¢ : 5/5 — 5/, tal
que o diagrama abaixo comuta.

S —C 5/,

A A

S/p

Figura 2.3: Diagrama comutativo

Outra congruéncia que devemos ter presente para os resultados que se seguem é a congruéncia sinta-
tica.

Defini¢io 2.3.15. Seja H um subconjunto nio vazio de um semigrupo S. Definimos a relacdo 7/ em §
por
ath < (xay € H <= xby € H, Vx,y € S!),

a qual damos o nome de congruéncia sintdtica de H.

Defini¢ao 2.3.16. Sejam H um subconjunto e p uma congruéncia num semigrupo S. Dizemos que p

satura H se H € unido de algumas p-classes.

Proposicio 2.3.17. Para um subconjunto néo vazio H de um semigrupo S, a congruéncia t" é a maior

congruéncia em S que satura H.
Demonstragdo. Consultar [23, Proposicao 111.4.4]. O
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Definicao 2.3.18. Seja S um semigrupo inverso. Um subsemigrupo inverso cheio K de S diz-se um
kernel em S se, para a,b € S, satisfaz

abe K — aKb CK.

Em particular, para a € S, temos a~'a € K e portanto a~' Ka C K. Consequentemente,

Observagdo 2.3.19. Todo o kernel num semigrupo S € um subsemigrupo normal de S.

Teorema 2.3.20. Seja S um semigrupo inverso. Um subconjunto K de S é um kernel em S se e so se K é

o kernel de alguma congruéncia em S.

Demonstragdo. Sejam p uma congruéncia em S, k € kerp e a,b € S tais que ab € kerp. Entdo abpe e
kp f para alguns e, f € E(S). Portanto,

akb p afb = a(fbb=")b = (ab)(b~' fb) p e(b™' fb)

o que prova que akb € ker p. Consequentemente, ker p € um kernel em S.

Reciprocamente seja K um kernel em S. Pela Proposicdo 2.3.17, 7K é a maior congruéncia que satura
K e portanto, como K é cheio, temos ker T8 C K. Sejam agora k € K e x,y € S. Entio k,k~' € K, e por
definicdo de kernel em S temos

xky €K = (xk)y €K = (vh)k 'y e K = xkk 'y e K.
Por outro lado,
xkk~'ye K = (xkk ky € K = x(kk 'k)y € K = xky € K.

Consequentemente, kt8kk~!, donde k € ker tX. Portanto K = ker tX, o que termina a demonstragio. [

2.3.1 Congruéncias que separam idempotentes

Nesta sec¢do definimos o conceito de congruéncia que separa idempotentes, introduzindo a maior
destas congruéncias u. Trata-se de uma sec¢do importante no nosso estudo e que desencadeia a sec¢do
que lhe sucede, no sentido em que introduz os subsemigrupos normais de um semigrupo S contidos no
centralizador E(S)& - os quais iremos denominar por i-normais.

No que se segue Ag denota a congruéncia identidade num semigrupo S, e Vg a congruéncia universal.
Podemos escrever apenas A ou V se for claro o semigrupo a que nos referimos.

Definicao 2.3.21. Uma congruéncia p num semigrupo S diz-se uma congruéncia que separa idempoten-
tes se, paracada e, f € E(S), epf implica e = f.

As congruéncias num semigrupo inverso S que separam idempotentes, ou seja, cujo trago é a relagao
igualdade A em E(S), formam um reticulado modular completo - um reticulado modular L tal que para
todo o subconjunto X C L existe AX, ou equivalentemente, existe VX - isomorfo ao reticulado de todos
os subsemigrupos normais de S contidos no centralizador de E(S) em S. Estas congruéncias coincidem
com as congruéncias arbitrdrias num grupo.

Repare-se agora que atendendo a Defini¢do 2.3.8 de par de congruéncia, (N,A) é um par de con-

1

gruéncia se e s6 se N é um subsemigrupo normal de S tal que se n € N entdo nn~' = n~'n. Além disso,
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se p € uma congruéncia que separa idempotentes, entdo p = p(y a) para certo N, donde para a,b € S,
apb <= ala=b"'b,ab ' €N

e denotamos p por py. Consequentemente, para um dado semigrupo inverso S, poderemos falar no
semigrupo inverso 5/ py- Estes semigrupos vao entdo surgir no estudo que se seguird de formagdes e
classes de Fitting de semigrupos inversos, e serd ainda necessario ter presente as seguintes observacdes.

Observagdo 2.3.22. Dadas duas congruéncias que separam idempotentes Py € Py num semigrupo in-
verso S tais que py C py, podemos considerar duas congruéncias pu Jon) € Pm / v O semigrupo inverso
5/ 0y € observar que

Py = P /oy

Demonstragdo. Em primeiro lugar, vejamos que ¥/ py € normal em 5/ py € que, se mpy € My py €Ntao
(mpy)(mpy)~" = (mpy)~' (mpy). Para tal, consideremos o morfismo sobrejetivo

0:M— M/

m— mpn.

Entdo, pelo Teorema 2.1.29 e pelo Lema de Lallement 2.1.28, ¥/, & um semigrupo inverso cheio.

Tomemos agora s € S e m € M, entdo (spy)(mpy)(spy) ! = (sms™')py € M/p,, uma vez que M é um

1

subsemigrupo normal de S. Além disso, como mm ™' = m™'m para m € M, temos

(mpn)(mpy) ! = (mpw)(m™' px) = (mm™")py
= (m™'m)py = (m™"' pn)(mpy) = (mpy) ™" (mpw),

como se pretendia.

Sejam agora a,b € S. Entéo,

(apn) P¥ /oy (bpn) <= apub (pelo Teorema 2.3.2)
— ala= b_lb, ab~leM
< (a'a)py = (b7'b)py, (ab™"py € M/, (uma vez que py separa idempotentes)
<= (apn) ' (apn) = (bpx)~' (bpw), (apn)(bpn) ' € M /p,
< (apn)py,,)(bPN).

O]

Observagdo 2.3.23. Nas condi¢des da Observacdo 2.3.22, podemos observar que pelo 3° Teorema do
isomorfismo 2.3.2 temos

2

/o) SR
/ P /py) fpu

Observagao 2.3.24. Para um semigrupo inverso S, a congruéncia que separa idempotentes pg(s) € a
congruéncia identidade Ag.

E costume denotar por g, ou simplesmente i se for claro o semigrupo S em questdo, a maior
congruéncia que separa idempotentes, i.e. Ayq,. Assim, pela Proposicdo 2.3.11, temos

w={(a,b) €SxS:VYe € E(S)a 'ea=b"'eb}.
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Teorema 2.3.25. Seja S um semigrupo inverso. Entdo ker i = E(S)& e
pw={(a,b)cSxS:ala=b"'beab™' c E(S)E}.
Demonstragdo. Seja a € E(S)&. Entdo, para cada e € E(S),

alea=a'ae=a"'aea 'a= (a"'a) 'ea 'a.
Assim apta”'a, e portanto a € ker .

Reciprocamente, seja a € ker (. Entdo ap f para algum f € E(S), donde

1, 1 2 -1
a puf=f=funa a
Logo a! wa'ae, consequentemente, a tta'a. Portanto, para e € E(S), temos

ailea =a 'aea " 'a=a 'ae.

1

Assim, aa~'ea = ae, donde ea = ae. Portanto, a € E(S)E&.

A 1ltima parte deste Teorema resulta do Teorema 2.3.10. O

Proposicao 2.3.26. Seja S um semigrupo inverso. Entdo | = 77”, a maior congruéncia em S contida
em FC.

Demonstragdo. Provemos primeiro que u C JZ e, para tal, seja aub. Entdo a 'a = b~'b e, como
a~'ub~!, também temos aa~' = bb~'. Logo, a#b.

Para vermos que ( é a maior congruéncia contida em .#’, consideremos uma congruéncia p C J7, e
suponhamos que apb. Entio a~!pb~!, e, portanto, (a~'ea,b~'eb) € p C # paracada e € E(S). Como

1

nenhuma .7#-classe pode conter mais que um idempotente, deduzimos que a~'ea = b~ 'eb para qualquer

e € E(S). Consequentemente, aith como pretendiamos. 0

Observagdo 2.3.27. Note-se que se p é uma congruéncia tal que kerp C E(S)& entdo p C U, e portanto
p separa idempotentes.

Se S é um semigrupo inverso e Nj, N, s@o subsemigrupos inversos de S, entdo o subsemigrupo <
N1,N, > gerado por Ny UN, é ainda inverso. Além disso, se N; e N, sdo subsemigrupos normais em S
tais que Ni,N, C E(S)&, entdo o proximo resultado também nos diz que < Ny, N, >= N|N.

Proposicao 2.3.28. Seja S um semigrupo inverso. Sejam N e L subsemigrupos normais de S contidos
em E(S)&. Entdo, < N,L >= NL = LN.

Demonstracdo. Sejamn € N,I € L. Entdo n € E(S)¢& e, portanto,
In=1(I""n=1In(1""1) = (InI" ")l € NL,

o que mostra que LN C NL. Analogamente se conclui que NL C LN, e portanto NL = LN. Segue
que NL é subsemigrupo de S contendo tanto N como L. Ora como (xy)~' =y~ 'x~! em S, entdo NL é
inverso visto N, L serem inversos. Portanto < N,L >C NL, mas é obvio que NL C< N,L >, pelo que

sdo iguais. O
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Proposicio 2.3.29. Sejam S um semigrupo inverso e N um subsemigrupo normal de S contido em E(S)&.
Entao,
apyb < asb, Na= Nb.

Demonstragcdo. Se apyb, entio a.7Z’b pela Proposicdo 2.3.26, e portanto
a=a(a 'a) = (ab~")b € Nb,

donde Na C Nb. Do mesmo modo, Nb C Na, donde se obtém a igualdade. Reciprocamente, admitamos
que as#b e Na = Nb. Entio a = nb para algum n € N e assim, ab~! = n(bb~") € N. Portanto, apyb. [

Observagado 2.3.30. Note-se que num semigrupo de Clifford S tem-se E(S)& = S. Entéo, pela Proposi¢do
2.3.29, ps=p = etem-se 5/ 2 E(S).

2.4 Conjugacao e subsemigrupos normais

Ao generalizar um conceito, pode ser tentador pensar que deveria haver uma tnica forma correta de o
fazer. A visdo que se adotaem [1] € a de que, como a teoria dos semigrupos é muito vasta, provavelmente
ndo é razodvel esperar uma noc¢do Unica de conjugacdo adequada a todas as classes. Aconselha-se a
considerar uma nocdo de acordo com o fim que se pretende; quer seja, por exemplo, para semigrupos
livres, para monéides de transi¢io de automatos, ou até mesmo para o nosso estudo. E um pouco sobre
isto que recai esta seccdo, uma breve discussdo sobre qual a nog¢do "certa" de conjugacdo que deveremos
adotar e, consequentemente, qual a no¢io de subsemigrupo normal que deveremos escolher. A escolha
deve ser feita de acordo com a nossa necessidade de, no préximo capitulo, associar a cada subsemigrupo
normal de um semigrupo S um kernel de uma congruéncia p, de modo a podermos tomar quocientes da
forma S /.

Entendemos por conjugacdo de uma classe de semigrupos uma relacdo de equivaléncia definida na
linguagem dessa classe e que coincida com a no¢do de conjugacdo em teoria dos grupos, sempre que
esse semigrupo for um grupo [1].

Para elementos a e b de um grupo G, a e b dizem-se conjugados se g~

ag = b para algum g € G.
Repare-se que a conjugacdo em grupos é uma relacio de equivaléncia e admite diferentes formulagdes
que evitam inversos, o que permite a sua generalizagcdo a qualquer semigrupo. Por exemplo, se G € um

grupo, entdo a, b € G satisfazem b = g~

ag se e sé se a =uv e b =vu para alguns u,v € G (nomeadamente
u=gev=g 'a). Pode-se tentar considerar esta dltima formulagio para um semigrupo arbitrrio ou
mesmo um mondide, mas em geral a relagdo ndo vem transitiva. Porém, num semigrupo livre A™ - um
semigrupo cujos elementos (letras) sdo sequéncias finitas de elementos de um alfabeto A com a operagdo

de concatenagdo associada - podemos definir uma relagéo, ~,, do seguinte modo:
a~,b < du,v cAta=uv, b=vu.

Neste caso, ~,, ¢ uma relagéo de equivalénciaem A™ e, portanto, pode ser considerada como uma nogao

de conjugacdo. Como dissemos, num semigrupo arbitrério S, a relacdo ~, ndo € transitiva apesar de

ser reflexiva e simétrica, mas se considerarmos o fecho transitivo ~7, de ~, entdo ~7, € uma relagéo
. ~ . .k e .

de conjugacdo num semigrupo qualquer. Esta relacdo ~, foi creditada por Lallement a Lyndon e a

Schiitzenberger [19].
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Tomando novamente a conjuga¢do em grupos como modelo, para a € b num grupo G, temos b =

ag para algum g € G se e s6 se gh = ag para algum g € G se e s6 se bh = ha para algum h € G

e
(nomeadamente, i = g~!). Face a esta outra formulacio, Otto [22] definiu uma relaco de equivaléncia
~, para qualquer semigrupo S, portanto, uma relacio de conjugacgdo, por:

a~ob < 3g.hecS'gb=ag, bh=ha.

No entanto, esta relacdo tem a desvantagem de ser a relag@o universal em qualquer semigrupo com zero.

Para mais informacdes sobre o estudo da conjugacdo num semigrupo arbitririo remetemos o leitor
para [1]. Notemos novamente que os resultados obtidos mostram que parece nio ser possivel obter
uma defini¢do de conjugagdo que abranja qualquer tipo de semigrupo, sendo necessdrio tomar defini¢des
diferentes de acordo com o tipo de semigrupo em causa.

No caso particular dos semigrupos inversos existe uma operag@o undria que corresponde ao inverso
no caso dos grupos e, consequentemente, o conjugado de grupo pode ser estendido a semigrupos inversos
de uma maneira natural. Para a e b num semigrupo inverso S, dizemos que a é conjugado de b se
t~'at = b e tht~! = a para algum ¢ € S. Note-se que ao contririo do que sucede num grupo precisamos
de tomar as duas condi¢des. Esta defini¢do leva-nos a de subsemigrupo normal estabelecida em 2.3.6:
um subsemigrupo inverso cheio N de S tal que s~'Ns C N para s € S.

Num semigrupo inverso S, vimos que todo o subsemigrupo N da forma N = kerp para alguma
congruéncia p € um subsemigrupo normal, e €, em particular, um kernel em S pelo Teorema 2.3.20.
Porém, nem todo o subsemigrupo normal é um kernel em S [23, Exemplo I11.4.10], ao contrario do que
sucede para grupos. Se no entanto considerarmos congruéncias que separam idempotentes estas estao
perfeitamente definidas pelos seus nticleos, o que nos levou a considerar a seguinte defini¢do.

Definicao 2.4.1. Dado S um semigrupo inverso, dizemos que um subsemigrupo inverso N de S é um
subsemigrupo i-normal em §, e denotamo-lo por N <; S, se N € um subsemigrupo normal de S e estd
contido no centralizador de E(S).

Equivalentemente,

Proposicao 2.4.2. Dado S um semigrupo inverso, um subsemigrupo inverso N de S é i-normal se e so se
N é um subsemigrupo normal de S tal que, para n € N,

Demonstracdo. Se N é i-normal, entio N C E(S)&, donde, paran € N,

nnt =n(n tn)n! = (n"'n) (nn ),

——
€E(S)
nln=n"tnn Yn=(nn=") (n"n).
——
€E(S)
Logo,
nn~! < n_ln,
n'n < nn_l,
€ portanto nn—' =n"ln.
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1 1

Reciprocamente, se N é normal em S e satisfaz nn~" = n~'n, entdo py separa idempotentes e,
consequentemente, py C U. Entdo N C kerp. Ora kerpu = E(S)E, pelo Teorema 2.3.25, donde N C

E(S)E. O

Concluimos do que vimos na secc¢io 2.3.1 que os subsemigrupos i-normais sdo exatamente os nicleos
das congruéncias que separam idempotentes. Consequentemente, para um dado subsemigrupo i-normal
N de semigrupo inverso S, vamos poder tomar o semigrupo inverso >/, .

2.5 Semigrupos inversos fundamentais

Os semigrupos inversos fundamentais, que passaremos a definir, serdo importantes na sec¢do 3.2 no
sentido em que permitirdo definir produto de duas formagdes.

Definicao 2.5.1. Um semigrupo inverso no qual a maior congruéncia que separa idempotentes € a con-
gruéncia identidade A diz-se um semigrupo inverso fundamental.

Denotamos a classe de todos os semigrupos fundamentais por .% und.
Observagdo 2.5.2. E claro que qualquer semi-reticulado é fundamental.

Teorema 2.5.3. Sejam S um semigrupo inverso e L a maior congruéncia que separa idempotentes em S.

Entdo S |, é fundamental e tem semi-reticulado de idempotentes isomorfo a E(S).

Demonstragdo. Todo o idempotente em 5/, é da forma ey, onde e € E(S). Se (ap,bu) € s /,» entdo,
para cada e € E(S),

(ap) ™" (ep)(ap) = (bu) ™" (ep)(bp),

e portanto, (a'ea)u(b~'eb). Como u separa idempotentes, segue-se que a 'ea = b~ leb, i.e. aub.
Logo S/ u € fundamental. Como o morfismo ! separa idempotentes, o resto da demonstragdo é imediato.
O

O facto de 5/ u S€r um semigrupo inverso fundamental também pode ser visto como uma consequén-
cia do préximo Teorema.

Teorema 2.5.4. Seja p uma congruéncia num semigrupo inverso S. Entdo p = Pax se e s6 se S/ p € um

semigrupo inverso fundamental.
Demonstracdo. Consultar [23, Corolario I11.3.10]. ]

Dados um semi-reticulado E e um elemento e de E, o conjunto Ee = {i € E : i < e} é um ideal
principal de E. Definimos a relagéo de uniformidade % em E por % = {(e,f) € EXE :Ee 2 Ef} e,
para cada (e, ) em %, consideramos 7, ; como sendo o conjunto de todos os isomorfismos de Ee em
Ef. O conjunto

Tp :=U{T.r:(e,f) €U}

constitui um subsemigrupo inverso do semigrupo inverso .# (E) das aplicagdes parciais injetivas em E,
a que chamamos semigrupo de Munn do semi-reticulado E.

Teorema 2.5.5. Para cada semi-reticulado E, o semigrupo de Munn Tg é um semigrupo inverso cujo

reticulado de idempotentes é isomorfo a E.

Demonstracdo. Consultar [18, Teorema 5.4.1]. O
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Exemplo 2.5.6. Seja E = {0,1,2,...}, com a ordem natural dada por 0 < 1 < 2 < .... Entdo, para cada
n, temos En = {0,1,2,...,n} e, portanto, Em = En se e s6 se m = n. Neste caso, Z = Ag e o dnico
isomorfismo em 7, , € a identidade idg,. Logo T = {idgo,idg1,idE>, ...} = E.

Teorema 2.5.7. Sejam S um semigrupo inverso e E = E(S). Existe um morfismo ¢ : S — Tg cujo kernel

é W, a maior congruéncia que separa idempotentes.
Demonstracdo. Consultar [18, Teorema 5.4.4]. O

Quando S é um semigrupo inverso fundamental, o morfismo obtido no Teorema anterior € injetivo e,

portanto, S mergulha-se em 7.

Teorema 2.5.8. Um semigrupo inverso é fundamental se e s6 se é isomorfo a um subsemigrupo inverso
cheio de Tg.

Demonstracdo. Consultar [18, Teorema 5.4.5]. O]

Corolario 2.5.8.1. O semigrupo inverso Tg é fundamental, para todo o semi-reticulado E.

2.6 Semigrupos ortodoxos

Nesta seccdo iremos introduzir os semigrupos ortodoxos que irdo surgir novamente no ultimo capi-
tulo, mas primeiro iremos definir o conjunto sandwich de dois idempotentes de um semigrupo regular.

Defini¢do 2.6.1. Sejam S um semigrupo regular e e, f € E(S). Definimos o conjunto sandwich S(e, f)
deee f por

S(e,f):={g € V(ef)NE(S): ge = fg =g}
Podemos ainda dar uma definicfo alternativa mas equivalente deste conjunto:
Se.f) :={8 €E(S):8e =g =fg, esf =ef}.

Proposico 2.6.2. Seja S um semigrupo regular e sejam e, f € E(S). Entdo o conjunto sandwich S(e, f)

é ndo vazio.
Demonstracdo. Sejam x € V(ef) e g = fxe. Entdo

(ef)g(ef) = ef*xef = efxef =ef,
g(ef)g = fxe’ fixe = f(xefx)e = fxe =g,

e, consequentemente, g € V(ef). Além disso,

g = flxefx)e = fre=g
e, claramente, ge = fg = g. Logo g € S(e, f) como pretendiamos. O

Com o préximo resultado podemos observar a relagdo que existe entre as equivaléncias de Green e o
conjunto sandwich.

Proposicao 2.6.3. Sejam S um semigrupo regular e e, f,g € E(S).
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(i) Se eZf, entdo S(e,g) = S(f,8);
(ii) Se eZf, entdo S(g,e) = S(g, f).
Demonstragdo. Consultar [18, Proposi¢do 2.5.2] O
Teorema 2.6.4. Sejam S um semigrupo regular, a’ € V(a),b' € V(b) e g € S(d'a,bb’). Entdo
b'gd €V(ab).
Demonstracdo. Temos

(ab)(b'gd')(ab) = a(bb'g)d'ab = a(gd'a)b
= agh = ad'aghb'b = a(d'agbb’)b
= a(d'abb")b = ab,

(b'gd')(ab)(b'ga") = b'(gd'a)(bb'g)d
_ b’gza’ — b’ga’,

e portanto, b'ga’ € V (ab) como pretendido. O

Proposicao 2.6.5. Seja H um subsemigrupo regular cheio de um semigrupo regular S. Entdo, para cada
acH V(a)CH

Demonstragdo. Sejaa € H. Como H é regular, existe @’ € V(a) NH. Seja x € V(a). Entdo
x = xax = xad'ax = (xa)d (ax).
Como xa,ax sdo idempotentes e H é cheio, temos que (xa)d’(ax) € H e, consequentemen, x € H. U

Definicio 2.6.6. Um semigrupo regular S diz-se um semigrupo ortodoxo se o seu conjunto de idempo-
tentes E(S) forma um subsemigrupo de S.

Teorema 2.6.7. Seja S um semigrupo regular. Sdo equivalentes as seguintes condigdes:
(i) S é ortodoxo;
(ii) Paratodose,f € E(S), fe € S(e, f);
(iii) Para todos a,b € S, V(b)V (a) C V(ab);
(iv) Paratodos e € E(S)), V(e) CE(S).

Demonstragdo. (i) = (ii): Suponhamos que S é um semigrupo ortodoxo e sejam e, f € E(S). Entdo

(fe)e = fe* = fe = f*e = f(fe),

ee(fe)f = (ef)? = ef uma vez que S é ortodoxo. Portanto, fe € S(e, f).
(ii) = (iii): Sejam a,b € S,d’ € V(a) e b' € V(b). Entdo, pelo Teorema 2.6.4, b'ga’ € V (ab) para
qualquer g € S(d'a,bb’). Como bb'd'a € S(d'a,bb’) pela alinea (ii), entdo b'a’ = b'(bb'd'a)d’ € V (ab).
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(iif) = (iv): Sejam e € E(S) e x € V(e). Entdo ex,xe € E(S), donde ex € V (ex) e xe € V(xe). Pela

alinea (iii), temos (ex)(xe) € V((xe)(ex)) e, como (xe)(ex) = xe>x = xex = x, temos ex’x = (ex)(xe) €

V(x). Assim,
— 2 _ _ 2
x =x(ex“e)x = (xex)(xex) = x°,
e, consequentemente, x ¢ um idempotente como se prentedia.
(iv) = (i): Sejam e, f € E(S). Pela Proposi¢do 2.6.2, existe g € S(e, f) e, portanto, existe um
idempotente g em V(ef). Assim, como ef € V(g) e g é idempotente, pela alinea (iv) segue que ef é
idempotente. Logo S é ortodoxo, o que conclui a demonstracio. O

Note-se que a propriedade (iii) é uma generalizagdo da propriedade dos semigrupos inversos dada
por (ab)~! = b~'a~!. Com esta condi¢io, podemos obter para semigrupos ortodoxos um resultado

conhecido para semigrupos inversos.

Proposiciio 2.6.8. Dados S um semigrupo ortodoxo, a € S, e € E(S) e d € V(a), o elemento aed é

idempotente.

Demonstragdo. Basta reparar que

/ / / / / /
(aed')? = aed aed' = aed aed aa

/ / / / /
= a(ed'a)’d = aed'ad' = aed .
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Capitulo 3

Formacoes e classes de Fitting de
semigrupos inversos finitos

Neste capitulo, e em particular na seccio 3.1, recordamos os conceitos de variedade e de formacao
de semigrupos inversos, os quais generalizam os de grupos, e iremos construir certas classes de inversos
a partir de classes de grupos correspondentes. A semelhanca do que sucede na teoria dos grupos ([11]
e [3]), vamos querer definir produto de classes, de modo a que, por exemplo na seccdo 3.2, o produto
de formacdes seja ainda uma formacgdo. Tal vai levar-nos a considerar classes que sdo "mais" do que
formacdes, uma vez que pediremos para serem fechadas apenas para imagens por morfismos que separam
idempotentes. Estas formacdes receberdo o nome de i-formagdes.

No caso particular das classes de Fitting, surgiram diversas complica¢des. Naturalmente perguntdmo-
nos se se podia considerar classes de Fitting de semigrupos inversos e o correspondente produto. Neste
caso, vdrias questdes foram deixadas em aberto, questdes estas que planeamos continuar a explorar.
Veremos entdo algumas destas dificuldades encontradas para semigrupos inversos e, em particular para
semigrupos de Clifford na sec¢do 3.4.

3.1 Formacoes

Os semigrupos inversos (finitos) ndo formam uma variedade de semigrupos (finitos), pois um subse-
migrupo de um semigrupo inverso pode ndo ser inverso. Formam no entanto uma variedade de dlgebras
de tipo (2,1) onde a operag@o undria é dada pelo inverso. No que diz respeito ao comportamento dos
morfismos note-se que todo o morfismo entre semigrupos inversos é um morfismo de tipo (2,1). Além
disso, ja vimos no Teorema 2.1.29 que dados S um semigrupo inverso, 7 um semigrupo e ¢ : S — 7 um
morfismo sobrejetivo entre semigrupos, entdo 7' € um semigrupo inverso.

Tendo em mente estes comentarios, iremos agora enunciar as definicdes de variedade e de formacao
no contexto dos semigrupos inversos.

Definicio 3.1.1. Uma classe ¥ de semigrupos inversos finitos diz-se uma variedade de semigrupos

inversos finitos se
1. Qualquer subsemigrupo inverso de um semigrupo inverso de ¥ pertence a ¥;
2. Qualquer quociente de um semigrupo inverso de ¥ pertence a ¥;

3. O produto direto de qualquer familia finita de semigrupos inversos de #' também pertence a ¥'.
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Note-se que se verifica por indu¢do no nimero de fatores que a definicdo 3.1.1 se pode reescrever
para produtos diretos de dois fatores.

Além disso, uma vez que dadas duas variedades de semigrupos inversos ¥ e 73, se pode verificar
que a intersecao ¥ N 7#; é também uma variedade de semigrupos inversos, podemos falar na variedade
gerada por um semigrupo inverso finito S, a menor que contém S, ou seja, a interse¢do de todas as que
contém S, designada por Var(S).

Exemplo 3.1.2. A classe de todos os semigrupos inversos finitos .#nv constitui uma variedade (conse-

quentemente uma formagao como veremos adiante) de semigrupos inversos.

Antes de definirmos formacgdo de semigrupos inversos, é necessario ajustar a definicdo de produto
subdireto.

Definicao 3.1.3. Um semigrupo S diz-se produto subdireto do produto de uma familia de semigrupos
inversos (S;)i—1...., se existir um mergulho ¢ : § — [T, S; tal que cada projecdo induzida m; : T — S; €

sobrejetiva.
N3ao havendo perigo de confus@o pode-se assumir que S é S¢.

Definicao 3.1.4. Uma formagdo de semigrupos inversos % é uma classe de semigrupos inversos finitos

tal que:
1. Qualquer quociente de um semigrupo inverso de .% pertence a .7 ;

2. O produto subdireto de qualquer familia finita de semigrupos inversos de .% também pertence a
F.

Tal como vimos para grupos, podemos observar que toda a variedade de semigrupos inversos é for-
magcdo de semigrupos inversos. No entanto, uma formacao de semigrupos inversos nio € necessariamente
uma variedade e veremos exemplos deste facto adiante.

Observe-se ainda que a Defini¢do 3.1.4 também pode ser reescrita para produtos subdiretos de dois
fatores.

Proposicio 3.1.5. Seja .F uma classe de semigrupos inversos finitos. A classe % é fechada para pro-
dutos subdiretos de dois fatores se e s6 se F ¢é fechada para produtos subdiretos finitdrios.

Observagdo 3.1.6. Entendemos por produto (sub)direto finitdrio um produto (sub)direto sobre um con-

junto finito em que esse conjunto é nio vazio.

Demonstracdo. Trivialmente se .% é fechada para produtos subdiretos finitdrios, entdo .# é fechada
para produtos subdiretos de dois fatores. O reciproco € verificado por indugdo no nimero de fatores do
produto direto n € N.

Para n = 2 o resultado vem por hipétese. Para n > 2, seja T produto subdireto de S1,952,...,S,,S:+1 €
% . Ento existe um mergulho ¢ : 7 < S X S X ... X S, X S+ 1 tal que cada projecdo induzida ; : T — S;
é sobrejetiva. Entdo 7" € isomorfo a um subsemigrupo inverso 7'¢ do produto direto Sy X §3 X ... X §, X

Sn+1. Considere-se agora o semigrupo inverso
M :={(a1,a2,...,an) € S1 X S2 X ... X Sy : Jay11 € Spy1,(a1,a2,....an,an1+1) € TP}.
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Entdo, M é um produto subdireto de S1,S3,...,S, €, por hipétese de indugido, M € #. Por outro lado,
considerando o mergulho

T —MxS,
v +1 G.1)

r— ((a17a27"‘7an)7an+1)

em que td = (ay,ay,...,dy,a,+1), temos que T é um produto subdireto de M e S, 1, ambos elementos de
Z e, portanto, T € . e a demonstracdo esta completa. O

Proposicio 3.1.7. Uma classe de grupos ¥ é formagdo de semigrupos inversos se e so se é formacdo

de grupos.

Demonstragdo. Se 6 : G — H é um morfismo sobrejetivo entre grupos tal que G € .#, entdo, 6 € um
morfismo sobrejetivo entre semigrupos inversos e, como .% ¢é formacao de semigrupos inversos, H € ..
Se G| e G, sdo elementos de .% e H é produto subdireto de G| e G tal que cada projecdo entre grupos
7; : H - G, induzida pelo mergulho de H em G| x G; , € sobrejetiva para i = 1,2, entdo H € isomorfo a
um subsemigrupo inverso de G; x G, na formagio de semigrupos inversos .% tal que cada projec¢ao entre
semigrupos inversos 7; : H — G; é sobrejetiva para i = 1,2, e, portanto, H € .%. Consequentemente, .#
¢é formacao de grupos, como pretendiamos.

O reciproco segue do facto de um um subsemigrupo inverso de um grupo ser um grupo. O

E claro que dadas duas formagdes de semigrupos inversos .Z; e .%», a intersecio .%; N.%, é também
uma formacao de semigrupos inversos. Portanto, tal como para variedades, dado um semigrupo inverso
finito S podemos falar na formagéo gerada por S, designada por For(S).

No que se segue convém ter presente o seguinte resultado sobre relagdes de Green num semigrupo
finito.

Proposicao 3.1.8. Sejam S e T semigrupos finitos e ¢ : S — T um morfismo sobrejetivo. Seja ainda J'
uma ¥ -classe de T. Entdo,

(i) Jo~' =JyU...UJy é unido de ¥ -classes de S;

(ii) se, para algum i=1,....k, J; é uma _# -classe minimal em {Jy,...,Ji}, entdo J;¢ =J';
(iii) se J' € regular, entdo qualquer 7 -classe J; minimal em {Jy,...,Ji} é regular;
(iv) se J' € regular, entdo existe uma vinica ¥ -classe J; minimal em {Jy,...,Ji}.

Demonstragdo. Consultar [25, Lema 4.6.10]. L]

Repare-se agora que, pela alinea (iv), se J' é uma _# -classe regular de T e J é a tnica _Z -classe
minimal de S tal que J¢ = J', entdo toda a .7 -classe de J aplica-se sobrejetivamente numa 7 -classe
de J' que contenha a sua imagem. Em particular, como os subgrupos maximais de um semigrupo sio
as ./ -classes de idempotentes, a Proposi¢do 3.1.8 diz-nos que, se J' é regular, entdo ¢ leva subgrupos
maximais de S contidos em J para subgrupos maximais de T contidos em J’, e, reciprocamente, qualquer
subgrupo maximal de T contido em J’ é imagem por ¢ de algum subgrupo maximal de S contido em J.
Este conhecimento serd util nas demonstracdes que se seguirao.
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Definicdo 3.1.9. Para uma classe de grupos .%, definimos as classes

W7 = (S semigrupo inverso : Ve = e, H, e F )
U7 = (S semigrupo inverso : 5 /5 € .F),

%7 = (S semigrupo inverso : se T'é subgrupo de S, entdo T € .%).
Proposicao 3.1.10. Seja .% uma classe de grupos. Entdo,
(i) F=WzNY;
(ii) F =UzNY;

(iii) Wz é fechada para quocientes se e s6 se F é fechada para quocientes. Se Wz é formagdo de
semigrupos inversos, entdo % é variedade de grupos;

(iv) Wz é variedade de semigrupos inversos se e sé se . é variedade de grupos;
(v) %z é formacdo de semigrupos inversos se e sé se . é formacdo de grupos;
(vi) Uz é variedade de semigrupos inversos entdo % é variedade de grupos.

Demonstracdo. Os resultados (i) e (ii) seguem do facto de todo o grupo G ser semigrupo inverso e de
s6 ter um idempotente 15 sendo H;; = G e, de num grupo G a relagio o ser a relagdo identidade, logo
G / ~G

o — .

(iii) E claro que se ## é fechada para quocientes entio .# é fechada para quocientes, uma vez que
F =Wz NY. Reciprocamente, sejam S € #z e 0 : S — T um morfismo sobrejetivo. Seja
e € E(T). Pela Proposigdo 3.1.8, existe f € E(S) tal que Hf@ = H!'. Por hipétese, H; €Fe,
como .7 ¢é fechado para quocientes, segue que H! € .#. Logo T € #5.

Suponhamos agora que ## € formagdo de semigrupos inversos. Entdo, como . = # 7 N¥Y,
Z & formagdo de semigrupos inversos. Além disso, pela Proposicdo 3.1.7, % é formagao de
grupos. Para garantir que .# ¢ variedade de grupos basta verificar que .# é fechada para subgrupos:
Sejam G € . e H um subgrupo de G. Seja ainda H' um grupo tal que existe um isomorfismo
o:H — H e H NG = 0. Defina-se agora em %, (H,G) := H' UG um produto - estendendo os
produtos em H' e G e tal que, para h € H' ;g € G, se tem g-h = g(ha),h-g = (ha)g. Note-se
que % (H,G) é um mondide inverso com identidade 1. Além disso, vemos que %, (H,G) é
um produto subdireto de G e U; tomando o mergulho y : %) (H,G) — G x U; definido por: se
x € H, xy = (xa,l); se x € G, xyy = (x,0). Agora, como U; tem subgrupos maximais triviais,
U, € %#. Por outro lado, como G € % e .% é formagdo de semigrupos inversos, segue-se que
% (H,G) € #. Consequentemente, H € .% como pretendiamos, uma vez que H é um subgrupo
maximal de %, (H,G).

Observagdo 3.1.11. Nesta demonstra¢do U; denota o A-semi-reticulado {0, 1}, onde a operagdo A
¢é dada por:

>

0
0
0

-

- o
= o

Figura 3.1: "Operacdo em U;"
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(iv)

v)

(vi)

Observagdo 3.1.12. Esta demonstragdo segue das proposi¢des 2.7 e 4.1 de [15].

Suponhamos que ## é variedade de semigrupos inversos. Entdo, ## é formacdo de semigrupos
inversos e, consequentemente, .% € variedade de grupos pela alinea anterior.

Reciprocamente, se .% é uma variedade de grupos, entdo .% é fechada para quocientes, donde, pela
alinea anterior, # 5 é fechada para quocientes. Sejam agora S € #z, T um subsemigrupo inverso
deSeec E(T). Entio e € E(S) e H> € .%. Como H! < HS e .F é variedade de grupos, segue-se
que H € .. Portanto, T € ##. Por tltimo, sejam S1,S» € # 7. Seja ainda e € E(S] X S).
Entdo e = (e},ez) para alguns e; € E(S1), e2 € E(S2). Além disso, H, = H,, X H,,. Por hipétese,
H, ,H,, € F e, como .# ¢é variedade de grupos, segue que H, € .%, donde S| x S» € #z. Logo
Wz é variedade de semigrupos inversos como pretendiamos.

Sejam S € % e 6 : S — T um morfismo sobrejetivo. Consideremos o morfismo

90: S/Gs—> T/GT
SO5 —> (S9 )GT.
Atendendo a definicdo de ¢ e a que 0 € sobrejetiva, € claro que 0, estd bem definida e é sobrejetiva.
Como 5 /4, € F e .F é formagio de grupos, vem que 7 /5, € .F. Portanto, T € % .

Seja agora T um produto subdireto de Sy e S, elementos de .% e ¢ o respetivo mergulho de 7 em
S1 X S,. Entdo, para qualquer a,b € T,

aorb <= (am;)os,(bm;), parai=1,2,

onde 7; representa a proje¢do induzida. De facto, se aorb entdo existe e € E(T) tal que ae = be,
donde (a¢)(e¢) = (b¢)(e¢). Portanto, existe f; := em; € E(S;) tal que (am)f; = (bm;)f; para
i = 1,2 e obtemos (am;)os,(bm;). Reciprocamente, se (am;)0os,(bm;) para i = 1,2, entdo existem
fi € E(S;) tais que (am;)fi = (bm;)f;. Pelo Lema de Lallement 2.1.28, como cada m; : T — S; é
sobrejetivo, existem e; € E(T) tais que e;; = f;. Logo (ae;)m; = (be;)m;. Tomemos o idempotente

e =¢e1ep = eyey de T. Entéo

(ae)n',- = (ae,-ej)m = (ae,-)?t,-(ej)ﬂ[

= (be,-)ﬂi(ej)n'i = (beie]')ﬂ?i = (be)TL','.

Assim (ae)¢ = (be)¢ e como ¢ é injetivo vem ae = be em T e, portanto, acrb.

Podemos agora considerar o seguinte morfismo injetivo

v T/GT - Sl/Gs, X 52/052

aor — ((am)crgl s ((177:2)05).

Entio " /5, é um produto subdireto dos grupos *' /¢, € *>/o, pertencentesa .7, donde " /or € 7.
Consequentemente, T € %z e confirma-se assim que %z é formacdo de semigrupos inversos.

Reciprocamente, suponhamos que %z ¢é formacdo de semigrupos inversos, entdo, como .# =
Uz NY, .7 éformagao de semigrupos inversos. Pela Proposigdo 3.1.7, .# € formagdo de grupos.

Suponhamos que %z é variedade de semigrupos inversos. Entdo %z é formagao de semigrupos
inversos e, consequentemente, .% é formagdo de grupos. Para garantir que .% é variedade de
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grupos basta verificar que .# ¢é fechada para subgrupos: Se H é um subgrupo de um grupo G € .Z#,
entdo H é subsemigrupo inverso de G na variedade de inversos .% = Z# N¥ e, portanto, H € .%.

O

Observagdo 3.1.13. %y = {S semigrupo inverso : 5/; € 4} = #nv. Além disso, .#nv é a formagio
Form(¥,.% und) gerada pela classe de todos os grupos finitos ¢ e pela classe de todos os semigrupos
inversos finitos fundamentais .% und, o que € consequéncia de todo o semigrupo inverso S ser um quoci-
ente de um produto subdireto de um grupo G e de um semigrupo inverso fundamental F'. Se observarmos
a demonstracdo [23] vemos que de facto se S € finito podemos tomar G e F finitos.

Observagdo 3.1.14. Um produto semidirecto Y>G de um semi-reticulado Y por um grupo G, em par-
ticular um produto direto ¥ X G, € tal que rkG /o = G. Entdo, para uma classe .% de grupos, temos
F C Uz e, mais geralmente, Y>xG € %4 para qualquer Y € ¥1,G € F.

Note-se ainda que na condi¢@o (vi) da Proposi¢do 3.1.10 ndo conseguimos garantir que, se .# é
variedade de grupos entdo %z é variedade de semigrupos inversos. Para verificar tal facto vejamos um
exemplo.

Exemplo 3.1.15. Consideremos o conjunto X = {1,2,3} e o semigrupo inverso S = .# (X) com zero 0.
Como 05 = S x S, entdo ° /5, = {1}. Seja agora T = ¥(X) o grupo simétrico. Entdo T é subsemigrupo
inverso de S e or € arelacdo identidade, i.e., r /op = T. Como,

123123_123#123_123123
23 1)\32 1) \132 21 3) \321)\23 1)’
vem que T ¢ o7 mas 5/, = {1} € o7, sendo o a classe dos grupos abelianos. Assim, apesar de <7 ser
variedade, temos S € %,y mas T ¢ %, e , portanto, %, ndo é variedade.
Proposicio 3.1.16. Seja . uma classe de grupos.
(i) Se F é formagdo de grupos entdo % é formacdo de semigrupos inversos.

(ii) Se .F é variedade de grupos entdo %4 é variedade de semigrupos inversos.

Demonstracdo. (i) Sejam S € Zz e 0 : S — M um morfismo sobrejetivo entre semigrupos inversos.
Seja T um subgrupo de M. Entdo T C HY para algum e € E(T). Pelo Lema de Lallement 2.1.28,
existe f € E(S) tal que f6 = e. Além disso, pela Proposicdo 3.1.8, H;0 = H,. Como TO ' CH;e
TO~! é claramente subgrupo de S, segue-se que TO~! € .Z. Logo, T € .%, e, consequentemente,
MeZ.

Sejam agora M um produto subdireto de S; e S, elementos de & ¢ T um subgrupo de M. Entdo,
existe um mergulho ¢ : M — S x S, tal que cada projecdo induzida m; : M — S; é sobrejetiva.

Considere-se agora os subgrupos
Ty :={a; €S, :3ay € S1,(a1,a2) € TP},

T :={a €S,:3a) € Sy, (a1,a2) € TP}

de S; e S, respetivamente. Entdo o grupo T¢ € um produto subdireto de 77 e 7. Assim, como
T é isomorfo a T ¢, podemos escrever T como produto subdireto de 77 e 7> elementos de .% e,
portanto, T € .%, donde M € % 5. Logo Z# é formagado de semigrupos inversos.
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(ii) Seja agora .# uma variedade de grupos. Em particular, .% € formagdo de grupos e, consequen-
temente, 2z é formagdo de grupos. Assim, basta provar que Zz é fechado para subsemigrupos
inversos: Sejam entdo S € Zz, M um subsemigrupo inverso de S e 7 um subgrupo de M. Em
particular, T € subgrupo de S e, portanto, T € .%, donde M € Z#, o que conclui a demonstracao.

Observagdo 3.1.17. % até € fechada para subsemigrupos, nao necessariamente inversos.

Observacdo 3.1.18. Para uma classe de grupos .%, temos %z C # 7.

Comparemos agora a definicdo de formacgado de semigrupos inversos com a de grupos. Olhemos de
novo para a defini¢do de formacao de grupos 1.3.5 e para a Proposi¢do 1.3.6 que nos dd uma caracteriza-
¢do de formacdo. Em causa estdo os subgrupos normais, i.e., os niicleos de congruéncias. Em semigrupos
inversos porém, para uma congruéncia p arbitrdria, ndo temos um subsemigrupo que sé por si determine
p. Vimos que precisamos de pares de congruéncia ou na descri¢do de G. Preston [9] de uma colecdo de
subsemigrupos que sdo as classes dos idempotentes. Este facto leva naturalmente a perguntarmo-nos se
se conhecem congruéncias que sejam completamente determinadas por subsemigrupos especificos. Ora
este € o caso das congruéncias que separam idempotentes e portanto dos morfismos associados, os quais
também separam idempotentes. Assim surge o conceito de i-formacao.

Definicao 3.1.19. Uma i-formagdo de semigrupos inversos finitos % € uma classe de semigrupos inver-
sos finitos tal que:

1. Qualquer quociente que separe idempotentes de um semigrupo inverso de .# pertence a .%

2. O produto subdireto T de qualquer familia finita de semigrupos inversos S, ...,S, de .% tal que
cada projecdo induzida pelo mergulho de 7" no produto direto Sy X ... X S, separa idempotentes,
também pertence a ..

Proposicao 3.1.20. Uma classe de semigrupos inversos finitos F é uma i-formacdo de semigrupos

inversos finitos se:
(i) S€ F eN <, S, entdo /pN € Z,;
(ii) N1,N, <; S com N\NN, =E(S) e S/le_ €.% parai= 1,2, entdo S € F

Demonstrag¢do. Suponhamos que .% € uma classe de semlgrupos inversos finitos que satisfaz as condi-
¢oes (i) e (if) de 3.1.20. Sejam S um semigrupo inverso em .% e 6 : S — T um morfismo sobrejetivo que
separa idempotentes. Entdo ker  é uma congruéncia em S que separa idempotentes €, como 5 /o0 = T
pelo primeiro Teorema do isomorfismo 2.3.1, segue-se que T € .%. Por outro lado, dado S produto sub-
direto de elementos 77 e T; de .% tal que cada projecdo m; : S — T; induzida pelo mergulho de T em
S| x S, separa idempotentes, para i = 1,2, temos que /i, = T; € .F , onde ker 7; é uma congruéncia
em S que separa idempotentes. Tomemos N; := ker(ker m;). Como 7; separa idempotentes para i = 1,2,
se a € N; entdo existe ¢; € E(S) tal que am; = ;m; sendo e¢; = (e}, e?). Obtemos para a € N; NN, que
a= (el,e3), donde a € E(S). Entdo por (ii), S € F

Reciprocamente, sejam S um semigrupo inverso em .% e N um subsemigrupo i-normal de S. Entao
existe um morfismo sobrejetivo que separa idempotentes de S em 5/ py» O morfismo sobrejetivo p,E,,
donde 5/ pnv € Z . Por outro lado, admitamos que S € inverso e que N; e N> sdo subsemigrupos i-normais

59



3. FORMACOES E CLASSES DE FITTING DE SEMIGRUPOS INVERSOS FINITOS

de S tais que Ny NN, = E(S) e S/pN,- € # parai=1,2. Entio 6 : S — S/le ><S/pN2 definido por
a+— (apn,,apn,), ¢ morfismo. Além disso, 6 € injetivo pois se a,b € S, temos

(apn,,apy,) = (bpn,,bpN,) => apw,b, apn,b
— ala=b"'b, ab”' €N NN,
— ala=b"'b, ab”' € E(S)
= aAb
= a=V.

Como cada projegio de S em 5/ py, induzida por 6, para i = 1,2, € sobrejetiva e separa idempotentes, e
como . ¢ i-formacao, concluimos que S € .# como pretendiamos. O

Observagdo 3.1.21. Toda a formagdo de semigrupos inversos ¢ uma i-formacao de semigrupos inversos.

Consequentemente, como pela Proposicao 3.1.7 toda a formagado de grupos é formacdo de semigru-
pos inversos, em particular, toda a formacdo de grupos é uma i-formacao de semigrupos inversos.

Daqui em diante usaremos a defini¢cdo ou a caracterizagdo de i-formacio de semigrupos inversos
conforme for mais conveniente para as provas. Vamos agora definir também i-variedade do seguinte

modo:

Definicao 3.1.22. Uma i-variedade de semigrupos inversos finitos ¥ é uma classe de semigrupos inver-
sos finitos tal que:

1. Qualquer subsemigrupo inverso de um semigrupo inverso de ¥ pertence a 7;
2. Qualquer quociente que separa idempotentes de um semigrupo inverso de ¥ pertence a #;
3. O produto direto de qualquer familia finita de semigrupos inversos de ¥" também pertence a ¥’

Note-se que toda a variedade de semigrupos inversos é também uma i-variedade, e que toda a i-

variedade de semigrupos inversos € i-formacao.

Observagdo 3.1.23. Os resultados 3.1.10 e 3.1.16 s@o ainda verdadeiros se tomarmos as definicdes de
i-formacao e i-variedade e, em particular, se tomarmos quocientes que separam idempotentes na alinea
(iii) da Proposicéo 3.1.10.

3.2 Produto de formacoes

Nesta seccdo iremos generalizar o conceito de classe produto definido na sec¢do 1.3.3 a semigru-
pos inversos finitos. Em particular, iremos definir o produto de duas formacdes especiais, chamadas
f-formacgdes.

Definicao 3.2.1. Se 2 e % sdo classes de semigrupos inversos, definimos a classe produto 2% do

seguinte modo:
2% =(S:3IN<; Stalque Ne 2 e’/p, €).

Observagdo 3.2.2. Para grupos a defini¢do de i-normal coincide com a de normal. Logo, a classe produto
Z % definida acima quando aplicada a grupos é compativel com o produto ja definido em 1.3.17.
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Como se observou na secg¢do 1.3.3 esta operagdo ndo é associativa nem comutativa para classes
de grupos, logo ndo o € para classes de semigrupos inversos. Por outro lado, a inclusdo 2 (% %) C
(Z' %)% é novamente valida.

Tal como em grupos, as poténcias de uma classe .2~ sdo definidas por 2% = (1), e paran € N
definimos indutivamente 27" = (2" 2.

Proposicao 3.2.3. Sejam V| e V5 i-variedades de semigrupos inversos. Entdo a classe produto Y1V, é
uma i-variedade de semigrupos inversos, chamada i-variedade produto de semigrupos inversos.

Demonstracdo. Sejam S € #1¥ e T um subsemigrupo inverso de S. Entdo existe um subsemigrupo i-
normal N de Stal que N € ¥} e S/pN € ¥5. Consideremos o semigrupo NNT. Entao E(T) CNNT <, T.
Além disso, como N € 77, temos NNT € ¥]. Considere-se agora a aplicagdo

0: T/PNnT — S/PN

IPNAT > IPN-

3.2)

Trata-se claramente de um morfismo injetivo e portanto, 7 / pner € isomorfo a um subsemigrupo inverso
de s / px» donde r / pner € V2. Consequentemente, T € 77, como pretendiamos.

Sejam agora S um semigrupo inverso em #;%; e 0 : S — T um morfismo sobrejetivo que separa
idempotentes. Seja ainda N um subsemigrupo i-normal de Stal que N € ¥ e 5/ ox € 72. EntioNO <; T
e N6 € #1. Além disso, ¢ : 5/p, — T/,,, definido por spy — (56)pne, € um morfismo sobrejetivo
que separa idempotentes, donde 7 / ove € Y2, € portanto T € #175.

Finalmente, sejam S| e S, semigrupos inversos de #] % e N e N, subsemigrupos i-normais de S; e
S,, respetivamente, tais que Ny, N> € #; e 5! /o, s Sz/pN2 € 7. Entio N; x N <; S| xS, e N| X N, € ¥4.
Além disso, a aplicacdo

. Six§ N N
(P- v Z/PleN2—> I/PNIX 2/PNZ

(a1,a2)pn, <N, — (@1Ppn; 02PN, )

é um isomorfismo e, como 5! /pw, X SZ/,[,N2 € 75, temos S‘XS2/,)N1 v, € V2. Consequentemente, 1 X S, €
Y175 o que conclui a demonstragao. O

Como vimos na sec¢@o 1.3.3 em geral o produto de duas formagdes de grupos ndo é uma formacao de
grupos, portanto o mesmo se passa com formacao de semigrupos inversos e, até mesmo com i-formagdes.
No entanto, veremos que também no contexto dos semigrupos inversos existe outro produto que pode
ser definido e que preserva a propriedade de formacdo. Para tal, vamos considerar apenas certas classes
de semigrupos inversos.

Definicao 3.2.4. Uma i-formacdo de semigrupos inversos finitos que contenha todos os semigrupos

inversos fundamentais finitos diz-se uma f-formacdo.
Exemplo 3.2.5. A classe de todos os semigrupos inversos fundamentais finitos .% und é uma f-formacao.

Demonstracdo. Sejam S € Fund e N <; S. Atendendo a que Ug é trivial e é a maior congruéncia que
separa idempotentes em S, entdo, para a,b € S, se apyb temos alish e, consequentemente, a = b. Assim,
py =Ase 5/p, =S, donde ¥/, é fundamental.

Seja agora S um produto subdireto de fundamentais Ny e N,. Seja ¢ : S — N; x N, um mergulho
tal que cada projecdo induzida m; : § — N; € sobrejetiva e separa idempotentes. Repare-se primeiro
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que, recorrendo ao Lema de Lallement 2.1.28 , obtemos E(S¢) = E(S)¢. Recordemos ainda que num
semigrupo inverso S, a maior relagdo que separa idempotentes pode ser caracterizada por [l = Pg(g)¢ ou,
paraa,b € S,

apb <= a 'ea=b"'eb, Ve € E(S).

Assim, sejam a = (a1,a2), b = (b1,b2) € S¢ tais que apigyb. Entdo
a'ea=b"'eb, Ve = (e1,e;) € E(S0).

Seja fi € E(N;) qualquer. Entdo, aplicando o Lema de Lallement 2.1.28 ao morfismo sobrejetivo 7y,
existe f € E(S) tal que fm = f1. Suponhamos que f¢ = (fi, f2) para algum f, € N,. Entdo, como
9 € E(S9), temos a~' (f¢)a = b~ (f¢)b. Logo a; ' fiai = by fib; e, como f; é qualquer em E(Ny),
temos aj Uy, b1, donde a; = by porque N; € fundamental. O mesmo raciocinio pode ser aplicado a
g2 € E(N,), donde obtemos a, = b,. Logo a =b e S¢ é fundamental. Como S¢ = S, segue que S é
fundamental, como pretendiamos. O

Exemplo 3.2.6. 1. A classe dos semigrupo inversos finitos .#nv é f-formagao.
2. A classe dos grupos finitos ¢ ndo é f-formacao.

Dados S um semigrupo invero e .% uma f-formagéo, entéo, pelo Teorema 2.5.3, 5/ u € F,0que nos
vai permitir definir o .% -residual de S.

Definicao 3.2.7. Sejam .# uma f-formacao e S um semigrupo inverso. Definimos o .7 -residual de S
como o mais pequeno subsemigrupo i-normal de S cujo quociente pertence a .% e denotamos por S~ .

Proposicio 3.2.8. Sejam .% uma f-formagdo e S um semigrupo inverso. Entdo
§7 =n{N<;S: 5/, € F}.

Demonstragdo. SejaM :=N{N <;S:5/,, € .Z}. Claramente M <; S. Por outro lado, se considerarmos
o morfismo ¢ de 5/ py 1O produto direto da familia dos semigrupos inversos 5/ py» tais que N <J; S e
5/ oy € F, definido por

0: S/PM—)H{S/PN: N d;S, S/PNEy}

apy — (apN)Ngll-S, S/onEF

verificamos que ¢ é um mergulho, e que as projecdes induzidas de 5/ py €m cada um dos semigrupos
inversos 5/ py $30 sobrejetivas. Como py separa idempotentes € 0 morfismo ¢ € injetivo, obtemos ainda
que as projecdes induzidas separam idempotentes. Portanto, 5/ o € produto subdireto dos semigrupos
inversos °/p,, donde, pela Defini¢do 3.1.19, temos 5/, € Z.

Por fim, pela forma como M esta definido, obtemos que M é o mais pequeno subsemigrupo i-normal
de S cujo quociente pertence a .Z e, portanto, M = S . O

Consequentemente, S7 = E(S) se e s6 se S € .%, uma vez que PE(s) = As.

Seguindo o exemplo da seccdo 1.3.3, pretendemos agora modificar a defini¢ao de produto de classes
de modo a garantir que o correspondente produto de duas f-formacgdes seja também uma f-formacao e,
para tal, os préximos resultados serdo tteis.
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Proposicio 3.2.9. Seja .% uma f-formacdo e 0 : S — W um morfismo sobrejetivo de semigrupos inversos
que separa idempotentes. Entdo W7 = (S6)7 = (§7)6.

Demonstracdo. Sejam T := W7 e N:=T6 . Entio N < S e, como 6 separa idempotentes, temos
ainda N <; S. Sejam agora a,b € S. Entdo, como 0 separa idempotentes, temos

apyb <= apre-1b <= a 'a=b"'b,ab"' cTO!
— (a'a)0=(b"'0)0, (ab" )0 T
< (a0)"'(a0) = (b0)"'(b0), (aB)(bO) ' €T
< (a)pr(b6)

e, consequentemente,

¢3 S/PN—> W/PT

apy — (a8)pr,

¢ uma aplicagio injetiva que é claramente um isomorfismo. Como W/ pr € F, temos §7 < N, donde
(S7)8 <NO = (T~ )6 = T. Por outro lado consideremos o morfismo sobrejetivo

.S w
9:°/pgr = /p(s.y)9

apss — (a0)p(s=e-

Como S/Psﬁ € .7, temos W/P<sf>e €.Z. Portanto, T < (§7)6. Logo T = (57 )6 como pretendido. [

Proposicao 3.2.10. Dados S um semigrupo inverso, N um subsemigrupo i-normal e R um subsemigrupo
i-normal de S / ,,,, existe um subsemigrupo i-normal T de S tal que NC T eR=T/,,.

Demonstracdo. Consideremos o morfismo sobrejetivo pﬁ, (S 5/ oy €s€jaW = Rplu\,il. Verifiquemos
primeiro que W <1; S. Como (spy)R(spy)~! C R para s € S, segue que sWs~! C W. Por outro lado se
tomarmos e € E(S), entdo epy € E(5/,,) C R e, consequentemente, e € W. Seja agora w € W. Entdo,
como R <; S/pN, temos

(ww™ ")y = (wpn) (wpw) ™!

= (wpw) ' (won) = (w™'w)py,

1 1

donde ww™" =w™ 'w, uma vez que py separa idempotentes. Logo W <; S.

Tomemos agora T := NW. Pela Proposi¢ao 2.3.28, NW ¢é subsemigrupo inverso de S e contém N.
Por outro lado, é claro que E(S) C NW e NW C E(S)&. Para além disso, se s € S, como N,W < S, temos
sNWs~! = sNs~LsWs~! C NW, donde NW <; S.

Agora repare-se que, por definicdo de kernel de uma congruéncia, se n € N = ker py entdo npy €

E(S/py) C R. Portanto, para nw € T, temos nwpy = npywpy € R e, consequentemente, 7 /5, =R. O
Proposicao 3.2.11. Dados S um semigrupo inverso e T e N subsemigrupos i-normais, temos

T ~ TN
/ P(ran) — / PN -

Demonstracdo. Comecemos por observar que tanto 7N como T NN sdo subsemigrupos i-normais de S.
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Assim, consideremos o morfismo

0:7T— ™/,

It ——>1pN.
Pelo que vimos na demonstragdo da Observagdo anterior, para n € N, npy € E(5/ py)- Por outro lado,

pelo Lema de Lallement 2.1.28, temos E(5/p,) = £)/,,, donde npy = epy para algum e € E(S).
Assim, parat € T, n € N e para algum e € E(S) temos

(tn)py = (tpn) (npn)

= (tpn)(epn) = (te) pw,
o

donde segue que 0 € sobrejetiva. Logo, pelo primeiro Teorema do isomorfismo 2.3.1, temos

TN/PN = T/kerﬂ-

Como ker® = {(a,b) € T x T : apyb}, entdo ker® = Vr N py, donde "/, = T /g -, . Repare-

se ainda que 7 /y,qpy = T/p,y. basta considerar o isomorfismo definido por (V7 N py) — tprow-

Consequentemente, obtemos 7%/ on = Ty proy €Omo pretendiamos. O

Proposicao 3.2.12. Seja .% uma f-formacdo e seja S um semigrupo inverso. Se N é um subsemigrupo

i-normal de S, temos
(l) (S/PN) =95 N/PN;
(ii) se T é um subsemigrupo i-normal de S e S = TN, entdo T” N = S7 N.

Demonstragdo. (i) Pela Proposigdo 3.2.10 podemos tomar ?/,, := (5/,,)7 o menor subsemigrupo
i-normal de 5/ py CUjO quociente /o) / pw,, , Pertence a 7. Pela Observacao 2.3.23 temos
PN

$ ~ S
/PN /p(R/pN) = /PR’

donde 5/p, € .%. Como S7 é o menor subsemigrupo i-normal de S tal que o quociente S / per € 7,
temos S7 < R. Por outro lado, N < R, donde S7 N < R. Além disso, como S7 < SZN, podemos
tomar o morfismo sobrejetivo

.S S
0: /Psﬁ_» /PS.‘?N

apSf — apS'fiN7

observar que sabemos que 5/ pyr € Z e obter que 5/ pry € # . Consequentemente, pela Observa-
¢do 2.3.23,

Clo) ) e
/p(sﬁ‘%N/pN)

e, portanto, #/p, < $"N/, . Assim, R < S7N e obtemos a igualdade R = S7N.

(ii) Pela Proposi¢do 3.2.11 podemos considerar o isomorfismo

. S
0: T/Prrw—> TN/PN: /PN

IPTAN > IPN.
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Entdo, pela alinea (i) e pela Proposi¢do 3.2.9,

( T T /PTﬁN) (( T/pTﬁN)¢)9
= ( S/PN)

SN,
.

Por outro lado, pode-se verificar que

( r (TNN) /PTmN) ’J/N/PN'

Logo 7"V /5 = S"V/, . donde T?N = S7N.

Podemos finalmente definir o produto de duas f-formacdes.

Definicao 3.2.13. Sejam .#; e .%; f-formagdes. Definimos
Fl1o0FH = (S : Sngz S f]),

e denominamos .%| o .%; por f-formagdo produto de .7 com .%;.

Vejamos agora que este produto goza de diversas propriedades, entre elas a de ser uma f-formagao
como pretendido.

Proposicao 3.2.14. Sejam 7,7, e F3 f-formagdes de semigrupos inversos. Temos:
(i) F10Fy C F1.F;
(ii) P C F10.Fp;
(iii) Se %1 é fechado para subsemigrupos i-normais, entdo #1 0 %y = F1.%»;
(iv) %1 o F, é uma f-formacdo;
(v) §71°%2 = (§7)71 para qualquer semigrupo inverso S;
(vi) (F10F)oFy=F0(FpoF3).

Demonstracdo. (i) Seja S € % 0.%,. Entio §72 € %, tendo-se $72 <; S e S/psﬁz € %>, donde
S e .F1.%,.

(ii) Seja S € Z,. Entdo S72 = E(S) € 7, pois .Z| contém os semi-reticulados.

(iii) J4 vimos que % 0 % C % 1.%,. Se S € #1.%,, entdoexiste N <J; Stalque N € .Z| e S/pN € .%.
Logo $72 <; N e, além disso, 72 € .7 atendendo 2 hipétese. Portanto S € .%| 0.%;.

(iv) Sejam S € % 0.%, e 0 : S — H um morfismo sobrejetivo que separa idempotentes. Entdo, pela
Proposi¢io 3.2.9, H”> = (§72)0 e segue que H”2 € .%) pois §72 € .. Por outro lado, sejam N; e
N> subsemigrupos i-normais de um semigrupo inverso S tais que Ny \N, = E(S) e 5/ py, € F10.F2,
parai = 1,2. Entao, pela Proposi¢do 3.2.11 e pela Proposi¢do 3.2.12,

F, Fonr f
> Z/Psﬁzrwi =7 2NZ/PN,- = (S/PN,-)J2 € ..
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Assim, temos dois subsemigrupos i-normais S72 NN, e S72 NN, de um semigrupo inverso $72
tais que (S'% NN )N (§7> NN,)=E(S) e 572 /Psfzm/v- € .71, para i = 1,2. Portanto, como .% é
f-formacdo, temos $72 € .%#, donde S € %} 0 .%>. Portliltimo, é claro que Fund C F) 0 .%,, uma
vez que Fund C %) C Fi0.F.

(v) Primeiro observe-se que pela alinea (ii) temos §71°72 < §72_ uma vez que ¥/ P, € Fr C Fr10.9%,
e §71°72 & o menor subsemigrupo i-normal de S tal que S / porio, © F10.%,. Assim, recorrendo a
Proposi¢do 3.2.12, temos

)-_@2 . sz

N
( /Ps,ﬁ/?lo.?z /Ps,yl 0Ty "

Como 5/ p7ez, € F10.F) temos ainda que S/ PoFos )72 € .Z| e, consequentemente,
57 cF
PyF 107, 1
Logo (§72)71 < §71°%2_ Por outro lado, como (§72)71 < §72, pela Proposigdo 3.2.12, temos

S T _ 57 P
( /P(Sﬁz)fl )7 = /p(syz)fl € 7.

Consequentemente, S/P(sﬁn% € .F 0.7, e, portanto, §71°72 < (§72)71. O que prova que
S,?loegz — (Sff:z)f|
(vi) Pela Definigdo 3.2.13, S € (% 0.%,) 0 .F3 se e sO se S73 € F10.F se e s6 se (S%)‘% € .
Por outro lado, pela alinea (v), (S73)72 € .7 se e s6 se §72°73 € .%|. Novamente pela Definico
3.2.13,87°% € Z1seesése S €.F o (F, 0 F3), 0 que conclui a demonstragio.
O

3.3 Classes de Fitting

Neste capitulo iremos generalizar o conceito de classe de Fitting de grupos [3] a semigrupos inversos.

Definicao 3.3.1. Dado % uma classe de semigrupos inversos finitos, dizemos que % é uma classe de
Fitting de semigrupos inversos finitos se:

1. SeS€eeN<S,entdio N € 6
2. Se S =< Ni,N; >com N;,N, ISeN|,N, €&,entdo S € €.

Observagdo 3.3.2. Uma classe de grupos ¢ € uma classe de Fitting de semigrupos inversos se e so se €
uma classe de Fitting de grupos.

Demonstragdo. Seja G € ¢ e H um subgrupo normal de G. Em particular, H é subsemigrupo inverso
normal de G na classe de Fitting de inversos ¢, e portanto H € €. Seja agora G =< Hy,H\ > 2= H1H
com Hi,H, <Ge H,H, € €. Entdo, G =< Hy,H; >(2,1) com H|,H, < G e H,H; na classe de Fitting
de inversos €. Logo, G € € e € é classe de Fitting de grupos.

O reciproco segue do facto de um subsemigrupo inverso de um grupo ser um grupo e de um subse-
migrupo inverso gerado por dois grupos H; e H, ser o grupo HH>. O

Como observamos em 1.3.10, uma formacao (variedade) de inversos definida como em 3.1.4 ( 3.1.1)
ndo é necessariamente uma classe de Fitting de semigrupos inversos e, reciprocamente, uma classe de
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Fitting também ndo precisa de ser uma formacao (variedade). No entanto, também vimos que ha classes
de grupos que sdo simultineamente formacgoes e classes de Fitting, pelo que as correspondentes classes
de semigrupos inversos também sdo o que chamamos de formacdes Fitting de semigrupos inversos.
Vemos imediatamente que dadas duas classes de Fitting de semigrupos inversos % e %>, a intersecao
61 N6, é também uma classe de Fitting de semigrupos inversos.
A semellhanca dos exemplos encontrados na sec¢io 3.1 podemos provar que dada uma classe € de
grupos, % ser classe de Fitting dependera de %, N¥ o ser.

Proposicao 3.3.3. Seja € uma classe de grupos. Entdo,

(i) €=U NY;

(ii) Uy é classe de Fitting de semigrupos inversos se e sé se € ¢é classe de Fitting de grupos.
Demonstragdo. (i) Foi demonstrado em 3.1.10 (ii).

(i1) Suponhamos que % ¢ classe de Fitting de semigrupos inversos. Como ¢ = %¢ N, entdo €
também € classe de Fitting de semigrupos inversos. Consequentemente, pela Observagio 3.3.2, €
€ classe de Fitting de grupos.

Reciprocamente, suponhamos que %z N¥ € classe de Fitting de grupos. Seja S € %, e T um
subsemigrupo normal de S. Entio 5/ o5 € um grupo e podemos considerar

T={tos€5/5:t€T}.

Se t,t1,p € T, entdo t ‘o5 € T e (t105)(t205) = (11ta)os € T. Além disso, (tos)(t 'os) =
(tt~")os € T ¢ identidade em 5/4,. Logo, T é subgrupo de 5/4,. Por outro lado, para a € S e
teT,comoT <8, temos

(aos)(t0s)(aos) ™" = (acs)(tos)(a~' o5) = (ata™")os €T,

donde T é subgrupo normal de 5/, € T € ¢, uma vez que 5/, € €. Sejaagora 0 : 7 /5. — T
definido por toy — tos. Entdo, 6 estd bem definido e é um morfismo sobrejetivo. Além disso,
como T é cheio, 0 € injetivo. Logo, T /5, = T. Assim,como T € ¢, vem que © /5, € € e, portanto,
T € %, como queriamos.

Por ultimo, tomemos S =< N;,N, > onde N{,N, < S e N;,N, € %¢. Tal como anteriormente,
podemos construir grupos N; e N, e concluir que N, =2 M / oy, € € e N, / oy, € %. Logo
Ni,N, €% e Ni, Ny <5 /4. E claro que < Ni,N; >= NN, C 5/ 5. Por outro lado, dado a € S,
a é produto finito de elementos m,n € N1 UN,, e, portanto, aos € produto finito de elementos
mos, nos € Ny UN,. Consequentemente, 5/, C< Ni,N; >. e a igualdade 5/5, =< N,N; > é
obtida, donde 5/ os € €. Portanto, S € % . Logo % ¢é classe de Fitting de semigrupos inversos, o
que conclui a demonstracao.

O

Questao 3.3.4. Serd verdade que se ¥ € uma classe de Fitting de grupos entio as classes #4 e Z% sido
classes de Fitting de semigrupos inversos?
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3.4 Formacoes e classes de Fitting de semigrupos de Clifford

Nesta sec¢do iremos estender os conceitos de formacao e de classe de Fitting de semigrupos inversos
a semigrupos de Clifford. Naturalmente, perguntdmo-nos se se poderia considerar o produto de classes
de Fitting de semigrupos inversos e construir uma seccao semelhante a 3.2, tendo comegado por tentar
perceber primeiro se se podia definir este produto para semigrupos de Clifford. Para tal, recordemos que
num semigrupo inverso S, um subconjunto K de S se diz um kernel em S se e s6 se K € um kernel de uma
congruéncia em S. Observdmos que todo o kernel em S é um subsemigrupo normal de S, no entanto, nem
todo o subsemigrupo de S é necessariamente um kernel em S. Porém, se considerarmos subsemigrupos
i-normais, que em particular também sao normais, estes sdo sempre kernels de congruéncias que separam
idempotentes.

No caso particular dos semigrupos de Clifford, como os idempotentes sdo centrais, todo o subsemi-
grupo normal € i-normal. Consequentemente, todo o subsemigrupo normal N € kernel de uma congruén-
cia, em particular da congruéncia py que separa idempotentes.

Uma classe .# de semigrupos de Clifford finitos diz-se entdo uma formacio de semigrupos de Clif-
ford se for uma i-formagdo, i.e. uma classe .# de semigrupos de Clifford finitos tal que

e Qualquer quociente que separe idempotentes de um semigrupo inverso de .% pertence a .%;

e O produto subdireto T de qualquer familia finita de semigrupos inversos Si,...,S, de .# tal que
cada projecdo induzida pelo mergulho de T no produto direto S; X ... X S, separa idempotentes,
também pertence a .%;

ou, equivalentemente, tal que
e SeSe.ZeN<S,entdo’/,, € .F;
e Se N|,N; IScom NjNN, =E(S) e S/pNi € .Z parai=1,2,entdo S € 7.

Recordemos agora que para um grupo G, dados N; e N, subgrupos normais de G, o subgrupo ge-
rado por NJUN, é < Ni,N, >= NN, mas que no entanto, para semigrupos, mesmo que inversos, em
geral N1 N, nao € subsemigrupo. Porém, vimos na Proposi¢do 2.3.28 que se tomarmos subsemigrupos
i-normais entdo < N, N, >= NN, € um subsemigrupo i-normal.

No caso dos semigrupos de Clifford, como todo o subsemigrupo normal é i-normal, se N; e N, sdo
subsemigrupos normais, entdo NN, € o subsemigrupo inverso de S gerado por Ny UN,. Consequente-
mente, a Definicdo 3.3.1 pode ser reescrita para semigrupos de Clifford do seguinte modo:

Dado %" uma classe de semigrupos de Clifford finitos, dizemos que € é uma classe de Fitting se:

e SeSc¥eN<S,entio N € €,
e Se S=NiN,comN;,N, ISeN,N, €€, entdo S € €.
Proposicao 3.4.1. Sejam % uma classe de grupos e

Wz = (S semigrupo de Clifford : Ve = ¢*, H, € F),
U 7 = (S semigrupo de Clifford: 5/s € .F).

Entdo,

(i) F

Wz,
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(ii) F =UzNY;

(iii) Wz é fechada para quocientes se e s6 se F ¢ fechada para quocientes. Se Wz é formagdo de

semigrupos de Clifford, entdo % ¢é variedade de grupos;
(iv) Wz é variedade de semigrupos de Clifford se e s se & é variedade de grupos;
(v) Wz é classe de Fitting de semigrupos de Clifford se e sé se .F é classe de Fitting de grupos;
(vi) %z é formagdo de semigrupos de Clifford se e s6 se F é formagdo de grupos;
(vii) Se Uz é variedade de semigrupos de Clifford entdo .F é variedade de grupos;
(viii) U é classe de Fitting de semigrupos de Clifford se e sé se % é classe de Fitting de grupos.

Demonstragdo. Basta demonstrar a alinea (v), uma vez que as restantes alineas sdo verificadas recor-
rendo as provas efetuadas no caso dos semigrupos inversos, reparando que na prova da alinea (iii) da
Proposi¢do 3.1.10 o monéide %, (H,G) é de Clifford.

Suponhamos que € = ## N¥Y € classe de Fitting de grupos. Sejam S € #%, N um subsemigrupo
normal de S e e € E(N). Entdo HY C HS, donde HY < H5. Se HY < HS, como H> € ¢, teremos
que HY € € e portanto N € #z como pretendemos. De facto, para a € Hf exc€HY, comoN <dSe
HY = HSNN, temos axa~' € HY, e portanto, HY < HS.

Recordemos que num semigrupo de Clifford S se tem, para cada a € S, aa™
a € H, para algum e € E(S). Sejam agora N|,N, € #z ¢ S = N|N, tais que N;,N, < S. Seja ainda
e € E(S). Claramente HY'HY> C HS. Provemos que H> C HMHN. Se a =mn € HS, comm € Ny e
n € N, entdo a = eae = emne. Como § € finito, existe p € N tal que a” é idempotente. Trivial se p =1,

I'— 4714, uma vez que

uma vez que a € H> e portanto a = ¢ = ee € HY'HM. Se p > 1, como a” € HS, obtemos e = (mn)? e
(mn)~! = (mn)P~!. Além disso,

(em)~em = em(em)™! = emm™le

= emm ™ (mn)? = e(mm ™ m)n(mn)?~!

=e(mn)? =ee=ce,

donde, e#M em. Analogamente se tem

ne(ne) ™' = (ne) 'ne =en"'ne

1

= (mn)’n" "ne = (mn)Pe =e.

Logo ne#2e, donde a = mn = em-ne € HY H>.

O reciproco segue da Observagdo 3.3.2 e da alinea (i). O

Note-se que ndo conseguimos garantir que se .%# é variedade de grupos entdo a classe %4 € variedade
de semigrupos de Clifford. Tal facto pode ser verificado com o seguinte exemplo.

Exemplo 3.4.2. Seja G um grupo nao abeliano, por exemplo o grupo simétrico S3 de ordem 3, e defina-
se G := GL{0}. Entio G é um subgrupo, e portanto um subsemigrupo inverso, de G°. No entanto,
Gy oy =11} € &/ mas 9/6s = G ¢ of. Consequentemente, G° € %,, mas G ¢ %, donde segue que,
apesar de & ser variedade, %, ndo o é.
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Recorrendo novamente as provas efetuadas no caso dos semigrupos inversos, verifica-se ainda a
validade dos resultados que se seguem.

Proposicio 3.4.3. Sejam .% uma classe de grupos e
Y7 := (S semigrupo de Clifford: se T é subgrupo de S, entio T € F).
Entao,
(i) Se F é variedade de grupos, entdo %z é variedade de semigrupos de Clifford;
(ii) Se .F é formacdo de grupos, entdo %z é formacdo de semigrupos de Clifford.

Questio 3.4.4. Serd verdade que se .% é uma classe de Fitting de grupos entdo a classe Z € classe de
Fitting de semigrupos de Clifford?

Como se pode esperar, a classe produto de classes de Fitting também pode nao ser uma classe de
Fitting para semigrupos de Clifford. No entanto, tal como fizemos para i-formagdes, poderiamos tentar
definir uma classe de Fitting especial que nos permitisse definir um produto que desse origem a uma
classe de Fitting, para tal, precisdvamos poder definir o % -radical de um semigrupo de Clifford para uma
dada classe de Fitting 4". Assim, pensdmos em definir o seguinte.

Definicao 3.4.5. Uma classe de Fitting de semigrupos de Clifford que contenha a classe dos semi-
reticulados .1 diz-se uma classe de s-Fitting.

Observe-se que toda a classe de Fitting 4’ de semigrupos de Clifford contém alguns semi-reticulados,
pois se S € ¢ entdo E(S) € €.

Exemplo 3.4.6. 1. A classe dos semi-reticulados .7’/ € uma classe de s-Fitting.
2. Qualquer classe de Fitting de grupos ndo é uma classe de s-Fitting.

Definicao 3.4.7. Seja ¢ uma classe de s-Fitting e S um semigrupo de Clifford. Definimos o ¢-radical
de S como sendo o semigrupo

S¢=<N:NdS,NeC>=[[{N:N<S,Ne¢}.

Note-se que como % contém os semi-reticulados, temos pelo menos que E(S) € . Além disso,
E(S) < S e, consequentemente, S¢ estd bem definido.

Repare-se agora que é claro que Sy é o maior subsemigrupo normal de S que pertence a € e que
num certo sentido podemos dizer que este % -radical é mais "simpatico" do que um possivel € -radical
que tentassemos definir para semigrupos inversos, uma vez que a segunda igualdade na Defini¢ao 3.4.7
ndo seria vdlida no caso inverso, mas para semigrupos de Clifford é natural.

Presumivelmente, definirifamos agora um produto similar ao obtido para grupos em 1.3.25 e corres-
pondentes propriedades 1.3.26.

Definicao 3.4.8. Sejam % e 6, classes de s-Fitting. Definimos
G o6 = (S S/Ps((,ﬂl S ‘52)
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No entanto, quando chegdmos aqui, deparamo-nos com a necessidade de se ter a seguinte proprie-
dade: se N é um subsemigrupo normal de S ¢ ¥ € uma classe de s-Fitting, entdo Ny = NN Sy.

Para grupos, esta propriedade é obtida porque podemos definir classe de Fitting de grupos e %-
radical de um grupo utilizando subgrupos subnormais, como vimos nas proposi¢des 1.3.16 e 1.3.23.
Porém, para semigrupos inversos ou mesmo de Clifford, ndo conseguimos até a data provar a veracidade
desta condicao.

Embora gostdssemos de ter alcancado uma conclusao relativamente as classes ou defini¢cdes que
devemos tomar para podermos alcancar um produto de classes de Fitting que seja por sua vez uma classe
de Fitting, tal ndo sucedeu. Esperamos no entanto poder continuar este estudo no futuro.
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Capitulo 4

Formacoes de outras classes de semigrupos
finitos

Neste capitulo pretendemos explorar a possibilidade de definir formacao e classe de Fitting de outras
classes de semigrupos finitos, em particular de semigrupos completamente regulares na seccio 4.1, e
de semigrupos regulares e semigrupos ortodoxos na dltima sec¢do desta dissertacdo, 4.2. Apresentamos
alguns resultados mas sobretudo colocamos vérias questdes.

4.1 Semigrupos completamente regulares
E um resultado conhecido que dada uma variedade de grupos 7, a classe
Zy = (S completamente regular : se T é subgrupo de S, entdo T € ¥)

¢ uma variedade de semigrupos completamente regulares quando considerados como 4lgebras de tipo

1

(2,1), tendo em conta que em S completamente regular, dado a € S, se define @~ como sendo o tinico

1 g, ie., a!

inverso de a tal que aa™ ' =a~ ¢ o inverso de a no subgrupo S, a que a pertence, sendo

S = U S unido disjunta de grupos (que podem ser tomados como sendo as .7#°-classes ou 0s subgrupos

maximais). Daqui em diante, sempre que escrevermos ¢~ ' referimo-nos a este inverso "especial”.
Recordemos que dado 7" um subsemigrupo regular de um semigrupo completamente regular S, pelo

Lema 2.2.4, T é completamente regular, tendo-se a}l = a;l paraa € T. Além disso,

Proposicao 4.1.1. Um subsemigrupo T de um semigrupo completamente regular finito S é completa-

mente regular.

Demonstracdo. Seja a € T. Como T é finito, existe n € N tal que a" = f para algum f € E(T). Por
outro lado, como S é completamente regular, existe e € E(S) tal que a € H,. Como a" € H,, entdo e = f.

-1

Além disso, comoe=a" € H,ea € H,,temosa ' =a" 1 €T. Consequentemente, 7' € completamente

regular. O

Notemos ainda que se 0 : S — T € um morfismo sobrejetivo de um semigrupo completamente regular
S num semigrupo 7, entdo dado a € S temos a~'0 € V(a6) com

(a'0)(a0) = (a 'a)0 = (aa"')0 = (aB)(a'6),
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donde T é completamente regular, tendo-se (a8)~! =a~'6. Logo 8 também respeita a operagio undria
—1

A classe dos semigrupos completamente regulares finitos 4% é obviamente fechada para produtos
diretos e, portanto, ¢ também uma (pseudo)variedade de semigrupos finitos. Podemos entdo definir
variedade de semigrupos completamente regulares do seguinte modo.

Definicio 4.1.2. Uma classe de semigrupos completamente regulares finitos 7 diz-se uma variedade de

semigrupos completamente regulares finitos se satisfaz:
1. Se T é um subsemigrupode S € ¥, entdo T € V;
2. SeSe ¥ eT équociente de S, entdo T € ¥
3. Se 81,8 € ¥,entio S; xS, € V.

Naturalmente a condigdo (3) na presenca de (2) equivale a dizer que a classe ¥ é fechada para o
produto direto de qualquer familia finita de semigrupos de ¥’, e 0 mesmo pode ser dito da condigdo (2)
da definicao de formacdo de semigrupos completamente regulares que passaremos a enunciar.

Definicao 4.1.3. Uma classe de semigrupos completamente regulares finitos .% diz-se uma formacdo de
semigrupos completamente regulares finitos se satisfaz:

1. SeS € .% eT équociente de S, entdo T € .F;
2. Se 81,8, € F e T é produto subdireto de S| e Sy, entdo T € .%.

Naturalmente surge a questdo de saber se, dada uma classe ¥ de grupos, as classes

Wy = (S completamente regular : Ve = ¢*, H, € ),

Uy = (S completamente regular : 5/5 € ¥)

serdo variedade ou formagdo de semigrupos completamente regulares quando 7" é variedade ou formagao
de grupos. E serd que

%y := (S completamente regular: se T é subgrupo de S, entdo T € ¥)

é formacdo de completamente regulares quando ¥ é formagao de grupos?
Proposicio 4.1.4. Seja ¥ uma classe de grupos.
(i) F=WzNY;

(ii) Wz é fechada para quocientes se e s6 se F é fechada para quocientes. Se Wz é formagdo de
semigrupos completamente regulares, entdo % é variedade de grupos;

(iii) Se & é variedade de grupos, entdo Wz é variedade de semigrupos completamente regulares.

Demonstragdo. Tal como anteriormente, a alinea (i) segue do facto de todo o grupo G ser um semigrupo
completamente regular e de sé ter um idempotente 1 sendo H;, = G.

As demonstragdes de (ii) e (iii) sdo obviamente semelhantes as realizadas nas alineas (iii) e (iv) da
Proposi¢do 3.1.10, reparando que o mondide % (H,G) é completamente regular. O

Proposicao 4.1.5. Seja .F uma classe de grupos.
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(i) Se F é formagdo de grupos, entdo U € formacdo de semigrupos completamente regulares.

Demonstragdo. A demonstragdo é andloga a prova 3.1.10 (v). O

Questao 4.1.6. Sera verdade que se .# ¢ uma variedade de grupos entdo a classe %z € variedade de
semigrupos completamente regulares?

Proposicao 4.1.7. Dada .7 uma formagdo de grupos, a classe %z é uma formagdo de semigrupos
completamente regulares.

Demonstracdo. A demonstragio é andloga a prova 3.1.16 (i) efetuada no caso dos semigrupos inversos,
tendo em mente que um semigrupo completamente regular € unido disjunta de subgrupos maximais. []

Poderiamos pensar agora em definir classe de Fitting de semigrupos completamente regulares. No
entanto, apesar da abordagem kernel-traco ser ainda valida no tratamento de congruéncias em semigrupos
regulares, se tomarmos uma congruéncia p num semigrupo completamente regular S, ker p pode néo ser
um subsemigrupo de S, mesmo quando p separa idempotentes, como veremos a Seguir.

Tal como na Defini¢do 2.3.4, dada uma congruéncia p num semigrupo regular S, definimos o kernel
e o traco de p, respetivamente, por

kerp :={a € S: apepara algume € E(S)},
trp :=p|g(s)-

Tal como no caso dos semigrupos inversos, podemos ainda definir par de congruéncia e associar a cada
par uma congruéncia. Em particular, num semigrupo completamente regular S, existe uma expressio
simples para descrever uma congruéncia p em termos do seu kernel e do seu trago. Por exemplo, esta
definicdo de kernel enunciada é equivalente a definir

kerp :={acS:apa’},

onde ¢" denota a identidade em H,,.
Podemos ainda definir subconjunto normal de um semigrupo completamente regular e reparar que
um subconjunto é normal se e sé se € kernel de alguma congruéncia.

Definicao 4.1.8. Um subconjunto N de um semigrupo completamente regular S diz-se um subconjunto
normal se satisfaz as seguintes condigdes:

(i) E(S)CN;

(i1) sen € N, entdo n~'eN;

(iii) se xy € N, entdo yx € N, para x,y € §;
(iv) sex,x’y € N, entdo xy € N, para x,y € S.

Teorema 4.1.9. Dado um subconjunto N de um semigrupo completamente regular S, N é normal se e s6

se N = ker p para alguma congruéncia p em S.
Demonstracdo. Consultar [24, Teorema VI.1.4.]. O
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Repare-se no entanto que, para x,y € S, se xy € E(S) entdo, pela Observacao 2.1.15,

yx) ™ () = () () (yx) ™!

yx = (yx)(
) 1

= y(axy)x(yx) ™" = y(xy) x(yx)
= (3x)* ()" = ().

E claro que E(S) satisfaz as condi¢des da Definicdo 4.1.8 e, portanto, E(S) é sempre um subconjunto
normal, mas E(S) pode ndo ser um subsemigrupo e, consequentemente, os subconjuntos normais podem
ndo ser subsemigrupos, o que se torna um problema.

Assim, tendo em mente estas dificuldades encontradas para definir classe de Fitting de completa-
mente regulares, poderfamos tentar ver o que acontece em ortogrupos - semigrupos ortodoxos completa-
mente regulares - considerando niicleos de congruéncias que separam idempotentes que serdo da forma
apresentada em 4.1.8, mas desta vez conseguimos garantir que estes nicleos sao de facto subsemigrupos.

4.2 Semigrupos regulares e semigrupos ortodoxos

Repare-se que um subsemigrupo 7 de um semigrupo regular S nao precisa de ser regular e, por essa
razdo, a classe Zeg dos semigrupos regulares ndo constitui uma variedade de semigrupos. O mesmo
acontece se tomarmos 7 produto subdireto de semigrupos regulares S; e Sy, T ndo € necessariamente
regular e, portanto, a classe Zeg também ndo é formacéo de semigrupos, mesmo que finitos. No entanto,
um quociente de um semigrupo regular € um semigrupo regular.

A classe dos semigrupos regulares Zeg vai entdo constituir o que J. Kadourek e M. B. Szendrei
chamaram de bivariedade e o que T.E. Hall chamou de e-variedade.

Definicio 4.2.1. Uma e-variedade ¥ é uma classe de semigrupos regulares finitos tal que:
1. Qualquer subsemigrupo regular de um semigrupo de ¥ pertence a 7
2. Qualquer quociente de um semigrupo de ¥ pertence a 7’;
3. O produto direto de qualquer familia finita de semigrupos de #" também pertence a ¥'.

Exemplo 4.2.2. Atendendo ao Lema 2.2.4 e ao que foi observado na sec¢@o 4.1, a classe €% € uma
e-variedade.

Podemos pensar no conceito analogo para formagdes e definir e-formagao.
Definicao 4.2.3. Uma e-formacdo % é uma classe de semigrupos regulares finitos tal que:
1. Qualquer quociente de um semigrupo de .# pertence a .7

2. Se T é um semigrupo regular e ¢ um produto subdireto de uma familia finita de semigrupos de .#,
entdo T também pertence a .#.

E claro que toda a e-variedade é e-formacio e, consequentemente, as classes Zeg e €% sio também
e-formacdes.

Viremos agora a nossa atenc¢do para semigrupos ortodoxos. A classe &'rt dos semigrupos ortodoxos,
tal como a classe Zeg, ndo é uma variedade de semigrupos, é, no entanto, uma e-variedade

Proposicao 4.2.4. A classe O'rt dos semigrupos ortodoxos finitos é uma e-variedade.
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Demonstracdo. Sejam S € Ort e T um subsemigrupo regular de S. Sejam ainda e, f € E(T). Como
E(T) CE(S), temos ef € E(S), e, como ef € T, segue que ef € E(T), o que provaque T € O'rt.

Seja agora S € Ort e 6 : S — T um morfismo sobrejetivo entre semigrupos. Entdo 7' € semigrupo
regular. Sejam ainda e;,e; € E(T). Pelo Lema de Lallement 2.1.28, existem fi, f> € E(S) tais que
f10 =ey, f20 = €. Como S € ortodoxo, temos f] f> € E(S), donde eje; = (f10)(f20) = (f1.f2)0 € E(T)
e, consequentemente, T € O'rt.

Por ultimo, sejam S1,S, € Ort. Como todo o idempotente de S; x S, é da forma (ej,e;) com e €
E(S)) e ey € E(S2) e S1,5; € Ort, pode-se verificar que S x S, € O'rt. O

Corolario 4.2.4.1. A classe Ort dos semigrupos ortodoxos finitos é uma e-formagao.

O passo natural seguinte seria tentar definir agora uma classe de e-Fitting. Para tal precisamos de

recordar a defini¢do subsemigrupo normal de um semigrupo ortodoxo.

Definicao 4.2.5. Seja N um subconjunto de um semigrupo ortodoxo S. N é um subsemigrupo normal de
S se N é um subsemigrupo regular de S tal que E(S) CNe,paraa € Sed € V(a),aNa' CN.

Consequentemente, N é um semigrupo ortodoxo e, pela Proposi¢do 2.6.5, para a € N, temos V (a) C
N, i.e., N é um subsemigrupo totalmente regular de S.

Idealmente, gostariamos de ter ndo apenas um subsemigrupo normal mas um subsemigrupo que
fosse um kernel de uma congruéncia. Assim, podemos pensar em definir subsemigrupo i-normal de um
semigrupo ortodoxo, tendo em mente a definicdo de par de congruéncia num semigrupo ortodoxo de [14]
para uma congruéncia que separa idempotentes que enunciamos a Seguir.

Definicdo 4.2.6. Seja S um semigrupo ortodoxo. Uma congruéncia T em E(S) diz-se uma congruéncia
normal se, para e, f € E(S),a € S,d €V (a),

etf = deatd fa

sempre que d’ea é idempotente.

Definicdo 4.2.7. Seja S um semigrupo ortodoxo. Um par (N, 7), onde N é um subsemigrupo normal de
S e T é uma congruéncia normal em E(S), diz-se um par de congruéncia em S quando, paraa € S, d’ €
V(a),e € E(S),

(i) seea €N, etad, entdo a € N;
(i1) se a € N, entdo d'eatd' d eaa.
Assim, poderiamos considerar a seguinte definico.

Definicao 4.2.8. Um subconjunto N de um semigrupo ortodoxo S diz-se um subsemigrupo i-normal de
Sse énormal e, se paraa € N,a' € V(a), e € E(S), se tem d'ea = d'd eaa.

Um tal subsemigrupo i-normal N corresponde a ker p para alguma congruéncia p que separa idem-
potentes. No entanto, observe-se que, ao contrario do que acontece para semigrupos inversos, a condi¢io

acN = Vd €V(a),Ve € E(S),d ea=ddeaa 4.1

ndo corresponde a dizer que N C E(S)&. Porém, poderiamos melhorar esta condi¢@o se considerdssemos
um semigrupo ortodoxo Z-unipotente.
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Definicao 4.2.9. Um semigrupo regular S diz-se Z-unipotente se cada Z-classe contém um tnico idem-
potente.

Lema 4.2.10. Seja S um semigrupo regular. Sdo equivalentes as seguintes condicdes:
(i) S é Z-unipotente;
(ii) efe=ef, parae,f € E(S);
(iii) ad = ad", paraa € S, a,d" €V (a);
(iv) aed = aed’, paraa € S,e € E(S),d ,a" € V(a);
(v) aed'a=ae, paraa € S,a €V(a),e € E(S).
Demonstracdo. Consultar [28, Teorema 1]. ]

Assim, dado S um semigrupo Z-unipotente e N um subsemigrupo i-normal de S, pela condigdo 4.1
temos em particular que aed’ = aaed'd’, paraa € N, d' € V(a), e € E(S). Entdo, pelo Lema 4.2.10,

aed = aaed'd < aed -a=aaed'd -a
<= aed'a = (ad'a)aedd'a=a(d a)(aed)(d a)

< aed -a=(ada)aed = a-aed .
Consequentemente, num semigrupo ortodoxo Z-unipotente a condi¢do 4.1 é equivalente a condigdo:
aeN = Vd €V(a),Ve € E(S),aed -a=a-aed.

Neste caso, ndo temos exatamente que ae = ea paraa € N, e € E(S) (i.e., N C E(S)&), mas como
aed' € E(S), podemos dizer que estamos "mais proximos" das defini¢des dadas para semigrupos inversos
se considerarmos semigrupos Z-unipotentes em vez de apenas semigrupos ortodoxos.

Questio 4.2.11. Poderemos desenvolver para e-formagdes de semigrupos ortodoxos, e para Z-unipotentes
em particular, um estudo similar ao realizado para semigrupos inversos?

Embora gostdssemos de explorar vérias das questdes que deixdmos em aberto, é necessdrio terminar
a dissertacdo e assim esperamos, no futuro, continuar este estudo.
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