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Resumo

Em Teoria dos Grupos, variedades, formações e classes de Fitting têm sido objeto de vasto estudo,
sendo as classes de Fitting as classes, digamos, duais das formações. No âmbito dos Semigrupos Inver-
sos, as variedades têm sido muito estudadas mas o mesmo não sucede com formações ou com classes
de Fitting, sendo que o primeiro problema reside em encontrar as definições adequadas. É conhecido
um conceito de formação para álgebras em geral e, portanto, para semigrupos inversos. Porém, este nem
sempre permite obter os resultados desejados, o que nos levou a considerar formações especiais corres-
pondentes a morfismos que separam idempotents, ditas i-formações. No que respeita a encontrar uma
“boa” definição de classe de Fitting as dificuldades foram ainda maiores.

Tomámos como ponto de partida o estudo de formações e de classes de Fitting de grupos, tendo
começado por estudar as classes dos grupos nilpotentes e dos grupos solúveis; que constituem exemplos
de variedades, de formações e de classes de Fitting. Por outro lado, no âmbito dos semigrupos estudá-
mos várias classes, e no caso dos semigrupos inversos mostrou-se essencial estudar a caracterização de
congruências via kernel-traço para uso posterior.

Partindo de classes de grupos considerámos certas classes de semigrupos inversos associados, discu-
tindo o impacto, umas nas outras, de serem variedade, formação ou classe de Fitting. Em alguns casos, os
resultados obtidos foram apenas para semigrupos de Clifford. Atendendo à importância de saber como
construir, em teoria dos grupos, um produto de formações ou de classes de Fitting que seja ainda uma
classe do mesmo tipo, procurámos encontrar no caso inverso classes que fossem fechadas para certos
produtos.

É importante ter presente que todos os semigrupos e grupos considerados neste trabalho são fini-
tos, excepto se se disser explicitamente o contrário, e que esta dissertação não constitui um trabalho
fechado, pois nela deixamos várias questões em aberto que planeamos continuar a explorar. Para além
de perguntas no contexto inverso, colocam-se-nos problemas, por exemplo, no campo dos semigrupos
completamente regulares ou no dos semigrupos ortodoxos, onde também podemos querer discutir classes
do tipo formação ou de Fitting.

Palavras-chave: classe de Fitting, formação, grupos, semigrupos inversos.
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Abstract

In Group Theory, varieties, formations and Fitting classes have been object of extensive study, with
the last being the "dual case" of formations. In the context of Inverse Semigroups, varieties have been
widely studied, but the same is not true of formations or Fitting classes, with the first problem being
finding the right definitions. There is a general concept of formation known for algebras in general, and,
therefore, for inverse semigroups. However, this concept may not allow us to obtain the desired results,
which led us to consider special formations corresponding to morphisms that separate idempotents, so
called i-formations. In terms of finding a “good” definition of a Fitting class the difficulties were even
greater.

We took as a starting point the study of formations and Fitting classes of groups, having started by
studying the classes of nilpotent groups and soluble groups, which are examples of varieties, formations
and Fitting classes. On the other hand, in the realm of semigroups we studied several classes, and in the
case of inverse semigroups it became essential to study the characterization of congruences via kernel-
trace, for later use.

Starting from group classes we considered certain associated inverse semigroup classes, discussing
the impact on each other of being a variety, a formation, or a Fitting class. In some cases, the results
obtained were only for Clifford semigroups. Given the importance of knowing how to build, in group
theory, a product of formations or of Fitting classes that still is a class of the same type, naturally we
sought to find in the inverse case classes that are closed for certain products.

It’s important to keep in mind that all semigroups and groups considered in this study are finite,
unless explicitly stated otherwise, and that this dissertation is not a closed work, for in it we leave several
open questions that we plan to explore further. In addition to questions in the inverse context, problems
arise, for example, in the field of completely regular semigroups or in the orthodox ones, where we may
also want to discuss classes of formation or Fitting kind.

Keywords: Fitting class, formation, groups, inverse semigroups.
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Introdução

A teoria dos semigrupos começou a desenvolver-se a partir de tentativas de generalizar a teoria dos
grupos, mais propriamente tentando estender para semigrupos de transformações num conjunto resulta-
dos conhecidos sobre grupos de permutações. É claro que são as transformações parciais injetivas aquelas
que mais se aproximam de permutações. Os semigrupos inversos surgem então como semigrupos destas
transformações ditas bijeções parciais. A maior aproximação dos semigrupos inversos a grupos tornou
possível a procura de teoremas estruturais modelados por aqueles já conhecidos em teoria dos grupos.
Se efetuarmos uma pesquisa histórica da teoria dos semigrupos inversos notamos que a origem e desen-
volvimento destes teve dois pontos de partida diferentes, mas basicamente semelhantes; um devido a V.
Wagner e outro a G. Preston. V. Wagner introduziu os semigrupos inversos em 1952 como semigrupos re-
gulares com idempotentes que comutam, chamando-lhes "grupos generalizados". Em 1953, foi provado
por A. Liber que a definição de Wagner é equivalente a todo o elemento do semigrupo possuir um in-
verso único. O termo "semi-grupo inverso" só surgiu em 1954 com G. Preston que, independentemente,
descobriu esta classe de semigrupos. Em 1984, M. Petrich num seu livro [23] procurou sistematizar o
mais importante do que era conhecido à data sobre teoria dos semigrupos inversos.

Com os trabalhos de G. Birkhoff [6] e B.H. Neumann [20], o estudo da teoria de classes de álgebras
e, em particular, de classes de grupos, ocorre explicitamente nos anos 30. Surge então o conceito de
variedade de álgebras. Por vários anos este conceito não mereceu grande atenção, porém, como parte da
Álgebra Universal, despertou grande interesse no final dos anos 40 entre aqueles que tiveram acesso às
palestras de P. Hall em Cambridge. Por volta de 1970, A. Maltsev virou o foco para outras classes que
não as de variedades, e o interesse por formações de grupos surgiu com o trabalho de W. Gaschütz [13]
em 1962 e de R. W. Carter e T. Hawkes [7] em 1967. Desde então o estudo de variedades, formações
e classes de Fitting de grupos tem tido uma enorme importância. Historicamente, o primeiro exemplo
de uma classe de Fitting é a classe N dos grupos nilpotentes - provado por H. Fitting em 1938. A
classificação de grupos finitos solúveis, em paralelo com a classificação de grupos simples, viu um
enorme desenvolvimento nos anos 60 e 70 do último século, com a grande quantidade de artigos que
foram publicados. Em 1992, K. Doerk e T. Hawkes começaram a escrever o livro [11] que seria um
marco histórico no estudo de classes de grupos finitos solúveis. Um enorme número de resultados no
caso finito também pode ser encontrado no livro de A. Ballester-Bolinches e L. M. Ezquerro [3].

Variedades de semigrupos e variedades de semigrupos finitos (ou pseudovariedades) também fo-
ram objeto de interesse de muitos e a conexão entre variedades de semigrupos finitos e variedades de
linguagens regulares estabelecida por Eilenberg em 1976 [12] desempenhou um papel crucial no de-
senvolvimento da interação entre Álgebra e Computação Teórica. À semelhança da teoria desenvolvida
por Eilenberg, A. Ballester-Bolinches, J. E. Pin e X. Soler-Escrivà mostraram em [4] que as formações
de semigrupos finitos correspondem também a classes de linguagens regulares, naturalmente chamadas
formações.

No que diz respeito ao conceito de classe de Fitting (classes que de entre as classes de grupos são,
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num certo sentido, duais das formações), quando se tenta estender a semigrupos, mesmo que em semi-
grupos inversos, surge um grande problema: qual a noção “certa” de subsemigrupo normal? A própria
noção de conjugado, que lhe está associada, é por si só um grande problema pois varia de acordo com a
classe que se considera (ver [1]).

A nossa dissertação está organizada em quatro capítulos. No primeiro capítulo, estudamos alguns
aspetos de teoria dos grupos de modo a aumentar conhecimentos e permitir uma análise de alguns con-
ceitos e resultados que mais tarde tentaremos modificar e estender adequadamente a semigrupos inversos
finitos. Começamos por estudar grupos nilpotentes e grupos solúveis, exemplos que vão surgir no âmbito
do estudo sobre variedades, formações ou classes de Fitting de grupos.

O segundo capítulo contém definições e resultados sobre semigrupos e, em particular, sobre semigru-
pos inversos, que serão os pilares para desenvolver o capítulo seguinte. Neste capítulo, refletimos ainda
sobre o conceito de conjugado num semigrupo e, consequentemente, sobre o conceito de subsemigrupo
normal, o qual será importante posteriormente no tratamento das classes de semigrupos e respetivos
produtos. Para semigrupos inversos, considerámos primeiro o conceito de subsemigrupo normal de M.
Petrich [23] e obtivemos alguns resultados. Mais tarde, adotámos como definição de normal o kernel
de uma congruência que separa idempotentes – para evitar confusão chamamos a estes semigrupos i-
normais.

No terceiro capítulo exploramos os conceitos de variedade e de formação de semigrupos inversos,
conceitos estes motivados pelo estudo de [2] e [4], e com o auxílio de [3] definimos produto de formações
de semigrupos inversos. Naturalmente perguntámo-nos neste capítulo se se podiam considerar classes
de Fitting de semigrupos inversos, em particular de semigrupos de Clifford, e se sim como deveria ser o
seu produto.

No último capítulo surge a ideia de generalizar os conceitos de formação e de classe de Fitting a
outras classes de semigrupos, nomeadamente de semigrupos regulares, de completamente regulares ou
de ortodoxos.

Atenção: Este trabalho trata de semigrupos e grupos finitos, mas é claro que no primeiro e segundo
capítulos poderão aparecer semigrupos ou grupos infinitos clandestinamente. No entanto, o leitor deverá
considerar que todos os semigrupos e grupos são finitos, excepto quando obviamente o não são.
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Capítulo 1

Grupos

Este capítulo tem como primeiro objetivo alargar conhecimentos sobre teoria dos grupos e em seguida
permitir uma análise de alguns resultados e ideias mais importantes para o nosso estudo, os quais serão
úteis na compreensão e resultante aplicação a classes de semigrupos inversos nos últimos capítulos. Por
essa razão, a escolha das demonstrações apresentadas relaciona-se com a necessidade de desenvolver
alguma flexibilidade em teoria dos grupos e com a aplicação dos resultados noutras secções, ou até
mesmo na respetiva secção.

Começamos por estudar grupos nilpotentes e grupos solúveis mas antes de prosseguirmos com a
definição destes grupos será necessário desenvolver uma certa agilidade com cálculos de comutadores
e é o que tentaremos fazer na secção 1.2.1. Veremos ainda algumas identidades que nos permitirão
desenvolver propriedades em comutadores de subgrupos. Na secção 1.2.2, introduziremos os conceitos
de série central inferior e superior, o que nos permitirá definir grupo nilpotente na secção 1.2.3. Na
secção 1.2.3 veremos ainda alguns exemplos de grupos nilpotentes, em particular, enunciamos que, para
um número primo p, todo o p-grupo finito é nilpotente, sendo que é na secção 1.1 que introduziremos
o conceito de p-grupo, entre outros necessários mais adiante. Na secção 1.2.4 definimos a noção de
π-subgrupo de Hall, o qual leva à consideração de grupos p-nilpotentes para um dado número primo p
e, finalmente, na secção 1.2.5 introduziremos o conceito de grupo solúvel.

Segue-se a secção 1.3, onde veremos que todas estas classes de grupos enunciadas acima serão
exemplo de variedade, de formação ou de classe de Fitting de grupos, conceitos estes que definiremos
na secção 1.3.1. Na secção 1.3.2 veremos definições alternativas para formação ou classe de Fitting de
grupos e, por último, introduziremos o conceito de classe produto na secção 1.3.3.

Para uma leitura mais detalhada sobre estes temas, o leitor poderá consultar por exemplo [3] ou [26].

No decorrer deste capítulo e seguintes, admitiremos que uma classe X de álgebras de tipo (τ) é uma
coleção não vazia de álgebras de tipo (τ) onde se A ∈X , então toda a álgebra isomorfa a A pertence a
X .

Se K é um conjunto de álgebras de tipo (τ), usaremos (K) para denotar a menor classe de ágebras de
tipo (τ) que contém K, e, se K =

{
A1,A2, ...,An

}
, escreveremos (K) =(A1,A2...,An).

As classes de álgebras podem ser parcialmente ordenadas por inclusão e dadas duas classes X e Y ,
iremos denotar o facto de X ser uma subclasse de Y por X ⊆ Y .

Escreveremos ainda B≤ A se A e B forem álgebras do mesmo tipo tais que B é subálgebra de A.

Para mais informações sobre Álgebra Universal, poderá ser consultado, por exemplo, [5].

3



1. GRUPOS

1.1 p-grupos, π-grupos e o Teorema de Sylow

No que se segue, denotaremos por |G| a ordem de um grupo finito G e por [G : H] o indíce de um
subgrupo finito H em G.

Os próximos resultados podem encontrar-se por exemplo em [26].

Definição 1.1.1. Seja p um número primo. Um grupo finito G diz-se um p-grupo se |G| é uma potência
de p.

Pelo Teorema de Lagrange, a ordem de cada elemento de um p-grupo também deve ser uma potência
de p. Mais geralmente,

Definição 1.1.2. Dado π um conjunto de números primos, dizemos que um grupo finito G é um π-grupo
se todos os primos p divisores de |G| pertencem a π .

Recordemos que

Definição 1.1.3. Um grupo abeliano ou comutativo é um grupo G onde xy = yx, para x,y ∈ G.

Equivalentemente, um grupo abeliano é um grupo G onde x−1y−1xy = 1, para x,y ∈ G.

Proposição 1.1.4. Se p é um número primo, todos os grupos de ordem p2 são abelianos.

Definição 1.1.5. Sejam G um grupo finito e p um número primo que divide |G|. Se k é o maior natural
tal que pk divide |G|, então qualquer subgrupo de G de ordem pk é denominado por p-subgrupo de Sylow
de G. Denotamos por Sylp(G) o conjunto de todos os p-subgrupos de Sylow de G.

Iremos recordar com o próximo resultado que p-subgrupos de Sylow de G existem sempre e que
quaisquer dois são conjugados - então, em particular, todos os p-subgrupos de Sylow de G são isomorfos.

De modo a não sobrecarregar a escrita, a partir de agora denotaremos por 1 o grupo trivial {1}.

Teorema 1.1.6 (Teorema de Sylow). Sejam G um grupo finito e p um número primo. Escreva-se |G|=
pkm onde o inteiro m não é divisível por p. Então,

(i) Existe H ≤ G tal que |H|= pk, i.e. H é um p-subgrupo de Sylow;

(ii) Qualquer p-subgrupo R de G está contido num p-subgrupo de Sylow;

(iii) Todos os p-subgrupos de Sylow são conjugados em G;

(iv) |Sylp(G)| divide |G| e é congruente com 1 módulo p. Além disso, se H ∈ Sylp(G), então |Sylp(G)|=
[G : NG(H)].

Relativamente ao grupo NG(H) que surge acima, recordemos que se trata do normalizador de H em
G.

Definição 1.1.7. Seja H um subgrupo de um grupo G. O normalizador de H em G é definido por

NG(H) := {g ∈ G : g−1Hg = H}= {g ∈ G : Hg = gH}.

Se K ⊆ NG(H) para algum subgrupo K de G dizemos que K normaliza H.

Note-se que se K ⊆ NG(H), então HK = KH e HK ≤ G.

4



1. GRUPOS

Definição 1.1.8. Um subgrupo N de um grupo G é um subgrupo normal, e escrevemos N E G, se
g−1Ng = N para qualquer g ∈ G.

Equivalentemente, um subgrupo N de um grupo G é normal se Ng = gN para qualquer g ∈ G e,
portanto, se NG(N) = G.

Recordemos também que se G é um grupo e N E G, então os subgrupos (normais) de G/N são da
forma L/N onde N E L≤ G (N E LE G).

Outro conceito que será necessário mais adiante é o conceito de centralizador de um grupo.

Definição 1.1.9. Seja H um subgrupo de um grupo G. O centralizador de H em G é definido por

CG(H) := {x ∈ G : ∀k ∈ H, kx = xk}.

Se K ⊆ CG(H) para algum subgrupo K de G dizemos que K centraliza H. Em particular definimos o
centro de um grupo

Z(G) :=CG(G).

Observe-se que K ⊆ CG(H) se e só se H ⊆ CG(K), no entanto K ⊆ NG(H) não implica que H ⊆
NG(K).

Voltemos a nossa atenção novamente para o Teorema de Sylow e enunciemos duas consequências
deste:

Corolário 1.1.9.1. Sejam G um grupo finito e p um número primo que divide |G|. Um p-subgrupo de
Sylow K de G é um subgrupo normal de G se e só se G tem um único p-subgrupo de Sylow.

Teorema 1.1.10 (Teorema de Cauchy). Se p é um número primo que divide a ordem de um grupo finito
G, então o grupo G contém um elemento de ordem p.

1.2 Grupos nilpotentes e grupos solúveis

1.2.1 Comutadores

Definição 1.2.1. Dados um grupo G e x,y ∈ G, definimos

[x,y] := x−1y−1xy

o comutador de x e de y.
Mais geralmente, dados x1, ...,xn ∈ G, definimos recursivamente

[x1, ..,xn] = [[x1, ...,xn−1],xn],

onde por convenção [x1] = x1.

Observação 1.2.2. x,y ∈ G comutam se e só se [x,y] = 1.

Veremos adiante que esta observação leva a uma ligação natural entre elementos no centro de um
grupo e comutadores triviais.

Definição 1.2.3. Dados um grupo G e x,y ∈ G, dizemos que

xy := y−1xy = x[x,y]

5



1. GRUPOS

é o conjugado de x por y.

Observação 1.2.4. x,y ∈ G comutam se e só se xy = x.

Listamos agora algumas propriedades básicas de comutadores atribuídas a P. Hall [17] (1933) e a E.
Witt [30] (1937).

Teorema 1.2.5. Sejam G um grupo e x,y,z ∈ G. Então,

(i) [y,x] = [x,y]−1;

(ii) [xy,z] = [x,z]y[y,z] = [x,z][x,z,y][y,z],

[x,yz] = [x,z][x,y]z = [x,z][x,y][x,y,z];

(iii) Se σ : G−→ H é um morfismo entre grupos, então

[x,y]σ = [xσ ,yσ ].

Em particular, [x,y]z = [xz,yz];

(iv) [x−1,y] = ([x,y]x
−1
)−1,

[x,y−1] = ([x,y]y
−1
)−1;

(v) [x,y−1,z]y[y,z−1,x]z[z,x−1,y]x = 1. (Identidade de Hall-Witt)

Demonstração. As alíneas (i),(ii) e (iii) são claras e seguem por cálculos triviais. Na última parte de
(iii), toma-se o morfismo σ : G−→ G, x 7→ z−1xz.

Para demonstrar a primeira condição da alínea (iv), basta reparar que por (ii) se tem

[xx−1,y] = [x,y]x
−1
[x−1,y]

e que [xx−1,y] = [1,y] = 1. Consequentemente, [x,y]x
−1
[x−1,y] = 1, donde [x−1,y] = ([x,y]x

−1
)−1. A

segunda condição segue de modo análogo.
Para a alínea (v) note-se que, por definição de comutador, de conjugado e pela alínea (i), temos

[x,y−1,z]y = y−1[x,y−1,z]y = y−1[x,y−1]−1z−1[x,y−1]zy

= y−1[y−1,x]z−1[x,y−1]zy = (y−1)xz−1[x,y−1]zy

= x−1y−1xz−1x−1yxy−1zy = (xzx−1yx)−1(yxy−1zy).

Analogamente se vê que [y,z−1,x]z = (yxy−1zy)−1(zyz−1xz) e que [z,x−1,y]x = (zyz−1xz)−1(xzx−1yx).
Logo,

[x,y−1,z]y[y,z−1,x]z[z,x−1,y]x = (xzx−1yx)−1
((((((((((
(yxy−1zy)(yxy−1zy)−1

((((((((((
(zyz−1xz)(zyz−1xz)−1(xzx−1yx)

=((((((((((
(xzx−1yx)−1(xzx−1yx) = 1.

Repare-se agora que, pelas alíneas (i) e (iv) do Teorema 1.2.5, temos

[x,y−1,z]y = [[x,y−1],z]y = [[x,y−1]y,zy]

= [[x,y]−1,zy] = [y,x,zy]

6
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e, analogamente, [y,z−1,x]z = [z,y,xz] e [z,x−1,y]x = [x,z,yx]. Então, pela Identidade de Hall-Witt,

[y,x,zy][z,y,xz][x,z,yx] = 1,

donde se retira o seguinte corolário.

Corolário 1.2.5.1 (Forma alternativa de Identidade de Hall-Witt). Sejam G um grupo e x,y,z∈G. Então,

[x,y,zx][z,x,yz][y,z,xy] = 1.

Vejamos uma aplicação desta propriedade dos comutadores.

Definição 1.2.6. Um grupo G diz-se metabeliano se existir um subgrupo normal N tal que tanto N como
o quociente G/N são abelianos.

Teorema 1.2.7. Num grupo metabeliano os comutadores comutam entre si.

Demonstração. Sejam G um grupo metabeliano e c1,c2 comutadores em G. Então, existe N E G tal
que N e G/N são abelianos. Como G/N é abeliano, c1N = c2N = N e, portanto, c1,c2 ∈ N. Como N é
abeliano, c1 e c2 comutam como pretendíamos.

Corolário 1.2.7.1. Sejam G um grupo metabeliano e x,y,z ∈ G. Então,

[x,y,z][z,x,y][y,z,x] = 1.

Demonstração. Recorrendo à segunda parte da alínea (ii) do Teorema 1.2.5 e em seguida às observações
1.2.2 e 1.2.4 uma vez que os comutadores comutam, segue-se que

[x,y,zx] =
[
[x,y],z[z,x]

]
=
[
[x,y], [z,x]

] [
[x,y],z

][z,x]
=
[
[x,y],z

]
= [x,y,z].

Analogamente se obtém [z,x,yz] = [z,x,y] e [y,z,xy] = [y,z,x], donde, pela forma alternativa da Identidade
de Hall-Witt, temos

1 = [x,y,zx][z,x,yz][y,z,xy] = [x,y,z][z,x,y][y,z,x].

Dados um grupo G e um seu subconjunto X , denotamos por < X > o menor subgrupo de G que
contém X , ou seja, a interseção de todos os subgrupos de G que contêm X . Ao subgrupo < X > damos
o nome de subgrupo gerado por X .

Também podemos formar comutadores de subconjuntos definindo,

Definição 1.2.8. Dados um grupo G e X1,X2, ...,Xn ⊆ G,

[X1,X2] :=< [x1,x2] : x1 ∈ X1,x2 ∈ X2 >,

e mais geralmente,
[X1, ...,Xn] := [[X1, ...,Xn−1],Xn]

7
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para n≥ 2.

Em particular, [{x},{y}] =< [x,y]>, com x,y ∈ G.
Naturalmente, também podemos estender o conceito de conjugado de um elemento.

Definição 1.2.9. Seja G um grupo. Para g ∈ G, definimos

Xg
1 :=< xg

1 : x1 ∈ X1 > e XX2
1 :=< xx2

1 : x1 ∈ X1,x2 ∈ X2 > .

Definição 1.2.10. Por fecho normal HG de um subgrupo H de um grupo G entende-se o menor subgrupo
normal de G que contém H, tendo-se

HG =< hg : h ∈ H,g ∈ G > .

Observação 1.2.11. Um subgrupo N de um grupo G é um subgrupo normal se Ng = N para qualquer
g ∈ G ou, equivalentemente, se NG = N.

Teorema 1.2.12. Sejam G um grupo, X ,Y ⊆ G e H,K,N ≤ G. São válidas as seguintes propriedades:

(i) [X ,Y ] = [Y,X ];

(ii) K ⊆CG(H) se e só se [H,K] = 1. Em particular, H ⊆ Z(G) se e só se [H,G] = 1;

(iii) K ⊆ NG(H) se e só se [H,K]≤ H. Em particular, N E G se e só se [N,G]≤ N;

(iv) Se σ é um morfismo entre grupos, então

([H,K])σ = [Hσ ,Kσ ].

Em particular, [H,K]g = [Hg,Kg], para g ∈ G;

(v) Se H1 < G e K1 < G são tais que H1 ≤ H e K1 ≤ K, então [H1,K1]≤ [H,K].

Demonstração. Consultar [8, Proposição 1.1, 1.2].

Definição 1.2.13. Um subgrupo H de um grupo G diz-se um subgrupo característico, e escreve-se
H char G, se para todo o automorfismo φ de G, se tem Hφ = H.

Claramente, se H char G, então H E G, uma vez que para cada g ∈ G, se considerarmos o automor-
fismo φg : G−→ G definido por x 7−→ xg se tem Hφg = H e, portanto, Hg = H para cada g ∈ G.

Teorema 1.2.14. Dados um grupo G e subgrupos H e K de G, se H,K char G então [H,K]char G. Além
disso, se H,K E G então [H,K]E G.

Demonstração. Esta prova é imediata utilizando a alínea (iv) do Teorema 1.2.12.

Será útil observar para a prova que se segue que, para um subgrupo H de um grupo G e para g ∈ G,
se tem g ∈ NG(H) se e só se g−1Hg⊆ H e gHg−1 ⊆ H.

Teorema 1.2.15. Dados um grupo G e subgrupos H e K de G,

[H,K]E< H,K > .
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Demonstração. Basta provar que H ⊆ NG([H,K]) e K ⊆ NG([H,K]), donde seguirá que < H,K >⊆
NG([H,K]), e portanto, [H,K]E< H,K >.

Sejam então h1,h2 ∈ H e k ∈ K. Como [h1h2,k] = [h1,k]h2 [h2,k] pelo Teorema 1.2.5 (ii), vem que

[h1,k]h2 = [h1h2︸︷︷︸
∈H

,k]

︸ ︷︷ ︸
∈ [H,K]

[h2,k]−1︸ ︷︷ ︸
∈ [H,K]

∈ [H,K],

donde h−1
2 [H,K]h2 ⊆ [H,K]. De um modo análogo,

[h1,k]h
−1
2 = [h1h−1

2 ,k][h−1
2 ,k]−1 ∈ [H,K]

e h2[H,K]h−1
2 ⊆ [H,K], para qualquer h2 ∈ H. Portanto, H ⊆ NG([H,K]).

Analogamente se mostra que K ⊆ NG([H,K]).

Teorema 1.2.16. Dados um grupo G e H,K,L≤ G, se H ⊆ NG(L), então

[HK,L] = [H,L][K,L].

Demonstração. Como H ⊆ HK e K ⊆ HK, temos que [H,L], [K,L] ⊆ [HK,L] e, como [HK,L] é um
subgrupo, vem que

[H,L][K,L]⊆ [HK,L].

Para provar a outra inclusão vejamos que:

1. [H,L][K,L] é um subgrupo de G;

2. Cada gerador [hk, l] de [HK,L] pertence a [H,L][K,L].

Para demonstrar (1), provemos que [H,L] ⊆ NG([K,L]). Como [K,L] E< K,L >, temos em parti-
cular que L ⊆ NG([K,L]). Como H ⊆ NG(L), temos [H,L] ≤ L. Logo, [H,L] ⊆ NG([K,L]). Portanto,
[H,L][K,L] = [K,L][H,L], e, consequentemente, [H,L][K,L] é um subgrupo de G.

Para demonstrar (2) reparemos que, como H ⊆ NG(L), temos [H,L]≤ L e, portanto, pelos teoremas
1.2.5 (ii) e 1.2.12 (i),

[hk, l] = [h, l]k[k, l]

= [h, l] [[h, l],k]︸ ︷︷ ︸
∈ [L,K]=[K,L]

[k, l] ∈ [H,L][K,L].

Observemos que dados subgrupos H,K,L de um grupo G,

[L,H,K] = [[L,H],K] =< [g,k] : g ∈ [L,H], k ∈ K >,

tendo-se que g pode não ser da forma [l,h] com l ∈ L e h ∈ H, i.e., não se tem necessariamente que
[L,H,K] =< [l,h,k] : l ∈ L,h ∈ H,k ∈ K >. No entanto, a seguinte proposição é válida.

Proposição 1.2.17. Sejam H e K subgrupos de um grupo G, e sejam S e T subconjuntos não vazios de
G. Se H =< S > e K =< T >, então [H,K] = ([S,T ]H)K .
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Demonstração. Consultar [8, Corolário 1.5].

Tendo isto em mente podemos enunciar o próximo resultado que se deve a P. Hall.

Teorema 1.2.18 (Lema dos três subgrupos). Sejam G um grupo e H,K,L e N subgrupos de G com
N E G. Então ,

[H,K,L]≤ N e [K,L,H]≤ N =⇒ [L,H,K]≤ N.

Demonstração. Pelo que acabámos de observar e pela Proposição 1.2.17, [H,K,L] é gerado por conju-
gados de comutadores da forma [h,k−1, l], com h ∈ H, k ∈ K e l ∈ L. De um modo análogo, [K,L,H] é
gerado por conjugados de comutadores da forma [k, l−1,h] e [L,H,K] por conjugados de comutadores da
forma [l,h−1,k]. Tome-se x = h,y = k e z = l na Identidade de Hall-Witt. Então,

[h,k−1, l]k[k, l−1,h]l[l,h−1,k]h = 1.

Ora, por hipótese, [h,k−1, l]k, [k, l−1,h]l ∈N uma vez que NEG e, consequentemente, [h,k−1, l]k[k, l−1,h]l ∈
N. Segue-se que [l,h−1,k]h ∈ N, donde [l,h−1,k] = ([l,h−1,k]h)h−1 ∈ N. Portanto, [L,H,K] ≤ N, o que
conclui a demonstração.

1.2.2 Série central

Definição 1.2.19. Denotamos por G′ o subgrupo derivado de um grupo G, definindo-o como sendo o
subgrupo gerado por todos os comutadores em G, i.e. G′ = [G,G].

Formando repetidamente subgrupos derivados gera-se um sequência descendente de subgrupos ca-
racterísticos de G (por 1.2.12 (iv))

G = G(0) ≥ G(1) ≥ G(2) ≥ ...

onde G(1) := G′ e G(n+1) := (G(n))′. A esta sequência damos o nome de série derivada de G mas note-se
que esta série não precisa de alcançar 1 ou mesmo de terminar. Claro que todos os fatores G(n)

/G(n+1) são
grupos abelianos; o primeiro destes G/G′ tem uma importância particular que será tratada mais adiante.

Existe outra maneira natural de gerar uma sequência descendente de subgrupos de um grupo G
formados por comutadores, basta comutar G repetidamente com G:

Definição 1.2.20 (Série Central Inferior). A série central inferior (ou descendente) de um grupo G é a
série de subgrupos {γi(G)}i≥1, onde

γ1(G) = G,

γi(G) = [γi−1(G),G] para i≥ 2.

Repare-se que se trata de facto de uma série descendente uma vez que para i≥ 1, como γi(G)char G,
então γi(G)E G, e, portanto, γi+1(G) = [γi(G),G]⊆ γi(G). Temos pois

G≥ [G,G]≥ [[G,G],G]≥ ...

Notemos ainda que G(n) ⊆ γ2n(G), para qualquer n.

Teorema 1.2.21. Dado um grupo G,

[γi(G),γ j(G)]≤ γi+ j(G)
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para i, j ≥ 1.

Demonstração. Seja j ≥ 1. Para i = 1, temos

[G,γ j(G)] = [γ j(G),G] = γ j+1(G).

Para i > 1, queremos mostrar por indução em i que

[γi(G),γ j(G)] = [γi−1(G),G,γ j(G)]≤ γi+ j(G).

Tendo presente o Teorema 1.2.18 (Lema dos três subgrupos), basta provar que

[G,γ j(G),γi−1(G)]≤ γi+ j(G)

e
[γ j(G),γi−1(G),G]≤ γi+ j(G).

Se i = 2, então
[G,γ j(G),γ1(G)] = [γ j+1(G),G] = γ j+2(G)

e
[γ j(G),γ1(G),G] = [γ j(G),G,G] = [γ j+1(G),G] = γ j+2(G).

Admitamos agora que o resultado é válido para i−1. Então,

[G,γ j(G),γi−1(G)] = [γ j+1(G),γi−1(G)]≤ γi+ j(G)

e
[γ j(G),γi−1(G),G]≤ [γi+ j−1(G),G] = γi+ j(G),

como se pretendia.

Observação 1.2.22. Seja G um grupo. Então, para i≥ 1 e N E G tal que N ⊆ γi(G), temos

γi(
G/N) =

γi(G)/N .

Demonstração. A prova segue por indução em i. Para i = 1,

γ1(
G/N) =

G/N = γ1(G)/N .

Para i > 1, como N ⊆ γi(G)⊆ γi−1(G), segue por hipótese de indução que

γi(
G/N) = [γi−1(

G/N),
G /N ] =

[
γi−1(G)/N ,

G /N
]
.

Tendo em mente o Teorema 1.2.12 (iv), consideremos o seguinte morfismo canónico entre grupos

σ : G−→ G/N ,

g 7−→ gN.

11
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Então [
γi−1(G)/N ,

G /N
]
=
[
(γi−1(G))σ ,Gσ

]
=
[
γi−1(G),G

]
σ

=

[
γi−1(G),G

]
/N = γi(G)/N ,

como pretendíamos.

Teorema 1.2.23. Dado um grupo G =< X >,

γi(G) =< [x1, ...,xi]
g : x j ∈ X ,g ∈ G com j = 1, ..., i >

para i≥ 1.

Demonstração. Para cada i = 1,2, ..., sejam Ni :=< [x1, ...,xi]
g : x j ∈ X ,g ∈ G com j = 1, ..., i >. Obvi-

amente que Ni ⊆ γi(G) e Ni EG para i = 1,2, .... Façamos o resto da prova por indução em i. Para i = 1,
vem da hipótese G=<X >. Para i> 1, basta reparar que, como Ni⊆ γi(G), provar a igualdade γi(G)=Ni

é equivalente a provar γi(G)/Ni
∼= 1, ou ainda, pela Observação 1.2.22, a provar que γi−1(

G/Ni)⊆ Z(G/Ni).
Assim, admitamos que o resultado é válido para i−1, ou seja, γi−1(G) = Ni−1. Como Z(G/Ni)E

G/Ni , é
suficiente provar que [x1Ni, ...,xi−1Ni] ∈ Z(G/Ni) para x j ∈ X , ora

[[x1Ni, ...,xi−1Ni], xiNi] = [x1Ni, ...,xi−1Ni, xiNi]

= [x1, ...,xi−1,xi]︸ ︷︷ ︸
∈Ni

Ni = Ni,

e portanto, γi−1(
G/Ni)⊆ Z(G/Ni), como se pretendia.

Corolário 1.2.23.1. Dado um grupo G,

γi(G) =< [g1,g2, ...,gi] : g j ∈ G com j = 1, ..., i >

para i≥ 1.

Corolário 1.2.23.2. Dado um grupo G =< X >,

γi(G) =< [x1, ...,xi],γi+1(G) : x j ∈ X com j = 1, ..., i >

ou, equivalentemente,

γi(G)/γi+1(G) =< [x1γi+1(G), ...,xiγi+1(G)] : x j ∈ X com j = 1, ..., i >

para i≥ 1.

Demonstração. Atendendo ao Teorema 1.2.23, basta reparar que dados x1, ..,xi,g ∈ G, por definição de
conjugado se tem

[x1, ...,xi]
g = [x1, ...,xi] [x1, ...,xi,g]︸ ︷︷ ︸

∈γi+1(G)

.

Definição 1.2.24. Dizemos que um subconjunto X de um grupo G é um subconjunto normal se X é
invariante sob conjugação por elementos de G.
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Corolário 1.2.24.1. Dado um grupo G =< X >, onde X é um subconjunto normal, então

γi(G) =< [x1, ...,xi] : x j ∈ X com j = 1, ..., i > .

Demonstração. Segue imediatamente do Teorema 1.2.23 e do facto de, para cada x j ∈ X e g ∈ G, se ter
xg

j ∈ X e de [x1, ..,xi]
g = [xg

1, ...,x
g
i ].

Exemplo 1.2.25. Consideremos o grupo diedral

D2n =< a,b : an = b2 = 1,ab = a−1 > .

Pelo Teorema 1.2.23 temos

D′2n = γ2(D2n) =< [a,b]>D2n=< a−1ab >D2n

=< a−2 >D2n=< a2 >D2n .

Como o grupo cícilo < a2 > é normal em D2n, segue pelo Corolário anterior que

D′2n =< a2 > .

Observação 1.2.26. Dado G um grupo, cada quociente γi(G)/γi+1(G) é abeliano uma vez que

[γi(G),γi(G)]⊆ [γi(G),G] = γi+1(G)

Teorema 1.2.27. Dado um grupo G, o subgrupo derivado G′ = γ2(G) é o menor subgrupo normal de G
cujo quociente é abeliano. Equivalentemente, G/G′ é o maior quociente abeliano de G.

Por esta razão, G/G′ diz-se a abelianização de G.

Demonstração. Dado um subgrupo normal N de G, G/N é abeliano se e só se [xN,yN] =N, para xN,yN ∈
G/N , se e só se [x,y] ∈ N, para x,y ∈ G, se e só se G′ ≤ N.

Definição 1.2.28. Dada uma série de subgrupos de um grupo G

Nr+1 < Nr < ... < N1,

chamamos comprimento da série ao número r.

Definição 1.2.29. Dizemos que uma série descendente de subgrupos

Nr+1 ≤ Nr ≤ ...≤ N1

de um grupo G é uma série central se [Ni,G]≤ Ni+1 para i = 1, ...,r.

O nome série central surge do facto de que passando ao quociente por Ni+1 obtemos o seguinte:

[Ni,G]≤ Ni+1 ⇐⇒
[Ni/Ni+1 ,

G/Ni+1

]
≤ Ni+1/Ni+1

∼= 1

⇐⇒ Ni/Ni+1 ≤ Z
(G/Ni+1

)
.

Exemplo 1.2.30. A série central inferior é uma série central.

13
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Observação 1.2.31. 1. Como [Ni,G]≤ Ni+1 ≤ Ni, então Ni E G.

2. A série
Nr+1 ≤ ...≤ Ni+1 ≤ K ≤ Ni ≤ ...≤ N1,

com K ≤G, é também uma série central, uma vez que [Ni,G]≤Ni+1≤K e [K,G]≤ [Ni,G]≤Ni+1.

Dado um subgrupo normal N de um grupo G, podemos considerar uma série central começando com
N. Tal pode ser feito de duas formas naturais:

• N =: N1 ≥ [N,G] =: N2 ≥ [N,G,G] =: N3 ≥ [N,G,G,G] =: N4 ≥ ...

• N =: Nr+1 ≤ Nr ≤ Nr−1 ≤ ...

onde Ni é tal que Ni/Ni+1 = Z
(

G/Ni+1

)
para i≤ r.

Esta segunda condição leva-nos então a poder considerar a próxima definição.

Definição 1.2.32 (Série Central Superior). A série central superior é a série ascendente central

Z0(G)≤ Z1(G)≤ ...≤ Zi(G)≤ ...

obtida do seguinte modo:

Z0(G) = 1,

Z
(G/Zi−1(G)

)
= Zi(G)/Zi−1(G) para i≥ 2.

Em particular, Z1(G) = Z(G) e Z2(G) é tal que Z
(G

/Z(G)

)
= Z2(G)/Z(G).

Enunciaremos agora um resultado que será necessário ter presente na demonstração do próximo
Teorema.

Lema 1.2.33. Sejam G um grupo, N E G e H < G. Então [H,G]≤ N se e só se HN/N ≤ Z(G/N).

Demonstração. Suponhamos primeiro que HN/N ≤ Z(G/N). Seja h ∈ H. Então (hN)(gN) = (gN)(hN)

para qualquer g ∈ G. Logo [hN,gN] = N. Como [hN,gN] = [h,g]N, temos [h,g] ∈ N. Como h e g foram
tomados arbitrariamente, obtemos que [H,G] é um subgrupo de N.

Reciprocamente, suponhamos que [H,G]≤ N. Sejam hN ∈ HN/N e gN ∈ G/N . Como

[hN,gN] = [h,g]N

e [h,g] ∈ N por hipótese, temos [hN,gN] = N. Logo, hN ∈ Z(G/N), como queríamos.

Teorema 1.2.34. Dado um grupo G, são equivalentes as seguintes condições:

(i) Existe uma série central ascendente de 1 até G;

(ii) A série central inferior acaba em 1;

(iii) A série central superior acaba em G.

Demonstração. É claro que (ii) =⇒ (i) e que (iii) =⇒ (i).
Comecemos então por mostrar que (i) =⇒ (ii) e, para tal, seja

1 = Nr+1 ≤ Nr ≤ ...≤ N2 ≤ N1 = G

14
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uma série central.
Primeiro provemos por indução em i ≥ 1 que γi(G) ≤ Ni. Para i = 1, temos γ1(G) = G = N1. Seja

i > 1 e suponhamos que γi−1(G)≤Ni−1. Por definição de série central e em seguida pelo Teorema 1.2.12
(v), temos

γi(G) = [γi−1(G),G]≤ [Ni−1,G]≤ Ni.

Como γi(G) ≤ Ni para i ≥ 1, obtemos γr+1(G) ≤ Nr+1 = 1 e, consequentemente, a série central
inferior acaba em 1.

Provemos agora que (i) =⇒ (iii). Vejamos que Nr− j+1 ≤ Z j(G) para j ≥ 0. Se j = 0, então
Nr+1 = 1 = Z0(G). Seja j > 0 e suponhamos que o resultado é válido para j−1. Por definição de série
central e por hipótese de indução temos

[Nr− j+1,G]≤ Nr− j+2 ≤ Nr− j ≤ Z j−1(G).

Pondo H = Nr− j+1 e N = Z j−1(G) no Lema 1.2.33, obtemos

Nr− j+1Z j−1(G)/Z j−1(G) ≤ Z
(G

/Z j−1(G)

)
= Z j(G)/Z j−1(G).

Logo, Nr− j+1 ≤ Z j(G),
Consequentemente, G = N1 ≤ Zr(G), donde segue que a série central superior acaba em G, como

pretendido.

Observação 1.2.35. O Teorema 1.2.34 diz-nos também que se

1 = Nr+1 ≤ Nr ≤ ...≤ N2 ≤ N1 = G

for uma série central, então

γi(G)≤ Ni,

Nr−i+1 ≤ Zi(G)

e, o comprimento da série central inferior e da série central superior é no máximo o comprimento da
série central original.

Definição 1.2.36. Um grupo nilpotente é um grupo no qual as condições equivalentes do Teorema 1.2.34
são válidas.

Se assim for, o comprimento da série central inferior é igual ao comprimento da série central superior
e é menor ou igual que o comprimento de qualquer série central.

Definição 1.2.37. Ao número c determinado por:

γc+1(G) = 1 ou Zc(G) = G

chamamos classe de nilpotência do grupo G.

Pelo Teorema 1.2.34, se G é um grupo nilpotente de classe de nilpotência c, temos

γc−i+1(G) ≤ Zi(G) para i = 0, ...,c.

15



1. GRUPOS

1.2.3 Grupos nilpotentes

Dizemos que um grupo G é nilpotente de classe ≤ c se e só se γc+1(G) = 1. Equivalentemente, G é
nilpotente de classe ≤ c se e só se Zc(G) = G.

Exemplo 1.2.38. Os grupos abelianos são grupos nilpotentes de classe 1 uma vez que um grupo G é
abeliano se e só se [g1,g2] = 1, para g1,g2 ∈G, se e só se γ2(G) =< [g1,g2] : g1,g2 ∈G >= 1, se e só se
Z1(G) = Z(G) = G.

É claro que um grupo nilpotente de classe 0 tem ordem 1. A classe dos grupos nilpotentes generaliza
pois a classe dos grupos abelianos.

Isto permite-nos reparar que um grupo G é nilpotente de classe ≤ c se e só se [g1, ...,gc+1] = 1 para
qualquer gi ∈ G se e só se, se G =< X > então [x1, ...,xc+1] = 1 para qualquer xi ∈ X .

Exemplo 1.2.39. Dado um número primo p, todos os p-grupos finitos são nilpotentes [26]. Porém um
p-grupo pode não ser abeliano, tal é o caso do grupo matricial

G =
{1 a b

0 1 c
0 0 1

 : a,b,c ∈ Zp

}

de ordem p3, uma vez que o centro do grupo

Z(G) =
{1 0 b

0 1 0
0 0 1

 : b ∈ Zp

}

tem ordem p.

Exemplo 1.2.40. O produto direto G = G1× ...×Gn de um número finito de grupos nilpotentes é nilpo-
tente, basta reparar que

γi(G) = γi(G1)× ...× γi(Gn)

e a classe de nilpotência de G é o máximo das classes de nilpotência dos seus fatores.

Exemplo 1.2.41. Segue dos dois exemplos anteriores que o produto direto de um número finito de p-
grupos finitos (para possivelmente diferentes primos p) é um grupo nilpotente finito.

Dado um grupo finito G, o produto de todos os subgrupos normais nilpotentes de G é nilpotente, e é
o maior subgrupo normal nilpotente de G.

Definição 1.2.42. Designamos o produto de todos os subgrupos normais nilpotentes de um grupo G por
subgrupo Fitting de G, e denotamo-lo por F(G).

Pode-se verificar que F(G) é um subgrupo característico de G e, além disso, G é nilpotente se e só
se F(G) = G.

Exemplo 1.2.43. 1. Recordemos primeiro que um grupo G é simples se G 6= 1 e 1 e G são os únicos
subgrupos normais de G.

O subgrupo de Fitting de um grupo simples não abeliano G (por exemplo o grupo alternado A5 de
ordem 5) é o subgrupo trivial 1.
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2. Vejamos que o subgrupo de Fitting do grupo simétrico S3 é A3.

Comecemos por recordar que S3 tem dois subgrupos normais não triviais - A3 e S3 - e provemos
por indução em i que, para i≥ 0, temos Zi(S3) = 1. Consequentemente, Zi(S3)< S3 para qualquer
i e portanto S3 não é nilpotente. Recordemos ainda que duas permutações σ ,τ ∈ S3 são conjugadas
se e só se têm a mesma estrutura de ciclo. Assim, como S3 = {(1),(12),(13),(23),(123),(132)},
uma permutação está no centro de S3 se e só se é a única permutação com a sua estrutura de ciclo.
Logo, Z(S3) = 1. Suponhamos agora que Zi(S3) = 1. Então,

Zi+1(S3) =
Zi+1(S3)/Zi(S3) = Z

( S3/Zi(S3)

)
= Z(S3) = 1,

como pretendíamos. Por outro lado, A3 é um grupo cíclico e, portanto, é um grupo abeliano, donde
segue que A3 é nilpotente. Assim, A3 é o maior subgrupo normal nilpotente de S3.

Iremos enumerar a seguir diversas propriedades de grupos finitos que são equivalentes à nilpotên-
cia. Uma destas chama-se condição de normalizador, que nos diz que todo o subgrupo próprio está
propriamente contido no seu normalizador.

Recordemos primeiro que,

Definição 1.2.44. Dado H um subgrupo de um grupo G, dizemos que H é subnormal em G, e escrevemos
HsnG, se existe uma cadeia finita de subgrupos

H = H0 E H1 E ...E Hn = G.

Observação 1.2.45. Observe-se que a relação "subnormal"é uma relação transitiva, o que não pode ser
dito a respeito da relação "normal". Tal facto será útil para definir produto de duas classes de Fitting de
grupos.

Teorema 1.2.46. Seja G um grupo finito. Então as seguintes propriedades são equivalentes:

(i) G é nilpotente;

(ii) Todo o subgrupo H de G é subnormal;

(iii) Todo o subgrupo maximal de G é normal em G;

(iv) G satisfaz a condição de normalizador;

(v) G é produto direto dos seus subgrupos de Sylow.

Demonstração. Consultar [26, Teorema 5.2.4].

É importante ter presente a próxima definição e correspondente observação.

Definição 1.2.47. Uma álgebra B de tipo (τ) diz-se um quociente de uma álgebra A do mesmo tipo se
existe um morfismo sobrejetivo θ de A em B e escrevemos θ : A� B.

Escrevemos θ : A ↪→ B se o morfismo θ for injetivo. A um morfismo injetivo também damos o nome
de mergulho.
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Observação 1.2.48. No caso dos grupos, dizer que H é quociente de um grupo G equivale a dizer que
H ∼= G/N onde N é um subgrupo normal de G. Recordemos que, pelo primeiro Teorema do isomorfismo,
se θ : G�H é morfismo sobrejetivo entre grupos, então ker θ é um subgrupo normal de G e H é isomorfo
a G/ker θ .

Proposição 1.2.49. A classe de todos os grupos nilpotentes é fechada para subgrupos, quocientes e
produtos diretos em número finito.

Demonstração. Sejam G um grupo nilpotente e H um subgrupo de G. Então existe uma série de G

1 = G0 ≤ G1 ≤ ...≤ Gn = G

tal que [Gi+1,G]≤ Gi. Para i = 0,1, ...,n, defina-se Hi := Gi∩H. Deste modo, a série

1 = H0 ≤ H1 ≤ ...≤ Hn = H

é uma série central de H. De facto [Hi+1,H]≤ [H,H]≤ H e, por outro lado, [Hi+1,H]≤ [Gi+1,G] ≤ Gi,
donde [Hi+1,H]≤ Gi∩H = Hi. Consequentemente, H é um grupo nilpotente como se pretendia.

Sejam agora G um grupo nilpotente e θ : G� H um morfismo sobrejetivo entre grupos. Considere-
mos uma série central de G

1 = G0 ≤ G1 ≤ ...≤ Gn = G.

Temos [Gi+1,G]≤ Gi. Para i = 0,1, ...,n seja Hi := Giθ . Como pelo Teorema 1.2.12 temos [Hi+1,H] =

[Gi+1θ ,Gθ ] = [Gi+1,G]θ ≤ Giθ = Hi, então a série

1 = H0 ≤ H1 ≤ ...≤ Hn = H

é uma série central de H, o que torna H um grupo nilpotente.

Recorrendo ao Exemplo 1.2.40, verificamos que a classe dos grupos nilpotentes também é fechada
para produtos diretos em número finito e concluímos assim a demonstração.

Observação 1.2.50. Se tomarmos só os grupos finitos nilpotentes, formam o que mais tarde iremos
chamar de pseudovariedade.

Proposição 1.2.51. A classe de todos os grupos nilpotentes é fechada para subgrupos normais e, se
G = NM com N e M subgrupos normais nilpotentes de G, então G é também nilpotente.

Demonstração. Vimos na Proposição 1.2.49 que a classe de todos os grupos nilpotentes é fechada para
subgrupos e, consequentemente, é fechada para subgrupos normais. Por outro lado, se N e M são grupos
nilpotentes, então existem duas séries centrais

1 = N0 ≤ N1 ≤ ...≤ Nk = N,

1 = M0 ≤M1 ≤ ...≤Mp = M.

Suponhamos sem perda de generalidade que k ≤ p e consideremos a série de G

1 = N0M0 ≤ N1M1 ≤ ...≤ NkMk ≤ NkMk+1 ≤ ...≤ NkMp = NM = G.
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Então, pelo Teorema 1.2.16 e por definição de série central,

[NiMi,G] = [Ni,G][Mi,G]≤ Ni+1Mi+1.

Consequentemente, G é nilpotente como pretendíamos.

Observação 1.2.52. Os grupos finitos nilpotentes formam o que mais tarde chamaremos de classe de
Fitting de grupos finitos.

1.2.4 p-nilpotência

Definição 1.2.53. Dados p um número primo e π um conjunto de números primos não vazio, definimos

p′ = {q : q primo e q 6= p},

π
′ = {q : q primo e q /∈ π}.

Definição 1.2.54. Um π-subgrupo de Hall de um grupo finito G é um subgrupo H de G tal que |H| é um
produto envolvendo apenas números primos em π e [G : H] é um produto envolvendo apenas números
primos em π ′.

Repare-se que todo o π-subgrupo de Hall de um grupo finito G é um π-subgrupo de Sylow. No
entanto, G não contém necessariamente π-subgrupos de Hall.

Exemplo 1.2.55. Considere-se agora o grupo alternado A5 de ordem 5. Ora, A5 é um grupo simples e

|A5|=5! /2 = 60 = 22 ·3 ·5.

Vejamos que A5 não tem {3,5}-subgrupos de Hall. Suponhamos que existe um tal {3,5}-subgrupo de
Hall H de A5. Então, H tem ordem 15 e índice 4. Se considerarmos a ação de A5 nas classes laterais
de H obtemos um morfismo θ : A4 −→ S4. A contradição é atingida observando que ker θ 6= 1,A5 mas
ker θ E A5, uma vez que isto significa que A5 não é um grupos simples.

Por outro lado, um {2,3}-subgrupo de Hall de A5 tem ordem 12 e conhecemos um subgrupo de A5

com esta ordem que é A4. Assim, A4 é um {2,3}-subgrupo de Hall de A5.

Definição 1.2.56. Um grupo finito G diz-se p-nilpotente se G tem um p′-subgrupo normal de Hall.

Assim, G diz-se p-nilpotente se existir um p′-subgrupo normal H de G tal que [G : H] = pk, para
algum k ∈ N.

Pode-se provar, usando a condição (v) do Teorema 1.2.46, que todo o grupo nilpotente finito é p-
nilpotente e, reciprocamente, um grupo finito que é p-nilpotente para todo o número primo p é nilpotente
[26].

Um resultado conhecido de Burnside diz-nos que se P for um p-subgrupo abeliano de Sylow de G,
então, se NG(P) é p-nilpotente então G também o é.

Exemplo 1.2.57. 1. Todo o grupo abeliano é p-nilpotente para todos os primos p.

2. O grupo diedral D2p, para um número primo p ímpar, é 2-nilpotente mas não é p-nilpotente.

Teorema 1.2.58. Seja p um primo. A classe dos grupos p-nilpotentes é fechada para subgrupos, quoci-
entes e produtos diretos em número finito.
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Demonstração. Sejam G um grupo p-nilpotente e H um subgrupo de G. Seja N um p′-subgrupo normal
de Hall de G. Tomemos K := H ∩N. Então K E H e, como K ≤ N, temos que p não divide |K|. Uma
vez que, pelo segundo Teorema do isomorfismo, se tem

H/K = H/H∩N ∼= HN/N ≤ G/N

e, além disso, [G : N] = |G|/|N| é um produto de primos em p′, concluímos que [H : K] = |H|/|K| também
é um produto de primos em p′. Segue-se que K é um p′-subgrupo normal de Hall de H e, portanto, H é
p-nilpotente.

Seja agora G um grupo p-nilpotente e H um subgrupo normal de G. Seja N um p′-subgrupo normal
de Hall de G. Defina-se K = NH/H E G/H . Então, pelo terceiro Teorema do isomorfismo,

(G/H)/(NH/H)
∼= G/NH ,

donde [G : NH] = |G|/|NH| ≤ |G|/|N| = [G : N] e, portanto, [G : NH] é um produto de primos em p′. Além
disso, como

K = NH/H ∼= N/N∩H

e p não divide |N|, vem que p não divide |K|. Consequentemente, K é um p′-subgrupo normal de Hall
de G/N e, portanto, G/N é p-nilpotente.

Finalmente seja G = G1× ...×Gn um grupo tal que Gi é p-nilpotente para cada i ∈ {1, ...,n}. To-
memos Ni um p′-subgrupo normal de Hall de Gi. Então, verifica-se que N1× ...×Nn é um p′-subgrupo
normal de Hall de G, o que conclui a nossa demonstração.

Observação 1.2.59. Os grupos finitos p-nilpotentes, para um dado número primo p, formam o que
chamaremos de pseudovariedade ou variedade de grupos finitos.

1.2.5 Grupos solúveis

Recordemos que dado um grupo G, definimos G(1) = G′ = [G,G] e G(n) = (G(n−1))′.

Definição 1.2.60. Dado um grupo G, dizemos que G é solúvel se existe n≥ 1 tal que G(n) = 1.

Teorema 1.2.61. A classe dos grupos solúveis é fechada para subgrupos, quocientes e produtos diretos
em número finito.

Demonstração. Seja G um grupo solúvel e seja H um subgrupo de G. Então existe n≥ 1 tal que G(n) = 1.
Como H(n) ≤ G(n), temos H(n) = 1.

Seja agora σ : G� R um morfismo sobrejetivo entre grupos. Podemos verificar por indução em n e
recorrendo ao Teorema 1.2.12 (iv) que G(n)σ = R(n) e, consequentemente, temos R(n) = 1.

Por fim, sejam G1, ...,Gk grupos solúveis. Então, para cada i = 1, ...,k, existe ni ≥ 1 tal que G(ni)
i = 1.

Pode-se verificar que (G1× ...×Gk)
(n) = G(n)

1 × ...×G(n)
k , e portanto, basta tomar n = max{n1, ...,nk} e

obtemos que (G1× ...×Gk)
(n) = 1 como se pretendia.

Observação 1.2.62. Os grupos finitos solúveis constituem então o que mais tarde iremos chamar de
pseudovariedade.

Teorema 1.2.63. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Então, G é solúvel se e só se N e
G/N são solúveis.
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Demonstração. A prova de que se G é solúvel então N e G/N são solúveis, segue diretamente do Teorema
1.2.61. Suponhamos agora que N e G/N são solúveis. Então existem n,m ≥ 1 tais que G/N

(n)
= N e

N(m) = 1. Então G(n) ⊆ N. Assim G(n+m) = (G(n))(m) ⊆ N(m) = 1. Logo G(n+m) = 1 e portanto G é
solúvel.

Proposição 1.2.64. O produto de dois subgrupos normais solúveis de um grupo é solúvel.

Demonstração. Sejam N e M subgrupos normais solúveis de um grupo G. Então, pelo Teorema 1.2.61,
M/M∩N é solúvel. Como MN/N ∼= M/M∩N , pelo Teorema 1.2.63, MN é solúvel.

Observação 1.2.65. Atendendo ao Teorema 1.2.61 e à Proposição 1.2.64, os grupos finitos solúveis vão
constituir o que chamaremos de classe de Fitting de grupos finitos.

Exemplo 1.2.66. 1. Grupos abelianos e grupos nilpotentes são solúveis.

2. p-grupos finitos são solúveis, uma vez que são grupos nilpotentes.

3. Vimos no Exemplo 1.2.25 que D′2n é o grupo cíclico < a2 >, donde D′2n é um grupo abeliano.
Portanto, D′2n é solúvel, uma vez que (D′2n)

′ = 1 e, consequentemente, D(2)
2n = 1. Logo, D2n é

solúvel.

4. Sn é solúvel para n≤ 4 e não solúvel para n≥ 5.

1.3 Variedades, formações e classes de Fitting de grupos

Recordemos que uma classe de álgebras universais, por exemplo de grupos, de semigrupos, etc, é
uma coleção não vazia de álgebras fechada para imagens isomorfas.

Uma variedade de álgebras de tipo (τ) é uma classe V de álgebras de tipo (τ) que satisfaz as
seguintes propriedades:

• Se A ∈ V e B é subálgebra de A, então B ∈ V ;

• Se A ∈ V e B é quociente de A, então B ∈ V ;

• Se Ai ∈ V para i ∈ I, então o produto direto ∏i∈I Ai ∈ V .

Sucintamente, uma variedade de álgebras é uma classe de álgebras fechada para subálgebras, quocientes
e produtos diretos.

Observação 1.3.1. Se uma classe de álgebras V é fechada para produtos diretos sobre um conjunto I
arbitrário, em particular, para I = /0, então contém a álgebra singular {1}. O mesmo se passa se for
fechada para produtos subdiretos, definidos abaixo. Assim, como I pode ser vazio, {1} ∈ V . No entanto,
se uma classe de álgebras V não vazia também é fechada para quocientes, temos sempre {1} ∈ V .

De um modo análogo, uma formação de álgebras de tipo (τ) é uma classe de álgebras de tipo (τ)

fechada para quocientes e produtos subdiretos arbitrários; onde entendemos por produto subdireto de
uma família (Ai)i∈I de álgebras de tipo (τ), uma álgebra A de tipo (τ) que se mergulha no produto direto
∏i∈I Ai tal que cada projeção induzida πi : A� Ai é sobrejetiva.

Se as álgebras são finitas, quer na definição de variedade quer na definição de formação, exigímos
produtos com um número finito de fatores.

Adicionalmente, uma formação de álgebras finitas de tipo (τ) é uma classe de álgebras finitas de tipo
(τ) que satisfaz:
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• Se A ∈F e B é quociente de A, então B ∈F ;

• Se A1,A2 ∈F e B é produto subdireto de A1 e A2, então B ∈F .

Notemos que uma classe de álgebras finitas F pode também ser definida como formação do seguinte
modo [29]:

• Se ρ é uma congruência em A e A ∈F , então A/ρ ∈F ;

• Se ρ1e ρ2 são congruências em A e A/ρi ∈F , i = 1,2, então A/ρ1∩ρ2 ∈F .

É claro que toda a variedade de álgebras (finitas) é formação de álgebras (finitas).

Nas secções que se seguem estudaremos certas classes de grupos finitos. Posteriormente, procurare-
mos estender essas teorias a semigrupos inversos finitos. Para uma leitura mais detalhada sobre classes
de grupos, o leitor poderá consultar por exemplo [3] e [11].

1.3.1 Conceitos e exemplos

Definição 1.3.2. Seja V uma classe de grupos que contém o grupo trivial. Dado um grupo G podemos
definir

GV := ∩{N : N E G, G/N ∈ V } e GV :=< N : N E G, N ∈ V >,

os quais são subgrupos característicos de G. O grupo GV diz-se o V -residuo e o grupo GV diz-se o
V -radical de G.

Dados um número finito de subgrupos normais N1, ...,Nn de um grupo G, pode-se verificar que
< N1, ...,Nn >= N1...Nn. Assim, o V -radical de um grupo finito G é o subgrupo

GV = ∏{N : N E G, N ∈ V }.

Observação 1.3.3. Percebemos que poderá haver ambiguidade na notação ∏, uma vez que a utilizamos
tanto para produto como para produto direto, porém, pensamos que o leitor conseguirá distinguir os dois
casos sempre que estes ocorrem.

Em geral, nem GV nem G/GV pertencem à classe V . No entanto, se GV ∈ V , então GV é o maior
subgrupo normal de G que pertence a V . Analogamente, se G/GV ∈ V , então GV é o menor subgrupo
normal de G cujo quociente G/GV pertence a V .

Repare-se que, para a classe N dos grupos nilpotentes, GN denota o subgrupo de Fitting F(G)

introduzido anteriormente e, para a classe A dos grupos abelianos, GA denota o subgrupo derivado G′.

Definição 1.3.4. Dada uma classe de grupos finitos V , dizemos que V é uma variedade de grupos
finitos, ou pseudovariedade, se satisfaz as seguintes condições:

1. Qualquer subgrupo de um grupo de V pertence a V ;

2. Qualquer quociente de um grupo de V pertence a V ;

3. O produto direto de qualquer família finita de grupos de V também pertence a V .

Não havendo perigo de confusão usaremos simplesmente a denominação variedade mesmo quando
estamos a tratar de grupos finitos.
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Definição 1.3.5. Dada uma classe de grupos finitos F , dizemos que F é uma formação de grupos finitos
se satisfaz as seguintes condições:

1. Qualquer quociente de um grupo de F pertence a F ;

2. O produto subdireto de qualquer família finita de grupos de F também pertence a F .

Notemos que a condição (3) da Definição 1.3.4 bem como a condição (2) da Definição 1.3.5, podem
ser substituídas por produto de dois elementos da classe está na classe, ou por produto subdireto de dois
elementos no caso da Definição 1.3.5.

Proposição 1.3.6. Uma formação de grupos finitos é uma classe de grupos finitos F com as seguintes
propriedades:

(i) Se G ∈F e N E G, então G/N ∈F ;

(ii) Se N1,N2 E G com N1∩N2 = 1 e G/Ni ∈F para i = 1,2, então G ∈F .

Demonstração. A equivalência das primeiras condições foi observada em 1.2.48. Vejamos então que a
condição (2) da Definição 1.3.5, para famílias não vazias, é equivalente a (ii). Se G é produto subdireto
de elementos G1 e G2 de F , i.e., existe um mergulho φ : G ↪→ G1×G2 tal que cada projeção induzida
πi : G� Gi é sobrejetiva, então ker πi E G e G/ker πi

∼= Gi ∈F para i = 1,2. Além disso, como G se
mergulha no produto direto, ker π1∩ker π2 = {1} e, por hipótese, segue que G ∈F como pretendíamos.
Reciprocamente, se N1,N2 E G com N1∩N2 = 1 e G/Ni ∈F para i = 1,2, então G é produto subdireto
de G/N1 e G/N2 , donde segue que G pertence a F .

Dados um grupo G e uma família de grupos (Gi)i=1,...,n pertencentes a uma variedade V de grupos,
se G se mergulha no produto direto ∏

n
i=1 Gi então G é isomorfo a um subgrupo H de ∏

n
i=1 Gi. Como

∏
n
i=1 Gi ∈ V , temos H ∈ V e portanto G ∈ V . Consequentemente, toda a variedade de grupos é uma

formação de grupos, uma vez que também é fechada para produtos subdiretos, o que vai de encontro
ao que foi enunciado para variedades e formações de álgebras finitas. No entanto observe-se que uma
formação não é necessariamente uma variedade. Uma formação é variedade se e só se é fechada para
subgrupos.

Exemplo 1.3.7. A formação gerada pelo grupo alternado A5 de ordem 5 é conhecida como sendo a classe
de todos os produtos diretos de cópias de A5 [11, II. Exemplo 2.13], que não é variedade mas é formação
[4].

Consideremos agora outro tipo de classe de grupos.

Definição 1.3.8. Dada uma classe de grupos finitos C , dizemos que C é uma classe de Fitting de grupos
finitos se satisfaz as seguintes condições:

1. Se G ∈ C e H E G, então H ∈ C ;

2. Se G =< N1,N2 > com N1,N2 E G e N1,N2 ∈ C , então G ∈ C .

Relembremos que se N1,N2 E G se tem < N1,N2 >= N1N2. Portanto, a condição (2) pode ser
enunciada para produtos de dois subgrupos normais N1 e N2.

Podemos ainda enunciar a condição (2) para produtos de um número finito de subgrupos normais
N1, ...,Nn. Tal prova-se por indução em n e reparando que se N1, ...,Nn E G então N1...Nn E G.
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1. GRUPOS

É claro que a interseção de variedades, de formações, ou de classes de Fitting de grupos, é, respe-
tivamente, uma variedade, uma formação ou uma classe de Fitting de grupos, o que permite falar em
variedade, formação ou classe de Fitting gerada por um conjunto de grupos, uma vez que 1 pertence a
qualquer classe destes tipos.

Exemplo 1.3.9. [10], [11], [26]

1. A classe de todos os grupos finitos G é variedade, formação e classe de Fitting.

2. A classe de todos os grupos finitos solúveis S é variedade, formação e classe de Fitting.

3. A classe de todos os p-grupos finitos solúveis Sp é variedade, formação e classe de Fitting.

4. A classe de todos os grupos finitos nilpotentes N é variedade, formação e classe de Fitting.

5. A classe de todos os π-grupos finitos solúveis Sπ é classe de Fitting.

6. A classe de todos os π-grupos finitos nilpotentes Nπ é classe de Fitting.

7. A classe de todos os grupos finitos p-nilpotentes N p é variedade e formação de grupos.

Note-se que apesar de haver uma ligação direta entre variedades e formações, no sentido em que toda
a variedade é formação, o mesmo não acontece no que diz respeito às classes de Fitting.

Observação 1.3.10. Uma classe de Fitting não é necessariamente uma formação (variedade) e, recipro-
camente, uma formação (variedade) não é necessariamente uma classe de Fitting. Por exemplo, a classe
A de todos os grupos finitos abelianos é uma formação mas não é uma classe de Fitting [3].

No entanto, repare-se que há classes que são simultâneamente formações e classes de Fitting. Natu-
ralmente tais classes são chamadas de formações Fitting. Por exemplo, as classes N e S são exemplos
de formações Fitting de grupos.

1.3.2 Operadores de fecho

Nesta secção veremos que se pode definir formação e classe de Fitting de grupos em termos de
operadores de fecho, conceito que passamos a apresentar.

Definição 1.3.11. Um operador é uma aplicação entre classes de grupos C : X 7−→CX tal que:

1. X ⊆CX ,

2. se X ⊆ Y , então CX ⊆CY .

Definição 1.3.12. Dados um operador C e uma classe X , se X = CX dizemos que a classe X é
C-fechada.

Segue da definição de operador que a classe de todos os grupos finitos G é C-fechada para qualquer
operador C.

Entre operadores é possível considerar uma ordem parcial ≤: dados C1 e C2 operadores, definimos
C1 ≤C2 se C1X ⊆C2X para toda a classe de grupos X . Podemos também definir o produto C1C2 de
dois operadores C1 e C2 por (C1C2)X =C1(C2X ) para qualquer classe X .

Definição 1.3.13. Um operador C, diz-se um operador de fecho se for idempotente, i.e., se C =CC.
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Repare-se que se C é um operador de fecho e X uma classe, então a classe CX é a menor classe
C-fechada que contém X .

Enunciamos agora alguns dos operadores de fecho mais importantes neste estudo de classes que
pretendemos fazer.

Definição 1.3.14. Dada uma classe de grupos X , definimos:

SX = (H : H ≤ G, G ∈X ),

QX = (G/N : N E G, G ∈X ),

SnX = (H : HsnG, G ∈X ),

R0X = (G : ∃Ni E G(i = 1, ...,r), G/Ni ∈X , ∩r
i=1Ni = 1),

N0X = (G : ∃NisnG(i = 1, ...,r), Ni ∈X , G =< N1, ...,Nr >).

À semelhança do provado na Proposição 1.3.6, vemos o seguinte:

Proposição 1.3.15. Uma classe F de grupos finitos é uma formação se e só se F = QF e F = R0F .

Além disso, uma classe de Fitting também pode ser caracterizada utilizando operadores de fecho.

Proposição 1.3.16. Uma classe C de grupos finitos é uma classe de Fitting se e só se C = SnC e
C = N0C .

Demonstração. Se C = SnC = N0C , então C é classe de Fitting pois qualquer subgrupo normal é tam-
bém subnormal.

Reciprocamente, seja H um subgrupo subnormal de um grupo G ∈ C . Então existe uma cadeia finita

H = H0 E H1 E ...E Hn−1 E Hn = G,

donde Hi ∈C , para qualquer i= 0,1,2, ...,n−1. Em particular, H ∈C . Como C ⊆ SnC , temos C = SnC .
Provemos agora a igualdade C = N0C . Claramente C ⊆ N0C . Seja então G um grupo tal que

existem N1,N2snG, N1,N2 ∈ C e G =< N1,N2 >. É suficiente provar que G ∈ C e o resto seguirá por
indução no número r de subsemigrupo subnormais N1, ...,Nr na definição de N0C .

Podemos assumir que Ni 6= G para i = 1,2, caso contrário a demontração ficaria concluída. Suponha-
mos ainda, de modo a alcançar uma contradição, que G é o menor grupo nas condições acima descritas
tal que G /∈ C . Para i = 1,2, sejam Ki := NG

i . Como NisnG e Ni 6= G, temos Ki 6= G. Além disso, como
NisnG, existe uma série de subgrupos

Ni = H i
0 E H i

1 E ...E H i
k = G.

Então, para g ∈ G,

gNig−1∩Ki = gH i
0g−1∩Ki E gH i

1g−1∩Ki E ...E gH i
kg−1∩Ki = G∩Ki = Ki.

Por outro lado, gNig−1 ∼= Ni ∈ C , logo gNig−1 ∈ C . Consequentemente, Ki ∈ N0C uma vez que Ki é
gerado por subgrupos subnormais gNig−1 que pertencem a C . Pela minimalidade de G, temos Ki ∈ C .
Agora, como N1,N2 ⊆ K1K2, temos G =< N1,N2 >= K1K2 onde K1,K2 E G e K1,K2 ∈ C . Portanto
G ∈ C , o que contradiz a hipótese como pretendíamos.
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1.3.3 Operações

É importante ter presente os resultados desta secção, uma vez que terão o papel de guia no próximo
capítulo quando tentarmos generalizar o conceito de classe produto de grupos, tanto para formações
como para classes de Fitting, a semigrupos inversos.

Definição 1.3.17. Dadas duas classes de grupos X e Y , definimos classe produto do seguinte modo:

X Y := (G : ∃N E G tal que N ∈X e G/N ∈ Y ).

Repare-se que esta operação não é associativa nem comutativa. Basta considerarmos, por exemplo,
o grupo alternado A4 de ordem 4 e a classe de todos os grupos cíclicos C : A4 ∈ (C C )C mas, como A4

não tem subgrupos normais cíclicos não triviais, A4 /∈ C (C C ). Logo (X Y )Z * X (Y Y ).
Por outro lado, a inclusão X (Y Z ) ⊆ (X Y )Z é universalmente válida e, de facto, sai direta-

mente da definição de classe produto. No entanto, observe-se que foi provado por H. Neumann que esta
multiplicação de classes torna-se associativa para variedades de grupos [21].

Podemos também tomar potências de uma classe X , definindo

X 0 = (1),

e indutivamente para n ∈ N
X n+1 = (X n)X ,

por esta ordem uma vez que o produto não é associativo. A um grupo em X 2 damos o nome de meta-X .

Exemplo 1.3.18. Já definimos em 1.2.6 um grupo metabeliano G como sendo um grupo onde existe
um subgrupo normal N E G tal que tanto N como o quociente G/N são abelianos. Portanto, um grupo
metabeliano é um grupo meta-A .

A classe produto de duas variedades de grupos é uma variedade de grupos [21] mas a classe produto
de duas formações não é uma formação, em geral [11, Exemplo IV.1.6]. No entanto, a definição de
produto pode ser modificada de modo a garantir que o correspondente produto de duas formações seja
também uma formação.

Dada uma formação de grupos F e um grupo G, existe em G um subgrupo normal N que é mínimo
entre aqueles cujo quociente G/N pertence a F . Trata-se do F -residual de G, GF .

Observação 1.3.19. GF = 1 se e só se G ∈F .

Proposição 1.3.20. Dada F uma formação de grupos e um grupo G, se N E G, então

(i) (G/N)
F = GF N/N;

(ii) Se U é um subgrupo de G =UN, então UF N = GF N;

(iii) Se N é nilpotente e G =UN, então UF ⊆ GF .

Demonstração. Consultar [3, Proposição 2.2.8].

Definição 1.3.21. Dadas F1 e F2 formações de grupos, definimos

F1 ◦F2 := (G : GF2 ∈F1)

e chamamos a F1 ◦F2 a formação produto de F1 com F2.
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Este produto desfruta agora de várias propriedades, entre elas a de dar origem a outra formação e de
ser associativo.

Proposição 1.3.22. Sejam F1, F2 e F3 formações de grupos. Então:

(i) F1 ◦F2 ⊆F1F2;

(ii) F2 ⊆F1 ◦F2;

(iii) Se F1 é Sn-fechado, então F1 ◦F2 = F1F2;

(iv) F1 ◦F2 é uma formação;

(v) GF1◦F2 = (GF2)F1 para qualquer grupo G;

(vi) (F1 ◦F2)◦F3 = F1 ◦ (F2 ◦F3).

Demonstração. Consultar [11, Teorema IV.1.8].

Dado C uma classe de Fitting de grupos e G um grupo, então existe o maior subgrupo normal de G
que pertence a C , o C -radical de G, GC .

Proposição 1.3.23. Sejam C uma classe de Fitting e G um grupo. Então

GC =< N : NsnG, N ∈ C > .

Em particular, GC é o maior subgrupo subnormal de G que pertence a C .

Demonstração. É claro que GC ⊆< N : NsnG, N ∈ C >. Seja então NsnG tal que N ∈ C . Se N E G
a demonstração fica concluída. Assim, suponhamos que N 6E G. Então, existe um subgrupo normal
RE G tal que NsnRE G. Por indução em |G| podemos assumir que N ≤ RC . Como RC é um subgrupo
característico de R, podemos considerar, para cada g ∈ G, o automorfismo de R

φg : R−→ R

r 7−→ g−1rg,

e obtemos que RC φg = RC . Consequentemente, RC é normal em G. Além disso, RC ∈ C e portanto
RC ≤ GC . Como N ≤ RC , temos N ≤ GC como pretendíamos.

Observação 1.3.24. Atendendo à Proposição 1.3.23, se N é um subgrupo normal de um grupo G e C é
uma classe de Fitting de grupos, então NC = N∩GC .

Tal como no caso das formações de grupos, em geral a classe produto de classes de Fitting não é
necessariamente uma classe de Fitting [11, Exemplo IX. 2.14 (b) (7)]. No entanto, também pode ser
definido um outro produto, dual ao definido em 1.3.21 para formações. Este produto vai preservar a
propriedade de classe de Fitting e também é associativo.

Definição 1.3.25. Sejam C1 e C2 classes de Fitting de grupos. À classe C1 �C2 definida por

C1 �C2 := (G : G/GC1
∈ C2)

damos o nome de produto de Fitting de C1 e C2.
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Proposição 1.3.26. Sejam C1, C2 e C3 classes de Fitting de grupos. Então

(i) C1 �C2 ⊆ C1C2;

(ii) C1 ⊆ C1 �C2;

(iii) Se a classe C2 é fechada para quocientes, então C1 �C2 = C1C2;

(iv) C1 �C2 é uma classe de Fitting;

(v) Para qualquer grupo G, o C2-radical de G/GC1
é GC1�C2/GC1

;

(vi) (C1 �C2)�C3 = C1 � (C2 �C3).

Demonstração. Consultar [11, Teorema IX.1.12].
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Capítulo 2

Semigrupos

Neste capítulo apresentamos os conceitos e resultados sobre semigrupos inversos de que necessita-
remos posteriormente. Deste modo, a escolha das demontrações apresentadas relaciona-se com a neces-
sidade de aplicação dos resultados mais à frente.

Começamos por recordar algumas definições básicas mas fundamentais na secção 2.1 e, em parti-
cular, a definição das relações de Green; as quais não têm significado em grupos por serem aí a relação
inversa. Na secção 2.2 introduzimos os semigrupos completamente regulares e, em particular, os semi-
grupos de Clifford, os quais irão desempenhar um papel importante no tratamento e construção de certas
classes de inversos no próximo capítulo. Na secção 2.3 descreveremos congruências em termos do seu
traço e kernel. Duas congruências em particular irão ter um papel mais importante, nomeadamente a me-
nor congruência de grupo e a maior congruência que separa idempotentes. Segue-se a secção 2.4, onde
discutiremos o conceito de conjugado num semigrupo e, consequentemente, o conceito de subsemigrupo
normal. Será nesta secção que introduziremos os subsemigrupos i-normais. Na secção 2.5 recordaremos
a existência de semigrupos inversos fundamentais e, por fim, introduziremos os semigrupos ortodoxos
na secção 2.6.

Para uma leitura mais detalhada sobre este tema, indicamos por exemplo [18] e [23].

2.1 Definições básicas

Definição 2.1.1. Seja S um semigrupo. Um elemento e de S diz-se idempotente se e2 = e. Denotamos o
conjunto de todos os idempotentes de um subconjunto A de S por E(A).

Definição 2.1.2. Um semigrupo diz-se um semigrupo idempotente, ou uma banda, se todos os seus
elementos forem idempotentes.

Definição 2.1.3. Um semi-reticulado Y é um semigrupo idempotente comutativo. Denotamos a classe
de todos os semi-reticulados por Sl.

Um semi-reticulado também pode ser definido como um ∧-semi-reticulado, i.e. um conjunto com
uma ordem parcial≤ tal que dados elementos a,b existe o ínfimo a∧b. Pensando em Y com a Definição
2.1.3, temos

a∧b = ab,

a≤ b ⇐⇒ a = ab = ba.

Podemos ainda definir ∨-semi-reticulado como um conjunto com uma ordem parcial≤ tal que dados
elementos a,b existe o supremo a∨b, e dizer que um conjunto com uma ordem parcial≤ é um reticulado
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se for simultâneamente ∧- e ∨-semi-reticulado. Um reticulado modular é um reticulado L que satisfaz

x≤ y =⇒ x∨ (y∧ z) = y∧ (x∨ z), ∀x,y,z ∈ L.

É fundamental ter presente o próximo resultado para futuras aplicações.

Proposição 2.1.4. Todo o elemento de um semigrupo finito S tem uma potência que é um idempotente.

Tal facto resulta de dado a ∈ S, o subsemigrupo de S gerado por a conter um grupo cíclico.

Demonstração. Consultar [18, Proposição 1.2.3].

Em seguida introduziremos as relações de Green, mas primeiro necessitamos das seguintes defini-
ções.

Definição 2.1.5. Um semigrupo S com identidade diz-se um monóide.

Definição 2.1.6. Dado um semigrupo S, defnimos o monóide

S1 =

S, se S tem identidade,

S∪{1}, caso contrário,

no segundo caso 1 é tomado como identidade.

Definição 2.1.7. Seja S um semigrupo. Definimos o produto de subconjuntos I e J de S por

IJ = {i j : i ∈ I, j ∈ J}.

Definição 2.1.8. Uma parte I de um semigrupo S diz-se ideal esquerdo se SI ⊆ I e ideal direito se IS⊆ I.
I diz-se um ideal se for um ideal esquerdo e direito.

Dado a∈ S, o conjunto Sa∪{a} é o menor ideal esquerdo de S que contém a. A este ideal chamamos
ideal principal esquerdo gerado por a, e vemos que corresponde ao produto S1a. Definimos agora a
equivalência L pela regra: para a,∈ S,

aL b ⇐⇒ S1a = S1b.

Analogamente se define em S ideal principal direito gerado por a, que será aS1, e a equivalência R

pela regra: para a,b ∈ S,
aRb ⇐⇒ aS1 = bS1.

Observação 2.1.9. Sejam a, b elementos num semigrupo S. Então aL b se e só se existem x,y ∈ S1 tais
que xa = b,yb = a. Dualmente, aRb se e só se existem u,v ∈ S1 tais que au = b,bv = a.

Proposição 2.1.10. As relações L e R comutam.

Demonstração. Consultar [18, Proposição 2.1.3].

Definição 2.1.11. Seja S um semigrupo. Uma relação de equivalência ρ diz-se uma congruência direita
se absorve produtos à direita:

(∀a,b,c ∈ S) aρb =⇒ acρbc;
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e diz-se uma congruência esquerda se absorve produtos à esquerda:

(∀a,b,c ∈ S) aρb =⇒ caρcb.

Uma relação ρ em S que seja tanto uma congruência direita como esquerda diz-se uma congruência.

Observação 2.1.12. É claro que a interseção de duas congruências é também uma congruência.

Outra propriedade de L e R é a seguinte.

Proposição 2.1.13. L é uma congruência direita e R é uma congruência esquerda.

Demonstração. Consultar [18, Proposição 2.1.2].

Dadas duas equivalências num conjunto, podemos considerar a sua interseção e o seu supremo, os
quais ainda são equivalências. Definimos então

H := L ∩R,

D := L ∨R.

Definimos ainda a equivalência J pela regra: para a,b ∈ S,

aJ b ⇐⇒ S1aS1 = S1bS1,

onde S1aS1 é o ideal principal gerado pelo elemento a. Equivalentemente, aJ b se e só se existe
x,y,u,v ∈ S1 tais que xay = b,ubv = a.

É imediato que L ⊆J e R ⊆J , donde D ⊆J , uma vez que D é a menor equivalência que
contém L e R. Note-se ainda que esta inclusão pode ser estrita e um exemplo disso foi dado por Green
em 1951 [16]. A igualdade D = J é obtida para todo o semigrupo finito [18, Proposição 2.14].

Observação 2.1.14. Denotaremos por La (Ra,Ha,Da ou Ja) a L -classe (R-classe, H -classe, D-classe
ou a J -classe) que contem um elemento a.

Observação 2.1.15. Todo o idempotente e num semigrupo S é uma identidade esquerda em Re, uma
identidade direita em Le e uma identidade em He, i.e.,

eRa =⇒ a = ea,

eL a =⇒ a = ae,

eH a =⇒ a = ea = ae.

Definição 2.1.16. As relações L ,R,H ,D ,J são chamadas relações de Green.

Repare-se agora que como L e R comutam, podemos mais facilmente descrever a equivalência D ,
uma vez que se obtém

D = L ∨R = L ◦R = R ◦L .

Note-se ainda que cada D-classe num semigrupo S é união de L -classes e também é união de R-
classes. A interseção de uma L -classe com uma R-classe, contidas numa mesma D-classe, é uma
H -classe. Além disso,

aDb ⇐⇒ Ra∩Lb 6= /0 ⇐⇒ La∩Rb 6= /0.
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Figura 2.1: "Caixa de ovos"

É conveniente visualizar uma D-classe, tal como sugerido por Clifford e Preston (1961), como uma
“caixa de ovos”, na qual cada linha representa uma R-classe, cada coluna representa uma L -classe, e
cada célula representa uma H -classe. Obviamente que é possível que a “caixa de ovos” contenha apenas
uma única fila ou uma única coluna ou que contenha até uma única célula.

Com os próximos resultados vemos que as H -classes quando contêm idempotentes são grupos mas
que em geral uma H -classe pode não ser fechada para o produto.

Teorema 2.1.17 (Teorema de Green). Dados um semigrupo S e uma H -classe H em S, então H2∩H = /0
ou H2 = H e H é um subgrupo de S.

Demonstração. Consultar [18, Teorema 2.2.5].

Corolário 2.1.17.1. Dados um semigrupo S e um idempotente e ∈ E(S), então He é um subgrupo de S.
Além disso, He é um subgrupo maximal de S.

Definição 2.1.18. Um elemento a num semigrupo S diz-se regular se existe x ∈ S tal que axa = a. Um
semigrupo S diz-se um semigrupo regular se todos os seus elementos forem regulares.

O próximo resultado mostra que D-classes que contenham elementos regulares admitem algumas
caracterizações interessantes.

Lema 2.1.19. Dada uma D-classe D de um semigrupo S, as seguintes condições são equivalentes:

(i) D contém um idempotente.

(ii) Cada L - e R-classe de D contém um idempotente.

(iii) Todo elemento de D é regular.

(iv) D contém um elemento regular.

Demonstração. Consultar [23, Lema I.7.2].

O conceito de inverso de um elemento num semigrupo S usado habitualmente generaliza o conceito
de inverso em grupos.

Definição 2.1.20. Dado um elemento a de um semigrupo S, dizemos que a′ é um inverso de a se

aa′a = a e a′aa′ = a.

No entanto, contrariamente ao que acontece em grupos, um elemento de um semigrupo pode ter mais
do que um inverso ou não ter nenhum. Iremos denotar o conjunto de todos os inversos de um elemento
a por V (a).
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Definição 2.1.21. Um semigrupo S diz-se um semigrupo inverso se para todo o elemento a ∈ S existe
um único elemento a−1 ∈ S inverso de a.

Note-se que os semigrupos inversos são obviamente semigrupos regulares e que se a é regular então
a tem pelo menos o inverso xax.

É ainda importante ter presente o próximo resultado.

Proposição 2.1.22. Um semigrupo S é inverso se para todo o elemento a∈ S existe a′ ∈ S tal que aa′a= a
e os idempotentes de S comutam.

Demonstração. Sejam S um semigrupo inverso e e, f ∈ E(S). Seja a o único inverso de e f . Temos

(e f )( f ae)(e f ) = e f 2ae2 f = e f ae f = e f ,

( f ae)(e f )( f ae) = f ae2 f 2ae = f (ae f a)e = f ae,

donde f ae é também um inverso de e f . Pela unicidade obtemos que a = f ae. Por outro lado, como
( f ae)2 = f (ae f a)e = f ae, então a é um idempotente. Além disso, como e f e a são inversos de e f ,
temos ainda que a = e f e, consequenetemente, e f é um idempotente. De um modo análogo se consegue
provar que f e é um idempotente e, portanto, como

(e f )( f e)(e f ) = e f 2e2 f = (e f )2 = e f ,

( f e)(e f )( f e) = f e2 f 2e = ( f e)2 = f e,

concluímos que tanto f e como e f são inversos de e f , donde e f = f e.
Reciprocamente, suponhamos que S é um semigrupo regular e que os seus idempotentes comutam.

Sejam a′,a′′ ∈ V (a). É claro que a′a,a′′a ∈ E(S). Repare-se agora que a′aL aL a′′a e, consequente-
mente, a′aL a′′a. Como os idempotentes comutam e todo o idempotente é uma identidade direita na sua
L -classe pela Observação 2.1.15, obtemos

a′a = a′aa′′a = a′′aa′a = a′′a.

Analogamente se prova que aa′ = aa′′ recorrendo à relação R. Por fim, temos

a′ = a′aa′ = a′′aa′ = a′′aa′′ = a′′,

e, consequentemente, a tem um único inverso em S como se pretendia.

Com esta última caracterização pode-se verificar que para a e b elementos de um semigrupo inverso
S e para e ∈ E(S), se tem

e−1 = e,

(ab)−1 = b−1a−1.

Além disso, a−1a, aa−1, aea−1 ∈ E(S).

Observação 2.1.23. Num semigrupo inverso S, dados a,b ∈ S, então

aL b ⇐⇒ a−1a = b−1b,

aRb ⇐⇒ aa−1 = bb−1,
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e, portanto,
aH b ⇐⇒ a−1a = b−1b, aa−1 = bb−1.

Observe-se ainda que se e ∈ E(S),

eH a ⇐⇒ a−1a = aa−1 = e.

Definição 2.1.24. Dado um semigrupo inverso S, a relação definida por

a≤ b ⇐⇒ a = be, para algum e ∈ E(S)

é uma ordem parcial em S compatível com o produto, chamada a ordem natural ou canónica.

Definição 2.1.25. Um semigrupo inverso S diz-se E-unitário se

∀a ∈ S, e,ea ∈ E(S) =⇒ a ∈ E(S).

Esta definição é equivalente a dizer que se ae∈ E(S) então a∈ E(S), ou ainda a dizer que se f ∈ E(S)
e f ≤ a então a ∈ E(S).

Definição 2.1.26. Dado θ : S −→ T um morfismo entre semigrupos, dizemos que o morfismo θ separa
idempotentes se, para e, f ∈ S, se eθ = f θ então e = f .

Teorema 2.1.27 (Teorema de McAlister). Todo o semigrupo inverso é imagem por um morfismo que
separa idempotentes de um semigrupo inverso E-unitário.

Demonstração. Consultar [23, Corolário VII.4.6].

Os próximos resultados serão indispensáveis para o nosso estudo.

Lema 2.1.28 (Lema de Lallement). Seja θ : S−→ T um morfismo sobrejetivo entre semigrupos regula-
res. Se f for um idempotente de T , então existe um idempotente e em S tal que f = eθ .

Demonstração. Sejam f ∈ E(T ) e a ∈ S tais que aθ = f . Seja ainda x ∈V (a2). Então

(axa)(axa) = a(xa2x)a = axa

e, portanto,

(axa)θ = (aθ)(xθ)(aθ) = (a2
θ)(xθ)(a2

θ)

= (a2xa2)θ = (a2)θ = aθ = f .

Logo, existe e := axa ∈ E(S) tal que f = eθ .

Teorema 2.1.29. Sejam S um semigrupo inverso, T um semigrupo e φ : S� T um morfismo sobrejetivo.
Então T é um semigrupo inverso.

Demonstração. Sejam t ∈ T e s ∈ S tais que sφ = t. Então,

t = sφ = (ss−1s)φ = (sφ)(s−1
φ)(sφ) = t(s−1

φ)t.
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e notemos ainda que s−1φ = (s−1φ)t(s−1φ). Por outro lado, dados f1, f2 ∈ E(T ), pelo Lema de Lalle-
ment 2.1.28, existem e1,e2 ∈ E(S) tal que e1φ = f1 e e2φ = f2. Assim,

f1 f2 = (e1φ)(e2φ) = (e1e2)φ

= (e2e1)φ = (e2φ)(e1φ) = f2 f1.

Daqui se conclui que T é um semigrupo inverso.

2.2 Semigrupos completamente regulares

Vamos agora considerar a classe dos semigrupos completamente regulares, que veremos serem
uniões de grupos.

Definição 2.2.1. Um elemento a num semigrupo S diz-se completamente regular se a = axa e xa = ax
para algum x em S. Um semigrupo S diz-se um semigrupo completamente regular se todos os seus
elementos forem completamente regulares.

Um semigrupo completamente regular S pode também ser visto como um semigrupo onde existe
uma operação unária a 7−→ a−1, com as seguintes três propriedades:

(a−1)−1 = a,

aa−1a = a,

aa−1 = a−1a,

sendo a−1 um inverso especial de a ∈ S.

Proposição 2.2.2. Dada uma H -classe H de um semigrupo S, as seguintes condições são equivalentes:

(i) H contém um idempotente;

(ii) Todo o elemento de H é completamente regular;

(iii) H contém um elemento completamente regular.

Demonstração. Consultar [23, Lema I.7.5.].

Teorema 2.2.3. Dado um semigrupo S, são equivalentes as seguintes condições:

(i) S é completamente regular;

(ii) Todo o elemento de S pertence a um subgrupo de S;

(iii) Toda a H -classe de S é um grupo.

Demonstração. Consultar [18, Proposição 4.1.1].

Segue, portanto, que

Corolário 2.2.3.1. Um semigrupo S é completamente regular se e só se união disjunta dos seus subgru-
pos maximais.

Lema 2.2.4. Seja T um subsemigrupo regular de um semirgrupo completamente regular S. Então T é
completamente regular.
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Demonstração. Seja a ∈ T e x um inverso de a2 em T . Então axa ∈ E(T ) e, claramente, axa ∈ aT ∩Ta.
Por outro lado, considere-se o inverso a−1 de a tal que aa−1 = a−1a. Então,

a = aa−1a = a−1a2 = a−1a2xa2 = (axa)a

e, analogamente, a = a(axa), donde a ∈ axaT ∩Taxa. Assim aH axa em S e, portanto, Ha contém um
idempotente. Pela Proposição 2.2.2, obtemos que a é completamente regular.

Definição 2.2.5. Um semigrupo de Clifford é um semigrupo inverso completamente regular.

Um semigrupo de Clifford pode também ser considerado como um semigrupo completamente regular
S, no qual

(xx−1)(yy−1) = (yy−1)(xx−1), ∀x,y ∈ S.

Além disso, os semigrupos de Clifford são exatamente os semi-reticulados fortes de grupos, que passa-
mos a descrever.

Primeiro, seja S um semigrupo e ρ um congruência em S. Então, definindo em S/ρ um produto por,
dados a,b ∈ S,

(aρ)(bρ) = (ab)ρ,

obtemos um semigrupo, e definindo a aplicação

ρ
\ : S−→ S/ρ

a 7−→ aρ

obtemos um morfismo entre semigrupos.

Se S/ρ é um semi-reticulado, então cada classe aρ é um subsemigrupo de S. Além disso,

(ab)ρ = (ba)ρ, ∀a,b ∈ S.

Se Y := S/ρ então, neste caso, S = ∪α∈Y Sα em que Sα é uma ρ-classe, e dizemos que S é um semi-
reticulado Y de semigrupos Sα ,α ∈ Y .

Sejam agora Y um semi-reticulado e {Sα}α∈Y um conjunto de semigrupos tais que Sα ∩ Sβ = /0 se
α 6= β . Suponhamos que, para α,β ∈ Y com α ≥ β , existe um morfismo φα,β : Sα −→ Sβ , tal que φα,α

é o morfismo identidade idSα
e

φα,β φβ ,γ = φα,γ , se α ≥ β ≥ γ. (2.1)

Defina-se uma multiplicação no conjunto S = ∪α∈Y Sα em termos das multiplicações nos componentes
Sα e nos morfismos φα,β pela regra

ab = (aφα,αβ )(bφβ ,αβ )

para cada a ∈ Sα e b ∈ Sβ .

Se a ∈ Sα ,b ∈ Sβ e c ∈ Sγ então, pelas propriedades dos morfismos e pela condição de transitividade
2.1, temos

(ab)c = (aφα,αβ )(bφβ ,αβ )c

=
[(

(aφα,αβ )(bφβ ,αβ )
)

φαβ ,αβγ

]
(cφγ,αβγ)

= (aφα,αβγ)(bφβ ,αβγ)(cφγ,αβγ),
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que se prova ser igual a a(bc). Assim, a multiplicação definida é associativa e portanto S é um semigrupo
que se denota por

S = [Y ;Sα ,φα,β ]

e se chama um semi-reticulado forte de semigrupos.
Os semigrupos de Clifford podem então ser caracterizados como sendo semi-reticulados fortes de

grupos [18], ou ainda como semigrupos regulares em que os idempotentes são centrais.

Definição 2.2.6. Entendemos por elemento central de um semigrupo S um elemento c tal que cs = sc
para qualquer s ∈ S.

O conjunto de todos os elementos centrais de um semigrupo S forma um subsemigrupo, que se denota
por Z(S) e é chamado o centro de S. Mais geralmente,

Definição 2.2.7. Dado A um subconjunto não vazio de S, definimos o centralizador de A em S como
sendo o conjunto

Aξ = {s ∈ S : sa = as ∀a ∈ A}.

Em particular, Sξ = Z(S).

Como exemplos de semigrupos inversos até agora mencionámos os grupos, os semi-reticulados e
os semigrupos de Clifford. Entre os semigrupos inversos encontramos também o semigrupo inverso
simétrico que na teoria dos semigrupos inversos tem o papel de grupo simétrico na teoria dos grupos.

Dado um conjunto não vazio X , o conjunto I (X) constituído por todas as aplicações parciais injeti-
vas de X e munido da operação composição de relações ◦: se α,β ∈I (X), então (x,y) ∈ α ◦β se e só
se existe z em X tal que (x,z) ∈ α e (z,y) ∈ β , forma um semigrupo inverso, chamado semigrupo inverso
simétrico em X .

Exemplo 2.2.8. Se X = {1,2}, então I (X) consiste nas aplicações

A =

(
1 2
1 2

)
, B =

(
1 2
2 1

)
,

C =

(
1
1

)
, D =

(
2
2

)
, E =

(
1
2

)
, F =

(
2
1

)
juntamente com a aplicação vazia /0, tendo-se E(I (X)) = {1U : U ⊆ X}.

Como dissemos este semigrupo tem o papel do grupo simétrico sendo possível obter o análogo do
Teorema de Cayley. Wagner (1952) e, independentemente, Preston (1954) mostraram que:

Teorema 2.2.9. Seja S um semigrupo inverso. Então existe um semigrupo inverso simétrico I (X) e um
morfismo injetivo φ de S em I (X).

Demonstração. Tomando X = S, defina-se φ : S−→I (S) por: para cada a ∈ S, seja aφ = λa onde

λa : Saa−1 −→ Sa−1a

x 7−→ xa.

As relações λa são de facto aplicações parciais injetivas em S e φ um morfismo injetivo [18, Teo-
rema 1.1.2].
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2.3 Congruências

Nesta secção tratamos congruências em semigrupos inversos começando com alguns resultados num
semigrupo arbitrário.

Teorema 2.3.1 (1o Teorema do isomorfismo). Sejam S e T semigrupos e φ : S−→ T um morfismo. Então
a relação

ker φ = φ ◦φ
−1 = {(a,b) ∈ S×S : aφ = bφ}

é uma congruência em S, e existe um morfismo injetivo α : S/ker φ −→ T tal que imα = imφ e o diagrama
abaixo comuta. Em particular, se φ é sobrejetivo então T ∼= S/ker φ .

Figura 2.2: Diagrama comutativo

Demonstração. Consultar [18, Teorema 1.5.2].

Iremos também necessitar de ter presente o seguinte:

Teorema 2.3.2 (3o Teorema do isomorfismo). Para quaisquer duas congruências ρ e τ num semigrupo
S tais que ρ ⊆ τ , defina-se a relação τ/ρ em S/ρ por, para a,b ∈ S,

(aρ)(τ/ρ)(bρ) ⇐⇒ aτb.

Então τ/ρ é uma congruência em S/ρ e (S/ρ )/(τ/ρ )
∼= S/τ .

Demonstração. Consultar [18, Teorema 1.5.4].

Em seguida mostramos como uma congruência ρ num semigrupo inverso S fica completamente
determinada pela união de ρ-classes que contêm idempotentes e pela sua restrição ao semi-reticulado
de idempotentes E(S). Para tal, iremos caracterizar este par de parâmetros de uma congruência, o qual
chamaremos par de congruência e, reciprocamente, construiremos a única congruência associada a um
tal par.

O próximo lema será usado frequentemente e sem referência explícita.

Lema 2.3.3. Seja ρ uma congruência num semigrupo inverso S. Para quaisquer x,y ∈ S, se xρy então
x−1ρy−1.

Demonstração. Pelo Teorema 2.1.29, o quociente S/ρ é um semigrupo inverso, uma vez que ρ\ é um
morfismo sobrejetivo. Consequentemente, para cada x ∈ S, x−1ρ é um inverso de xρ em S/ρ e, portanto,
x−1ρ = (xρ)−1, pela unicidade de inversos. Logo, se xρy então x−1ρ = (xρ)−1 = (yρ)−1 = y−1ρ , donde
x−1ρy−1.
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Definição 2.3.4. Dada uma congruência ρ num semigrupo inverso S definimos o kernel (ou núcleo) e o
traço de ρ , respetivamente, por

ker ρ = {a ∈ S : aρe para algum e ∈ E(S)},
tr ρ = ρ|E(S).

Observação 2.3.5. Percebemos que pode haver ambiguidade na notação ker, uma vez que tanto a usamos
para definir kernel de uma congruência como kernel de um morfismo, no entanto, pensamos que o leitor
distinguirá os dois casos quando estes forem empregues.

Assim, podemos associar a cada congruência ρ em S um par (ker ρ, tr ρ).

Definição 2.3.6. Seja S um semigrupo inverso. Um subconjunto N de S diz-se cheio se E(S)⊆N. Dados
a,b ∈ S, b−1ab diz-se um conjugado de a. Um subsemigrupo inverso cheio N de S tal que s−1Ns ⊆ N,
para qualquer s ∈ S, diz-se um subsemigrupo normal de S, escrevendo-se N E S.

Definição 2.3.7. Seja S um semigrupo inverso. Uma congruência τ em E(S) diz-se uma congruência
normal se para quaisquer e, f ∈ E(S) e s ∈ S, se eτ f então s−1esτs−1 f s.

Definição 2.3.8. Seja S um semigrupo inverso. Um par (N,τ) diz-se um par de congruência em S se N
é um subsemigrupo normal de S, τ é uma congruência normal em E(S) e satisfazem:

1. se eτa−1a e ae ∈ N então a ∈ N, em que a ∈ S, e ∈ E(S);

2. se n ∈ N, então nn−1τn−1n.

Repare-se que dada uma congruência ρ o par (ker ρ, tr ρ) é um par de congruência. Além disso,
dado um par de congruência (N,τ) podemos definir a relação ρ(N,τ) em S por, para a,b ∈ S,

aρ(N,τ)b ⇐⇒ a−1aτb−1b,ab−1 ∈ N.

No lema seguinte enunciamos alguns resultados que se usam na demonstração do próximo Teorema.

Lema 2.3.9. Para um par de congruência (N,τ) de um semigrupo inverso S e para a,b ∈ S, e ∈ E(S),

(i) se eτa−1a e aeb ∈ N, então ab ∈ N;

(ii) se ab ∈ N, então aeb ∈ N;

(iii) se ab−1 ∈ N e a−1aτb−1b, então a−1eaτb−1eb.

Demonstração. Sejam a,b ∈ S e e ∈ E(S).

(i) Se aeb ∈ N e eτa−1a, então

aeb = (ae)(bb−1)b = ab(b−1eb)

e

(ab)−1(ab) = b−1(a−1a)b τ b−1eb.

Logo, pela alínea (1) da Definição 2.3.8 de par de congruência, ab ∈ N.
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(ii) Se ab ∈ N, então aeb = (ab)(b−1eb) ∈ N, uma vez que b−1eb ∈ E(S) e N é cheio.

(iii) Suponhamos que ab−1 ∈ N e a−1aτb−1b. Então ba−1 ∈ N, donde eba−1 ∈ N. Assim, usando em
particular a alínea (2) da Definição 2.3.8 de par de congruência, temos

a−1ea = (a−1ea)(a−1a)(a−1ea) τ (a−1ea)(b−1b)(a−1ea)

= (a−1e)(ab−1)(ab−1)−1(ea) τ (a−1e)(ab−1)−1(ab−1)(ea)

= a−1eba−1ab−1ea

= a−1(eba−1)(eba−1)−1a τ a−1(eba−1)−1(eba−1)a

= a−1(ab−1e)(eba−1)a

= (a−1a)b−1eb(a−1a) τ (b−1b)b−1eb(b−1b)

= b−1eb.

Com o auxílio destes conceitos, apresentamos então uma caracterização das congruências em semi-
grupos inversos, que foi desencadeada pelo trabalho de H. E. Scheiblich [27], sendo que uma descrição
detalhada desta abordagem pode ser encontrada em [23].

Teorema 2.3.10. Seja S um semigrupo inverso. Se (N,τ) é um par de congruência em S, então ρ(N,τ) é
a única congruência ρ em S para a qual ker ρ = N e tr ρ = τ . Reciprocamente, se ρ é um congruência
em S, então (ker ρ, tr ρ) é um par de congruência em S e ρ(ker ρ, tr ρ) = ρ .

Demonstração. Sejam (N,τ) um par de congruência em S e ρ = ρ(N,τ). Então, como N é cheio e τ é
reflexiva, ρ é reflexiva; como τ é simétrica e N é um semigrupo inverso, ρ é simétrica. Suponhamos
agora que aρb e bρc. Então

a−1a τ b−1b τ c−1c

e ab−1,bc−1 ∈ N, donde, a(b−1b)c−1 ∈ N. Como a−1a τ b−1b, pelo Lema 2.3.9 (i) vem que ac−1 ∈ N.
Assim, aρc e portanto ρ é transitiva.

Sejam aρb e c ∈ S. Então

(ac)−1(ac) = c−1(a−1a)c τ c−1(b−1b)c = (bc)−1(bc),

uma vez que a−1a τ b−1b e τ é uma congruência normal em E(S). Pela alínea (ii) do Lema 2.3.9,
(ac)(bc)−1 = a(cc−1)b−1 ∈ N. Segue que ac ρ bc e, por 2.3.9 (iii),

(ca)−1(ca) = a−1(c−1c)a τ b−1(c−1c)b = (cb)−1(cb),

uma vez que a−1a τ b−1b e ab−1 ∈ N; temos ainda (ca)(cb)−1 = cab−1c−1 ∈ N, uma vez que ab−1 ∈ N
e N é um subsemigrupo normal. Assim, ρ é um congruência em S.

Se aρe para e ∈ E(S), então a−1a τ e e ae ∈ N, o que pela Definição 2.3.8 (1) implica que a ∈ N.
Além disso, se a ∈ N, então claramente aρa−1a. Consequentemente, ker ρ = N; e obviamente tr ρ = τ ,
já que N é cheio.

Tomemos agora uma congruência λ em S tal que ker λ = N e tr λ = τ . Suponhamos primeiro
que aλb. Então a−1λb−1 e, portanto, a−1aλb−1b e ab−1λbb−1. Logo a−1a τ b−1b e ab−1 ∈ N, e,
consequentemente, aρb. Por outro lado, se aρb, então a−1aρb−1b e ab−1ρbb−1. Seja e = bb−1. Então
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a−1a τ b−1b e ab−1 ∈ ker ρ . Como ker ρ = N = ker λ , existe e = e2 tal que ab−1λe. Então

a = a(a−1a) λ a(b−1b) = (ab−1b λ eb,

b = b(b−1b) λ b(a−1a) = (ba−1)a λ ea,

donde ebλeea = ea e, portanto, aλebλeaλb. Consequentemente, ρ = λ o que prova a unicidade.

Reciprocamente, se ρ é uma congruência em S, é claro que (ker ρ, tr ρ) é um par de congruência em
S. Pelo que acabámos de ver tem-se ker ρ(ker ρ,tr ρ) = ker ρ e também tr ρ(ker ρ,tr ρ) = tr ρ . Além disso,
tem-se ρ(ker ρ,tr ρ) = ρ , o que conclui a demonstração.

Tenhamos presente que dada uma congruência ρ em S, então

aρb ⇐⇒ a−1a tr ρ b−1b, ab−1 ∈ ker ρ,

para a,b ∈ S. Além disso, temos também

aρb ⇐⇒ aa−1 tr ρ bb−1, a−1b ∈ ker ρ.

Definição 2.3.11. Seja ρ um congruência num semigrupo inverso S. Definimos duas relações ρmax e
ρmin em S por

aρmaxb ⇐⇒ a−1eaρb−1eb, ∀e ∈ E(S),

aρminb ⇐⇒

aa−1 ρ bb−1

eρaa−1, ea = eb para algum e ∈ E(S).

Proposição 2.3.12. Sejam S um semigrupo inverso e τ uma congruência normal em E(S). Então a
relação τmax é a maior congruência em S com traço τ .

Demonstração. A verificação que τmax é uma relação de equivalência é clara. Para vermos que é uma
congruência, suponhamos aτmaxb e seja c ∈ S. Então, usando a normalidade de τ temos, para e em E(S),

(ac)−1e(ac) = c−1(a−1ea)c τ c−1(b−1eb)c = (bc)−1e(bc)

e portanto acτmaxbc. Ainda, como c−1ec ∈ E(S) para cada e ∈ E(S), temos,

(ca)−1e(ca) = a−1(c−1ec)a τ b−1(c−1ec)b = (cb)−1e(cb)

e portanto caτmaxcb.

Suponhamos agora que eτ f . Então, para g ∈ E(S),

e−1ge = ge τ g f = f−1g f

e portanto (e, f )∈ tr τmax. Reciprocamente, se (e, f )∈ τmax∩(E(S)×E(S)), então ge τ g f para qualquer
g ∈ E(S). Em particular,

e = ee τ e f ,

f = f f τ f e.
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Segue-se que eτ f , donde tr τ = τmax como pretendíamos.
Finalmente, iremos mostrar que τmax é a maior congruência com traço τ . Seja ρ uma congruência

em S cujo traço é τ e suponhamos que aρb. Então a−1ρb−1, e portanto, para e em E(S),

(a−1ea, b−1eb) ∈ ρ ∩ (E(S)×E(S)) = τ.

Logo aτmaxb, pelo que ρ ⊆ τmax.

Proposição 2.3.13. Seja ρ uma congruência num semigrupo inverso S. Então S/ρ é um grupo se e só se
tr ρ = E(S)×E(S).

Demonstração. Suponhamos primeiro que S/ρ é um grupo. Então ρ\ aplica todo o idempotente de S na
identidade de S/ρ e, portanto, E(S)×E(S) ⊆ tr ρ , mas tr ρ ⊆ E(S)×E(S), donde se tem a igualdade.
Reciprocamente, suponhamos que tr ρ = E(S)×E(S). Pelo Lema de Lallement 2.1.28, todo o idempo-
tente de S/ρ é imagem por ρ\ de um idempotente de S. Então S/ρ é um semigrupo inverso com apenas
um idempotente, e , portanto, S/ρ é um grupo.

Proposição 2.3.14. Sejam S um semigrupo inverso e τ uma congruência normal em E(S). Então a
relação τmin é a menor congruência em S com traço τ .

Demonstração. Sejam (a,b),(b,c)∈ τmin. Então aa−1 τ bb−1 e existem e, f ∈ E(S) tais que e τ aa−1 τ f ,
ea = eb e f b = f c. Assim, e f τ aa−1 e e f a = e f c, donde se conclui que (a,c) ∈ τmin, e portanto que
τmin é transitiva. A reflexividade e a simetria de τmin são imediatas.

Tomemos agora (a,b)∈ τmin e c∈ S. Então, aa−1 τ bb−1 e existe e∈ E(S) tal que e τ aa−1 e ea = eb.
Como τ é normal,

(ca)(ca)−1 = c(aa−1)c−1
τ c(bb−1)c−1 = (cb)(cb)−1

e portanto, temos cec−1τ(ca)(ca)−1 tal que

(cec−1)ca = cea = ceb = (cec−1)cb.

Logo (ca,cb) ∈ τmin. Por outro lado,

(ac)(ac)−1 = a(cc−1)a−1

= aa−1a(cc−1)a−1
τ eacc−1a−1

= eacc−1a−1e

= ebcc−1b−1e

= ebcc−1b−1
τ bb−1bcc−1b−1

= (bc)(bc)−1.

Então, e(ac)(ac)−1 τ aa−1(ac)(ac)−1 = (ac)(ac)−1. Além disso,

e(ac)(ac)−1(ac) = (ac)(ac)−1(ea)c = (ac)(ac)−1(eb)c = e(ac)(ac)−1(bc),

i.e. f (ac) = f (bc) para o idempotente f := e(ac)(ac)−1. Assim (ac,bc) ∈ τmin e fica provado que τmin é
uma congruência em S.
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Verifiquemos agora que tr τmin = τ . Para isso sejam (e, f ) ∈ τ . Então ee−1τ f f−1 e existe o idempo-
tente e f tal que

e f τ ee−1,

(e f )e = (e f ) f .

Logo (e, f ) ∈ tr τmin. Reciprocamente seja (e, f ) ∈ τmin∩ (E(S)×E(S)). Então e = ee−1 τ f f−1 = f .
Por último, vejamos que τmin é a menor congruência com traço τ . Sejam ρ uma congruência em S

com traço τ e (a,b) ∈ τmin. Então aa−1ρbb−1 e existe um idempotente e tal que eρaa−1 e ea = eb. Logo

a = aa−1a ρ ea

= eb ρ bb−1b = b.

Portanto, τmin ⊆ ρ como pretendíamos.

Sendo S um semigrupo inversos e τ =E(S)×E(S) a congruência universal em E(S), pela Proposição
2.3.13, vemos que

τmin = {(a,b) ∈ S×S : (∃e ∈ E(S))ea = eb}

é a menor congruência ρ em S tal que S/ρ é um grupo. A esta congruência damos o nome de menor
congruência de grupo em S e denotamo-la por σ . Dito de outra forma, S/σ é o maior quociente de grupo
de S, i.e., para toda a congruência ρ de S tal que S/ρ é um grupo, existe um morfismo φ : S/σ � S/ρ tal
que o diagrama abaixo comuta.

Figura 2.3: Diagrama comutativo

Outra congruência que devemos ter presente para os resultados que se seguem é a congruência sintá-
tica.

Definição 2.3.15. Seja H um subconjunto não vazio de um semigrupo S. Definimos a relação τH em S
por

aτ
Hb ⇐⇒ (xay ∈ H ⇐⇒ xby ∈ H, ∀x,y ∈ S1),

à qual damos o nome de congruência sintática de H.

Definição 2.3.16. Sejam H um subconjunto e ρ uma congruência num semigrupo S. Dizemos que ρ

satura H se H é união de algumas ρ-classes.

Proposição 2.3.17. Para um subconjunto não vazio H de um semigrupo S, a congruência τH é a maior
congruência em S que satura H.

Demonstração. Consultar [23, Proposição III.4.4].
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Definição 2.3.18. Seja S um semigrupo inverso. Um subsemigrupo inverso cheio K de S diz-se um
kernel em S se, para a,b ∈ S, satisfaz

ab ∈ K =⇒ aKb⊆ K.

Em particular, para a ∈ S, temos a−1a ∈ K e portanto a−1Ka⊆ K. Consequentemente,

Observação 2.3.19. Todo o kernel num semigrupo S é um subsemigrupo normal de S.

Teorema 2.3.20. Seja S um semigrupo inverso. Um subconjunto K de S é um kernel em S se e só se K é
o kernel de alguma congruência em S.

Demonstração. Sejam ρ uma congruência em S, k ∈ ker ρ e a,b ∈ S tais que ab ∈ ker ρ . Então abρe e
kρ f para alguns e, f ∈ E(S). Portanto,

akb ρ a f b = a( f bb−1)b = (ab)(b−1 f b) ρ e(b−1 f b)

o que prova que akb ∈ ker ρ . Consequentemente, ker ρ é um kernel em S.
Reciprocamente seja K um kernel em S. Pela Proposição 2.3.17, τK é a maior congruência que satura

K e portanto, como K é cheio, temos ker τK ⊆ K. Sejam agora k ∈ K e x,y ∈ S. Então k,k−1 ∈ K, e por
definição de kernel em S temos

xky ∈ K =⇒ (xk)y ∈ K =⇒ (xk)k−1y ∈ K =⇒ xkk−1y ∈ K.

Por outro lado,

xkk−1y ∈ K =⇒ (xkk−1)ky ∈ K =⇒ x(kk−1k)y ∈ K =⇒ xky ∈ K.

Consequentemente, kτKkk−1, donde k ∈ ker τK . Portanto K = ker τK , o que termina a demonstração.

2.3.1 Congruências que separam idempotentes

Nesta secção definimos o conceito de congruência que separa idempotentes, introduzindo a maior
destas congruências µ . Trata-se de uma secção importante no nosso estudo e que desencadeia a secção
que lhe sucede, no sentido em que introduz os subsemigrupos normais de um semigrupo S contidos no
centralizador E(S)ξ - os quais iremos denominar por i-normais.

No que se segue ∆S denota a congruência identidade num semigrupo S, e ∇S a congruência universal.
Podemos escrever apenas ∆ ou ∇ se for claro o semigrupo a que nos referimos.

Definição 2.3.21. Uma congruência ρ num semigrupo S diz-se uma congruência que separa idempoten-
tes se, para cada e, f ∈ E(S), eρ f implica e = f .

As congruências num semigrupo inverso S que separam idempotentes, ou seja, cujo traço é a relação
igualdade ∆ em E(S), formam um reticulado modular completo - um reticulado modular L tal que para
todo o subconjunto X ⊆ L existe ∧X , ou equivalentemente, existe ∨X - isomorfo ao reticulado de todos
os subsemigrupos normais de S contidos no centralizador de E(S) em S. Estas congruências coincidem
com as congruências arbitrárias num grupo.

Repare-se agora que atendendo à Definição 2.3.8 de par de congruência, (N,∆) é um par de con-
gruência se e só se N é um subsemigrupo normal de S tal que se n ∈ N então nn−1 = n−1n. Além disso,
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se ρ é uma congruência que separa idempotentes, então ρ = ρ(N,∆) para certo N, donde para a,b ∈ S,

aρb ⇐⇒ a−1a = b−1b, ab−1 ∈ N

e denotamos ρ por ρN . Consequentemente, para um dado semigrupo inverso S, poderemos falar no
semigrupo inverso S/ρN . Estes semigrupos vão então surgir no estudo que se seguirá de formações e
classes de Fitting de semigrupos inversos, e será ainda necessário ter presente as seguintes observações.

Observação 2.3.22. Dadas duas congruências que separam idempotentes ρN e ρM num semigrupo in-
verso S tais que ρN ⊆ ρM, podemos considerar duas congruências ρ(M/ρN )

e ρM/ρN no semigrupo inverso
S/ρN e observar que

ρ(M/ρN )
= ρM/ρN .

Demonstração. Em primeiro lugar, vejamos que M/ρN é normal em S/ρN e que, se mρN ∈ M/ρN então
(mρN)(mρN)

−1 = (mρN)
−1(mρN). Para tal, consideremos o morfismo sobrejetivo

θ : M� M/ρN

m 7−→ mρN .

Então, pelo Teorema 2.1.29 e pelo Lema de Lallement 2.1.28, M/ρN é um semigrupo inverso cheio.
Tomemos agora s ∈ S e m ∈M, então (sρN)(mρN)(sρN)

−1 = (sms−1)ρN ∈ M/ρN , uma vez que M é um
subsemigrupo normal de S. Além disso, como mm−1 = m−1m para m ∈M, temos

(mρN)(mρN)
−1 = (mρN)(m−1

ρN) = (mm−1)ρN

= (m−1m)ρN = (m−1
ρN)(mρN) = (mρN)

−1(mρN),

como se pretendia.
Sejam agora a,b ∈ S. Então,

(aρN)
ρM/ρN (bρN) ⇐⇒ aρMb (pelo Teorema 2.3.2)

⇐⇒ a−1a = b−1b, ab−1 ∈M

⇐⇒ (a−1a)ρN = (b−1b)ρN , (ab−1)ρN ∈ M/ρN (uma vez que ρN separa idempotentes)

⇐⇒ (aρN)
−1(aρN) = (bρN)

−1(bρN), (aρN)(bρN)
−1 ∈ M/ρN

⇐⇒ (aρN)ρ(M/ρN )
(bρN).

Observação 2.3.23. Nas condições da Observação 2.3.22, podemos observar que pelo 3o Teorema do
isomorfismo 2.3.2 temos

(S/ρN )
/

ρ(M/ρN )

∼= S/ρM .

Observação 2.3.24. Para um semigrupo inverso S, a congruência que separa idempotentes ρE(S) é a
congruência identidade ∆S.

É costume denotar por µS, ou simplesmente µ se for claro o semigrupo S em questão, a maior
congruência que separa idempotentes, i.e. ∆max. Assim, pela Proposição 2.3.11, temos

µ = {(a,b) ∈ S×S : ∀e ∈ E(S) a−1ea = b−1eb}.
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Teorema 2.3.25. Seja S um semigrupo inverso. Então ker µ = E(S)ξ e

µ = {(a,b) ∈ S×S : a−1a = b−1b e ab−1 ∈ E(S)ξ}.

Demonstração. Seja a ∈ E(S)ξ . Então, para cada e ∈ E(S),

a−1ea = a−1ae = a−1aea−1a = (a−1a)−1ea−1a.

Assim a µ a−1a, e portanto a ∈ ker µ .
Reciprocamente, seja a ∈ ker µ . Então aµ f para algum f ∈ E(S), donde

a−1
µ f−1 = f = f 2

µ a−1a.

Logo a−1 µ a−1a e, consequentemente, a µ a−1a. Portanto, para e ∈ E(S), temos

a−1ea = a−1aea−1a = a−1ae.

Assim, aa−1ea = ae, donde ea = ae. Portanto, a ∈ E(S)ξ .
A última parte deste Teorema resulta do Teorema 2.3.10.

Proposição 2.3.26. Seja S um semigrupo inverso. Então µ = H [, a maior congruência em S contida
em H .

Demonstração. Provemos primeiro que µ ⊆ H e, para tal, seja aµb. Então a−1a = b−1b e, como
a−1µb−1, também temos aa−1 = bb−1. Logo, aH b.

Para vermos que µ é a maior congruência contida em H , consideremos uma congruência ρ ⊆H , e
suponhamos que aρb. Então a−1ρb−1, e, portanto, (a−1ea,b−1eb) ∈ ρ ⊆H para cada e ∈ E(S). Como
nenhuma H -classe pode conter mais que um idempotente, deduzimos que a−1ea = b−1eb para qualquer
e ∈ E(S). Consequentemente, aµb como pretendíamos.

Observação 2.3.27. Note-se que se ρ é uma congruência tal que ker ρ ⊆ E(S)ξ então ρ ⊆ µ , e portanto
ρ separa idempotentes.

Se S é um semigrupo inverso e N1,N2 são subsemigrupos inversos de S, então o subsemigrupo <

N1,N2 > gerado por N1∪N2 é ainda inverso. Além disso, se N1 e N2 são subsemigrupos normais em S
tais que N1,N2 ⊆ E(S)ξ , então o próximo resultado também nos diz que < N1,N2 >= N1N2.

Proposição 2.3.28. Seja S um semigrupo inverso. Sejam N e L subsemigrupos normais de S contidos
em E(S)ξ . Então, < N,L >= NL = LN.

Demonstração. Sejam n ∈ N, l ∈ L. Então n ∈ E(S)ξ e, portanto,

ln = l(l−1l)n = ln(l−1l) = (lnl−1)l ∈ NL,

o que mostra que LN ⊆ NL. Analogamente se conclui que NL ⊆ LN, e portanto NL = LN. Segue
que NL é subsemigrupo de S contendo tanto N como L. Ora como (xy)−1 = y−1x−1 em S, então NL é
inverso visto N,L serem inversos. Portanto < N,L >⊆ NL, mas é obvio que NL ⊆< N,L >, pelo que
são iguais.
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Proposição 2.3.29. Sejam S um semigrupo inverso e N um subsemigrupo normal de S contido em E(S)ξ .
Então,

aρNb ⇐⇒ aH b, Na = Nb.

Demonstração. Se aρNb, então aH b pela Proposição 2.3.26, e portanto

a = a(a−1a) = (ab−1)b ∈ Nb,

donde Na⊆ Nb. Do mesmo modo, Nb⊆ Na, donde se obtém a igualdade. Reciprocamente, admitamos
que aH b e Na=Nb. Então a= nb para algum n∈N e assim, ab−1 = n(bb−1)∈N. Portanto, aρNb.

Observação 2.3.30. Note-se que num semigrupo de Clifford S tem-se E(S)ξ = S. Então, pela Proposição
2.3.29, ρS = µ = H e tem-se S/H

∼= E(S).

2.4 Conjugação e subsemigrupos normais

Ao generalizar um conceito, pode ser tentador pensar que deveria haver uma única forma correta de o
fazer. A visão que se adota em [1] é a de que, como a teoria dos semigrupos é muito vasta, provavelmente
não é razoável esperar uma noção única de conjugação adequada a todas as classes. Aconselha-se a
considerar uma noção de acordo com o fim que se pretende; quer seja, por exemplo, para semigrupos
livres, para monóides de transição de automatos, ou até mesmo para o nosso estudo. É um pouco sobre
isto que recai esta secção, uma breve discussão sobre qual a noção "certa" de conjugação que deveremos
adotar e, consequentemente, qual a noção de subsemigrupo normal que deveremos escolher. A escolha
deve ser feita de acordo com a nossa necessidade de, no próximo capítulo, associar a cada subsemigrupo
normal de um semigrupo S um kernel de uma congruência ρ , de modo a podermos tomar quocientes da
forma S/ρ .

Entendemos por conjugação de uma classe de semigrupos uma relação de equivalência definida na
linguagem dessa classe e que coincida com a noção de conjugação em teoria dos grupos, sempre que
esse semigrupo for um grupo [1].

Para elementos a e b de um grupo G, a e b dizem-se conjugados se g−1ag = b para algum g ∈ G.
Repare-se que a conjugação em grupos é uma relação de equivalência e admite diferentes formulações
que evitam inversos, o que permite a sua generalização a qualquer semigrupo. Por exemplo, se G é um
grupo, então a,b∈G satisfazem b= g−1ag se e só se a= uv e b= vu para alguns u,v∈G (nomeadamente
u = g e v = g−1a). Pode-se tentar considerar esta última formulação para um semigrupo arbitrário ou
mesmo um monóide, mas em geral a relação não vem transitiva. Porém, num semigrupo livre A+ - um
semigrupo cujos elementos (letras) são sequências finitas de elementos de um alfabeto A com a operação
de concatenação associada - podemos definir uma relação, ∼p, do seguinte modo:

a∼p b ⇐⇒ ∃u,v ∈ A+ a = uv, b = vu.

Neste caso, ∼p é uma relação de equivalência em A+ e, portanto, pode ser considerada como uma noção
de conjugação. Como dissemos, num semigrupo arbitrário S, a relação ∼p não é transitiva apesar de
ser reflexiva e simétrica, mas se considerarmos o fecho transitivo ∼∗p de ∼p, então ∼∗p é uma relação
de conjugação num semigrupo qualquer. Esta relação ∼∗p foi creditada por Lallement a Lyndon e a
Schützenberger [19].

47



2. SEMIGRUPOS

Tomando novamente a conjugação em grupos como modelo, para a e b num grupo G, temos b =

g−1ag para algum g ∈ G se e só se gb = ag para algum g ∈ G se e só se bh = ha para algum h ∈ G
(nomeadamente, h = g−1). Face a esta outra formulação, Otto [22] definiu uma relação de equivalência
∼◦ para qualquer semigrupo S, portanto, uma relação de conjugação, por:

a∼◦ b ⇐⇒ ∃g,h ∈ S1 gb = ag, bh = ha.

No entanto, esta relação tem a desvantagem de ser a relação universal em qualquer semigrupo com zero.
Para mais informações sobre o estudo da conjugação num semigrupo arbitrário remetemos o leitor

para [1]. Notemos novamente que os resultados obtidos mostram que parece não ser possível obter
uma definição de conjugação que abranja qualquer tipo de semigrupo, sendo necessário tomar definições
diferentes de acordo com o tipo de semigrupo em causa.

No caso particular dos semigrupos inversos existe uma operação unária que corresponde ao inverso
no caso dos grupos e, consequentemente, o conjugado de grupo pode ser estendido a semigrupos inversos
de uma maneira natural. Para a e b num semigrupo inverso S, dizemos que a é conjugado de b se
t−1at = b e tbt−1 = a para algum t ∈ S. Note-se que ao contrário do que sucede num grupo precisamos
de tomar as duas condições. Esta definição leva-nos à de subsemigrupo normal estabelecida em 2.3.6:
um subsemigrupo inverso cheio N de S tal que s−1Ns⊆ N para s ∈ S.

Num semigrupo inverso S, vimos que todo o subsemigrupo N da forma N = ker ρ para alguma
congruência ρ é um subsemigrupo normal, e é, em particular, um kernel em S pelo Teorema 2.3.20.
Porém, nem todo o subsemigrupo normal é um kernel em S [23, Exemplo III.4.10], ao contrário do que
sucede para grupos. Se no entanto considerarmos congruências que separam idempotentes estas estão
perfeitamente definidas pelos seus núcleos, o que nos levou a considerar a seguinte definição.

Definição 2.4.1. Dado S um semigrupo inverso, dizemos que um subsemigrupo inverso N de S é um
subsemigrupo i-normal em S, e denotamo-lo por N E i S, se N é um subsemigrupo normal de S e está
contido no centralizador de E(S).

Equivalentemente,

Proposição 2.4.2. Dado S um semigrupo inverso, um subsemigrupo inverso N de S é i-normal se e só se
N é um subsemigrupo normal de S tal que, para n ∈ N,

nn−1 = n−1n.

Demonstração. Se N é i-normal, então N ⊆ E(S)ξ , donde, para n ∈ N,

nn−1 = n(n−1n)n−1 = (n−1n)(nn−1)︸ ︷︷ ︸
∈E(S)

,

n−1n = n−1(nn−1)n = (nn−1)(n−1n)︸ ︷︷ ︸
∈E(S)

.

Logo,

nn−1 ≤ n−1n,

n−1n≤ nn−1,

e portanto nn−1 = n−1n.
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Reciprocamente, se N é normal em S e satisfaz nn−1 = n−1n, então ρN separa idempotentes e,
consequentemente, ρN ⊆ µ . Então N ⊆ ker µ . Ora ker µ = E(S)ξ , pelo Teorema 2.3.25, donde N ⊆
E(S)ξ .

Concluímos do que vimos na secção 2.3.1 que os subsemigrupos i-normais são exatamente os núcleos
das congruências que separam idempotentes. Consequentemente, para um dado subsemigrupo i-normal
N de semigrupo inverso S, vamos poder tomar o semigrupo inverso S/ρN .

2.5 Semigrupos inversos fundamentais

Os semigrupos inversos fundamentais, que passaremos a definir, serão importantes na secção 3.2 no
sentido em que permitirão definir produto de duas formações.

Definição 2.5.1. Um semigrupo inverso no qual a maior congruência que separa idempotentes é a con-
gruência identidade ∆ diz-se um semigrupo inverso fundamental.

Denotamos a classe de todos os semigrupos fundamentais por Fund.

Observação 2.5.2. É claro que qualquer semi-reticulado é fundamental.

Teorema 2.5.3. Sejam S um semigrupo inverso e µ a maior congruência que separa idempotentes em S.
Então S/µ é fundamental e tem semi-reticulado de idempotentes isomorfo a E(S).

Demonstração. Todo o idempotente em S/µ é da forma eµ , onde e ∈ E(S). Se (aµ,bµ) ∈ µS/µ
, então,

para cada e ∈ E(S),
(aµ)−1(eµ)(aµ) = (bµ)−1(eµ)(bµ),

e portanto, (a−1ea)µ(b−1eb). Como µ separa idempotentes, segue-se que a−1ea = b−1eb, i.e. aµb.
Logo S/µ é fundamental. Como o morfismo µ\ separa idempotentes, o resto da demonstração é imediato.

O facto de S/µ ser um semigrupo inverso fundamental também pode ser visto como uma consequên-
cia do próximo Teorema.

Teorema 2.5.4. Seja ρ uma congruência num semigrupo inverso S. Então ρ = ρmax se e só se S/ρ é um
semigrupo inverso fundamental.

Demonstração. Consultar [23, Corolário III.3.10].

Dados um semi-reticulado E e um elemento e de E, o conjunto Ee = {i ∈ E : i ≤ e} é um ideal
principal de E. Definimos a relação de uniformidade U em E por U = {(e, f ) ∈ E×E : Ee ∼= E f} e,
para cada (e, f ) em U , consideramos Te, f como sendo o conjunto de todos os isomorfismos de Ee em
E f . O conjunto

TE := ∪{Te, f : (e, f ) ∈U }

constitui um subsemigrupo inverso do semigrupo inverso I (E) das aplicações parciais injetivas em E,
a que chamamos semigrupo de Munn do semi-reticulado E.

Teorema 2.5.5. Para cada semi-reticulado E, o semigrupo de Munn TE é um semigrupo inverso cujo
reticulado de idempotentes é isomorfo a E.

Demonstração. Consultar [18, Teorema 5.4.1].
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Exemplo 2.5.6. Seja E = {0,1,2, . . .}, com a ordem natural dada por 0 < 1 < 2 < ... . Então, para cada
n, temos En = {0,1,2, . . . ,n} e, portanto, Em ∼= En se e só se m = n. Neste caso, U = ∆E e o único
isomorfismo em Tn,n é a identidade idEn. Logo TE = {idE0, idE1, idE2, . . .} ∼= E.

Teorema 2.5.7. Sejam S um semigrupo inverso e E = E(S). Existe um morfismo φ : S−→ TE cujo kernel
é µ , a maior congruência que separa idempotentes.

Demonstração. Consultar [18, Teorema 5.4.4].

Quando S é um semigrupo inverso fundamental, o morfismo obtido no Teorema anterior é injetivo e,
portanto, S mergulha-se em TE .

Teorema 2.5.8. Um semigrupo inverso é fundamental se e só se é isomorfo a um subsemigrupo inverso
cheio de TE .

Demonstração. Consultar [18, Teorema 5.4.5].

Corolário 2.5.8.1. O semigrupo inverso TE é fundamental, para todo o semi-reticulado E.

2.6 Semigrupos ortodoxos

Nesta secção iremos introduzir os semigrupos ortodoxos que irão surgir novamente no último capí-
tulo, mas primeiro iremos definir o conjunto sandwich de dois idempotentes de um semigrupo regular.

Definição 2.6.1. Sejam S um semigrupo regular e e, f ∈ E(S). Definimos o conjunto sandwich S(e, f )
de e e f por

S(e, f ) := {g ∈V (e f )∩E(S) : ge = f g = g}.

Podemos ainda dar uma definição alternativa mas equivalente deste conjunto:

S(e, f ) := {g ∈ E(S) : ge = g = f g, eg f = e f}.

Proposição 2.6.2. Seja S um semigrupo regular e sejam e, f ∈ E(S). Então o conjunto sandwich S(e, f )
é não vazio.

Demonstração. Sejam x ∈V (e f ) e g = f xe. Então

(e f )g(e f ) = e f 2xe2 f = e f xe f = e f ,

g(e f )g = f xe2 f 2xe = f (xe f x)e = f xe = g,

e, consequentemente, g ∈V (e f ). Além disso,

g2 = f (xe f x)e = f xe = g

e, claramente, ge = f g = g. Logo g ∈ S(e, f ) como pretendíamos.

Com o próximo resultado podemos observar a relação que existe entre as equivalências de Green e o
conjunto sandwich.

Proposição 2.6.3. Sejam S um semigrupo regular e e, f ,g ∈ E(S).
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(i) Se eL f , então S(e,g) = S( f ,g);

(ii) Se eR f , então S(g,e) = S(g, f ).

Demonstração. Consultar [18, Proposição 2.5.2]

Teorema 2.6.4. Sejam S um semigrupo regular, a′ ∈V (a), b′ ∈V (b) e g ∈ S(a′a,bb′). Então

b′ga′ ∈V (ab).

Demonstração. Temos

(ab)(b′ga′)(ab) = a(bb′g)a′ab = a(ga′a)b

= agb = aa′agbb′b = a(a′agbb′)b

= a(a′abb′)b = ab,

(b′ga′)(ab)(b′ga′) = b′(ga′a)(bb′g)a′

= b′g2a′ = b′ga′,

e portanto, b′ga′ ∈V (ab) como pretendido.

Proposição 2.6.5. Seja H um subsemigrupo regular cheio de um semigrupo regular S. Então, para cada
a ∈ H, V (a)⊆ H

Demonstração. Seja a ∈ H. Como H é regular, existe a′ ∈V (a)∩H. Seja x ∈V (a). Então

x = xax = xaa′ax = (xa)a′(ax).

Como xa,ax são idempotentes e H é cheio, temos que (xa)a′(ax) ∈ H e, consequentemen, x ∈ H.

Definição 2.6.6. Um semigrupo regular S diz-se um semigrupo ortodoxo se o seu conjunto de idempo-
tentes E(S) forma um subsemigrupo de S.

Teorema 2.6.7. Seja S um semigrupo regular. São equivalentes as seguintes condições:

(i) S é ortodoxo;

(ii) Para todos e, f ∈ E(S), f e ∈ S(e, f );

(iii) Para todos a,b ∈ S, V (b)V (a)⊆V (ab);

(iv) Para todos e ∈ E(S)), V (e)⊆ E(S).

Demonstração. (i) =⇒ (ii): Suponhamos que S é um semigrupo ortodoxo e sejam e, f ∈ E(S). Então

( f e)e = f e2 = f e = f 2e = f ( f e),

e e( f e) f = (e f )2 = e f uma vez que S é ortodoxo. Portanto, f e ∈ S(e, f ).
(ii) =⇒ (iii): Sejam a,b ∈ S, a′ ∈V (a) e b′ ∈V (b). Então, pelo Teorema 2.6.4, b′ga′ ∈V (ab) para

qualquer g ∈ S(a′a,bb′). Como bb′a′a ∈ S(a′a,bb′) pela alínea (ii), então b′a′ = b′(bb′a′a)a′ ∈V (ab).
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(iii) =⇒ (iv): Sejam e ∈ E(S) e x ∈V (e). Então ex,xe ∈ E(S), donde ex ∈V (ex) e xe ∈V (xe). Pela
alínea (iii), temos (ex)(xe) ∈ V ((xe)(ex)) e, como (xe)(ex) = xe2x = xex = x, temos ex2x = (ex)(xe) ∈
V (x). Assim,

x = x(ex2e)x = (xex)(xex) = x2,

e, consequentemente, x é um idempotente como se prentedia.
(iv) =⇒ (i): Sejam e, f ∈ E(S). Pela Proposição 2.6.2, existe g ∈ S(e, f ) e, portanto, existe um

idempotente g em V (e f ). Assim, como e f ∈ V (g) e g é idempotente, pela alínea (iv) segue que e f é
idempotente. Logo S é ortodoxo, o que conclui a demonstração.

Note-se que a propriedade (iii) é uma generalização da propriedade dos semigrupos inversos dada
por (ab)−1 = b−1a−1. Com esta condição, podemos obter para semigrupos ortodoxos um resultado
conhecido para semigrupos inversos.

Proposição 2.6.8. Dados S um semigrupo ortodoxo, a ∈ S, e ∈ E(S) e a′ ∈ V (a), o elemento aea′ é
idempotente.

Demonstração. Basta reparar que

(aea′)2 = aea′aea′ = aea′aea′aa′

= a(ea′a)2a′ = aea′aa′ = aea′.
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Capítulo 3

Formações e classes de Fitting de
semigrupos inversos finitos

Neste capítulo, e em particular na secção 3.1, recordamos os conceitos de variedade e de formação
de semigrupos inversos, os quais generalizam os de grupos, e iremos construir certas classes de inversos
a partir de classes de grupos correspondentes. À semelhança do que sucede na teoria dos grupos ([11]
e [3]), vamos querer definir produto de classes, de modo a que, por exemplo na secção 3.2, o produto
de formações seja ainda uma formação. Tal vai levar-nos a considerar classes que são "mais" do que
formações, uma vez que pediremos para serem fechadas apenas para imagens por morfismos que separam
idempotentes. Estas formações receberão o nome de i-formações.

No caso particular das classes de Fitting, surgiram diversas complicações. Naturalmente perguntámo-
nos se se podia considerar classes de Fitting de semigrupos inversos e o correspondente produto. Neste
caso, várias questões foram deixadas em aberto, questões estas que planeamos continuar a explorar.
Veremos então algumas destas dificuldades encontradas para semigrupos inversos e, em particular para
semigrupos de Clifford na secção 3.4.

3.1 Formações

Os semigrupos inversos (finitos) não formam uma variedade de semigrupos (finitos), pois um subse-
migrupo de um semigrupo inverso pode não ser inverso. Formam no entanto uma variedade de álgebras
de tipo (2,1) onde a operação unária é dada pelo inverso. No que diz respeito ao comportamento dos
morfismos note-se que todo o morfismo entre semigrupos inversos é um morfismo de tipo (2,1). Além
disso, já vimos no Teorema 2.1.29 que dados S um semigrupo inverso, T um semigrupo e φ : S� T um
morfismo sobrejetivo entre semigrupos, então T é um semigrupo inverso.

Tendo em mente estes comentários, iremos agora enunciar as definições de variedade e de formação
no contexto dos semigrupos inversos.

Definição 3.1.1. Uma classe V de semigrupos inversos finitos diz-se uma variedade de semigrupos
inversos finitos se

1. Qualquer subsemigrupo inverso de um semigrupo inverso de V pertence a V ;

2. Qualquer quociente de um semigrupo inverso de V pertence a V ;

3. O produto direto de qualquer família finita de semigrupos inversos de V também pertence a V .
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Note-se que se verifica por indução no número de fatores que a definição 3.1.1 se pode reescrever
para produtos diretos de dois fatores.

Além disso, uma vez que dadas duas variedades de semigrupos inversos V1 e V2, se pode verificar
que a interseção V1∩V2 é também uma variedade de semigrupos inversos, podemos falar na variedade
gerada por um semigrupo inverso finito S, a menor que contém S, ou seja, a interseção de todas as que
contêm S, designada por Var(S).

Exemplo 3.1.2. A classe de todos os semigrupos inversos finitos I nv constitui uma variedade (conse-
quentemente uma formação como veremos adiante) de semigrupos inversos.

Antes de definirmos formação de semigrupos inversos, é necessário ajustar a definição de produto
subdireto.

Definição 3.1.3. Um semigrupo S diz-se produto subdireto do produto de uma família de semigrupos
inversos (Si)i=1,...,n se existir um mergulho φ : S ↪→∏

n
i=1 Si tal que cada projeção induzida πi : T → Si é

sobrejetiva.

Não havendo perigo de confusão pode-se assumir que S é Sφ .

Definição 3.1.4. Uma formação de semigrupos inversos F é uma classe de semigrupos inversos finitos
tal que:

1. Qualquer quociente de um semigrupo inverso de F pertence a F ;

2. O produto subdireto de qualquer família finita de semigrupos inversos de F também pertence a
F .

Tal como vimos para grupos, podemos observar que toda a variedade de semigrupos inversos é for-
mação de semigrupos inversos. No entanto, uma formação de semigrupos inversos não é necessáriamente
uma variedade e veremos exemplos deste facto adiante.

Observe-se ainda que a Definição 3.1.4 também pode ser reescrita para produtos subdiretos de dois
fatores.

Proposição 3.1.5. Seja F uma classe de semigrupos inversos finitos. A classe F é fechada para pro-
dutos subdiretos de dois fatores se e só se F é fechada para produtos subdiretos finitários.

Observação 3.1.6. Entendemos por produto (sub)direto finitário um produto (sub)direto sobre um con-
junto finito em que esse conjunto é não vazio.

Demonstração. Trivialmente se F é fechada para produtos subdiretos finitários, então F é fechada
para produtos subdiretos de dois fatores. O recíproco é verificado por indução no número de fatores do
produto direto n ∈ N.

Para n = 2 o resultado vem por hipótese. Para n > 2, seja T produto subdireto de S1,S2, ...,Sn,Sn+1 ∈
F . Então existe um mergulho φ : T ↪→ S1×S2× ...×Sn×Sn+1 tal que cada projeção induzida πi : T � Si

é sobrejetiva. Então T é isomorfo a um subsemigrupo inverso T φ do produto direto S1×S2× ...×Sn×
Sn+1. Considere-se agora o semigrupo inverso

M := {(a1,a2, ...,an) ∈ S1×S2× ...×Sn : ∃an+1 ∈ Sn+1,(a1,a2, ...,an,an+1) ∈ T φ}.
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Então, M é um produto subdireto de S1,S2, ...,Sn e, por hipótese de indução, M ∈F . Por outro lado,
considerando o mergulho

ψ : T ↪→M×Sn+1

t 7−→ ((a1,a2, ...,an),an+1)
(3.1)

em que tφ = (a1,a2, ...,an,an+1), temos que T é um produto subdireto de M e Sn+1, ambos elementos de
F e, portanto, T ∈F e a demonstração está completa.

Proposição 3.1.7. Uma classe de grupos F é formação de semigrupos inversos se e só se é formação
de grupos.

Demonstração. Se θ : G� H é um morfismo sobrejetivo entre grupos tal que G ∈F , então, θ é um
morfismo sobrejetivo entre semigrupos inversos e, como F é formação de semigrupos inversos, H ∈F .
Se G1 e G2 são elementos de F e H é produto subdireto de G1 e G2 tal que cada projeção entre grupos
πi : H�Gi, induzida pelo mergulho de H em G1×G2 , é sobrejetiva para i = 1,2, então H é isomorfo a
um subsemigrupo inverso de G1×G2 na formação de semigrupos inversos F tal que cada projeção entre
semigrupos inversos πi : H� Gi é sobrejetiva para i = 1,2, e, portanto, H ∈F . Consequentemente, F

é formação de grupos, como pretendíamos.
O recíproco segue do facto de um um subsemigrupo inverso de um grupo ser um grupo.

É claro que dadas duas formações de semigrupos inversos F1 e F2, a interseção F1∩F2 é também
uma formação de semigrupos inversos. Portanto, tal como para variedades, dado um semigrupo inverso
finito S podemos falar na formação gerada por S, designada por For(S).

No que se segue convém ter presente o seguinte resultado sobre relações de Green num semigrupo
finito.

Proposição 3.1.8. Sejam S e T semigrupos finitos e φ : S� T um morfismo sobrejetivo. Seja ainda J′

uma J -classe de T . Então,

(i) J′φ−1 = J1∪ ...∪ Jk é união de J -classes de S;

(ii) se, para algum i = 1, ...,k, Ji é uma J -classe minimal em {J1, ...,Jk}, então Jiφ = J′;

(iii) se J′ é regular, então qualquer J -classe Ji minimal em {J1, ...,Jk} é regular;

(iv) se J′ é regular, então existe uma única J -classe Ji minimal em {J1, ...,Jk}.

Demonstração. Consultar [25, Lema 4.6.10].

Repare-se agora que, pela alínea (iv), se J′ é uma J -classe regular de T e J é a única J -classe
minimal de S tal que Jφ = J′, então toda a H -classe de J aplica-se sobrejetivamente numa H -classe
de J′ que contenha a sua imagem. Em particular, como os subgrupos maximais de um semigrupo são
as H -classes de idempotentes, a Proposição 3.1.8 diz-nos que, se J′ é regular, então φ leva subgrupos
maximais de S contidos em J para subgrupos maximais de T contidos em J′, e, reciprocamente, qualquer
subgrupo maximal de T contido em J′ é imagem por φ de algum subgrupo maximal de S contido em J.
Este conhecimento será útil nas demonstrações que se seguirão.
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Definição 3.1.9. Para uma classe de grupos F , definimos as classes

WF := (S semigrupo inverso : ∀e = e2, He ∈F ),

UF := (S semigrupo inverso : S/σ ∈F ),

ZF := (S semigrupo inverso : se T é subgrupo de S, então T ∈F ).

Proposição 3.1.10. Seja F uma classe de grupos. Então,

(i) F = WF ∩G ;

(ii) F = UF ∩G ;

(iii) WF é fechada para quocientes se e só se F é fechada para quocientes. Se WF é formação de
semigrupos inversos, então F é variedade de grupos;

(iv) WF é variedade de semigrupos inversos se e só se F é variedade de grupos;

(v) UF é formação de semigrupos inversos se e só se F é formação de grupos;

(vi) UF é variedade de semigrupos inversos então F é variedade de grupos.

Demonstração. Os resultados (i) e (ii) seguem do facto de todo o grupo G ser semigrupo inverso e de
só ter um idempotente 1G sendo H1G = G e, de num grupo G a relação σ ser a relação identidade, logo
G/σ
∼= G.

(iii) É claro que se WF é fechada para quocientes então F é fechada para quocientes, uma vez que
F = WF ∩ G . Reciprocamente, sejam S ∈ WF e θ : S � T um morfismo sobrejetivo. Seja
e ∈ E(T ). Pela Proposição 3.1.8, existe f ∈ E(S) tal que HS

f θ = HT
e . Por hipótese, HS

f ∈F e,
como F é fechado para quocientes, segue que HT

e ∈F . Logo T ∈WF .

Suponhamos agora que WF é formação de semigrupos inversos. Então, como F = WF ∩ G ,
F é formação de semigrupos inversos. Além disso, pela Proposição 3.1.7, F é formação de
grupos. Para garantir que F é variedade de grupos basta verificar que F é fechada para subgrupos:
Sejam G ∈F e H um subgrupo de G. Seja ainda H ′ um grupo tal que existe um isomorfismo
α : H ′ −→ H e H ′∩G = /0. Defina-se agora em U1(H,G) := H ′∪G um produto · estendendo os
produtos em H ′ e G e tal que, para h ∈ H ′,g ∈ G, se tem g · h = g(hα),h · g = (hα)g. Note-se
que U1(H,G) é um monóide inverso com identidade 1H ′ . Além disso, vemos que U1(H,G) é
um produto subdireto de G e U1 tomando o mergulho ψ : U1(H,G) ↪→ G×U1 definido por: se
x ∈ H ′, xψ = (xα,1); se x ∈ G, xψ = (x,0). Agora, como U1 tem subgrupos maximais triviais,
U1 ∈ F . Por outro lado, como G ∈ F e F é formação de semigrupos inversos, segue-se que
U1(H,G) ∈F . Consequentemente, H ∈F como pretendíamos, uma vez que H é um subgrupo
maximal de U1(H,G).

Observação 3.1.11. Nesta demonstração U1 denota o ∧-semi-reticulado {0,1}, onde a operação ∧
é dada por:

Figura 3.1: "Operação em U1"
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Observação 3.1.12. Esta demonstração segue das proposições 2.7 e 4.1 de [15].

(iv) Suponhamos que WF é variedade de semigrupos inversos. Então, WF é formação de semigrupos
inversos e, consequentemente, F é variedade de grupos pela alínea anterior.

Reciprocamente, se F é uma variedade de grupos, então F é fechada para quocientes, donde, pela
alínea anterior, WF é fechada para quocientes. Sejam agora S ∈WF , T um subsemigrupo inverso
de S e e ∈ E(T ). Então e ∈ E(S) e HS

e ∈F . Como HT
e ≤HS

e e F é variedade de grupos, segue-se
que HT

e ∈ F . Portanto, T ∈ WF . Por último, sejam S1,S2 ∈ WF . Seja ainda e ∈ E(S1× S2).
Então e = (e1,e2) para alguns e1 ∈ E(S1), e2 ∈ E(S2). Além disso, He = He1 ×He2 . Por hipótese,
He1 ,He2 ∈F e, como F é variedade de grupos, segue que He ∈F , donde S1× S2 ∈ WF . Logo
WF é variedade de semigrupos inversos como pretendíamos.

(v) Sejam S ∈UF e θ : S� T um morfismo sobrejetivo. Consideremos o morfismo

θσ : S/σS −→ T/σT

sσS 7−→ (sθ)σT .

Atendendo à definição de σ e a que θ é sobrejetiva, é claro que θσ está bem definida e é sobrejetiva.
Como S/σS ∈F e F é formação de grupos, vem que T/σT ∈F . Portanto, T ∈UF .

Seja agora T um produto subdireto de S1 e S2 elementos de F e φ o respetivo mergulho de T em
S1×S2. Então, para qualquer a,b ∈ T ,

aσT b ⇐⇒ (aπi)σSi(bπi), para i = 1,2,

onde πi representa a projeção induzida. De facto, se aσT b então existe e ∈ E(T ) tal que ae = be,
donde (aφ)(eφ) = (bφ)(eφ). Portanto, existe fi := eπi ∈ E(Si) tal que (aπi) fi = (bπi) fi para
i = 1,2 e obtemos (aπi)σSi(bπi). Reciprocamente, se (aπi)σSi(bπi) para i = 1,2, então existem
fi ∈ E(Si) tais que (aπi) fi = (bπi) fi. Pelo Lema de Lallement 2.1.28, como cada πi : T � Si é
sobrejetivo, existem ei ∈ E(T ) tais que eiπi = fi. Logo (aei)πi = (bei)πi. Tomemos o idempotente
e = e1e2 = e2e1 de T . Então

(ae)πi = (aeie j)πi = (aei)πi(e j)πi

= (bei)πi(e j)πi = (beie j)πi = (be)πi.

Assim (ae)φ = (be)φ e como φ é injetivo vem ae = be em T e, portanto, aσT b.

Podemos agora considerar o seguinte morfismo injetivo

ψ : T/σT ↪→ S1/σS1
× S2/σS2

aσT 7−→ ((aπ1)σS1 ,(aπ2)σS2).

Então T/σT é um produto subdireto dos grupos S1/σS1
e S2/σS2

pertencentes a F , donde T/σT ∈F .
Consequentemente, T ∈UF e confirma-se assim que UF é formação de semigrupos inversos.

Reciprocamente, suponhamos que UF é formação de semigrupos inversos, então, como F =

UF ∩G , F é formação de semigrupos inversos. Pela Proposição 3.1.7, F é formação de grupos.

(vi) Suponhamos que UF é variedade de semigrupos inversos. Então UF é formação de semigrupos
inversos e, consequentemente, F é formação de grupos. Para garantir que F é variedade de
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grupos basta verificar que F é fechada para subgrupos: Se H é um subgrupo de um grupo G ∈F ,
então H é subsemigrupo inverso de G na variedade de inversos F = UF ∩G e, portanto, H ∈F .

Observação 3.1.13. UG = {S semigrupo inverso : S/σ ∈ G } = I nv. Além disso, I nv é a formação
Form(G ,Fund) gerada pela classe de todos os grupos finitos G e pela classe de todos os semigrupos
inversos finitos fundamentais Fund, o que é consequência de todo o semigrupo inverso S ser um quoci-
ente de um produto subdireto de um grupo G e de um semigrupo inverso fundamental F . Se observarmos
a demonstração [23] vemos que de facto se S é finito podemos tomar G e F finitos.

Observação 3.1.14. Um produto semidirecto YBG de um semi-reticulado Y por um grupo G, em par-
ticular um produto direto Y ×G, é tal que YBG/σ

∼= G. Então, para uma classe F de grupos, temos
F ⊆UF e, mais geralmente, YBG ∈UF para qualquer Y ∈S l,G ∈F .

Note-se ainda que na condição (vi) da Proposição 3.1.10 não conseguimos garantir que, se F é
variedade de grupos então UF é variedade de semigrupos inversos. Para verificar tal facto vejamos um
exemplo.

Exemplo 3.1.15. Consideremos o conjunto X = {1,2,3} e o semigrupo inverso S = I (X) com zero /0.
Como σS = S×S, então S/σS = {1}. Seja agora T = G (X) o grupo simétrico. Então T é subsemigrupo
inverso de S e σT é a relação identidade, i.e., T/σT

∼= T . Como,(
1 2 3
2 3 1

)(
1 2 3
3 2 1

)
=

(
1 2 3
1 3 2

)
6=

(
1 2 3
2 1 3

)
=

(
1 2 3
3 2 1

)(
1 2 3
2 3 1

)
,

vem que T /∈A mas S/σS = {1} ∈A , sendo A a classe dos grupos abelianos. Assim, apesar de A ser
variedade, temos S ∈UA mas T /∈UA e , portanto, UA não é variedade.

Proposição 3.1.16. Seja F uma classe de grupos.

(i) Se F é formação de grupos então ZF é formação de semigrupos inversos.

(ii) Se F é variedade de grupos então ZF é variedade de semigrupos inversos.

Demonstração. (i) Sejam S ∈ZF e θ : S�M um morfismo sobrejetivo entre semigrupos inversos.
Seja T um subgrupo de M. Então T ⊆ HM

e para algum e ∈ E(T ). Pelo Lema de Lallement 2.1.28,
existe f ∈ E(S) tal que f θ = e. Além disso, pela Proposição 3.1.8, H f θ = He. Como T θ−1 ⊆H f e
T θ−1 é claramente subgrupo de S, segue-se que T θ−1 ∈F . Logo, T ∈F , e, consequentemente,
M ∈Z .

Sejam agora M um produto subdireto de S1 e S2 elementos de Z e T um subgrupo de M. Então,
existe um mergulho φ : M ↪→ S1× S2 tal que cada projeção induzida πi : M � Si é sobrejetiva.
Considere-se agora os subgrupos

T1 := {a1 ∈ S1 : ∃a2 ∈ S2,(a1,a2) ∈ T φ},

T2 := {a2 ∈ S2 : ∃a1 ∈ S1,(a1,a2) ∈ T φ}

de S1 e S2, respetivamente. Então o grupo T φ é um produto subdireto de T1 e T2. Assim, como
T é isomorfo a T φ , podemos escrever T como produto subdireto de T1 e T2 elementos de F e,
portanto, T ∈F , donde M ∈ZF . Logo ZF é formação de semigrupos inversos.
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(ii) Seja agora F uma variedade de grupos. Em particular, F é formação de grupos e, consequen-
temente, ZF é formação de grupos. Assim, basta provar que ZF é fechado para subsemigrupos
inversos: Sejam então S ∈ ZF , M um subsemigrupo inverso de S e T um subgrupo de M. Em
particular, T é subgrupo de S e, portanto, T ∈F , donde M ∈ZF , o que conclui a demonstração.

Observação 3.1.17. ZF até é fechada para subsemigrupos, não necessariamente inversos.

Observação 3.1.18. Para uma classe de grupos F , temos ZF ⊆WF .

Comparemos agora a definição de formação de semigrupos inversos com a de grupos. Olhemos de
novo para a definição de formação de grupos 1.3.5 e para a Proposição 1.3.6 que nos dá uma caracteriza-
ção de formação. Em causa estão os subgrupos normais, i.e., os núcleos de congruências. Em semigrupos
inversos porém, para uma congruência ρ arbitrária, não temos um subsemigrupo que só por si determine
ρ . Vimos que precisamos de pares de congruência ou na descrição de G. Preston [9] de uma coleção de
subsemigrupos que são as classes dos idempotentes. Este facto leva naturalmente a perguntarmo-nos se
se conhecem congruências que sejam completamente determinadas por subsemigrupos específicos. Ora
este é o caso das congruências que separam idempotentes e portanto dos morfismos associados, os quais
também separam idempotentes. Assim surge o conceito de i-formação.

Definição 3.1.19. Uma i-formação de semigrupos inversos finitos F é uma classe de semigrupos inver-
sos finitos tal que:

1. Qualquer quociente que separe idempotentes de um semigrupo inverso de F pertence a F ;

2. O produto subdireto T de qualquer família finita de semigrupos inversos S1, ...,Sn de F tal que
cada projeção induzida pelo mergulho de T no produto direto S1× ...× Sn separa idempotentes,
também pertence a F .

Proposição 3.1.20. Uma classe de semigrupos inversos finitos F é uma i-formação de semigrupos
inversos finitos se:

(i) S ∈F e N E i S, então S/ρN ∈F ;

(ii) N1,N2 E i S com N1∩N2 = E(S) e S/ρNi
∈F para i = 1,2, então S ∈F .

Demonstração. Suponhamos que F é uma classe de semigrupos inversos finitos que satisfaz as condi-
ções (i) e (ii) de 3.1.20. Sejam S um semigrupo inverso em F e θ : S� T um morfismo sobrejetivo que
separa idempotentes. Então ker θ é uma congruência em S que separa idempotentes e, como S/ker θ

∼= T
pelo primeiro Teorema do isomorfismo 2.3.1, segue-se que T ∈F . Por outro lado, dado S produto sub-
direto de elementos T1 e T2 de F tal que cada projeção πi : S� Ti induzida pelo mergulho de T em
S1×S2 separa idempotentes, para i = 1,2, temos que S/ker πi

∼= Ti ∈F , onde ker πi é uma congruência
em S que separa idempotentes. Tomemos Ni := ker(ker πi). Como πi separa idempotentes para i = 1,2,
se a ∈ Ni então existe ei ∈ E(S) tal que aπi = eiπi sendo ei = (e1

i ,e
2
i ). Obtemos para a ∈ N1 ∩N2 que

a = (e1
1,e

2
2), donde a ∈ E(S). Então por (ii), S ∈F .

Reciprocamente, sejam S um semigrupo inverso em F e N um subsemigrupo i-normal de S. Então
existe um morfismo sobrejetivo que separa idempotentes de S em S/ρN , o morfismo sobrejetivo ρ

\
N ,

donde S/ρN ∈F . Por outro lado, admitamos que S é inverso e que N1 e N2 são subsemigrupos i-normais
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de S tais que N1 ∩N2 = E(S) e S/ρNi
∈ F para i = 1,2. Então θ : S −→ S/ρN1

×S /ρN2
definido por

a 7−→ (aρN1 ,aρN2), é morfismo. Além disso, θ é injetivo pois se a,b ∈ S, temos

(aρN1 ,aρN2) = (bρN1 ,bρN2) =⇒ aρN1b, aρN2b

=⇒ a−1a = b−1b, ab−1 ∈ N1∩N2

=⇒ a−1a = b−1b, ab−1 ∈ E(S)

=⇒ a∆b

=⇒ a = b.

Como cada projeção de S em S/ρNi
induzida por θ , para i = 1,2, é sobrejetiva e separa idempotentes, e

como F é i-formação, concluímos que S ∈F como pretendíamos.

Observação 3.1.21. Toda a formação de semigrupos inversos é uma i-formação de semigrupos inversos.

Consequentemente, como pela Proposição 3.1.7 toda a formação de grupos é formação de semigru-
pos inversos, em particular, toda a formação de grupos é uma i-formação de semigrupos inversos.

Daqui em diante usaremos a definição ou a caracterização de i-formação de semigrupos inversos
conforme for mais conveniente para as provas. Vamos agora definir também i-variedade do seguinte
modo:

Definição 3.1.22. Uma i-variedade de semigrupos inversos finitos V é uma classe de semigrupos inver-
sos finitos tal que:

1. Qualquer subsemigrupo inverso de um semigrupo inverso de V pertence a V ;

2. Qualquer quociente que separa idempotentes de um semigrupo inverso de V pertence a V ;

3. O produto direto de qualquer família finita de semigrupos inversos de V também pertence a V .

Note-se que toda a variedade de semigrupos inversos é também uma i-variedade, e que toda a i-
variedade de semigrupos inversos é i-formação.

Observação 3.1.23. Os resultados 3.1.10 e 3.1.16 são ainda verdadeiros se tomarmos as definições de
i-formação e i-variedade e, em particular, se tomarmos quocientes que separam idempotentes na alínea
(iii) da Proposição 3.1.10.

3.2 Produto de formações

Nesta secção iremos generalizar o conceito de classe produto definido na secção 1.3.3 a semigru-
pos inversos finitos. Em particular, iremos definir o produto de duas formações especiais, chamadas
f-formações.

Definição 3.2.1. Se X e Y são classes de semigrupos inversos, definimos a classe produto X Y do
seguinte modo:

X Y = (S : ∃N E i S tal que N ∈X e S/ρN ∈ Y ).

Observação 3.2.2. Para grupos a definição de i-normal coincide com a de normal. Logo, a classe produto
X Y definida acima quando aplicada a grupos é compatível com o produto já definido em 1.3.17.
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Como se observou na secção 1.3.3 esta operação não é associativa nem comutativa para classes
de grupos, logo não o é para classes de semigrupos inversos. Por outro lado, a inclusão X (Y Z ) ⊆
(X Y )Z é novamente válida.

Tal como em grupos, as potências de uma classe X são definidas por X 0 = (1), e para n ∈ N
definimos indutivamente X n = (X n−1)X .

Proposição 3.2.3. Sejam V1 e V2 i-variedades de semigrupos inversos. Então a classe produto V1V2 é
uma i-variedade de semigrupos inversos, chamada i-variedade produto de semigrupos inversos.

Demonstração. Sejam S ∈ V1V2 e T um subsemigrupo inverso de S. Então existe um subsemigrupo i-
normal N de S tal que N ∈ V1 e S/ρN ∈ V2. Consideremos o semigrupo N∩T . Então E(T )⊆N∩T E i T .
Além disso, como N ∈ V1, temos N∩T ∈ V1. Considere-se agora a aplicação

θ : T/ρN∩T −→ S/ρN

tρN∩T 7−→ tρN .
(3.2)

Trata-se claramente de um morfismo injetivo e portanto, T/ρN∩T é isomorfo a um subsemigrupo inverso
de S/ρN , donde T/ρN∩T ∈ V2. Consequentemente, T ∈ V1V2 como pretendiamos.

Sejam agora S um semigrupo inverso em V1V2 e θ : S� T um morfismo sobrejetivo que separa
idempotentes. Seja ainda N um subsemigrupo i-normal de S tal que N ∈ V1 e S/ρN ∈ V2. Então Nθ E i T
e Nθ ∈ V1. Além disso, φ : S/ρN �

T/ρNθ
definido por sρN 7−→ (sθ)ρNθ , é um morfismo sobrejetivo

que separa idempotentes, donde T/ρNθ
∈ V2, e portanto T ∈ V1V2.

Finalmente, sejam S1 e S2 semigrupos inversos de V1V2 e N1 e N2 subsemigrupos i-normais de S1 e
S2, respetivamente, tais que N1,N2 ∈ V1 e S1/ρN1

, S2/ρN2
∈ V2. Então N1×N2 E i S1×S2 e N1×N2 ∈ V1.

Além disso, a aplicação

φ : S1×S2/ρN1×N2
−→ S1/ρN1

× S2/ρN2

(a1,a2)ρN1×N2 7−→ (a1ρN1 ,a2ρN2),

é um isomorfismo e, como S1/ρN1
× S2/ρN2

∈ V2, temos S1×S2/ρN1×N2
∈ V2. Consequentemente, S1×S2 ∈

V1V2 o que conclui a demonstração.

Como vimos na secção 1.3.3 em geral o produto de duas formações de grupos não é uma formação de
grupos, portanto o mesmo se passa com formação de semigrupos inversos e, até mesmo com i-formações.
No entanto, veremos que também no contexto dos semigrupos inversos existe outro produto que pode
ser definido e que preserva a propriedade de formação. Para tal, vamos considerar apenas certas classes
de semigrupos inversos.

Definição 3.2.4. Uma i-formação de semigrupos inversos finitos que contenha todos os semigrupos
inversos fundamentais finitos diz-se uma f-formação.

Exemplo 3.2.5. A classe de todos os semigrupos inversos fundamentais finitos Fund é uma f-formação.

Demonstração. Sejam S ∈Fund e N E i S. Atendendo a que µS é trivial e é a maior congruência que
separa idempotentes em S, então, para a,b ∈ S, se aρNb temos aµSb e, consequentemente, a = b. Assim,
ρN = ∆S e S/ρN

∼= S, donde S/ρN é fundamental.
Seja agora S um produto subdireto de fundamentais N1 e N2. Seja φ : S ↪→ N1×N2 um mergulho

tal que cada projeção induzida πi : S � Ni é sobrejetiva e separa idempotentes. Repare-se primeiro
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que, recorrendo ao Lema de Lallement 2.1.28 , obtemos E(Sφ) = E(S)φ . Recordemos ainda que num
semigrupo inverso S, a maior relação que separa idempotentes pode ser caracterizada por µ = ρE(S)ξ ou,
para a,b ∈ S,

aµb ⇐⇒ a−1ea = b−1eb, ∀e ∈ E(S).

Assim, sejam a = (a1,a2), b = (b1,b2) ∈ Sφ tais que aµSφ b. Então

a−1ea = b−1eb, ∀e = (e1,e2) ∈ E(Sφ).

Seja f1 ∈ E(N1) qualquer. Então, aplicando o Lema de Lallement 2.1.28 ao morfismo sobrejetivo π1,
existe f ∈ E(S) tal que f π1 = f1. Suponhamos que f φ = ( f1, f2) para algum f2 ∈ N2. Então, como
f φ ∈ E(Sφ), temos a−1( f φ)a = b−1( f φ)b. Logo a−1

1 f1a1 = b−1
1 f1b1 e, como f1 é qualquer em E(N1),

temos a1µN1b1, donde a1 = b1 porque N1 é fundamental. O mesmo raciocínio pode ser aplicado a
g2 ∈ E(N2), donde obtemos a2 = b2. Logo a = b e Sφ é fundamental. Como Sφ ∼= S, segue que S é
fundamental, como pretendíamos.

Exemplo 3.2.6. 1. A classe dos semigrupo inversos finitos I nv é f-formação.

2. A classe dos grupos finitos G não é f-formação.

Dados S um semigrupo invero e F uma f-formação, então, pelo Teorema 2.5.3, S/µ ∈F , o que nos
vai permitir definir o F -residual de S.

Definição 3.2.7. Sejam F uma f-formação e S um semigrupo inverso. Definimos o F -residual de S
como o mais pequeno subsemigrupo i-normal de S cujo quociente pertence a F e denotamos por SF .

Proposição 3.2.8. Sejam F uma f-formação e S um semigrupo inverso. Então

SF = ∩{N E i S : S/ρN ∈F}.

Demonstração. Seja M :=∩{N E i S : S/ρN ∈F}. Claramente ME i S. Por outro lado, se considerarmos
o morfismo φ de S/ρM no produto direto da família dos semigrupos inversos S/ρN , tais que N E i S e
S/ρN ∈F , definido por

φ : S/ρM −→∏
{ S/ρN : N E i S, S/ρN ∈F

}
aρM 7−→ (aρN)NE iS, S/ρN∈F

verificamos que φ é um mergulho, e que as projeções induzidas de S/ρM em cada um dos semigrupos
inversos S/ρN são sobrejetivas. Como ρN separa idempotentes e o morfismo φ é injetivo, obtemos ainda
que as projeções induzidas separam idempotentes. Portanto, S/ρM é produto subdireto dos semigrupos
inversos S/ρN , donde, pela Definição 3.1.19, temos S/ρM ∈F .

Por fim, pela forma como M está definido, obtemos que M é o mais pequeno subsemigrupo i-normal
de S cujo quociente pertence a F e, portanto, M = SF .

Consequentemente, SF = E(S) se e só se S ∈F , uma vez que ρE(S) = ∆S.
Seguindo o exemplo da secção 1.3.3, pretendemos agora modificar a definição de produto de classes

de modo a garantir que o correspondente produto de duas f-formações seja também uma f-formação e,
para tal, os próximos resultados serão úteis.
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Proposição 3.2.9. Seja F uma f-formação e θ : S�W um morfismo sobrejetivo de semigrupos inversos
que separa idempotentes. Então WF = (Sθ)F = (SF )θ .

Demonstração. Sejam T := WF e N := T θ−1. Então N E S e, como θ separa idempotentes, temos
ainda N E i S. Sejam agora a,b ∈ S. Então, como θ separa idempotentes, temos

aρNb ⇐⇒ aρT θ−1b ⇐⇒ a−1a = b−1b, ab−1 ∈ T θ
−1

⇐⇒ (a−1a)θ = (b−1b)θ , (ab−1)θ ∈ T

⇐⇒ (aθ)−1(aθ) = (bθ)−1(bθ), (aθ)(bθ)−1 ∈ T

⇐⇒ (aθ)ρT (bθ)

e, consequentemente,

φ : S/ρN −→ W/ρT

aρN 7−→ (aθ)ρT ,

é uma aplicação injetiva que é claramente um isomorfismo. Como W/ρT ∈F , temos SF ≤ N, donde
(SF )θ ≤ Nθ = (T θ−1)θ = T . Por outro lado consideremos o morfismo sobrejetivo

φ : S/ρSF �
W/ρ

(SF )θ

aρSF 7−→ (aθ)ρ(SF )θ .

Como S/ρSF ∈F , temos W/ρ
(SF )θ
∈F . Portanto, T ≤ (SF )θ . Logo T = (SF )θ como pretendido.

Proposição 3.2.10. Dados S um semigrupo inverso, N um subsemigrupo i-normal e R um subsemigrupo
i-normal de S/ρN , existe um subsemigrupo i-normal T de S tal que N ⊆ T e R = T/ρN .

Demonstração. Consideremos o morfismo sobrejetivo ρ
\
N : S� S/ρN e seja W = Rρ

\
N
−1

. Verifiquemos
primeiro que W E i S. Como (sρN)R(sρN)

−1 ⊆ R para s ∈ S, segue que sWs−1 ⊆W . Por outro lado se
tomarmos e ∈ E(S), então eρN ∈ E(S/ρN ) ⊆ R e, consequentemente, e ∈W . Seja agora w ∈W . Então,
como RE i

S/ρN , temos

(ww−1)ρN = (wρN)(wρN)
−1

= (wρN)
−1(wρN) = (w−1w)ρN ,

donde ww−1 = w−1w, uma vez que ρN separa idempotentes. Logo W E i S.
Tomemos agora T := NW . Pela Proposição 2.3.28, NW é subsemigrupo inverso de S e contém N.

Por outro lado, é claro que E(S)⊆NW e NW ⊆ E(S)ξ . Para além disso, se s ∈ S, como N,W E S, temos
sNWs−1 = sNs−1sWs−1 ⊆ NW , donde NW E i S.

Agora repare-se que, por definição de kernel de uma congruência, se n ∈ N = ker ρN então nρN ∈
E(S/ρN )⊆ R. Portanto, para nw ∈ T , temos nwρN = nρNwρN ∈ R e, consequentemente, T/ρN = R.

Proposição 3.2.11. Dados S um semigrupo inverso e T e N subsemigrupos i-normais, temos

T/ρ(T∩N)
∼= T N/ρN .

Demonstração. Comecemos por observar que tanto T N como T ∩N são subsemigrupos i-normais de S.
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Assim, consideremos o morfismo

θ : T −→ T N/ρN

t 7−→ tρN .

Pelo que vimos na demonstração da Observação anterior, para n ∈ N, nρN ∈ E(S/ρN ). Por outro lado,
pelo Lema de Lallement 2.1.28, temos E(S/ρN ) =

E(S)/ρN , donde nρN = eρN para algum e ∈ E(S).
Assim, para t ∈ T, n ∈ N e para algum e ∈ E(S) temos

(tn)ρN = (tρN)(nρN)

= (tρN)(eρN) = (te)︸︷︷︸
∈T

ρN ,

donde segue que θ é sobrejetiva. Logo, pelo primeiro Teorema do isomorfismo 2.3.1, temos

T N/ρN
∼= T/ker θ .

Como ker θ = {(a,b) ∈ T × T : aρNb}, então ker θ = ∇T ∩ ρN , donde T N/ρN
∼= T/∇T∩ρN . Repare-

se ainda que T/∇T∩ρN
∼= T/ρT∩N , basta considerar o isomorfismo definido por t(∇T ∩ ρN) 7−→ tρT∩N .

Consequentemente, obtemos T N/ρN
∼= T/ρT∩N como pretendíamos.

Proposição 3.2.12. Seja F uma f-formação e seja S um semigrupo inverso. Se N é um subsemigrupo
i-normal de S, temos

(i) (S/ρN )
F

= SF N/ρN ;

(ii) se T é um subsemigrupo i-normal de S e S = T N, então T F N = SF N.

Demonstração. (i) Pela Proposição 3.2.10 podemos tomar R/ρN := (S/ρN )
F o menor subsemigrupo

i-normal de S/ρN cujo quociente (S/ρN )/ρ(R/ρN )
pertence a F . Pela Observação 2.3.23 temos

S/ρN /ρ(R/ρN )

∼= S/ρR ,

donde S/ρR ∈F . Como SF é o menor subsemigrupo i-normal de S tal que o quociente S/ρSF ∈F ,
temos SF ≤ R. Por outro lado, N ≤ R, donde SF N ≤ R. Além disso, como SF ≤ SF N, podemos
tomar o morfismo sobrejetivo

θ : S/ρSF �
S/ρSF N

aρSF 7−→ aρSF N ,

observar que sabemos que S/ρSF ∈F e obter que S/ρSF N
∈F . Consequentemente, pela Observa-

ção 2.3.23,
(S/ρN )/ρ

(SF N/ρN )
∈F

e, portanto, R/ρN ≤ SF N/ρN . Assim, R≤ SF N e obtemos a igualdade R = SF N.

(ii) Pela Proposição 3.2.11 podemos considerar o isomorfismo

θ : T/ρT∩N −→ T N/ρN = S/ρN

tρT∩N 7−→ tρN .
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Então, pela alínea (i) e pela Proposição 3.2.9,( T F (T∩N)/ρT∩N

)
θ =

(
( T/ρT∩N )

F
)
θ

= ( S/ρN )
F

= SF N/ρN .

Por outro lado, pode-se verificar que( T F (T∩N)/ρT∩N

)
θ = T F N/ρN .

Logo T F N/ρN = SF N/ρN , donde T F N = SF N.

Podemos finalmente definir o produto de duas f-formações.

Definição 3.2.13. Sejam F1 e F2 f-formações. Definimos

F1 ◦F2 = (S : SF2 ∈F1),

e denominamos F1 ◦F2 por f-formação produto de F1 com F2.

Vejamos agora que este produto goza de diversas propriedades, entre elas a de ser uma f-formação
como pretendido.

Proposição 3.2.14. Sejam F1,F2 e F3 f-formações de semigrupos inversos. Temos:

(i) F1 ◦F2 ⊆F1F2;

(ii) F2 ⊆F1 ◦F2;

(iii) Se F1 é fechado para subsemigrupos i-normais, então F1 ◦F2 = F1F2;

(iv) F1 ◦F2 é uma f-formação;

(v) SF1◦F2 = (SF2)F1 para qualquer semigrupo inverso S;

(vi) (F1 ◦F2)◦F3 = F1 ◦ (F2 ◦F3).

Demonstração. (i) Seja S ∈ F1 ◦F2. Então SF2 ∈ F1 tendo-se SF2 E i S e S/ρ
SF2
∈ F2, donde

S ∈F1F2.

(ii) Seja S ∈F2. Então SF2 = E(S) ∈F1, pois F1 contém os semi-reticulados.

(iii) Já vimos que F1 ◦F2 ⊆F1F2. Se S ∈F1F2, então existe N E i S tal que N ∈F1 e S/ρN ∈F2.
Logo SF2 E i N e, além disso, SF2 ∈F1 atendendo à hipótese. Portanto S ∈F1 ◦F2.

(iv) Sejam S ∈F1 ◦F2 e θ : S� H um morfismo sobrejetivo que separa idempotentes. Então, pela
Proposição 3.2.9, HF2 = (SF2)θ e segue que HF2 ∈F1 pois SF2 ∈F1. Por outro lado, sejam N1 e
N2 subsemigrupos i-normais de um semigrupo inverso S tais que N1∩N2 =E(S) e S/ρNi

∈F1◦F2,
para i = 1,2. Então, pela Proposição 3.2.11 e pela Proposição 3.2.12,

SF2
/ρ

SF2∩Ni

∼= SF2 Ni/ρNi
= (S/ρNi

)F2 ∈F1.
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Assim, temos dois subsemigrupos i-normais SF2 ∩N1 e SF2 ∩N2 de um semigrupo inverso SF2

tais que (SF2 ∩N1)∩ (SF2 ∩N2) = E(S) e SF2/ρ
SF2∩Ni

∈F1, para i = 1,2. Portanto, como F1 é

f-formação, temos SF2 ∈F1, donde S ∈F1 ◦F2. Por último, é claro que Fund ⊆F1 ◦F2, uma
vez que Fund ⊆F2 ⊆F1 ◦F2.

(v) Primeiro observe-se que pela alínea (ii) temos SF1◦F2 ≤ SF2 , uma vez que S/ρ
SF2
∈F2 ⊆F1 ◦F2

e SF1◦F2 é o menor subsemigrupo i-normal de S tal que S/ρ
SF1◦F2

∈F1 ◦F2. Assim, recorrendo à
Proposição 3.2.12, temos

(S/ρ
SF1◦F2

)F2 = SF2
/ρ

SF1◦F2
.

Como S/ρ
SF1◦F2

∈F1 ◦F2 temos ainda que (S/ρ
SF1◦F2

)F2 ∈F1 e, consequentemente,

SF2
/ρ

SF1◦F2
∈F1.

Logo (SF2)F1 ≤ SF1◦F2 . Por outro lado, como (SF2)F1 ≤ SF2 , pela Proposição 3.2.12, temos

(S/ρ
(SF2 )F1

)F2 = SF2
/ρ

(SF2)
F1
∈F1.

Consequentemente, S/ρ
(SF2 )F1

∈ F1 ◦F2 e, portanto, SF1◦F2 ≤ (SF2)F1 . O que prova que

SF1◦F2 = (SF2)F1 .

(vi) Pela Definição 3.2.13, S ∈ (F1 ◦F2) ◦F3 se e só se SF3 ∈F1 ◦F2 se e só se (SF3)F2 ∈F1.
Por outro lado, pela alínea (v), (SF3)F2 ∈F1 se e só se SF2◦F3 ∈F1. Novamente pela Definição
3.2.13, SF2◦F3 ∈F1 se e só se S ∈F1 ◦ (F2 ◦F3), o que conclui a demonstração.

3.3 Classes de Fitting

Neste capítulo iremos generalizar o conceito de classe de Fitting de grupos [3] a semigrupos inversos.

Definição 3.3.1. Dado C uma classe de semigrupos inversos finitos, dizemos que C é uma classe de
Fitting de semigrupos inversos finitos se:

1. Se S ∈ C e N E S, então N ∈ C ;

2. Se S =< N1,N2 > com N1,N2 E S e N1,N2 ∈ C , então S ∈ C .

Observação 3.3.2. Uma classe de grupos C é uma classe de Fitting de semigrupos inversos se e só se é
uma classe de Fitting de grupos.

Demonstração. Seja G ∈ C e H um subgrupo normal de G. Em particular, H é subsemigrupo inverso
normal de G na classe de Fitting de inversos C , e portanto H ∈ C . Seja agora G =< H1,H1 >(2)= H1H2

com H1,H2 E G e H1,H2 ∈ C . Então, G =< H1,H1 >(2,1) com H1,H2 E G e H1,H2 na classe de Fitting
de inversos C . Logo, G ∈ C e C é classe de Fitting de grupos.

O recíproco segue do facto de um subsemigrupo inverso de um grupo ser um grupo e de um subse-
migrupo inverso gerado por dois grupos H1 e H2 ser o grupo H1H2.

Como observamos em 1.3.10, uma formação (variedade) de inversos definida como em 3.1.4 ( 3.1.1)
não é necessariamente uma classe de Fitting de semigrupos inversos e, reciprocamente, uma classe de
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Fitting também não precisa de ser uma formaçao (variedade). No entanto, também vimos que há classes
de grupos que são simultâneamente formações e classes de Fitting, pelo que as correspondentes classes
de semigrupos inversos também são o que chamamos de formações Fitting de semigrupos inversos.

Vemos imediatamente que dadas duas classes de Fitting de semigrupos inversos C1 e C2, a interseção
C1∩C2 é também uma classe de Fitting de semigrupos inversos.

À semellhança dos exemplos encontrados na secção 3.1 podemos provar que dada uma classe C de
grupos, UC ser classe de Fitting dependerá de UC ∩G o ser.

Proposição 3.3.3. Seja C uma classe de grupos. Então,

(i) C = UC ∩G ;

(ii) UC é classe de Fitting de semigrupos inversos se e só se C é classe de Fitting de grupos.

Demonstração. (i) Foi demonstrado em 3.1.10 (ii).

(ii) Suponhamos que UC é classe de Fitting de semigrupos inversos. Como C = UC ∩G , então C

também é classe de Fitting de semigrupos inversos. Consequentemente, pela Observação 3.3.2, C

é classe de Fitting de grupos.

Reciprocamente, suponhamos que UC ∩G é classe de Fitting de grupos. Seja S ∈ UC e T um
subsemigrupo normal de S. Então S/σS é um grupo e podemos considerar

T = { tσS ∈ S/σS : t ∈ T}.

Se t, t1, t2 ∈ T , então t−1σS ∈ T e (t1σS)(t2σS) = (t1t2)σS ∈ T . Além disso, (tσS)(t−1σS) =

(tt−1)σS ∈ T é identidade em S/σS . Logo, T é subgrupo de S/σS . Por outro lado, para a ∈ S e
t ∈ T , como T E S, temos

(aσS)(tσS)(aσS)
−1 = (aσS)(tσS)(a−1

σS) = (ata−1)σS ∈ T ,

donde T é subgrupo normal de S/σS e T ∈ C , uma vez que S/σS ∈ C . Seja agora θ : T/σT −→ T
definido por tσT 7−→ tσS. Então, θ está bem definido e é um morfismo sobrejetivo. Além disso,
como T é cheio, θ é injetivo. Logo, T/σT

∼= T . Assim, como T ∈C , vem que T/σT ∈C e, portanto,
T ∈UC , como queríamos.

Por último, tomemos S =< N1,N2 > onde N1,N2 E S e N1,N2 ∈ UC . Tal como anteriormente,
podemos construir grupos N1 e N2 e concluir que N2 ∼= N1/σN1

∈ C e N2 ∼= N2/σN2
∈ C . Logo

N1,N2 ∈ C e N1, N2 E S/σS . É claro que < N1,N2 >= N1N2 ⊆ S/σS . Por outro lado, dado a ∈ S,
a é produto finito de elementos m,n ∈ N1 ∪N2, e, portanto, aσS é produto finito de elementos
mσS, nσS ∈ N1 ∪N2. Consequentemente, S/σS ⊆< N1,N2 >. e a igualdade S/σS =< N1,N2 > é
obtida, donde S/σS ∈ C . Portanto, S ∈UC . Logo UC é classe de Fitting de semigrupos inversos, o
que conclui a demonstração.

Questão 3.3.4. Será verdade que se C é uma classe de Fitting de grupos então as classes WC e ZC são
classes de Fitting de semigrupos inversos?
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3.4 Formações e classes de Fitting de semigrupos de Clifford

Nesta secção iremos estender os conceitos de formação e de classe de Fitting de semigrupos inversos
a semigrupos de Clifford. Naturalmente, perguntámo-nos se se poderia considerar o produto de classes
de Fitting de semigrupos inversos e construir uma secção semelhante à 3.2, tendo começado por tentar
perceber primeiro se se podia definir este produto para semigrupos de Clifford. Para tal, recordemos que
num semigrupo inverso S, um subconjunto K de S se diz um kernel em S se e só se K é um kernel de uma
congruência em S. Observámos que todo o kernel em S é um subsemigrupo normal de S, no entanto, nem
todo o subsemigrupo de S é necessariamente um kernel em S. Porém, se considerarmos subsemigrupos
i-normais, que em particular também são normais, estes são sempre kernels de congruências que separam
idempotentes.

No caso particular dos semigrupos de Clifford, como os idempotentes são centrais, todo o subsemi-
grupo normal é i-normal. Consequentemente, todo o subsemigrupo normal N é kernel de uma congruên-
cia, em particular da congruência ρN que separa idempotentes.

Uma classe F de semigrupos de Clifford finitos diz-se então uma formação de semigrupos de Clif-
ford se for uma i-formação, i.e. uma classe F de semigrupos de Clifford finitos tal que

• Qualquer quociente que separe idempotentes de um semigrupo inverso de F pertence a F ;

• O produto subdireto T de qualquer família finita de semigrupos inversos S1, ...,Sn de F tal que
cada projeção induzida pelo mergulho de T no produto direto S1× ...× Sn separa idempotentes,
também pertence a F ;

ou, equivalentemente, tal que

• Se S ∈F e N E S, então S/ρN ∈F ;

• Se N1,N2 E S com N1∩N2 = E(S) e S/ρNi
∈F para i = 1,2, então S ∈F .

Recordemos agora que para um grupo G, dados N1 e N2 subgrupos normais de G, o subgrupo ge-
rado por N1 ∪N2 é < N1,N2 >= N1N2 mas que no entanto, para semigrupos, mesmo que inversos, em
geral N1N2 não é subsemigrupo. Porém, vimos na Proposição 2.3.28 que se tomarmos subsemigrupos
i-normais então < N1,N2 >= N1N2 é um subsemigrupo i-normal.

No caso dos semigrupos de Clifford, como todo o subsemigrupo normal é i-normal, se N1 e N2 são
subsemigrupos normais, então N1N2 é o subsemigrupo inverso de S gerado por N1 ∪N2. Consequente-
mente, a Definição 3.3.1 pode ser reescrita para semigrupos de Clifford do seguinte modo:

Dado C uma classe de semigrupos de Clifford finitos, dizemos que C é uma classe de Fitting se:

• Se S ∈ C e N E S, então N ∈ C ;

• Se S = N1N2 com N1,N2 E S e N1,N2 ∈ C , então S ∈ C .

Proposição 3.4.1. Sejam F uma classe de grupos e

WF := (S semigrupo de Clifford : ∀e = e2, He ∈F ),

UF := (S semigrupo de Clifford : S/σ ∈F ).

Então,

(i) F = WF ∩G ;
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(ii) F = UF ∩G ;

(iii) WF é fechada para quocientes se e só se F é fechada para quocientes. Se WF é formação de
semigrupos de Clifford, então F é variedade de grupos;

(iv) WF é variedade de semigrupos de Clifford se e só se F é variedade de grupos;

(v) WF é classe de Fitting de semigrupos de Clifford se e só se F é classe de Fitting de grupos;

(vi) UF é formação de semigrupos de Clifford se e só se F é formação de grupos;

(vii) Se UF é variedade de semigrupos de Clifford então F é variedade de grupos;

(viii) UF é classe de Fitting de semigrupos de Clifford se e só se F é classe de Fitting de grupos.

Demonstração. Basta demonstrar a alínea (v), uma vez que as restantes alíneas são verificadas recor-
rendo às provas efetuadas no caso dos semigrupos inversos, reparando que na prova da alínea (iii) da
Proposição 3.1.10 o monóide U1(H,G) é de Clifford.

Suponhamos que C = WF ∩G é classe de Fitting de grupos. Sejam S ∈ WF , N um subsemigrupo
normal de S e e ∈ E(N). Então HN

e ⊆ HS
e , donde HN

e ≤ HS
e . Se HN

e E HS
e , como HS

e ∈ C , teremos
que HN

e ∈ C e portanto N ∈ WF como pretendemos. De facto, para a ∈ HS
e e x ∈ HN

e , como N E S e
HN

e = HS
e ∩N, temos axa−1 ∈ HN

e , e portanto, HN
e E HS

e .
Recordemos que num semigrupo de Clifford S se tem, para cada a ∈ S, aa−1 = a−1a, uma vez que

a ∈ He para algum e ∈ E(S). Sejam agora N1,N2 ∈ WF e S = N1N2 tais que N1,N2 E S. Seja ainda
e ∈ E(S). Claramente HN1

e HN2
e ⊆ HS

e . Provemos que HS
e ⊆ HN1

e HN2
e . Se a = mn ∈ HS

e , com m ∈ N1 e
n ∈ N2, então a = eae = emne. Como S é finito, existe p ∈ N tal que ap é idempotente. Trivial se p = 1,
uma vez que a ∈ HS

e e portanto a = e = ee ∈ HN1
e HN2

e . Se p > 1, como ap ∈ HS
e , obtemos e = (mn)p e

(mn)−1 = (mn)p−1. Além disso,

(em)−1em = em(em)−1 = emm−1e

= emm−1(mn)p = e(mm−1m)n(mn)p−1

= e(mn)p = ee = e,

donde, eH N1em. Analogamente se tem

ne(ne)−1 = (ne)−1ne = en−1ne

= (mn)pn−1ne = (mn)pe = e.

Logo neH N2e, donde a = mn = em ·ne ∈ HN1
e HN2

e .
O recíproco segue da Observação 3.3.2 e da alínea (i).

Note-se que não conseguimos garantir que se F é variedade de grupos então a classe UF é variedade
de semigrupos de Clifford. Tal facto pode ser verificado com o seguinte exemplo.

Exemplo 3.4.2. Seja G um grupo não abeliano, por exemplo o grupo simétrico S3 de ordem 3, e defina-
se G0 := Gt{0}. Então G é um subgrupo, e portanto um subsemigrupo inverso, de G0. No entanto,
G0
/σG0 = {1} ∈A mas G/σG

∼= G /∈A . Consequentemente, G0 ∈UA mas G /∈UA , donde segue que,
apesar de A ser variedade, UA não o é.
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Recorrendo novamente às provas efetuadas no caso dos semigrupos inversos, verifica-se ainda a
validade dos resultados que se seguem.

Proposição 3.4.3. Sejam F uma classe de grupos e

ZF := (S semigrupo de Clifford: se T é subgrupo de S, então T ∈F ).

Então,

(i) Se F é variedade de grupos, então ZF é variedade de semigrupos de Clifford;

(ii) Se F é formação de grupos, então ZF é formação de semigrupos de Clifford.

Questão 3.4.4. Será verdade que se F é uma classe de Fitting de grupos então a classe ZC é classe de
Fitting de semigrupos de Clifford?

Como se pode esperar, a classe produto de classes de Fitting também pode não ser uma classe de
Fitting para semigrupos de Clifford. No entanto, tal como fizemos para i-formações, poderíamos tentar
definir uma classe de Fitting especial que nos permitisse definir um produto que desse origem a uma
classe de Fitting, para tal, precisávamos poder definir o C -radical de um semigrupo de Clifford para uma
dada classe de Fitting C . Assim, pensámos em definir o seguinte.

Definição 3.4.5. Uma classe de Fitting de semigrupos de Clifford que contenha a classe dos semi-
reticulados S l diz-se uma classe de s-Fitting.

Observe-se que toda a classe de Fitting C de semigrupos de Clifford contém alguns semi-reticulados,
pois se S ∈ C então E(S) ∈ C .

Exemplo 3.4.6. 1. A classe dos semi-reticulados S l é uma classe de s-Fitting.

2. Qualquer classe de Fitting de grupos não é uma classe de s-Fitting.

Definição 3.4.7. Seja C uma classe de s-Fitting e S um semigrupo de Clifford. Definimos o C -radical
de S como sendo o semigrupo

SC :=< N : N E S, N ∈ C >= ∏{N : N E S, N ∈ C }.

Note-se que como C contém os semi-reticulados, temos pelo menos que E(S) ∈ C . Além disso,
E(S)E S e, consequentemente, SC está bem definido.

Repare-se agora que é claro que SC é o maior subsemigrupo normal de S que pertence a C e que
num certo sentido podemos dizer que este C -radical é mais "simpático" do que um possível C -radical
que tentassemos definir para semigrupos inversos, uma vez que a segunda igualdade na Definição 3.4.7
não seria válida no caso inverso, mas para semigrupos de Clifford é natural.

Presumivelmente, definiríamos agora um produto similar ao obtido para grupos em 1.3.25 e corres-
pondentes propriedades 1.3.26.

Definição 3.4.8. Sejam C1 e C2 classes de s-Fitting. Definimos

C1 �C2 := (S : S/ρSC1
∈ C2).
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No entanto, quando chegámos aqui, deparámo-nos com a necessidade de se ter a seguinte proprie-
dade: se N é um subsemigrupo normal de S e C é uma classe de s-Fitting, então NC = N∩SC .

Para grupos, esta propriedade é obtida porque podemos definir classe de Fitting de grupos e C -
radical de um grupo utilizando subgrupos subnormais, como vimos nas proposições 1.3.16 e 1.3.23.
Porém, para semigrupos inversos ou mesmo de Clifford, não conseguimos até à data provar a veracidade
desta condição.

Embora gostássemos de ter alcançado uma conclusão relativamente às classes ou definições que
devemos tomar para podermos alcançar um produto de classes de Fitting que seja por sua vez uma classe
de Fitting, tal não sucedeu. Esperamos no entanto poder continuar este estudo no futuro.
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Capítulo 4

Formações de outras classes de semigrupos
finitos

Neste capítulo pretendemos explorar a possibilidade de definir formação e classe de Fitting de outras
classes de semigrupos finitos, em particular de semigrupos completamente regulares na secção 4.1, e
de semigrupos regulares e semigrupos ortodoxos na última secção desta dissertação, 4.2. Apresentamos
alguns resultados mas sobretudo colocamos várias questões.

4.1 Semigrupos completamente regulares

É um resultado conhecido que dada uma variedade de grupos V , a classe

ZV := (S completamente regular : se T é subgrupo de S, então T ∈ V )

é uma variedade de semigrupos completamente regulares quando considerados como álgebras de tipo
(2,1), tendo em conta que em S completamente regular, dado a ∈ S, se define a−1 como sendo o único
inverso de a tal que aa−1 = a−1a, i.e., a−1 é o inverso de a no subgrupo Sα a que a pertence, sendo
S = ∪̇ Sα união disjunta de grupos (que podem ser tomados como sendo as H -classes ou os subgrupos
maximais). Daqui em diante, sempre que escrevermos a−1 referimo-nos a este inverso "especial".

Recordemos que dado T um subsemigrupo regular de um semigrupo completamente regular S, pelo
Lema 2.2.4, T é completamente regular, tendo-se a−1

T = a−1
S para a ∈ T . Além disso,

Proposição 4.1.1. Um subsemigrupo T de um semigrupo completamente regular finito S é completa-
mente regular.

Demonstração. Seja a ∈ T . Como T é finito, existe n ∈ N tal que an = f para algum f ∈ E(T ). Por
outro lado, como S é completamente regular, existe e ∈ E(S) tal que a ∈He. Como an ∈He, então e = f .
Além disso, como e = an ∈He e a ∈He, temos a−1 = an−1 ∈ T . Consequentemente, T é completamente
regular.

Notemos ainda que se θ : S� T é um morfismo sobrejetivo de um semigrupo completamente regular
S num semigrupo T , então dado a ∈ S temos a−1θ ∈V (aθ) com

(a−1
θ)(aθ) = (a−1a)θ = (aa−1)θ = (aθ)(a−1

θ),
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donde T é completamente regular, tendo-se (aθ)−1 = a−1θ . Logo θ também respeita a operação unária
−1.

A classe dos semigrupos completamente regulares finitos C R é obviamente fechada para produtos
diretos e, portanto, é também uma (pseudo)variedade de semigrupos finitos. Podemos então definir
variedade de semigrupos completamente regulares do seguinte modo.

Definição 4.1.2. Uma classe de semigrupos completamente regulares finitos V diz-se uma variedade de
semigrupos completamente regulares finitos se satisfaz:

1. Se T é um subsemigrupo de S ∈ V , então T ∈ V ;

2. Se S ∈ V e T é quociente de S, então T ∈ V ;

3. Se S1,S2 ∈ V , então S1×S2 ∈ V .

Naturalmente a condição (3) na presença de (2) equivale a dizer que a classe V é fechada para o
produto direto de qualquer família finita de semigrupos de V , e o mesmo pode ser dito da condição (2)
da definição de formação de semigrupos completamente regulares que passaremos a enunciar.

Definição 4.1.3. Uma classe de semigrupos completamente regulares finitos F diz-se uma formação de
semigrupos completamente regulares finitos se satisfaz:

1. Se S ∈F e T é quociente de S, então T ∈F ;

2. Se S1,S2 ∈F e T é produto subdireto de S1 e S2, então T ∈F .

Naturalmente surge a questão de saber se, dada uma classe V de grupos, as classes

WV := (S completamente regular : ∀e = e2, He ∈ V ),

UV := (S completamente regular : S/σ ∈ V )

serão variedade ou formação de semigrupos completamente regulares quando V é variedade ou formação
de grupos. E será que

ZV := (S completamente regular: se T é subgrupo de S, então T ∈ V )

é formação de completamente regulares quando V é formação de grupos?

Proposição 4.1.4. Seja F uma classe de grupos.

(i) F = WF ∩G ;

(ii) WF é fechada para quocientes se e só se F é fechada para quocientes. Se WF é formação de
semigrupos completamente regulares, então F é variedade de grupos;

(iii) Se F é variedade de grupos, então WF é variedade de semigrupos completamente regulares.

Demonstração. Tal como anteriormente, a alínea (i) segue do facto de todo o grupo G ser um semigrupo
completamente regular e de só ter um idempotente 1G sendo H1G = G.

As demonstrações de (ii) e (iii) são obviamente semelhantes às realizadas nas alíneas (iii) e (iv) da
Proposição 3.1.10, reparando que o monóide U1(H,G) é completamente regular.

Proposição 4.1.5. Seja F uma classe de grupos.
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(i) Se F é formação de grupos, então UF é formação de semigrupos completamente regulares.

Demonstração. A demonstração é análoga à prova 3.1.10 (v).

Questão 4.1.6. Será verdade que se F é uma variedade de grupos então a classe UF é variedade de
semigrupos completamente regulares?

Proposição 4.1.7. Dada F uma formação de grupos, a classe ZF é uma formação de semigrupos
completamente regulares.

Demonstração. A demonstração é análoga à prova 3.1.16 (i) efetuada no caso dos semigrupos inversos,
tendo em mente que um semigrupo completamente regular é união disjunta de subgrupos maximais.

Poderíamos pensar agora em definir classe de Fitting de semigrupos completamente regulares. No
entanto, apesar da abordagem kernel-traço ser ainda válida no tratamento de congruências em semigrupos
regulares, se tomarmos uma congruência ρ num semigrupo completamente regular S, ker ρ pode não ser
um subsemigrupo de S, mesmo quando ρ separa idempotentes, como veremos a seguir.

Tal como na Definição 2.3.4, dada uma congruência ρ num semigrupo regular S, definimos o kernel
e o traço de ρ , respetivamente, por

ker ρ := {a ∈ S : aρepara algume ∈ E(S)},
tr ρ := ρ|E(S).

Tal como no caso dos semigrupos inversos, podemos ainda definir par de congruência e associar a cada
par uma congruência. Em particular, num semigrupo completamente regular S, existe uma expressão
simples para descrever uma congruência ρ em termos do seu kernel e do seu traço. Por exemplo, esta
definição de kernel enunciada é equivalente a definir

ker ρ := {a ∈ S : aρa0},

onde a0 denota a identidade em Ha.
Podemos ainda definir subconjunto normal de um semigrupo completamente regular e reparar que

um subconjunto é normal se e só se é kernel de alguma congruência.

Definição 4.1.8. Um subconjunto N de um semigrupo completamente regular S diz-se um subconjunto
normal se satisfaz as seguintes condições:

(i) E(S)⊆ N;

(ii) se n ∈ N, então n−1 ∈ N;

(iii) se xy ∈ N, então yx ∈ N, para x,y ∈ S;

(iv) se x,x0y ∈ N, então xy ∈ N, para x,y ∈ S.

Teorema 4.1.9. Dado um subconjunto N de um semigrupo completamente regular S, N é normal se e só
se N = ker ρ para alguma congruência ρ em S.

Demonstração. Consultar [24, Teorema VI.1.4.].
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Repare-se no entanto que, para x,y ∈ S, se xy ∈ E(S) então, pela Observação 2.1.15,

yx = (yx)(yx)−1(yx) = (yx)(yx)(yx)−1

= y(xy)x(yx)−1 = y(xy)2x(yx)−1

= (yx)2(yx)0 = (yx)2.

É claro que E(S) satisfaz as condições da Definição 4.1.8 e, portanto, E(S) é sempre um subconjunto
normal, mas E(S) pode não ser um subsemigrupo e, consequentemente, os subconjuntos normais podem
não ser subsemigrupos, o que se torna um problema.

Assim, tendo em mente estas dificuldades encontradas para definir classe de Fitting de completa-
mente regulares, poderíamos tentar ver o que acontece em ortogrupos - semigrupos ortodoxos completa-
mente regulares - considerando núcleos de congruências que separam idempotentes que serão da forma
apresentada em 4.1.8, mas desta vez conseguimos garantir que estes núcleos são de facto subsemigrupos.

4.2 Semigrupos regulares e semigrupos ortodoxos

Repare-se que um subsemigrupo T de um semigrupo regular S não precisa de ser regular e, por essa
razão, a classe Reg dos semigrupos regulares não constitui uma variedade de semigrupos. O mesmo
acontece se tomarmos T produto subdireto de semigrupos regulares S1 e S2, T não é necessariamente
regular e, portanto, a classe Reg também não é formação de semigrupos, mesmo que finitos. No entanto,
um quociente de um semigrupo regular é um semigrupo regular.

A classe dos semigrupos regulares Reg vai então constituir o que J. Kadourek e M. B. Szendrei
chamaram de bivariedade e o que T.E. Hall chamou de e-variedade.

Definição 4.2.1. Uma e-variedade V é uma classe de semigrupos regulares finitos tal que:

1. Qualquer subsemigrupo regular de um semigrupo de V pertence a V ;

2. Qualquer quociente de um semigrupo de V pertence a V ;

3. O produto direto de qualquer família finita de semigrupos de V também pertence a V .

Exemplo 4.2.2. Atendendo ao Lema 2.2.4 e ao que foi observado na secção 4.1, a classe C R é uma
e-variedade.

Podemos pensar no conceito análogo para formações e definir e-formação.

Definição 4.2.3. Uma e-formação F é uma classe de semigrupos regulares finitos tal que:

1. Qualquer quociente de um semigrupo de F pertence a F ;

2. Se T é um semigrupo regular e é um produto subdireto de uma família finita de semigrupos de F ,
então T também pertence a F .

É claro que toda a e-variedade é e-formação e, consequentemente, as classes Reg e C R são também
e-formações.

Viremos agora a nossa atenção para semigrupos ortodoxos. A classe Ort dos semigrupos ortodoxos,
tal como a classe Reg, não é uma variedade de semigrupos, é, no entanto, uma e-variedade

Proposição 4.2.4. A classe Ort dos semigrupos ortodoxos finitos é uma e-variedade.
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Demonstração. Sejam S ∈ Ort e T um subsemigrupo regular de S. Sejam ainda e, f ∈ E(T ). Como
E(T )⊆ E(S), temos e f ∈ E(S), e, como e f ∈ T , segue que e f ∈ E(T ), o que prova que T ∈ Ort.

Seja agora S ∈ Ort e θ : S� T um morfismo sobrejetivo entre semigrupos. Então T é semigrupo
regular. Sejam ainda e1,e2 ∈ E(T ). Pelo Lema de Lallement 2.1.28, existem f1, f2 ∈ E(S) tais que
f1θ = e1, f2θ = e2. Como S é ortodoxo, temos f1 f2 ∈ E(S), donde e1e2 = ( f1θ)( f2θ) = ( f1 f2)θ ∈ E(T )
e, consequentemente, T ∈ Ort.

Por último, sejam S1,S2 ∈ Ort. Como todo o idempotente de S1× S2 é da forma (e1,e2) com e1 ∈
E(S1) e e2 ∈ E(S2) e S1,S2 ∈ Ort, pode-se verificar que S1×S2 ∈ Ort.

Corolário 4.2.4.1. A classe Ort dos semigrupos ortodoxos finitos é uma e-formação.

O passo natural seguinte seria tentar definir agora uma classe de e-Fitting. Para tal precisamos de
recordar a definição subsemigrupo normal de um semigrupo ortodoxo.

Definição 4.2.5. Seja N um subconjunto de um semigrupo ortodoxo S. N é um subsemigrupo normal de
S se N é um subsemigrupo regular de S tal que E(S)⊆ N e, para a ∈ S e a′ ∈V (a), aNa′ ⊆ N.

Consequentemente, N é um semigrupo ortodoxo e, pela Proposição 2.6.5, para a ∈ N, temos V (a)⊆
N, i.e., N é um subsemigrupo totalmente regular de S.

Idealmente, gostaríamos de ter não apenas um subsemigrupo normal mas um subsemigrupo que
fosse um kernel de uma congruência. Assim, podemos pensar em definir subsemigrupo i-normal de um
semigrupo ortodoxo, tendo em mente a definição de par de congruência num semigrupo ortodoxo de [14]
para uma congruência que separa idempotentes que enunciamos a seguir.

Definição 4.2.6. Seja S um semigrupo ortodoxo. Uma congruência τ em E(S) diz-se uma congruência
normal se, para e, f ∈ E(S), a ∈ S, a′ ∈V (a),

eτ f =⇒ a′eaτa′ f a

sempre que a′ea é idempotente.

Definição 4.2.7. Seja S um semigrupo ortodoxo. Um par (N,τ), onde N é um subsemigrupo normal de
S e τ é uma congruência normal em E(S), diz-se um par de congruência em S quando, para a ∈ S, a′ ∈
V (a), e ∈ E(S),

(i) se ea ∈ N, eτaa′, então a ∈ N;

(ii) se a ∈ N, então a′eaτa′a′eaa.

Assim, poderíamos considerar a seguinte definição.

Definição 4.2.8. Um subconjunto N de um semigrupo ortodoxo S diz-se um subsemigrupo i-normal de
S se é normal e, se para a ∈ N, a′ ∈V (a), e ∈ E(S), se tem a′ea = a′a′eaa.

Um tal subsemigrupo i-normal N corresponde a ker ρ para alguma congruência ρ que separa idem-
potentes. No entanto, observe-se que, ao contrário do que acontece para semigrupos inversos, a condição

a ∈ N =⇒ ∀a′ ∈V (a),∀e ∈ E(S),a′ea = a′a′eaa (4.1)

não corresponde a dizer que N ⊆ E(S)ξ . Porém, poderíamos melhorar esta condição se considerássemos
um semigrupo ortodoxo R-unipotente.
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Definição 4.2.9. Um semigrupo regular S diz-se R-unipotente se cada R-classe contém um único idem-
potente.

Lema 4.2.10. Seja S um semigrupo regular. São equivalentes as seguintes condições:

(i) S é R-unipotente;

(ii) e f e = e f , para e, f ∈ E(S);

(iii) aa′ = aa′′, para a ∈ S, a,a′′ ∈V (a);

(iv) aea′ = aea′′, para a ∈ S, e ∈ E(S), a′,a′′ ∈V (a);

(v) aea′a = ae, para a ∈ S, a′ ∈V (a), e ∈ E(S).

Demonstração. Consultar [28, Teorema 1].

Assim, dado S um semigrupo R-unipotente e N um subsemigrupo i-normal de S, pela condição 4.1
temos em particular que aea′ = aaea′a′, para a ∈ N, a′ ∈V (a), e ∈ E(S). Então, pelo Lema 4.2.10,

aea′ = aaea′a′ ⇐⇒ aea′ ·a = aaea′a′ ·a
⇐⇒ aea′a = (aa′a)aea′a′a = a(a′a)(aea′)(a′a)

⇐⇒ aea′ ·a = (aa′a)aea′ = a ·aea′.

Consequentemente, num semigrupo ortodoxo R-unipotente a condição 4.1 é equivalente à condição:

a ∈ N =⇒ ∀a′ ∈V (a),∀e ∈ E(S),aea′ ·a = a ·aea′.

Neste caso, não temos exatamente que ae = ea para a ∈ N, e ∈ E(S) (i.e., N ⊆ E(S)ξ ), mas como
aea′ ∈E(S), podemos dizer que estamos "mais próximos" das definições dadas para semigrupos inversos
se considerarmos semigrupos R-unipotentes em vez de apenas semigrupos ortodoxos.

Questão 4.2.11. Poderemos desenvolver para e-formações de semigrupos ortodoxos, e para R-unipotentes
em particular, um estudo similar ao realizado para semigrupos inversos?

Embora gostássemos de explorar várias das questões que deixámos em aberto, é necessário terminar
a dissertação e assim esperamos, no futuro, continuar este estudo.
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