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DEFINIGAO, IDENTIFICAGAO E ESTIMACAO
DO MODELO ARCH E COMPARAGAO
COM OUTROS MODELOS DE VOLATILIDADE (')

Jodo C. H. C. Nicolau (?)

1 — Introdugéo .

Até ao inicio da década de 80 a maior parte da econometria financeira
das sucessfes cronoldgicas centrava a sua analise na média condicionada (%)
do processo em estudo, propondo, normalmente, especificagdes lineares (ARMA
ou ARMAX). Estes modelos assumem que a volatilidade é constante ao longo
do tempo. Esta hipdtese, contudo, raramente se verifica na pratica. Para esti-
mar a volatilidade é necessario considerar a varidncia condicionada. Assim,
presentemente, considera-se que a via de analise mais correcta para analisar o
comportamento estatistico de uma sucessao cronolégica financeira consiste em
modelizar ndo sé a média (*) como também a varidncia condicionada (5).

Neste contexto, foi decisivo o trabalho de Engle (1982). Este autor mos-
frou que era possivel considerar um modelo paramétrico no qual a variancia
condicionada pela algebra pode ser explicitamente escrita e modelizada. Engle
designou o modelo por autoregressive conditional heteroscedasticity (ARCH).
Assume-se que os periodos de estabilidade (e de instabilidade) se sucedem
entre si. Isto é, um periodo de baixa (alta) volatilidade é precedido por periodos
de baixa (alta) volatilidade.

Procura-se neste trabalho caracterizar os modelos mais importantes na
modelizacao da volatilidade com especial énfase no modelo ARCH. Concreta-
mente, os objectivos deste trabalho s&o: /) apresentar os principais resuitados
ja estabelecidos pela teoria dos modelos ARCH; i) apresentar desenvolvimen-
tos recentes na area dos modelos ARCH (modelo GARCH com alteragdes
estocasticas de regime [Gray(1996)]; /i) apresentar outros modelos concorren-
tes do modelo ARCH que recentemente tém merecido muita atengéo na litera-
tura (modelo de volatilidade estocastica); iv) mostrar afinidades originais entre
certos modelos a tempo continuo e os modelos ARCH.

O trabalho apresenta-se da seguinte forma. No ponto 2 discutem-se as
principais regularidades empiricas das sucessOes cronoldgicas financeiras; no

(') Os primeiros cinco pontos baseiam-se na tese de mestrado — Nicolau (1994).

(3 ISEG-UTL.

() No presente texto a média condicionada de , reporta-se ao valor esperado E[y, | Fi4l
onde F,_; é o conjunto de informagdo disponivel até ao momento t—1, isto &, F,_, ={y,_Y.or--
X,_1X%_g---} SENAO X, ; 0 conjunto das varidveis explicativas do modelo Y no momento t-/ Da
mesma forma, a variancia condicionada de y, corresponde a Var{y,l F,l

(%) Certos modelos n&o lineares, baseados apenas na modelizagdo da média, como, por
exemplo, o modelo bilinear ou o limiar autoregressiva podem, eventualmente, modelizar com éxito
sucessdes financeiras.

(5) E por que nédo outros momentos superiores?
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ponto 3 define-se 0 modelo ARCH e as suas principais derivagdes e mostra-se
em que medida cada um dos modelos pode estimar as principais regularidades
empiricas discutidas no ponto 2; nos pontos 4 e 5 discute-se o problema da
identificagdo e da estimagédo do modelo ARCH; no ponto 6 introduz-se o mode-
lo de volatilidade estocastica e mostra-se que o principatl problema deste mode-
lo é 0 da sua estimagdo; no ponto 7 estabelecem-se algumas comparagbes
originais entre certas equagdes diferenciais estocésticas e os modelos ARCH.
O trabalho termina com uma conclusédo.

2 — Regularidades empiricas das sucessdes cronoldgicas financeiras

Sé&o geralmente aceites as seguintes regularidades empiricas das sucessdes
cronoldgicas financeiras [para maior desenvolvimento v., por exemplo, Taylor
(1986), Engle, Bollerslev e Nelson (1993) e Bollerslev, Chou e Kroner (1992)].

Distribuicoes leptocurticas

As distribuicbes sdo em geral leptocurticas e, nalguns casos, as variancias
sdo infinitas. Nas distribuicbes leptocurticas as caudas das distribuigdes sédo
relativamente altas, evidenciando que existe uma massa de probabilidade alta
para as observagdes que se encontram relativamente afastadas da média.
Variancias infinitas podem ocorrer em distribuigées onde as caudas das distri-
bui¢cdes ndo convirjam rapidamente para o eixo das abcissas.

Volatilidade

«[...] large changes tend to be followed by farge changes, of either sign,
and small changes tend to be followed by small changes {...]» [Mandelbrot, cita-
do em Engle, Bollerslev e Nelson (1993).] Esta caracteristica estd presente na
maioria das sucessdes cronoldgicas financeiras, como podemos observar, por
exemplo, para as variagdes diarias do marco alemao (fig. 1). O padrdao de
volatilidade (fig. 2) resulta claro a partir da fig. 1.

FIGURA 1

Variagbes diarias do marco alemao em escudos no periodo de Janeiro de 1987
a Dezembro de 1996
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FIGURA 2

Volatilidade estimada (°) das variagdes diarias
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Efeito assimétrico

Em certas aplicagbes observa-se existir uma correlagdo negativa entre as
variagées do prego das acgdes e a sua volatilidade [Black (1976)]. Mais con-
cretamente, a volatilidade tende a aumentar mais em resposta a «mas noti-
cias» (rendimentos abaixo do esperado) do que a «boas noticias» (rendimento
acima do esperado).

Periodos de ndo transac¢ao

Regista-se frequentemente nos mercados financeiros os pregos reflectirem
a informagdo acumulada durante os periodos de ndo transaccdo. Por exemplo,
o prego das accdes na segunda-feira deve apresentar um comportamento dife-
rente dos outros dias da semana, pois 0 mercado nha segunda-feira' reflecte a
informag&o acumulada durante o fim-de-semana.

Frequéncia das observagoes

Constata-se frequentemente que o aumento da frequéncia das observa-
¢des aumenta significativamente a volatilidade [v., por exemplo, Nijman e Drost
(1993)}.

Acontecimentos previsiveis

Cornell (1978) mostra que quando s&o anunciados os rendimentos das
empresas a volatilidade associada a cotagdo dessas empresas aumenta. Harvey
e Huang (1991) mostram também que a volatilidade das taxas de cambio au-
menta quando os bancos centrais incrementam as suas transac¢des ou quan-
do existe alguma noticia macroecondmica relevante.

() A volatilidade foi estimada a partir do modelo ARMA(1,1)-GARCH(1,1) com distribuigdo
condicionada normal.

395



Estupos pe Economia, voL. xvi—xvi, N.° 4, Qutono 1997

Co-movimentos na volatilidade

Varios autores [Engle, Victor e Rothschild (1990), Schwert (1989)] mos-
tram que ha efeitos comuns de volatilidade dentro de um mercado, assim como
de um mercado para outro mercado.

O sucesso dos modelos ARCH resulta, em certa medida, da sua capaci-
dade para modelizar as regularidades empiricas discutidas neste ponto.

3 — Defini¢gdo do modelo

Seja {u,, t=1,2...} um processo estocastico a tempo discreto, definido da
seguinte forma: u,=¢,6,, onde ¢, é i.1. d., Elg,] =0, Varlg,] = 1, e o, € uma fun-
¢do mensuravel com respeito a {u,_,, U,_,,...} estritamente positiva (isto &, o,
depende dos acontecimentos gerados por u com t<t—1). Assim:

E[u,| F._J=0¢e Var[u,l F,_J=02(U,_y, Uy_5,...) >0

A variavel u, (que e uma diferenga de martingala com respeito a F,_,) pode
ser interpretada como a varidvel residual de um modelo ARMAX (7).

A fungdo o2, quando convenientemente parametrizada, pode contemplar
os principais efeitos descritos no ponto anterior. Vejamos alguns modelos que
podem ser estabelecidos para c?.

Modelo ARCH

No modelo ARCH(q) [Engle (1982)] a variancia condicionada corresponde
o= + o, U2 , + ... + o, L2 > 0. Por construgéo, facilmente se verifica que «[...]
large changes tend to be followed by large changes, of either sign, and small
changes tend to be followed by smal changes [...]» Além disso, se g, tem distri-
buigdo N(0,1) entdo u, tem distribuicdo marginal leptocirtica. Com efeito:

Elv _ EleElsf] | ElAECT _ 3
Elv) E[TE[?  EleF E[c?F

Podemos ainda constatar que, definindo v,= u,2— 0,2, o0 modelo pode ser
rescrito na forma:
U= O + O UZ ( + ... + aquf_q+ v,
e, como v, é uma diferenga de martingala, o processo u?admite uma represen-
tacdo AR(qg). Esta observagdo permite, em aplicagbes empiricas, detectar e iden-
tificar a ordem g através da FAC e FACP do processo u? desde que exista
E[u?] (esta condigao é restritiva; por exemplo, para um ARCH(1) pode-se pro-

(") Por exemplo, com apenas um regressor A(L)y,= B(L)x,+ u, onde ®(L)u,= ©(L)e,, com as
notagbes habituais.
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var que E[uf] existe se 302 <1, isto é se a, < 0.58 — assim, é necessério pro-
ceder com prudéncia & andlise das fungbes de autocorrelagdo).

E facil contemplar na especificagdo da varidncia condicionada efeitos de-
correntes de acontecimentos totalmente previsiveis. Por exemplo, num modelo
de dados didrios, para atender ao efeito dos dias da semana sobre a volatilidade,
podem-se acrescentar quatro variaveis artificiais [ARCH(1)]:

2 ' i 2
oy = 0, + &, Ter, + §,Qua, + 3,Qui, + §,Sex, + o, u;_,

onde o, representa o efeito da segunda-feira, o, + 8, 0 efeito de terca-feira, etc.
E curioso verificar que 0 modelo auto-regressivo de coeficientes aleatérios

X9 x s o - . g
u,-.zl.=1 &y Up_;+ €, sendo ¢, uma sucessdo de varidveis aleatdrias de média

e variaincias finitas &, (sob certas condi¢des) observacionalmente equivalente
ao modelo ARCH (i. e., conduz & mesma fungdo de verosimilhanga).

Modelo GARCH

No modelo GARCH(p,q) [Bollerslev (1986)] a variancia condicionada
corresponde a 6Z= o, + 0L U2 + ... + 0, uf_q+ 8,02, +...+8 cf_p >0. O GARCH
é um ARCH de ordem infinita com restrigées sobre os parametros. Por exem-
plo no GARCH(1,1), a variancia condicionada é:

2. 2 2
Of = Oy + 0, Uf | + 8,07

e, é facil verificar, por substituicdo sucessiva, que esta expressdo é equivalente
a:

2__% 2 2 2
Oy =1 =5, +o U2 +0,8,u2, + 0,82+

Quando o processo ARCH tende a apresentar desfasamentos longos o
modelo GARCH ¢ preferivel, pois é parcimonioso e ndo perde a informagao
mais atrasada.

Pode-se provar que, neste caso, o processo uf admite uma representagéo
ARMA(max{p,q},p).

Modelo IGARCH, persisténcia e co-persisténcia

Em aplicagdes empiricas com o modelo GARCH(1,1) constata-se, por ve-
zes, que d, +9,~1. No caso a, +38,=1, 0 modelo é designado por GARCH
integrado ou IGARCH. A analise da estacionariedade do modelo GARCH e
IGARCH revelou resultados curiosos. Por exemplo, para o modelo GARCH(1,1)
E[o?] é finito e {u,} é estacionrio de segunda ordem se oy +8,<1. Esta é
uma condigdo suficiente mas nao necessdria para a estacionaridade estrita.
Nelson (1990) provou para o caso GARCH(1,1) que {y,} e {0,2} sdo estrita-
mente estaciondrios se e s6 se Eflog(c,e?+ 8,)] < 0. Pode-se provar que a
condigédo o, +9d,<1 €& mais exigente do que E[Iog(a1s,2+ 81)] <0, isto é
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o, + 8, < 1= Eflog(o,e2+ 8, )] <0 (ndo se verificando a implicagéo contraria).
Assim, o modelo IGARCH(1,1) viola a condigdo o, +§, <1 e E[c?] ndo é finito,
no entanto, é estritamente estacionario e 62< e quase certamente. Apesar de
o IGARCH ndo ser estaciondrio de segunda ordem Lumsdaine (1991) mostra
que os testes assintéticos usuais sao validos no contexto do modelo IGARCH,
embora Hong (1988) sugira que a amostra deva ser razoavelmente grande.

Ligado a esta questdo encontra-se o problema da persisténcia dos cho-
ques na volatilidade. A definicdo de persisténcia depende do conceito de con-
vergéncia que se considerar. Se considerarmos a convergéncia em L', um pro-
cesso é persistente na varidncia se E[c,2+h | 0,2] — o (h — «); se considerarmos
a convergéncia quase certa (ou com probabilidade 1) um processo é persisten-
te na variancia se 62 — « quase certamente. Estas duas definicbes nem sem-
pre se verificam simultaneamente e, claramente, nao se verificam simultanea-
mente para o modelo IGARCH(1,1), pois E[c?,,|0?]= o h+ 02— = quando
h — e mas 62< e quase certamente. Considerando a definigéo de persisténcia
Elo?,, l 67 — o (h— ), Engle e Bollerslev (1993) definem co-persisténcia na
variancia de uma forma similar & da co-integrag@o na média: pode suceder que
varias sucessbes sejam persistentes na variancia, mas uma certa combinagdo
linear dessas sucessbes pode exibir ndo persisténcia.

Modeio GARCH com alteragdes de regime

Em aplicagdes empiricas, por vezes, a situagdo @, +31=1 num modelo
GARCH(1,1) deve-se a alteragdes exdgenas na variédncia ndo condicionada que
ndo foram contempladas na especificagdo do modelo. Por exemplo, Nicolau
(1994) analisa a taxa de cambio do marco (em escudos) no periodo Margo de
1989 a Maio de 1993. Durante este produziram-se modificagbes substanciais
no regime monetario (crawling-peg, «pré-SME» e adesdo ao SME). Quando estas
alteragbes sé@o explicitamente consideradas na especificagao da variancia (atra-
vés de variaveis artificiais) a soma das estimativas dos coeficientes o, e §,dimi-
nui substancialmente. A introdugdo ad hoc de varidveis attificiais deve ser, no
entanto, evitada, sobretudo quando é especificada para acontecimentos incer-
tos que se podem repetir (pelo contrario, a especificagéo de variaveis artificiais
para acontecimentos que nunca mais se repetem ou que se repetem e sao
totalmente certos, como por exempio, os dias da semana, é justificavel).

A abordagem dos modelos com alteragdes estocasticas de regime [de
acordo com a exposi¢do de Hamilton (1994)] é uma boa solu¢ao para proces-
sos com regimes diferenciados (sobretudo quando existem acontecimentos ex-
traordinarios e incertos que geram volatilidades extremas, como crises bolsis-
tas, ataques especuiativos, etc.). Os valores extremos da amostra n&o serao
considerados como outliers mas como fazendo parte do processo gerador dos
dados (estes acontecimentos tém probabilidade ndo nula de ocorrerem e de-
vem ser contemplados na fungdo de previsdo). Por exemplo, admita-se que um
dado processo € governado por dois regimes (regime 1: S,= 1; regime 2: S,=2)
com médias e variancias condicionadas diterentes (poderiamos ter fungdes de
densidade de probabilidade distintas). No periodo f o processo, dado a c-dlge-
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bra F,_,, pode encontrar-se em cada um dos regimes com uma dada probabi-
lidade:

Y| Fil 8= 1A NGy, 02), com probalidade P[S,=1]F,_,]
Y| Fi_yp §,=2 A N, 02), com probalidade P[S,=2|F

Por definicao, tem-se:
PIS,= il F 4l =Zj2=1 P[S,= il Sy =4F 4] PIS; =j| F,
e:

) . =iF_\PIS .=l F
P[St_1 =] l F[_1] - P[S(q =j| Yoo Fr_.g] - f(y, 1 I S, 4= F ) PIS, jl 1-2)

2::1 {7 | Si=kF o) PIS; (= k| Frol

onde f(y,_, | S,_, = iF, ) é a funcdo de densidade de probabilidade condiciona-
da de y,_,. Dada uma estimativa para f(y,_, | S,_; = j,F,_,) (basta dispor de uma
estimativa para os parametros desconhecidos) e para P[S,= i | S,_1=iF_] a
expresséo P[S,= il F,_,] calcula-se facilmente, dada a sua estrutura recursiva.

leerentes hlpoteses tém sido estabelecidas para a probabilidade
P[S =i S, _4)- A mais simples consiste em admitir que P[S, = il S =
=jF 1= P[S —If =j]= P[S,;=1], i.e., 0 regime em t ndo depende nem
do estado no momento anterior nem de F,_, (P[S,= i] podem ser interpretadas
como as probabilidades estacionarias de uma cadeia de Markov). Esta hipé-
tese (no contexto do modelo ARCH) encontra-se em Palm e Vlaar (1993) sob
a designacgdo de distribuicdo Normal-Bernoulli. Hamilton e Susmel (1994) con-
sideram o modelo ARCH e admitem P[S, = il S,_y=J,F;_;] que pode ser ca-
racterizado por uma cadeia de Markov (a tempo discreto e com espago de es-
tados discreto) constante ao longo do tempo, i.e., P[S, = il S,_1=hLF_l=
=P[5 =i l S,_, =/]. Gray (1996) resolve o problema da estimag&o do modelo
GARCH no contexto em que P[S, =/ | S;_, = iF,_,] é caracterizada por uma ca-
deia de Markov varidvel ao longo do tempo. Concretamente, Gray admite
PLS, = S =iF_1=®(c;+ d, i V- ), onde @(-) é a fungéo de distribuicdo nor-
mal e os parametros c;e d e sao estimados pelo método da maxima verosi-
milhanga. Note-se que em qualquer caso, a funcdo de verosimilhanga L, (6)
deve ser definida a partir das densidades f(y, l _4) € ndo a partir das densn-
dades f(y,,S, | F F,_,) pois os regimes n&@o s&o observados. Assim:

logL,(8) =X logf(y, | F
com:

fy, | Fi_) = Yo fly, | S;= iF, ) PIS,= il F,

Outros modelos

Outros modelos importantes sdo o modelo EARCH [Nelson (1991)] e o
ARCH-M de Engle, Lilien e Robinson (1987). O primeiro permite estimar o efei-
to assimétrico discutido no ponto 2; o segundo permite que a variancia condi-
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cionada influencie explicitamente a média condicionada (por exemplo, a
volatilidade influencia o prego do activo financeiro).

Outros modelos tém. sido apresentados: NARCH, AARCH, TARCH (8),
QARCH, etc. Estes modelos propdem outras especificagbes para a varidncia
condicionada, mas o principio € 0 mesmo do modelo ARCH original: a variancia
condicionada é escrita como uma fungdo estritamente positiva das varidveis
Up_qs Up_gse.. 110 &, 62 = g(U,_y, U,_,,...), ONde u, = y,— Ely, | F,_,l.

Os modelos ARCH admitem uma representagdo multivariada e permitem
estimar os co-movimentos na volatilidade [v. Bollerslev, Chou e Kroner (1992) e
Engle, Bollerslev e Neison (1993)]. Nicolau (1994) mostra uma aplicagao de um
sistema de equagdes com efeito ARCH para as taxas de cdmbio, com as se-
guintes equagdes: marco em escudos, peseta em escudos e ddlar americano
em marcos (as variaveis estdo definidas nas primeiras diferengas dos logaritmos
e os dados séo diarios de Margo de 1989 a Maio de 1993). S&o ainda estima-
dos os coeficientes de correlagdo condicionados entre as diferentes moedas e
discutido, com base nesses coeficientes, a constituicdo de carteiras de investi-
mento monetario com niveis diferenciados de risco.

4 — Identificagao do modelo ARCH

S&0 necessdrias as seguintes etapas para identificar o modelo ARCH:
primeiro, identifica-se o efeito ARCH, isto é, verifica-se se a variancia condicio-
nada depende ou ndo de F,_,; segundo, se o efeito ARCH esta presente, iden-
tifica-se, na classe dos modelos ARCH (GARCH, EARCH, etc.) o modelo mais
apropriado e a ordem dos paradmetros associada ao modelo seleccionado.

Consideremos a primeira questdo (°). Seja uma v. a. estacionaria na mé-
dia e expurgada de efeitos lineares. Quando o efeito ARCH esta presente em
u, tem-se:

1) A distribuicdo de v, € leptocurtica;

2) u?esta correlacionado com u,2_1,...,uf_q;
3) y,néo e i.i.d,

4) Elu, | F,_]=0.

Como podemos verificar 1) a 4)? Para verificar 1) calcula-se o coeficiente
de curtose e testa-se se é significativamente superior ao valor 3; 2) verifica-se
através da FAC da variavel u?; 3) pode verificar-se, por exemplo, pelo teste
BDS [v., por exemplo, Nicolau (1994)]; e 4) analisa-se, por exemplo, através do
teste de Hsieh (1989). Como salienta Hsieh (1989) é importante analisar 4)

(8) Para um desenvolvimento sobre as propriedades e comportamento das previsdes do pro-
cesso GTARCH v. Gongalves e Lopes (1995).

(°) Em certas circunstancias o modelo ARCH é aparente e resulta de uma deficiente
especificagdo na média condicionada. Por exemplo, um modelo AR(1) exibe efeitos similares a
um ARCH(1) se a média condicionada nao for modelizada, i. e., se assumirmos que o AR(1) é
um ruido branco.
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porque certos modelos ndo lineares do tipo MA nao linear, limiar AR e bilinear
apresentam algumas caracteristicas similares as dos modelos ARCH e satisfa-
zem 1) 2) e 3). No entanto, estes modelos néo lineares néao satisfazem 4), pois
sdo do tipo y,=¢,+f onde ¢, € i.i.d. e tem media nula, f, € néo linear em
(Uy_q,U,_p---) © Elu, | F,_1#0. ‘

Consideremos a segunda questdo. Uma vez confirmada a presenga do
efeito ARCH, é necessario seleccionar o modelo (ARCH, GARCH, etc.). Nao
aprofundaremos esta questdo. Note-se, no entanto, que a priori 0 investigador
devera poder caracterizar genericamente a forma funcional da variancia condi-
cionada, nos seguintes aspectos: relagao funcional entre os valores passados
de u, e 6, e memoria temporal da variéncia condicionada. Na relagéo funcional,
€ necessario distinguir os principais efeitos discutidos na literatura: efeito mag-
nitude, efeito assimétrico e efeito de interacgdo. O efeito magnitude (valores altos
de uZ,,...,uZ , implicam um valor alto de o) esta presente na generalidade das
sucessdes financeiras e é estimado por todos os modelos ARCH; o efeito
assimétrico (os valores e sinais de Up_peemslly_g influenciam 0,2) é estimado pelos
modelos EARCH, QARCH e TARCH; o efeito de interacgéo (os termos cruza-
dos u,_;u,_; para i, j=1,2,.q e i# j influenciam o?) é estimado pelos modelos
AARCH, QARCH, etc.

Outra questdo é a extensdo da memdria temporal da varidncia condicio-
nada, que esta relacionada com o periodo maximo de desfasamento entre a
sucessao u, e c;’-. Sempre que este periodo for elevado é preferivel considerar-
mos o modelo generalizado (GARCH, EGARCH, TGARCH, etc.). Em geral,
sempre que se aumenta a frequéncia das observagdes, o periodo maximo ten-
de a aumentar [v. Nijman e Drost (1993) sobre o problema da agregagéo tem-
poral]. '

A par da interpretagdo do investigador sobre o modelo mais apropriado, é
conveniente realizar ensaios estatisticos assintéticos apropriados (o mais utili-
zado € o teste multiplicador de Lagrange). Estao bem estabelecidos os princi-
pais testes para os diferentes modelos como, por exemplo, ARCH, GARCH,
NARCH, AARCH, etc. [v., por exemplo, Nicolau (1994) ('9)]. Se varios modelos
sdo simultaneamente ndo rejeitados pode-se proceder, como em Hsieh (1989),
utilizando os critérios AIC e BIC.

5 — Estimacgédo do modelo ARCH

Considere-se 0 seguinte modelo de regressdo ou ARMA:

Y= p'r(Bo) + G, (ao) &

onde B, e o representam os vectores dos verdadeiros parametros desconheci-
dos, especificados, respectivamente, na média condicionada, u,(-), € no desvio
padrao condicionado, o,(-). O objecto é estimar consistentemente B, e o,

(%) O teste GARCH encontra-se em errata de Nicolau (1994).
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Vamos admitir as seguintes hipdteses:

g éi.i.d. e tem distribuicio N(0,1);
{y,} € um processo estacionario.

Dado que p(y,,.¥n_ys--¥3) = PUp | Fo ) Dy | F, )P} €, como y,| F,_,
tem distribuigdo N(u, (B3, 0o, (o)), 0 logaritmo da fungdo de verosimilhanga
corresponde a expresséo:

LU IR - TP T N 7 ()i
logL, (c,B) = ~ - log2m — — Elogor (0) ~~ E )

Pode-se provar, sob as condi¢coes usuais de regularidade [v. por exemplo
Gourieroux e Monfort (1995), cap. 7], que os estimadores de maxima verosimi-
lhanga séo fortemente consistentes e:

(8, — 8~ N(0,J¢
onde:

a?logl, dlogl, dlog! 1 1y~ 2
Jy=—E aeagT' = E[ aegl ae%] e logl,:——z—Iogof(a)—?——(y'c;f))
E importante registar que os estimadores de maxima verosimilhanga de 0
e B, s&o assintoticamente n&o correlacionados (0 modelo ARCH-M € a excep-
¢ao), i. e., a matriz J, é diagonal por blocos relativamente aos vectores o e B,
[Engle (1982)]. Desta forma é possivel estimar os vectores ¢, e B, separada-
mente sem perda de eficiéncia. A estimag@o de cada um deles pode basear-se
numa estimativa consistente do outro. Além disso, como a matriz de informa-
¢do é diagonal por blocos a sua inversdo € facil de obter. Assim, é possivel
aplicar, por exemplo, o algoritmo scoring, separadamente, para o, € By
Em varias aplicagbes tem-se verificado que a hipétese de ¢, ter distribui-
¢do N(0,1) n3o se ajusta convenientemente aos dados, pois verifica-se, por
vezes, que a distribuicdo de e, é leptocirtica e (menos frequentemente)
assimétrica. Nestes casos, a utilizagéo (forgada) da hipdtese de ¢, ter distribui-
¢do N(0,1) conduz seguramente a uma perda da eficiéncia dos estimadores.
Quando &, é leptoctrtica a solugdo € procurar distribuigbes com essa caracte-
ristica. A distribuicdo GED(v) [Generalized error distribution, Nelson (1991) e

Bollerslev e Baillie (1989)1:
v 1
}/M“"M F[——), O<v<+o
12

1
onde I'(-} é a fungdo gama e A =[2"2V)T'(1 /v)/ T'(3 /v)]z, é interessante porque
permite incorporar, no vector dos parametros a estimar, um parametro v que
fornece uma indicagdo do achatamento da distribuicdo. Algumas distribuigdes
importantes s&o casos particulares da distribuicdo GED(v). Assim, se v=2 a
distribuigdo GED corresponde a distribuigdio normal; se v> 2 a distribuigado GED
€ platicirtica e, em particular, tende para a distribuigdo uniforme no intervalo
[~ 3'%2,3"2] quando v — + o; finalmente, se v<2 a distribuicdo GED ¢ leptocurtica
e, em especial, com v=1, a distribuicdo GED corresponde & distribuicdo de

&

A

fle,) = vexp {— -
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Laplace ou exponencial dupla. A estimativa (de maxima verosimithanga) do
parametro v fornece uma indicagdo do grau de achatamento de f(g,).

O caso em que ¢, tem distribuic@o assimétrica & analisado, por exemplo,
em, Paim e Vlaar (1993). E importante notar [Taylor (1986)] que um ou dois
outliers podem ser responsaveis por coeficientes de skewness estimados apa-
rentemente diferentes de zero. Nestes casos, a assimetria € apenas aparente,
e resulta, em ultima analise, da natureza feptocurtica da distribuigo.

Todavia, em certos modelos, a assimetria estd presente. Observa-se, por
exemplo, para a distribuigdo das variages das taxas de cambio de algumas
moedas do SME, um comportamento assimétrico, particularmente forte. E a razéo
€ esta: certas moedas do SME estdo frequentemente sujeitas a realinhamentos
e ou a ataques especulativos que implicam, normalmente, fortes depreciagdes
(isto é especialmente valido para as moedas cotadas face ao marco). Nestes
casos, uma das abas da distribui¢do tende a «alongar-se» mais e a distribui-
¢ao torna-se assimétrica.

Nestas circunstancias, Palm e Viaar (1993) sugerem a utilizagdo das distri-
buigdes Normal-Bernoulli ou Normal-Poisson. Estas distribuicGes admitem a pos-
sibilidade de a variavel sofrer «saltos» aleatérios (no contexto das taxas de ca&m-
bio estes saltos podem corresponder a realinhamentos ou ataques especulativos).

A f. d. p. Normal-Bernoulli (') tem por expressao:

Hu, | )= (1) — exp{— (b + by _(Uf—(1—7»)V)2}

? 1
+A ex
) odler. 257 e P\ dor

onde A € a probabilidade de ocorrer um salto e a2 é o efeito sobre a varian-
cia decorrente do salto. Quando v=0 e A= 0 a f.d.p. é assimétrica, como
podemos constatar através do terceiro momento ndo condicionado: E[uf] =
= (- 23 v[(1 - 2M)\2 + 3d4]. O parametro v esclarece ainda o sinal da assimetria
(tendo-se em geral A < 0.5).

Uma forma mais expedita de resolver o problema da distribuicéo de ¢, é
estimar os parametros através do método da pseudo méxima verosimilhanga,
considerando, por exemplo, como pseudo verdadeira distribuicgo, a distribuigao
normal [v. Gourieroux e Monfort (1995)] para um exposi¢do sobre o métedo). Um
método de estimagdo ndo paramétrico é analisado em Engle e Riviera (1991).

6 — Modelos de volatilidade estocdstica e os modelos ARCH

Recentemente tem havido algum interesse nos modelos designados por
volatilidade estocéstica (VE), introduzidos por Clark (1973) que, na sua forma
mais simples, sdo descritos por:

Y1= 6%
= 2
logof = o + dlogo;, + 6, V,

onde ¢, 580 v, v. a. i. i. d. com distribuicdo N(0,1).

(') Deve-se notar que o modelo subjacente a esta distribuigdo corresponde a um caso
particular do modelo com alteragdes de regime ja discutido no ponto 3.
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No modelo ARCH a varidancia define-se como uma especificagdo
deterministica de varidveis aleatérias; no modelo de VE a varincia incorpora
uma v. a. residual.

De acordo com Clark, o mercado de titulos encontra-se num de dois es-
tados: equilibrio Walrasiano ou transigdo para o equilibrio. O que faz o merca-
do deslocar-se de um equilibrio para 0 outro é a chegada de informagdo. A
medida que a informagdo chega aos mercados 0s agentes heterogéneos
reavaliam os portfolios desejados e transaccionam até que um novo equitibrio
seja alcangado. No modelo de VE a fonte de volatilidade do prego dos tftulos
deve-se a chegada de informag&o. Embora a teoria ndo sugira nenhuma forma
funcional para a chegada de informagéo, Clark modeliza ¢, como um processo
log-normal com inovagdes i. i. d e conclui que essa especificagio é preferivel a
especificagdo de Poisson. Qutros autores chegam & mesma concluséo [por
exemplo, Gallant, Hsieh e Tauchen (1991].

O modelo de VE pode ser visto ainda como uma dlscretlzagao do proces-
so0 a tempo continuo (discretizagdo de Euler):

dy,= -y, dt+c,dw,,
dlogo?= (o + 8 ~1)logo?)dt+ o, aw,,

onde Wy € W, sd0 processos brownianos independentes (em rigor, a esti-
magao dos parametros deve realizar-se no contexto do modelo a tempo conti-
nuo).

Ao contrario do modelo ARCH, o modelo de VE levanta sérios problemas
de estimagdo. Considere-se, por exemplo, 0 modelo discutido em Danielsson
(1994):

V=08, gniid NO,1)
10962 = ® + V.Y, ¢ + % | ¥,_( | + 8logs? ,+ 6,v,, v,ni.i.d. N(0,1)

seja 8 = (0,3,0,,7,,Y,)7 0 vector a estimar, Y, ={y,},_, ,e X,={0%,_, ,. A den-
sidade conjunta #(Y,,%, | 6) obtém-se facilimente a partir de:

T

1 ¥
flYy |~ 8)= ——— —_
nizo-Tl owo -2}
fZ, ' 8) = l l 1 1 (logof= 0~ =Y | ¥pa | = 5'°g°'c2—1)}

= exp{—
et Vi fer 2y2 207

Y.z, 16) =AY, |2 0)fz,|6)

Se X, é observavel, o método da maxima verosmlhanfa baseia-se na
maxnmlzagao da fungéo objectivo f(Y,,Z, | 6) = iy, l): 8)f(X,16) em ordem a
9, i.e.

= arg max f(y,,Z, | 6)
6c®

404



Esrupos pE Economia, voL. xvi~xvi, N.° 4, Qurono 1997

No entanto, como a variavel o, é latente (nGo observavel), ¢, ndo pode
figurar na fungdo objectivo e, portanto, 0 método da maxima verosimilhanga
requer que a densidade conjunta f(Yn,an 6) seja integrada em ordem a X ,
isto é:

iy, le)= f iy, 1= 0=, 6)ds,
R

e o estimador de maxima verosimithanga obtém-se a partir de:

8 =argmax /(Y |6
n %e@ (nl)

O problema esta em que néo é facil deduzir f(Y, | 8), sobretudo quando
a especificagdo de o, é dindmica. Existem varias estratégias para lidar com
este problema. Por exemplo, Danielsson (1994), considera a simulagdo da
fung@o de verosimilhanga, Harvey, Ruiz e Shephard (1994) e Ruiz (1994)
empregam métodos baseados em filtros lineares com vista a produzirem o
estimador de pseudo maxima verosimithanga, Taylor (1986), Melino e Turnbul
(1990) consideram o GMM, Jacquier, Polson e Rossi (1994) consideram mé-
todos bayesianos.

Sera interessante no futuro comparar detalhadamente as vantagens e
desvantagens dos modelos ARCH com os modelos de volatilidade estocastica.
Engle (1994) é bastante critico com o modelo de VE.

7 — Equacgoes diferenciais estocasticas e os modelos ARCH

A utitizagdo das equagbes diferenciais estocasticas (EDE) na area dos
modelos financeiros tem aumentado significativamente [Melino (1991) estima que
a proporgdo de artigos nas quatro mais importantes revistas na area financeira
passou de 0,8 % em 1970 para 17,1 % em 1989]. Apesar do interesse cres-
cente nas EDE subsiste ainda a ideia da clivagem entre os métodos discretos
e continuos [v. Nelson (1990a)]. No entanto, algum trabalho tem sido realizado
com vista a conciliar esses métodos, nomeadamente nos seguintes aspectos:
estudo das condigbes de convergéncia de sistemas discretos para sistemas
continuos (assim como o estudo do problema da discretizagdo de EDE) e es-
timagao de EDE.

Nelson (1990a), a partir da especificagdo discreta GARCH(1,1)-M, deduz,
sob certas condicdes de regularidade, um sistema de EDE compativel com a
especificagio discreta e estabelece, para o caso continuo, a distribuigéo esta-
ciondria de o2-gama invertida (de notar que ndo existe para a especificagio
discreta uma expressdo definida para a distribuigdo estacionaria).

O efeito ARCH pode ser modelizado por equagbes diferenciais estocasticas
univariadas. Por exemplo, o efeito assimétrico descrito no ponto 2 pode ser
estimado, pela EDE [proposta por Duffie-Kan, v. Ait-Sahalia (1996)]:

dy,= B8~ y,)at + [o+ yy,aw,
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onde {w,;t=0} & um processo browniano standard. Pode-se provar que a ex-
pressdo exacta da varidncia condicionada em tempo discreto corresponde a:

Varly,, | F,

ti-t

1
I=g5 (1-eP)(Or-ePp + ar ePar 26y, )

onde t(t=1,..,n) sdo os momentos em que Y é observado e A=t~ 1,_, (cons-
tante, por hipétese). Note-se que a varidncia condicionada & ndo constante e
depende do valor e do sinal de y, .

O efeito de magnitude e assimétrico pode ser estimado, por exemplo, atra-
vés da EDE: :

ay,= B(e — y,) dt + ay, dw,
e neste caso pode-se provar ('?) que:

Var[y“ | th—1] = (P1 + (szm + (p3yt2i-1

onde ¢;, i=1,2,3, séo expressdes nao lineares dos parametros o, e B e & do
tempo de discretizagdo A.
Relativamente a:
dy,= 6y, dt+ oy, dw,

tem-se:
Varly, | F, 1= o2,

com @=e(@+e)A_ 208 o recorrendo a Johnson e Kotz (1970), p. 115, po-
de-se provar que o coeficiente de curtose da distribuigdo de y, é estritamente
maior do que 3 [note-se que y, tem distribuicdo log normal, dado a c-algebra
F.(s< Bl

Deve-se sublinhar que a variancia condicionada dos modelos ARCH nao
depende explicitamente do nivel da sucessdo mas sim da v. a. residual (desta
forma podem ocorrer divergéncias significativas entre as estimativas de
volatilidade dos dois modelos — ARCH e EDE). No entanto, o principio € o mes-
mo: a varidncia condicionada é, em ambos 0s casos, uma fungdo de F, , i.e.,
varly, | £, 1=0*F,_,).

8 — Conclusodes

O problema da estimagéo da volatilidade n&o é recente, mas sé depois do
trabalho de Engle (1982) foi possivel definir rigorosamente um modelo para-
métrico para a sua estimagdo. Muitos trabalhos foram publicados no contexto

(*2) E pratica corrente considerar a varidncia condicionada do processo de difusdo como o
coeficiente de difusdo discretizado de acordo com o esquema de Euler. Em certos casos, esta
pratica conduz a divergéncias importantes entre a expresséo exacta da varidncia condicionada
em tempo discreto e a variancia condicionada aproximada de acordo com o esquema de Euler,
como se vé no presente exemplo.
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dos modelos ARCH, mas actualmente os investigadores procuram novas for-
mas de interpretar e estimar a volatilidade. E necesséario, na mifha opinido,
discutir dois aspectos essenciais: a volatilidade no momento t é uma fungao
das variaveis {y;_..Y;_o--X;_1X_p---}, tal como esta especificado no modelo
ARCH, ou eventualmente, deve ser caracterizada também através de uma va-
ridvel aleatdria residual, tal como estd definido no modelo de volatilidade
estocastica? O segundo aspecto tem a ver com a forma como interpretamos a
evolugdo das varidveis no tempo. O paradigma dominante em econometria é o
de que as varidveis econdmicas evoluem através de saltos discretos ao longo
do tempo. Este ponto de vista tem sido criticado pelo menos desde A.R.
Bergstrom [v. a sua entrevista em Bergstrom (1993)] e actualmente, no domi-
nio dos modelos financeiros, o interesse pelos modelos a tempo continuo tem
vindo a crescer.

Seria interessante no futuro discutir, com aplicagdes concretas, as vanta-
gens e desvantagens dos modelos do tipo ARCH versus modeios de volatilidade
estocéstica quer em tempo discreto quer em tempo continuo.

Um passo importante na abordagem dos modelos de volatilidade seria
estimar consistentemente os parametros do modelo a tempo continuo com
volatilidade estocdstica (varidvel latente) apenas com a hipétese de que o nu-
mero das observagbes tenda para infinito, independentemente de o intervalo
entre as observagdes tender ou ndo para zero. Procuraremos abordar este tema
num préximo trabatho.
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