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DEFINICAO, IDENTIFICACAO E ESTIMACAO 
DO MODELO ARCH E COMPARACAO 
COM OUTROS MODELOS DE VOLATILIDADE (1} 

Joao C. H. C. Nicolau (2) 

1 - lntrodu~ao . 

Ate ao infcio da decada de 80 a maior parte da econometria financeira 
das sucessoes cronol6gicas centrava a sua analise na media condicionada e> 
do processo em estudo, propondo, normalmente, especificay6es lineares (ARMA 
ou ARMAX). Estes modetos assumem que a volatilidade e constante ao Iongo 
do tempo. Esta hip6tese; contudo, raramente se verifica na pratica. Para esti­
mar a volatilidade e necessaria considerar a variancia condicionada. Assim, 
presentemente, considera-se que a via de analise mais correcta para analisar o 
comportamento estatfstico de uma sucessao cronol6gica financeira consiste em 
modelizar nao s6 a media (4} como tambem a variancia condicionada (5). 

Neste contexte, foi decisivo o trabalho de Engle (1982). Este autor mos­
trou que era possfvel considerar urn modelo parametrico no qual a variancia 
condicionada pela algebra pode ser explicitamente escrita e modelizada. Engle 
designou o modelo por autoregressive conditional heteroscedasticity (ARCH). 
Assume-se que os perfodos de estabilidade (e de instabilidade) se sucedem 
entre si. lsto e, urn perfodo de baixa (alta} volatilidade e precedido par perfodos 
de baixa (alta) volatilidade. 

Procura-se neste trabalho caracterizar os modelos mais importantes na 
modelizaqao da volatilidade com especial enfase no modelo ARCH. Concreta­
mente, os objectives deste trabalho sao: 1) apresentar os principais resultados 
ja estabelecidos pela teoria dos modelos ARCH; h) apresentar desenvolvimen­
tos recentes na area dos modelos ARCH (modelo GARCH com altera96es 
estocasticas de regime [Gray(1996)]; iii) apresentar outros modelos concorren­
tes do modelo ARCH que recentemente tern merecido muita atenyao na litera­
tura (modelo de volatilidade estocastica); ill) mostrar afinidades originais entre 
certos modelos a tempo continuo e as modelos ARCH. 

0 trabalho apresenta-se da seguinte forma. No ponto 2 discutem-se as 
principais regularidades empfricas das sucessoes cronol6gicas financeiras; no 

(1) Os primeiros cinco pontos baseiam·se na tese de mestrado- Nicolau (1994). 
(2) ISEG-UTL. 
(3) No presente texto a media condicionada de y1 reporta-se ao valor esperado E[y1 I FH ], 

onde F1_1 eo conjunto de informa9ao disponlvel ate ao momenta t-1, isto e, F1_1 = {y1_ 1,y1_2 , .•. ; 

x
1
_1,x1_2, ... ) sendo x1_i o conjunto das variaveis explicativas do modelo Y no momenta t- i. Da 

mesma forma, a variancia condicionada de y1 corresponds a Var[y1 1 F1_1 ]. 

(4) Certos modelos nao lineares, baseados apenas na modeliza9ao da media, como, por 
exemplo, o modele bilinear ou o limiar autoregressive podem, eventualmente, modelizar com exito 
sucessoes financeiras. 

(5) E por que nao outros mementos superiores? 
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ponto 3 define-se o modelo ARCH e as suas principais derivag6es e mostra-se 
em que medida cada um dos modelos pode estimar as principais regularidades 
empfricas discutidas no ponto 2; nos pontos 4 e 5 discute-se o problema da 
identificagao e da estimac;ao do modelo ARCH; no ponto 6 introduz-se o mode­
le de volatilidade estocastica e mostra-se que o principal problema deste mode­
le e o da sua estimac;ao; no ponto 7 estabelecem-se algumas compara<;6es 
originais entre certas equa<;6es diferenciais estocasticas e os modelos ARCH. 
0 trabalho termina com uma conclusao. 

2 - Regularidades emplricas das sucessoes cronol6gicas financeiras 

Sao geralmente aceites as seguintes regularidades empfricas das sucess6es 
cronol6gicas financeiras [para maior desenvolvimento v., por exemplo, Taylor 
(1986), Engle, Bollerslev e Nelson (1993) e Bollerslev, Chou e Kroner (1992)]. 

Distribui~oes leptocurticas 

As distribuic;;6es sao em geral leptocurticas e, nalguns casas, as variancias 
sao infinitas. Nas distribui<;6es leptocurticas as caudas das distribui<;6es sao 
relativamente altas, evidenciando que existe uma massa de probabilidade alta 
para as observa<;6es que se encontram relativamente afastadas da media. 
Variancias infinitas podem ocorrer em distribui<;6es onde as caudas das distri­
buig6es nao convirjam rapidamente para o eixo das abcissas. 

Volatilidade 

«[ ... ] large changes tend to be followed by large changes, of either sign, 
and small changes tend to be followed by small changes[ ... ]» [Mandelbrot, cita­
do em Engle, Bollerslev e Nelson (1993).] Esta caracterfstica esta presente na 
maioria das sucess6es cronol6gicas financeiras, como podemos observar, por 
exemplo, para as varia<;6es diarias do marco alemao (fig. 1). 0 padrao de 
volatilidade (fig. 2) resulta clara a partir da fig. 1. 
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FIGURA 1 

Variagoes diarias do marco alemiio em escudos no periodo de Janeiro de 1987 
a Dezembro de 1996 
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Efeito assimetrico 

FIGURA 2 

Volatilidade estimada (6) das varia~oes dhirias 

0,012 .,...--------------, 

O,Q1 

0,008 

o.bos 
0,004 

0,00~ ~~~~~~~~~~ 

Em certas aplica96es observa-se existir uma correlayao negativa entre as 
varia96es do pre9o das ac96es e a sua volatilidade [Black (1976)]. Mais con­
cretamente, a volatilidade tende a aumentar mais em resposta a «mas notf­
cias» (rendimentos abaixo do esperado) do que a «boas notfcias» (rendimento 
acima do esperado). 

Periodos de nao transac~ao 

Regista-se frequentemente nos mercados financeiros as pre9os reflectirem 
a informayao acumulada durante as perfodos de nao transac9ao. Par exemplo, 
o pre9o das ac96es na segunda-feira deve apresentar um comportamento dife­
rente dos outros dias da semana, pais o mercado na segunda-feira' reflecte a 
informayao acumulada durante o fim-de-semana. 

Frequimcia das observa~oes 

Constata-se frequentemente que o aumento da frequencia das observa­
y6es aumenta significativamente a volatilidade [v., par exemplo, Nijman e Drost 
(1993)]. 

Acontecimentos previsiveis 

Cornell (1978) mostra que quando sao anunciados as rendimentos das 
empresas a volatilidade associada a cota9ao dessas empresas aumenta. Harvey 
e Huang (1991) most ram tambem que a volatilidade das taxas de cambia au­
menta quando as bancos centrais incrementam as suas transac96es au quan­
do existe alguma notfcia macroecon6mica relevante. 

(6) A volatilidade foi estimada a partir do modelo ARMA(1, 1 )-GARCH(1, 1) com distribuir;:ao 
condicionada normal. 
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Co-movimentos na volatilidade 

Varios autores [Engle, Victor e Rothschild (1990), Schwert (1989)] mas­
tram que ha efeitos comuns de volatilidade dentro de urn mercado, assim como 
de urn mercado para outro mercado. 

0 sucesso dos modelos ARCH resulta, em certa medida, da sua capaci­
dade para modelizar as regularidades empfricas discutidas neste ponto. 

3- Defini~ao do modele 

Seja {ul' t= 1 ,2 ... } urn processo estocastico a tempo discreto, definido da 
seguinte forma: ut = £tat, onde £t e i. i. d., E[Et] = 0, Var[Et] = 1, e at e uma fun­
gao mensuravel com respeito a {ut_1, ut_2, ... } estritamente positiva (isto e, a1 
depende dos acontecimentos gerados par u"t com 't ~ t-1). Assim: 

A variavel ut (que e uma diferenga de martingala com respeito a Ft_1) pode 
ser interpretada como a variavel residual de um modelo ARMAX (1). 

A fungao af, quando convenientemente parametrizada, pode contemplar 
os principais efeitos descritos no ponto anterior. Vejamos alguns modelos que 
podem ser estabelecidos para af. 

Modelo ARCH 

No modelo ARCH(q) [Engle (1982)] a variancia condicionada corresponde 
af= 0o + a 1uf_1 + ... + aq Lif-q > 0. Par construgao, facilmente se verifica que «[ ... ] 
large changes tend to be followed by large changes, of either sign, and small 
changes tend to be followed by smal changes [ ... ]» Alem disso, se £t tern distri­
buigao N(O, 1) entao ut tern distribuigao marginal leptocurtica. Com efeito: 

Podemos ainda constatar que, definindo vt = uf- af, o modelo pode ser 
rescrito na forma: 

e, como vt e uma diferenga de martingala, o processo ufadmite uma represen­
tagao AR(q). Esta observagao permite, em aplicagoes empfricas, detectar e iden­
tificar a ordem q atraves da FAC e FACP do processo uf desde que exista 
E[uf] (esta condigao e restritiva; par exemplo, para urn ARCH(1) pode-se pro-

(1) Por exemplo, com apenas um regressor A(L)y1 = B(L)x1 + u1 onde <I>(L)u1 = 9(L)e1, com as 
notayoes habituais. 
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var que E [ ui] existe se 3a2 < 1, isto e se a1 < 0.58 - assim, e necessaria pro­
ceder com prudencia a analise das fun~oes de autocorrela~ao). 

E facil contemplar na especifica~ao da variancia condicionada efeitos de­
correntes de acontecimentos totalmente previsfveis. Por exemplo, num modelo 
de dados diarios, para atender ao efeito dos dias da semana sabre a volatilidade, 
podem-se acrescentar quatro variaveis artificiais [ARCH(1 )]: 

onde !lo representa o efeito da segunda-feira, llo + 81 o efeito de ter~a-feira, etc. 
E curiosa verificar que o modelo auto-regressivo de coeficientes aleat6rios 

u1 = "LJ=1 <lljt u1 _ j + El' sendo q,jt uma sucessao de variaveis aleat6rias de media 

e variancias finitas e, (sob certas condi~oes) observacionalmente equivalents 
ao modelo ARCH (i.e., conduz a mesma fun~ao de verosimilhan~a). 

Modelo GARCH 

No modelo GARCH(p,q) [Bollerslev (1986)] a variancia condicionada 
corresponds a cr!= llo + a1 u!_1 + ... + aq Uf-q_ + 81 crt_ 1 + ... + 8P crf-p > 0. 0 GARCH 
e um ARCH de ordem infinita com restri~oes sabre os parametros. Por exem­
plo no GARCH(1, 1 ), a variancia condicionada e: 

e, e facil verificar, por substitui~ao sucessiva, que esta expressao e equivalents 
a: 

Quando o processo ARCH tende a apresentar desfasamentos longos o 
modelo GARCH e preferfvel, pois e parcimonioso e nao perde a informa~ao 
mais atrasada. 

Pode-se provar que, neste caso, o processo Uf ad mite uma representa~ao 
ARMA(max{p,q},p). 

Modelo IGARCH, persistencia e co-persistencia 

Em aplica_xoes empfricas com o modelo GARCH(1, 1) constata-se, por ve­
zes, que a1 + 81 == 1. No caso a1 + 81 = 1 , o modelo e designado por GARCH 
integrado ou IGARCH. A analise da estacionariedade do modelo GARCH e 
IGARCH revelou resultados curiosos. Por exemplo, para o modelo GARCH(1, 1) 
E[crf] e finito e {u1} e estacionario de segunda ordem se ~ + 81 < 1. Esta e 
uma condi~ao suficiente mas nao necessaria para a estacionaridade estrita. 
Nelson (1990) provou para o caso GARCH(1,1) que {u1} e {crt} sao estrita­
mente estacionarios se e s6 se E[log(a1Ef+ 81)] < 0. Pode-se provar que a 
condi~ao a1 + 81 < 1 e mais exigente do que E[log(a1Et+ 81)] < o, isto e 
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a 1 + 81 < 1 ==> E[log(a1e¥+ 81)] < 0 (nao se verificando a implicac;ao contraria). 
Assim, o modelo IGARCH(1, 1) viola a condic;ao a1 + 81 < 1 e E[o}] nao e fin ito, 
no entanto, e estritamente estacionario e crf< oo quase certamente. Apesar de 
o IGARCH nao ser estacionario de segunda ordem Lumsdaine (1991) mostra 
que os testes assint6ticos usuais sao validos no contexte do modele IGARCH, 
embora Hong (1988) sugira que a amostra deva ser razoavelmente grande. 

Ligado a esta questao encontra-se o problema da persistencia dos che­
ques na volatilidade. A definic;ao de persistencia depende do conceito de con­
vergencia que se considerar. Se considerarmos a convergencia em L 1, um pro­
cesso e persistente na variancia se E[a¥+h I cr~] ~ oo (h ~ oo); se considerarmos 
a convergencia quase certa (ou com probabilidade 1) um processo e persisten­
te na variancia se cr~ ~ oo quase certamente. Estas duas definic;6es nem sem­
pre se verificam simultaneamente e, claramente, nao se verificam simultanea­
mente para o modele IGARCH(1, 1 ), pais E[crf+h I o}] = <Xo h + crf ~ oo quando 
h ~ oo mas crf < oo quase certamente. Considerando a definic;ao de persistencia 
E[o}+h I crf] ~ oo (h ~ oo), Engle e Bollerslev (1993) definem co-persistencia na 
variancia de uma forma similar a da co-integrac;ao na media: pode suceder que 
varias sucess6es sejam persistentes na variancia, mas uma certa combinac;ao 
linear dessas sucess6es pode exibir nao persistencia. 

Modelo GARCH com altera~oes de regime 

Em aplicac;6es empfricas, por vezes, a situac;ao 5.1 + 81 = 1 num modelo 
GARCH(1, 1) deve-se a alterac;6es ex6genas na variancia nao condicionada que 
nao foram contempladas na especificac;ao do modele. Par exemplo, Nicolau 
(1994) analisa a taxa de cambia do marco (em escudos) no perfodo Marc;o de 
1989 a Maio de 1993. Durante este produziram-se modificac;6es substanciais 
no regime monetario (crawling-peg, «pre-SME» e adesao ao SME). Quando estas 
alterac;6es sao explicitamente consideradas na especificac;ao da variancia (atra­
ves de variaveis artificiais) a soma das estimativas dos coeficientes a1 e 81dimi­
nui substancialmente. A introduc;ao ad hoc de variaveis artificiais deve ser, no 
entanto, evitada, sobretudo quando e especificada para acontecimentos incer­
tos que se podem repetir (pelo contrario, a especificac;ao de variaveis artificiais 
para acontecimentos que nunca mais se repetem ou que se repetem e sao 
totalmente certos, como par exemplo, os dias da semana, e justificavel). 

A abordagem dos modelos com alterac;6es estocasticas de regime [de 
acordo com a exposic;ao de Hamilton (1994)] e uma boa soluc;ao para proces­
ses com regimes diferenciados (sobretudo quando existem acontecimentos ex­
traordinarios e incertos que geram volatilidades extremas, como crises bolsis­
tas, ataques especulativos, etc.). Os valores extremes da amostra nao serao 
considerados como outliers mas como fazendo parte do processo gerador dos 
dados (estes acontecimentos tem probabilidade nao nula de ocorrerem e de­
vern ser contemplados na func;ao de previsao). Par exemplo, admita-se que um 
dado processo e governado por dais regimes (regime 1: st = 1; regime 2: st = 2) 
com medias e variancias condicionadas diferentes (poderfamos ter func;6es de 
densidade de probabilidade distintas). No perfodo to processo, dado a cr-alge-
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bra Ff_1, pode encontrar-se em cada um dos regimes com uma dada probabi­
lidade: 

{

yf I Ff_1, Sf= 1 n N(~tf, 1 , cr~1 ), com probalidade P[Sf= 1 I Ff_11 
yf I Ff_1, Sf= 2 n N(~tf,2 , cr~2), com probalidade P[Sf= 21 Ff_11 

Par definir;ao, tem-se: 

P[Sf =;I Ff_11 = r.;=1 P[sf = il sf_1 = j,Ff_11 P[Sf_1 = j I Ff_11 
e: 

P[S = 1·1 F 1 = P[S = 1·1 y F 1 = t(y,_1 I s,_1 = J.F,_2) P[s,_1 = J I F,_2J 
f-1 f-1 f-1 f-1' f-2 "' 2 f( \S =kF )P[S =k\F ] 

4.Jk=1 Yt-1 1-1 • t-2 1-1 t-2 

onde f(yf_1 I Sf_1 = j,Ff_2) e a funr;ao de densidade de probabilidade condiciona­
da de yf_1• Dada uma estimativa para f(yf_1 I Sf_1 = j,Ff_2) (basta dispor de uma 
estimativa para as parametros desconhecidos) e para P[Sf= i I Sf_1 = j,Ff_11, a 
expressao P[Sf = i I Fr-11 calcula-se facilmente, dada a sua estrutura recursiva. 

Diferentes hip6teses tem sido estabelecidas para a probabilidade 
P[_Sf = i I sf_1 = j,~(_1 ]. A ~ais simpl~s ~onsiste e~ admitir qu_e P[Sf = i I sf_1 = 
= J,Ff_11 = P[Sf = 1 Sf_1 = 11 = P[Sf = 11, 1. e., o regrme em t nao depende nem 
do estado no momenta anterior nem de Ff_1 (P[Sf= i1 podem ser interpretadas 
como as probabilidades estacionarias de uma cadeia de Markov). Esta hip6-
tese (no contexto do modelo ARCH) encontra-se em Palm e Vlaar (1993) sob 
a designar;ao de distribui9ao Normal-Bernoulli. Hamilton e Susmel (1994) con­
sideram o modelo ARCH e admitem P[Sf = i I Sf_1 = j,Ff_11 que pode ser ca­
racterizado par uma cadeia de Markov (a tempo discreto e com espar;o de es­
tados discreto) constante ao Iongo do tempo, i. e., P[Sf = i I Sf_1 = j,Ff_11 = 
= P[ Sf = i I Sf_1 = j]. Gray (1996) resolve o problema da estimar;ao do modelo 
GARCH no contexto em que P[Sf = i I Sf_1 = j,Ff_11 e caracterizada par uma ca­
deia de Markov variavel ao Iongo do tempo. Concretamente, Gray admite 
P[Sf = i I sf_1 = j,Ff_11 = <I>(c1+ dijyf_1), onde <I>(·) e a funr;ao de distribuir;ao nor­
ITJal e as parametros cij e aij e sao estimados pelo metoda da maxima verosi­
milhanr;a. Note-se que, em qualquer caso, a funr;ao de verosimilhanr;a Ln(8) 
deve ser definida a partir das densidades f(yf I Ff_1) e nao a partir das densi­
dades f(yf ,Sf I Ff_1) pais as regimes nao sao observados. Assim: 

com: 

Outros modelos 

Outros modelos importantes sao o modelo EARCH [Nelson (1991)] e o 
ARCH-M de Engle, Lilien e Robinson (1987). 0 primeiro permite estimar o efei­
to assimetrico discutido no ponto 2; o segundo permite que a variancia condi-
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cionada influencie explicitamente a media condicionada (por exemplo, a 
volatilidade influencia o prec;o do activo financeiro). 

Outros modelos tern sido apresentados: NARCH, AARCH, TARCH (8), 

QARCH, etc. Estes modelos propoem outras especificac;oes para a variancia 
condicionada, mas o princfpio e o mesmo do modelo ARCH original: a variancia 
condicionada e escrita como uma func;ao estritamente positiva das variaveis 
u,_1, u,_2, .•• , isto e, crf=g(u1_1, u1_2, •.. ), onde u,=y,-E[y, I F1_1]. 

Os modelos ARCH admitem uma representac;ao multivariada e permitem 
estimar os co-movimentos na volatilidade [v. Bollerslev, Chou e Kroner (1992) e 
Engle, Bollerslev e Nelson (1993)]. Nicolau (1994) mostra uma aplicac;ao de um 
sistema de equac;oes com efeito ARCH para as taxas de cambia, com as se­
guintes equac;oes: marco em escudos, peseta em escudos e d61ar americana 
em marcos (as variaveis estao definidas nas primeiras diferenc;as dos logaritmos 
e os dados sao diaries de Marc;o de 1989 a Maio de 1993). Sao ainda estima­
dos os coeficientes de correlac;ao condicionados entre as diferentes moedas e 
discutido, com base nesses coeficientes, a constituic;ao de carteiras de investi­
mento monetario com nfveis diferenciados de risco. 

4- ldentifica~tao do modelo ARCH 

Sao necessarias as seguintes etapas para identificar o modelo ARCH: 
primeiro, identifica-se o efeito ARCH, isto e, verifica-se se a variancia condicio­
nada depende ou nao de F1_1; segundo, se o efeito ARCH esta presente, iden­
tifica-se, na classe dos modelos ARCH (GARCH, EARCH, etc.) o modelo mais 
apropriado e a ordem dos parametres associada ao modelo seleccionado. 

Consideremos a primeira questao (9). Seja uma v. a. estacionaria na me­
dia e expurgada de efeitos lineares. Quando o efeito ARCH esta presente em 
u, tem-se: 

1) A distribuic;ao de u, e leptocurtica; 
2) ufesta correlacionado com 0_1, ••• ,0-q; 
3) u, nao e i. i. d; 
4) E[u, I F1_1] = 0. 

Como podemos verificar 1) a 4)? Para verificar 1) calcula-se o coeficiente 
de curtose e testa-se se e significativamente superior ao valor 3; 2) verifica-se 
atraves da FAC da variavel uf; 3) pode verificar-se, por exemplo, pelo teste 
BDS [v., por exemplo, Nicolau (1994)]; e 4) analisa-se, por exemplo, atraves do 
teste de Hsieh (1989). Como salienta Hsieh (1989) e importante analisar 4) 

(8) Para urn desenvolvimento sabre as propriedades e comportamento das previsoes do pro­
cesso GTARCH v. Gonr;:alves e Lopes (1995). 

( 9) Em certas circunstancias o modelo ARCH e aparente e resulta de uma deficiente 
especificar;:ao na media condicionada. Por exemplo, urn modelo AR(1) exibe efeitos similares a 
urn ARCH(1) sea media condicionada nao for modelizada, i.e., se assumirmos que o AR(1) e 
urn rufdo branco. 
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porque certos modelos nao lineares do tipo MA nao linear, limiar AR e bilinear 
apresentam algumas caracterfsticas similares as dos modelos ARCH e satisfa­
zem 1) 2) e 3). No entanto, estes modelos nao lineares nao satisfazem 4), pois 
sao do tipo ut = et + ft on de et e i. i. d. e tern media nula, ft e nao linear em 
(ut-1 ,ut_2, ••• ) e E[ut I Ft_1] :;t: 0. 

Consideremos a segunda questao. Uma vez confirmada a presenc;:a do 
efeito ARCH, e necessaria seleccionar o modelo (ARCH, GARCH, etc.). Nao 
aprofundaremos esta questao. Note-se, no entanto, que a priori o investigador 
devera poder caracterizar genericamente a forma funcional da variancia condi­
cionada, nos seguintes aspectos: relac;:ao funcional entre os valores passados 
de ut e ate memoria temporal da variancia condicionada. Na relac;:ao funcional, 
e necessaria distinguir os principais efeitos discutidos na literatura: efeito mag­
nitude, efeito assimetrico e efeito de interacc;:ao. 0 efeito magnitude (valores altos 
de u;_1, ••• ,uf_q implicam um valor alto de cr~ esta presente na generalidade das 
sucess6es financeiras e e estimado por todos os modelos ARCH; o efeito 
assimetrico (os valores e sinais de ut-1, ... ,ut-q influenciam cr~ e estimado pelos 
modelos EARCH, QARCH e TARCH; o efeito de interacc;:ao (os termos cruza­
dos ut-i ut-j para i, j = 1 ,2, ... q e i :;t: j, influenciam cr~ e estimado pelos modelos 
AARCH, QARCH, etc. 

Outra questao e a extensao da memoria temporal da variancia condicio­
nada, que esta relacionada com o perfodo maximo de desfasamento entre a 
sucessao ut e crf. Sempre que este perfodo for elevado e preferfvel considerar­
mos o modelo generalizado (GARCH, EGARCH, TGARCH, etc.). Em geral, 
sempre que se aumenta a frequencia das observac;:6es, o perfodo maximo ten­
de a aumentar [v. Nijman e Drost (1993) sobre o problema da agregac;:ao tem­
poral]. 

A par da interpretac;:ao do investigador sobre o modelo mais apropriado, e 
conveniente realizar ensaios estatfsticos assintoticos apropriados (o mais utili­
zado e o teste multiplicador de Lagrange). Estao bern estabelecidos os princi­
pais testes para os diferentes modelos como, por exemplo, ARCH, GARCH, 
NARCH, AARCH, etc. [v., por exemplo, Nicolau (1994) (1°)]. Se varios modelos 
sao simultaneamente nao rejeitados pode-se proceder, como em Hsieh (1989), 
utilizando os criterios AIC e SIC. 

5 - Estimac;ao do modelo ARCH 

Considere-se o seguinte modelo de regressao ou ARMA: 

onde ~0 e <Xa representam os vectores dos verdadeiros parametros desconheci­
dos, especificados, respectivamente, na media condicionada, llt<"), e no desvio 
padrao condicionado, crt(·). 0 objecto e estimar consi$tentemente ~0 e a 0. 

(1°) 0 teste GARCH encontra-se em errata de Nicolau (1994). 
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Vamos admitir as seguintes hip6teses: 

E1 e i. i. d. e tem distribuigao N(0,1); 
{y1} e um processo estacionario. 

Dado que p(yn ,yn_1, • .. ,y1) = p(yn I Fn_1) p(yn_1 I Fn_2) ... p(y1) e, como y1 I F1_1 
tem distribui<;ao N(!!1 (~0~,cr1 (a0)), o logaritmo da fun<;ao de verosimilhanQa 
corresponde a expressao: 

n n 2 

logLn(a,~) = _.!!._ log21t-~ L logcrt(a) -~ L (y,- :,(~)) 
2 2 1=1 2 l= 1 o1(a) 

Pode-se provar, sob as condi<;6es usuais de regularidade [v. par exemplo 
Gourieroux e Monfort (1995), cap. 7], que os estimadores de maxima verosimi­
lhanga sao fortemente consistentes e: 

onde: 

E importante registar que os estimadores de maxima verosimilhanga de <Xa 
e ~0 sao assintoticamente nao correlacionados (o modelo ARCH-M e a excep­
gao), i.e., a matriz J0 e diagonal par blocos relativamente aos vectores <Xa e ~0 
[Engle (1982)]. Desta forma e possfvel estimar os vectores <Xa e ~0 separada­
mente sem perda de eficiencia. A estimagao de cada urn deles pode basear-se 
numa estimativa consistente do outro. Alem disso, como a matriz de informa­
gao e diagonal por blocos a sua inversao e facil de obter. Assim, e possfvel 
aplicar, por exemplo, o algoritmo scoring, separadamente, para <Xa e ~0 . 

Em varias aplica<;6es tem-se verificado que a hip6tese de e1 ter distribui­
gao N(O, 1) nao se ajusta convenientemente aos dados, pais verifica-se, por 
vezes, que a distribuiQao de e1 e leptocurtica e (menos frequentemente) 
assimetrica. Nestes casas, a utilizagao (forgada) da hip6tese de e1 ter distribui­
gao N(O, 1) conduz seguramente a uma perda da eficiencia dos estimadores. 
Quando e1 e leptocurtica a solugao e procurar distribuig6es com essa caracte­
rfstica. A distribui<;ao GED(v) [Generalized error distribution, Nelson (1991) e 
Bollerslev e Baillie (1989)]: 

f(el) = vexp {-+I ~ n; A_2(1-
1
/V) r( + l o < v~ + 00 

1 

onde ro e a fungao gama e A= [2-21V)r(1 /v) I r(3 /v)]2, e interessante porque 
permite incorporar, no vector dos parametres a estimar, urn parametro v que 
fornece uma indica9ao do achatamento da distribui<;ao. Algumas distribui<;6es 
importantes sao casas particulares da distribuigao GED(v). Assim, se v= 2 a 
distribuigao GED corresponde a distribuigao normal; se v > 2 a distribuigao GED 
e platicurtica e, em particular, tende para a distribuiQao uniforme no intervale 
[- 3112, 3112] quando v ~ + oo; final mente, se v < 2 a distribuiyao GED e leptocurtica 
e, em especial, com v= 1, a distribui<;ao GED corresponde a distribuigao de 
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Laplace ou exponencial dupla. A estimativa (de maxima verosimilhanc;:a) do 
parametro v fornece uma indica~tao do grau de achatamento de f(£1). 

0 caso em que £1 tern distribui9ao assimetrica e analisado, por exemplo, 
em, Palm e Vlaar (1993). E importante notar [Taylor (1986)] que um ou dois 
outliers podem ser responsaveis por coeficientes de skewness estimados apa­
rentemente diferentes de zero. Nestes casas, a assimetria e apenas aparente, 
e resulta, em ultima analise, da natureza leptocurtica da distribuic;:ao. 

Todavia, em certos modelos, a assimetria esta presente. Observa-se, por 
exemplo, para a distribui9ao das variac;:oes das taxas de cambia de algumas 
moedas do SME, um comportamento assimetrico, particularmente forte. E a razao 
e esta: certas moedas do SME estao frequentemente sujeitas a realinhamentos 
e ou a ataques especulativos que implicam, normalmente, fortes depreciac;:oes 
(isto e especialmente valido para as moedas cotadas face ao marco). Nestes 
casas, uma das abas da distribuic;:ao tende a «alongar-se» mais e a distribui­
c;:ao torna-se assimetrica. 

Nestas circunstancias, Palm e Vlaar (1993) sugerem a utiliza~tao das distri­
buic;:oes Normal-Bernoulli ou Normal-Poisson. Estas distribuic;:oes admitem a pos­
sibilidade de a variavel sofrer «Saltos» aleat6rios (no contexte das taxas de cam­
bia estes saltos podem corresponder a realinhamentos ou ataques especulativos). 

A f. d. p. Normal-Bernoulli (11 ) tem por expressao: 

I 1 { (u1 + A.v)2} 1 { (u1- (1 - A.)v)2} 
f(u1 FH) = (1 - "'·) . s;;; exp - 2cr2 +"A ~ !?; exp - 2(cr2+ d2) 

.. Cfr'\]2~, r '\}a1+ d '\}2n r 

onde "A e a probabilidade de ocorrer um salta e d2 e o efeito sabre a varian­
cia decorrente do salto. Quando v ::f:. 0 e "A* 0 a f. d. p. e assimetrica, como 
podemos constatar atraves do terceiro momenta nao condicionado: E[utJ = 
=("A- "A2) v[(1 - 2"A)v + 3d2]. 0 parametro v esclarece ainda o sinal da assimetria 
(tendo-se em geral "A< 0.5). 

Uma forma mais expedita de resolver o problema da distribui~tao de £1 e 
estimar os parametres atraves do metoda da pseudo maxima verosimilhan~ta. 
considerando, por exemplo, como pseudo verdadeira distribuic;:ao, a distribui9ao 
normal [v. Gourieroux e Monfort (1995)] para um exposi9ao sobre o metoda). Um 
metoda de estima~tao nao parametrico e analisado em Engle e Riviera (1991 ). 

6 - Modelos de volatilidade estocastica e os modelos ARCH 

Recentemente tem havido algum interesse nos modelos designados por 
volatilidade estocastica (VE), introduzidos por Clark (1973) que, na sua forma 
mais simples, sao descritos por: 

{ 
Yr = crt£t 

logcrf =a+ 81ogcrf_1 + crv V1 

onde £1 sao v1 v. a. i. i. d. com distribuic;:ao N(O, 1 ). 

(1 1) Deve-se notar que o modelo subjacente a esta distribuiyao corresponde a um caso 
particular do modelo com alteray6es de regime ja discutido no ponto 3. 
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No modele ARCH a variancia define-se como uma especificactao 
determinfstica de varic~veis aleat6rias; no modele de VE a variancia incorpora 
uma v. a. residual. 

De acordo com Clark, o mercado de tftulos encontra-se num de dais es­
tados: equilibria Walrasiano ou transictao para o equilibria. 0 que faz o merca­
do deslocar-se de um equilibria para o outro e a chegada de informactao. A 
medida que a informactao chega aos mercados as agentes heterogeneos 
reavaliam as portfolios desejados e transaccionam ate que um novo equilibria 
seja alcanctado. No modele de VE a fonte de volatilidade do precto dos tftulos 
deve-se a chegada de informactao. Embora a teoria nao sugira nenhuma forma 
funcional para a chegada de informactao, Clark modeliza crt como um processo 
log-normal com inovact6es i. i. d e conclui que essa especificactao e preferlvel a 
especificayao de Poisson. Outros autores chegam a mesma conclusao [por 
exemplo, Gallant, Hsieh e Tauchen (1991]. 

0 modele de VE pode ser vista ainda como uma discretizactao do proces­
so a tempo continuo (discretizactao de Euler): 

{ 
dyt =- Yt dt +crt dwt,1 

dlogcrt= (a+ 0-1 )logcrf) dt+ crvdwt,2 

onde wt,1 e wt.2 sao processes brownianos independentes (em rigor, a esti­
mactao dos parametres deve realizar-se no contexte do modele a tempo conti­
nuo). 

Ao contrario do modele ARCH, o modele de VE levanta series problemas 
de estimayao. Considere-se, par exemplo, o modele discutido em Danielsson 
(1994): 

{
Yt=crt£1' £tni.i.d.N(0,1) 

logcrf = ro + y1yt_1 + y2 1 Yt-1 I+ ologcrf-1 + crv vt, vt n i. i. d. N(O, 1) 

seja 0 = (ro,o,crv,y1,y2)r o vector a estimar, Yn= {Yt}t=1 ... n e :En= {crf}t=1 ... n· A den­
sidade conjunta f( Yn , :En I 0) obtem-se facilmente a partir de: 

T { } 
1 y'f 

f( Yn I r.n,e) = IT r?; exp - - 2 t= 1 o1~2n 2o1 

f(:E I e) = i:r _1_ exp {- _1_ (logo~- ro- Y1Yt-1- Y2 I Yt-21 - Blogof-1)} 
n t= 1 v1.j2it 2v2 2o~ 

Se r.n e observavel, o metoda da maxima verosimilhan9a baseia-se na 
maximizactao da functao objective f( Yn, :En I O) = f( Yn I r.n,e) f(:En I e) em ordem a 
e, i.e.: 
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No entanto, como a variavel cr1 e latente (nao observavel), cr1 nao pode 
figurar na func;ao objectivo e, portanto, o metoda da maxima verosimilhanc;a 
requer que a densidade con junta f( Yn, Ln I 0) seja integrada em ordem a Ln, 
isto e: 

e o estimador de maxima verosimilhanc;a obtem-se a partir de: 

en= arg max f(Yn I 0) 
BeE> · 

0 problema esta em que nao e facil deduzir f( Yn I 0), sobretudo quando 
a especificac;ao de cr1 e dinamica. Existem varias estrategias para lidar com 
este problema. Por exemplo, Danielsson (1994), considera a simulac;ao da 
func;ao de verosimilhanc;a, Harvey, Ruiz e Shephard (1994) e Ruiz (1994) 
empregam metodos baseados em filtros lineares com vista a produzirem o 
estimador de pseudo maxima verosimilhanc;a, Taylor (1986), Melina e Turnbul 
(1990) consideram o GMM, Jacquier, Polson e Rossi (1994) consideram me­
todos bayesianos. 

Sera interessante no futuro comparar detalhadamente as vantagens e 
desvantagens dos modelos ARCH com os modelos de volatilidade estocastica. 
Engle (1994) e bastante crftico com o modelo de VE. 

7- Equa~oes diferenciais estocasticas e os modelos ARCH 

A utilizac;ao das equac;oes diferenciais estocasticas (EDE) na area dos 
modelos financeiros tem aumentado significativamente [Melina (1991) estima que 
a proporc;ao de artigos nas quatro mais importantes revistas na area financeira 
passou de 0,8% em 1970 para 17,1% em 1989]. Apesar do interesse cres­
centa nas EDE subsiste ainda a ideia da clivagem entre os metodos discretos 
e continuos [v. Nelson (1990a)]. No entanto, algum trabalho tem sido realizado 
com vista a conciliar esses metodos, nomeadamente nos seguintes aspectos: 
estudo das condig6es de convergencia de sistemas discretos para sistemas 
continuos (assim como o estudo do problema da discretizac;ao de EDE) e es­
timac;ao de EDE. 

Nelson (1990a), a partir da especificac;ao discreta GARCH(1, 1 )-M, deduz, 
sob certas condigoes de regularidade, um sistema de EDE compatfvel com a 
especificac;ao discreta e estabelece, para o caso continuo, a distribuic;ao esta­
cionaria de cr?-gama invertida (de notar que nao existe para a especificac;ao 
discreta uma expressao definida para a distribuic;ao estacionaria). 

0 efeito ARCH pode ser modelizado por equac;oes diferenciais estocasticas 
univariadas. Por exemplo, o efeito assimetrico descrito no ponto 2 pode ser 
estimado, pela EDE [proposta por Duffie-Kan, v. A'it-Sahalia (1996)]: 
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onde {w1; tc. O} e um processo browniano standard. Pode-se provar que a ex­
pressao exacta da variancia condicionada em tempo discrete corresponds a: 

onde t;(t; = 1 , ... ,n) sao os mementos em que Y e observado eLl= t;- t;_1 (cons­
tants, por hip6tese). Note-se que a variancia condicionada e nao constante e 
depende do valor e do sinal de Y1;_

1
• 

0 efeito de magnitude e assimetrico pode ser estimado, por exemplo, atra­
ves da EDE: 

e neste caso pode-se provar e2) que: 

Var[y1; I F1;) = <p1 + <J'2Y1;_1 + <J'3YL 

onde <J';• i = 1 ,2,3, sao express6es nao lineares dos parametres a, e 13 e e do 
tempo de discretizayao Ll. 

Relativamente a: 

tem-se: 

Var[y1; I F1;) = cpy~._1 
com <p=e(29 +a

2
lll-e 291l e, recorrendo a Johnson e Katz (1970), p. 115, po­

de-se provar que o coeficiente de curtose da distribuic;ao de y1 e estritamente 
maier do que 3 [note-se que y1 tem distribuic;ao log normal, dado a cr-algebra 
F

8 
(s < t)). 

Deve-se sublinhar que a variancia condicionada dos modelos ARCH nao 
depende explicitamente do nfvel da sucessao mas sim da v. a. residual (desta 
forma podem ocorrer divergencias significativas entre as estimativas de 
volatilidade dos dais modelos- ARCH e EDE). No entanto, o principia e o mes­
mo: a variancia condicionada e, em ambos os casas, uma func;ao de F1;_

1
, i.e., 

Var[y1; I F1;) = cr2(F1;)· 

8 - Conclusoes 

0 problema da estimayao da volatilidade nao e recente, mas s6 depois do 
trabalho de Engle (1982) foi possfvel definir rigorosamente um modele para­
metrico para a sua estimac;ao. Muitos trabalhos foram publicados no contexte 

(12) E pratica corrente considerar a variancia condicionada do processo de difusao como o 
coeficiente de difusao discretizado de acordo com o esquema de Euler. Em certos casas, esta 
pratica conduz a divergencias importantes entre a expressao exacta da variancia condicionada 
em tempo discreto e a variancia condicionada aproximada de acordo com o esquema de Euler, 
como se ve no presente exemplo. 

406 



Esruoos DE EcoNOMIA, VOL. XVI-XVII, N. 0 4, OuroNo 1997 

dos modelos ARCH, mas actualmente os investigadores procuram novas for­
mas de interpretar e estimar a volatilidade. E necessaria, na minha opiniao, 
discutir dois aspectos essenciais: a volatilidade no momenta t e uma fun9ao 
das variaveis {yt-1,y1_2, ... ,x1_1,x1_2, ... }, tal como esta especificado no modelo 
ARCH, ou eventualmente, deve ser caracterizada tambem atraves de uma va­
riavel aleat6ria residual, tal como esta definido no modele de volatilidade 
estocastica? 0 segundo aspecto tern a ver com a forma como interpretamos a 
evolu9ao das variaveis no tempo. 0 paradigma dominante em econometria e o 
de que as variaveis econ6micas evoluem atraves de saltos discretos ao Iongo 
do tempo. Este ponto de vista tern sido criticado pelo menos desde A. R. 
Bergstrom [v. a sua entrevista em Bergstrom (1993)] e actualmente, no domi­
nic dos modelos financeiros, o interesse pelos modelos a tempo continuo tern 
vindo a crescer. 

Seria interessante no futuro discutir, com aplica96es concretas, as vanta­
gens e desvantagens dos modelos do tipo ARCH versus modelos de volatilidade 
estocastica quer em tempo discrete quer em tempo continuo. 

Urn passe importante na abordagem dos modelos de volatilidade seria 
estimar consistentemente os parametres do modelo a tempo continuo com 
volatilidade estocastica (variavel latente) apenas com a hip6tese de que o nu­
mero das observa96es tenda para infinite, independentemente de o intervale 
entre as observa96es tender ou nao para zero. Procuraremos abordar este tema 
num proximo trabalho. 
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