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Resumo

Os problemas de determinagao de rotas 6ptimas para um ou mais veiculos sdo,

em geral, classificados em dois grandes grupos: problemas com procura nos

vértices ("Node Routing Problems" - NRP) e problemas com procura nos arcos

("Arc Routing Problems" - ARP). A inclusdo, nestes problemas, de restricoes

quanto as capacidades dos veiculos conduzem, por um lado, a um VRP
("Vehicle Routing Problem") e, por outro, a um CARP ("Capacitated Arc
Routing Problem"). Muitos exemplos podem ser dados de aphcaqﬁes reais &aste BRI
tipo de problemas, entre os quais a recolha de residuos sélidos. Tratando-se, em

geral, de problemas de “dificil" resolugdo, torna-se i
desenvolvimento de "bons" métodos apmm‘vm Os pnblmm m
nos vértices (com e sem restrigdes adicion: rtad
mngéesqueosdapmemthM‘ aptnbruae




solugoes admissiveis sao desenvolvidas trés

Com o objectivo de obter “boas”
heuristicas construtivas e uma melhorativa.

Alguns dos métodos foram codificados em Pascal e testados num conjunto de

problemas teste gerados aleatoriamente. Como se mostra, 0s resultados quer em
termos de valores percentuais dos desvios relativos, quer em termos de estrutura
das solucdes admissiveis podem ser considerados bastante razoéveis.

Palavras Chave

Problemas de Rotas com Procura nos Arcos; Formalizagao; Minorante;
Relaxagdo; Majorante; Heuristica.
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Simbologia

|A|  cardinal do conjunto A;

[x] menor inteiro superior ou igual ao nimero real x;

x div y divisao inteira de x por y;
xelaFblea-b<x<a+b;

z* valor 6ptimo de um problema em que se pretende Min z;

minorante para o valor 6ptimo z* de um problema (g <z ‘);

1

&)

majorante para o valor 6ptimo z * de um problema (E 22 *) -
c.C- caso contrario;
Q fim de prova;

» fim de exemplo.

Abreviaturas

ARP Problema de determinagdo de rotas Optimas para veiculos, com
procura nos arcos ("Arc Routing Problem");

CARP ARP para veiculos de capacidade limitada ("Capacitated Arc Routing
Problem");

CCPP Problema do carteiro Chinés com restrigdes de capacidade limitada
("Capacitated Chinese Postman Problem ");

CE Circuito Euleriano;
CPP Problema do carteiro Chinés ("Chinese Postman Problem");
ETRS Estagdo de Tratamento de Residuos Sélidos;

NRP Problemas de determinagdo de rotas Optimas para veiculos, com
procura nos nodos ("Node Routing Problem");

PRRS Problema de Recolha de Residuos Sélidos;
T Problema de Transporte;
RPP Problema do carteiro rural ("Rural Postman Problem");

VRP NRP para veiculos de capacidade limitada ("Vehicle Routing
Problem").




Optimiza¢do de Rotas na Recolha de Residuos Urbanos

Modelos e Algoritmos




Introdugdo

Capitulo 1. Introdugéo

Os problemas de determinagdo de rotas Gptimas para um ou mais

veiculos sio, em geral, classificados em dois grandes grupos:
problemas com procura nos vértices (NRP — Node Routing Problems) e
| problemas com procura nos arcos (ARP — Arc Routing Problems).

A titulo ilustrativo, considere-se o problema da determinagdo de
para os veiculos que efectuam a recolha de residuos s6lidos em
De acordo com dados fornecidos pelo Depart
Urbana e Residuos S6lidos da Camara Municipal

algumas zonas de Lisboa, podem ser ide; |
de problemas mmindnl &m m m v




Introdugdo

os solidos, muitos outros exemplos podem ser dados

A par da recolha de residu
o de problemas: a leitura dos contadores domésticos

de aplicagdes reais deste tip

de electricidade, gds ou 4 | |
preventiva de condutas; a recolha de correspondéncia depositada pelos utentes

em marcos de correio; a distribui¢ao de correio ao domicilio; etc. Em todas estas
aplicagdes é necessdrio introduzir restricoes adicionais, relativas, por exemplo,
as capacidades dos veiculos, aos horérios de trabalho dos funciondrios, as

normas que regulam o transito € 0 estacionamento.

gua; a lavagem automdtica de ruas; a inspecgdo

A inclusdo, em problemas do tipo descrito, de restricdes quanto as capacidades
dos veiculos conduzem, por um lado, a um VRP (Vehicle Routing Problem) e,
por outro a um CARP (Capacitated Arc Routing Problem). Golden e Wong [42]
descrevem, comparam e classificam este tipo de problemas. Sendo, em geral,
NP-dificeis, ndo se conhecem algoritmos que fornegam a sua solugdo 6ptima em
tempo polinomial. Este facto faz com que seja importante 0 desenvolvimento de
“bons” métodos aproximativos, justificando assim a atengdo que tém tido
através dos tempos. Porém, os problemas com procura nos vértices (com e sem
restricdes adicionais) tém despertado mais atengdes que OS cOm procura nos
arcos. Em parte este facto justifica também a escolha do tema desta tese.

De notar que um dos problemas operacionais, mais dificeis e actuais,
enfrentados pelas cimaras municipais de grandes cidades, € o da recolha de
residuos sélidos.

O presente trabalho visa o estudo do problema da determinagdo de rotas para os
diferentes veiculos afectos 4 recolha de residuos s6lidos em Lisboa, no caso de
contentores de pequenas capacidades, como se descreve de seguida.

O problema da recolha de residuos sélidos, doravante designado por PRRS, que
esteve na origem deste trabalho, pode, como se ver4, ser encarado como um
CARP com restricoes adicionais. De facto, os contentores de pequenas
capacidades localizados em frente de cada edificio conduzem a um problema
com procura nos arcos. Para além disto, a capacidade limitada dos veiculos
utilizados na recolha dos residuos faz com que seja necessario introduzir
restricoes de capacidade no problema. Caracteristicas especificas do problema

em estudo fé-lo diferir do CARP, sendo necessirio considerar condigdes ndo
usuais para a sua formalizagio.

Tpdos os veiculos que efectuam a remogio de residuos sélidos na cidade de
L:sboa_z partem da garagem, localizada na Av. 24 de Julho, levando apenas 0
motorista. A fim de completar a tripulagéo, dirigem-se ao Posto de Servigo da
zona onde vio efectuar a recolha. Do Posto de Servigo de cada zona parte um
certo nimero fixo de veiculos para fazer a recolha de residuos sélidos.




A rota de cada veiculo € interrompida diversas vezes, de forma a que ndo seja
excedida a sua capacidade. Em certos locais, previamente estabelecidos, os

veiculos dirigem-se a Estagao de Tratamento de Residuos Sélidos (ETRS) para
despejar os residuos recolhidos.

No fim da recolha, os veiculos passam primeiro pelo Posto de Servigo da zona
de onde partiram, para largar a tripulagio, com excep¢do do motorista,
deslocando-se de seguida a ETRS, a caminho da garagem. A figura 1.1
representa uma rota admissivel para um veiculo.

A 4

Garagem

Posto de
> Servigo
A

.

Figura 1.1: Representagao de uma rota admissivel para um veiculo

As setas mais carregadas da figura envolvem apenas a determinagdo dos
caminhos mais curtos entre os respectivos pontos. De facto, no inicio, no
percurso entre a garagem e o Posto de Servigo nao é efectuada recolha. O
mesmo acontece nas duas viagens finais, do Posto de Servico a2 ETRS e desta a
garagem. Contudo, a parte sombreada representa um problema de “dificil”
resolugdo, dado ser necessdrio ter em conta tanto a capacidade do veiculo como
as quantidades de residuos a recolher em cada rua [42). Assim, o problema em
estudo nesta tese representa a parte sombreada da figura.

Inicia-se o segundo capitulo com um breve enquadramento histérico do
problema. Introduzem-se de seguida os principais problemas com procuras nos
arcos existentes, bem como alguns métodos propostos para as suas resolugdes,
quer exactas quer aproximadas. A formalizagdo em programagdo linear inteira
do PRRS € precedida da principal notagdo utilizada ao longo do texto.

Os minorantes desenvolvidos surgem, como se verd no terceiro capitulo, de
relaxagdes da formalizagdo feita. Para obter o primeiro minorante relaxam-se,

Introdugdo




Introdugdo

entre outras, as restrigoes de conexidade. Dois minorantes alternativos surgem

na tentativa de incluir algumas d
relaxagio. A solugao 6ptima de qual
determinada por problemas de simples re
transformadas em problemas de transporte, enquanto a terceira € resolvida por
um problema de fluxos de custo minimo. Nesta tese prova-se que o valor 6ptimo
de cada um destes problemas representa um minorante valido para o valor
sendo ainda estabelecidas algumas desigualdades

as restricoes de conexidade na primeira
quer das trés relaxagdes pode ser
solu¢do. Assim, as duas primeiras sio

6ptimo do problema inicial,
entre eles.

O quarto capitulo € dedicado ao desenvolvimento de métodos heuristicos que
fornecem solugdes admissiveis, passiveis de serem aplicaveis na resolugdo
pritica do problema. Primeiro sdo descritas heuristicas construtivas que, como
se verd, podem ser divididas em trés fases fundamentais. E ainda estabelecido
um majorante para o pior desvio relativo de uma das heuristicas. No final deste
capitulo é apresentado um método melhorativo. Tendo por base as soluges
admissiveis geradas pelos métodos construtivos, tenta alterar-se o servigo de
algumas ruas com o objectivo de melhorar a solugdo ao alterar a sequéncia de

recolha gerada.

Os principais resultados computacionais sdo apresentados e analisados no quinto
capitulo.

Por fim s@o tiradas as conclusdes que se julgam relevantes e apontadas algumas
sugestdes para trabalho futuro.

No primeiro anexo s@o descritos alguns casos que, embora podendo ocorrer na
prética, nao se desenvolvem no texto dado serem de estudo semelhante ao caso
considerado na escrita desta tese. Tabelas com os resultados computacionais
mais detalhados constam dos segundo e terceiro anexos.
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Capitulo 2. Problemas de Optimizagdo de Rotas
com Procura nos Arcos

Neste capitulo € feito um breve enquadramento histérico e sdo

resumidos os problemas de optimizagdo de rotas com procura nos

arcos, nos quais se pode incluir o PRRS problema que se apresenta e

estuda nesta tese. A formalizagdo do PRRS € precedida de algumas
f defini¢Ges e notagao utilizada.

2.1.  Introducio

Leonhard Euler, em 1736, equacic




Introdugao

Figura 2.1: Pontes de Konigsberg Figura 2.2: Multigrafo associado
as pontes de Konigsberg

Euler [36] mostrou que existe ciclo Euleriano (ou seja, cadeia Euleriana com
inicio e fim no mesmo vértice), num grafo ndo orientado, se e s6 se todos os
vértices tiverem grau par. Do século XVIII a actualidade, foram feitas provas
das condigdes necessirias e suficientes para a existéncia de tais
caminhos/cadeias (circuitos/ciclos) em grafos orientados, nao orientados e
mistos. Ford e Fulkerson [39] compilaram e demonstraram os resultados mais

relevantes.

Numa visdo macro pode considerar-se que os problemas de optimizagao de rotas
tém como objectivo a determinagdo de um conjunto de circuitos, representando
percursos a efectuar por uma frota de veiculos, que minimize o custo total do
percurso, respeitando certo tipo de restrigoes. Tipicamente estas restrigoes
exigem a inclusdo nos circuitos dos vértices de um certo conjunto de vértices
e/ou dos arcos de um certo conjunto de arcos. Enquanto o primeiro tipo de
restrigdes sugere que seja considerado um modelo nos vértices, como por
exemplo o problema do caixeiro viajante (TSP — Traveling Salesman Problem),
o segundo tipo de exigéncias conduz a modelizagbes nos arcos, como por
exemplo o problema do carteiro Chinés (CPP — Chinese Postman Problem) ou o
problema com procura nos arcos (ARP — Arc Routing Problem).

No TSP pretende identificar-se o circuito de custo minimo que inclui uma e uma
s6 vez cada um dos vértices de um grafo. O CPP consiste em determinar 0
circuito de custo minimo que inclua todos os arcos de um grafo. O ARP difere
do CPP por s6 se exigir que seja obrigatoriamente incluido um subconjunto do
conjunto inicial de arcos. Os restantes arcos existentes podem ou ndo fazer parte
do circuito final. Quando se pretende que sejam incluidos no circuito vértices €
arcos, em simultaneo, define-se o GRP (General Routing Problem).

Os casos miiltiplos como o k~TSP, 0 k~CPP e o k~GRP definem-se quando se
pretende a determinagdo de k circuitos como os descritos, cada um dos quais
incluindo ainda um vértice pré definido, usualmente designado por depésito.
Estes problemas correspondem a modelizagdes de aplicagbes em que S€
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pretende determinar as rotas de uma frota constituida por k veiculos, com k 2 2,
minimizando o custo total.

Abordagens mais aplicéveis a casos praticos surgem quando se considera que 0s
vértices e/ou arcos tém procura e os veiculos capacidade limitada. Assim, se as
procuras estao em locais bem distintos definem-se problemas com procuras nos
vértices, como por exemplo o VRP (Vehicle Routing Problem). Quando as
procuras se podem considerar “continuas” consideram-se nos arcos e surgem os
problemas como o CCPP (Capacitated Chinese Postman Problem) e o CARP

(Capacitated Arc Routing Problem), que difere do CCPP por existirem arcos de
procura nula.

O problema em foco nesta tese, PRRS, pode ser visto como um CARP com
restricoes adicionais. Tratando-se de um problema com procura nos arcos vai
fazer-se um breve resumo histérico incorporando em especial esta classe de
problemas. Os artigos de Eiselt et al. [34], [35], o livro de Evans e Minieka [37]
e o capitulo de Assad e Golden [2], no livro editado por Ball et al. [5], devem
antes de mais ser referidos como as compilagdes mais recentes e, sem divida,
mais importantes de resultados neste campo. Embora ndo tdo recente, o artigo
de Lenstra e Rinnooy Kan [54] é uma referéncia também importante, no
respeitante a resumo bibliografico de problemas com procuras nos arcos.

2.2.  Problema do Carteiro Chinés

Como é 6bvio, os caminhos Eulerianos estdo intrinsecamente relacionados com
o problema do carteiro Chinés (CPP), introduzido pelo matemitico Chinés
Meigu Guan [49], [50] (Mei-Ko Kwan) em 1962. O CPP foi introduzido por
Guan com o objectivo de determinar o percurso a ser seguido por um carteiro
que efectue a distribuigdo de correio a pé, numa cidade chinesa. Existindo, em
cada rua, vérias casas onde é necessério distribuir correio, a procura deve ser
considerada continua e logo deve ser modelado um problema com procura nos
arcos.

Em 1962 Ford e Fulkerson [39] ‘I’ apresentaram condigdes necessdrias e
suficientes para a existéncia de um ciclo Euleriano num grafo misto.

Os principais resultados relacionando emparelhamentos, cadeias Eulerianas e o
problema do carteiro Chinés obtidos, fundamentalmente, na década de sessenta

D A referéncia corresponde 2 6* edigdo, editada mais recentemente.




Problema do Carteiro Chinés

973 por Edmonds e Johnson [28]. Edmonds e Johnson
determinar um circuito Euleriano
abordado o CPP em grafos

foram compilados em 1
[28] propuseram O primeiro algoritmo para /
num grafo Euleniano. Neste mesmo artigo ¢ .
orientados, ndo orientados € mistos e sdo apresentados algoritmos para

determinar a solugdo 6ptima do CPP orientado, ndo orientado e de alguns casos

particulares do CPP misto.

Edmonds e Johnson [28] provaram que as arestas adicionais num CPP nio
orientado podem ser obtidas com a resolugdo de um emparelhamento perfeito de
custo minimo entre os vértices de grau impar. Mostraram assim tratar-se de um
problema resolivel em tempo polinomial. Os autores formalizaram também o
CPP em grafos orientados como um problema de fluxos e este problema passou

assim a pertencer a classe dos tratdveis. Beltrami e Bodin [6] resolveram o CPP
orientado recorrendo a um problema de transporte. Mais tarde, em 1988, Lin e
Zhao [61] propuseram um algoritmo alternativo, de fluxos, para a resolugdo do
CPP orientado que mantém a admissibilidade dual.

Edmonds e Johnson [28] apresentaram também uma heuristica para o CPP
misto baseada no método que resolve o mesmo problema se o grafo original for
par, ou seja, se for apenas formado por vértices de grau par. Frederickson [40]
identificou casos em que este método ndo providencia uma solugdo admissivel
mas, como mostrou, a solugdo obtida pode ser transformada numa admissivel,
com o mesmo valor. A dificuldade de resolug@o deste problema foi corroborada,
em 1976, por Papadimitriou [73] ao provar que o CPP em grafos mistos €
NP-dificil.

Em 1979, Minieka [66] formalizou o CPP misto como um problema de fluxos
com ganhos numa rede expandida. Os algoritmos existentes para a resolugao de
problemas de fluxos com ganhos ndo garantem a integralidade da solug@o.
Papadimitriou [73] provou que obter uma solugdo inteira num problema de
fluxos com ganhos € um problema NP-dificil.

Mais recentemente, em 1993, Ralphs [79] também formalizou e demonstrou
algumas propriedades para o CPP misto. O autor formalizou este problema
como um problema de fluxos com um conjunto de restrigdes adicionais e

complicativas. A relaxagdo obtida a partir desta formalizagdo origina, segundo o
préprio, bons minorantes para o CPP misto.

Em resumo, o CPP € NP—dificil [73], embora, como anteriormente frisado,
tenha insténcias para as quais se conhecem algoritmos polinomiais. Pearn [77]
apresenta estas instdncias referindo a quem se deve o primeiro algoritmo
polinomial e a respectiva complexidade.
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Algumas tentativas de resumos dos estudos desenvolvidos sobre o CPP foram
feitas ao longo dos tempos. E disto exemplo o livio de Minieka, sendo a
primeira edi¢ao de 1978, e a edigdo mais actual de 1992, revista por Evans e
Minieka [37]. Mais recentemente, em 1995, foi publicado o artigo de Eiselt et
al. [34] e o livro de Ball et al. [5] focando problemas com procura nos arcos,

como € o caso do CPP. Estas publicagdes podem ser consideradas como as
compilagdes mais recentes e importantes.

2:3. Problemas com Procura nos Arcos

Num problema com procura nos arcos, denominado por ARP (Arc Routing
Problem), pretende determinar-se o circuito de custo minimo que inclui um
subconjunto de arcos pré definido.

Em diversos artigos o ARP € designado por RPP (Rural Postman Problem)
dado ter sido definido, pela primeira vez em 1974 por Orloff [70], com o
objectivo de determinar o conjunto de percursos a efectuar por um carteiro rural.

Sendo o CPP usualmente definido em grafos conexos, no ARP tal pode ndo se
verificar. Ou seja, o grafo induzido pelo conjunto de arcos que tém que ser
obrigatoriamente incluidos no circuito de custo minimo pode ser desconexo. De
facto, tratando-se da modelizagdo do percurso a efectuar por um carteiro rural,
este distribui o correio em diferentes zonas (vilas, lugares, casas isoladas, etc.),
significativamente afastadas umas das outras. Neste caso, a resolugdo do ARP
exige a transformagdo do grafo num grafo conexo, da melhor forma possivel.
Considerando cada componente conexa como um super-vértice, torar o grafo
conexo pode basear-se na identificagdo do caminho de menor custo que inclui
cada um desses super-vértices uma tnica vez. Para além do CPP, em cada
componente conexa, a resolu¢do do ARP exige assim a “resolugdo” de um TSP
para a ligagdo das diferentes componentes conexas. Logo, o ARP contém o TSP
como caso particular. Tal justifica o facto do ARP representar, em geral, um
problema de dificil resolugao.

Orloff [72] referiu que a dificuldade de resolugdo do ARP aumenta com o
aumento do nimero de componentes conexas, mesmo nao sendo consideradas
restrigoes de capacidade. Logo, o simples facto de passar de um CPP (onde
todos os arcos tém que ser incluidos no circuito) para um ARP (onde apenas um
conjunto restrito de arcos tem que Ser obrigatoriamente incluido na solugdo)
pode dificultar bastante a resolugdo do problema. Lenstra e Rinnooy Kan [53],
em 1976, provaram que tanto o ARP orientado como o ndo orientado sdo
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problemas NP—dificeis, sendo, relembre-se, 0 CPP orientado e o ndo orientado

polinomiais.

Em 1982, Christofides et al. [20] mostraram Se€r possivel transformar o TSP
assimétrico num ARP orientado. Como afirmaram, passar de um TSP simétrico

a0 assimétrico é simples. Porém, no caso de problemas com procuras nas arestas

nido é trivial a transformagdo dos algoritmos existentes para o ARP nao
v . (2) . %

orientado 1’ em algoritmos para o ARP orientado '~ e vice-versa. Assim,

propuseram dois algoritmos de particdes e avaliagdes sucessivas, um para o

ARP nio orientado [19] e outro para o ARP orientado [20].

Assad e Golden [2] apresentaram formalizagoes existentes tanto para o caso
orientado (de Ball e Magazine [4]) como para 0 caso nao orientado (de Corberan
e Sanchis [25]) e heuristicas propostas pelos mesmos autores.

2.4. Problemas com Restrigoes de Capacidade

2.4.1. Introdugao

Introduzir restricdes de capacidade nos problemas referidos € uma das
generalizagbes mais pertinentes e vulgares. Tratando-se, em geral, de
modelizagdes para recolha e distribuicio de produtos, na maior parte de
aplicagdes praticas hd que considerar restrigoes de capacidade dos veiculos,
tempo de trabalho, ou seja, restriges que imponham limites nas rotas. Surgem
entdo os problemas em que € necessirio considerar mais de uma rota por
veiculo.

Assim, nos problemas com procuras nos arcos e restrigdes de capacidade, CCPP
(Capacitated Chinese Postman Problem) /| CARP (Capacitated Arc Routing
Problem), pretende determinar-se o conjunto de circuitos de custo minimo que
incluem o depésito e todos os arcos de procura do grafo. Tal como

D .
Designado, por este autores, por URPP - Undirected Rural Postman Problem.

2 Designado por DRPP - Directed Rural Postman Problem.
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anteriormente, no CCPP todos os arcos tém procura positiva, podendo no CARP
existir arcos de procura nula.

Certos autores, perante aplicagoes com um nimero k (k > 2) pré estabelecido
de veiculos, definem as versdes miiltiplas dos problemas, ou seja o k~CPP. Em
1978, Frederickson et al. [41] provaram que o k—~CPP é NP—dificil, quer em
grafos orientados quer em grafos ndo orientados. Pearn [77] apresentou casos do
k—CPP resoliveis em tempo polinomial, quer os jad existentes, referindo o
primeiro algoritmo polinomial conhecido, quer os identificados pelo préprio.

O CARP, tal como € hoje conhecido, sé foi definido em 1981 por Golden e
Wong [42], em grafos ndo orientados.

Para além do CARP, Golden e Wong [42] definiram a 0.5-aproximagao do
CCPP como sendo o problema de determinagdo de uma solugdo admissivel para
o CCPP de valor nunca superior a 1.5 do valor 6ptimo. Provaram que a
0.5-aproximagdo do CCPP (e do CARP) é NP-dificil. Identificando e
descrevendo problemas relacionados, como o CPP, o ARP, o CCPP, o TSP, o
VRP e o GRP, explicaram como todos estes podem ser encarados como casos
particulares do CARP.

Assad et al. [3] apresentaram casos do CCPP resoliveis em tempo polinomial.
Estes autores salientaram também que o simples passar de um CPP para um
ARP pode dificultar bastante a resolugdo, podendo passar a obter-se problemas
NP-dificeis. Logo os casos resoliiveis para o CCPP nunca se podem estender ao
CARP. Estes factos justificam igualmente a dificuldade de adaptagao de
métodos para o CCPP em métodos para o CARP.

Golden e Wong [42] formalizam o CARP, em redes ndo orientadas, definindo,
contudo, varidveis orientadas. Eiselt et al. [35] apresentaram e comentaram
tanto esta formalizagdo como uma proposta por Belenguer e Benavent, em 1991,
também para grafos ndo orientados, mas definindo varidveis nao orientadas.
Tratam-se das tinicas formalizages conhecidas para o CARP ([35D).

Aplicagdes praticas do CARP sdo também em geral abordadas por uma
perspectiva pritica, ndo incluindo formalizagdes dos problemas originais,
excepgio feita ao artigo de Roy e Rousseau [82]. Estes autores formalizaram o
problema do carteiro Canadiano, por eles designado por CPC (Canadian Post
Corporation), adaptando a formalizagao de Golden e Wong [42]. Na referéncia
[82] supde-se que cada rota tem um tempo limite, eventualmente diferente, e
ndo se consideram as restrigoes de capacidade usuais. Trata-se também de um
problema em redes ndo orientadas, dado o carteiro se movimentar a pé, sendo
portanto indiferente o sentido da rua.
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Considerando o CARP nio orientado, Pearn et al. [78], transformaram o CARP
com m arestas de procura num VRP com 3m+] vértices. Este aumento das
dimensdes do problema faz com que seja essencialmente tedrico o interesse
desta transformagao. Pearn et al. [78] referiram que este aumento no nimero de
nodos ajuda a compreender a dificuldade acrescida de resolugdo de um CARP
quando comparada com 0 seu “semelhante” VRP. Por outro lado, pensa-se ser
vantajoso ter em atengao as caracteristicas de cada problema especifico, quando
do seu estudo, ao invés de considerar casos muito gerais. Assim, nesta tese
optou-se por estudar o PRRS como sendo um CARP com restri¢es adicionais e
ndo tentar adaptar os métodos existentes para o VRP na sua “resolugao”.

Tanto quanto se sabe, algoritmos para determinar a solugao Optima do CARP
ndo orientado surgiram apenas na década de 90 com os trabalhos de um grupo
de Japoneses, Hirabayashi et al. [51] e Saruwatari et al. [85]. Contudo, estes
autores s6 resolvem problemas com um méximo de /5 arestas de procura.

2.4.2. Métodos Heuristicos

No ano de 1973, Christofides [I18] apresentou uma heuristica de
emparelhamentos — Construct-Strike — para o CARP, em grafos nao orientados.
Trata-se, neste caso, de considerar que os carteiros (ou veiculos) afectos a
distribuicdo de correio, tém um tempo limite para efectuar o servigo, ndo
podendo, em cada dia, distribuir um nimero ilimitado de correspondéncia. Em
1989 Pearn [75] obtém, a partir deste método, um mais eficiente — Modified
Construct-Strike.

Golden e Wong [42], para além de descrever o CARP, em redes ndo orientadas,
apresentaram também um método heuristico — Augment-Merge. Golden et al.
[43], [44] apresentaram este algoritmo mais detalhadamente e descreveram um
novo — Path-Scanning. Pean [75] apresentou também uma modificagdo do
algoritmo descrito em [44] — Random Path-Scanning.

Um novo método heuristico para o CARP, em redes nio orientadas, baseado em

técnicas de insercdo, foi proposto em 1984 por Chapleau et al. [17] — Parallel-
Insert.

Em 1991, Pearn [76] desenvolveu novos métodos, tendo como objectivo a
obtengdo de melhores resultados em grafos ndo orientados, esparsos (de
densidade ndo superior a 30%) e com procuras “elevadas” uma vez que, como
aﬂn.na, nenhum dos métodos existentes se comporta bem neste tipo de grafos.
Assim, apresentou duas verses de uma heuristica — Augment-Insert. A
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heuristica baseia-se no Augment-Merge Algorithm de Golden et al [44] e no
Parallel-Insert Algorithm de Chapleau et al [17]. Neste artigo Pearn comparou
as heuristicas: Construct-Strike, Path-Scanning, Augment-Merge, Modified
Construct-Strike, Random Path-Scanning e as duas novas versdes do Augment-
Insert em fung¢ao de resultados computacionais.

Em 1985 Ulusoy [90] apresentou um algoritmo para o CARP, em que as
subrotas admissiveis sdo geradas por particdo de um ciclo “gigante”. Esta
heuristica, apesar de desenvolvida para o caso nao orientado €, segundo Ulusoy
[90], facilmente generalizavel ao caso orientado.

Mais recentemente, foram apresentadas novas heuristicas para o CARP, em
redes ndo orientadas, por Benavent et al. [7] — Cycle-Assignment; por Bodin e
Levy [13], [56] e por Greistorfer [47]. Algoritmos de pesquisa local foram
também propostos por Greistorfer [47] e num trabalho conjunto de Eglese e de
Li [32], [58].

Em 1994, Greistorfer [48] desenvolveu ainda um algoritmo para o CCPP misto.
Lin e Zhao [61], em 1988, fizeram a extensao do algoritmo que apresentam para
o CPP orientado ao k-CPP (k carteiros) orientado.

2.4.3. Minorantes

Minorantes para problemas com procura nos arcos e restri¢oes de capacidade
podem ser calculados em fungdo do valor éptimo de problemas semelhantes
sem restricoes de capacidade. Assim, o valor 6ptimo de um CPP € um
minorante valido para o seu homélogo CCPP, podendo um minorante para um
CARP ser calculado pela resolugdo de um ARP, quando possivel.

Mostra-se ento natural que o célculo de minorantes para CCPP ndo orientado
seja feito com base na resolugdo de problemas de emparelhamentos perfeitos de
custo minimo, problemas estes que, no geral, fazem parte dos algoritmos
existentes para determinagdo da solugdo éptima do CPP nio orientado [28]. O
CPP orientado resolve-se com base em algoritmos de fluxos [28] ou de
transporte [6]. Assim, a determinagdo de minorantes para o CCPP e para o
CARP pode ser feita também 2 custa de modelos deste tipo.

Na literatura disponivel, os poucos artigos em que sdo apresentados métodos
para determinar minorantes para 0 CARP focam apenas 0 aso ndo orientado.

O primeiro minorante conhecido foi apresentado por Golden e Wong [42], em
1981, e designado por MLB — Matching Lower Bound. Como o préprio nome
indica, o MLB baseia-se na determinagdo de um emparelhamento perfeito de
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o num grafo, nao orientado, induzido pelos vértices de grau impar e
ente de forma a garantir que o nimero de
sario a criagdo dos ciclos.

custo minim
réplicas do depdsito, em nimero sufici
arestas incidentes no depdsito € o neces

Em 1987 Assad et al. [3] apresentaram O NSLB — Node Scanning Lower Bound
— para determinar minorantes para o CCPP, também em redes nao orientadas.
Neste método os vértices sao ordenados de acordo com a sua distdncia ao
depésito, sendo cada vértice considerado tantas vezes quanto O seu grau. Assad
et al. [3] e Pearn [74] identificaram casos em que o valor obtido com NSLB ¢
igual ao valor éptimo do CARP correspondente.

Um novo minorante baseado numa jungao destes dois, e designado por MNSLB
(1), foi proposto por Pearn [74]. Win [92] propds dois movos minorantes,
também por sugestdo dos dois primeiros. Identificando uns conjuntos de arestas
especiais, que denominou por “conjuntos de arestas de corte”, Zaw Win [92]
alterou, por um lado o MLB e, por outro, 0 NSLB e obteve dois novos
minorantes, usualmente designados por Zaw1 e Zaw?2.

A custa de uma rede expandida em que se consideram réplicas dos vértices e do
depésito, ainda focando o caso nao orientado, Saruwatari et al. [84] propuseram
o NDLB — Node Duplication Lower Bound. Este método conduz a um aumento
significativo nas dimensdes dos problemas, embora seja possivel provar que
domina o MNSLB, ou seja, o NDLB origina sempre minorantes nunca
inferiores aos obtidos com MNSLB.

Benavent et al. [8] desenvolveram trés novos métodos, que designaram por
LB1, LB2 e LB3. Ao comparar estes métodos com os anteriores provaram que
LB1 domina MLB, NSLB ¢ MNSLB; LB2 domina LB1 e Zaw2; e que LB3
domina LB1. Porém a resolugdo de LB3 passa pela construgdo de uma rede
e?:pandida, semelhante a2 de NDLB, ou seja, conduz a um aumento bastante
significativo nas dimensdes dos problemas. Assim, dos métodos desenvolvidos
o LB2 € o aconselhado. Neste método LB1 é alterado de forma semelhante 2
utili@a por Zaw Win [92] para obter Zaw2 a partir de MLB. Por sua vez, LBI
consiste em aplicar as ideias subjacentes a MLB, partindo de uma rede diferente.

Pearn [77] provou que o LBI, proposto por Benavent et al. [8], pode ser
encarado como um método exacto para o k-CPP em redes ndo orientadas,

pro.vand(‘) assim ftratar-se de instincias do problema resoliveis em tempo
polinomial.

(§ 4] .
Assad e Golden [2] designaram este método por MPLB - Matching Path Lower Bound.

i
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No mesmo artigo, Benavent et al. [8] apresentaram ainda um método para
determinar minorantes, LB4, incorporando as restrigoes de capacidade dos
veiculos, mas relaxando as que indicam que cada aresta de procura é servida
uma e uma sé vez. Este, porém, proporciona, em geral, piores resultados

computacionais com maior esfor¢o computacional, dado recorrer a técnicas de
programagao dinamica.

Li e Eglese [57] estudaram um CARP que, embora ndo orientado, difere do
usual dado o tipo de restricdes que consideram. Enquanto os restantes autores
apenas impuseram restrigdes de capacidade nos veiculos, neste artigo foram
também consideradas restrigdes de tempo (relativas ao instante em que cada
aresta de “procura” deve ser servida).

2.5. Outros Problemas

Orloff [70] relacionando diversos problemas com procuras nos nodos e/ou
arestas, definiu, ainda, o problema geral de rotas, GRP — General Routing
Problem. No GRP pretende determinar-se uma rota de custo minimo que inclua
um determinado conjunto de vértices e um determinado conjunto de arestas.

Orloff [70] também formalizou e apresentou um algoritmo de parti¢cdes e
avaliacdes sucessivas para o GRP. Tratando-se do caso nao orientado o
algoritmo exige a resolugdo de um problema de emparelhamento, enquanto o
caso orientado exige a resolugdo de um problema de transporte. Male et al. [63]
modificaram este algoritmo de forma a ser possivel garantir a optimalidade da
solugao.

Ainda em 1974, Orloff [71] apresentou o GRP muiltiplo, ou seja, para uma frota
com dois ou mais veiculos e mostrou que este problema pode ser transformado
num GRP simples equivalente. Esta transformago foi, mais tarde, corrigida por
Lenstra e Rinnooy Kan [53].

Frederickson et al. [41] definiram um k-CPP diferente no qual, em vez da
minimizagdo da distincia total das k rotas, se pretende minimizar o
comprimento da maior rota. Designaram-no por minimax k-CPP.

Jansen [52], em 1993, apresentou heuristicas para o GCRP - General
Capacitated Routing Problem — ou seja 0 GRP com restrigdes de capacidade.
Nesta referéncia é estabelecida uma andlise de pior caso e sdo caracterizados os
problemas em que, com as heuristicas apresentadas, a razao entre 0 valor 6ptimo
e o valor da heuristica depende da capacidade dos veiculos, podendo, portanto,
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antecipadamente, ou seja, antes da resolugdo dos problemas.

ser calculada . .
os, assumindo procuras unitarias,

Jansen apresentou ainda trés métodos heuristic

rindo dos definidos anteriormente aparecem

Existem ainda problemas que dife ’
E disto exemplo o Stacker Crane Problem

na literatura com nomes especificos.
(SCP), definido em 1978 por Frederickson et al. [41], que pode ser visto como

um ARP numa rede mista em que todos os arcos sao de procura, podendo as

arestas ser percorridas em vazio.

O Windy Postman Problem (WPP) foi introduzido em 1979 por Minieka [66].
No WPP o custo associado a cada arco depende do sentido deste, sendo referido

que 0 arco ou “‘estd a favor ou contra o vento”.

£ também usual surgirem problemas em que € imposta uma relagdo de
precedéncia no servigo dos arcos de procura, ou uma certa hierarquia entre o
servigo de arcos de diferentes subconjuntos do conjunto inicial de arcos de
procura. Dror et al. [27] fizeram um estudo detalhado deste tipo de problemas.
O limite a0 nimero de “més viragens”, ou mesmo a sua minimizagao, surge em
algumas aplicagdes préticas deste tipo de problemas (ver por exemplo [11],
[12], [65], [82], [86)).

Tentativas de classificagio dos problemas definidos e dos algoritmos propostos
comegaram a surgir na década de setenta. Em 1975, Bodin [9] fez a primeira
tentativa de classificagio dos problemas tendo em conta o tipo de procura (nos
vértices ou nos arcos), o nimero de veiculos e o tipo de abordagem pretendida
(algoritmos exactos ou heuristicos). Orloff [70] jé tinha estabelecido, em 1974,
uma certa ligacdo entre o TSP, o CPP, o ARP e o GRP.

Em 1981, Bodin e Golden [10] fizeram uma classificagdo detalhada para
problemas de rotas e escalonamento de veiculos (VRSP — Vehicle Routing and
Scheduling Problem). Dividiram ainda em sete classes distintas os métodos
existentes. No capitulo dedicado a abordagens heuristicas serd adoptada esta
classificagdo para as heuristicas desenvolvidas, que tem sido, desde entdo,
utilizada mesmo em métodos propostos para problemas ndo necessariamente
incluidos nos de VRSP. Desrochers et al. [26], também para o VRSP,
desenvolveram sistemas com o objectivo de ajudarem a construir modelos € a
decidir qual o algoritmo a usar para os modelos resultantes. Foi dado, neste
campo, o primeiro passo para que perante um caso real possa ser escolhido, de

forma automatizada, o modelo mais adequado bem como o método de
resolugdo.

No respeitante 2 classificagdo dos problemas com procuras nos arcos, Assad €
Golden [2] apresentaram uma tabela classificativa bastante detalhada,
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considerando todas as combinagdes de redes possiveis. Referiram ainda
diferentes abordagens, quer em termos de determinagdo de solugdes

admissiveis, quer em termos de cédlculo de minorantes e determinagdo de
solugdes optimas.

2.6. Aplicacoes a Situacoes Reais

O CARP € um problema de muita aplicabilidade pratica. Parece assim natural
que mesmo antes de ser definido, por Golden e Wong [42] em 1981, se
encontrem na literatura artigos que podem hoje ser encarados como aplicagoes
reais do CARP. Saliente-se, a titulo ilustrativo, os trabalhos publicados na
década de 70 por Beltrami e Bodin [6]; Bodin e Kursh [11], [12]; Male e
Liebman [62]; Marks e Liebman [64]; Stern e Dror [87].

Como decerto é compreensivel, 0 maior investimento em problemas com
procuras nos arcos encontra-se em abordagens heuristicas. De facto, €
recorrendo a estes métodos que se tentam determinar “boas” solugdes
admissiveis para problemas priticos tais como a leitura dos contadores
domésticos de gis, dgua ou electricidade ([87], [91]); a limpeza automatica de
ruas, incluindo a lavagem, o tirar a neve, ou a varredura mecénica ([6], [11],
[12], [33], [81]); espalhar sal nas ruas nos meses de inverno ([24], [30], [31],
[32], [58]); as rotas para as carrinhas de uma escola quando vao buscar os
alunos a casa ([17], [68]); a distribui¢io de correio ao domicilio nos EUA
(Bodin e Levy [13], [55] e [56]) e no Canadd (Roy e Rousseau [82] (h. a
recolha de residuos s6lidos ([1], [6], [14], [15], [46], [62], [69], [83], [86]).

Sdo indmeros os problemas préticos relacionados com a recolha de residuos
s6lidos urbanos. Os sistemas de recolha de residuos sélidos urbanos sao
“grandes” e complexos, ndo permitindo grandes experimentagées sem um
aumento significativo nos custos. Marks e Liebman [64] identificaram muitos
destes problemas, apresentando um nimero significativo de referéncias
bibliogréficas. A titulo ilustrativo consideram-se de seguida alguns desses
problemas.

« Determinagio do nimero e tipo de veiculos da frota (homogénea ou ndo).
Ulusoy [90] aborda este problema, impondo custos fixos associados a
utilizagdo dos diferentes veiculos.

‘D Problema designado por CPC — Canadian Post Corporation.
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¢do do numero de trabalhadores por veiculo, tendo em conta as
dade de residuos (como por exemplo no

Fixa .
épocas em que existe maior quanti
Natal e no Ano Novo) ou menor (Verdo nas grandes cidades). Também

quando a recolha é feita de segunda a sdbado, na segunda feira é usual

considerar mais um trabalhador por veiculo, pois sdo residuos acumulados

de dois dias.
Escolha de uma frequéncia de recolha. Em Lisboa existem zonas onde a
recolha é feita trés vezes por semana e outras €m que a recolha € feita seis

dias por semana.

Afectagdo dos pontos de recolha a dias da semana, quando a recolha nao é
didria ([83)).

Afectagio das rotas de recolha a veiculos.

Localizagdo e nimero das estagdes de tratamento ([64]).

Inclusdo ou ndo de estacdes intermédias. Apés recolhidos, os residuos sao
transportados para estas estagoes intermédias, mais proximas dos locais de
recolha. O transporte destas estagOes para as estagoes de tratamento € feito
por outro tipo de veiculos, tendo subjacente outro tipo de abordagem
([46], [64]).

Afectacdo das diferentes zonas de recolha a uma ETRS ou a uma das
estagdes intermédias de recolha, caso existam.

Quando se consideram vérios destes problemas, surgem modelos com
miltiplos objectivos. Por exemplo, Caruso et al. [16] estudaram a parte do
sistema de recolha posterior 2 recolha no quarteirdo considerando
miltiplos objectivos, pois tentaram abordar, em simultineo, as
localizages das estagdes intermédias e finais, o transporte da zona de
recolha para as referidas estagdes intermédias (quando existem) e/ou

finais, bem como tecnologias associadas (incineradoras; reciclagem; etc.).

Uma outra abordagem para o estudo do transporte dos residuos até a
ETRS ou, eventualmente, até as estagdes intermédias, incluindo tempo de
espera na ETRS para despejar os residuos, é por vezes feita por modelos
de simulag@o ([21], [22]). Fundamentalmente, estes modelos de simulagao
ajudam a planear o funcionamento de sistemas existentes.

Na implementagdo pritica dos sistemas ha que ter em atengdo outro tipo
de consideragdes. A titulo ilustrativo refira-se:
0 a minimizag4o do niimero de més viragens, como por exemplo virar
a esquerda ou a inversdo de marcha ([11], [12], [65], [82], [86));
0 minimizagdo dos “cruzamentos” de veiculos, ou seja tentar repartir
as zonas de recolha em zonas individuais para os veiculos de modo
a que estes nao se cruzem durante a recolha. Em geral, ndo convém
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que os veiculos se encontrem em ruas pequenas dadas as
complicag¢Ges que tal opgdo pode acarretar a nivel de transito:

0 rotas equilibradas para os diferentes veiculos. Levy e Bodin [55] ao
planearem a distribuigao de correio tentaram obter rotas equilibradas
para os diferentes carteiros. Bodin e Levy [13] fizeram uma parti¢do
do grafo de forma a obter subgrafos equilibrados em termos de
tempo de trabalho e que ndo se intersectem muito;

0 reivindicagdes sindicais relativas, por exemplo, a hordrios de
trabalho.

« Desenvolvimento de métodos interactivos que permitam incorporar
informagao nova. Ha que ter em considerag@o o conhecimento pritico das
pessoas que habitualmente lidam com este tipo de problemas que, de certa
forma com razdao, nao créem ser possivel fazer melhor. Mostram-se
necessarios sistemas muito interactivos passiveis de responder, em tempo
util, a alteragoes.

o Controlar e reduzir a geragdo de residuos ([64]) € um dos problemas
ecolégicos que podem ser considerados. Outro, também importante, € o da
separagdo dos residuos. Este tipo de problemas passa sempre por uma
necesséria e dificil mudanca de mentalidades da populagdo em geral.

« Como eliminar os residuos, ou seja que tipo de tratamento deve ser dado
aos diversos tipos de residuos.

« Determinagio das rotas minimizando o custo da recolha. S6 neste
subproblema, ha que:

0 definir se a procura é aleat6ria ou deterministica;

0 distinguir procura uniforme (como na limpeza da neve das ruas, pois
esta cai de uma forma uniforme) da ndo uniforme (como por
exemplo na recolha de residuos);

0 decidir se a localizagdo das procuras deve ser considerada nos nodos
([64], [89]) ou nos arcos ([1], [86]). O primeiro caso engloba, por
exemplo, a determinagdo das rotas dos veiculos que recolhem os
vidroes, os papeldes, os residuos industriais, ou seja, todos os
contentores que se possam considerar em locais bem distintos. O
segundo tipo engloba a recolha da maior parte dos residuos
domésticos em Lisboa;

0 considerar a rede ndo orientada ([62]), orientada, ou mista;

0 verificar a existéncia de restricdes de capacidade para os veiculos
(por ex., tempo maximo por rota);

0 identificar os custos (varidveis ou ndo).

9




Aplicagdes a Situagdes Reais

Sio estes em geral o tipo de problemas referidos em artigos relacionados com a

recolha de residuos ([14]). N@o sendo possivel tratar em simultaneo todos estes
problemas € vulgar que 0s estudos se centralizem em alguns destes aspectos.

Embora este trabalho se tenha baseado numa aplicagao real teve como objectivo
fundamental o aspecto tedrico do problema. Assim, a situagao real descrita no
inicio deste capitulo € modelizada como um problema de programacao linear
inteira. Todo o estudo subsequente € baseado nesta formaliza¢ao, relegando para
um possivel trabalho futuro a tentativa de uma abordagem mais prdtica e
consequentemente mais aplicavel a situagdo real de Lisboa.

Sistemas especificos para a recolha de residuos em algumas cidades foram ja
desenvolvidos. Dado o caracter tnico de cada cidade quer em termos de rede
quer em termos de recolha, do tipo de contentores, frota, etc., cidades diferentes
podem originar estudos completamente dispares. A titulo ilustrativo salientem-
se os trabalhos desenvolvidos para as cidades de New York, por Beltrami e
Bodin [6]; Oyster Bay, por Bodin et al. [14]; Cleveland, por Clark e Gillean
[21]; Knoxville, por Male e Liebman [62]; Baltimore, por Marks e Liebman
[64]; Izmir, por Or [69]. Recentemente, Alvarez-Valdés et al. [1] apresentaram
um sistema para recolha de residuos que, dizem, se aplica a éreas residenciais
afastadas do centro das cidades.
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2.7. O Problema de Recolha de Residuos Sélidos (PRRS)

Neste ponto apresenta-se uma formalizagdo em programagéo linear inteira para
o PRRS, descrito no capitulo anterior. A descrigao do PRRS leva-nos a encara-
lo como um problema com procura nos arcos com restri¢oes de capacidade. As
suas caracteristicas especificas, nomeadamente a existéncia do posto de servigo
e a representagdo numa rede orientada, fazem-no diferir dos problemas
existentes na literatura, embora pertencente a classe dos CARP com restrigdes
adicionais. A formalizagdo € precedida por defini¢bes e pela principal notagdo
utilizada no decorrer do presente texto.

2.7.1. Definigoes e Notacao

Definicdo 2.1: Define-se rota de um veiculo como todo o seu percurso desde
que sai do Posto de Servico até 1i voltar para deixar a
tripulagdo.

Uma rota de um veiculo inclui, pelo menos, duas subrotas: a
primeira, do Posto de Servigo 2 Estagdo de Tratamento de
Residuos Sélidos (ETRS), designa-se por subrota inicial; ¢ a
Gltima, da ETRS ao Posto de Servigo é designada por subrota

final do veiculo.
Eventualmente, uma rota de um veiculo im!ni mm
intermédias, da ETRS a ETRS. : O g

o arrar 3
'-‘-

Exemplo 2.1: A rota do veiculo, uqummm ompos

1*: Tem inicio no Posto de hﬂﬂﬁ
veiculopememualmétl&.
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0

Posto de
Servigo

16

20
\A‘« g!——’f’ ——% arco atravessado em servigo
/
18 ————p arco atravessado em vazio

Figura 2.3: Subrotas de uma rota de um veiculo

O mapa da zona em estudo, € representado por um grafo orientado, G = (V, A),
com n+ 1 vértices (| V|=n+1), em que:

e o vértice ] representa o Posto de Servigo;

e o vértice n+ I representa a ETRS;

e 0s restantes vértices representam cruzamentos ou entroncamentos de ruas
ou extremos de ruas sem saida (“becos”). No que se segue,
U=V \{1, n+ ]} representa este conjunto de vértices;

e cada arco, a=(i,j)€ A, representa um segmento de rua. O sentido de
cada rua é indicado pela orientagdo do arco, sendo uma rua com dois
sentidos representada por dois arcos orientados: (i, j) e ( jJ)-

Designa-se por:

P o nimero total de veiculos para efectuar a recolha na zona em estudo

(considera-se que p representa um veiculo especifico, sendo:
p=L2,....P)

W acapacidade de cada veiculo;

G R= (VR’ A R)‘ o grafo de procuras, onde:

AR C A € o conjunto dos arcos em que tem de ser
efectuada recolha, por vezes designados
arcos de “procura”. Considera-se m = |AR ;

VRcV o conjunto dos vértices em que incide pelo
menos um arco de Ag;

-5
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g. . aquantidade de residuos a recolher no arco (z’, j) €A

!.j R’

QT = 2 q;; 3 quantidade total de residuos a recolher;
(i,j)eAp “

c; j o custo (ou tempo) de recolher residuos no arco (i, j) = AR .

£ s Z ¢, ; ocusto de servigo;

A
R G.peag

di,j o custo (ou tempo) de passar no arco (i, j)e A em vazio, ou seja,
sem efectuar recolha (d; ; <¢; j, V(i,j) € AR);
spl(i, j) o custo total do caminho de menor custo em vazio de i (i€eV)
paraj (j€V);
scl(f) o custo total do circuito de menor custo em vazio que contém

¢ (¢ € V). Este circuito contém pelo menos um vértice u # £.

d~(¢) o grau inteno do vértice £, considerando apenas os arcos de
procura, ou seja: d_ (£) =‘{(i. 0): (i, 0) e ARH;

d*(#) o grau externo do vértice £, considerando apenas os arcos de
procura, ou seja: d* (o) =|{(€, j) (& j)e AR}l;

D) =d~(&)-d*(0).

A situagdo real que serviu de base ao presente estudo apresenta as seguintes
caracteristicas préprias:

e A ETRS encontra-se “afastada” da zona onde se pretende programar a _
recolha de residuos sélidos, ndo existindo residuos a recolher nas ruas t
préximas. Logo, n+ 1 & Vg, pois todos os arcos incidentes em n+/ sdo :
considerados de procura nula, ou seja: f

[

d - (n+D=d*(n+1)=0 = D(n+1)=0.

e Considerando a capacidade limitada dos veiculos, W, e que as rotas ‘
terminam no Posto de Servigo, ndo incluindo a dltima passagem de cada J‘
veiculo pela ETRS, torna-se 6bvio que !

Or
=|L|-P @1
¥
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representa um minorante para o nimero minimo de vezes que os P

os se deslocam a ETRS (exemplo 2.2), sendo R=K+ P um
ue serdo efectuadas, e que se

veicul
minorante para 0 NUmEro de subrotas g

representa por R.

e Note-se ainda que, por hipétese, 0 nimero de veiculos € baixo, quando

comparado com a procura total. Logo, supde-se que K+ P 22P, ou seja,

cada veiculo faz pelo menos a sua subrota inicial e a sua subrota final.

Assim, existem sempre P subrotas iniciais e P subrotas finais.

Exemplo 2.2: Considere-se a figura seguinte onde os arcos a cheio representam
arcos de procura unitdria € 0s a tracejado arcos de procura nula

(que podem, eventualmente ser atravessados em vazio).

Figura 2.4: Grafo G = (V, A)

Suponha-se que existem disponiveis dois veiculos de capacidade W =2.

Q
Sendo QT = 9, s@o necessarias, pelo menos, R = [—WL = [—-l = 5 subrotas.

Como tém que ser usados os dois veiculos disponiveis, duas destas 5 subrotas
tém que ser finais (de 7 para /). Logo, os veiculos deslocam-se a ETRS trés
vezes (no fim de cada uma das 2 subrotas iniciais € no fim da subrota
intermédia, a ser atribuida a um dos veiculos). *

Um conjunto de rotas que minimize o custo total de recolha dos residuos
s6lidos, pode obter-se pela resolugdo de um CARP, com restrigdes adicionais,
em G=(V, A). Contudo, a resolugio do CARP ¢ particularmente dificil, pois
Golden e Wong [42] provaram que até a sua 0.5-aproximagao, que consiste em

determinar uma solugdo de valor nunca superior a 1.5 do valor 6ptimo, € um ;
problema NP—dificil.
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As caracteristicas especificas do problema em estudo fazem-no diferir do CARP

que usualmente se define [42]. Tal motivou a designagdo de PRRS referida e
que se utilizard no decorrer desta tese.

2.7.2. Formalizagao em Programagao Linear Inteira

A aplicagdo de recolha de residuos sélidos descrita vai ser formalizada como um
problema de programagao linear inteira, PRRS. Usualmente, em problemas
deste género, definem-se dois tipos de varidveis: varidveis bindrias que indicam
como ¢ efectuado o servigo; e varidveis inteiras que indicam o nimero de vezes
que cada rua € atravessada em vazio.

Na recolha de residuos sélidos cada veiculo realiza uma rota formada por um
certo nimero de subrotas. Assim, o servigo de cada veiculo depende do nimero
de subrotas e de rotas que serdo necessdrias. Sendo desconhecido o nimero de
subrotas convém, antes de mais, estabelecer intervalos para a sua variagdo. A
defini¢do de varidveis é entdo precedida da majoracao do nimero de subrotas a
efectuar por cada veiculo.

Considere-se que os m=|Ag| arcos de procura estdo ordenados por ordem nao
crescente das procuras, isto &, tais que: g; 243 2...2qp-

Seja £ o nimero méaximo de arcos compativel com a capacidade de um veiculo
que iniciando por servir o arco de maior procura associada, sirva os arcos pela
ordem por que foram ordenados. Defina-se entdo, £ tal que:

+1

{
anSW< ZQG.
a=1 a=l

m "
Nestas condigdes, torna-se 6bvio que L=[-£—--’ é um majorante para RT, o

nimero total de subrotas em qualquer solugao 6ptima.

Considere-se que R representa um majorante para 0 nimero de subrotas a
efectuar por qualquer dos veiculos, em qualquer solugdo 6ptima. Assim, se R,
representar o nimero de subrotas que na solugdo Gptima serdo realizadas pelo
veiculo p (p=1I,...,P), tem-se R, < R . Na proposigdo seguinte estabelece-se

um limite para este valor desconhecido.
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Lo(p=1) =R SRV Y p.

Proposigdo 2.1: Se REL -

Prova: Por hipotese, todos os veiculos sdo usados, realizando pelo menos
duas subrotas, uma inicial e uma final. Por outro lado, nenhuma
solugdo 6ptima inclui subrotas em vazio. Logo, P—1 dos veiculos
sio afectos a 2 (P—1I) subrotas, pelo menos. Neste caso, o veiculo

que falta considerar ndo realiza mais de L — 2(P - 1) subrotas.

Assim. L-2(P—1) representa um majorante para o nimero de

subrotas a efectuar por um qualquer dos veiculos, em qualquer

solugdo 6ptima.

Logo,f'e=L—2(P—1)=>RpsE,vp. 0
Definam-se, entdo, para cada veiculo, p= I,...,P, em cada uma das suas

possiveis subrotas, r = 1/,..., R , as varidveis:

1 se o veiculo p recolhe os residuos de (i, j) durante a subrota r

oz’ d =
W {l e.c.
VijNeA,
e y"P = ndmero de vezes que, durante a subrota r, o veiculo p atravessa o

L]
arco (i : j) € A em vazio, ou seja, sem recolher residuos.

O problema de determinagdo das rotas a efectuar pelos veiculos que recolhem 0s
residuos na zona em estudo, de forma a minimizar o custo total de recolha, pode
entdo ser formalizado como se segue.

(PRRS)
e R P R
M‘"Z=Zz ch]lj 22 zljyfj
p=I r=1 (i,j)eAp p=1r=1I (i,j)eA
s.a.
e L X SR - X ypl =0 . sl
(i,f)eA, (i,)eA (Li)eA, (£,i)eA p =it
r_l,...,‘i\;;
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r=1\(i,H)eA, (i,0)eA (Li)eA, (£,))eA
16{1.n+1}
p=1i.5 P
I, Tl I I,
Z x}‘f"p+ 2 "lf_ x”p_'_ Z .V“P"“] gl S0P (2.5)
(].f}eAR (1,0H)eA (I’.I)EAR (£,1)eA
e S s = ‘
2 B sl pPELCE (2.6)
(f,n+1eEA
P = LodiPis Pt R 2.
> Ypr1e =1 p Pii P2 Bk 2.7)
(n+1,0)eA
r.p r.p p=di. o r=2....,§; 28
Z yn+1,f = Z yf.n+l 2
(n+1,0)eA (£,n+1)eA
)r‘p r+l'p == _-_ .
2 }n+1,£’ - Z y,,+[‘p pelacals r=2,....R-1, (2.9)
(n+l1,0)eA (n+1,0)eA
. +1, = g e =2
DR il i p=1h...P; r=2..R-I, (2.10)

n+l
(£,n+1)eA (£,n+1)eA

ZZ( rP+ny]<M 22( ’P+y"P]+22( ”P+v ] @.11) |

ieS je§ ieS jes ieS jes

vScV\{n+l} p=l...P; r=1L.. R

2 g BTN p=1...P, r=l...R (2.12)
GeAy S %
i i NP V(i, j) € Ags (2.13) '
p=l r=l ol |
x"P e{o0,1} Vi, j)eAps p=1...P r=1...R (2149

il y
yir'jp 20 e inteiros Yi.NehA peliaP r=l..R 31N
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As restrigoes (2.3) e (2. 4) sdo necessarias para garantir a continuidade das

subrotas, em cada vértice do grafo associado.

A primeira subrota de cada veiculo é definida como sendo uma subrota do posto

de servigo para a ETRS, nas condigdes (2.5) e (2.6).

Nas restrigoes (2.7) e (2.8) caracterizam-se as subrotas intermeédias e final de
cada veiculo. Sdo entdo definidos alguns dos arcos incidentes em n+/, tendo
em conta que as subrotas intermédias comegam e terminam na ETRS, enquanto

as finais sao da ETRS para o posto de servigo.

As subrotas geradas sdo ordenadas por ordem crescente dos indices, pelas

condicdes (2.9) e (2.10).

Sendo M uma constante suficientemente elevada, as condigdes (2.11) evitam a
geracdo de subrotas ndo admissiveis, ou seja de subrotas que nao incluem o

vértice n+ I (figura 2.5).

Exemplo 2.3: Considere-se um grafo com n+1=8 vértices e as seguintes
subrotas para um veiculo, p:
representam 05 arcos

‘C) o 8 V.. onde:
I -, incluidos na 1* subrota
| ~
. ’represenlam 0§ arcos
e —b@ incluidos na 2* subrota
| 3

representam 0§ arcos

@‘., ,@ incluidos na 3* subrota

Figura 2.5: Subrotas nao admissiveis

Se r=2e¢ S={6, 7},vem:

3 Z( 2P+y oy )=2>0

ie§ je§
e T E(dre2r)+ T B (2P 452)e0,
ieS jes e ieS jeS
sendo violadas as restrigdes (2.11). ¢

Finalmente, garante-se que a capacidade dos veiculos nio é excedida, (2.12), €

que os residuos existentes em cada rua sdo recolhidos exactamente uma vez por
um e um s6 veiculo, (2.13).
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A minimizagao do custo total € obviamente garantida com a minimizagdo da
fungdo objectivo, (2.2).

Tipicamente as restri¢des consideradas nas formalizagoes do CARP [35]
garantem:
e 0 equilibrio de cada vértice (semelhantes a (2.3) e (2.4)), ou seja,
garantem que o grau interno de cada vértice € igual ao seu grau externo,
de forma a ser possivel gerar circuitos admissiveis.

e a inexisténcia de subrotas ilegais. No geral este conceito estd associado
a impossibilidade de existéncia de subrotas isoladas. No PRRS o
conceito de subrota ilegal estd relacionado com a inclusdao do vértice
especial n+/ em cada subrota, conforme referido.

e que a capacidade dos veiculos ndo € excedida.

e e que os arcos de procura sdo servidos uma unica vez.

No PRRS consideraram-se ainda as restrigoes que definem as subrotas,
diferenciando, para cada veiculo, a sua subrota inicial. O objectivo, tal como o
identificado, consiste, habitualmente, na minimizagdo do custo total.

39
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Capitulo 3. Relaxagdes para o PRRS

Relaxagdes de formalizagdes de problemas como o PRRS
proporcionam a determinagio de minorantes para o seu valor 6ptimo.
Torna-se assim também possivel analisar as solugdes admissiveis em
fungdo dos seus valores, estabelecendo desvios para os erros relativos.
Contudo, quando a procura se localiza nos arcos e sao consideradas
restrioes adicionais, por exemplo de capacidade, o desenvolvimento
de métodos que fornegam minorantes para o valor 6ptimo tem estado
votado ao abandono quando, por exemplo, comparado com métodos
heuristicos para problemas do mesmo tipo.

3.1. Introdugao

Minorantes para o valor 6ptimo de problemas com procura nos arcos e
restricoes de capacidade podem ser calculados em fungdo do valor
6ptimo de problemas semelhantes sem restrigoes de capacidade. Assim,
o valor 6ptimo de um CPP é um minorante vilido para o valor 6ptimo
do seu homélogo CCPP, enquanto um minorante para o valor éptimo
do CARP pode ser calculado a partir da resolugdo de um ARP.

B
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-32 -

o natural que 0 cilculo de minorantes para Os valores 6ptimos do

Parece entd -
base na resolugdo de problemas

CCPP e do CARP nao orientado seja feito com
de emparelhamentos perfeitos de custo minimo. Pois, em geral. a determinagdo
da solugio O6ptima do CPP nio orentado [28] exige a resolugdo de
emparelhamentos perfeitos de custo minimo. O CPP orientado resolve-se com
base em algoritmos de fluxos [28] ou de transporte [6]. Assim, a determinagdo
de minorantes para os valores Optimos do CCPP e do CARP pode também ser

feita A custa de modelos deste tipo.

Neste capitulo comega por S€ deduzir uma relaxagdo para o problema. A
agregagao de restrigdes, na formalizagdo apresentada, € a omissao das condigdes
de conexidade, permite a subdivisao do problema em dois subproblemas. Sendo
um deles trivial, 0 outro consegue-s¢ provar ser equivalente a um problema de

transporte.

O algoritmo LB, utilizado para a determinagao de minorantes para o valor
6ptimo do PRRS, que se apresenta ¢ exemplifica no terceiro ponto, baseia-se
nesta relaxagio. O exemplo aqui criado para a ilustragao do algoritmo sera
também utilizado na exemplificagdo das heuristicas.

A inclusdo de parte das restrigdes omitidas, de conexidade e de capacidade, na
relaxagdo anterior origina uma nova relaxagdo, que se apresenta no quarto ponto
deste capitulo. Tratando-se ainda de um problema de “dificil” resolucao sao
consideradas novas relaxagoes. Consideradas duas abordagens diferentes obtém-
se dois novos modelos passiveis de forecerem minorantes para o valor 6ptimo
do PRRS em tempo polinomial. O primeiro destes modelos pode ser resolvido,
tal como a primeira relaxagdo, por um problema de transporte e o segundo por
um problema de fluxo de custo minimo.

Neste capitulo sdo feitas algumas comparagdes entre os valores dos minorantes
para o valor 6ptimo do PRRS que se podem obter com base nas relaxagdes.
Como se verd, em termos teéricos nada se pode garantir da dominancia de
nenhuma das relaxagdes.
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3.2.  Relaxagao com Inclusao de Restrigdes de Equilibrio
e de Capacidade

Substituindo as condigbes relativas a capacidade de cada veiculo em cada

subrota por restrigoes relativas ao conjunto de subrotas de cada veiculo, esti-se a
relaxar o problema (2.2)—(2.15).

R ; ; A
. Zxr'P g I se o veiculo p recolhe os residuos de (:, j)
= 0 cic

V(i,j) e Ag;

representa o nimero de cépias do arco (i, j)€ A que devem
ser consideradas na p-ésima rota, representando o nimero de
vezes que o veiculo p atravessa o segmento de rua (i, j) em
vazio, i.e., sem efectuar recolha;

®* Ry= nimero de subrotas da p-ésima rota, ou seja, feitas pelo veiculo p.
Note-se que 2< R, < R, Vp=1,...,P e que cada veiculo visita a
ETRS R, -1 vezes. Pois, no final da recolha, cada veiculo passa

primeiro pelo posto de servigo, antes de ir A ETRS pela dltima vez.

Por outro lado, tendo em conta as restrigoes (2.7) e (2.9) referentes
a todas as subrotas com excepgdo da inicial, torna-se 6bvio que

R
= r.p
Rici= ) T Ynsl,t
r=2 (n+1,l)eA

Esta defini¢do de varidveis, correspondendo a um agrupamento das subrotas de
cada veiculo, faz com que se deixe de ter informagao sobre cada uma das
subrotas, ficando apenas identificaveis as rotas no seu conjunto. Assim, sendo
possivel identificar os arcos percorridos por cada um dos veiculos, ndo se
conseguem individualizar as suas subrotas.
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Agregando entao as restrigoes
(veiculo) obtém-se:

P
Z Z e Jal o X
P:

para 0 conjunto das subrotas de cada rota

(3.1)

s.a:
” . .
Z i 2 Z -\ff . Z xf,i & Z )-F‘I_ =0 e (3.2)

(i.0)eAp (i,H)eA (Li)eAp (£,i)eA p=1,....8%

z xf(J, 2 _‘-fF >1 T (3.3)

(1,O)eAp (1,0)eA
S oyl =R -] p=1,...,P;

(n+1,£)eA B P a
zz( P +vP )<MZZ( P +yP ] vScVv\{n+I} (3.5)
ieSjes ieSjes p=i. R

4 k]
Sy P ER W p=L.LP
g - -
3
xP =] Y(i, Jj -
p=1 i,J (!s _})EAR! (37)
xP. €0 [, J ;
r.efo. iy VG, j)e Agip=1,...,P; (3.8)
p 2R 1 g8
; >0 e inteiros V. ped p=l...P (3.9)
L Rp22 e inteiros gl P (3.10)

Note- Opti
o ;en?aue o valor 6ptimo deste problema, dada a forma como foi construido,
um minorante para o valor 6ptimo do problema inicial, PRRS, ou

seja: ZR <z .

i
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Considere-se agora o problema resultante do anterior por omissdo das restrigdes
(3.5) e agregagdo das restantes para o conjunto das P rotas:

r P
Y| X #f+ X osE- B sl

p=1 \(,OeAp = (.)eA ~  (LideAp T (Li)eA

2 x,”+Z > yP,2P (3.3)

p=1 (1,H)eAp p=1 (1,0)eA

e
Z Z y,f.;.}.g = 2 Rp = (3.4

p—] (n+1,0)eA

il M~

5 g, 4 > R, (36)
p=1 (i,j)eAg . p=1

P -

2, sf. =1 Vi, j) € Ag; @37
p:

a e{o.1} VG, j)€Ag; p=1....P; (3.8)
yipj >0 e inteiros Y, E A p=1. 5P (3.9)
Rp >2 e inteiros p=l.P (3.10)

Como z 2 9; ; ”-QT (3.6") pode ser escrita na forma:
p=1 (i,j)eA,
i QT
£r,2l5|

Em consequéncia, o valor
vilido para o valor 6ptimo de P

F s
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P
2 e (3.3), Z Z I,{)f- representa o nimero de

Por outro lado, em (3.
p=!cLUeAR

arcos de Ag com vértice inicial i. Logo

" P
S = . ) 2 s
p=1 (£

il
p=1 (i,f]EAR .:)EAR

e o conjunto de restrigdes anterior pode ainda simplificar-se.

-~ . . P .
Com estas transformagoes as varidvels xw. , estando isoladas num dos termos da

fungdo objectivo (3.1), ficam também isoladas nas restrigdes (3.7) e (3.8). O

mesmo se verifica no respeitante as restantes variaveis yip j que estdo isoladas

tanto na fungdo objectivo como nas restricoes (3.2), (3.3), (34" e B39O
problema anterior pode entao subdividir-se nos dois subproblemas que se

apresentam de seguida.

e Subproblema (A):

P
Minz4 = 3, D CijX (3.1A)
p=1 (i,J)EAR
S.a.
P
P bt
zxi,j =1 Y(i, j) € Ag; (3.7
g
p e
Xij E{OJ} Y(i, j)e Ag; p=1,..., P. (3.8)

Resolver este :r.ubproblema ndo é mais que determinar o custo total dos arcos de
procura, ou seja que calcular C, .

-36-
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e Subproblema (B):

P
Min zg =2, 2, ‘di.¥F, (3.1B)
p=l (i,j)EA
S .

P
¥ yh = 2 ¥}, |=d"(®-d*@=DG)  VieV (3.2)
p=I\ (i, A (LixA

P

2 yfy 2 B-diicl (3.3)
p:] (1,0)eA

P
2 3 ek (34")
p=1 (n+l,0)EA

p . . . . 5 =2
yl._j >0 e inteiros Vi, e A; p=1,...,P. (3.9)

Este subproblema corresponde a identificar o nimero de vezes que cada arco
deve ser copiado (ou seja, que cada segmento de rua deve ser percorrido em
vazio), garantindo:

e 0 equilibrio de todos os vértices definido em (3.2"). Entende-se por
vértice equilibrado (ou simétrico) um vértice em que 0s graus interno e
externo sdo iguais, tendo em conta tanto os arcos de procura como as
copias dos arcos;

e aexisténcia de pelo menos P arcos com vértice inicial 7, (3.3";
e aexisténcia de pelo menos K arcos com vértice inicial n+1, (3.4");

minimizando o custo associado aos arcos copiados (ou seja, o custo do percurso
em vazio), (3.1B).

Note-se que a solugdo obtida com a resolugao destes dois subproblemas pode ser
ndo admissivel para o problema inicial, PRRS. Nio se consegue, por exemplo,
garantir a existéncia de P subrotas iniciais nem de P subrotas finais. Embora
com a resolugdo de (B) o vértice / fique com grau (quer interno, quer externo)
minimo igual a P, nada garante que se possa criar uma subrota de / para n+1,
pois estes vértices podem ndo pertencer d mesma componente conexa, no
multigrafo solugdo. Por outro lado, o simples facto de impor o equilibrio de
todos os vértices, ndo garante que estes nao fiquem isolados, ndo sendo possivel
incorpora-los em nenhuma subrota admissivel (intermédia, inicial ou final).

B0
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Exemplo 3.1: Suponh

ilfbrio e de Capacidade

a-se disponivel um veiculo (P =1) de capacidade W =3.

Considerem-se todas as procuras unitdrias, ou seja g, = I,Vae A R"

Se, na figura 3.1, os arcos a cheio forem os de procura, vem Q.. = 5.
3
Logo, o niimero minimo de subrotas € R = lr?.l =2

Considere-se que os arcos a tracejado da figura seguinte representam os arcos
resultantes da resolugdo do subproblema (B).

(a) ()
Figura 3.1: Multigrafo associado 2 resolugdo de (B)

Neste caso ndo é possivel gerar nem a subrota inicial (de / para n+ 1), nem a
subrota final do veiculo (de n+/ para I), dado os vértices / € n+1I ndo
pertencerem A mesma componente conexa.

Por outro lado, a componente isolada (b) também ndo representa uma subrota
admissivel para o veiculo, pois ndo inclui a ETRS (o vértice n+1). *

A resolugio de (B) também ndo obriga a que sejam satisfeitas as restrigdes de
capacidade dos veiculos em cada subrota. Tendo-se perdido informagdo sobre as

subrotas, nada garante ser possivel gerar, a partir da solugdo de (B), subrotas
qquul_mdnpmeumdosmnelasimlufdosnioexcedam

p_m m que o mum associado 2 soluqﬁo m (n)
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Assim, a solugdo da relaxagdo apresentada representando, em geral, uma
solug@o nao admissivel para o PRRS, tem valor nunca superior ao valor 6ptimo
do PRRS. Ou seja, a soma dos valores 6ptimos dos dois subproblemas
representa um minorante para o valor éptimo do PRRS. Tendo (A) solugdo
trivial, vai de seguida desenvolver-se um modelo para a resolugdo de (B).

Represente-se por f o nimero de cépias do arco (z _;) € A nas P rotas. Entdo
p=1

e o subproblema anterior pode ser rescrito na forma:

B) Minzy= 3 4, f, (3.1B)
(i,j))EA
S.a:

DI il R - (3.2)
DeA  (LikA
IO T (3.3)

| aea
p Mo s (34%)

(n+1,0)EA
f,; 20 e inteiros V(i j)€ A (3.9)
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es de Equilibrio e de Capacidade

desequilibrados por terem, no grafo G, grau intemo superior a0 grau extemo.

Representam destinos se tiverem grau externo superior ao interno em GR _

A partir de (3.2) e (3.4") e relembrando que D(n+1)=0, pode entio

considerar-se que n+ I representa, simultaneamente, uma origem e um destino

de (B) com oferta e procura K.

O vértice ] pode ser origem e/ou destino, consoante a instdncia particular em
estudo. Os casos que se podem verificar para este vertice sao identificados em

anexo (Al), sendo resumidos na tabela 3.1.

] é oferta / procura

S
z (a(I)/b(1))

D=0 |P>dT(D=d"() origem |a(l)= P—-d ™ ()

destino |b(/)=P-d~ (1)

P<d™ (D) origem a(l) = D(I)
D) >0 P>d—() origem |a(l)= P-d ¥ (I)
destino |b(I)=P-d” (1)
p<dt () destino |b(I) =-D(I)
D(I) <0 P>d*() origem |a()=P-d* (1)

destino |b(l)=P-d ™ (I)

Tabela 3.1: Casos que se podem verificar para o vértice /

De forma a simplificar a exposi¢do, no que se segue supde-se estar perante uma
rede em que:

BOed D=4 "(h>0 e d (D<P.

Logo, s.ern perda de generalidade, e salvo indicagdo contréria, / representaré
um
b(;; :ngin; :1:])('13) com oferta a(l)= P-d*(I) e um destino com procura

:s provas e dedugdes que se fazem para este caso, adaptam-se bem a qualquer
os casos restantes. A validade do minorante foi provada, para qualquer dos
casos possiveis, por Mourdo e Almeida [67].

g:m f(:lma de COIISU"I.liI" um problema de simples resolugdo (B’), a partir do

Sil:z;omn ema (B), consiste em desdobrar cada um dos vértices que represente

vérti eament:e uma origem e um destino em dois, um representando €Ss€
ice como origem € 0 outro representando-o como destino.
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Genericamente, a construgdo de (B’) envolve:
e Criar um novo vértice, (n+1)";
Criar um arco, de custo nulo,de n+1 para (n+1)’;

Substituir cada arco (n+1,£)e A por um arco ((n+1)’,¢) com igual
custo;

Assim, o vértice (n+ )" representa a origem n+ I, com oferta K, e o vértice
n+ 1 representa o destino n+ I, com procura K.
e Criar um novo vértice, I’;

Criar um arco, de custo nulo, de / para I’;

Substituir cada arco (I, 8) € A por um arco (1’, é’) com O mesmo custo;

Assim, o vértice I’ representa a origem I/, com oferta P— d* (D), e o vértice
1 representa o destino /, com procura P—d" (]).

Exemplo 3.2: Considere-se um grafo onde os arcos que podem ser percorridos
em vazio, e 0s custos respectivos, sao:

™ n+l
I n+l
@ Q ,,,,,,,,,, ut ]
& 4 2" g 7 2 du#l‘ 5
{ dyy d dys dyy

42

! l@f dj.a““@

Figura 3.2: Arcos que podem ser percorridos em vazio

Para construir (B’) h4 que transformar a rede anterior em:

-3 n+l
.‘\‘dl.f { \ ' 1 d.o! 3 ;
0 \‘ dyy dy, dys dyy 0
d, \ ‘-‘1“ \1 / h 4
TS A N 1 ) (1)’
d)q “-~'~..“_¥®¢__ dy—{ 5 ) Myrs
Figura 3.3: Rede transformada para passar de (B) a (B") *

Ak
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Considere-se entdo o grafo G’ =(V’, A”) definido por:

™ V':Vu{]’, (Fi‘+”’}‘.

’ -+ + ’ [ ’ l‘ ; £
A :[A \ (An-H UAI ﬂu{(n-{-]‘(n*—” )}UIU'/ )J e A(n+l)’

onde‘parake{].nﬁ&]}. A::{(k.F)e A f’e\-"}
e At ={(k. 0 (k. ) A A tev}.

Sejam d[f j Os custos unitarios associados aos arcos de A’, tais que:

- i (i, j)e A’ resultade (u. v)e A

onde (i,j)e A’ resulta de (u,v)e A se:

o (i.j)=(y)

ou

. (i.j) é a contrapartida em A;, de (u,v)e A:, k e{],n+]}.
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Como se prova no lema seguinte resolver o problema (B) equivale a resolver:

"

B) Min zg= 2 d;‘jfl.'j (3.11)
(i,j)eA’

S.4a.

b f.-',e i f,'.,- = D(i) VieU (3.12
(i,/)eA’ (L,i)eA’
Z f!.n+l i Z f,H.]lg =K (3.13)
(£,n+1)eA’ (n+1,0)eA’
Z f(n+l)'.l 7 z f!'(n-._l)f =K (3.14)
J((n+ D), D)eA’ (£,(n+1))eA’
Y dug e f,',p =P-d*(]) (3.15)
(Ded’ e
Y Tt g m @ (3.16)
(,DeA’ = (LOeA’
L fi'j >0 e inteiros ¥V (i, j)€ A" (3.17)

Note-se que:
o (n+1, (n+1)") é oinico arco de A" com vértice

> inicial n+1.Logo,em3.13), X fory=Fouraeny
(n+1,0)eA’

> final (n+1).Logo,em3.14), % fyq, ,},‘?‘;? g

s B A
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Prova: Provando que:

(a) qualquer solugdo admissivel de (B) pode ser transformada numa

solucdo admissivel de (B’), com o mesmo valor;

€ que:

(b) qualquer solugao admissivel de (B’) pode ser transformada numa

solugdo admissivel de (B), com o mesmo valor;
fica demonstrado o lema.

(a) Note-se que, qualquer solugao admissivel de (B) verifica:

por (3.2') e (3.4"),

Z ft',n+l » 2 fn+].£‘ = LnH G L Ln+1 20;
(£,n+1)eA (n+l,0)eA

por (3.2') e (3.3),

5 f1,€+d+(])= % f,,+d"()=L;+P,com L, 20.
(1,0)eA (Lhed ]

Seja F = {fi,j]' i, j €V uma solugdo admissivel de (B).

Uma solugdo admissivel para (B’), com mesmo valor da solugao F,

pode obter-se construindo F'= [ f,,"]. ] i, jeV’,da seguinte forma:

@ faeny=Fasre » VEEV
@) fr;+1.(n+1)' =Ly

(iii) fyp=f1, , VEEV

@ f,,. =L,

(v) fl.'j = f'.,j para os restantes valores de i, j€ V: (i, )€ A"

Sei ¥ : s = ’
(b) Seja F [f,- 1]’ i, j €V’ uma solugdo admissivel de (B”).

Construi = i, j
indo F [ f,.,j], i, j€V da seguinte forma:

® forre=Ffnerys » VeeV

—— | ——————-—
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@) fro=frp. VeV
(iii) f‘, i fl_'j para os restantes valores de i, jeV: (i. j)e A

torna-se 6bvio que F tem o mesmo valor de F’ e que verifica as
restri¢coes (3.2") para todos os vértices i e U , (3.3, (3.4") e (3.9).

Verificagao das restrigoes (3.2") para i =I,n+1:
e i=n+l
(3.13)e (3.14) =
=R pof L Somery =

(L,n+DeA’ (e,(n+1))eA

i I ¢ z f(ln+1)'.z=’

+1,
(n+1,0eA’ " ((n+1),0)eA’

€ Z fl,n+1 * fn+I.(u+1)' ¥
(Ln+1)eA’

= f l ,+ 2 f. T =
n+1,(n+1) ((n+!)’.t)eA' (n+1)’,

= >y Fopel™ z .y
(:;i)) (Ln+DeA (n+1,0)e A
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- Z _fH+d+(1)= z f5 ptd D)
@ (,0eA (e.heA
(i)

5 [B32)é verificadapara i = 1.

- F é uma solugao admissivel de (B) e tem o mesmo valorde F’. Q

O problema (B’) pode, por sua vez. ser transformado num problema de
transporte equivalente, considerando:
e como conjunto de origens: O = {1’. (n+ 1)’} w I, sendo:
J’, copia de 1, uma origem de (B’), com oferta a(l’)=P-d™ (),
por (3.15).
(n+1)’, copia de n+1I, uma origem com oferta a((n+1)’)= K, por
(3.14).

I=1{ieU: DG)> 0}  Por (3.12), estes vértices sdo origens de (B’),
com ofertas a(i) = D(i), e representam o0s
vértices desequilibrados por terem grau
interno superior ao grau externo, em Gp.

¢ como conjunto de destinos: D = {] e ]}u J , onde:

1 tem procura b(I) = P—-d " (I). Pois, por (3.16), o vértice / € um
destino.

n+1 tem procura b(n+1)=K. Por (3.13), n+ 1 representa um
destino.

J={jeU: D(j)< 0}, com procuras b(j) = —D(j) , por (3.12).

e como custos unitdrios de transporte de cada origem para cada destino:
scl(]) se i=l' A j=1
li,j ={sclin+1) se i=(n+1) A j=n+l (3.13)
spl(i,j) c.c.
Nt?s lemas seguintes prova-se que os custos unitdrios de transporte de cada
Oﬂgfm para cada destino, definidos por (3.18), sdo iguais aos comprimentos dos
caminhos de menor custo dessa origem para esse destino em G’ . De facto, neste

caso a resolugio de (B’) equivale 2 resolugio do problema de transporte
definido por O, D e (3.18), o que € ficil de entender.
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Lema 3.2: O comprimento do caminho de menor custo de /” para I, em G’, é

Prova:

De forma andloga pode provar-se o lema referente aos custos associados aos P
arcos entre os vértices representativos da ETRS, que se enuncia de seguida

igual ao comprimento do circuito de custo minimo em vazio que
contém /,em G.

Seja SP(I’,1) o caminho de custo minimo de /” para I,em G’.

Sabendo que U’, I) ¢ A’ entdo SP(I’,1) é formado por dois caminhos
de menor custo. Seja x e V’:

SP(17,1) = SP(I’,x) U SP(x,I’)
de comprimento:  spl(1”,]) = spl(1’,x) + spl(x,]) .
Note-se que este comprimento coincide com o comprimento do
caminho de menor custo em vazio pois, por hipétese, o custo de servigo

associado a cada arco € sempre superior ao custo de percorrer esse
mMesmo arco em vazio.

Logo, em G, este custo é dado por spl(],x) + spl(x,l).
Por outro lado, em G, o circuito de custo minimo que contém / € pelo

menos mais um vértice do grafo, pode considerar-se como sendo
formado por dois caminhos de custo minimo em vazio.

Seja:  SC(I) = SP(1,y) U SP(y.1),
de custo: scl(l) = spl(1,y) + spl(y,]) .

Como é 6bvio  spl(1,x)+ spl(x,]) = spl(1,y) + spl(y.]) ,

caso contrdrio ou o circuito considerado em G ndo representaria o
circuito de custo minimo, ou o caminho considerado em G’ nao

. ey 3 N £l
representaria o caminho de menor custo. : a
' o or;  prennkal MRS
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I{C\ll't\'\"k‘\ de E

Da formalizagao mrcxmlm.iu resultou entao um subproblema (B”) que pode ser
Ja 1c e did « X

resolvido pelo seguinte problema de transporte:

(PT1)  Min 2,7, = 2. Bl tie

,’L—',“(‘E[)
S.4.
‘DU) se el:Di)y>0
2; —alp)=4P-d (1) se i=TI icO
iy ]
jeD K se i=(n+1)
(= D()) se jeU:D(j)<0
«21 :h(jl:JPfd'([) se j=1 jeD
i,]
ie0 l[\' se j=n+1
'i>U VieO,jeD
",

As unidades a transportar da origem i para o destino j, f, i’ representam no

problema inicial PRRS:

e 0 niimero de vezes que é percorrido em vazio o circuito de custo minimo
que contém j, quando a origem e o destino sao copias do mesmo vértice
inicial (i=1"A j=1 ou i=(n+D)'Aj=n+l);

e ou o nimero de vezes que o caminho de menor custo em vazio da origem i
para o destino j € percorrido, nos restantes casos,

como se ilustra de seguida.

Exemplo 3.3: Seja P=2 e W =2. Considere-se a seguinte representagio do
vértice n+ /=5 e do grafo de procuras, onde 0s numeros sobre
os arcos indicam as respectivas procuras.

o
N P 11

Figura 3.4: Grafo de procuras e vértice n+ /

.-.\-
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O vértice: 1 ¢é uma origem com oferta P-d¥ (I)=2-0=2
e um destino com procura P-d ™ (I)=2-1=1;
4 éum destino com procura — D(4) =d ¥ (4)-d~(4) = I;

n+1=5 ¢ uma origem e um destino com oferta e procura K = 2.

Logo, a rede associada a (PT1) é:

a(l)=2 It scl(l)

spli(lin+ 1) gpi(1,4)
. o b(4)=1
spl{n+1,1)  splin+1.4)
a(d)=2 | ¥ scl(n+1) b(5)=2
Figura 3.5: Rede associada a (PT1)
Seja:
» foo, =15 =lety, =2, a solugdo Gptima de (PT1);

. (1, 2 ]) o circuito de custo minimo que contém /,em G ;
® (5 b 0 5) o circuito de custo minimo que contém 5, em G;

. (1, 4) caminho de menor custo de / para 4, em G;

entdo, o multigrafo associado a solugdo anterior é o representado na figura

seguinte

Figura 3.6: Multigrafo associado a solugo de (pT1)

Esta solugio nunca € pior que a solugio que se obteria se fossem
consideradas apenas as restrigdes de equilibrio dos vértices. *

.49 -
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A construgdo dos subproblemas garante que a soma do custo de servigo com g
valor 6ptimo do problema de transporte definido, representa um minorante
valido para o valor 6ptimo de PRRS, como se estabelece na proposicao seguinte

- * = .
Proposi¢ao 3.1: ‘-’-'—‘CAR +zpr; € um minorante para o valor ptimo do

PRRS, ou seja:
zszt.
Prova e B S ik
z 22 zp+2 zB,+CAR ZPTI+CAR =
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3.3. Algoritmo para a Determinacao de Minorantes

A determinagdo de minorantes para o PRRS pode entdo basear-se na relaxagao
apresentada. Como se provou ser possivel determinar minorantes para o PRRS
através da resolugdo do problema de transporte e do cilculo do custo de servigo,
o algoritmo que se apresenta de seguida pode ser utilizado na determinagao de

minorantes para o0 PRRS. O exemplo A, do final deste ponto, ilustra o
funcionamento do algoritmo.

Algoritmo LB: Determinagdo de um Minorante para o PRRS
0. Dados: P, W; d™(i),d™ (i), VieV; cl.‘j,V(i, j)eAg; dl.'j,V(i, j)eA;
1. {Inicializagdo}
11 Calcular: O ; K; D(i),VieV;C, ;
R

1.2 Determinar o caminho de menor custo em vazio entre qualquer par de
vértices;
1.3 Determinar o circuito de custo minimo em vazio que contém /;

1.4 Determinar o circuito de custo minimo em vazio que contém n+/.

2. (Construgio da rede para o problema de transporte }
2.1 Definir as origens e respectivas ofertas por:
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2.2 Definir os destinos € respectivas procuras por:

Se Destino (j € D) Procura: b(j)
n+1 K
DU)<0 AdT(D2P 1 -D(I)

D)<0 Ad (<P
ou 1 P=d=(H
D20 Ad (D<P

jel J

-D(j)

Tabela 3.3: Destinos de (PT1)

2.3 Definir os custos unitrios de transporte de cada origem (i € O) para
cada destino (j € D) de acordo com (3.18).

3. Determinar a solugdo 6ptima do problema de transporte definido em 2. e
*
o respectivo valor 6ptimo, z ., -

4. Calcular o valor do minorante, z=Cyp +z;n.
Fim.

No demplo que se apresenta de seguida, ilustra-se 0 funcionamento deste
m | o . [ ’e ]

e 3

i
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Considere-se a seguinte representagio do grafo de procuras conjuntamente
com o vértice n+1/:

Figura 3.7: Grafo de procurase n+1=11

0.1 [19
Logo, ‘V—W—"=|‘—4-"=5 =K = 52 s

A rede associada a (PT1) é 1

a(l")=2 I scl(l) 1 | b(l)=1

%sﬂ(u)
spl(1, 11 N L o
spl(1,4 _
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Considere-se que a solugdo optima de (PT1) é:

[l',.; =2 15‘4 =1; 17’] =1 I][,'” =3.
Sendo SC(/1)= (11,6,11), o multigrafo solugao associado ao minorante em
o é o apresentado na figura 3.9. Nesta figura os arcos a tracejado estio
(PT1) e representam os caminhos mais
0s vértices.

questa
associados 2 solugdo Optima de
curtos a percorrer em vazio entre os respectiv
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3.4. Relaxacoes com Inclusao de Restrigoes de Equilibrio,
Capacidade e Conexidade

3.4.1. Introdugado

Entre as restricoes do problema ndo incluidas na relaxagdo anterior estdo

algumas restrigdes de conexidade. Assim, neste ponto vao deduzir-se novos

minorantes, baseados na resolugdo de subproblemas que resultam de incorporar
algumas destas restrigdes em (B).

Se o grafo de procuras contiver diferentes componentes conexas equilibradas
(ou seja, em que todos os vértices tenham grau interno igual ao grau externo)
pode ser definido um novo subproblema cuja solugdo inclua a ligagdo de cada
componente conexa equilibrada ou a n+1 e/ou a restantes vértices do grafo.
Para tal, considera-se em (B) uma restrigio associada a cada uma dessas
componentes. Com estas restrigdes tenta garantir-se que o nimero total de arcos
que devem incidir em vértices da componente € pelo menos suficiente para
efectuar o servi¢o na componente, como se exemplifica de seguida.

Exemplo 3.4: Considere-se o seguinte grafo de procuras, em que 0s numeros
sobre os arcos indicam as respectivas procuras.
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goes com Inclusdo de Restrigoes de Equil

ibrio, Capacidade e Conexidade / Introdugao

definido em (2.2)-(2.15), as restrigdes de conexidade
fungdo da existéncia de arcos de procura ou de cpias
cada possivel subgrafo. Podiam, porém, ter sido
rocura total em cada subgrafo. Neste caso, e

No problema inicial,
(2.11), foram escritas em
de arcos de procura nula em

escritas tendo em conta a P
considerando a agregagdo das restricoes para o conjunto das subrotas de cada

rota, viria:
B il Do ‘
2 a5 W2, Z[":.j“f.jj vScV\n+lhp=1...P.Q11)
ieSjeS ieSjes

P
Somando em p e fazendo, como anteriormente, i o 3. yipj , resulta;
07 st

P
ngwzz E _rf"j+fi‘j vScv\{n+lI}, (3.19)

ieS jeS \ p=I
onde Q¢ = Z Z q; jxt."’j representa a quantidade total de residuos existentes
icSjeS
no subgrafo induzido pelo conjunto de vértices S.

Considere-se que existem nc subconjuntos de vértices Vlg c Vp, tais que:

H1) VieV‘,g'. a'—(i)=d+(i), ou seja, todos os vértices de V; sdo

equilibrados;
: A oyl oyl I . ,
H2) [{(1;1)‘ IEVR, ‘IEVR}U{(‘i.’}- levf’ ]EV;}] nAR=®,

H3) e que o subgrafo por cada um deles induzido em G R é conexo.

O subgrafo de procuras, conjuntamente com o vértice n+ I, pode entdo ser
escrito da seguinte forma:

fj ¢
Gl
=] R R

. £ durl - 3t
onde: G, -(VR’ A R) representam as diferentes componentes CONexas
equilibradas de G R’
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nc
e (| PR {7 = ¢ (1)
G —(l,AR) com ¥ =\ UVR 1
i=1

nc
- ¢
e Ap = AR\ U Ap> representando os arcos de
(=1

procura entre vértices de V' .

P
Por H2), Y, X, X xf;=0, Vi=l..ne.
p=1

el g il
JGVR jGVR

Se Q, = Z q, for a quantidade total de residuos na {—€sima componente
aeA;
conexa, (3.19) vem:

Q
g,=w X & f; e b f'_'jz{—wi] Ve=1,...nc. (3.20)

.l ol BT A AP § 14
i€V JEV, !EVR jEVR

Defina-se para cada componente conexa equilibrada, ou seja, V{=1,...,nc,

QF
K, slﬁ,—l (3.21)

K , Tepresenta o nimero minimo de arcos com extremo inicial em vértices de

Vls e final em vértices de V \V; . existente em gqualquer solugao admissivel do
PRRS. Este valor é obviamente igual ao nimero minimo de arcos com vértice
final em vértices de Vig e inicial em vértices de V \V; .

D Note-se que 1 € V', pois esté-se a supor que d*(I<d™ (<P.




Relaxagdes com Inclusao de Restrigoes de Equilibrio, Capacidade e Conexidade / Introdugdo
e

Em vez do subproblema (B) considere-se entao:

®1) Min 25, = X % fij (3.1B1)
(i, )EA
sa.
B b fy=PO o VieV (4
GeA  (LikEA
g a4 (3.3
(1,0EeA
] Z fn+l.t'>'K (3.4")
(n+1,L)EA
Y fjzK, f=1..,00 (3.20)
ieVq @.j)eA
Ve
| f;20¢ inteiros Y (i, j) € A. 3.9

As restrigdes (3.20), aparecem pela primeira vez, e impoem que O nimero
minimo de ligagdes com cada uma destas componentes conexas equilibradas
seja suficiente para que o servigo possa ser realizado, tendo em conta a
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dos vértices destas componentes resultem nao equilibrados. No entanto, passa a
ser possivel ligar os vértices em cada um dos conjuntos V’g com os restantes

vértices do grafo, com pelo menos K ; arcos.

A relaxagdo (B3) é designada por relaxagio com duplicagdo de destinos. Nesta
¢ mantida a estrutura inicial dos vértices dos conjuntos V‘; (£=1,...,nc), nio
desequilibrando vértices inicialmente equilibrados. Para tal, e tendo em conta
que (B1) representa um problema de fluxos com trés conjuntos de restrigdes

adicionais, duplicam-se todos os destinos e considera-se que o fluxo de uma
origem para um destino pode passar directamente dessa origem para esse
destino, ou via as componentes conexas equilibradas, considerando todas as
hipéteses possiveis. Obtém-se, neste caso, um problema de fluxo de custo
*

minimo, com valor 6ptimo z B3

3.4.2. Super—Vértices

Na tentativa de exigir que no multigrafo associado a solugdo do método para
determinar minorantes exista um certo nimero minimo de arcos de procura nula
incidentes em cada componente conexa equilibrada vai representar-se cada um

dos nc subconjuntos de vértices V‘: por um super—veértice.

Defina-se entio o grafo G = (’l?, ﬁ) , onde:
* 0 conjunto de vértices é V=V US, m

‘ﬂc : b
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Assim, define-se A por 1

(i,j)eA  se (i,j)e A A i,jeV;

i,5.
J

S;2J

(' )eﬁ se i€V A 3veV‘g:(i,v)eA;

')eﬁ se 3ueVI‘;: (u,j)eA A JEV:

(s.,s.)eﬁ se JueVh; veVéf: (u,v)eA.

L

Os custos associados a cada arco (i,j)e ﬁ,com i # j, sdo dados por:

[~

i se i,jeV;
Min {spl(i,v)} se i€ VAj=s.€8; |
veV] :
‘_J,=.Min.{spl(u,.i)} se i=5,€SA JE v;
. ueVy
::l&{npl(u,v)} se i=s,j=5,€S.
ez
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Exemplo ~A: Considere-se de novo o exemplo o4, em que o grafo original estd
representado na figura seguinte:

Figura 3.11: Grafo G

Neste caso, G representa-se por:
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Representando por fl j

em vazio, pelos P veiculos, obtém-se:

(B2) Min zp, = T A

(i,))eA
s.a:
( - a
Z, f,-_," Z - fg,,
(i,0)eA (£,i)eA
;. S >P-d*(l)
(1,0eA
i Z y fn+l,! 2K
(n+1,0)€A
- fl.j 2K,
(L, j)EA
{ f'.'j >0 einteiros

V%ES

V@, j)e A

, Capacidade € Conexidade / Super—Veértices

VieV

o nimero de vezes que O arco (i, j) €A é percorrid
o

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

. -. * & * *
Assim, zp, CAR szm+CAR$z e os subproblemas (B2) e (A)

proporcionam um minorante vélido.
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e 0 conjunto de destinos ﬁ={1, n+1}uSuJ=DuS.onde:
I tem procura b()=P-d~(I);
n+ 1 tem procura l;(n+]) =K,
W= {sj.....snc}, com procuras b(sj)=Kj;
J={jeU: D(j)<0}, com procuras b(j) =-D(j).

e 0s custos unitdrios de transporte de cada origem para cada destino iguais
aos comprimentos dos caminhos de custo minimo dessa origem para esse
destino, sao dados por ‘!’;

(scl(1) s i= TR =]
scl(n+1) se i=(n+I)’ A j=n+l
scl(st) sei=s, €8 A j=s,€8
spl(i, j) seiel A jel

I. . =1 Min{spl(u, j)} sei=s)eS A jeJulln+l} (328
Ll ueV‘: !
Min {spl(i,v)} seie lU{l'(n+ D} A j=5,€8

4
VE VR

Min {spl(u,v)} sei=s,e 8’ A fa—gﬁ:g e
ueVl, W

o 2 e
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Lema 3.4: (B2) ¢ equivalente a0 seguinte problema de transporte:
(PT2) Min zpr; = Z Zli.j b
jeDie0
sa:

Z ;:j Za(!) er é
je[)

€0

| H‘.jEO V!'EOA,jeb_

Q

~

As unidades a transportar da origem i para O destino J, t, T representam no

problema inicial, PRRS:
e sei=l'Aj=1 ou i=(n+)’'Aj=n+l
o nimero de vezes que é percorrido em vazio 0 circuito de custo
minimo que contém J;

e se i=s;€S' A j=seeS

o niimero de vezes que sdo percorridos em vazio caminhos de custo

minimo entre pares de vértices de V; contendo pelo menos um

vértice de V \V"; :

e seiel A jel
o nimero de vezes que o caminho de menor custo em vazio da
origem i para o destino j é percorrido;
* se i=s;, €S’ A jeJU{I,n+I}
o nimero de vezes que o caminho de custo minimo em vazio d0
£ .t f . . . . . 2 - .
vértice de VR mais préximo de j para o destino j € percorrido;

* se ielu{l’,(n+1)'} A j=s{eS
o nimero de vezes que o caminho de menor custo €m vazio da
. . . 1 1
origem i para o vértice de V ; mais préximo de i € percorrido; !;
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* se 1'25;6.5' A jzskES

o numero de vezes que € percorrido em vazio o caminho de custo

minimo do vértice de VI; mais préximo de V; para V:; .

A prova do lema 3.4 passa pela transformagdo de (B2) num problema de fluxo
de custo minimo equivalente, (B2’), tal como foi feito anteriormente ao se
transformar (B) em (B’).

A construgio de (B2’) baseia-se também na defini¢io de um novo grafo

G’ = (17 /i) , onde:

- \}':fu{j’,(n+1)’,s;,s’ ..... Ci };

= [,2. {A:+1u,&;'uu A: ] A+ 1,(n+ D}(1.1) o

nc nc

’ 1+ 1+ it
U EUI{(%S’)}U Apeny VAP Y U ASE '
- =]

com A;:{(k,j)e A: jev} e Ak*,={(k',j} (k.j)e A, jeV}.

Analogamente, os custos unitdrios associados aos arcos de A’ devem ser
definidos por:

~ -~

d se (i,j)e A’ resulta de (u,v)eA

-, u,v

0 e.c

E entio possivel provar que o valor 6ptimo de (PT2) somado com o custo de
servico fornece um minorante vélido para o valor éptimo do PRRS, como se
estabelece de seguida.

Proposigao 3.2: z,=C R +z.__ é um minorante para o valor 6ptimo do
R

PT2

PRRS, ou seja:

L 3 e T R S
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- 66 -

de Restrigdes de Equilfbrio, Capacidade ¢ Conexidade / Super—Vértices
(-

Para este exemplo a rede associada a (PT2) é:

Exemplo A:
a5)=l (5 3) b(3)=
an=l (7 4) b4)=I

a(s'))=2 [1 ¥ b(s,)=2

a(l=3 | 1I' 11| b(11)=3

Figura 3.13: Rede associada a (PT2)

Onde, por exemplo,

i, 4= Min {spl(i,4)} =spl(8,4);

5.y 3 1
|
IEVR

P, . = Min{spl(11,))} = spl(11,8);
" jeV’;

l;, - he scl(s])= spl(8,5) + spl(5,8) .
1"
Considere-se que a solugdo 6ptima de (PT2) é:

P SRS Yyt N T =1, =1;
TR A Sk L Pt AP PRl T el

=1ty =%
O multigrafo solugdo associado ao minorante em questio € o da figura 3.14.
Nesta figura os arcos a tracejado estio associados 2 solugdo 6ptima de (m)

€ representam os caminhos de custo minimo a percorrer em vazio entré 05
respectivos vértices.
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Figura 3.14: Multigrafo associado a solugio de (PT2)

(=

Neste multigrafo, embora existam arcos de procura nula a incidir em vértices

de V,ﬁ , 0s vértices 8 e 9 estdo desequilibrados, tendo em conta todos os arcos

representados. *

Assim, o multigrafo solugdo resultante deste minorante pode, como se verifica
neste exemplo, resultar ndo Euleriano.

3.4.3. Duplicacao de Destinos

Considere-se, antes de mais, que existe apenas uma componente conexa

equilibrada, nc =1, e represente-se por s. Seja V}‘; o conjunto de vértices na

componente conexa.

Neste ponto constréi-se uma nova relaxagdo na tentativa de manter o equilibrio
dos vértices da componente conexa equilibrada ao exigir a existéncia de arcos

incidentes em vértices de V’; Assim vdo duplicar-se todos os destinos de
(B1) 'V e considerar que os arcos que ligam as origens aos destinos duplicados

representam um caminho que passa por vértices de Vp .

Vio ainda ser introduzidos dois conjuntos de restrigdes que embora inicialmente
redundantes, o deixam de ser no problema final que se obtera, fortalecendo
portanto o valor do minorante.

(h
Problema definido na pdgina 58.

8-

s sl Nl
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0, de novo:

Considerem-se, enta
o as ofertas em cada origem ie0:
D(i) se ieU:D@i)>0

/

alijie Peedo () S8 i=1

K se i=(n+1)

e as procuras em cada destino j€ D:

- D(J) se jeU:D(j)<O0
b(j)=4P-d (1) se ye=i
WK sen =+

Definam-se as variaveis:
representando o nimero de vezes que € percorrido em vazio o

i
L
caminho de custo minimo de i para j. Como anteriormente, este caminho

tem custo [i‘j definido, por (3.18);

g

repr : i - '
i j presentando o nimero de vezes que € percorrido em vazio 0
caminho de custo minimo de i para j, que intersecta V; . O custo € dado

= Min {sp[(i,v) +spl(v, J) }
l'EV‘é

por [°.
£

-68 -
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Seja o problema:

(BY) Min zpp =73 3L f (3.29)

ERA LR,
AV W Sl

jeDieO jeDieOi'j il
sa:

IR O (3.30)
jeD jeD 3
Z £ o Z fij=b() VjeD (3.31) b
ie0 e s_.‘é
-
2 £, :<b(j) YV jeD (3.32) i3t
Lt Uiy =
i€0 i
WA VjeD (3.33) %
i€e0 w'
= g
i, £ 2K, (3.34) i
jeD i€0

iy ;20 einteiros Vi€ O;Vje D (3.35)

*,.’j >0 einteiros Vie O;Yje D. (3.36)

A componente conexa equilibrada, s, pode ser encarada como ponto obrigatério
de passagem para K, unidades do fluxo a enviar na rede das origens de O para

os destinos de D.

As restri¢des redundantes, introduzidas de novo em (3.32) e (3.33), deixardo de
o ser quando forem relaxadas as condigdes (3.31).

Lema 3.5: Os problemas (B1) e (B1’) sdo equivalentes.
Prova: Seja: f uma solugdo 6ptima de (B1), de valor 6ptimo z; P

F" uma solugdo 6ptima de (B1’), de valor 6ptimo z; e

Provando ser possivel construir:
a) uma solugio admissivel para (B1’) , a partir de f *, de valor igual
*
A gy
b) e uma solugio admissivel para (B1), a partir de ;4 * . de valor
igual a Z*B T

fica demonstrado o lema.
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Relaxagdo com [nclusdo de

a) Algoritmo: Construgdo de uma solugao admissivel para (By) ,

partir de f

: ¥ § A
1. VieO,jeD fr._j.—(). _f”,_o‘

AL b R (ol
7. Se existirem VErtces de V, por analisar:
1 i e X
considerar um qualquer, seja v € V %
Caso contrdrio, ir para <
s o *
2.1. Considerar uma variavel nao nula fu e 0:

5.2, Encontrar, na solugao 6ptima de (B1) um caminho

maximal em vazio que contenha (u,v). Seja
P(i‘j) = (i ..... EVunes j);
Entio, i€0 ¢ jeD;

2.3. Retirar o caminho encontrado da solugdo Gptima,
fazendo:

ft;-ii — f;-ﬁ -1 V(a,B)e P(i,j):

s | i
24. Se veVR fazer: fl.‘j<—f‘_’j+]

Caso contrdrio, fazer: ft i — fl j +1;

2.5. Se ainda existirem varidveis ndo nulas associadas a v,
_ a *
na solugdo 6ptima f , voltar a 2.1

Caso contrdrio, ir para 3.;

3. Se existirem vértices de V com varidveis associadas ndo
nulas:

Considerar um qualquer, seja veV;
Voltara 2.1.;

Caso contrdrio, Fim.

A solugio f assim construida é, obviamente, admissivel para 0
problema (B1").

Falta entdo provar que o valor associado a esta solugdo admissivel
e -
zm..elguala 2g;-

70~

'
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Cada unidade adicionada na varidvel fl-sj foi determinada a partir de

um caminho em vazio, de i para j, que intersecta V;, ou seja, a partir

de P(i,j):(z’ ..... 7ty L j),com veV‘é.

O custo unitério associado a f[_‘j é [ifj = Min {spl(i,v) +splv. ) }.
: : veVy
R

O custo do caminho P(i,j) é igual a: 2 d_
(a,B)eP(i, )

Logo, [’ ., representando o caminho de menor custo, em vazio, de i
0]

- : 5 - 15
para j que intersecta VR , verifica: l:‘ T 2 da
(a,B)eP(i, )

Por outro lado, P(i. j) € um caminho em vazio de i para j que
intersecta V,; , na solug@o 6ptima de (B1), logo tem que ser o caminho

de custo minimo. Caso contrario podia ser substituido por um de custo
o ar * - "
total menor (0 de custo minimo) e a actual solugdio f ndo seria

6ptima.

. S A
Assim, I'.‘ = 2 da
(a,B)e P(i, j)

De igual forma se prova que o custo unitério associado a cada variavel
f~l. j de (B1’) € igual ao custo do caminho que lhe deu origem, ou seja:

B 2  %ap
(@.B)ePG, j)

Logo z BY e fica provado a).

= AN
b) Algoritmo: Construgdo de uma solugdo admissivel para (B1) a
partir de f s
L YiieV: fl_ j =0;

S~ L -
2. Se  existir uma varidvel f'.’j > 0 ainda nao analisada,
ir para 3.

Caso contrdrio, seja f'_‘j > 0 varidvel ainda ndo analisada;

Se existir, ir para 4.
Caso contrdrio, Fim.

<90
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3. Identificar © caminho de custo minimo de i para j que

intersecta V; , seja:
P(i.j)-—-(i ..... oVt j)

*

Fazer: fa,ﬁ :fa.ﬁ +f,-'sj~ V(O‘-B)E PUJ);

Voltar a 2.,

4. Identificar o caminho de custo minimo de i para j, seja:

Pli, 1) = liveoesttsVoner 1)

Voltar a 2..

A solugdo f assim construida ¢ admissivel para o problema (B1) e tem

valor

*
ZBI e t.B]r »
pois, o custo do caminho de menor custo entre dois vértices € igual a
soma dos custos dos arcos que fazem parte desse caminho.

Logo b) ¢ verdadeira e o lema fica provado. Q

Ignorando em (B1’) o conjunto de restrigdes (3.31), obtém-se a relaxagao:

B3) Minzp, =Y Y1 .f .+ Y L5 (3.29)
JjeDie0 jeDieO
s.a.
¥ 'f'u +y f‘.“j=a(i) VieO (3.30)
jeD jeD
Y f, jSbUi) VjeD (3.32) |
i€0 é
e i
2 f <bij) VjeD (3.33)
4 ie0
T Ak (3.34)
JeD ie0
f,.‘j 20 einteiros Vie O;Vje D (3.35)
fi;20 einteiros  Vie 0;Vje D. (3.36)

-Th%
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Este problema pode ser resolvido como um problema de fluxo de custo minimo
numa nova rede.

Considere-se entdo o grafo G = (V,A), onde V=0uUDuD* u{F,v,T},
sendo:

s D = {}' je D} o conjunto de réplicas dos destinos;

e F aorigem da rede;

e T odestino da rede;

¢ Y um vértice utilizado para garantir (3.34), ou seja, que o fluxo que passa
na componente conexa equilibrada tem o valor pretendido, igual a K .

Assim, todos os destinos duplicados s@o ligados a ¥ com um arco de
custo nulo e de capacidade igual a procura no destino. E criado o arco
(Y,T) de custo nulo e com capacidade igual ao valor que se fixa como
limite inferior para o fluxo de (Y,T), ou seja, igual a KS x

Os arcos e os valores a estes associados, ou seja, o custo, a capacidade e o limite
inferior ao valor do fluxo sdo definidos na tabela seguinte.

& ~ : Limite
Arco (i, j)e A Custo f‘.,j Capacidade Tufctio:
(F.i)e 4, VieO £y ;=0 a(i) a(i)

(i,j)JeA seicOA jeD 7.’., ol Min{a(i);b(j)} 0

(i,}')eﬁ seicOajeDl | i it Min{a(f);b(f)} 0

i,] Tyl
(7.Y)eA se jeD® i, =0 b(j) o
(r.7)e kol K K
(iT)ed, VjeD 2 0 b(J) 0

Tabela 3.4: Rede para o problema de fluxo de custo minimo

-T3L




o, Capacidade e Conexidade / Duplicagio de Dest;
stinos

Relaxagdo com Inclusdo de Restrigdes de Equilfbri
Obviamente que resolver (B3) equivale a determinar o fluxo de custo mip;
; : ~ 1ni
de F para T na rede dentificada pelo grafo G e pelos parametros do quad 3Tno
= ro
te novo problema por (B3) , de valor 6ptimo g 4.
B3

Designe-se €s
¢ um minorante para o valor 6ptimo ¢
0

+t
3 R B3

PRRS, ou seja:

:CA

(8]

Proposicao 3.3:

1

g
®

Exemplo SA: Parao exemplo que se tem considerado o grafo G é:

Min{a(1);b(1))
| b(1)=1
: Min{a(1);b(4)] o b(3)=2
o \’ T b(d)=1
‘\4 \bun=3 T
D’

=K =2

=a(5)=1 o
-
=a(7)=1 V\‘e
\ A b(l)=1
=a(ll)=3 o
. b(3)=2 Y
b(4)=1
e b(11)=3

Minfa(11):6(11))

7

o)‘

S

L

-

Fi : :
gura 3.15: Rede associada ao problema de fluxo de custo minimo

Com o objecti =
alguns d:: J;f;t:,:o de ndo sobrecarregar a figura, representaram-Se apenas
e as respectivas capacidades. Estas, quando antecedidas pelo

sinal de igual indi 48
gualdade indicam a existéncia de um limite inferior de igual valor

S o
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Note-se que em qualquer solu¢do 6ptima do problema de fluxo se tem

sempre:

Z_;T!_ g th(f) = Zh(j) = K‘_+ Z ,7][

fe0) ie0 jeD jeD
sendo neste exemplo a oferta total igual a 7.

Considere-se ainda que se determinou a seguinte solugdo Optima deste
problema de fluxo:

oY S g S i L R e o ATOSERR O an L o T
ff’.,z’z‘ -fm*’,‘ -f/f'q_l‘fu’.n_"‘ 5|;7_1‘ f;;,g‘]'

Seja (5.8,9.11) o caminho de custo minimo de 5 para // que intersecta VI‘; .

(I 1,8,5,4) o caminho de custo minimo de /] para 4 que intersecta V‘; :

Entdo, o multigrafo associado a esta solugdo €é:

Figura 3.16: Multigrafo associado a solugao de (§3)

Neste caso o equilibrio dos vértices de VE é conseguido a custa da violagao

da procura nos destinos 4 e /1. 4

Esta relaxagio é sem divida a de resolugdo mais dificil, ndo s6 por se basear
num problema de fluxo de custo minimo em vez de num de transporte, como
também por ser necessério considerar redes de maiores dimensoes que nas
relaxacdes anteriores. Por outro lado, s6 € possivel ter em consideragdo uma das
componentes conexas, ndo sendo incluidas restrigdes as restantes componentes
que eventualmente existam.

i




Comparagoes entr

=30-=

¢ 0s Minorantes

3.5. Comparagoes enire 0s Minorantes

Neste ponto vao estabelecer-se algumas propriedades para comparar og valors

optimos das relaxagoes. Embora se prove que nenhuma das relaxagdes doming

as restantes, estas comparagoes vao ser possiveis em determinadas instancias

Relembre-se entdo que Nd primeira relaxagao ¢ resolvido um problemgy @

transporte (PT1), com 0 objectivo de equilibrar todos os vértices que no srafo
de procuras estdo desequilibrados impondo, em simultaneo, grau minimg nos

dois vértices especiais, / e n+1. O valor 6ptimo de (PT1) foi designado por
*

2pr1

A segunda relaxagao ¢ também baseada num problema de transporte, (PT2), de
valor 6ptimo :;Tg. Neste problema consideram-se como origens e destinos a
componentes conexas equilibradas, para além das origens e dos destinos de
(PT1). Cada componente conexa equilibrada € entdo representada por um
super—vértice, perdendo-se a informacdo da sua estrutura na resolugio de
(PT2). Assim, embora no multigrafo associado a solugdo deste problema
existam arcos em vazio incidentes nos vértices das componentes, podem neste
multigrafo ser desequilibrados vértices que em G sdo equilibrados.

Na terceira relaxacdo desenvolvida nunca resultam desequilibrados veértices
inicialmente equilibrados. Baseando-se na resolu¢do de um problema de fluxo
de custo minimo, (B3), nesta relaxagdo sdo introduzidas as restrigdes associadas
i componente conexa equilibrada permitindo-se uma perda eventual do
equilfbrio dos destinos de G, garantido nas duas relaxagdes anteriores. O valor
optimo deste problema é 2;3

No que se segue, e dado na terceira relaxagdo s6 serem incluidas restrigos
referentes a uma componente conexa, supde-se nc = I. Simplifica-se assim 2
exposicio sendo os resultados referentes as duas primeiras relaxagoes

generalizdveis para o caso de existirem duas ou mais componentes coneXs
equilibradas.

Considere-se entio que G ¢ formado por pelo menos duas componen
conexas, sendo apenas uma delas equilibrada. Represente-se por V; o conjunto
= vertices na componente conexa equilibrada, e por s © super—Vérie
associado.

Seja K definido, como habitualmente, por (3.21).
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Instincias em que a primeira relaxagao domina a segunda podem entdo ser
identificadas com base na proposi¢ao seguinte.

Proposi¢ado 3.4: Se a solugdao Optima de (PT1) estiverem associados pelo
menos K, caminhos de custo minimo, de origens de O para

destinos de D, que incluam vértices de V‘; , entdo
* *
b4 2z ;
PTI A2
*

Prova: Seja t; j, i €0, j € D uma solugdo 6ptima de (PT1).

* - - - .
Se a t; j, i€0,jeD estiverem associados exactamente V' K,

caminhos de custo minimo, de origens de O para destinos de D, que

. 5 = ~
intersectem V_, esta solugdo pode ser transformada numa solugdo

admissivel de (PT2), como se segue:
0. Inicializar Fij(_O; VieO, jeD;
1. Paracada ieO e jeD:

i) Se SPG,j)NVS=0, fazer 7. 1t ;
R L) 1]

ii) Se SP(i,j)r\V; #@ , fazer:

- * -

lis € ti.j s

N
tS',j ""i.j +t.$".j

A solugdo assim construida é admissivel para (PT2), pois

e Se ieO
A . _
Z t .= Z t:j + 2 t i =af(i)
jeb jeD s jeD
SP(i, )NV p =2 SP(i,j)nVp #@

e Se i=gs

z_fs’.j = K

jeD

B g existirem mais de K; caminhos nas condigbes do enunciado transformar a solugdo

6ptima de (PT1) numa solugdo admissivel de (PT2) pode ser feito com base no
algoritmo que se apresenta, repetindo 1.ii) para os primeiros K caminhos e 1.i) para os

restantes.
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bl Brosae) VieO.
jeD i

Prova-se de forma semelhante que z’)fu =b(j) VjeD.
1el

Logo, a solugao construida é admissivel para (PT2).

Seja zpp, © valor desta solu¢dao admissivel. Cada um de KS caminhos

de custo minimo de i€ O para je€ D foi substituido por dojs
caminhos de custo minimo: SP(i,s) e BHLE )

=4, +2 . +£ . com uyveV:.
NCS[CS Ccasos, £lj [["u u,v v,J] R

Logo,

* *
=~ > 7 = .
=2Zpr) < Lpra < “PT2

Identificam-se de seguida instincias em que a desigualdade da proposigdo é
estrita.

Corolario 3.1: Se 2 solugdo 6ptima de (PT1) estiverem associados pelo
menos K caminhos de custo minimo, de origens de O para

destinos de D, que intersectem V; e pelo menos um dos arcos

de um desses caminhos tem os dois extremos em vértices de
Ve a
R’ entao
* *

>Z

Zpr1 ~ pT2°

Prova: pela proposicdo 3.4, nas condigdes do corolério, Z;’T ;2 z;,n .

SejaieO, jeD e SP(i,j) = SP(i,u) U (u,v) USP(v, j), u,vev;.

Entao,
AT Y. 1
" +£u’v +£v,j > 51.’“ +£w. (3.?53) !.".!s + fs,_j =5

*

*
PTI)ZPTZBZP‘Q' Q

=12

tlficadas inst&nciaf em que a primeira relaxagio domina a segunda
identificam-se de seguida instancias em que a terceira relaxagdo é dominada
nbém pela primeira.
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03.5: Se a solugao 6ptima de (PT1) estiverem associados pelo

Proposica

menos Ks caminhos de custo minimo, de origens de O para

destinos de D, que intersectem V; , entdo

L ] > *
ZpT1=%B3"

prova: Seja f; i € 0, j € D uma solugdo 6ptima de (PT1).

Sea r.tj. i € 0, j € D estiverem associados pelo menos KS caminhos
L

de custo minimo de origens de O para destinos de D que intersectem

V";, esta solugdo pode ser transformada numa solugdo admissivel de

(B3), como se segue:
0. Fazer f . 0; f; «0: Vie0, jeD;

1. Paracada i€ O e je€D

. LI e = * 3
).  Se SP(:,])(‘\VR—Q, fazer f‘,‘jé-rl_'j,

. b Lk 5 — *
ii) Se SP(:,;)mVR¢® , fazer fl.‘j<—tl,‘j.

A solugdo assim construida é admissivel para (B3), pois verifica as
restrigoes:
e (3.30), se ieO
~ =i SN * , A
A EARE A L

jeD jeD jeD
SP(i,j)nVp =2 SP(i,j))nVg #@

e (332),se jeD
DI Y

i€l » i€0
SP(i, j)nv; =0

* (3.33), se jeD

p 3 AR, PR T Y \
iep " i€e0 -

SP(i, j)N\V g #@
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= . . 3
e (3.34), existindo pelo menos KS caminhos a intersectar VR’

£r. ek .
Z Z fi,j T
jeD i€0
, " *
O valor desta solugao admissivel, Zp3s € igual a Zpr;? logo,

*
4 >z

Zpr; =%p3 = B3" u

Nas proposigoes anteriores foram identificadas algumas das instancias em que a
primeira relaxagdo domina as duas restantes. De seguida vao estabelecer-se
condigdes para dominancia das duas ultimas em relagdo a primeira. Fica assim
provado, como jé se tinha sugerido, que nenhuma das relaxagdes domina outra,

z

Proposicio 3.6: Se o multigrafo associado a solugdo Gptima de (PT2) ¢
equilibrado, entao

* *

>
Zpr2 = %pTI"

Prova: Seja E’j‘ ieO A jeD uma solugio 6ptima de (PT2), nas

condi¢des da proposigao.

Cada caminho de i € O para j € D que intersecta Vy pode decompor-
se em dois caminhos, um caminho de i para um vértice v € Vg e outro

de veVy para j.

g oo ol - % e - s
Logo, sob as hipéteses da proposigao, b B Z tv.j’ Vve VR'
ie0 jeD

Construa-se a solugdo t‘.‘j, i€ 0, je D como se segue:
0. Inicializar t‘.‘j «0; VieO, jeD;
1. Paracadapar i€ O, je D:

Se (?"s >0 e t";‘j >0]

fazer: t; . « Min {tﬁ-* 'f; j};

Caso contrdrio, fazer: t, .t
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A solugao rI. T i€ 0, je D assim construida € solugdo admissivel de

(PT1), pois:
Y t,= 25 =ad)Vieo
jeD jeD
Z‘;.j = Zx‘.’j =b(j) Vje D.
ie0 i€e0

Por outro lado, na construgdo da solugdo admissivel de (PT1), de valor

Z , caminhos de menor custo de i para j que intersectavam V,';

PTI
foram substituidos por caminhos de menor custo de i para j. Logo,

*

*
- >
Zpr2 = %pTI = %PTI -

Foram entdo identificadas instancias em que a primeira relaxagdo domina a
segunda e vice-versa. Exemplifica-se de seguida que se na solugdo Gptima de
(PT1) nio existirem pelo menos K caminhos de menor custo a intersectar VR
e se a solucdo 6ptima de (PT2) ndo proporcionar um multigrafo equilibrado,
entio as duas relaxagdes ndo sao comparaveis.

Exemplo 3.5: Considere-se que 0s arcos representados na figura seguinte sao a
dinica diferenca entre as solugdes 6ptimas de (PT1) e de (PT2).
Assim, t:j = ] na solugdo 6ptima de (PT1). Na solugdo Gptima

de (PT2), I =1le i,

i, 7

@ ---------- Arco na solugio

optima de
(PI1) o

I

(PT3)

Figura 3.17: Diferengas entre as solugdes de (PT1) e (PT2)

Em (PT1) o arco (i, j) representando o caminho de custo minimo conduz a

f, S0 0 +L
L] LV v

1 vl.vz 2-]

-81-
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Logo 5 *
s €EJ>F1-J,!+Q.2J=°Zpﬂ):PT: ‘
. .
se £, j <£“'1 +€v:'j_ = Zpr; <Zpry
. .
se E,-jzf,'_,~]+€»v2‘j=>:PTIZ:PTJ | .

Instancias em que a terceira relaxagao domina a primeira sao identificadas de
seguida.
Proposicio 3.7: Seja F* uma solugdo 6ptima de (B3).
8 WieD Y f .+ 1 =b)
T L)
ie0 ie0

* *

= : >
entao, Zp3 —ZPTI -

Prova: Se VjeD, 3.f .+ 2f° =b(j)
: s i L]
ie0 ie0

entdo as restrigoes relaxadas de (B1’) sdo verificadas.

* *
Logo, 2ps =2Zpp-

Bl
Por outro lado, s
o, pelo lema 3.5, Zpp =2p; -
i - * * * *
Assim, = = > =
13 =gy =25, 225 =2py - a

Estudadas algumas das instdncias dos diferentes problemas vai ainda
estabelecer-se uma relagdo entre os valores 6ptimos dos problemas de transporte
base das duas primeiras relaxagdes.

Para tal, designe-se por:

" Lmax 0 custo do caminho de menor custo mais caro entre dois vértices de
yr.
R ’

* scl(s) o custo do circuito de custo minimo que contém s na red
associada a (B2).

-82 -
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Prop05i§503'8: Zprs —KS scl(s) < Zpry < ZPT2+K L

§ max °
Prova:
(a) Prove-se primeiro a desigualdade: z,., — K_scl(s) < z;,.”.

Seja 620 o nimero de caminhos de custo minimo (de origens de O
para destinos de D) que intersectam V‘; , associados a solugdo 6ptima
de (PT1).

Seja t:j, i € 0, j € D uma solugdo 6ptima de (PT1).

Para construir uma solugdo admissivel de (PT2) a partir da solugdo
éptima de (PT1), hé que considerar 3< K ou 8> K _.

1°caso. O< KS

A solugdo:

é uma solugdo admissivel para (PT2) de valor
* *
Zpra = Zpry + KS scl(s) 2 Zprs-
2°caso. o> Ks

A solugdo 6ptima de (PT1) pode ser transformada numa solugdo
admissivel de (PT2), como se segue:

0. Inicializar 7, ; ¢ 0; VieO, jeD;
1. Repetir paracada i€ O e jeD:
Enquanto t::j >0:
Se SP(i,))nVp#@ e i <K,
ie0
fazer: I, et +1

- -

Loty .+1;

5 'J ‘J
*® *
Gty

i3~
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Caso contrdrio, fazer: f‘ ¢ f o arati

Esta solugdo admissivel tem valor
*

- < 7
sPT2e~ “PTLl°
. * : d !
pois para todas as varidveis I, i 0 para as quais SP(i, j) F\V; %0
existem vértices v, v, € Vp tais que

SP(i,j) = SP(i,vl) U SP(v!,vz) U SP(vz,j) )

e portanto
F:‘.j =spl(i,]) = spl(i.vi)+Sp[(v],v2)+spl(v2,j) >

2 spl(i,v1)+ spl(vz,j) >

gy, =1
e I i,j

* *

Sz = 7
PT! PT1

*
Logo, Zpr +Ks scl(s).

<
2 = 2pp)

*

K L

*
(b) Falta provar que: z p11 S 2pT2 + s |

Numa solugdo 6ptima de (PT2) tem-se

o P
<
L SK, e iy <K,

ie0 jeD
Para cada par (i.S). (S',j), representativos dos arcos iniciais (i,v I) e

(‘TZ . j) , considere-se o SP(v Y5 )

Logo, SP(i,v)) USP(v,,v,) USP(v,, j) = P(i, ).

Por outro lado, 7" .
Zpg BT IV, V,) & Ly + K Lo

vpv,)

- S(.)Iu,qio 6ptima de (PT2) pode ser transformada numa solugdo
admissivel de (PT1), como se segue:

i i oaa ~k
0. Inicializar Y (—t'.’j; VieO, jeD;
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1. Repetir paracada i€ O: t'l.ts >0

*

Encontrar j € D: f,j 503

& % ¥k
Fazer: w= Mm{ts, j; T }

i,J WJ

X %

f. «f _—-w;
15 [,

~k ~%

t T ’ == .
5.] 5,

Assim,

* * *
2pry S 2pr1 S 2PT2 *‘( zsf‘(v;-vz)s Zpp,tK L .. O
o b

chuare dubees withons e neRughiy

-

5wk
A
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Capitulo 4. Heuristicas para o PRRS

—

)

O termo heuristica vem do termo grego heuriskein que significa
descobrir ou encontrar. Reeves [80] frisa que muitas vezes este termo é
usado para métodos exactos, em que se pretende “encontrar” a solugdo
6ptima dos problemas. No contexto desta tese, tal como usualmente em
investigagdo operacional, este termo € usado para métodos em que se
determinam “boas” solugdes admissiveis (quase dptimas) num tempo
de execugdo aceitdvel, mais relacionados com uma “procura” que
propriamente com uma ‘‘descoberta”.

Forstic ‘1’ dedica o seu livro sobre heuristicas a

“those who share ideas without the necessity of infallible
certitudes and enjoy the wonder of confusion”.

4.1.  Introdugado

As heuristicas sdo uma ferramenta importante na determinagdo de
solugdes admissiveis para problemas de dificil resolugdo. Sendo de
minimizagdo o objectivo do PRRS, o valor de tais solugdes representa
Um majorante para o seu valor Optimo. Pde-se assim a questdo de
desenvolver heuristicas que fornegam solugdes admissiveis de valores
tdo préximos quanto possivel do valor éptimo.

Frostic, G., 1987, Heuristic, 1%, ed. Presscraft Press, Benzonia, Michigam.




Introdugao

Uma solugdo admissivel para 0 PRRS € fon'nad-a por tantas rotas quantos o
veiculos. Relembre-se que cada rota € um conjunto d'e subrotas admissjyejs
formado por uma subrota inicial (de I para n+ 1), uma final (de n+1 para De,
eventualmente, por subrotas intermédias (de n+/ para n+ /), que nao excedam

a capacidade dos veiculos.

A geragdo de um conjunto de subrotas admissiveis pode considerar-se simples
num (multi)grafo Euleriano. O multigrafo solugao do método LB, apresentado
no capitulo anterior, associado a primeira relaxagao, € formado por componentes
conexas Eulerianas. Como anteriormente referido, em geral, este multigrafo nig
constitui uma solugdo admissivel para o PRRS, pois podendo ser formado por
diversas componentes conexas, pode ndo ser possivel, em cada componente,
obter subrotas admissiveis compativeis com a capacidade dos veiculos. Assim,
as heuristicas construtivas que se apresentam tém como objectivo a
transformagdo da solugdo de LB, em geral nao admissivel, numa solugio
admissivel, recorrendo a propriedades conhecidas de grafos Eulerianos.

Uma descrigdo global das heuristicas € feita em 4.2. que, genericamente, podem
ser consideradas heuristicas construtivas de trés fases: I) geragcdo de subrotas
admissiveis; II) agregagdo de subrotas; IIT) obteng¢@o de uma solugao admissivel,
com tantas subrotas iniciais e finais quantos os veiculos. Como se vers, o
desenvolvimento de métodos alternativos nas duas primeiras fases origina trés
heuristicas diferentes.

Nos pontos seguintes sdo entdo apresentados e exemplificados métodos para
cada uma destas fases, sendo para as duas primeiras fases apresentados métodos
alternativos. Assim, na geragdo de subrotas admissiveis é apresentado um
método que se baseia na parti¢do de um “circuito gigante” e outro que tem como

objectivo a determinagdo de subrotas com procura total baixa, se comparada
com a capacidade dos veiculos.

A agregacio ¢ feita ou de uma forma sequencial, como se descreve em 4.4., ou
tendo em conta a proximidade das subrotas (ponto 4.5.). A jungdo por
proximidade € ainda subdividida em dois processos diferentes, um que se baseia
na determinagdo de emparelhamentos e outro na identificagdo de sementes.

Corfm se verd, em 4.6., a construgdo de uma solugdo admissivel a partir de um
conjunto de subrotas admissiveis & quase imediata.

Em 4.7. € feito um estudo teérico aos valores obtidos por uma das heuristicas,

sendo estabelecido um majorante para o pior desvio do valor da heuristica,
relativamente ao valor do minorante.
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No ponto 4.8. sao apresentadgs dois mé}odos melhorlativos. Estes, tal como em
geral 05 métodos assim designados, tém como objectivo melhorar solugdes
dadas. Assim, iniciando com as solugdes admissiveis obtidas pelas heuristicas
construtivas sdo efectuadas, se possivel, trocas ao servi¢o dos arcos de procura,

numa tentativa de obter solugdes admissiveis de menor custo total.

Com 0 objectivo de melhor compreender o desempenho dos métodos, bem
cOmO as pn'ncipais diferencas no respeitante as solugoes que se vao obtendo,
estes serao ilustrados com o exemplo A apresentado no capitulo anterior.

42. Descrigao Geral das Heuristicas Construtivas

As heuristicas desenvolvidas, que se descrevem até ao ponto 4.6. deste capitulo,
podem incluir-se na classe das heuristicas construtivas. Como anteriormente
frisado, baseando-se na solugdo de LB, podem ser subdivididas em trés fases
principais (fluxograma 4.1).

Na primeira fase sdo construidas subrotas admissiveis, a partir do multigrafo
solugdo do método LB. Esta tarefa vem simplificada dado se estar em presenca
de um multigrafo formado por componentes conexas Eulerianas. A jungdo de
subrotas, quando possivel, origina, em geral, o corte de ligagdes em vazio e,
consequentemente, a obtengdo de um conjunto de subrotas mais favordvel, em
termos do valor da solugdo. Foi entdo criada a segunda fase onde se tentam
agregar algumas das subrotas geradas na primeira fase. Na terceira fase € criada
uma solugdo admissivel a partir do conjunto de subrotas em presenga, pois, um
conjunto de subrotas admissiveis s6 proporciona uma solugao admissivel caso
possa ser subdividido num conjunto de P rotas. Num conjunto de P rotas,
relembre-se, tém que existir P subrotas iniciais, P subrotas finais, sendo as
restantes subrotas intermédias. Nesta fase é entdo analisada a solugdo e altera-se
o vértice inicial e/ou o vértice final de alguma(s) subrota(s), se necessério.
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O método LB baseia-se no célculo do custo de servigo e na resolugdo de um
problema de transporte (PT1). Neste (PT1), as origens e os destinos s

definidos a partir dos vértices desequilibrados, ou seja, os vértices em que 05
graus nternos e externos diferem, no grafo de procuras, e da imposigdo de
certos valores para os graus intemnos e externos dos vértices I ¢ n+1. 0s
valores assumidos pelas varidveis de decisdo na solugdo Gptima de (PT1), ‘x:j ’
representam, como se viu,

Heuristicas
- n.° de veiculos;

- capacidade;
- multigrafo resultante de LB.

ﬁse I: Geragdo de Subrotas Admissiveis

Y

’T:ase II: Agregagdo de Subrotas

i

’T:ase [11: Construgdo de uma Solugdo Admissivel

- solugdo admissivel;
- valor da solugdo admissivel. '

Fim

Fluxograma 4.1: Heuristicas

computacional, um circuito (ou um conjunto de circuitos) que passe uma e uma
s6 vez por cada arco [45]. Como € 6bvio, circuitos nestas condigdes facilitam a
geragao de subrotas admissiveis, isto é, subrotas intermédias, iniciais ou finais,
compativeis com a capacidade dos veiculos. Mostra-se entdo vantajosa a
utilizacdo de grafos Eulerianos na geragio de subrotas admissiveis.

|
!
Num (multi)grafo Euleriano é possivel identificar, sem muito esforco [
i

* © numero de vezes que devem ser copiados os caminhos de menor custo
€m Vazio de i (ou da sua representagdo na rede inicial se i =1’,(n+1)’)

paraj, se i e j no representam o mesmo vértice na rede inicial, para que
todos os vértices resultem equilibrados;

" m,ime“’ de vezes que deve ser copiado o circuito de custo minimo em
vazio que inclui j, se i e j representam o mesmo vértice no grafo inicial, U
S€ja se (f::f'ej:]) ou (,’:(n_._l)le j=ﬂ+1), para que ]l e n+l
tenham como graus interno e externo certos valores estabelecidos.
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Seja:
A a lista de arcos na solug@o 6ptima de (PT1), em que cada arco
PTI

. s e . =
(i, j), ou asua representagdo na rede inicial, € repetido 7; ; vezes;

J

Gy= (v‘ ALB) o multigrafo solugaio do método LB, onde
Ag=AgVYApp e b

Euler ‘2! provou que todos os vértices de um grafo orientado serem equilibrados

¢ condigdo necesséria € suficiente para que esse grafo seja Euleriano. Logo,

todas as componentes cONExas de Gyp representam sub—multigrafos

Eulerianos.

Tendo como objectivo a transformagdo da solugio de LB numa solugao
admissivel, nas heuristicas que se descrevem comega por gerar-se subrotas
admissiveis no multigrafo G LB

Sio apresentados dois métodos para a construgao das subrotas admissiveis em

G ip’ denominados por: método de geracao por particio de um circuito

Euleriano — GSCE; método de geragao por procuras — GSProc.

Em GSCE identifica-se em primeiro lugar um circuito “gigante” que serd depois
subdividido num conjunto de subrotas admissiveis. O principal objectivo do
método GSProc é o da construgdo de diversas subrotas “pequenas”, isto €,
subrotas em que a procura total é “pequena”’ quando comparada com a
capacidade dos veiculos, W.

Relembre-se que cada arco (i, j) resultante da resolugdo de (PT1) representa o
caminho de custo minimo em vazio de i para j no grafo inicial, G. Em qualquer
dos métodos de geragdo de subrotas optou-se por manter esta representacao.
Assim, no decorrer destes métodos, um arco que € atravessado em vazio
representa sempre o caminho de menor custo em vazio, em G, entre 0s seus
respectivos extremos, tendo associado o custo desse caminho, spl(i,j). Tal

op¢do facilita a implementagdo computacional e permite a obten¢do de rotinas
mais eficientes.

e ——

n
4" Ag VA . representa também uma lista de arcos repetidos.

Veja-se Ford e Fulkerson (39].
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Esta mesma representagao foi ainda considerada em qualquer das outrag fase
)

das heuristicas. Como s€ justificard, embora possam ndo ser contempladas

algumas hipéteses de solugao, pensa-se ser computacionalmente compensadoy
0

recurso a tal representagao.

Na fase de agregagdo de subrotas foram também criados dois métodos: método
de agregagdo sequencial — AgSeq; método de agregacdo por proximidag,
—AgProxim. Em AgSeq as subrotas sdo agregadas em fungao da ordem por que
foram geradas. No método AgProxim as subrotas sao agregadas se forem
consideradas adjacentes. AgProxim € ainda subdividido em dois métodos
alternativos: método de emparelhamentos — AgE ¢ método de sementes -

AgS, como se descreverd.

A terceira fase consiste apenas num teste simples a admissibilidade da solugdo
como se descreverd no algoritmo SolAdm. Como frisado, € nesta altura que sc;
testa a existéncia de exactamente P subrotas iniciais € de P subrotas finais,
Caso o niimero de subrotas deste tipo ndo coincida com o nimero de veiculos
P, altera-se o inicio e/ou o fim de alguma(s) subrota(s). :

O valor da solugdo admissivel, majorante para o valor 6ptimo do PRRS, é dado
por:
7 = CAR - 2 spl(i, j),

onde' [l,’ jJ representam os arcos nos caminhos percorridos em vazio na solugio
admissivel gerada.

Assim, embora se esteja sempre perante um processo construtivo com trés fases,

°°“3‘_°af“°| 0 método usado em cada fase obtém-se distintas solugdes

ad@F:lVelS, logo diferentes heuristicas. Como se justificard ndo faz sentido

;:::1:: ;;ft::::;so :-Z P°§Sflllti’aqes de conjugagdo destes métodos, o que poderia

N seis heuristicas. Em suma, com estes métodos podem obter-
sticas distintas, como se esquematiza na tabela seguinte.

Heuristica Fase | Fase II Fase III
H1 GSCE AgSeq
H2
GSProc AgE SolAdm
H3 GSProc AgS

Tabe . A
lag.1: Sequéncia de métodos nas diferentes heuristicas
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4.3. Geragado de Subrotas

43.1. Introdugdo

A geragdo de subrotas é feita de duas formas alternativas. Em primeiro lugar, e
tendo-se determinado um multigrafo formado por componentes Eulerianas,
identifica-se um circuito Euleriano, em cada componente, que sera subdividido
qum conjunto de subrotas admissiveis, ou seja, subrotas iniciais, finais e
intermédias, compativeis com a capacidade dos veiculos. Este método, de
geragao por partigdo, € descrito no ponto seguinte.

Em problemas de determinagdo de rotas para veiculos com restricdes de
capacidade e procura nos arcos e/ou vértices, mostra-se, por vezes, muito
penalizadora a subdivisdo de. circuitos “gigantes”, como o circuito Euleriano.
Pois, tais particdes, considerando apenas a admissibilidade da solugao em
fungdo da capacidade dos veiculos, esquecendo a localizagdo do deposito,
podem originar a introdugo de ligagdes ao depdsito de pontos muito afastados
deste. Intuitivamente, para um depésito “afastado” dos restantes vértices do
grafo, este facto mostrar-se-d tanto mais penalizador quanto menos ligagoes
existirem no grafo inicial ao depésito e quanto mais afastados estiverem 0s
restantes vértices do grafo entre si.

No PRRS, n+ I encontra-se significativamente afastado dos restantes vértices,
ou seja, da zona de recolha, ndo se considerando, porém, indiferente a escolha
dos pontos em que se devem interromper as subrotas, como propoem Alvarez-
Valdés et al. [1]. Havendo “poucos” vértices do grafo ligados a n+/, na rede

inicial, faz sentido pensar que estes sdo os melhores pontos de interrupgao de
subrotas.

Uma vantagem deste método consiste em originar uma heuristica para a qual é
possivel estabelecer, como se verd, um majorante para o erro relativo, medido
em fungdo do desvio do valor da solugdo admissivel relativamente ao do
Minorante calculado pelo algoritmo LB. Assim, pode estabelecer-se a priori,

P;ra cada instancia do PRRS, um majorante para o pior erro relativo que se
obterd.

dealmente, as subrotas teriam inicio num vértice de procura “préximo” de
"Tl » ir-se-iam desenvolvendo de forma a que quando a capacidade dos
:elc“l_os exigisse a sua interrupgdo, se estivesse novamente num vértice
ProXimo” de n+ 7, nio deixando por servir arcos muito afastados das ligagdes
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a n+1. Nio sendo trivial a geragdo de subrotas que satisfacam este tipo de
requisitos, Nos métodos de procuras que _Se. sygerem nesta te§e pretende gerar-ge
subrotas que, ao invés de serem subdivididas, possam vir a ser agregadas
Assim, tenta-se comegar com a construgdo de diversas subrotas “pequenas”
(representando subrotas em que a procura total € “baixa”), que sersp

posteriormente agregadas.

Os dois métodos de geragdo propostos sao ilustrados em simultaneo no final gy
exposigao, em 4.3.4., com 0 exemplo prototipo A. .

4.3.2. Método de Geragao por Particao de um Circuito Euleriano

A ideia subjacente ao método de geragdo por parti¢ao € muito simples, do estilo
de heuristicas anteriormente sugeridas para problemas similares por Beltrami e
Bodin [6], Bodin e Kursh [11], [12], Frederickson et al. [41], Newton e Thomas
[68], Stern e Dror [87] e por Ulusoy [90].

Sendo o multigrafo solugdo do método para determinar minorantes, G;p,
formado por diversos subgrafos Eulerianos, torna-se possivel gerar circuitos
gigantes em Gjp identificando circuitos Eulerianos neste multigrafo. Estes
circuitos podem ser subdivididos num conjunto de subrotas admissiveis. Trata-
se, como se definiu anteriormente, de subrotas iniciais (de / para n+ ), finais
(de n+1 para I), ou intermédias (de n+ I para n+ 1), que ndo excedam a
capacidade dos veiculos, como se descreve no algoritmo GSCE.

As subrotas vao sendo criadas de acordo com a sequéncia de arcos do circuito
Euleriano. Uma subrota é interrompida sempre que, ao seguir esta sequéncia, for
encontrado um dos vértices especiais (/ ou n+ 1), ou a inclusdo do seguinte
arco de procura na subrota nio seja compativel com a capacidade dos veiculos.
Neste caso, a subrota é terminada com uma ligagdo a n+ I, sendo iniciada outra

subrota com uma ligagéo inicial de n+ 1 ao vértice inicial do arco de procura
em andlise.

Uma. subrota com inicio em 1, representando uma subrota inicial, tem qué
terminar em n+ /. Logo, na geragao de subrotas na componente que contém I
hd que impedir que termine em / uma subrota com inicio em /. Obviamente gue
as subrotas finais terdo como extremo inicial n + / e como extremo final /.

Sele n+1 néo pertencem 2 componente conexa em foco, o primeiro arco que
s considera na subrota é um arco de n + J ao vértice inicial do primeiro arco de
procura na sequéncia de arcos visitados pelo circuito Euleriano dess?
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mponente Obviamente que no final, ap6s terem sido considerados todos os
co ; < . g i
os de procura da componente, hd que considerar um arco do dltimo vértice
arcC

- cluidoa n+1. Pois, o inicio e o fim de qualquer subrota tem que coincidir ou
1n

com o vértice ] ou com 7 %14

Algoritmo GSCE: Geragdo de Subrotas Admissiveis por Partigao de
Circuitos Eulerianos

0. Seja Gp= (V, ALB) o multigrafo associado a solugao de LB;

nc o nuimero de componentes conexas em G LB’

ms :’A;\ - n.° de arcos de procura na s-€sima componente conexa;

Fazer: s« I1; {s representa o nimero da componente conexa}

1. Construir um circuito gigante, identificando um circuito Euleriano, CE,
na componente conexa s, com inicio em n+/, caso este vértice pertenca
A componente conexa, ou com inicio no vértice de indice mais baixo, no
caso contrario;

Seja CEz(a], @y eeer G ooy amce),com a, =(lk,jk);
Se i] # I,n+1 Iniciar a nova subrota: {(n-&-!,il);a]};
C.c., Iniciar a nova subrota: {a ]} o

Fazer: k « 2; {k é o nimero do arco em CE}

Se a subrota actual tem inicio em /

Retirar a k=1 da subrota;

Terminar a subrota com o arco (ik_] n+ I);

Se e (t‘ Aot ,I) é percorrido em servigo

Criar uma subrota final {(n + I’ik-i)’ak-l};

C.c., Terminar a subrota final actual;

Iniciar a nova subrota: {a k } ;
Ce., 5» i , =R+ 1 Terminar a subrota actual;

Iniciar a nova subrota: {a k };
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Cier 1 Se @ inclusdo de a, na subrota nao € compative] com 3
capacidade dos veiculos
Terminar a subrota, com uma ligacdo a n+ J :

Iniciar uma nova subrota {(n + ],,‘R ) a, };

Ge; Incluir a, na subrota;

3. Fazer kek+l LY
Se Os ms arcos de procura ja foram incluidos em alguma subrota
Terminar a subrota, com uma ligagdo a n+1;
Ir para 4.
C.c., Voltara 2.,

4. Fazer ses+1
Se s<nc Voltar a 1.
C.c., Fim.

A geragdo do(s) circuito(s) Euleriano(s) foi feita com base no algoritmo
apresentado em pseudo-Pascal no livro de Gondran e Minoux [45]. Considerou-
se que o vértice n+/ € o vértice inicial do circuito Euleriano na componente
conexa que o contém. Para as restantes componentes conexas Os Circuitos
Eulerianos tém inicio no vértice de indice mais baixo da respectiva componente.

Cada arco nas subrotas geradas, ou representa um arco com procura positiva, ou
representa o caminho de menor custo em vazio entre 0s respectivos vértices.

No passo 2. de GSCE, sempre que uma subrota é interrompida por ter sido
encontrado o vértice / e caso ndo se trate de uma subrota com inicio em /, essa
subrota é-considcrada como subrota final, ou seja, termina em /. Se a subrota
em questdo tiver inicio em , terd que ter n+/ como iltimo vértice. E sempre

necessdrio ter em consideragdo que subrotas admissiveis sdo de / para n+1,de
n+l paran+/]/ oude n+J para /.

1(::’ t:.iej alpl::l;:u: equando se interrompe uma subrota por ter sido encontrado-l

existem arcos de frizrm Su_blrotas fim vazio, ou seja, subrotas em que m.lo

sempre elimi adasp ura positiva. Nao sendo necessdrias, tais subrotas 50
minadas, isto €, nunca sdo consideradas para a fase seguinte.

(§}] .
Na impl s
plementacdo computacional incrementa-se k até @ g S€T um arco de procura.




Heuristicas para o PRRS

0 aspecto mais negativo destel método estd no forcar de ligacdes a n+1,
estando €ste vértice significativamente afast'ado dos vértices do grafo de
prOCUIas. Sendo o circuito Euleriano determinado sem ter em consideragéo
custos € procuras totais incluidas no circuito, pode mostrar-se penalizador ter
ar tais ligagoes, mesmo sabendo que o multigrafo de base a este

que consider
ptimizado no respeitante ao custo dos arcos em vazio incluidos.

circuito foi 0
Perante VArias alternativas possiveis, o nico factor que influencia a escolha do
proximo arco a considerar no circuito Euleriano, € o facto de existirem arcos de
procura positiva e de procura nula a incidir num mesmo vértice. Ou seja, sempre
que existem diferentes arcos com 0 mesmo vértice inicial, consideram-se em
primeiro lugar 0s arcos de procura positiva para formarem o circuito Euleriano.
Tenta-se assim, ndo chegar a precisar de todos os arcos de procura nula quando

da partigdo deste circuito em subrotas admissiveis.

Possivelmente este método podera vir a ser melhorado se for alterada a actual
identificagdo do circuito Euleriano, de forma a que se seja considerada tanto a
procura total no circuito como o custo de eventuais ligagdes a n+ /. Assim,
poderia, por exemplo, ser considerado um arco que mais se afaste de n+1/, caso
a procura total no circuito seja baixa, em relagdo a capacidade dos veiculos,
sendo, no caso contrario, escolhido um arco que mais se aproxime de n+ /.

Existindo, num mesmo grafo, vérios circuitos Eulerianos, poder-se-ia ainda
pensar se seria vantajoso testar a qualidade de solugao face a diferentes circuitos
Eulerianos iniciais. Porém, pensa-se que dispor de diferentes circuitos ndo vai
melhorar significativamente e de forma compensadora, face ao esforgo
computacional adicional exigido, a qualidade da solugao.

Este tipo de métodos, de parti¢do de um circuito “gigante”, conduzem, em geral,
4 geragdo de subrotas desequilibradas, sem que possam vir a ser agregadas, na
sua maioria. Na realidade verifica-se que nas primeiras subrotas geradas em
cada componente conexa, a quantidade total de residuos serd aproximadamente
igual 2 capacidade dos veiculos, enquanto nas Gltimas subrotas geradas para
cada componente, a quantidade de residuos a recolher serd, tendencialmente,
baixa, quando comparada com a capacidade dos veiculos. Como se verd nos
resultados computacionais, na maior parte dos casos sio poucas as subrotas

passiveis de ser agregadas, quando geradas desta forma, resultando no final
subrotas algo desequilibradas.
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4.3.3. Método de Geragao por Procuras

Alternativamente 2 geragdo de subrotas por parti¢do de um circuito gigante,
pode pensar-se €m métodos que iniciem com um conjunto de “pequenas”
subrotas. Estas podem posteriormente ser agregadas com vista a obtengio de
solugdes admissiveis de menor valor. O primeiro método deste tipo fo;

apresentado, em 1964, por Clarke e Wright [23], para problemas com procura

nos Vertices.

Em certas heuristicas propostas sob esta perspectiva considera-se que cada arco
de procura di origem, inicialmente, a uma subrota distinta ([42] e [43]). Outro
tipo de circuitos iniciais foram sugeridos em [7], [30], [44], [48], [62] e [76].

Tendo entdo como objectivo a construgdo de circuitos “pequenos” (no
respeitante A procura total incluida em cada circuito), comega por identificar-se,
em Gjg, 0 circuito de procura minima que contém cada vértice. A(s)
primeira(s) subrota(s) sdo construidas a partir do circuito com maior procura
total, entre os circuitos identificados. Retiram-se do grafo os arcos incluidos
neste circuito e repete-se 0 processo enquanto existirem arcos de procura no
grafo. Tenta-se assim gerar circuitos que possam, mais tarde, vir a ser
agregados, dado a procura total em cada um ser baixa, se comparada com a
capacidade dos veiculos. O algoritmo GSProc esquematiza o método.

Neste método ndo sdo considerados, caso existam, os arcos de Gpp
correspondentes ao circuito de procura minima que contém n + /, pois tais arcos
nunca déo origem a circuitos com procura positiva e podem inibir a detecgdo de
circuitos de procura que incluam os restantes vértices do grafo.

Algoritmo GSProc: Geragio de  Subrotas  Admissiveis  por
Identificagao de Circuitos de Procura Minima

0. SejaG T (V. A LB) o multigrafo resultante do método LB;

Fmr: G”=(V”, A”). com V"=V e A”=Aw \{SC(n-{-I)} (l)l
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b Retirando de Aw que contém

todas as réplicas de arcos no circuito de custo minimo
n+1,ouseja, em SC(n+1).
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. Em G” identificar 0 circuito de procura minima que contém cada vértice

(algoritmo de Floyd);

2. Seleccionar O circuito com maior procura total, entre os circuitos
identificados em 1.;

Sejam VC e AC o conjunto de vértices e o conjunto de arcos no circuito

seleccionado, respectivamente;

3, Construir subrotas admissiveis a partir do circuito seleccionado em 2..
Se l1eV C

Tendo em conta W, construir uma subrota inicial e/ou uma

subrota final e, eventualmente, subrotas intermédias, a partir dos
arcos de AC‘ comegando com o arco que tem inicio em /;

C.c.. Construir, a partir dos arcos de A c’ subrotas admissiveis e

intermédias, iniciando pelo vértice de V c @ menor custo de n+ I;

4. Retirar de G” os arcos no circuito seleccionado em 2. e os vértices em
que j4 ndo incidam arcos em A”;

5. Se A"mAR=® Fim

C.c., Voltara 1..

Caminhos mais curtos entre qualquer par de vértices num grafo podem ser
identificados pelo algoritmo de Floyd [38] ‘. Se a matriz utilizada for a das
procuras, estes caminhos representardo, obviamente, caminhos de procura
minima entre qualquer par de vértices. Logo, circuitos de procura minima
contendo cada vértice podem ser determinados com base no algoritmo de Floyd
aplicado 2 matriz das procuras, em que se considera inicialmente infinita a
procura na diagonal principal. Assim, estes valores, no final do algoritmo,
representam a procura nos circuitos de procura minima que contém cada vértice.
0 Ivalor mais elevado desta diagonal é seleccionado, de forma a tentar evitar
deixar para o fim circuitos maiores, no respeitante a procura. A identificagao dos
arcos no circuito seleccionado é feita a partir da matriz auxiliar dos caminhos
que vai sendo actualizada no decorrer das iteragdes do algoritmo de Floyd.

th

l:°s programas desenvolvidos no Ambito desta tese foi utilizada a impl g
ascal apresentada em [88).
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Inicialmente, na matriz de procuras, utilizada no algoritmo de Floyd, consider,.
se a procura em cada arco coincidente .com a sua prqcura na rede inicial. Assim,
cada arco de procura que apareca replicado no multigrafo, € em primeiro lugar
considerado como arco de procura positiva. Em cada itera¢@o do algoritmg 5
matriz de procuras € actualizada sendo retirados 0s arcos no circuity
seleccionado. Nesta actualizagao hd que saber sempre se ainda existem réplicas
de cada um dos arcos por considerar uma vez que sao as réplicas, obtidas com 3
resolugio do problema de transporte, que garantem a existéncia dos circuitog
que contém qualquer vértice em qualquer iteragdo do método, como se prova de

seguida.
Proposi¢ao 4.1: Em qualquer passo do algoritmo, qualquer vértice ou tem grau
interno e externo nulos ou existe em G” um circuito que o

contém.
Prova: Inicialmente, G” =(V”, A”)=Gp.

Entdo, G” é formado por componentes conexas Eulerianas, em que
g M=g"(v), YveV”.

Em cada passo do algoritmo, € retirado de G” um circuito que contém
um vértice. Logo, o grafo G” resultante, em cada passo, € formado por
componentes conexas Eulerianas, ou seja, em cada passo do algoritmo,

g =gt YwveVv”.

Logo, existe sempre um circuito que contém cada vértice de V", ou o
vértice foi retirado de V”, no passo 4., por ter grau zeroem G”. 0O

A construgdo de subrotas a partir de circuitos que ndo incluam o vértice I €
sempre iniciada pelo vértice do circuito a menor custo de n+ /. Se I pertencer
ao circuito ¢ n+/ ndo, sio construidas subrotas a partir de /, resultando
sempre, pelo menos, uma subrota inicial ou uma subrota final. Assim, se
procura total no circuito, Q. for tal que

» Q- <W e

* apenas um dos arcos incidentes em / é servido, gera-se ou uma
subrota inicial ou uma subrota final, tendo em atengdo esse arco.

* os dois arcos incidentes em / sdo de procura nula gera-se Umé
subrota inicial.

* os dois arcos incidentes em / sdo de procura positiva gera-s¢ i
subrota inicial e uma final,
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» W< QCSZW

é construida uma subrota inicial e uma subrota final. Para tal inicia-se a
subrota inicial no arco que tem / como vértice inicial e esta subrota é
interrompida guando a capacidade dos veiculos o exigir. A partir da
interrupgao da subrota inicial é entdo construida a subrota final.

» 00> 2W
¢ construida pelo menos uma subrota intermédia, uma inicial e uma final.

Em suma, em cada iteragao de GSProc, o circuito seleccionado pode dar origem
2 mais de uma subrota. Isto verifica-se no caso em que um dos vértices
especiais, / ou n+ 1, esta incluido no circuito, ou se a procura total excede a
capacidade dos veiculos. Espera-se, porém, que 0s Circuitos sejam pequenos no
respeitante a procura total neles incluida, ndo sendo expectavel que cada circuito
dé origem a diversas subrotas.

Tal como no método de geragdo anterior, a construgdo das subrotas nunca
considera subrotas em vazio. Porém, neste método, as subrotas sdo formadas a
partir de circuitos que tém sempre procura positiva, dada a forma como sao
criados. Assim, s6 hd que evitar a geragdo de subrotas em vazio, quando €
necessério subdividir o circuito de partida.

434. Exemplo

Exemplo ,A: Considere-se de novo o exemplo oA introduzido no capitulo
anterior, referente a um problema com 2 veiculos de capacidades
W=4, e o multigrafo resultante do método para determinar
minorantes representado na figura 3.9 da pagina 54.

Seguidamente exemplificam-se os dois métodos descritos para a geragdo de
subrotas admissiveis. Como se verd, sdo obtidas subrotas distintas.
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Algoritmo GSCE
0. Em G, , existem nc = 2 componentes conexas; ml=13; m2=g
3 LB
1. Construir um circuito gigante na primeira componente conexa
identificando um circuito Euleriano, CE.

Na figura 4.1 os nimeros sobre 0s arcos indicam a sequéncia dos arcog
visitados pelo CE identificado.

N
—~
-
b =]
—
—

Figura4.1: CE para a primelra componente conexa de G LB

2. e 3. Geragdo de subrotas admissiveis a partir de CE

Seguindo a sequéncia de arcos de CE sdo geradas, na primeira
componente conexa, as subrotas:

s, ={(11.6); (6,4 (4.3), (3.2); (2.1)} com @, =4=W
S, ={(13):3.4) (47). (7.5). (57). 7.11)}  com Q,=4=W

={(11.3)(3.6}(6.5)(5.4)(4,5)(5,11)} com Q,=4=W
S, ={114)(46),(6,11)} com Q,=1<W.

[dentificar um circuito Euleriano na segunda componente conexa.
Tal como anteriormente, na figura 4.2 os ndmeros sobre 08 arcos

indicam a sequéncia dos arcos visitados pelo CE identificado, com inicio
no vértice de menor indice,
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Figura 4.2: CE para a segunda componente conexa de G LB

2.¢3 A geragao de subrotas admissiveis a partir de CE, iniciando pelo
vértice mais proximo de n + I =11, conduz a

5 = {(11,8): (8.9); (9.10); (10.8); (8.10); (10,11)} com 0, =4

s, ={1.10) (10,9); (9.,8); (8,11)} com Q =2.

Foram assim geradas, por GSCE, seis subrotas admissiveis, sendo uma delas
inicial e outra final. Tal como tinha sido frisado neste conjunto de subrotas
apenas duas subrotas tém procura total pequena, relativamente a W. Sao as
dltimas subrotas geradas em cada componente conexa, S4 com procura / € Sg
com procura 2. Assim, este conjunto de subrotas serd semelhante ao conjunto
final de subrotas, dado a capacidade dos veiculos nao permitir alteragGes
substanciais.

Algoritmo GSProc

0. G"=(v",A")=(V,A 5 \{SC(n+D});

1. Em G” identificar o circuito de procura minima que contém cada
vértice. Na figura 4.3 os valores perto dos vértices representam a procura
dos circuitos de procura minima que contém cada vértice. Cada arco
replicado é sempre considerado em primeiro lugar como arco de procura,
como € o caso de (5,4).
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Figura 4.3: Procura nos circuitos de procura minima que contém cada vértice de GLB

2. Seleccione-se o circuito com procura total maxima, igual a 2, que
contém o vértice /, onde:

P {n2 3t 4. =1(135(2) (2.1)}.
3. A partir deste circuito gera-se a primeira subrota admissivel |
S, = {(123) 3.2) (20)} com @, =2. |

Sendo o arco (2,1) um arco de procura positiva, o arco (/,3) um arco de
procura nula e a procura total no circuito inferior a W =4, € gerada uma
subrota final.

4.e 1. A actualizagio de G”, e o célculo dos circuitos de procura minima
no novo grafo conduz a:

Figura 4.4: Procura nos circuitos de procura minima que contém cada vértice de G”

2. Um circuito de procura total méxima tem procura igual a 26 pr
exemplo:

Ve={13.47}; A ={13).(3.4): (47): 7.D)}.
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3, A partir deste circuito gera-se a subrota
5, = {(13)1 (3,9), (47), (7.1 1)} com Q,=2.

4.e L. Actualizando G” e calculando os circuitos de procura minima no

novo grafo obtém-se:

Figura 4.5: Procura nos circuitos de procura minima que contém cada vértice de G”

2. Ocircuito de procura total maxima tem procura igual a 3 e:

Vis =2 {3.4.6}; a.=1{36)(69) (4,3)}.

3. A partir deste circuito gera-se a subrota:
5, ={(116):(6.4). (4.3;, 36 (6.11)} com 0, =3,

pois 6 € o vértice de VC amenorcustode n+1=11.

Prosseguindo desta forma, resultam ainda as subrotas:

S, ={(116):(6.5): (5.4): (4.6); (6.11)} com Q, =3
Ss={(115):(57):(7.5); (5.11)} com Q=2
Ss ={(11.8):(8.9):(9.8): (8.11)} com Q=2
5, ={(11,8); (8,10); (10.8):(8.11)} com Q=2
Sg ={(11.9):(9.10); (10.9):(9.11)} com Q=2
S ={(12.4); (4.5); (5.11)} com Q=1

Foram neste caso geradas nove subrotas, com procura total, em geral, baixa. Ao
contrério do que acontece no método anterior, as subrotas obtidas por GSProc
podem, na sua maioria, vir a ser agregadas. *
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¢ao Sequencial de Subrotas

4.4. Agregagcao Sequencial de Subrotas

Dado um conjunto de subrotas admissiveis, isto €, subrotas de / paraa n+] e
n+1 para I, ou de n+1 para n+/, que ndo excedam a capacidade dos

veiculos, pretende, s€ possivel, agregar-se algumas das subrotas, de forma ,
diminuir o valor da solugao, mantendo a admissibilidade das subrotas.

As caracteristicas das subrotas obtidas com o método de geragdo por partigio de
um circuito Euleriano, GSCE, justificam a utilizagdo de um método de
agregagdo simples e rapido. Na realidade, como se observou, o conjunto de
subrotas gerado por GSCE, resultando da particao de circuitos Eulerianos, nio
permite muitas agregagoes. Por outro lado, pode considerar-se que existe
alguma relagdo entre a proximidade das subrotas na zona de recolha e a ordem
por que as mesmas sao geradas.

No método de agregagdo sequencial sao agregadas subrotas respeitando a ordem
dos seus indices, ou seja, a ordem por que foram geradas. Comega-se por
calcular procm como sendo a procura na subrota de procura total minima, entre
as subrotas geradas. Respeitando a ordem por que as subrotas foram geradas
identifica-se, entdo, a primeira subrota cuja procura total adicionada a procm
ndo exceda W, ou seja, a primeira subrota que podera vir a ser eventualmente
agregada. E entdo analisada a vantagem de juntar a subrota identificada com
algumas das suas subsequentes.

Duas subrotas S; e §; s6 sdo agregadas se for vantajoso, i.., s€ a subrota
resultante, S, , originar uma solugdo de menor custo total que a solugdo actual,
escolhendo a melhor das jungdes, i.e., entre:

§ «SuUS. eSS «S5.US
£ J r J i

escolhe-se a que origina a solugéio de menor custo. A agregagdo entre subrotas ¢
neste método considerada apenas entre os seus extremos. Ou s
Sy € 5; US; consiste em considerar em S, os arcos pela seguinte ordem:

* osarcos de §; até ao dltimo arco que é servido nesta subrota;

* um arco de ligagdo entre o dltimo arco servido em S; € 0 primeir®
servidoem § jis

* a sequéncia seguinte dos arcos de § j» a partir do que ¢ servido em
primeiro lugar.




Heuristicas para o PRRS

A pr‘.meira subrota identificada s6 é “abandonada”, passando-se a uma sua
bsequente €m condigdes de poder ser agregada, quando ja n3o for possivel
su

gregé-la com nenhuma das subrotas suas subsequentes. O processo termina
a ! . .
yando ja ndo € possivel agregar mais subrotas, como se resume no algoritmo
q

AgSeq.

Algoritmo AgSeq: Agregagao Sequencial de Subrotas
0. Seja: n_subr o nimerode subrotas;

Sk a sequéncia dos arcos incluidos na subrota k;

Q,  aprocura totalem §, ;

procm = Min i {Q k} a procura na subrota de procura total
2<k<n_subr

minima, com excepgao da primeira;

Fazer: k, « 1 {n.° da subrota que se vai tentar agregar com

alguma das suas subsequentes};

11 .S¢ Qk + procm>W Ir para 14;
1

C.c., Fazer k2 e—k] +1;

1.2 8¢ Q +Q,c >W
k! 2
ou (Sk € inicial e S_k tem um extremo em /)
1 2
ou (Sk éfinal e Sk tem um extremo /)
1 |
Ir para 1.3,
Ce.,
o Agregar as subrotas §, e S, se for vantajoso,
1 2

designando por § K a subrota agregada e retirando § K, do

conjunto de subrotas;
e Actualizar as subrotas e as respectivas procuras totais;

o Fazer: n_subr < n_subr—1;

e Se rocm = Fazer: = Min Q.
# ka e k,+l$k$n_subr{ k}

* Voltara 1.1;
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1.3 Fazerk, ek, +1;

Se k, <n_subr e Q, + proom<W Voltara 1.2
3 I

14 Fazerk}(—kf+1:

Se ki < n_subr
Se procm=Q Fazer: procm = Min { }
& k.f k,,+}'SkSn_subr Qk 1
Voltar a 1.1;
C.c., Fim.

Em qualquer dos métodos de agregagdo que se apresentam admite-se a fusdo de
subrotas se a capacidade dos veiculos o permitir e se pelo menos uma das
subrotas for intermédia (ou seja, tiver inicio e termo em n + 1). Assim, subrotas
iniciais (finais) sé serdo, eventualmente, agregadas com subrotas intermédias.
Tal foi fundamentalmente motivado pelo facto de que admitir outro tipo de
agregacdes poderia significar admitir a agregagdo de subrotas que teriam, mais
tarde, que ser desagregadas. Este ponto ser4 justificado de seguida.

o Agregar: Subrota Inicial — Subrota Final

Para que esta agregagao ndo origine uma subrota nao admissivel do vertice i
para ele proprio, s6 faria sentido considerar a subrota agregada como uma
subrota que passa em /. Ou seja, a subrota resultante da agregagao da

subrota inicial Si = {(1.:’ i p,n+1)}
com a subrota final Sj ={(n+1,j1,j2,...,jk 1)}
seria sjus,_ ={(n+1,j],j2,...,jk dibgal, s f,n+1)}

Sendo necessdria a existéncia de um niimero de subrotas iniciais (finais) igual
a0 nimero de veiculos, poder-se-ia estar, nesta fase, a agregar subrotas qu¢
teriam de ser desagregadas na fase II da heuristica. Note-se ainda que est¢
tipo de agregagGes ndo origina a eliminag@o de ligagdes a n + I, que 530 3 de
maior custo. Por outro lado, a jungéo de uma subrota intermédia com umé
subrota inicial (final) faz com que seja eliminada uma ligagdo a n+1. Assim,
as subrotas iniciais (finais) s6 se agregam, inicialmente, com Subrot
intermédias. As agregagdes deste tipo, ou seja, entre subrotas iniciais € finais,

sdo consideradas apenas na terceira fase das heurfsticas, caso possivel ¢
vantajoso.
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Agregar: Subrota Inicial — Subrota Inicial

Considerem-se as duas subrotas iniciais:

5; :{(l’il'iZ""’ii"n+1)} © 5, :{(f,f,-jz,...,jk,nﬂ)}.

A subrota resultante da agregacao de S‘_ com Sj seria ou
Si US_} = {(].I'I,Iz,...'lf.].]]ajz,.._,Jk 'n+])}

Ou SJUSI :{(],jj‘jz’.-.'jk’],11’12‘-..’!€'n+1)}!

ou seja, sempre uma subrota com inicio em /. Assim, de duas subrotas
iniciais, obtinha-se apenas uma inicial. Tendo em conta o que se disse no
caso anterior, optou-se por admitir este tipo de agregagdo apenas no final, se
possivel.

Estas consideragdes mantém-se validas para a agregagdo de duas subrotas
finais.

Note-se que o objectivo deste método € o de, se possivel, agregar subrotas de
uma forma simples e, consequentemente, rapida. Logo, ndo faz sentido
considerar a possibilidade de junc@o de subrotas sem ser entre 0s S€us extremos.
Ou seja, uma subrota é sempre incluida no fim ou no inicio de outra e nunca a
meio, mesmo que estas tenham vértices em comum. Assim, sendo possivel
agregar as subrotas intermédias:

S, ={(n+1,i1,i2,....ig,n+1)} ¢ S, ={(n+I,j,,jz,.___jk,n+])}_

escolhe-se para subrota agregada, a que proporcionar uma solu¢ao de menor
valor, entre as duas seguintes:

,USJ. {n+1,;l,;2,...,jk,11,12....,1!.n+1 .

S, — ( . = ] . - .
j VS, {n+I,!I.lz.....lt.]I.jz,...,_,'k,n+1)}.

O aspecto mais negativo deste método estd no facto de ndo ser considerada
nenhuma medida que mega a proximidade das subrotas na zona de recolha, nem
0 afastamento destas relativamente a n+ 1. Assim, tendo sido desenvolvido
Para ser aplicado sobre o conjunto de subrotas obtido a partir do método de
geragio por partigio, GSCE, mostra-se, como seria de esperar, pouco eficaz para
O conjunto de subrotas gerado a partir de GSProc. Tal provém
fundamentalmente de em GSCE as subrotas que podem eventualmente ser
“8regadas nesta fase serem poucas. Contrariamente, em GSProc deverdo existir
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ncial de Subrotas

diversas subrotas passiveis de ser agregadas, sendo que sé ocasionalmenge

poderd existir alguma relagdo entre 0S indices das subrotas, ordem Por que

foram geradas, € a sua proximidade.

Por sua vez, estando n+/ afastado dos restantes veértices do grafo, mostra-ge
sempre vantajosa a fusao de duas quaisquer subrotas, podendo este métod
originar agregagoes longe de representarem as melhores fusGes entre as subrotas,
como se mostra de seguida com 0 exemplo A.

Assim, o método de agregagdo sequencial, AgSeq, tendo surgido por ser
simples, rédpido e proporcionar solugoes “razoaveis”’, se forem consideradas as
subrotas geradas por GSCE, deve ser abandonado se for considerado outro
conjunto inicial de subrotas, nomeadamente o obtido com GSProc. Tal motivou
o desenvolvimento dos métodos de agregagdo por proximidade, que, na medida
do possivel, tém em conta a proximidade das subrotas quer na zona de recolha,
quer relativamente a n+ /.

Exemplo A: considerem-se as subrotas geradas pelo método GSCE para o
exemplo A, no qual se assumiram disponiveis 2 veiculos de
capacidade W =4.

s, ={(116): (6.4); (43); (3.2); (2.1)} com Q, =4
s, =113 (34) (47): (7.5): (57); (7,11)} com Q, =4
S, ={(11,3)(3.6}(6.5%(5.4%(4,5)(5.11)} com Q,=4
s, ={(11.4).(46). (6.11)} com =
5, ={(11.8):(8.9); (9,10); (10,8, (8,10); (10,1 1)} com Q=

S, ={(11.10),(10,9); (9,8); (8,11)} com Q=2

Tendo em conta W, s6 é possivel agregar § ¢ © 5 6 resultando o novo

conjunto de subrotas:

s, ={11.6) (6.4); (4.3): (3.2); (2.1)} com
S, ={(1.3). 3.4); (47), (7.5); (5.7); (7.11)} com
S; ={{11,3)(3.6%(6,51(5.4 (4.5 (5.1 1)} com
Sy ={(1110); (109 (9.8) (8,4); (46 (6.11)}  com

S5 ={(11.8).(8.9); (9,10), (10.8); (8,10); (10,11)} com
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que S€ representa por.

1§

S‘
S5 ;;E:E )
Sl

5
Sﬁ

5,

RO

Figura 4.6: Subrotas de GSCE e AgSeq

As tinicas duas subrotas agregadas estdo afastadas na zona de recolha. Neste
exemplo foram geradas duas subrotas com procura total inferior a W por
existirem duas componentes conexas, sendo as subrotas mais desequilibradas
as dltimas geradas em cada componente.

Considerem-se agora as subrotas geradas por GSProc, ou seja:

S firna) (32) (2.0)} com Q =2
s, ={(1.3): (3.4): (47); (7.11)} com Q,=2
s, ={(116).(6.4): (4.3%:(36). (6,11)} com ©,=3

5, ={(116):(6.5): (54):(4.6): (6.11)} ~ com @, =3
(

S5 ={(11.5):(57):(7.5): (5.11)} com Q=2
S5 ={(11,8);(8.9): (9.8): (8.11)} com Q=2
S, ={(118):(8,10); (10,8); (8.11)} com Q,=2
Sg ={(11.9):(9.10); (10,9); (9.11)} com Qg =2
So={(114): (4.5): (5.10)} com Q=1
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Seguindo © método de agregagao se uencial, A ¥
RRERS 1 gSeq; S." ¢ agregada com § _-
5|

S2 com S Sj com S,; € §., com Sg» resultando:
S, = {(11.5):(5.7);(7.5):(5.3):(3.2);(2.1)}; o2
=

5, = {(1,3);(3.4);(47):(7.8):(8-9):(9,8)2(SJf)}1 0, =4

s, ={(116): 6.4 (4.3): (36) 64); (4.5 (5.10)}; 0,=4
-

34={(H.é):(65]:(5.4];(4.6);(0.11)}: 0, =3
=

ss={(118) (8.10):(10.8):(8.9):(9.10);(10,9);(9,11)} : o
s=4.

Este conjunto de subrotas pode ser representado por:

Figura 4.7: Subrotas de GSProc e AgSeq

Como se pod
e obs ;
agregadas SUbl’Otase:’:tzzSmetas intersectam-se em diversos pontos, sendo
R S ds 2;1::1 zona de recolha. Neste exemplo, 0 conjunto
menor nimero d : E e AgSeq proporciona a existéncia de um
e caminhos mais curtos em vazio

Note-se ainda qu

(8.9), que Pogcx:;l)s:l; 3?:;) lo, na quinta subrota existe um arco em vazio,

Nao apenas nos extremos, m : Caso- a agregagdo de subrotas fosse possivel,

construidas seré alvo da ke g l?sle tipo de estudos sobre as subrotas
sec¢do 4.8, dedicada a métodos melhorativos.
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45. Agregagdo de Subrotas por Proximidade

4.5.1. Introdugao

No método de agregacdo sequencial, analisado no ponto anterior, sdo
tendencialmente juntas subrotas afastadas entre si, dado estas serem agregadas
pela ordem que foram geradas. Em contraste com este método, os dois que se
apresentam neste ponto tém como objectivo s permitir a jungao de subrotas que
estejam “proximas”. De notar que ambos os métodos se baseiam no multigrafo
que representa as subrotas e as respectivas agregagdes admissiveis, diferindo
essencialmente na forma como sao escolhidas as subrotas a agregar.

Num dos métodos, em cada iteragdo, vao sendo agregados pares de subrotas a
custa da determinagdo de emparelhamentos no multigrafo definido. No segundo
método de agregagdo por proximidade proposto sdo escolhidas sementes, entre
os nodos do multigrafo, que representam subrotas quer afastadas de n+/ quer
afastadas entre si. Cada uma destas sementes vai originando uma subrota mais
proxima de n+/ enquanto for possivel agregi-la com a subrota que lhe esté
mais proxima.

Tenta-se assim obter um “bom” critério de agregacao. Estando n+/ afastado
dos vértices do grafo de procuras, ou seja, da zona de recolha, a agregagao de
quaisquer duas subrotas é sempre vantajosa, dado implicar a eliminagao de
ligagdes a n+ /. Escolher a ordem de agregagdo apenas de acordo com o
ordenamento das poupangas resultantes de tal agregagdo pode ser enganoso, pois
comparativamente elas vio ser muito idénticas qualquer que seja o afastamento
das subrotas na zona de recolha, dado as distncias a n+/ pesarem muito.
Logo, devem ser considerados critérios que se baseiem tanto nas poupancas
como no afastamento das subrotas entre si.

Os métodos de agregagdo por proximidade que se apresentam podem entdo
considerar-se englobados no fluxograma 4.2.
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oximidade / Introdugao

(AgProxim )

Multigrafo de
Subrotas GS = (N.E)

Agregar Subrolas\‘
Conjunto de Subrotas Actualizar G§
Admissivels
m )

Fluxograma 4.2: Métodos de Agregagio por Proximidade — AgProxim

Y
<

S1

Fi

O multigrafo representativo de um conjunto de subrotas define-se no ponto
seguinte. Neste multigrafo, cada subrota ¢ representada por um nodo. E criada
uma aresta entre dois nodos se for possivel agregar as respectivas subrotas,
sendo previamente definidos os casos em que se considera possivel a jungo.
Como se verd, os custos associados s arestas estdo relacionados com a
poupanga no valor da solugao caso as respectivas subrotas sejam agregadas.
Apbs apresentado o algoritmo utilizado na construgao do referido multigrafo,
ilustra-se o seu funcionamento com o exemplo que se tem vindo a seguir.

Em 4.5.3. é descrito o primeiro método de agregagdo por proximidade — método
de emparelhamentos. Tendo por base o multigrafo de subrotas definido, as
subrotas a agregar, em cada iteragdo, sdo escolhidas de acordo com as arestas na
solugdo de um emparelhamento. O multigrafo vai sendo actualizado, terminando
o processo quando ndo existirem arestas no multigrafo, ou seja, quando jd ndo
for possivel agregar mais subrotas.

O terceiro método de agregagdo, segundo de agregagdo por proximidade. =
método de sementes — ¢é apresentado em 4.5.4.. Comegando também com 0
multigrafo de subrotas, este baseia-se numa escolha de sementes. S0
escolhidos, como se define, nodos do multigrafo (subrotas do problema) para
representarem sementes. Definidas as distincias entre as subrotas € n+ I,
selecciona-se a semente mais afastada de n + I, para iniciar 0 processo iterativo.
Enquanto possivel, a subrota (semente) seleccionada vai sendo agpegada o
subrotas que lhe estejam préximas, sendo previamente estabelecido 0 conceito
de p_roximidade entre subrotas. Sempre que se agregam duas subrotas 9
multigrafo € actualizado. O processo repete-se para cada semente considerada ¢
enquanto existirem arestas no multigrafo.
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4.5.2. Multigrafo de Subrotas

Deﬁﬂi{,‘ﬁes

Pretende construir-se um multigrafo (GS) que, de algum modo, represente as
subrotas e as suas possiveis agregagoes. Assim, cada subrota € representada por
um nodo. Em termos gerais, admite-se a existéncia de uma aresta, entre dois
nodos do multigrafo, se for possivel a agregacdao das respectivas subrotas e se
estas forem adjacentes. Usualmente, duas subrotas consideram-se adjacentes se
tiverem pelo menos um vértice em comum. Como se verd, nesta tese, duas
subrotas serdo consideradas adjacentes se tiverem em comum vértices de um
certo tipo, € Nao um qualquer vértice. Esta defini¢do de adjacéncia proporciona
uma implementagdo computacional mais eficiente.

Caso duas subrotas sejam consideradas adjacentes em dois ou mais pontos, sao
criadas duas ou mais arestas entre os respectivos nodos, resultando o referido
multigrafo. Os custos associados as arestas estao relacionados com as poupangas
resultantes da agregacdo das subrotas em cada um desses pontos, ndo sendo
porém efectuado um estudo muito exaustivo no cdlculo destas poupangas.
Assim, a poupanga resultante da agregacao € calculada em fungado da eliminagado
de ligagdes a n+/ e de arcos que facilmente sejam identificados como
sequéncia de arcos em vazio na subrota agregada, como se definira.

Considere-se uma subrota Si . Represente-se por:

V,- = {i,' iz l'k } o conjunto de vértices em §;, diferentes de n + 13

5 . I ~ . .
. V‘ o conjunto de vértices em que incide pelo menos um arco percorrido

em servigo na subrota Sl. , ou seja o conjunto de vértices iniciais ou

finais de um desses arcos (V!.s eV

v . - . 2 2
* V7 oconjunto de vértices, diferentes de n+ I, em que s6 incidem arcos

percorridos em vazio, na subrota S, V,-v "y \V.-I'

Note- 5 Teges= : : : .
Ole-se que V" # @, pois ndo se admite a existéncia de subrotas em vazio, ou

sej j i
Jaem que ndo € servido nenhum arco de procura.
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Usualmente, neste tipo de problemas, encontra-se a seguinte definicio o

subrotas adjacentes ([62)):

Definicdo 4.1: Duas subrotas, S. € SJ.. dizem-se adjacentes se tiverem pejo

Sets : (1)
menos um Vertice, diferente de n+ 1 ‘1

vnV. 20.
i J

, €M COmum, ou Seja se

Por outro lado, tendo apenas €m conta os vértices em que incidem arcos

percorridos em servico, resulta o seguinte conceito de adjacéncia:

Definicio 4.2: Duas subrotas, S. e S i’ dizem-se adjacentes em servigo se:

VinV:z0.
i j

Exemplo 4.1: As subrotas representadas nas figuras seguintes ilustram as
diferencas entre as duas defini¢des apresentadas.

i ;' .” : ‘ ' 8
Sf
S
‘—;n
a) nem adjacentes b) adjacentes (em x);
nem adjacentes em servico ndo adjacentes em Servigo;
¥ n+l T

c) jjmenms (em x); d) adjacentes (em x € y);
Jacentes em servico (em x); adjacentes em servigo (em Y.
Figura 4.8: Adjacéncia entre subrotas

(h J
O vértice n+1 é exclufdo da definigdo de adjacéncia por pertencer a todas as subrotas.
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¢ sevia. VSNV ¢ V. nV o Logoieatom i Sres s
Como & 0bviO, V; i Rri g ; j V. r‘\Vj_
existem mais subrotas adjacentes que adjacentes em servigo.
Note-se queé 0S conjuntos de subrotas adjacentes que se obtém com estas duas
SeL 5 e
definigoes coincidem sse V‘. N Vj = Vl_ N Vj :

Representando as arestas do multigrafo GS subrotas adjacentes que se podem
agregar, também este conjunto de arestas difere em fun¢do da defini¢do
stilizada, sabendo-se que, para um mesmo conjunto de subrotas, um contém o

outro.

Estando o conjunto de arestas do multigrafo inicial, se utilizada a defini¢ao de
adjacéncia em Servigo (defini¢ao 4.2), contido no conjunto de arestas do
multigrafo inicial se utilizada a definicdo de adjacéncia (defini¢do 4.1), pode
provar-se dominincia da defini¢do 4.1 em relagao a defini¢do 4.2, na primeira
iteragdo dos algoritmos de agregagao por proximidade. Ou seja, se com base em
cada uma das definigdes se definir o multigrafo de subrotas, para um mesmo
conjunto de subrotas, obtém-se dois multigrafos GI e G2. Agregando subrotas
em cada um destes multigrafos, com base na primeira iteragdo de um mesmo
método, a solugdo correspondente a agregar em G/ tem um valor nunca superior
A correspondente a agregar as subrotas em G2. Tal deve-se ao facto de,
inicialmente, as poupangas nunca serem piores quando utilizada a defini¢ao de
adjacéncia. Porém, tal dominéncia nao se reflecte obrigatoriamente na solucdo
final. No fim da primeira iteragdo, sendo em geral diferentes as subrotas
agregadas dependendo da defini¢do utilizada, vem diferente o novo multigrafo
resultante do passo de actualizagao.

Nesta tese foi adoptada a definigdo de adjacéncia em servigo. Assim, doravante,
sempre que se fale de subrotas adjacentes esté a referir-se a subrotas adjacentes
em servigo. Tal é motivado pelo facto desta definigdo permitir implementagoes
mais eficientes, pensando-se mesmo ser vantajoso, em geral e com vista a
agregagio, ndo detectar a adjacéncia entre subrotas que o sejam s6 em vazio,
ndo sendo assim possivel a agregagdo de tais subrotas. A agregagdo de subrotas
deste tipo originaria subrotas com um maior nimero de interrupgdes de servico
face a agregagdes de subrotas adjacentes apenas em servigo.

Tendo em conta esta definicio de adjacéncia, na representagio das subrotas,
caminhos em vazio sdo substituidos por arcos de procura nula entre 0s extremos
do caminho. Mantém-se assim a notagdo que tem sido considerada, em que 0
arco (x, ¥), percorrido em vazio, representa o caminho de menor custo de x
Para y, em G, com custo igual a spl(x, y). Tal representagdo, dado ndo exigir a
ldem'ﬁca‘?i“ dos arcos nos caminhos em vazio, conduz a uma implementagao
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mais eficiente, quer em termos de memoria ocupada quer em termos de tempo
de execugao.

Nestes métodos a agregagao de subrotas, sendo esta permitida apenas entre
subrotas adjacentes em servigo, é obviamente feita em vértices comuns as duag
subrotas. Considerem-se entao as subrotas intermédias:

Lo ={(n+1.:] ..... zf,x,:fH....,tr,nJrl)}

Incluir §. em §,, resulta, em termos genéricos, ou seja, sem eliminagdo de
J

eventuais sequéncias de arcos em vazio, a subrota:

(i) {(n+1.!1,....!f..t'.jk+l,...,]m,jl,...,jk,x,fﬂ+1,___,jr,n+])}
Incluir §; em Sj,origina:

(ii) {(n+1.j1.....jk,I,I“_],....lr,ll,...,lp.x,jk+1,...,jm,n+1)}.

Doravante considera-se que (x,y) representa que O arco (x,y) estd a ser

atravessado em vazio, sempre que seja necessario referir este facto.

Definicdo 4.3: A poupanca de agregar as subrotas intermédias S, € Sj no

vértice comum x, é:

S j(x) = Max {0; sl_ej(x); sj@i(x)}

|

onde,

Si9;(¥) =P+ 1,j)) +spl(j, ,n+ D)= spl(j, . ) +Bs

SPI(J'[,X)-*-sp[(x,jk_'_l)—spl(ig'jk+l) se (ie,x) ¢ (ijH

- -

< ; .
SPI(.Ik,I)+5pl(x,it,+l)—spl(jk 'i£+l) se (jk,x)e ("'"t-rl

0 c.c.

\

S i (¥) = spl(n+ Li))+ spli_,n+1)=spl(i_,i,)+ B.
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inicial (final) s6 se admite a inclusa
5. §; for uma subrota inicial (final) o de Sj em S.. A

poupanga de agregar a subrota inicial (final), S, com a subrota intermédia,

§ . no vértice comum X, é definida por Max {0; siij (x)} _
J

Por vezes O valor calculado como poupanga € inferior 2 poupanga efectiva da
jungdo das subrotas. Tal como se, por exemplo, em (i) ( L5 j]) for antecedido

e/ou sucedido por arcos percorridos em vazio. O vértice, x, comum a duas
subrotas pode também estar repetido numa das subrotas, ou mesmo nas duas.
Neste caso o célculo das poupancas é feito para a primeira vez que o vértice €
considerado na subrota. Nao € portanto efectuado um estudo exaustivo no
cilculo das poupangas.

Algoritmo para Construgdo do Multigrafo de Subrotas

0 algoritmo GS, que se apresenta de seguida, sintetiza a forma de construgdo do
multigrafo de subrotas, tendo em conta a defini¢do de adjacéncia adoptada.
Como referido, os dois métodos de agregagdo por proximidade baseiam-se neste
multigrafo.

Pelas razoes apresentadas no método de agregagdo sequencial, AgSeq, s €
possivel agregar duas subrotas se pelo menos uma for intermédia e se a
capacidade dos veiculos o permitir. Assim, s6 nestes casos e se as subrotas
forem adjacentes se considera uma aresta entre os nodos do multigrafo.

Tal como anteriormente, a agregagdo de uma subrota inicial (final) com uma
subrota intermédia originard sempre uma subrota inicial (final). De facto dado
serem necessirias exactamente P subrotas iniciais e P subrotas finais para

construgdo da solugdo admissivel, ndo faz sentido considerar estas agregacoes
de outra forma.

Algoritmo GS: Construgio do Multigrafo de Subrotas GS = (N, E)

0. Seja: n_subr o nimero de subrotas;
S, a sequéncia de arcos na subrota k;
Q, a procura total em S ;

Inicializar: E=@; (conjunto de arestas de GS)
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1. Nodos: Considerar qué cada subrota € representada por um nodo

multigrafo, i.e., N = {"i‘ 5 R nnmbr} :

2 estas: Se S. e §. sdo adjacentes em ¢ vértices distintos e podem ser
; S by

——

agregadas, considerar ¢ arestas entre oS dois nodos
respectivos, n, € n;, uma por cada um dos vértices em

comum nas duas subrotas. Ou seja,

Se =f{>0

Vinv]
I J
e Qi + Qj <W
e pelo menos uma das subrotas € intermédia
entdo considerar, em E, £ réplicas de (ni, "j)‘

Repetir 2. para cada par de nodos de N;

3. Custos: Com base na defini¢do 4.3 calcular o custo de cada réplica da
aresta (ni. njj, S, j(x), associado 2 poupanga no valor da
solugdo resultante da agregagdo das subrotas, S,. e Sj, no vértice

comum X;

Se sl.j(x)=0 retirar a aresta do grafo, pois a agregagao das

respectivas subrotas originaria uma solugao de valor
nunca inferior ao da actual;

Repetir 3. para cada aresta de E;

4. Retirarde N todos os nodos de grau nulo em GS.

Fim.

Constréi-se assim um multigrafo, em que cada nodo representa uma subrota.
Uma aresta entre dois nodos representa uma possivel agregagao entre duas
subrotas. A ideia de comstrugdo de grafos representativos de ciclos, €
problemas similares a0 PRRS, foi inicialmente proposta por Male € Liebman
[62], embora os grafos de ciclos construidos por estes autores ndo s¢
assemelhem com os que se obtém pelo algoritmo GS.
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Exemplo AA: Retomem-se as subrotas geradas por GSCE para este exemplo.
Como se viu no método de agregagao sequencial, as Wnicas
subrotas passiveis de serem agregadas, tendo em conta W, eram
S, e S¢- Porém estas duas subrotas ndo tendo vértices em
comum, ndo sdo consideradas adjacentes. Logo, GS ndo tem
arestas, nao sendo portanto, neste caso, aplicaveis os métodos que
se baseiam em GS.

Considerem-se agora as subrotas geradas por GSProc:

s, ={(1.3): 32): @1} com Q=2
5, ={(13): 3.4): (7). 7.1} com Q=2
S, = {(11.6), (6.4): (4.3); (3.6); (6,11)} com Q, =3
s, ={116);:(6.5): (54): (46). (6.1))} com @, =3
s, ={(11.5), (57, 7.5): (5.11)} com Q. =2
5= [(11,8): (8,9); (9.8): (8.11)} com Q=2
5, = {(11,8),(8,10);(10,8);,(8,11)}  com @ =2
S, = {(11,9); (9.10); (10.9): (9.11)}  com Qg =2
8, ={(11.4): (4.5); (5.11)} com Q=1

Figura 4.9: Grafo GS para as subrotas de GSProc *

Vio entio definir-se, sobre GS, processos de agregagdo das subrotas duas a
duas, Assim, tendo em conta os custos das arestas de GS, associados as
POupancas de agregar as subrotas adjacentes, hi que definir a agregagdo de
Subrotas, ou seja, hd que seleccionar arestas de GS.
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4.5.3. Método de Emparelhamentos

Descrigao do Método

Neste método as subrotas a agregar sao escolhidas de acordo com solugges
heuristicas de emparelhamentos de custo maximo no multigrafo GS, definido no
ponto anterior. Construido o multigrafo que representa as subrotas e as
respectivas agregagoes possiveis, vao agregar-se em cada iteragdo, pares de
subrotas. Estando os custos associados as arestas relacionados com as
poupangas resultantes da agregagdo, hd que tentar maximizar a poupanga.

Um dos critérios usados em caso de empate, na escolha das subrotas a agregar,
esté relacionado com o custo das subrotas a n+ 1. Este conceito € exposto de

seguida.

Definicao 4.4:

e O custo de uma subrota intermédia a n+1, é a soma dos custos dos
caminhos de menor custo de ligagdo desta subrota a n+1. Assim, se
(x, y) € (u, v) forem, respectivamente, o primeiro e o Gltimo arco servido
na subrota S‘. , define-se:

c(ni,n + ]) = spl(n +1,x)+ spl(v,n + I),
onde n. € o vértice que representa S, em GS.
o O custo de uma subrota inicial a n+1 é o dobro do comprimento do

caminho de menor custo percorrido no fim, até n+ /. Ou seja, s€ (, v)
for o dltimo arco servidoem § .,
I

c(n{.,n+1) = 25pi(v,n+]).
* O custo de uma subrota final a n+1, se (x, y) for o primeiro arco

servido na subrota final §, é :
]

c(n'.,n+1) = 2 spl(n+1,x).

Numa iteragéo, a maximizagio da poupanga associada 2 agregagao e RS P
subrotas consegue alcangar-se se determinados os emparelhamentos de pes?

maximo. Podendo nio existir um nimero par de nodos em GS, ndo se pod il
de emparelhamentos perfeitos.
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Como € sabido 0s métodos existentes para determinar emparelhamentos s@o
pesados € morosos, embora polinomiais.

Por outro lado, a maximizagdo das poupangas, em cada iteragao, nao garante a
maximizagao da poupanga total com a agregacdo. Verifica-se, em geral, que o
esforco necessario para a resolug@o exacta dos emparelhamentos maximos nao
compensa, face a qualidade das solugdes que se obtém quando determinados
emparelhamentos de uma forma heuristica. Uma heuristica simples produz
solugdes com um esforco computacional muito inferior, ndo sendo
necessariamente piores que as resultantes dos emparelhamentos maximos. Tal a
razio de recorrer a solugdes heuristicas, mesmo tratando-se de um problema

polinomial.

Determina-se entdo, de forma heuristica, um emparelhamento no multigrafo de
subrotas definido. Nesta heuristica, comega-se por ordenar as arestas por ordem
decrescente das poupangas. Em caso de empate, considera-se, caso exista a
aresta:

1°) que tenha mais réplicas, pois estd associada a subrotas adjacentes em
mais de um ponto;

2°) incidente num vértice de menor grau, pois corresponde a uma subrota
que tem menos alternativas para ser agregada;

3°) que estiver associada 2 agregagdo de subrotas mais afastadas den+l.

Respeitando a definigdo de emparelhamento, as arestas vao sendo marcadas de
acordo com a sua sequéncia na lista ordenada.

As arestas na solugdo do emparelhamento (marcadas) indicam as subrotas que
sio agregadas. Actualiza-se o multigrafo e o processo repete-s€ enquanto
existirem subrotas que se possam agregar, Oou seja, enquanto O conjunto de
arestas do multigrafo for nao vazio.

Algoritmo AgE: Agregagdo de Subrotas por Emparelhamentos
0. Seja: n_subr o nimero de subrotas;

S a sequéncia dos arcos incluidos na subrota k;

1. Construir o multigrafo GS (algoritmo GS);

Considerar todos os vértices de GS e todas as arestas por marcar;

2. Se E=@ Fim;
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3. Encontrar um emparelhamento em GS

3.1 Ordenar, numa lista E =[€l , €, ] as arestas (1) por ordem .

decrescente das poupangas, S j(.r) . Em caso de empate considerar

primeiro as arestas com um maior nimero de réplicas, incidentes ‘
em vértices de menor grau e/ou mais afastados de n + I; ‘

32. Fazer: re1l; {indice, em E, da aresta em andlise}

n_agregar < 0; {n.° de pares de subrotas a agregar)

3.3. Enquanto (i ou jr marcados) e (r<n_subr)
Fazer re—r+1;

34. Se r < n_subr

Maeare e 1 ©
! PRI &

Fazer n_agregar < n_agregar +1;

3.5. Se (n_agregar =n_subr div 2) ou (r > n_subr)

Ir para 4.,

C.c., Fazer rer+1;
Voltara 3.3.,

4. Agregar as subrotas correspondentes as arestas marcadas;

Actualizar o conjunto de subrotas e n_ subr;

Voltar a 1..

Obviamente que este método proporcionando, em geral, um melhor conjunto de
subrotas que AgSeq sobre o conjunto de subrotas geradas por GSProc, nao terd
vantagens significativas se utilizado sobre o conjunto de subrotas geradas por
GSCE. Conforme frisado, este conjunto ndo deve proporcionar muitas
agregagdes, sendo que as subrotas passiveis de vir a ser agregadas nao devem
representar, em geral, subrotas adjacentes, pois, na sua maioria, resultardo de
componentes conexas distintas. Assim, AgE é apenas considerado para agregal
as subrotas resultantes de GSProc, dando origem 2 heuristica H2.

(1)
Onde cada aresta representa a agregagdo de duas subrotas (nodos da aresta). Assume-s¢

que e, = (l'r.jr) » representando a possivel agregagio das subrotas sl_ e S! >
r r
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A Considere-se o grafo GS resultante do conjunto de subrotas
geradas por GSProc para o exemplo prot6tipo, onde a numeragio
sobre as arestas indica a ordenag@o destas por ordem decrescente
de poupangas, pretendida em 3.1.

Yo

€y

Exemplo

S

Figura 4.10: Grafo GS
De acordo com AgE o emparelhamento neste grafo € formado pelas arestas:
E= {81;33; e7}.

Logo, vdo ser agregadas as subrotas: S7 e SS; 39 e S4; 52 g SS’

resultando o conjunto de subrotas:

s, ={(11.3) (32): (2.1}, 0,=2:
s, ={(1.3); 3.4) (47): (7.5) (57): .11} 0,=4;
s, ={(11.6); (6.4); (4.3). (36): (6.11)}. 0, =3
s, ={116); (6.5). (5.4); (4.5); (5.4): (46k (6.11)}, €, =4:
S, ={(11.8); (8.9); (9.8): (8.11)}, 0, =2;

s, ={(11.8);(8,10); (10,9); (9.10); (10.8): (8.11)}, @ =4.
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que se pode representar por:

Figura 4.11: Subrotas admissiveis de GSProc e AgE

Este é o conjunto final de subrotas obtido com AgE, pois entre as subrotas
que poderiam ser agregadas, por ser compativel com W, ndo existem subrotas
adjacentes. Logo, GS ndo tem arestas € 0 algoritmo termina. L 4

Como se viu, a agregagdo de duas subrotas considera-se possivel se compativel
com a capacidade dos veiculos. Note-se que, sendo agregados pares de subrotas
em cada iteragdo, pode obter-se um conjunto de subrotas em que cada uma
ocupa cerca de 51% da capacidade dos veiculos. Solugdes com estas
caracteristicas, dificilmente terdo um valor préximo do valor Gptimo. Como €
usual neste tipo de abordagens, tal poderia tentar evitar-se se, por exemplo, nas
primeiras iteragdes, s6 fosse permitida a agregagdo de duas subrotas caso a soma
das respectivas procuras nao excedesse W/2 -6, com 8 fixo.
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4.5.4. Método de Sementes

Descrigio do Método

Tendo por base O multigrafo GS, € escolhido um conjunto de sementes que
reprcsentando subrotas a um elevado custo de n+ 1, estejam dispersas em GS.
Pretende-se assim tentar dividir a zona onde se efectua a recolha em virias
zonas, nao deixando isoladas (por agregar) as subrotas a maior custo de n+ /.

Antes de mais, consideram-se associadas a cada aresta de GS duas medidas:

e O custo de uma aresta, S j(x), esta relacionado, como anteriormente
(definicdo 4.1), com a poupanga de agregar as subrotas Si e Sj,

representadas pelos nodos da aresta, n. e n;,no vértice comum x.

e Uma distdncia unitdria associada a cada aresta de GS é utilizada para
determinar o afastamento entre subrotas, que se define de seguida.

Definicdio 4.5: Distdncia entre subrotas é o comprimento do caminho mais
curto entre os nodos de GS que as representam, assumindo

arestas de distdncias unitdrias. Representa-se por d(ni,nj) a

distdncia entre as subrotas Si & Sj 3

A distancia entre duas subrotas representa entdo, o nimero minimo de arestas
que separam os respectivos nodos de GS, como se exemplifica de seguida.

Exemplo 4.2: Considere-se o grafo GS:

ON

L To--@——®
O
Figura 4.12: Distancias definidas no grafo GS

Onde, por exemplo, d("l’"2)= 1; d(nl,ns)-:z; d(nl,n‘)=3. *
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Neste método de agregagao por proximidade comeca por escolher-se ym
conjunto de sementes, tendo por base as definicdes 4.4 e 4.5. Agsim
conhecendo K + P, 0 nimero minimo de subrotas, escolhem-se K+ P—¢g )
sementes, nodos do multigrafo, representando subrotas que estando a maior
custo de n+1, estejam afastadas entre si. Existindo em GS pelo menos 4 ?
arestas a separar duas subrotas sementes, talvez seja possivel agregar todas ag
sementes com subrotas adjacentes. Escolhendo para sementes as subrotas a
maior custo de n+/, tenta-se nao deixar por agregar as respectivas subrotas,
pois estas sao as mais penalizadoras em termos do custo de ligagOes a n+] e,

consequentemente, do valor da solugao.

Como sera referido, sempre que na escolha das sementes existir empate, opta-se
por seleccionar a de menor grau. Mais uma vez, tenta-se nao isolar subrotas

entre as mais afastadas de n+ /.

Escolhidas as sementes, inicia-se o processo de escolha de subrotas a agregar
(arestas de GS). Se possivel, comega-se por agregar a subrota a maior custo de
n+ 1, primeira semente escolhida, subrotas a uma distdncia nunca inferior a d
(fixo) das restantes sementes. Quando ja ndo € possivel agregar nenhuma outra
subrota a esta, considera-se a segunda semente. O processo repete-se enquanto
existirem subrotas que possam ser agregadas, como se apresenta no algoritmo
AgS.

Algoritmo AgS: Agregacao de Subrotas com Defini¢ao de Sementes

0. Dados: o constante inteira para determinar o nimero de sementes;
d distancia minima entre sementes, assumindo todas as
arestas de GS com distancia unitaria;
1. Construir o multigrafo GS = (N o ) (algoritmo GS);
Fazer: n_sementes <0 {nimero de sementes fixas};

Te0 { conjunto dos nodos sementes e dos nodos a
uma distancia inferior a d das sementes
fixas};

2 Se E=0 Fim;

(h 5 IR
sendo ¢ um nimero inteiro e “pequeno”, em comparagdo com o valor de K+P
@ :
d 2 ] é escolhido em fungéio da distincia calculada entre subrotas, nodos de GS-




|
:,
L

3. Fixar
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K + P -0 sementes, N0 maximo:

3.1. Entre os nodos de GS ainda ndo analisadas e ndo pertencentes a I,

seleccionar o mais afastado de n+/. Em caso de empate
seleccionar o de menor grau;

Fixar como semente o nodo seleccionado;
Fazer: n_ sementes < n_sementes+ 1,

Actualizar T, incluindo a semente fixa e todos os nodos de GS a
uma distincia inferior a d desta semente;

32. Se (n_sementes< K+ P—-a) e (existirem nodos por analisar)

Voltar a 3.1.;

Ordenar as sementes por ordem decrescente do seu afastamentoa n+1;

Seja: nk} My

o il , a lista ordenada de sementes;
2 k n_sementes

Fazer: s« 1;

Se

C.c., Retirarde I" a semente n

s=n_sementes Fazer [ « @

ks

Retirar de T todos os nodos que s6 relativamente a semente n, é
5

que estdo a uma distancia inferior a d,

6. Agregar § L. com subrotas adjacentes:
§

Se existiremn arestas incidentes em n, e nao incidentes em
5

nodos de T, escolher a aresta de maior custo (poupanga)
associado;

Se todas as arestas incidentes em n, incidem também em
5

vértices de I', escolher, entre estas, a de maior custo que
ndo incida em nenhuma das sementes fixas;

Agregar as subrotas correspondentes 2 aresta escolhida;

Actualizar o conjunto de subrotas;

Actualizar GS, analisando se é preciso retirar arestas e/ou nodos do
multigrafo (por exemplo, por causa da procura/capacidade);
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7. Se  aindaexistem arestas incidentes em my Voltar a 6.

C.c., Fazer: s« s+1;

Se s<n_sementes Voltara 5.,

C.c., Irpara 8.

8. Se EzO
Se |E|=1 Agregaras subrotas correspondentes a esta aresta
Fim
ge: Escolher uma nova semente:

Entre os nodos de grau ndo nulo, escolher,
como semente, o de maior custo a n+ /. Se
existir mais de um vértice nestas condigdes,
seleccionar o de menor grau;

Fazer: n_sementes « n_sementes+1,

Voltar a 6.;
C.c., Fim.

No passo 6. € escolhida a aresta de maior poupanga associada para identificar as
duas subrotas a agregar. Formas alternativas para a escolha das arestas
proporcionam, obviamente, diferentes solugdes. Nesta escolha poder-se-ia ter
considerado uma relagdo entre as poupangas e as capacidades dos veiculos.
Assim, poderia ter-se escolhido, por exemplo, a aresta de maior poupanca
associada se a procura nas subrotas ndo é superior a metade da capacidade dos
veiculos e a de menor poupanga associada (representando, em principio, uma

subrota mais proxima de n+] entre as adjacentes 2 semente), nos restantes
casos.

Pelas razdes apresentadas no método de agregagdo anterior, também ndo faz
sentido aplicar este método sobre o conjunto de subrotas proveniente de GSCE.

Assim, este método s6 € utilizado sobre o conjunto de subrotas gerado por
GSProc, originando a heuristica H3.
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Exemplo AA: Retome-se 0 grafo GS resultante do conjunto de subrotas geradas
por GSProc para este exemplo, onde a numeragdo das arestas
corresponde 2 ordenagao por ordem decrescente dos custos

associados (poupangas).

oW (f——)

85 €

Figura 4.13: Grafo GS para o exemplo A
3, Fixagdo de K+ P—o.=3+2—2 =3 sementes, sendodado d = 1.
Considere-se que os vértices no seguinte conjunto estao ordenados por ordem

decrescente do seu custoa n+/: LT O R S n; n4].
Neste caso a primeira semente € n., € I'= {ny; nes "8}‘
A segunda semente é n,, resultando I' = {n7; nging N, N, ng}.

A terceira semente € n

| 3,msultando l"={n7;n sRgimyin ;n’;n_’:}.

Foram assim fixas 3 sementes.

5. De acordo com a lista ordenada de nodos, n, éapnmn%w S

i‘,.L[}f = e
r={"z”'5;"9; 3}'
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s, ={(11.8):(8 (9.8); (8.11)} 0, =2
5, = {(118): (8.10): (10, 9). (9,10); (10,8); (8,11)}, 0, =4
s, ={(114) (4,5); (5.11)}, 0, =1

Actualizando GS, vem:

e

4

Figura 4.14: Grafo GS actualizado
7. s 2<n_sementes,
5. De acordo com a lista ordenada de nodos, n 5 ¢ a segunda semente, logo:
I'= {n 3n 8} .

6. Entre as arestas incidentes em ny (n2 n 5) ¢ a de maior poupanga, logo

vao-se agregar as subrotas §_ e S resultando:

2

,=1013) (32); (2.0}, 0, =2
s, ={(1.3%: (34), (47). (7.5). (57). 7.11)}, 0, =4;
s, ={(116).(6.4). (4.3). 36). (6.11)}. 0,=13:
5, ={(116).(6.5): (5.4); (46); (6.11)}, 0,=73;
S, ={(11,8): (8.9): (9.8); (8.11)}, 0, =2
S, =1{(11.8);(8.10); (10.9); (9,10); (10,8); (8,11)}, 0, =4
S, ={(11.4),(4.5). (5.11)}, 0, =1
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Actualizando GS, vem:

o}
v

Figura 4.15: Grafo GS actualizado

7. s¢& 3=n_sementes;

6. S6 existe uma aresta incidente em n_, logo vao-se agregar as subrotas

correspondentes, ou seja, S ;€ S7, resultando:

5, ={(1.3) (32) @1}, 0,=2:
S, = {(1,3); (3.4): (47); (7.5); (57); (7.11)}, 0,=4:
s, ={(11.6); (6.4): (4.5): (5:4); (4.3): (3.6); 640}, 0=+
s, ={(116): (6.5): (54% (46} (6.11)}, Q,=3;
5, ={(11.8).(8.9): (9.8): 8.11)}, 0,=2;

5, ={(11.8):(8.10); (109); (9.10); (108); (81D}, Qg =4.

que se pode representar por:
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e uma Solugdo Admissivel

4.6. Geragdodeuma Solugdo Admissivel

Existindo disponiveis P veiculos tém que existir exactamente P subrotas
iniciais, de / para n+ 1. P subrotas finais, de n+ 1 para /, representando as

restantes subrotas intermédias.

Assim, para finalmente gerar uma solugdo admissivel, basta, eventualmente,
alterar o inicio e/ou o fim de algumas subrotas para que passem a existir tantas
subrotas iniciais e finais quantos 0§ veiculos.

O algoritmo SolAdm, que s€ descreve de seguida, permite construir uma
solugdo admissivel a partir de um conjunto de subrotas admissiveis. Nesta fase,
considerou-se também a eventual agregacdo entre subrotas iniciais e subrotas
finais, caso seja compativel com a capacidade dos veiculos e vantajoso em
fungdo do nimero de subrotas iniciais finais existentes face ao desejado.

Na implementagdo computacional admitiu-se ainda, no final, a agregacao entre
subrotas que ndo sendo adjacentes possam € devam ser agregadas.

Algoritmo SolAdm: Geragdo de uma Solugao Admissivel

0. Considere-se um conjunto de subrotas admissiveis;
Calcular: nsi o nimero de subrotas com inicio em I;

nsf o nimero de subrotas que terminam em /;

L S .n>P
Se nsf > P

Se (compativel com W)
Agregar uma subrota inicial com uma final no
vértice comum /, resultando uma subrota
intermédia;
Actualizar nsi e nsf ;

Ir para 3.

C.c., Se (compativel com W)

Obter uma subrota inicial, agregando duas
subrotas iniciais, considerando uma seguida da
outra e escolendo a melhor das duas
alternativas possiveis;

Actualizar nsi;
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Ir para 3.

Se nsi<P
Se nsf > P
Se (compativel com W)

Obter uma subrota final da agregagdo de duas
subrotas finais, considerando uma seguida da
outra e escolnendo a melhor das duas
alternativas possiveis;

Actualizar nsf ;

Repetir 1. ¢ 2.  enquanto existirem subrotas iniciais ou finais por
analisar, nsi= P € n3f 2P;

Se nsi>P
Alterar os vértices iniciais de nsi — P subrotas de / para n+1/,
escolhendo as que proporcionam melhor valor para a solugao,
entre as nsi subrotas possiveis;

Actualizar nsi;

Se nsi<P
Alterar os vértices iniciais de P —nsi subrotas de n+/ para ],
escolhendo as que proporcionam melhor valor para a solugao
admissivel, entre as subrotas intermédias existentes;

Actualizar nsi;

Se nsf >R

Alterar os vértices finais de nsf — P subrotas de / para n+1,
escolhendo as que proporcionam melhor valor para a solugao,
entre as nsf subrotas possiveis;

Actualizar nsf ;

Se nsf<P

Alterar os vértices finais de P —nsf subrotas de n+/ para I,
escolhendo as que proporcionam melhor valor para a solugdo,
entre as subrotas intermédias existentes;

Actualizar nsf ;
Calcular o valor da solugdo admissivel, dado por:
'L CAR + Zspl(i,j) .

onde (i, j) representam os arcos percorridos em vazio ma solugdo
admissivel gerada.
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Os métodos de geragdo € agregagdo sdo entao sucedidos por SolAdm, para

serem obtidas solugoes admissiveis para o PRRS, na terceira fase das
heuristicas. Tendo em conta as possiveis conjugagoes consideradas entre o
diferentes métodos, ficam entao disponiveis as trés heuristicas:

e HI correspondente 2 sequéncia de métodos GSCE, AgSeq e SolAdm;
e H2 correspondente a sequéncia de métodos GSProc, AgE e SolAdm;

e H3 correspondente a sequéncia de métodos GSProc, AgS e SolAdm.

Exemplo A: Considere-se o conjunto de subrotas obtido com os métodos
GSProc e AgE. Neste conjunto, existe uma subrota inicial, S5,

uma subrota final, S! _sendo as restantes intermédias e P = 2.

55 = {(126); (6,4); (4.3): (3.6); (6.11)}, 0,=3;
§,= {(12.6); (6.5); (5.4); (4.5); (5.4); (4.6): (6.11)}, 0, =4;
s, ={(118).(89) (9.8): 8.1} 0,=2;
s, ={(11.8):(8,10); (10.9): (9.10); (10.8); (8.11)}, 0, =4.

Logo é necessério alterar o inicio de uma subrota € 0 fim de outra. Se, por
exemplo, for considerada S5 como subrota inicial e S5 como subrota final,
resultam as subrotas iniciais e finais:

§; ={(13),3.9),(47).7.5): (5.7 7.1},

S5 ={(1.8):(8.9)(9.8):(8.11)},

s; ={(11,3)(3.2)(2.0)},

Ss =1{(11,8):(8.10)(10,9);(9,10):(10,8);(8,1)} ,

mantendo-se as intermédias S ;€ 8 pe ¢
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47. Andlise Teorica da Heuristica HI

Neste ponto apresenta-se um majorante para o desvio do erro relativo da
heuristica H1 relativamente ao valor do minorante. Relembre-se que H1 é
composta pela sequéncia de métodos: GSCE, AgSeq e SolAdm. Como se ver4,
o cdlculo deste desvio € possivel por HI se basear em GSCE, ou seja, em
virtude do conjunto inicial de subrotas ser gerado da particdo de um circuito

Euleriano.

Seja: .
.z o minorante para o valor éptimo de PRRS, z , calculado pelo
algoritmo LB descrito no capitulo 3.;
. z o majorante para o valor 6ptimo de PRRS, z, calculado
utilizando a heuristica H1.
Defina-se:

e lcl(v)= Max {spl(i,v)+spi(v,i)}, veV.
EEV\{V}

-2

e gap= o desvio relativoentre z € Z.

[[a]

Considere-se, tal como no segundo capitulo, que os m arcos de procura estao

ordenados por ordem ndo crescente das procuras, isto €, tais que:
g e 2

q! q2 qm

Represente-se por ¢ o nimero méximo de arcos compativel com a capacidade
de um veiculo que, iniciando por servir o arco de maior procura associada, sirva
0s arcos pela ordem por que foram ordenados. Logo, £ € tal que:

/
Zc;a SW< ZQG.
a=] a=]

SCja L= —'1 ;
¢

.
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Comega por estabelecer-se um majorante para o desvio relativo do majorante

para 0 valor 6ptimo obtido por HI em relagdo a0 minorante, para os casos em

que apenas existe uma componente conexa em G,p- O resultado sers

posteriormente estendido ao caso geral em que existem diversas componentes

conexas.

Proposigdo 4.2: Considere-se um problema em que G, , € formado por uma

s6 componente conexa e tal que P > Max {d_ (I): d+(])}.

(L+P=2)Icl(n+1)

C +Ksclin+1)
Ag

Entao, gap < (4.1)

Prova: Seja CE um circuito Euleriano no multigrafo associado a solugdo do
algoritmo LB. Para gerar um conjunto de subrotas admissiveis, por
GSCE, segue-se CE, a partir de n+/, enquanto a capacidade dos
veiculos permite e enquanto nao sao encontrados os vértice / e n+1.

Quando a capacidade dos veiculos o exige, termina-se a subrota num
vértice de CE e considera-se o caminho de menor custo em vazio desse
vértice a n+ I e inicia-se uma nova subrota considerando o caminho de
menor custo em vazio de n+ 1 até esse vértice. No pior caso, o vértice
estd o mais afastado possivel de n+/, sendo entao percorrido um
circuito de custo nunca superior a Icl(n+l). Se CE s6 fosse
interrompido quando a capacidade dos veiculos o exige seriam geradas,

no maximo,
L=|—|
e S

Porém CE é também interrompido se um dos vértices / ou n+1 for
encontrado o que se verifica, no miximo, K + P vezes.

subrotas.

Assim, CE ¢ interrompido L+ K + P vezes, no maximo.

Ao interromper as K vezes por encontrar n+ /, a sequéncia de arcos de
CE € respeitada nio existindo qualquer alteragdo de custos. O mesmo
se verifica para pelo menos uma das L vezes e para pelo menos uma
das P vezes. Para as restantes (L+ P—2) vezes CE terd entdo que Sef

interrompido, no pior caso, no vértice a custo maximo de n+1, sendo
lel(n+1) o custo associado.

No pior caso ndo € possivel a agregagdo de subrotas na segunda fase da
heuristica, permanecendo assim inalterado o valor da solugao gerada-
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Sendo, por hipétese, P 2 Max {d_(]);d+(1)} existem no inicio da
terceira fase da heuristica ndao mais de P subrotas iniciais e de P
subrotas finais. Assim, nesta fase nunca se verificardo, em nenhuma
das subrotas, trocas de vértices finais nem iniciais que possam conduzir

a um aumento no valor da solugao.

Entao,
2 <z+(L+P=-2)Ilcl(n+ )=
z—z (L+P-=-2)Icl(n+1D
= = :
z z

Sendo, z2 CA + K scl(n+1),
i R

. 5 (L+P-2)Icl(n+1) a
S A C, +Kscl(n+1) '
R

Caso P < Max {d_ (1): d+(1)} entdo P deve ser substituido por

d = Max {d~ (1) d* (1)}
na formula (4.1). Deve ainda ser somado ao numerador o custo de ter que
substituir, no pior caso, (d — P) subrotas iniciais por intermédias e o de ter que
substituir (4 — P) subrotas finais por intermédias, dado, no pior caso, por
(d - P)(spl(1,n+ 1)+ spl(n+ 1)) . Logo é ainda possivel estabelecer um

majorante para o maior desvio relativo quando P < Max {a' T(:dt{ )} :

O resultado da proposigdo 4.2 pode generalizar-se para o caso de existirem nc
componentes conexas, como se estabelece de seguida.

Corolario 4.1: Considere-se que em G, p existem nc componentes conexas.

Para a i-ésima componente conexa, seja:

* m o nimero de arcos de procura na componente;

3 E:‘ o nimero miximo de arcos na componente,

compativel com a capacidade de um veiculo que
iniciando por servir o arco de maior procura
associada, sirva os arcos por ordem decrescente de
procuras;
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=
S

R — 2 L'_ !
p=1
Entao,
B (L+P=2)lcl(n+1)
BB T W sclin+ ) (42)
R

Prova: Da proposi¢do 4.2, considerando cada componente conexa como um
grafo e definindo:

ll'(n+1) = Mw_c{spl(k,n+1)+spi(n+1,k)},
ker

Vem lcli(n+I)Slcl(n+I) e

Y [L'. Icl’ (n+1)]+ (P=2)lcl(n+1)

gap< =
z
nc
2 L+P-2|lln+])
i=]
gaps — = <

z

p [L+P=-2)lcl(n+1])
4

& gap

o ogy < \L+P=2)lcln+ D
L s S e ey
~ - R
XA BRI e e s, TR Ll ¢

e

4 vy
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4.8. Meétodo Melhorativo

0s métodos melhorativos, tal como o nome indica, tém como principal
objectivo melhorar solugdes admissiveis. Em cada iteragdo tenta entdo obter-se
uma solugdo admissivel melhor, ou seja, de menor valor, que a actual solugéo.
Torna-se assim imprescindivel a existéncia de uma solugdo admissivel inicial,
que pode ser obtida pelos métodos propostos no capitulo anterior. Este tipo de
métodos foram inicialmente propostos na década de sessenta, por Lin e
Kernighan ([59], [60]) para o problema do caixeiro viajante.

4.8.1. Introdugao

Dada uma solugio admissivel pode tentar obter-se outra solugao admissivel de
menor valor, admitindo trocas de arcos nas subrotas. A redu¢ao no custo da
solugdo estd obviamente associada a uma eventual diminui¢do no custo dos
trajectos em vazio na solugdo de partida.

Uma forma de tentar atingir este objectivo consiste em, se possivel, efectuar
trocas entre arcos que aparegam replicados numa ou em diferentes subrotas. De
forma a nio obter um método muito exaustivo e, consequentemente, muito
moroso, apenas se admitiram trocas entre o servi¢o de arcos e suas eventuais
travessias em vazio. Assim, tenta trocar-se a posi¢do em que actualmente é
servido cada um dos arcos que sendo de procura surjam replicados, no conjunto
de rotas admissiveis em presenga.

No primeiro tipo de troca que se apresenta tentam melhorar-se as actuais
subrotas, uma a uma, pela eliminagdo de repetigdes de arcos, em cada subrota.
Para tal analisam-se, por exemplo, as solugdes associadas a troca do servico de
um arco que numa mesma subrota seja servido e percorrido em vazio. Assim,
troca-se, se for vantajoso, a posig¢do de cada arco que, numa mesma subrota, seja
servido e atravessado em vazio, passando este a ser percorrido em servigo
quando era inicialmente percorrido em vazio e vice-versa.

Melhoradas, se possivel, as actuais subrotas individualmente, tenta melhorar-se
0 conjunto das subrotas. Estudam-se entio os casos em que € possivel e
vantajosa a troca de arcos entre subrotas distintas. Considerado um arco que
aparega repetido em duas ou mais subrotas, sendo servido numa delas, tenta
trocar-se o seu servigo de subrota. Ou seja, analisam-se 0s Casos em que um arco
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a ser servido numa subrota em que era percorrido em vazig e

pode e deve passar
do em vazio na subrota em que era inicialmente servido.

passar a ser percorri

Tal como anteriormente, um arco percorrido em vazio representa o caminho de

menor custo entre Os respectivos vertices, no grafo inicial. Como justificado, ta]
representagdo permite uma implementagdo mais eficiente embora possa
impossibilitar, por vezes, a detecgao de subrotas adjacentes. Assim, 0s arcos que
antecedem e sucedem, em qualquer subrota, um arco de procura nula

(representativo de um caminho de menor custo) sdo arcos servidos nessa

subrota.

Neste método, um arco (x. _v) é representado por

. (x, y) sempre que se pretenda frisar que este esta a ser percorrido em

Servigo;

. (x,y) se estiver a ser percorrido em vazio, € isso seja relevante para o

que se pretende.

4.8.2. Descrigao do Método

Introdugao

O método melhorativo SAM ‘! pode ser considerado um método de duas fases,
sendo que em cada uma se tenta melhorar uma solugdo admissivel existente.
Assim, na primeira fase tentam-se melhorar as subrotas uma a uma, admitindo
trocas de arcos numa mesma subrota. Na segunda fase tenta-se melhorar o
cormjunto de rotas admissiveis, considerando certas trocas entre subrotas
adjac_cntes. No fluxograma 4.3 descreve-se o método geral, sendo nos pontos
seguintes justificadas cada uma das suas duas fases, com mais detalhe.

40
SAM - Solugdo Admissivel Melhor.
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SAM

i Rotas Admissivels H_’

A

} Fase I: Trocas de arcos numa subrota

Fase II: Trocas de arcos entre subrotas adjacentas

/ Rotas Admissiveis /A—I——

Fim

Fluxograma 4.3: Método melhorativo - SAM

Trocas de Arcos numa Subrota

Neste tipo de trocas pretendem eliminar-se repeti¢des de arcos em cada subrota.
Para tal, analisa-se em que casos se deve alterar a posi¢do em que um arco €
servido, numa subrota em que esse arco aparece repetido.

Considere-se a subrota:

5= ko, Mo M AR Ho M)

em que (x, y) aparece repetido, sendo servido numa das vezes, como se
exemplifica de seguida.

Exemplo 4.3: Considere-se a subrota admissivel representada na figura
seguinte, onde os nimeros sobre 0s arcos indicam a sequéncia na
subrota

n+l

Figura 4.17: Subrota com réplicas de arcos servidos
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):(2,4) ¢ atravessado em vazio e em servi¢o. Trocando

O arco (x,y
ido, ou seja, trocando o segundo com o quarto arcq

posigao em que este € serv
na subrota, resulta

e

Figura 4.18: Troca do servigo de um arco numa mesma subrota

9

Nesta subrota, em vez do caminho de menor custo de 2 para 4 e do de 4 para
5, considera-se apenas o caminho de menor custo de 2 para 5. Como ¢ vilida

a desigualdade
spl(2,4) + spl(4.5) 2 spl(2,5) .

a subrota resultante da troca tem custo total nunca superior ao da subrota
inicial.

Note-se que esta troca s6 é eventualmente vantajosa caso a troca de servigo
do arco que € servido e percorrido em vazio faga com que passem a existir
pelo menos dois arcos em vazio consecutivos, na sequéncia de arcos
considerada na subrota. De facto, se for trocado o servigo do arco (4,5) de

posigdo (figura 4.17), ou seja, trocar no conjunto inicial o quinto com o
oitavo arcos, ndo altera o valor da solugao. ¢

Tendo em conta a representagdo adoptada, em que um caminho em vazio de i

para j, no grafo original, € substituido pelo arco (i, j) , torna-se 6bvio que 08

arcos que antecedem e sucedem na subrota sdo arcos percorridos em servigo, ou

seja, (il,x) e (y,iz).

Quanto aos arcos ("3’3‘) € ()’,i 4), respectivamente, antecessor e sucessor de

(x, y). nada se pode garantir, como se considera no algoritmo que se descreve
de seguida para as trocas deste tipo.

Como ilustrado no exemplo, trocas deste tipo mostram-se vantajosas quando 0
arco que antecede e/ou o que sucede (x, y) estdo a ser percorridos em vazio,
originando uma sequéncia de, pelo menos, dois caminhos em vazio que serdo




Heuristicas para o PRRS

substituidos pelo caminho de custo minimo em vazio entre 0s extremos da

sequéncia. Assim, deve trocar-se (x,y) com (X.y) na subrota §, quando

. (;’3, x) e (1, i4). pois sendo
sPl(ij,x)+spl(x,y)+spl(y,i4)2 S.Df(fj,i4) 1

a nova subrota tem custo nunca superior 2 original.

e (}’,i4), pois sp!(x,y)+spt'(y,i4)2spl(x,i4) :

L]
—
~
o
=
S’
g7
——

Yy, i4), pois spl(x,y)+ Sp[(y,i4)2 spl(x.i4) :

Algoritmo Trocas1: Troca do Servigo de Arcos numa mesma Subrota

0. Dados: Conjunto de ns subrotas admissiveis;

1. Fazer k&1,

2. Se ndo existem arcos servidos em § ¢ € percorridos em vazio

Fazer ke« k+1
Se k <ns Voltara 2.
C.c., Fim;

C.c., Ir para 3.

3. Seja:

8y & {(‘)'x)‘(—x?y—);(y'iz)‘(iz’i3 );(is”);

(x. y);(J’-i4 )‘ (i4 'is}'(iS‘i6 )}

VOPURE

Considerar, em vez de § 02 subrota:

S, ={(i1.x);

(x.y):(y.iz}-m(‘yb );(‘T":}'(is'is )}
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3.2 Se (_f;_t) A (-"‘i.‘r)

Considerar, em vez de SA— , a subrota:

Considerar, em vez de Sk , a subrota:

S, = {(f,,X):(x._v)l()’-fz ):(iz i3 );("3’—");(-‘"'-4);("4'iS);(i5'i6 )}

34 Se (ij,x) A (\ i4) Voltar a 2.

Logo, se um arco de procura aparece repetido na subrota em que € servido,
torna-se vantajoso trocar a posi¢ao do seu servi¢o se pelo menos um dos arcos
que liga com o servido, na subrota inicial, for percorrido em vazio. Assim, mal o
servico de um arco € trocado de posigao o mesmo arco sai de andlise. Ou seja, se

aparece repetido mais de uma vez s6 se consegue trocar uma Vez N0 maximo.
Pois, quando € efectuada uma troca o arco percorrido em servigo passa a ficar

“ligado” a arcos que também sdo servidos, ndo sendo portanto vantajoso admitir

novas trocas para €sse mesmo arco.

Se existir mais de um arco repetido numa mesma subrota faz-se esta andlise
sequencialmente seguindo a ordem com que estes aparecem na subrota. Tenta-se
assim ndo tornar muito pesadas, em termos de tempos de execugdo, estas
analises.
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Trocas de Arcos entre Subrotas Adjacentes

Na segunda fase do método melhorativo SAM pretende, se possivel, melhorar-
se 0 actual conjunto de subrotas. Para tal, vdo identificar-se os casos em que €
possivel € vantajosa a troca do servigo de um arco entre duas subrotas

Seja entdo ( X, _v) um arco que aparece repetido em duas subrotas, sendo servido
numa delas. Pretende-se saber se, sendo possivel, havera vantagens em trocar o
seu servigo de subrota. Isto €, em passar a servi-lo na subrota em que ele é
percorrido em vazio, caso a capacidade do veiculo o permita, e passar a ser
pcrcorn'do em vazio na subrota em que € actualmente servido.

Considerem-se entao as duas subrotas distintas:

5 :{(if‘iz);(iz‘ij);(i3"‘);("’y_);(y’i4);(i4’i5}'(i5’i6)}
=% {(jf‘jz)‘(jz'x);(x’y);(y’j3)"(j3’j4}’[j4’j5]}'

Note-se que, dada a representagdo adoptada, os arcos que antecedem e sucedem

(x,y), em S, so percorridos em servigo, ou seja, (ij ; x) e (y, i4).

Exemplo 4.4: Considerem-se as subrotas admissiveis representadas na figura
seguinte, onde o primeiro nimero sobre cada arco identifica a
subrota e o segundo o niimero do arco na sequéncia considerada
para formar a respectiva subrota.

n+l

Figura 4.19: Subrotas adjacentes com duplicagdo de arcos
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em servigo na subrota §; e em vazio na
O arco (r \) (" 4) ¢ atravessado ¢

subrota S,. Trocando, se compativel com a capacidade dos veiculos, o

servigo de (2.4) entre estas duas subrotas, resultaria:

af n+l

@\ OO
i e vy

Figura 4.20: Troca do servigo de um arco entre subrotas adjacentes

!

Nestas duas subrotas, em vez dos caminhos de menor custo de / para 2, de 2
para 4 e de 4 para 5, considera-se apenas o caminho de menor custo de / para
5, pois € vélida a desigualdade:

spl(12) + spl(2,4) + spl(4,5) 2 spl(1,5) .

Como no caso anterior, esta troca sé € eventualmente vantajosa caso o arco
em questio seja precedido e/ou sucedido por arcos percorridos em vazio na
subrota em que € servido. L 2

Entdo, s6 se passa a servir o arco (x, y) em S, resultando

§i = {(’1 '2)(’2 '3)(13 X)( -Y) ()’ ‘4)('4 ‘5) (‘5 ‘6)}

1) se € possivel, ou seja se: QS +qx ; <W, onde, relembre-se, QS
’ ;

representa a procura total na subrota § ;
[

2) e se € vantajoso, ou seja, se o valor da nova solugdo for inferior ao valor
da solugdo inicial,

como consta no algoritmo que se apresenta de seguida.

Algoritmo Trocas2: Troca do Servigo de Arcos entre Subrotas

0. Dados: Conjunto de ns subrotas admissiveis;

1. Fazer i«1; je1;
2. Fazer je j+1;
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3. Se j<ns

Se  8; © 5, IS (x.¥) em comum, sendo percorrido
emservicoem §. UV ¢
i) (QS‘+qx.ySW)
Ir para 4.

C.c., Voltara 2.,

Cc., Fazer i—i+l; jei+l;

Se i<ns Voltara 3.
C.c., Fim;
4. Sejam

¥ :{(fl‘jz)‘(jz‘x);(x’-")"(y J }(13 14)[14 15)}
41 Se (:.2_;) A (;-13_)

Servir (x, y) em SI_ e considerar, em vez de Sj , a subrota:

%5 (jf’jz)"(fz 13)(13‘14)(j4’j5) ;

42 Se m ' (y,jj)

Servir (x. y) em S. e considerar, em vez de Sj , a subrota:
I

§j= (jl’jz)‘(jz'x}'(x’j3);m(j“'j5) ;

o arco estd a ser percorrido em
oem §; € atravessado em vazio

W Considera-se, por simplificagdo, que na solugdo actual

Servigo em S j . Obviamente que ser percorrido em servig

em §; proporciona um estudo semelhante.
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— —

43 se  (ipx) A (3.45)

(_r,_v) em S‘, e considerar, em vez de Sj , a subrota:

gj 3 (jl'jB);(j."y);("':‘jﬁ );(‘f.%"i4 );(jﬂf‘jﬁ') ;

Servir

44 Se (jq.,r) A (-"‘ja) Voltar a 3..

Logo, se um arco de procura aparece repetido em duas subrotas, torna-se
vantajoso trocar o seu servigo de subrota se pelo menos um dos arcos que liga

com o servido for percorrido em vazio.

Assim. tal como anteriormente, mal o servigo de um arco € trocado de posigao
ou de subrota o arco sai de anlise. Pois, mesmo que aparega repetido mais de
uma vez s6 se consegue trocar, O seu servi¢o, uma vez no maximo, dado ficar
“ligado” a arcos que sao percorridos em servigo.

Se existirem dois ou mais arcos repetidos, as trocas vdo sendo consideradas
sequencialmente, pela ordem por que as subrotas foram construidas. Mais uma
vez, tenta-se assim ndo sobrecarregar os algoritmos com este tipo de analise.
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48.3. Exemplo A

Retome-se, para o exemplo protétipo que se tem vindo a apresentar, a solugao
admissivel obtida pela sequéncia de algoritmos GSProc, AgE e SolAdm, ou
seja:

Ea {(11,3), (3.2); (2.1)},

0=
5, ={(1.3); (34 (7). (7.5): (57): 7.10)}, 0, =4;
, ={(116): (6.4): (4.3): 36): (6.11)}, 0,=3;
={(11,6)(6,5)%(5.4}4.5%(5.4)(4.6)(6.11)}, Q,=4;
= {(1.8)(8.9%(0.8)(8.11)}, G-z 2:
={(11,8)(8,10)(10,9)(9.10)(10,8)(8.1)}. 0, =4.

Apenas na subrota S, existe réplica de um arco servido, o arco (5,4). Porém,
este arco é sempre antecedido e sucedido, em S, por arcos percorridos em

servico (figura 4.21). Logo, ndo se consideram trocas no servico deste arco.

11

Figura 4.21: Subrotas admissiveis de GSProc, AgE e SolAdm

E de realgar que neste caso ndo existem, em nenhuma subrota, arcos que sendo
de procura sejam percorridos em vazio noutra subrota que ndo aquela em que
sdo servidos. Logo, ndo hé lugar a trocas de servigo entre subrotas adjacentes.

Considere-se agora o conjunto de subrotas obtido com a sequéncia de métodos
GSProc, AgS e SolAdm, sobre 0 mesmo exemplo, ou seja:

={(11.3); (3,2); (2.1)}, Q,=2;
s, ={(1.3): 3.4 (47). (7.5): 57) (7.11)}, 0,=4:
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o ={126): (6.4): (4.5); (5:4): (4.3) (36)(6.10)},  0,=4;
={116)c6 5154)(4 6}(6.11)}. Oy
S ={(1.8}8.9%0.8X(8.1 1)}, Q0 =2;
={(11.8)(8,10)( (10,9).(9,10%(10.8).(8.1)} 0y =4,

Neste caso poder-se-ia pensar em trocar 0 Servigo do arco (5.4) da subrota S4
para a subrota §,. Mesmo que fosse possivel, o que ndo se verifica dado os
3

veiculos terem capacidade W =4, igual a procura total de Sj, nao ha

vantagens, pois tanto o arco que precede (5.4), em S, como o que o sucede sao

arcos percorridos em servigo (figura 4.22). Assim, tal s6 significaria que (5,4)

seria percorrido em vazio em S, em vez de o ser em S 3 Nao alterando o custo

total da solugao.

Figura 4.22: Subrotas admissiveis de GSProc, AgS e SolAdm

Logo, para este exemplo o conjunto de subrotas final ndo se altera perante o
método melhorativo. Tal € obviamente justificado por se tratar de um exemplo
de pequenas dimensdes, onde sdo “poucos” os arcos percorridos em vazio nas
solugdes admissiveis obtidas com os métodos do capitulo anterior. *

Em suma, espera-se que este método seja tanto mais efectivo, proporcionando
melhorias nas solugGes admissiveis, quanto maiores forem as dimensdes dos
problemas. Pois serd nestes casos que as solugdes admissiveis obtidas com 08

métodos do capitulo anterior proporcionario solugdes com um maior nimero de
arcos repetidos.
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Capitulo 5. Resultados Computacionais

5.1. Introdugao

Os trés métodos heuristicos H1, H2 e H3 e o método para determinar
minorantes, LB, foram codificados em Pascal e compilados em Turbo
Pascal 7.0.

A geragio aleatéria de problemas teste torna possivel a andlise dos
métodos implementados em fungdo dos resultados computacionais.
Neste capitulo serdo entdo descritos 0S processos de geracao
implementados e analisados 0s métodos referidos em fungdo dos
resultados médios obtidos.

Os problemas teste, gerados aleatoriamente, podem subdividir-se em
dois tipos, como se apresentard. Para o primeiro tipo, T1, foram
geradas redes pouco densas, ou seja, redes em que 0 nimero total de
arcos de procura seja relativamente “pequeno”. No segundo tipo de
problemas, T2, pretende obter-se redes planares e menos densas ql.le as
de tipo T1, designadas por isso por redes esparsas. Tenta-se assim a
geragdo de redes que possam Ser consideradas similares a redes de
estradas.
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No ponto seguinte apresentam-se € analisam-se os resultados para os problemas
de tipo T1, de mais facil geragdo. O terceiro ponto deste capitulo é entio
dedicado a problemas de tipo T2. A justificagdo dos métodos implementados na
geragio de problemas deste tipo é seguida da apresentagdo e andlise dos
respectivos resultados computacionais.

Como inicialmente referido, todos os programas foram escritos em Pascal, tendo
sido utilizado o compilador Turbo Pascal 7.0. Este compilador impde certas
limitagdes quer as dimensdes dos problemas teste, quer ao tipo de dados. Nio
foram por isso gerados problemas com mais de 50 vértices nem com valores
para os pardmetros muito elevados, tendo sido, no geral, as varidveis declaradas

como variaveis inteiras.

Os resultados foram todos obtidos num processador Pentium a I00MHz,
configurado com 24MB de memoria.

O desvio relativo do valor de uma solugao admissivel, z,em fungao do valor do
minorante obtido pelo método LB, z, € calculado, em percentagem, pela
expressao

z-2
gap = x 100, (5.1

ja anteriormente referida.




5.2.  Problemas Teste em Redes Pouco Densas

5.2.1. Geragao

O primeiro tipo de dados considerado foi obtido pela geragdo aleatéria de redes
“pouco densas” e conexas. As procuras foram geradas de acordo com a
distribuicao uniforme U(6,20). Os custos em vazio associados a cada arco

foram gerados pela U(2, 15), para os arcos nio incidentes em n+/, enquanto
para os arcos incidentes em n + / foi utilizada a U(30, 40)

Os custos de percorrer cada arco em servigo foram calculados por

€.
1

(]

j =5 d:‘.j qi.j‘ V(z,])e AR,
resultando 0.5 q, j x1 = c, i > di j? V(i, j)e A R’ conforme pretendido.

Tendo sido testados problemas com um maximo de 50 vértices, considerou-se
igual a dois o nimero de veiculos. Pois, se por um lado hi que admitir mais de
um veiculo por estar em estudo o caso miltiplo, por outro, ndo faz sentido, em
problemas pouco densos destas dimensdes admitir a existéncia de um elevado
nimero de veiculos. Pensa-se nestes casos ser mais relevante, em termos de
andlise de resultados, a existéncia de diversas subrotas que de diversos veiculos.

Para um mesmo nimero de vértices foram considerados veiculos de diferentes
capacidades, estando os valores considerados indicados nas tabelas de resultados
computacionais detalhadas em anexo. Foram também testados problemas de
diferentes densidades (assumindo valores entre os 30% e os 40%), definidas
pelo quociente entre o nimero de arcos de procura considerados e o nimero
total de possiveis arcos de procura, ou seja:

44

sidade = ——.
den. i
Cada problema teste representa valores médios de dez problemas gerados
aleatoriamente com as mesmas caracteristicas, ou seja, médias para problemas
que tendo os mesmos dados iniciais, se destinguem entre si dada a geragao
aleatéria de alguns dos parametros envolvidos.

Para este tipo de problemas apenas se apresentam e analisam Os resultados
obtidos pela heuristica H1 e, obviamente, por LB uma vez que o ~gap

Resultados Computacionais
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calculado em fungdo dos valores da heuristica e do minorante, SO assumiri

valores pequenos caso ambos 05 métodos sejam “‘bons”.

Nesta tese ndo se apresentam resultados dos restantes métodos em problemas
T1, por H1 ter proporcionado resultados muito bons. Assim, sabendo de inicio
que H1 € das heuristicas a que necessita de menor tempo de execugdo, pensa-se
ue ndo se justifica o estudo comparativo entre métodos alternativos em

q
Em problemas deste tipo a heuristica H1 fornece, como se ver4,

problemas T1.
solugdes admissiveis bastante razodveis, quer em (ermos da configuragdo de

subrotas, quer em termos do valor da solugdo admissivel.

As restantes heuristicas serao comparadas com a primeira em problemas que

proporcionam piores resultados médios, como € 0 caso dos problemas de tipo

T2 gerados aleatoriamente.
5.2.2. Resultados Computacionais
Os grificos seguintes sintetizam 0S resultados computacionais mais detalhados

que se podem consultar no anexo A3. Assim, primeiro apresentam-se e
analisam-se os graficos associados aos valores dos desvios percentuais relativos

calculados, “gap”.

7 -
.‘.._ 3 10 nodos

6+ ikl !
~
LR - 7 oy,
5« ~ .o/ Ry
N ‘\...
;5 43§15nodos
g —
:Q- -.,__-.-
o 1 B
- -.‘.-..
20 nodos, » = ol
- = ~

BN -~
" om owm "W

1 4+ 25 nodos e

0 : : 2 L

: 2 3 4 5

Problemas teste

Figura 5.1: Desvios relativos de H1 em problemas T1, com /0 a 25 vértices
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E notério quer no grfico da figura 5.1, quer no da figura 5.2, uma diminuiczo
no valor do “gap” com o aumento das dimensdes dos problemas, ou seja do
nimero de nodos e, consequentemente, do nimero de arcos. Note-se que para
problemas com 0 a 25 vértices (figura 5.1) os valores percentuais do “gap”
médio variam entre 0.5% e 7%, estando a curva associada aos problemas com
10 vértices sempre acima das restantes. Para os problemas de maiores
dimensdes os valores percentuais do “gap” médio variam entre 0.15% e 12%,

sendo os mais elevados atingidos para os problemas de 30 vértices e os mais
baixos para os problemas com 50 vértices.

Relativamente a redes de iguais dimensdes, ou seja com o mesmo nimero de
vértices, nota-se uma tendéncia de diminui¢do nos valores do “gap” com o
aumento da capacidade dos veiculos, sabendo que os problemas foram
numerados por ordem crescente de W. Tal estard obviamente relacionado com a
facto de veiculos de maiores capacidades proporcionarem a geragao de solugdes
admissiveis com um menor nimero de subrotas.

1.2 ==
~
L d
) ~
/ -
i o
0.9 /30 nodos g
\

S 3
. 35 nodos A
B

0.6 +

45 nodos

0.3 4

0 $ Y . 2
1 2 3 4 "
Problema teste

Figura 5.2: Desvios relativos de H1 em problemas T1, com 30 a 50 vértices
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isados os valores dos desvios relativos das solugdes

Apresentados € anal
passa-se agora a analise das respectivas

admissiveis proporcionadas por HI,
solugdes. Esta andlise é feita em fungdo do (des)equilibrio das subrotas geradas.

As figuras 53 e 5.4 representam Os resultados médios para cada uma das
dimensoes testadas. Sendo os valores para cada um dos problemas teste

similares aos valores médios, como se pode confirmar em anexo, a analise dos

resultados pode ser feita globalmente.

7%

8%

10%

2%

E 70-100%%W [l 50-70%W 0 30-50%w IR 0-30%W

25 nodos

20 nodos

Figura 5.3: Estrutura das subrotas nas solugdes admissiveis de H1 em
problemas T1, com /0 a 25 vértices

No.rcspeltante ao tipo de subrotas estas podem ser consideradas equilibradas.
xa:s df 80% das subrotas geradas (figuras 5.3 e 5.4), independentemente das

mens’oes dos problemas, tém procura total entre 70% ¢ 100% da capacidade
dos veiculos. Note-se ainda que no geral uma percentagem muito pequena de
subrotas necessita de menos de 30% da capacidade dos veiculos.

0 ! " (1]
c:r:rllan:icmc dtc:ut: os valores do “gap” tém que estar de algum modo relacionados
o tipo de subrotas que se obtém. Sendo estes tdo pequenos, seria de esperar
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que o tipo de solugdes admissiveis, em fungdo da estruty
“razoavel”.

30 nodos

ra das subrotas, fosse

40 nodos

- 9%

%o

2%

B 70-100%W W 50-70%W [J 30-50%W B o-30aw

Figura 5.4: Estrutura das subrotas nas solugdes admissiveis de H1 em
; problemas T1, com 30 a 50 vértices

Em suma, os resultados obtidos pela heuristica HI em problemas de tipo T1,
podem ser considerados “bons”, quer em termos do valor das solugdes
admissiveis, quer em termos da estrutura das solugdes. Tratando-se de um
método muito simples a proporcionar resultados “tao bons”, nao foi comparado,
neste tipo de problemas, com outros métodos. Ou seja, perante redes com as
caracteristicas das dos problemas TI, podem ser determinadas solugdes
admissiveis “bastante razodveis” por HI1.

Embora as redes geradas ndo sejam muito densas, pensa-se que Os bons
resultados obtidos estdo, em grande parte, relacionados com 0 facn_) de també-m
ndo se poderem considerar redes muito pouco densas. Passa.l-se assim a geraqao
de problemas de tipo T2, em redes esparsas e planares, mais representativas de
redes de estradas.
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5.3.  Problemas Teste em Redes Esparsas e Planares

5.3.1. Geracao

A geragao de problemas, que se descreve neste ponto, teve como objectivo a
obtengdo de redes que possam Ser consideradas representativas de redes de
estradas. Para tal, inicia-se por gerar grafos que sejam planares, fortemente
conexos e de baixa densidade (em que O grau médio dos vértices seja 3,

aproximadamente).

A geragio foi dividida em trés etapas, como se resume no fluxograma 5.1. Na
primeira, denominada por GArestas, é gerado um grafo ndo orientado, planar e
conexo, G’ =(V\{n+1}, A’). Este grafo é transformado, em GArcos, num
grafo orientado, planar e fortemente conexo, G=(V,A). Na dltima etapa,
GDados, alguns dos arcos sdo escolhidos para formarem o conjunto de arcos de
procura (Ag) e sdo gerados todos os parametros necessarios a resolugdo do

( Gera )

GArestas

v

GArcos

problema.

GDados

_\—7/ Rede Planar e Orientada /

Fim

Fluxograma 5.1: Geragao aleatéria de problemas tipo T2

Geragao de Grafos Nao Orientados, Planares e Conexos

Um grafo associado a uma folha de papel quadriculado, em que o0s vértices

representem as intersecgdes das quadriculas e as arestas os segmentos
delimitadores das quadriculas é planar, ndo orientado e conexo, sendo de
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simples geragao. Assim, a obtengio de grafos planares e conexos pode fazer-se a
partir da construgdo de um grafo associado a uma folha de papel quadriculado
como se vé na figura seguinte.

Figura 5.5: Representagao do grafo associado a um conjunto de quadriculas

De forma a obter grafos representativos de uma rede de estradas, algumas das
arestas iniciais sao apagadas, tendo em conta a densidade pretendida e mantendo
a conexidade do grafo. A partir de alguns (poucos) dos vértices geram-se
também algumas arestas “em diagonal” incidentes nesses vértices, mantendo o
grafo resultante planar.

Tendo os vértices / e n+ ] caracteristicas diferentes das dos restantes vértices

do problema, os vértices gerados inicialmente sdo numerados, sequencialmente,
L de 2a ¢xc+ 1, onde ¢ é um valor inteiro, fixo no inicio. No fim escolhe-se um
vértice para representar o vértice /, de acordo com o algoritmo seguinte.

Algoritmo GArestas: Geragdo de um Grafo G’ Nao Orientado,
Planar e Conexo

0. Dados:
e ¢ sendo n=cxc o n.°de vértices, com excepgdo do vértice que

representa a ETRS;

e max_apaga € [0, 1]: indicador para o nimero miximo de arestas
a apagar;
¥, E[O, I]: para decidir se uma dada aresta deve ou ndo ser
apagada. Fixou-se p, = 03;
nimero maximo de vértices em que podem incidir
arestas “em diagonal”;

® n_cruzamax:
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e p, E[O. ]]: para decidir se deve ou ndo ser considerado um
vértice a partir do qual se criardo arestas “em
diagonal™;

grau minimo dos vértices a partir dos quais se
considera possivel criar arestas “‘em diagonal”.

e grau_min:
Fixou-se grau_min=3;
Fazer: apaga:fmax 2a apagaxZC(c - 1)-|;

: 2
Considerar os vértices numerados de 2 a ¢“ + 1 como elementos de uma

matriz quadrada de ordem c;

De forma a que o grafo resultante seja representativo de uma folha de
papel quadriculado, criar arestas de cada vértice para os vértices

2.1 namesma linha e na coluna seguinte (caso exista);

2.2 na mesma coluna e na linha seguinte (caso exista);

Repetir apaga vezes.

3.1 Seleccionar uma aresta, entre as existentes;

3.2 Gerar u, um nimero pseudo—aleatério (NPA), U(O, 1) :

33 N (u <p 1) e (se retirar a aresta ndo originar um grafo desconexo)
Apagar a aresta seleccionada;

Escolher um vértice para representar o Posto de Servigo e consideré-lo
como vértice I,

Repetir n_cruzamax Vezes:

5.1 Gerar u,um NPA, U(0,1);
52 Se (u( Pz)

Escolher um vértice, x, diferente do que representa /, entre
os vértices com grau superior ou igual a grau_min .,

Repetir para cada uma das arestas “em diagonal” que
podem incidir em x e ndo incidentes em Vértices
de grau unitério, representativos de “becos”, nem
no vértice que representa o vértice I:

(1) Considera-se possivel gerar, a partir deste vértice, arestas “em diagonal”.
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Gerar u,, um NPA, U(o,1);
Se (u2 < pz) e (a inclusio da aresta
mantiver o grafo planar)
Incluir a aresta;

6. Decrementar numa unidade a numeragio dos vértices a partir do vértice
que representa o vértice /;

Fim.

Exemplo 5.1: Para ¢ =3, resulta, do passo 2.,

Figura 5.6: Grafo representativo de uma folha quadriculada, para ¢ = 3.

3. Suponha-se que, para este grafo, se obtém:

10

Figura 5.7: Grafo resultante da eliminagao de arestas no grafo da figura 5.6.

4. Seja 5 o vértice que representa /;

5. n_cruzamax=2; grau_min=23

Seja x=6 o primeiro vértice escolhido

As possiveis arestas “‘em diagonal” a incidir em 6, ndo sendo

consideradas as arestas incidentes em & por se tratar de um vértice
de grau um, sdo (6.2), (6.4) e (6,10).
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Suponha-se que, em fungdo de u, € p,, S€ incluiram as arestas
(6.4) ¢ (6.10).

Seja x=9 osegundo vértice escolhido

As arestas “em diagonal” que, eventualmente, poderiam incidir em
9, sao (9.5) e (9,7).

Sendo 5 o vértice representativo do vértice I, (9,5) ndo ¢
considerada. Também ndo se considera possivel a inclusido de
(9,7) por ser incompativel com 2 existéncia de (6,10), pois
poderia vir a originar um grafo ndo planar.

6. Todos os vértices, a partir de 5, representativo do vértice I, sdo
decrementados numa unidade, resultando G'=(V\{n+1}, A’), que
pode ser representado por:

Figura 5.8: Grafo G’ resultante de GArestas ¢

Neste ponto apresentam-se € analisam-se resultados obtidos para diferentes
problemas teste. Considerando dados distintos geram-se aleatoriamente
problemas teste com diferentes caracteristicas. Por sua vez, cada problema teste
representa valores médios de dez problemas gerados aleatoriamente a partir dos
mesmos dados.

Fazendo c variar entre 3 e 7 obtém-se, como se ver4, problemas com /0 a 50
vértices.




Na geragao aleatoria dos problemas que se apresentario ao

. longo deste ponto
consideraram-se 0s valores constantes da tabela 5.1 para os da

dos de GArestas.

3 1,2,3,4,5 2 L 0.1
4 1,2,3,4,5 2 0.8 0.1
=12 2 o OB
5 3 3% (T
4 s 00
5,6 4 0.9
2. § 4 IO 0.1, 02
6 3,4 bl 09 0.1, 0.2
5,6 LTl el T O )
7 5 0.9 02
1,2 Ry SR L), T IR B L) P e
7 3.4 4 0.9 i g ¢ £
5,67 T O i o
7 5 0.9 0.2

Tabela 5.1: Dados usados na geragao aleatéria dos problemas em GArestas

Transformagao num Grafo Orientado, Fortemente Conexo e Planar

”

O grafo G’=(V\{n+1I}, A’), gerado aleatoriamente por GArestas, &
transformado num grafo orientado em que algumas das arestas sdo duplicadas,
de forma a originarem arcos de sentidos opostos, representativos de ruas com
dois sentidos. O grafo é entdo transformado num grafo fortemente conexo,
sendo, se necessdrio, introduzidos mais arcos. No fim, cria-se o vértice
representativo da ETRS, n+ ] = ¢ X ¢+ 1, e consideram-se arcos nele incidentes,
obtendo-se o grafo G = (V, A).

Algoritmo GArcos: Transformagdode G' em G

0. Dados:
¢ G’ =(V\{n+1}, A’);

*p;€ [0, I]: para decidir da duplicagdo de arestas. Considerou-se

P; =05 ou P; =04,

i . s Hor T
*p, €l0, I]: para decidir se um vértice deve ou nao ser ligado

n+ 1. Fixou-se p, =02,

Resultados Computacionais
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1. Transformar todas as arestas incidentes em vértices de grau um em dois
arcos de sentidos opostos, pois estes vértices representam “becos”’;

2. Para cada uma das restantes arestas, (i,j)e A’, em que nem i nem j
representam “becos’:

2.1 Gerar u,,um NPA U(O,I):
2.2 Se (ul < pj,) Considerar os dois arcos (i,j)e A e (J‘,;‘)e A
C.c., Gerar u,,um NPA U(O,])'.
Se (uz < p3) Considerar o arco (i,j) €A
C.c., considerar o arco (j, z') €EA;

3. (Transformagio do grafo resultante de 2., num grafo fortemente conexo}

Repetir (para todos os vértices i eV\{n+1} que ndo representem
“beCOS”)

Analisar se existe caminho de i para todos Os seus possiveis
“vizinhos” que ndo representem “becos”, em que se designa por
“yizinhos” de um vértice i os vértices j € V \{n+ I} que estdo na:

- mesma linha e na coluna anterior de i (caso exista);
- mesma linha e na coluna seguinte de i (caso exista);
- mesma coluna e na linha anterior de i (caso exista);
- mesma coluna e na linha seguinte de i (caso exista)
Se ndo existe caminho de i para j, considerar (i ; j) €A,
4. Fazer n+1=c? +1 e criar arcos de/para n+ I da seguinte forma:

4.1 Incluir os arcos: (n+1,c2); (cz,n+I) (1),
(n+],cz—1); (cz-l,n+l);

(n+],c><(c—1)); (cx(c—]),n+l);

caso nenhum destes vértices represente um “beco”;

(1) Esta numeragdo para os vértices que sdo sempre unidos a n+ / s6 é valida se 0 vértice |
for representado por um vértice de fndice inferiora ¢ X (¢ - 1).
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Iy
2 (fixou-se py=02);

4.2 Fazer ps =

4.3 Repefir para cada vértice J que possa ser unido a n + 1 (1)

Gerar u,um NPA U(0,1)

Se (u<p4) Cl‘iarosarcos(n+1,j)EAe(j.n+1)EA
Cic., | Se (u<p4+p5) Criar o arco (n+],j)eA
C.c., Criaro arco (j.n+1)e A.

Fim.

Gera-se assim um grafo orientado representando as ruas que podem ser
atravessadas em vazio. Este grafo deve ser, obviamente, fortemente conexo.

Exemplo 5.2: Retomando o exemplo 5.1, suponha-se que, dos passos 1. e 2., se
obteve

Figura 5.9: Transformagio das arestas de G’ em arcos de G

2 T o resenta um
O vértice 7, resultando de um vértice de grau “r."m.n(-) e :fice os dois
“beco” e, consequentemente, consideram-se a incidir neste v

arcos de sentidos opostos.

- z ue estdo na ultima
M Comsiderou-se que os vértices que podem ser unidos a n+/ sdo 0s q

; p i 0s.
linha e na wltima coluna e ainda ndo foram considerad
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ntem “becos”, verifica-se a existéncia de

3. Para os vértices que nao represe
“vizinhos”. Para ilustrar este

um caminho para cada um dos seus
exemplo apresenta-se a seguinte tabela.

Vértice |‘Vizinho” Caminho de i paraj | Criar o Arco
ieV jev
2 g _ll23) 5
1 nao existe (3-1)
3 2 Nio existe (3.2)
4 |(3.2.1,5.9.6.4) s
era1s) =

Tabela 5.2: Transformagdo de G num grafo fortemente conexo

4. No exemplo em andlise, os vértices 9, 8 6 sao unidos a n+/ =10 com

dois arcos de sentidos opostos.

Considera-se ainda possivel a criagdo de arcos entre n+1/ e 0 vértice 4.

Pode assim obter-se:

Figura 5.10: Grafo resultante de GArcos *

Geragao dos Parametros

Gerado o grafo orientado, fortemente conexo e planar, G =(V, A), em GATrcos,
pretende-se, neste ponto, explicitar a geragio dos parimetros necessarios a
resolugdo do problema. Este procedimento denominou-se por GDados.
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Assumem-se conhecidos:

e P: numero de veiculos. Considerou-se P = 2:

e cap: constante inteira utilizada no célculo da capacidade dos veiculos:

e LI: constante inteira e positiva representando um valor base no calculo
dos custos de atravessar os arcos em vazio;

* ¢,C, € (0. 1)1 constantes para a geragdo dos custos de percorrer os

arcos em vazio;

* pg€ [O, 1] :  para fixar arcos de procura entre os arcos de G;

* p,€ [0, 1 ]: para fixar arcos de procura entre os arcos incidentes em

“becos’:

* c,; cg: constantes necessdrias a geragdo das procuras associadas aos

arcos;

c.: constantes utilizadas para gerar os custos de servi¢o associados

40Ss arcos.

Nao sendo possivel testar, com o compilador utilizado, problemas com mais de
50 vértices considerou-se o nimero de veiculos igual a dois, tal como tinha sido
feito nos problemas T1.

Em vez de se fixar a capacidade dos veiculos a partida, por ser assim dificil a
geragdo de problemas com caracteristicas semelhantes, fixa-se 0 nimero médio
de subrotas que se pretendem. Assim, dada a constante cap, calcula-se a
capacidade dos veiculos por:

cap s€ cap 2100
W= (5:2)
(QT +I) div cap c.c.

Se o valor de W calculado por (5.2) ndo for divisivel por dez cogsidera—se para
valor da capacidade dos veiculos o primeiro miltiplo de dez superior a W.

Assim, para cada um dos problemas teste, foram escolhidos para cap t\mlodﬁ
inteiros préximos dos valores médios obtidos para K+ P, c:l;stan es
tabelas de resultados computacionais que se apresentam no anexo A7
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Geragdo dos Custos de Atravessar 0s Arcos em Vazio

Considerando que u ¢ um NPA, U(O.[}. os custos de percorrer, em vazio, cada

um dos arcos gerados, sao calculados por:

e Arcos nio incidentes em n+ ] € que nao sejam “‘em diagonal”

(Zu— 1) c, L1+ LI se dji ainda nao foi calculado
d. .= (5.3)
iJ
= C.
(2u-1) c,d; +d;; ©
Onde LI, fixo no inicio, representa o valor que se estabelece para valor
médio dos custos de atravessar 0s arcos €m vazio.

Estes custos foram definidos como sendo valores inteiros, sendo por isso
sempre calculados os valores aproximados.

Assim, se d .. ainda nao tiver sido calculado, dij assume valores no
Joi ,
intervalo [LI Fc LI].No caso contrario d. . e[d. Fec.d. }
1 k] G4 2o

Sendo L/ um valor inteiro positivo, escolhendo c, € (0;1) e ¢, € (0;1),

estes custos assumem, como se pretende, valores positivos.

Arcos “em diagonal” nao incidentes em n + /

Defina-se L2 =+/2 LI.

(2u-1)c,L2+L2  se d_, aindando foi calculado
= (5.4)
(2u-1)c, d +d, cc

Se d

j,i ainda ndo tiver sido calculado, d; ; assume entdo valores no

intervalo [LZ e LZ].
Assim, L2, representando o comprimento da diagonal do quadrado de lado

LI, representa também o valor médio para o custo dos arcos “em
diagonal” que sdo gerados.
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e Arcos incidentes em n + |
2u—1)c, LI+ ] ao foi
( ) ; c, se dj.‘l_ ainda nao foi calculado
]

= (5.5)
(2 u 1) C2 dj,l i dj.t C.C.

onde: ¢, =n(Ll+1]).

Neste caso, se d; ; ainda nao tiver sido calculado, d; ; assume valores no

intervalo [03 F ¢, L]],

Geragao dos Arcos de Procura e Respectivos Parametros

Se ps , dado no inicio, for préximo de 1, a maior parte dos arcos gerados, entre
os ndo incidentes em n + I, serdo considerados arcos de procura.

Um dos dois arcos incidentes em vértices representativos de becos serd sempre
considerado arco de procura, pois caso contrdrio ndo faria sentido considerar
esse vértice. Assim, estes arcos sao analisados de forma diferente, como se
descreve de seguida.

» Escolha dos Arcos de Procura (de A R)

* Arcos incidentes em vértices que ndo representem “becos”

Para cada (i, j) €A

Gerar u,, um NPA U(0,1);

Se ("1 < p6) considerar (i,j)e Ap-

* Arcos incidentes em vértices que representem “becos”
Se jeV\{n+1} representaum “beco” e (i. j) € A fazer:
(z, j) €A R’

Gerar u,,, um NPA U(0,1);

2 ’

Se ("2 <p7) considerar (j.i)eAR.

= =0.13.
Nos problemas teste considerou-se Pg =085 ou pg =075 ¢ p, 0l
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Assim. embora o grafo G, resultante de GArcos, represente um grafo fortemente
conexo, GR pode ser formado por diversas componentes conexas.

» Geragdo das Procuras Associadas aos Arcos de A R

Com o objectivo de relacionar as procuras € 0s Custos de atravessar 0s arcos em

vazio. definiu-se a procura de cada arco por:

q!\j :2c5 u+c, di.)_ Cs V(f,;)e AR. (5.6)

Logo, q; ; = [c4 d:‘,j icj]. (5.7)

As constantes fixas no inicio, devendo proporcionar o calculo de procuras

positivas, podem ser escolhidas verificando:

=)
LI)(]—CI) e c4>c5>0. (5.8)

Pois, a'l. i 2L1(]-c,)(;8)]=> Cy di.j g

]

i J— —_ > /
:'C4di,j s> ¢, C5>0:>265”+C4di.j cs O@qi'j>0

» Geragdo dos Custos de Servigo Associados aos Arcos de A R

O custo de servigo associado a cada arco, representando o tempo necessario para
efectuar a recolha nesse arco, deve estar de algum modo relacionado com a
quantidade de residuos existente, nunca devendo ser inferior ao custo de
percorrer o arco em vazio. Assim, o custo de servigo associado a cada arco
(i, j) €Ap, € calculado por:

€ ;= 2¢c,u + ¢ 9 ;= (5.9)

assumindo valores em [c 59;;F 07]. (5.10)
Se as constantes positivas, s € c7,forem tais que

cgc,>l ¢ c5c6+c7<LI(I-cl)(c6 c4-I) (5.11)

resulta, co i oo
sulta, como pretendido, cl_'j > di.j’ V(z,])eAR.
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Note-se que se ¢, ¢, > I, entdo

d, ;2L (]_Ci)ﬁdi‘j (Cé e ']) " U(]—CI)(Cﬁcci-])
=9
C5C6+C7< L](I—c!)(c6c4—1)

= di.j (c c —1)>c566 tc, & di.jcd O EyCo=y > di‘j(‘)'

Por outro lado, por (5.10) e (5.7), vem:

= = =g =G
A ‘C6(C4di,j ‘35) 67(.)d:,;

Sabendo ndo ser permitido, no turbo pascal, ter varidveis, declaradas como
varidveis inteiras, a assumir valores superiores a "maxint"= 32767 , fez-se
variar L1 entre 15 e 20 e considerou-se ¢; =0.I ou ¢; =0.25. Para os restantes
dados em qualquer dos problemas teste assumiu-se sempre c, =005, cqy =4,

Cj:(_‘7=] € C6 =05

Geram-se assim todos os parimetros necessérios a resolugdo dos problemas,
sendo os valores sempre arredondados a valores inteiros.
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os Computacionais

5.3.2. Resultados Computacionais

Descrita a geragdo de problemas de tipo T2, vdo neste ponto apresentar-se e

analisar-se os resultados computacionais.

Como anteriormente frisado, € tal como nos problemas de tipo T1, cada
problema teste corresponde a valores médios de dez problemas gerados

aleatoriamente com idénticas caracteristicas.

Nesta tese faz-se um estudo comparativo entre 0s valores dos desvios relativos
proporcionados pelas heuristicas apresentadas, H1, H2 e H3, em problemas teste
de tipo T2. Iniciando-se por analisar as heuristicas em separado, estas serao
comparadas entre si no final deste capitulo.

Tal como nos problemas de tipo Tl, a andlise baseia-se nos grificos que
resumem a informagdo mais relevante, constante das tabelas detalhadas que se

apresentam no anexo A3.

Tal como nos problemas anteriores fixou-se em dois o nimero de veiculos.

Resultados Computacionais de HI em Problemas T2

Os valores percentuais dos desvios relativos da heuristica H1 para os problemas
de tipo T2 (figura 5.11) podem considerar-se globalmente satisfatérios. Embora
ndo assumam valores inferiores a 14% também nunca ultrapassam os 29%,
desvio este que ndo se pode considerar muito elevado dadas as caracteristicas do
problema em foco.

Embora ndo seja possivel tirar conclusdes sobre os valores das solugbes em
fungdo da variagdo da capacidade dos veiculos ou do nimero médio de subrotas,
parece visivel uma certa melhoria dos valores percentuais do “gap” com 0
aumento do nimero de vértices. Podem neste caso distinguir-se duas classes de
problemas com comportamentos similares. Na classe de problemas com 10e 17
vértices os valores percentuais do “gap” variam entre 19% e 29%. No
respeitante aos problemas com o nimero de vértices a variar entre 26 e 50 os
valores do “gap” situam-se entre 14% e 24%.
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Figura 5.11: Desvios relativos de H1 em problemas T2

O majorante para o pior desvio possivel, constante das tabelas em anexo e
calculado com base na equagdo (4.1), assumiu valores médios entre os 90% e os
350%. Como seria expectdvel, este valor aumenta com o aumento das
dimensdes do problema. Note-se que o custo do caminho de menor custo mais
caro terd tendéncia a aumentar com o aumento do nimero de vértices,
originando assim um aumento no numerador da equagdo (4.1).

Tal como anteriormente analisa-se ainda o tipo de subrotas geradas por H1 em
problemas T2. Nas tabelas em anexo pode constatar-se que 0 desvio médio entre
0 nimero de subrotas gerado por Hl e K+ P, ou seja, 0 nimero minimo de
subrotas, que se sabe existir em qualquer solugdo Gptima, assume um valor
relativamente baixo. Pode assim inferir-se que o nimero de subrotas gerados por
H1 deve estar préximo do nimero de subrotas de uma solugdo 6ptima.

Por outro lado, pode em geral ser considerada razodvel a distribuigdo das
procuras pelas diferentes subrotas, informagao esta resumida na figura 5. 12: Em
qualquer dos problemas teste, as subrotas geradas com procura total Supeﬂf’:lﬂ
70% da capacidade dos veiculos nunca assume valores inferiores a 58%, sendo
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em média superior a 80%. Assim, em média, em pelo menos 80% das subrotas é
ocupada mais de 70% da capacidade dos veiculos, o que deixa uma margem

bastante reduzida para o desequilibrio de subrotas.

10 nodos

14% SR |

/ 5% 3%
1% 85% 2%

80%

B 70-100%W I 50-70% W [ 30-50%2w W

Figura 5.12: Estrutura das subrotas nas solugoes admissiveis de H

5%
5%

88% 2%

0-30% W

5%
2%

1 em problemas T2

Pode entio afirmar-se que os resultados de Hl em problemas de T2 se

mostraram “razodveis”, quer a nivel dos desvios relativos do

valor das solugoes

admissiveis relativamente ao valor dos minorantes, quer a nivel do tipo de

subrotas geradas.

Resultados Computacionais de H2 em Problemas T2

Tal como nos resultados anteriores, os valores percentuais dos desvios relativos
da heuristica H2 apresentados na figura 5.13 também podem ser considerados
satisfatérios. Nota-se neste caso uma variagio dos desvios relativos médios
entre 15% e 35% para além de uma dificil relagdo entre os desvios percentuais

obtidos e a variagdo das dimensdes dos problemas.
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Figura 5.13: Desvios relativos de H2 em problemas T2

Iniciando este método com um conjunto de subrotas admissiveis e sendo em
cada iterac@o agregados diversos pares de subrotas em simultaneo, pensa-se ser
normal a geragdo de um conjunto final de subrotas que ndo possam ser
agregadas, embora com procura total aquém da capacidade dos veiculos. Assim
se justifica o facto de o desvio entre o nimero de subrotas geradas por H2 e
K+ P ser significativo. O aumento do niimero de subrotas origina, em geral, o
aumento no custo das solugdes admissiveis e, consequentemente, um possivel
aumento nos valores dos desvios relativos percentuais, ou seja de “gap”.

Analisem-se entdo agora as subrotas geradas por H2 com base nas
representa¢des médias da figura 5.14.
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Figura 5.14: Estrutura das subrotas nas solugoes admissiveis de H2 em problemas T2

A corroborar o que foi referido na andlise dos desvios relativos estd o tipo de
subrotas obtidas com esta heuristica. O nimero de subrotas em que a procura
total varia entre 50 e 70% da capacidade dos veiculos € significativo, resultando

assim um certo desequilibrio entre subrotas.

Resultados Computacionais de H3 em Problemas T2

Os desvios percentuais relativos obtidos pela heuristica H3 foram, tal como para
as restantes heuristicas, resumidos na figura 5.15. Neste caso nota-se uma
variagdo dos valores de “gap” entre 14% e 34%, podendo assim ser

considerados valores globalmente satisfatérios.
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Figura 5.15: Desvios relativos de H3 em problemas T2

Embora com algumas excepgdes, parece também aqui notéria uma certa
tendéncia de melhoria do desvio relativo perante um aumento de dimensdes do
problema. Iniciando este método, tal como o anterior, com um conjunto de
diversas subrotas admissiveis é de esperar que em problemas de pequenas
dimens@es, como € o caso dos problemas com /0 e com 7 vértices, a fase de
agregagdo ndo proporcione um conjunto de subrotas muito diferente do inicial.
Assim, pode resultar elevado o desvio entre 0 niimero de subrotas geradas se for
utilizada a heuristica H3 e o nimero de subrotas numa solugdo Gptima, piorando

obviamente o valor de “gap”.

as com 37 e 50 vértices variam

Note-se que os desvios relativos para problem
Ihores que os encontrados

entre 15% e 22%, valores estes significativamente me
para os problemas com 10 e 7 vértices.
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Figura 5.16: Estrutura das subrotas nas solugdes admissiveis de H3 em problemas T2

Tal como no respeitante aos valores dos desvios relativos também o conjunto
final de subrotas pode ser considerado melhor nos problemas de maiores
dimensdes. Variando entre 70% e 92% a percentagem de subrotas com
capacidade total nunca inferior a 70% da capacidade dos veiculos, €
forcosamente baixa a percentagem de subrotas em que a procura total nao
ultrapassa metade da capacidade dos veiculos.

Em resumo, este método mostrou-se mais penalizador em problemas de
pequenas dimensdes. No entanto em maiores dimensdes ja proporciona solugdes
admissiveis com valores razodveis, podendo o conjunto final de subrotas ser
considerado satisfatério.

Comparagao entre as Heuristicas Hl, H2 e H3

Relativamente aos valores obtidos para os desvios relativos com as trés
heuristicas, H1, H2 e H3, ndo se pode concluir da dominéncia de nenhuma
delas. Para melhor se compararem os valores obtidos para cada uma das
dimensdes, desenharam-se os gréificos das figuras 5.17 e 5.18.

1%
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Figura 5.17: Desvios relativos de H1, H2 e H3 em problemas T2 com 10 a 37 vértices

Os valores determinados para os problemas com
indicar uma certa dominancia de H1, proporcionan
solugdes muito similares. Como frisado, tal justifica-
métodos ser gerado um conjunto inicial de su
alteragdes na fase de agregagdo, em problemas
fase de agregacdo a que distingue as heurfsticas

10 e 17 vértices poderiam
do as heuristicas H2 e H3
se pelo facto de nestes
brotas que nao proporciona muitas
de menores dimensoes. Sendo a
H2 e H3, o conjunto final de
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subrotas mostrou-se idéntico na maior parte dos problemas teste destas

dimensoes.
33 W 50 Vértices
30 -
27 4
£ 244
5
:NJ 21 -
18 +
15
12 4= $ $ : + + -
1 2 3 4 5 6 7
W= 560 600 620 670 800 960 1150

Figura 5.18: Desvios relativos de Hl, H2 e H3 em problemas T2 com 50 vértices

O aumento das dimensdes dos problemas teste torna mais dispares 0s resultados,
podendo mesmo observar-se que nos problemas T2 com 50 vértices as solugdes
geradas por H1 e H3 proporcionaram sempre 0 célculo de valores de “gap” mais
baixos que as solugoes geradas por H2.

A estrutura de subrotas obtida pelas heuristicas H1 e H3, em problemas de
maiores dimensdes, é também muito similar (figuras 5.12 e 5.16). As
percentagens médias de taxa de ocupagdo dos veiculos mostram-se muito
semelhantes, sendo impossivel estabelecer dominéncia entre os métodos no
respeitante 2 estrutura das solugdes admissiveis obtidas. Diferente pode ser
considerada a estrutura das subrotas geradas por H2 (figura 5.14).

Em resumo, os valores dos desvios bem como as estruturas das solugdes
admissiveis proporcionados por ambas as heuristicas H1 ¢ H3 mostraram-se
razodveis em problemas T2. Nio se podendo concluir da dominancia de nenhum
dos métodos, talvez seja de inferir que nos problemas de dimensGes pequenas,
dado o tipo de subrotas de H3, a heuristica H1 é preferivel. A heuristica H2
proporcionou solugdes muito idénticas as de H3 nos problemas de menores
dimensdes. Face a um aumento nas dimensdes dos problemas, H2 foi 2

heuristica que proporcionou a geragdo de solugdes com os maiores valores de
“gap” associados.




capitulo 6. Conclusoes

A presente tese versou sobre um problema de optimizagao de rotas para
os veiculos afectos a recolha de residuos sélidos urbanos, designado
por PRRS. O problema, apés formalizado como um problema de
programagdo linear inteira, foi encarado como um CARP com
restricdes adicionais.

As versdes do CARP mais abordadas na literatura, quer referentes ao
préprio CARP, quer se tratem de suas aplicagdes préticas, abordam
geralmente o caso nao orientado. Nesta tese, dadas as caracteristicas do
problema que deu origem ao PRRS, enveredou-se pelo estudo do caso

orientado.

Tratando-se de um problema de dificil resolugdo, justifica-se o
desenvolvimento de métodos aproximativos que fornegam solugdes
com “bons” valores, ou seja de valores tao proximos quanto possivel

do valor 6ptimo do problema em estudo.

Nesta tese foram deduzidas trés diferentes relaxagoes para 0 PRRS
formalizado. Sendo de minimizagdo o objectivo do PRRS, os valores
dos problemas relaxados representam, cOmo se: prova, minorantes
vélidos para o valor 6ptimo. Mostrou-se ser possivel resolver as c-iua:
primeiras relaxagdes por problemas de tranSporte_, enquanto a terceira
resoliivel por um problema de fluxo de custo minimo.

Conclusdes
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Na primeira relaxagao, como justificado, foram incorporadas restri¢oes de
capacidade e de equilibrio. Na segunda consideraram-se igualmente as restrigoes
de capacidade, parte das restrigoes de conexidade até entdo relaxadas e parte das
restricoes de equilibrio. Na terceira relaxagio consideraram-se obrigatorias todas
as restri¢des de equilibrio para os vértices equilibrados no grafo de procuras, as
de capacidade e incorporaram-se também parte das restricoes de conexidade.
Em consequéncia, nao se conseguiram impor algumas das restricoes de
equilibrio nos vértices com grau intermo inferior ao externo, no grafo de

procuras.

Ndo sendo possivel estabelecer uma relagdo de dominancia entre estas
relaxagoes, foram relacionados os seus valores 6ptimos, para certas classes de
instancias do problema. Foi ainda possivel relacionar os valores optimos dos
dois problemas de transporte associados as duas primeiras relaxagdes para
qualquer PRRS.

O algoritmo LB apresentado.para obter minorantes para 0 problema, a partir da
primeira relaxagao, foi codificado em Pascal, e utilizado em diversos problemas
teste para a andlise de alguns dos algoritmos descritos nesta tese.

Com o objectivo de obter “boas” solugoes admissiveis, ou seja solugdes que,
sendo admissiveis, tenham custo tdo préximo quanto possivel do custo 6ptimo,
foram desenvolvidas trés heuristicas construtivas. Trata-se de heuristicas de trés
fases, iniciando, qualquer delas, com a solugdo associada ao método LB. O
multigrafo correspondente a solugdo deste método, sendo formado por
componentes Eulerianas, permite a identificagao de circuitos Eulerianos de uma
forma simples. Dadas as caracteristicas deste multigrafo ¢ também possivel a
sua subdivisdo em conjuntos de subcircuitos de procura, pois todo o arco de
procura estd incluido num circuito. As trés fases distintas das heuristicas
desenvolvidas consistem em gerar subrotas admissiveis, agregar subrotas e gerar
solugdes admissiveis. A conjugagdo de distintos algoritmos para as duas
primeiras fases possibilitou a apresentagdo de trés heuristicas diferentes, H1, H2
e H3.

A qualidade das solugdes admissiveis obtidas pelas trés heuristicas pode ser
melhorada com base no método melhorativo descrito. Este método baseia-se em
trocas do servigo de alguns arcos entre subrotas diferentes ou na mesma subrota.
Assim, caso seja possivel e vantajoso, devem substituir-se 0s arcos percorridOS

em vazio por arcos percorridos em servigo, tentando evitar muitos percursos em
vazio.

Para a primeira heuristica, H1, foi possivel estabelecer, para cada instancia do
problema, um majorante para o pior desvio do valor da heuristica relativamente




ao valor do minorante. Foi para tal feito um estudo do com

0 . ort
heuristica perante uma perspectiva de “pior caso” portamento da

As heuristicas H1, H2 e H3 foram codificadas em Pascal e analisadas as

solugOes admissiveis que estas proporcionam, quer em termos de custo, quer e
e - : "
termos de composi¢ao das préprias solugdes.

Para a analise dos métodos implementados foram gerados aleatoriamente dois

tipos de problema teste — T1 e T2 — como descrito no capitulo dedicado a
apresentagdo e analise dos resultados computacionais.

Tendo-se obtido resultados muito “bons” para a heuristica H1 aplicada aos
problemas T1 nao foi feita uma andlise comparativa de métodos, nesta classe de
problemas. As solugdes admissiveis proporcionadas por H1 tém valores muito
proximos dos valores obtidos para minorantes, por LB, proporcionando valores
percentuais para os desvios relativos entre os 0.15% e os 7%, para problemas
com /0 a 50 vértices. Sendo nitida uma diminui¢ao dos desvios relativos com o
aumento das dimensdes dos problemas, pensa-se que para problemas com as
caracteristicas dos problemas T1 estas solugoes admissiveis sdao muito
satisfatorias, obtidas num tempo de execu¢do minimo para as dimensoes
referidas. Note-se que a qualidade dos desvios relativos estd intrinsecamente
relacionada com o comportamento quer de Hl quer de LB. Assim, valores
“bons” para o “gap” médio indicam que ambos os métodos sao “bons”, embora,
entre estes s6 H1 proporcione a obtengdo de solugdes admissiveis. Associados a
estes baixos desvios relativos obtiveram-se ainda solugdes constituidas por
subrotas equilibradas. Constatou-se que, em média, a procura total em pelo
menos 80% das subrotas é superior a 70% da capacidade dos veiculos.

Os problemas teste T2, resultantes de grafos esparsos € planares,
proporcionaram resultados, em termos dos valores dos desvios relativos, ndo tao
bons como os anteriores, mas que no geral se podem considerar muito razoaveis.
A andlise de resultados foi também feita com base em problemas de dimensdes
entre os 0 e os 50 vértices. Como referido, obtiveram-se desvios médios
percentuais a variar entre 14% e 29% com a heuristica H1, entre 15% e 35%
com a heuristica H2 e entre 14% e 34% com a heuristica H3. Estes valf)m?,
tratando-se de desvios relativos, podem ser considerados bastante razoaveis

neste tipo de problemas.

At isti e
Embora esteja patente uma certa dominancia da heuristica H1 nos problemas d

g ilui ento da
pequenas dimensdes, esta em relagio a H3 dilui-se perante 0 ::ln:om i
dimensdo dos problemas. Com a heuristica H2 obtiveram-se em g€ ¢

admissiveis de custo mais elevado.

Conclusdes
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Nota-se sem divida uma certa necessidade de futuros testes mais exaustivos ao

tipo de resultados, quer perante dimensdes maiores, quer perante o tipo de

parametros gerados.

Analisadas foram ainda o tipo de subrotas geradas por cada uma das heuristicas.
Assim, foi feito um estudo comparativo entre 0S subconjuntos de subrotas
gerados, no respeitante as procuras totais incluidas nas subrotas quando
comparadas com a capacidade dos veiculos. Deste estudo pode concluir-se
serem similares os conjuntos de subrotas gerados por H1 e H3 em problemas de
maiores dimensdes. Em média, para pelo menos 80% das subrotas geradas por
H1 a procura total incluida é superior a 70% da capacidade dos veiculos. No
respeitante a H3 este valor € de 65% e de 68% de subrotas para problemas com
J0 ou 17 vértices, passando para um valor minimo de 77% em maiores
dimensoes. A heuristica H3 nao deve entao ser utilizada na geragao de subrotas
em problemas de dimensoes pequenas, pois fornece, em geral, piores solugdes
admissiveis que HI.

As subrotas geradas pela heuristica H2 t€ém caracteristicas distintas das geradas
pelas restantes heuristicas, fundamentalmente nos problemas de maiores
dimensoes. Neste caso, a percentagem de subrotas em que a procura total é
superior a 70% da capacidade dos veiculos varia entre 67% e 73%. Espera-se
poder vir a melhorar os resultados obtidos por esta heuristica alterando um
pouco a fase de agregagdo. Uma alternativa em estudo, para problemas de
maiores dimensoes, consiste em ndo permitir a agregagdo inicial de subrotas
cuja soma das procuras totais esteja préxima de metade da capacidade dos
veiculos.

Note-se que um conjunto de rotas equilibradas pode ser obtido a partir de um
niimero de subrotas equilibradas multiplo do nimero de veiculos. Porém, caso o
nimero de subrotas ndo seja divisivel pelo nimero de veiculos o equilibrio de
subrotas pode traduzir-se num desequilibrio de rotas, pois pelo menos um dos
veiculos terd que efectuar mais subrotas que os restantes. Futuramente, pensa-s€
obter novos resultados computacionais aumentando o nimero de vértices. Para
problemas de maiores dimensdes estd-se a pensar permitir também um aumento
no ndmero de veiculos mostrando-se neste caso relevante uma andlise a0
equilibrio de subrotas.

Torna-se intuitivo que H2 e H3 exigem maior tempo de execugdo que HI.
Assim, caso haja indiferenga de escolha entre as heuristicas para problemas de
maiores dimensbes, deve ter-se em consideragio que H1 domina H2 e H3
relativamente aos tempos de execugdo necessarios.




it e e s

Os problemas teste que tém surgido na literatura visam apenas o caso nio
orientado, nao servindo portanto para termo de COmparagao. Esta a razio de nio
ser feito um estudo comparativo entre os métodos Propostos nesta tese e os
existentes para 0 CARP ou problemas similares.

Tendo o PRRS surgido a partir de um problema pritico enfrentado pelas
cimaras municipais, € embora se tenha enveredado nesta tese por um estudo
meramente tedrico do problema, pensa-se, se possivel, vir a implementar na
pritica este estudo.

Reeves [80] publicou recentemente um livro dedicado a “novas técnicas
heuristicas” no qual incorpora diversas referéncias bibliograficas relevantes.
Ainda neste campo, e tendo em conta os problemas relacionados com o CARP,
tém investido na ultima década fundamentalmente Eglese et al. [29], [30], [32],
[58] e Greistorfer [47], [48]. Como seguimento a este trabalho pensa-se ainda
tentar abordagens envolvendo estes métodos actualmente em voga.

Conclusdes
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Anexo Al. Identificacdo dos Casos Possiveis
para o Vértice 7

Dadas as restrigdes do subproblema (B) ‘V:

[ Yo g~ BTt BIER (3.2)
GDEA - (hDEl .
Y e (3.3)
(IL,OeA
f‘. j 20 inteiros V(i,j)e A (3.9

pretende identificar-se em que instancias o vértice I, representando o

posto de servigo, pode ser origem e/ou destino. O exemplo segunqte €
utilizado para ilustrar os casos que se podem verificar para este VErtice.

Capitulo 3., pg. 39.
x -189-
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Exemplo Al.1: Considere-se

Se:

L

dos Casos Possiveis para o Vértice |

o subgrafo de procuras de um problema com P =2

veiculos disponiveis:

Figura Al.1: grafo de procuras &

D=0 e

1.a)

1L.b)

p<dt()=d" (1)

Neste caso / ndo representa nem origem nem destino, s6 sendo

atravessados em vazio arcos incidentes em / caso seja vantajoso,
em termos de objectivo, pois I estd equilibrado (D(I)=0) e é

possivel criar P subrotas iniciais e P subrotas finais se forem
apenas considerados os arcos de procura.

Tal como no exemplo Al.1 se o posto de servigo for, por exemplo,
o vértice b.

P>dY(H=d"(])

Por (3.3) o vértice I é origem com oferta P—d ™ (I). Como I estd

equilibrado, o nimero de vezes que 0s arcos em vazio com vértice
final / sdo percorridos tem que igualar o nimero de vezes que sdo
atravessados em vazio arcos com vértice inicial /. Logo, para qué
(3.2) seja verificada, hi que considerar que  representa
simultaneamente um destino com procura P—d ™~ (I)= P—-d i)

Se, na figura Al.1, d representar o posto de servigo, d serd uma
origem e um destino com oferta e procura igual a um, pois:

P-d*()=P-d~()=2-1=1.




Identi a
ntificagdo dos Casos Possiveis para o Veértice |

3 D)>0 e
29) P=d (I

Por (3.2") o vértice / € origem com oferta D(]).

: ' Ou seja, serio
percorridos em vazio pelo menos D(

I) arcos com vértice inicial /.
Neste caso, as restrigdes (3.3') ficam automaticamente satisfeitas
pois: ’

Y fr.e2DU)>P-d*(1).
A titulo exemplificativo considere-se que o vértice h, da figura
Al.l, representa /. Obtém-se entio D(I)=3-2=]>0 e
P=2<3=d (h).Logo I representard uma origem com oferta /.
Neste caso podem ser criadas as 2 (= P) subrotas iniciais e finais

a partir dos arcos de procura incidentes em I, mas é necessério
considerar um arco a percorrer em vazio com vértice inicial /, para
que este vértice fique equilibrado.

2b) P>d ()

Como P—d+(1)>D(1), por (3.3) / é origem com oferta
P-d™¥ (). Neste caso, se considerados apenas os arcos de
procura, faltam P-d *(1) arcos com vértice inicial / para que

possam ser geradas P subrotas iniciais. Faltam também P -d™ (1)

arcos com vértice final / para que possam ser geradas P subrotas
finais. Logo / representard, simultaneamente, um destino com

procura P—d~ (I), por imposigao c_le (3.2') e consequéncia de ]

ser origem com oferta P—d ™ ().

Considerando que no exemplo o vértice a representa o posto de
servigo, vem:
1 é uma origem com oferta p-d¥(I)=2-0=2,paraque
possam ser criadas duas subrotas iniciais;

] é um destino com procura P-d-(I)=2-1=1, para

que possam Ser criadas duas subrotas finais.
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3.a)

3.b)

Identificagdo dos Casos Possiveis para o Vértice !

3 DD <0..&

P<d*t (D)

Por (3.2') o vértice / é destino com procura —D(7). Ou seja, serdo
percorridos em vazio pelo menos —D(/) arcos com vértice final 1.

Sendo P-d*(J) <0, as restrigdes (3.3") sdo satisfeitas.

Seja | representado pelo vértice f da figura Al.l. Tem-se,
P=2=d%() e DU)=1-2=-1<0. Logo, I representard um

destino com procura /, para que possam ser criadas as 2 subrotas
finais. Por outro lado, a partir dos arcos de procura incidentes em

1, é possivel gerar duas subrotas iniciais (d*()=2).
P>d* ()

Este caso € andlogo a 2.b). O vértice / deve entdo ser considerado

como uma origem com oferta P — d* (I) e um como destino com

procura P—-d ™ ().
Se o vértice ¢ representar o posto de servigo, vem:
I é uma origem com oferta P-d*(h=2-1=1;

I é um destino com procura P-d (I)=2-0=2.

O resumo dos resultados anteriores € apresentado na tabela seguinte.

Oferta / procura
Se 1é
(a(l)/b(1))
D(I)=0 P>d*(I)=d™(I) | origem a(l)=P-d* (]

destino b()=P-d (I)

P<d™ () origem a(l) = D(I)
D()>0 P>d () origem | a()=P-d*(I)
destino | b(l)=P-d~(I)

P<d* () destino b(1) =-D(1)
D1 <0 P>d*(l) origem | a(l)=P-d* ()

destino b(l)=P-d™ ()

Tabela Al.1: Casos possiveis para o vértice / relativamente a (PT1)
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Anexo A2. Tabelas de Resultados Computacionais
para Problemas T1

Neste anexo apresentam-se as tabelas de resultados computacionais
para os problemas de tipo T1 gerados aleatoriamente.

O valor do desvio relativo foi calculado pela expressio:

Z -
gap = X100, onde z representa o valor da solugdo admissivel

encontrada por H1 e z o valor do minorante calculado por LB.

Neste tipo de problemas foram geradas redes pouco densas. As
procuras foram geradas de acordo com a distribuigdo uniforme

U(6,20) € 0s custos associados a cada arco foram gerados pela
U(Z, 15), para os arcos nao incidentes em n+/, enquanto para os

arcos incidentes em n + / foi utilizada a U(30, 40).

O nimero de veiculos, para esta classe de problemas foi fixo em 2. As
capacidades consideradas para cada classe sdo as indicadas nas tabelas.

Cada linha das tabelas de resultados que se apresentam de seguida
referem-se a valores médios de dez problemas gerados aleatoriamente
com as mesmas caracteristicas, ou seja, com o mesmo nimero de
Vértices e veiculos de igual capacidade.
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Tabelas de Resultados Computacionais para Problemas T2

Apexo A3. Tabelas de Resultados
Computacionais para Problemas i )

Neste anexo apresentam-se as tabelas de resultados computacionais
para os problemas tipo T2, em redes esparsas e planares, cuja geragio
se justificou no capitulo 5.

Tal como nos problemas teste de tipo T1, cada problema corresponde a
valores médios de dez problemas teste com as mesmas caracteristicas.

Para cada insténcia foi calculado um majorante para o erro relativo da
heuristica H1, constando na tabela, obviamente, os valores médios das
dez respectivas instincias. Relembre-se que a expressdo que permite
calcular o majorante para o “gap” é:

(L+P-2)Icln+1])

gap < ; 4.1)
Cap + K scl(n+1)

4 £+1]
onde L="%] e ¢ Z q, < Wc 2 q, considerando os arcos
a=1 g=1

ordenados por ordem decrescente de procuras.

Nos valores que constam das tabelas seguintes substituiu-se £ por

rali¥

, onde g,,, representa a procura do arco de procura
q

ma x

maxima. Calcula-se assim um majorante para o da equagdo (4.1).
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Listas

L1. Lista de Algoritmos

LB Determinagdo de um minorante para o PRRS 51
GSCE Geragao de subrotas admissiveis por partigao de circuitos 95
Eulerianos
GSProc Geragdo de subrotas admissiveis por identificagdo de 08
circuitos de procura minima
AGSeq Agregacdo sequencial de subrotas 107
GS Construgao do multigrafo de subrotas GS 119
AgE Agregacio de subrotas por emparelhamentos 123
AgS Agregagio de subrotas com definigdo de sementes 128
SolAdm Geragdo de uma solugdo admissivel 134
Trocasl Troca do servigo de arcos numa mesma subrota 145
Trocas2 Troca do servigo de arcos entre subrotas 148
GArestas Geragio de um grafo G’ ndo orientado, planar e conexo 161
GArcos Transformagio de G’ em G 165

Listas
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Listas

L2. Lista de Exemplos

Definigao de rota, subrota inicial, subrota intermédia e 2
subrota final
2.2 Niimero minimo de subrotas necessarias 24
2.3 Subrotas ndo admissiveis 28
3.1 Tipo de circuitos passiveis de serem obtidos com a 38
relaxagao 1
32 Construgao do problema (B) a partir do problema (B) 41
3.3 Construgio da rede de (PT1) para um caso simples 48
~1 Aplicagdo do algoritmo LB ao exemplo A 22
34 Existéncia de componentes conexas equilibradas 55
A Construgio do grafo G para o exemplo A 61
A Construgdo da rede associada a (PT2) para A 66
A Construco do grafo G para o exemplo A 74
3.5 Nio dominéncia entre as solugdes de (PT1) e de (PT2) 81
A Aplicagio dos algoritmos GSCE e GSProc ao exemplo A 101
A Aplicagio do algoritmo AgSeq ao exemplo A 110
4.1 Diferengas entre definigoes de adjacéncia 116
A Aplicagio do algoritmo GS ao exemplo A 121
A Aplicagao do algoritmo AgE ao exemplo A 125
4.2 Definigdo de distancias em GS 127
A Aplicagdo do algoritmo AgS ao exemplo A 131
A Aplicagdo do algoritmo SolAdm ao exemplo A 136
43 Trocas de servigo numa subrota 143
44 Trocas de servigo entre subrotas 147
A Aplicagdo do método melhorativo ao exemplo A4 151
5.1 Aplicagdo de GArestas a um exemplo simples 163
52 Aplicagdo de GArcos a um exemplo simples 167
All G}nf"o de procuras para ilustrar os casos possiveis para o 190
vértice / em (PT1)




Listas

L3. Lista de Figuras

1.1 Representagao de uma rota admissivel para um vefculo

3

2.1 Pontes de Kénigsberg 6

2.7 Multigrafo associado as pontes de Kﬁnigsberg 6

5.1 D’esyios relativos de H1 em problemas T1, com /0 a 25 156
vértices

D Desvios relativos de H1 para problemas T1, com 30 a 50 157
veértices

53 Estrutura das subrotas nas solugdes admissiveis de H] em 158
problemas T1, com 10 a 25 vértices

5.4 Estrutura das subrotas nas solugdes admissiveis de H1 em 159
problemas T1, com 30 a 50 vértices

S5 Representagdo do grafo associado a um conjunto de 161
quadriculas

5.1 Desvios relativos de H1 em problemas T2 175

5.12 Estrutura das subrotas nas soluges admissiveis de H1 em 176
problemas T2

3.13 Desvios relativos de H2 em problemas T2 177

5.14 Estrutura das subrotas nas solugdes admissiveis de H2 em 178
problemas T2

= 1 s Desvios relativos de H3 em problemas T2 179

5.16 Estrutura das subrotas nas solugdes admissiveis de H3 em 180
problemas T2

39 Desvios relativos de H1, H2 e H3 em problemas T2 com 181
10 a 37 vértices

5.18 Desvios relativos de H1, H2 e H3 em problemas T2 com 182
50 vértices
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Listas

LA. Lista de Fluxogramas

Heuristicas 90
4.2 Métodos de agregagao por proximidade — AgProxim 114
4.3 Método melhorativo — SAM 143
5.1 Geragio aleatéria de problemas tipo T2 160

L5. Lista de Tabelas

M

3.1 Casos que se podem verificar para 0 vértice |

< 5 Origens de (PT1) 51

33 Destinos de (PT1) 52

34 Rede para o problema de fluxo de custo minimo 73

4.1 Sequéncia de métodos nas diferentes heuristicas 92

5.1 Dados usados na geragdo aleatéria dos problemas em 165
Garestas

Al.l Casos possiveis para o vértice / relativamente a (FT1) 192

A2.1 Resultados computacionais de H1 para problemas de tipo 194
T1 com 10, 15 e 20 vértices

A22 Resultados computacionais de H1 para problemas de tipo 195
T1 com 25, 30 e 35 vértices

A23 Resultados computacionais de H1 para problemas de tipo 196
T1 com 40, 45 e 50 vértices

A3.1 Resultados computacionais para problemas de tipo T2 com 198
10, 17 e 26 vértices

A32 Composigdo de subrotas para problemas de tipo T2 com 199
10, 17 e 26 vértices.

A33 Resultados computacionais para problemas de tipo T2 com 200
37 e 50 vértices

A34 Composigdo de subrotas para problemas de tipo T2 com 201
37 e 50 vértices
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