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Introducio

£ objecto deste trabalho o estudo do Filtro de Kalman na éptica da sua aplicagio a previsio
econométrica.

O tema ¢ vasto'e tanto o ingulo de abordagem como o8 problemas em estudo sofreram
uma delimitacio prévia bem clara.

Optou-se por estudar apenas sucessdes cronolégicas — processos estocdsticos discretos —
pois ¢ a sua andlise a mais relevante na estatistica e econometria. Optou-se também por
focalizar todo o estudo no dominio tempo — prescindindo dos desenvolvimentos possiveis
pela andlise espectral — pois assim todos 0s resultados sfio obtidos de forma mais familiar
4 econometria estatistica.

A apdlise foi directamente orientada para a modelisagao e previsio econométrica — ¢ que
significa que foram deliberadamente esquecidos problemas tipicos da teoria do controlo e
teoria dos sistemas, da analise do sinal passado e do alisamento de sucessdes, assim como
outros desenvolvimentos e algoritmos aplicdveis a campos cientificos diversos.

A teoria de Kalman ficou assim delimitada ao terreno especfﬁco da previsio, aonde se tem
revelado como susceptive] das mais fecundas aplicagdes.

Na realidade, o interesse e actualidade do tema sdo bem revelados por uma sucessao recente
de trabalhos econométricos e até pelo desenvolvimento de software comercial, aonde se
redescobre a potencialidade e versatilidade da teoria de Kalman. '

Trata-se essencialmente de uma redescoberta, pois desde o trabalho pioneiro de Rudolf
Kalman, em 1960, cerca de vinte anos de desenvolvimento fedrico se passaram sem que
a econometria ¢ a previsio econdmica praticamente tomassem contacto com essa nova
abordagem da estimagio estocdstica.

Foi nos iltimos anos que se assistin a uma auténtica explosdo de artigos e trabalhos
econométricos que redescobriram resultados anteriores, 08 concretizara e desenvolvera em
novos terrenos especificos.

Se esse facto, talves ainda pouco conhecido entre nés, justifica cabalmente o interesse deste
estudo, a realizagio do presente trabalho, tem origem em algumas lacunas essenciais.

Em primeiro Jugar nio se conhece uma exposigao bésica da teoria e do algoritmo de Kalman
que esteja directamente orientada para o terreno econométrico.
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Os textos base, que sio ainda os de Jazwinski (1970) e Anderson e Moore (1979), “are
lengthy and unintelligible to statistitians” (Meinhold e Singpurwalla, 1987). Em contra-
partida, as exposiches mais “pedagégicas” de Harvey (1981) ou dos bayesianos, focam
pontos de vista particulares, de tal forma que, “the motivation behind and major applica-
tions of the algorithm cannot be fully appreciated® (Welch, 1987).

Essa limitagio é ainda mais evidente na literatura nacional aonde, aparte uma exposicao
sintética de Neves (1984), apenas se conhecem algumas aplicagoes muito especificas (e.g.
Lopes, 1985 e Tomé e Cunha, 1985).
Em segundo lugar, esti por fazer um “survey” das aplicagbes economéiricas recentes,
resenha aonde se discutam de forma sistemdtica as potencialidades e limitagdes da mo-
delizacdo e do algoritmo de Kalman.

Essa lacuna ¢ particularmente sentida por quem pretenda iniciar o estudo deste tema, que
se vé defrontado com muitas referéncias dispersas, sendo obrigado, para a compreensao de
problemas muitas vezes simples, ao confronto com uma vastae nio homogénea bibliografia.

Em terceiro lugar, e como consequéncia dessas limitagdes, a terminologia e a notagio sio
altamente heterogéneas, tendo a diversidade de escolas destruido as tentativas iniciais de
Kalman para uniformizar as designagoes.

Sio estes os trés obst4culos basicos enfrentados por este trabalho, obsticulos que nio se
tem a veleidade de destruir mas que se tem a intengao de ajudar a remover.

Com este objectivo o trabalho desenvolve-ge em irés partes.

Na primeira parte redefinem-se os problema bésicos de estimagdo estocistica na perspectiva
que se julga ser a mais actual, rigorosa e fecunda: a perspectiva dos operadores de projecgdo.
Nesse enquadramento tedrico sio encarados da mesma forma, e com grande generalidade,
problemas diversos de estimagio e previsio. A deflnicio da sucessdo de inovagdes aparece
de forma directa e fica preparada a demonstracio de Kalman, que ainda hoje se reconhece
como sendo a mais fecunda.

Uma corroboragio do interesse desta sequéncia foi fornecida pela publicagdo, jd em fase
adiantada da redacgio deste trabalho, da obra Time Serses: Theory and Methods, de

Brockwell e Davis. Com outro objectivo e outra abordagem, estes autores percorrem um
caminho paralelo, para um estndo muito geral da estimagio de processos estocdsticos.

Na segunda parte define-se o modelo de espaco de estados e apresentam-se os desenvolvi-
mentos de Akaike, 20 mesme tempo que se deriva o filtro de Kalman e se discutem os
processos recursivos de estimagzo.




Ainda nesta segunda parte algum relevo é dado a uma interpretagio polémica da estimagdo
recursiva, que & associada ao cardcter dindmico dos sistemas relembrando alguns resultados
que nem sempre parecem ser correctamente entendidos.

Na terceira parte do trabalho é empreendido um “survey” de aplicacbes econométricas,
tentando-se uma exposigio sistemitica da modelizagio de Kalman e referindo-se, em
capitulo préprio, algumas simulagbes e estudos comparativos recentes.

Depois da exposicio sistemdtica da teoria de Kalman, o “survey” aparece sobretudo com
objectivos descritivos, pois a concretizagio econométrica da teoria geral nao apresenia
desenvolvimentos de vulto.

Um capitulo de conclusbes dedica-se sobretudo sistematizacio de problemas omissos e &
abertura de pistas para uma investigagio posterior.

Una série de notas anexas, que nao constitui parte integrante do irabalho, é incluida com
o objectivo de referenciar alguns conceitos e definigoes bdsicas.
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primeira parte
operadores de previsio e projectores ortogonais

Em sucessies cronoldgicos o problema da previsdo pode ser visto como um caso porticular
do problema da estimagdo. Comegar-se-é por definir este dltimo ¢ por apreseniar, de
Jorma directomente aplicdvel ao estudo consequenle, ¥m conjunto de resuliedos gerais hoje
1d cldssicos.

Na primeira sec¢do definir-se-4 o problema da estimag@o e referir-se-& uma classe par-
ticular de estimadores: os filtros lineares.

Na segunda secgdo serio disculidos os eritérios de optimalidade dos estimadores, definindo
08 métodos probabih’aticos de mdzima verosimilhange ¢ de minsmizagio de uma perce espe-
rada. Esses mélodos serdo confrontados com procedimentos estatisticos ndo probabilisticos.

Em seguida serdo apresentados os processos gaussianos e discultr-se-& a aplicabslidade dos
resultados existentes.

Na seccdo final far-se-é referéncia aos preditores de Wiener-Kolmogorov ¢ serd estudada
a sequéneia de inovagdes. A construgdo de wm espago de Hilbert de varidveis alealdrias
de sequnda ordem permitird definir projectores ortogonass como operadores de previsao
pmbabihfstica.

Todos esles conceitos serdo largamente ubilizados na dedugio e estudo do Filtro de Kalman,
a ser apresentado na parte seguinte deste trabalho.
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1. Estimacdo, previsio e filtros lineares

Comecar-se-4 por definir o problema da estimagio no quadro do estudo de sucessies
cronolégicas aqui desenvolvido.

Sejam dadas duas sucesses de variiveis, escalares ou vectoriais, indexadas pelo indice
¢, discreto, que representa o tempo: {yc} e {x¢}(!). Admita-se que as varidveis estao
relacionadas por alguma fungdo conhecida, possivelmente dependente do indice ¢, e que se
Ihe soma uma perturbagio aleatéria, escalar ou vectorial, que constitui a sucessio {vi},
de valor esperado nulo.

ye=hix,t}tve Eve=0 (11)

Para cada {ndice £ assume-se conhecido y¢ e aforma de fungao h(.f). Tanto x: como
vi representam varidveis de valor desconhecido.

{y:} e {vi} sdo sucessdes de varidveis aleatorias indexadas pelo tempo. Represen-
tam pois processos estocdsticos, neste caso de parametro discreto, definindo SUCESSOES
croNoLAGICAS {V. Nota Anexa 1). A sucessio {x:} pode ser, ou nio, formada por
varidveis aleatérias. Se tiver esse cardcter estocdstico constituird uma outra sucessdo
cronolégica.

Neste quadro adopta-se a definigio seguinte.

O PROBLEMA DA ESTIMACAO consiste na procura de um operador —ESTIMA-
DOR— a ser aplicado sobre os elementos conhecidos de {y:}, e que determine
um valor considerado provavelmente proximo, por algum critério de optima-
lidade previamente formulado ¢ para um dado indice 7, do verdadeiro x.
Esse valor, a ESTIMATIVA de X,, representar-se-d por X.

Contrariamente i notagio usual em teoria das probabilidades ndo distinguirj v.a. de uma
sua realisacio, sendo ambas representadas por letras mintisculas. As maitisculas serdo
reservadas a maltrizes ou a conjuntos (seqnencias! de varidveis. O tipo negro indica um
vector, possivelmente de componente Unico, e o tipo normal, indexado, um elemento de

vector. A notagio X(f) indica uma fungio aleatdria, em tempo continuo ou discreto,
podendo designar uma coleccdo de vectores alealdrios, mas X; represen ta sempre um
processo aleatdrio discreto. O uso do simbole X(t) pode ser justificado pela pretensdo de

‘mostrar que o conceito tem uma interpretacio mais lata do que 2 de uma simples sucessao

cronolégica.




O problema da previsio nio é mais do que um caso particular deste iltimo. Dada a
sequéncia das observagdes, sequéncia aleatéria(®) finita

Yf = {yol ¥, 'yf}l [12)

ou infinita

YE: {"'ryt—l’h"'rlrf—lsyt} (1.3)
pretende-se uma estimativa de um valor futuro X,. Assim considerar-se-d que

PREVISAO é uma estimativa de x,, designada por X,, elaborada com o
conhecimento da sequéncia das observagbes Y, sendo ¢ < 7.

Os operadores de estimagao sdo muitas vezes denominados filtros, terminologia adoptada
pela teoria dos processos estoc4sticos sob influéncia da teoria da informagao, da engenharia
do controlo e da electrdnica.

A origem do termo serd clara se designarmos {x;} como mensagem ou sinal e se consi-
derarmos como sua recepgio a sequéncia Y; , que é perturbada pela adigao de um ruido
{vi} . O processo de estimacio, obtendo {%:}, constituird a recuperacio aproximada
do sinal, a partir das observagbes contaminadas pelo ruido.

Estari em causa, no dizer de Wiener, “The purification or filtering”. “Very often the
quantity wich we realy wish to observe is observable only afier it has been in some way
corrupted or altered by mixture, additivelly or not, with other times series. It is of im-
portance to ascertain as nearly as possible in an appropriate sense, that is, in a statiscal
sense, what our data would have been like without the contamination of the other time
series.” (Wiener, 1949, p.9).

Neste contexto ter-se-4 uma primeira definicdo de filtro(®)

FILTRO (estimador) é um operador que, aplicado sobre uma sequéncia de o-
beervagoes Y;, no modelo (1.1), produz uma estimagao de x,.

(3) Distinguir-se-4 sequéncia de observacoes de sequéncia registada de observagdes {ndo aleats-
riaj.

(3) V. Wieper, 1949, pp.9-10 e 81-2, Koroliouk, 1983, p.253 e Priestley, 1981, pp.773-4 e 807.
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Como o termo “filtro” designa também outros conceitos nao exactamente coincidentes com
o desta definicio valerd a pena clarificar desde j4 as diversas acepgdes do termo.

No sentido mais geral, filtro é simplesmente um operador que transforma um processo
! estocdstico num outro processo estocdstico. Trata-se de um operador ¥, aplicado sobre
uma fungiio aleatéria de inpuf, Y(y) , que 2 transforma na funcio aleatéria de output,
Zg)-

Simbolicamente,

Y = Zgy- (L4)

No quadro do modelo (1.1} qualquer operagio sobre as observagGes é um filiro desde que
transforme a sequéncia Y; numa outra sequéncia.

Assim, (4}

FILTRO (de input/oufpul) é um operador que, aplicado sobre a sequéncia de
observagies de {y:}, produz uma outra sucessao cronolégica {2:}

Muito claramente, est4 aqui apenas referida a transformacao de um processo aleatério
pum outro processo aleatério, nao estando em causa propriedades particulares, como a da
capacidade de estimacdo do sinal.

No caso relevante pretende-se uma estimativa %, que seja fungdo das observagdes Y:.
Se, em cada momento ¢, determinada forma funcional transformar Y; em X;, o processo
de estimagio ou filtragem corresponde 3 transformagio de {y:} em {X:}. HA pois um
filtro, de fnputoutput, que se aplica sobre {y:} e que consiste também num filtro, de
estimagdo, que gera as estimativas X:. \

Os dois conceitos estio ligados na acepgio mais comum de filtro, que corresponde a
definicio que segue(®).

FILTRO (on line) é um operador que, em cada ¢, transforma a sequéncia de
observagdes Y; numa estimativa para o valor de X: no mesmo periodo: R

Nesse sentido, que é o mais comum na teoria da estimacao estocdstica, filtro é um operador
de geragiio de estimativas em “tempo real”: 7Y = %;. Um processo estocéstico observivel

(4) V. Priestley, 1981, pp.285-7 ¢ Anderson, 1971, p.399.
(8) V. Kalman, 1960, p.36 ou Jazwinski, 1970, pp.143—4, enire outros.
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(6)

¢ transformado numa sucessio de estimativas que, sendo fungdo de Y;, sdo também elas
estocdsticas.

A sobrecarregar ainda mais a terminologia confrontam-se, do ponto de vista da relacao
temporal entre estimativas e observacoes, os conceitos de alisamento, filiragem e previsio.
Conhecendo-se Y; e pretendendo-se estimar x,, passari a falar-se de ALISAMENTO
quando 7 <t ,de FILTRAGEM quando 7 = ede PREVISAO quando 7>t . O conceito
de estimacio abrange evidentemente os trés casos, e o filtro on line é precisamente um
operador de fillragem.

O problema serd melbor defirido na secgio 6., aonde serdo feitas ainda algumas precisdes.
Refira-se agora o importante conceito de filiro linear ¢ invariante(s), aplicivel ao termo
em qualquer das acepgoes atrds definidas.

A propriedade de snvariéncia temporal do filtro consistird no facto de o mesmo inpuf
produgir sempre o mesmo osuipuf, qualquer que seja o momento de seu registo. Mais
precisamente,

FILTRO INVARIANTE & o operador de filtragem tal que,
Yip = Yiees) = FYy= ?Yig.,..) Vs, (1.5)

o que significa que a regra de geragio de estimativas se mantém constante no tempo.

Outro importante conceito é o de filtro linear, operador que transforma um énput com-
binagdo linear de duas funcoes num oulpul que é a mesma combinagao linear dos outputs
individuais.

FILTRO LINEAR ¢ o operador de filtragem tal que,

¥ [al Yi n+ MYQ(;)I =m¥Y; vy +92 ¥ Yg(;) (1.6)

quaisquer que sejam as constantes ay € aa e as fungOes de input Y; e Y.

E usual confundir filtro linear com filiro afim e vale a pena apresentar desde j4 a distingao.

V. e.g. Parzen, 1962, p.104. Em certo sentido a invarincia de um operador de fi-
tragem estd ligada 3 capacidade de reproduzir situagdes observdveis sem alteragio de
circunstincias, o que & uma das caracteristicas base das ciéncias experimentais. Os o
radores invariantes constituem nm grupo, denominado grupo de transiacgao no tempo (PC?
Wiezer, 1949, p.11).
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FILTRO AFIM ¢ 0 operador de filtragem tal que,

FlasYie) + agYaqy) = u(t) + 61 FYi(p) + 02T Yoy, (1.7)
em que uft) ¢éfuncio deferministica, sendo a igualdade (1.7) vélida para todas
as copstantes a; e gz e fungdes de input Y; e Ya.

O abuso de linguagem que consiste em confundir linearidade com afinidade é justificdvel
por as atengdes se centrarem sobre a parte aleatoria do processol’). Mas o filtro linear &
apenas um caso particular do filtro afim, correspondendo 3 situagao aft) =0.

Alguns exemplos ajudario a mostrar a generalidade destes conceitos e 2 introdusir os
problemas que seguem.

Exemplo 1.1 {Passeio aleatério)

Considere-se o processo estocéstico {2t}, com 2t inteiro, definido pelas equagdes:

ap=n+wm, £=0,1,2,...

Ewy = const, covlwpwn]) =0 Vet

Plwy = —1]+ Pluy = 0]+ Plwy = +1} =1, Plzp=01=1

Reescrevendo o processo de acordo com a equagio (1.1} ter-se-d Yt = Z41, &t = A W = Yoe

h(zt,t) = 7;. Dada a sequéncia Y; = {21,29,...2g+1} ¢ o conhecimento de 2 = 0 pode
= {20, - Z:}. O problems da previsio conaiste em

estimar-sc com probabilidade 1 & sequéncia x:
estabelecer uma estimativa para Ti4i = 2t4). Sende ] 2 2 essa estimativa eerf incerte e uma previsiio
aceitével &, por exemplo, a do valor médio condicionado pelo conbecimento de Y: {que est4 concentrade

no conhecimento de Zg41):

24 = &1t {1-1)Euw

Trata-se de um fltro preditivo invariante ¢ afim (linear se Fuy = 0}, transformando {ZH.]} em
{21}

Em geral, (f - l).Eﬁu & nio inteiro, pelo que tal previsio naturalmente apontaré para valor ndo
verificivel. Surge como previsio alternativa a do valor modal. Definindo m(t - l) como a moda de

Elﬂ Wi ter-se-& outre filiro preditivo afim:
Zopt = 2g1 +m{l — 1)

Admita-s¢ agora que a distribuigio de probabilidade de Wy ¢ desconhecida e se pretende, precisamente,

estimar o seu valor esperado. De acordo com 3 equagdo {1.1) o processo poderia ser modelizado

(1) V. Anderson e Moore, 1979, pp.92-8.
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(8)
(9)

2t 41 —z¢=Ewg+(wg—Ew¢) t=12,...

Ter-se-4 agora Y = 41 — 4, Tt = Ew;, % = Wy - Ewg # h(tg,t) = Ti. Repare-ze
que a transformagioc {Zg} —+ {y;} foi obtida através de um filtro linear e invariante (para 2 1), A
estimagio de %y = Fwy pode ser realizada através do fltro (on line):

~ L .
T = 21 Y‘/‘!
filtro linear mas nio invariante, que utiliza em cada momento a sequéncia de observacdes Y para gerar

{E;}, sequéncia de estimativas centradas e convergentespara iy,

Por razdes diversas e largamente conhecidas, algumas das quais se espera vir a clarificar
na sec3o 3., a classe dos estimadores lineares tem tal importincia que sobre ela se centra
a larga maioria dos estudos e resultados existentes.

No quadro do modelo (1.1) estimadores lineares sdo filtros lineares nas observagoes, por-
tanio operadores do tipo,

2,=3"Y¢=Ea,-y¢, i<t (1.8)
%

em que o somatdrio é finito ou se entende como o limite em média quadratica das somas
parciais(8),

Em particular predifores lineares serio operadores de ponderagio das cbservagoes jd re-
gistadas, operadores da forma (1.8} portanto.

Geometricamente isso significa que tanto os estimadores como os preditores lineares podem
ser encarados como vectores da varvedade linear gerada pelas observagies: Y. Tal conceito
necessitara de ser precisado ao espago particular das varidveis aleatérias em causa, o que
envolve alguns problemas adicionais a estudar na secgio 4. Caso o nimerc de observagoes
nilo seja finito é o fecho da veriedade linear que deve ser considerado, incluindo af tanto o
conjunto de combinagdes lineares finitas como os possiveis limites (em média quadrtica)
dessas combinagdes lineares(?).

V. Nofa Apexa 2 .
V. Doob, 1933, p.75. A variedade linear gerada pela sequéncia Y; = {y:,ye—1---} serd o
conjunto Y: com elemento genérico y expressével na forma y = Y ayi com yi €Y.

Trata-se de uma variedade lineer pois y,,y2 € Y = (a1y1 + agyg)’e Y, com a; e ag
constantes reais quaisquer. O fecho de Y incluird y =li.my, com y, €Y

i2




Exemplo 1.2 (Efeito de Slutzki-Yule)

CombinacHes lineares, mesmo finitan, podem alterar radicalmente as propriedades dos processos. Admi-
i i Eet =0 ¢ E = Bs02 (b I,y =

ta-se a sucessio estocdstica {£&iy com ) e EaEl 310 st para § 1 Vi

1 para 8= I). Construa-s¢ o processe de médias méveis U = 2{' BiEtmi-

{ug} pertence A variedade gerada por {E;} . Mo entanto, enquanto as varidveis do primeiro processe
| gao néo correlacionadas o mesmo nio se passa com O processo de médias méveis, pois

Bueue =7 F aioi_go? (CL. Kendall, 1973, p.41).

Em rigor dever-se-do distinguir estimadores ou preditores lineares de estimadores ou pre-
ditores afins, que serdo operadores do tipo

] & = u(1) +Zam, (1.9)

| { de manuseabilidade mais complexa.

| I Em tal situagio o problema pode ser directamente enfrentado em termos de geomettia e
4lgebra afim, como o fazem, por exemplo, Kruskal ou Drygas{1%), e que o préprio Ma-
i linvaud, o grande impulsionador da linguagem geométrica na econometria estatistica, Te-
conhece como “mais elegante” e “menos restritivo”, mas também como “menos acessivel”

| ' (1980, p.158).
[ | O problema também pode ser enfrentado reduzindo a estimagao afim 3 estimacio linear,

por intermédio de alguns artificios elementares que se revelam plenamente satisfatorios.

Uma solugio tipica em econometria é a introducio de uma variivel degenerada, identica-
mente igual A unidade, de forma a criar uma dimensio adicional que resolva o problema
| do termo independente deterministico.

Outra solugio consiste na transformagio das varidveis aleat6rias originais em varidveis
. centradas(1l), o que permitird trabalhar sempre com vectores colocados na origem.

(19) Kruskal, W. {1961), “The coordinate free approach to Gauss-Markov estimation and its
aplication to missing and extra observations”, in J. Neyman, gda.umc. of the Fourth

' erkeley Symp. on Math. Stat. and Prob., vol. 1, University of ornia Press.
1 Drygas, H. (1970), The Coordinate-frec Approach to Gauss-Markov Estimale, Springer-
Verlag, Heidelberyg. '

(11) Dade x definir-se-4 a v.a. centrada x' :=x — Ex.
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Ser4 essa a abordagem adoptada inicialmente neste trabalho, pelo que todos 08 raciociios,
excepto quande expressamente rotado, serdo conduzidos a partir de varidveis com es-
peranca matemitica nula(i2),

Exemplo 1.3

Admita-se que 08 processo {.’Eg} e {yg} estio relacionados pela equagio

{¥) yi=ari+b+e com Exi=Fe =0

Medinde Yt & admissivel a estimativa T = y;/a — b/a, que é um filtro afim {numa observagia).

Escrevendo equivalentemente a equagio (i}
(#4) B-b=yi=0zte

ter-ge-4 o filtro linear Eg = y{/a E considerando a varidvel U = 1 ¢ escrevendo [y; ug] [_lb] =
8Tt + £¢ , com o vector de observaces ¥p = [yg u;], ter-se-4 também filtro linear em. ¥i: ‘fg

e wl [ 22) -

Dé-se agora um exemplo de estimagio linear pelo método dos minimos quadrados ordindrio
(oLs, “ordinary least squares”). O exemplo mostra como modelo econométrico pode ser
introduzido no esquema (1.1) e como s minimos quadrados permitem determinar valores
dos coeficientes a; para o filiro (1.8).

Exemplo 1.4 (OLS)

Congidere-se a observacio de dois processos reais {m} e {z;} ¢ admita-se que estdo relacionados pela

equago seguinte, em que £ & v.a. de natureza dencbnhecid;. e b vector linha k-dimensional.

v =bst+e

ﬁ.eeacréver © proceaso na forma da equag@o (1.1) tem como dnica dificuldade s interpretagio de D e de
. A sucesado {x;} considerar-se-4 constante, com Xg = b, pole eaées serdao of valores deaconhecidos.

A funcio h(x;, t) ' serd evidentemente linear, os seus‘_coeﬁcientes serio as varidvels ¥, parimetros

conhecidos da fungio.

Se se procurar D como sendo o vector de coeficientes de recta de Ri+1 que mais perto se encontra dos
pontos (m, 5;), no sentido da regressio pelos minimos quadrados de §; sobre Z¢, e se e proceder aos

rearranjos matriciaie normaie em econometria (V. Johnaton, 1984, pp.90 ¢ 112-3), encontrar-se-2

b=(272)12TY

(12) Mais rigorosamente: esperanca matemstica ndo condicional nula.
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Significa isso que cada componente b; do vector b ¢ estimado como combinagio linear das observagoes
Y1, Y2, ' Yt. osendo coeficientes de ponderacio — coeficientes @; do filiro — os valores dados por
(ZT2)-12T.

Note-se, a propésito, como a proposta dos minimos quadrados pa.ra os coeficientes a; do
filiro pode ser apresentada sem qualquer pressuposto proba.bihstlco sobre ¢ modelo em
estudo(13), Trata-se daquilo a que Jazwinski chama procedimento estatistico sem funda-
mentagdo probabilistica. Na secgiio seguinte discutir-se-4 o problema dos critérios proba-
bilisticos que determinam a optimalidade dos coeficientes do filtro.

(13) V. Malinvaud, 1980, cap. 1 “Econometrics without stochastic models® e ainda Jazwinski,
1970, seccao 5. '8 “Statistical methods”.
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' 2. Optimalidade na estimagido — o problema de (Gauss

I

A formulagao clara e a solugao probabilfstica do problema da estimagio surge pela primeira
i vez com Gauss e Légendre(1).
|

J4 anteriormente se tinha sentido a necessidade de combinar, numa dnica estimagao de
[} parimetros, o resultado de observagdes multiplas n3o exactamente consistentes com o
resultado deterministico formulado. Ainda no século XVII2) sio de destacar os trabalhos
. de Boscovich e Laplace, que formularam um método de estimagio dos coeficientes de uma
! recta.

A pretensio de Laplace de que o seu método conduziria 3 estimagio do valor mais provével
dos parametros levaria Gauss a estudar o problema de forma probabilistica e a propor um
| outro principio,

“orincipio preferivel ao de Laplace, de acordo com o qual a soma de todas as
diferengas deve ser zero, e a soma das mesmas diferencas, todas somadas com
sinal positivo, deve ser minima. Pode ser mostrado que isto nao é admissivel na
base do cdlculo das probabilidades pois leva 3 contradicoes”. Carta de Gauss
a Olbers, 24 de Margo de 1807 (Cf. Plackett, 1972).

Causs comega por estudar uma forma admissivel para a distribuigdo dos erros e deduz a
lei normal(®). Postulando a normalidade dos erros aum modelo semelhante ao da equagio
{1.1) deduz o método dos minimos quadrados ou, em geral, o da minimizacio “da forma
de qualquer das poténcias com expoente par’ (4,

£ curioso verificar como a formulagdo de Gauss sobre o “valor mais provével” prefigura
o método da méxima verosimilhanga, desenvolvido por R. A. Fisher em 1912. Inclusi-
| vamente, Gauss maximiza a fungao de densidade conjunta calculando o logaritmo dessa
{ fungao {V. Sorenson, 1970, p.65).

| (1) Légendre publica os seus resultados em 1805 em Nouvelles Méthodes pour la Détermination
des Orbites des Cométes e Gauss publica resultados fundamentalmente idénticos em 1809,
na Theoria Motus Corgorum Coclestium. Hé, no entanto, suficiente evidéncia de Gauss ter
chegado s mesmas conclusdes muito antes, em 1794-5. Para uma discussao do problema
e um relato da polémica entre Gauss e Légendre sobre a prioridade da descoberta ver
Plackett, 1972.
(@) V. C. Eisenbart {1961).
' (3) Para uma clara exposicio da dedugdo de Gauss ver Borel e Deltheil, 1923, pp.150-7.

(4) Theorsa Moisa, Cf. Plackett, 1972, p.242.
i
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Facto igualmente interessante, Gauss tinha clara consciéncia de que era a assumpgio da
normalidade dos erros que garantia que o método dos minimos quadrados forneceria a
moda da funcio de verosimelhanga.

“Quando a lei do erro é desconhecida é fmpossivel encontrar o resultado mais
provivel. .. Chegamos ao método dos minimos quadrados, independentemente
da lei dos erros, quando o némero de observacoes 4 suficientemente largo. Mas,
com um mimero moderado de observages, fica-se completamente no escuro se
a lei do erro é desconhecida. ..”. Carta a Olbers, 22 de Fevereiro de 1819, (Cf.
Plackett, 1972).

Alguns anos mais tarde, em 1839, é novamente Gauss quem coloca o problema da estimagao
em outra das bases tedricas fundamentalmente admissiveis, a da minimizagdo de uma
forma funcional dos ervos. Pode mesmo dizer-se que é Gauss, numa carta a Bessel datada
de 28 de Fevereiro desse ano, que pela primeira vez prefigura o ponto de vista da teoria da
decisio. Vale a pena citar um extrato completo dessa carta.

“¢ menos importante determinar o valor do pardmetro para o qual a probabi-
lidade é maior, ainda que infinitamente pequena, do que aquele valor no qual
nos apoiando jogamos o menos desvantajoso jogo; ora, se fa denota a proba-
bilidade de a incgnita z ter o valor a, enido é menos importante que fa tenha
um méximo do que [ fzF(z — a)dz, tomado sobre todos os valores possiveis
de z, seja um minimo, aonde para F é escolhida uma fungio que seja sempre
positiva e que seja sempre crescente com argumentos crescenies, de uma forma
apropriada. Escother o quadrado para esta fungio é puramente arbitario e essa
arbitariedade est4 na natureza do tema. Nao fossem conhecidas as largas vanta-
jens da escolha do quadrado e qualquer outra fungdo poderia ser escolhida...”.
(Cf. Plackett, 1972).

E altura de interromper este curto mas esmagador intréito histérico e de tentar definir,
numa eotagio moderna e apropriada ao problema em causa, 08 critérios de optimalidade
da estimacao.

No modelo geral pressuposto pela equagio (1.1)

¥e = hixe, t) + vy,
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(5)

o problema da estimagao pode, em geral, ser abordado probabilisticamente por uma de
duas vias: ou bem se pretende uma estimativa do valor mais provivel de x; ou entio se tem
em vista uma estimativa que minimize alguma fungao dos erros provavelmente cometidos.

Recorde-se que est4 disponivel uma sequéncia de ohservagdes Y;, e que se admite conhecida
a forma funcional de h(z:,t).

Para adoptar um ponto de vista probabilistico é necessirio estabelecer alguns pressupostos,
e.g. uma forma definida para a distribuicdo das perturbagdes v:. Chegando ac conhe-
cimento da digfribuigdo de probabilidade condicional de x; dado Y;, a qual se designard
por

plxs, Y1), (21)

estd construida uma base para a solugio completa do problema. Isso acontece pois
p(x:,4]Y;) condensa toda a informacao estatistica sobre X; que esti contida nas
observacdes registadas, e x: inclui todas as incdgnitas relevantes (5),

Similarmente,

ol Y, T4 22)

que é a distribuigdo preditiva de z,, feita no momento { e condicionada pelo conhecimento
das observacbes, fornece uma base para a solugao completa do problema preditivo.

Neste quadro probabilistico chamar-se-4 ESTIMACAO MODAL 3 maximizag3o de (1.4), o que
equivale a encontrar a moda dessa distribui¢io condicionada. De forma semelhante, € com
referéncia a {1.5), se define PREVISAO MODAL. Em ambos o casos se adopta a metodologia
da méxima verosimilhanga.

Vale a pena referir ainda a estimativa de midzima verosimilkanca conjunia, que serd a
moda de

p(xhxf'i'l! oo Trgk tlY‘]s (2'3)

Este ponto de vista é compativel com o pﬁnfiiaio de verosimilhanga, V. Murteira, 1983,
p.21. A justificacdo da aplicabilidade do principio ao problema preditivo segue do raciocinio
desenvolvido por Berger, 1985, p.32.
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¢ que Do coincide, em geral, com os valores obtidos a partir de (2.1). Ou seja, nada garante
que as estimativas conjuntas (2.3), chamadas de trajectdria modal (Jazwinski, 1970, p.156)
contenham as modas das fungoes de verosimilhanga particulares.

Uma outra abordagem probabilistica é a adoptada quando explicitamente se considera um
critério de comparagio dos erros das estimativas.

Seja Z, uma estimativa ou previsio de x, condicionada por Y;. O erro

e:=x, — i,
também denotado por Xr, € uma varidvel aleatdria, pelo que se terd de introdugir alguma
medida estatistica.

A medida mais conhecida é a do erro guadrdtico médio, que se define por

EQM = E{x: - %)T (x: — &)}, (2.5)

mas, tal como afirmava Gauss, esta escolha é “puramente arbitréria”, podendo-se substituir
por qgualquer outra “forma apropriada”. Por outro lado, a convexidade desta fungdo é
“particularly disturbing” (Berger, 1985, p.61), penalizando demasiado fortemente os erros
maiores.

Convird entio poder escolher outras classes de fungdes de penalizacio para medir estatis-
ticamente o erros provdveis. O procedimento normal consiste em introdugir uma fun¢do
de perca apropriada, L{.), e procurar minimizar a perea esperada:

E[L{e)] = E{E{L{e)}Y:]}
Como é visivel E[] depende apenas de Y, ndo de %, pelo que a minimizacio da
perca esperada, EL, é equivalente & minimizacdo de
ElL{e}jY3]. (2.6)

Para a solugio geral do problema conhecem-se resultados aplicdveis a duas grandes classes
de fungoes de perca: fungGes pares e fungdes quadriticas.

Comece-se pelo primeiro tipo de funges iniciando o estudo com o caso escalar,
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FUNCAO DE PERCA PAR(6)é funglo de forma:

L{0) =0, @7)
e > €3 > 0= Liey) > Liea) 20, (2.1
L(e) = L(—¢). (2.7}

Um conhecido teorema de Sherman afirma que, s¢ a distribuicio da varidvel em causa, z,
for “simétrica” em relacio ao seu valor esperado, seja ele %, € se for unimodal, ent3o é
esse valor F; que constitui a estimativa que minimiza a perca esperada.

[ Estando em causa a distribuigso condicional p(z:]Y:) e o valor esperado condicional Efz:|Y]
que se representars iguaimente por 2, 08 dados do problema ndo se alteram, pois a perca

l esperada é também condicionada pelos valores AR

A “simetria” da disiribuicio em torno do seu valor esperado e a unimodalidade traduzem-se

matematicamente pelas seguintes condigoes

! (i) A fungdo da distribuigao F(z) é sSMETRICA em torno do valor esperado Z:
Flz-1)=1-F(z-12), (2.8)
(ii) A funao da distribuigdo é CONVEXA para <
Fihzi+(1 - V=) < AF(z1) + (1 — A)F(22)
para 71,12 <2, 0<A<L (2.9}

Repare-se que (2.8) implica que a funciio de densidade da varidvel centrada, caso exista,
seja par:

fozlz — %) = f2-2(2 - 7), (2.10)

enquanto (2.9) implica que F(z) seja continua e diferencidvel (V. Rudin, 1974, pp.62-3), 0
(| que acarreta a existéncia de f{z) e o seu cardcter mon6tono crescente no intervalo |—oo,Z.
| Estas propriedades implicam a “simetria’ de f(z), mais rigorosamente, a verificagio de

' |I (2.10), e 2 sua unimodalidade.

No caso vectorial o problema pode ser estudado componente a componente, abordagem
teoricamente justificivel numa perspectiva decisional(8).

(6} Pensa-se que 2 formulagdo de Jazwinski (1870, p.147) ndo estd correcta. Segue-se de perto
| | Kalman (1960, p.37). Ver a discussio na Nota Anexa 3.

("} V. Doob, 1953, pp.35-7.
| (8) Berger, 1985, pp.68-9.
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Estabelecidas estas condigoes apresente-se o teorema de Sherman de forma directamente
aplicdvel 20 problema em estudo(®).

Teorema 2.1 {Sherman)

Seja x; vector aleatdrio em que cada componente ;. tem Tuncio de
distribuigio condicionada que ¢ simétrica em torno da média  z;; = E[zi;}Y}
e convexa para Zi; < Zis.

Seja L(.) funcdo de perca par.

Entdo, o vector aleatério que minimiza, componente a componente, a perca
esperada é o valor esperado condicionak: ®; = Elx;|V}}.

Demonastragdo: S. Sherman (1958), “Non-mean-square error criteria”, Trans.

IRE Prof. Group Inf. Theory, IT-4, pp.125-6, ou C.W.J. Granger (1969,
p-206).

Os resultados deste teorema sio suficientemente gerais para abranger grande nimero de
casos com interesse. Ficam de fora as situages em que a fungio de perca nao é par ou em
que a distribuigio condicional ndo é simétrica.

Passe-se agora & segunda grande classe de fungbes de perca, para as quais nenhum pressu-
posto sobre a forma da distribuicio condicional é necessirio.

Trata-se do caso conhecido dos estimadores de varidncia minima, ou de erro quadrético
médio minimo, que se definirio de forma mais geral, embora mantendo essa designagdo.
Nao serd necessdrio distinguir varidveis aleatérias reais de vectores aleatérios, pois a mi-
nimizagao é feita tanto componente a componente como aplicando a fungio de perca sobre
o vector aleatério,

FUNCAQ DE PERCA QUADRATICA é funcio da forma )
L{e) =eTSe, {(2.11)
em que S é matriz semidefinida positiva.

A definicio de estimadores de varidnesa minima generaliza-se Aqueles que minimizem uma
funcio de perca quadritica. O teorema que segue é suficientemente conhecido no caso
simples de L{e}) = ¢*. Apresenta-se a demonstracio no caso mais geral(!%) e apropriado ao
estudo em causa.

)} Cf. Kalman, 1960, p.37.
(19} V. Kalman, 1963, p.296.
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Teorema 2.2

Seja x; v.a. de segunda ordem, Ex¢x} < 00,(11) com valor esperado condi-
cional %; = EJx;|V:]. Seja o estimador de x;, X, uma funcional em ;.
Entio:

(i) ®e :=Re ¢ estimador centrado .

(ii) % =R ¢ estimador de varidncia minima.

Demonstragdo: omitam-se os indices para simplificar a notagdo.

(i) Efx — %] = Ex — ByE|g{Y]=0

(i) EL = E{E|(x - %) S{x - X)|Y]}, aonde X designa qualquer funcional de
Y tal que EXTx < co. Reescreva-se a expressio da perca esperada

'. EL{e) = E{E[(x - %+ -%)TS(x - x +x - R)|Y]}

Como % e % sio invariantes ao operador E[-|Y]

Elx - %)TS(x - )|V} = Ex - %|Y|TS{x -%) = (x - x)TS(x-%) =0

Por outre lado, E[(x — %) 5(x — X)} é independente de X, pelo que

EL(e} = const + E{(z — X)T 5(x — %)}

Como S é semidefinida positiva a expressao é evidentemente minimizada com
=%

| As limitacdes e a generalidade dos teoremas 2.1 e 2.2 irdo ser discutidas pas préximas
i secches. Na seccdo seguinte, em particular, argumentar-se-4 a favor da generalidade dos
. resultados aqui introduzidos.

|

De qualquer forma, torna-se claro que o primeiro problema na procura de estimadores e
preditores é a determinagao da funcdo de densidade condicional o(xy,tY?) ou de alguns
dos seus parimetros. Com esse conhecimento a estimativa éptima pode ser calculada, on
numa perspectiva modal ou para uma fungao de perca que seja introduzida.

Estando em causa a minimizacio de uma perca esperada o problema basico serd a deter-
| minacio do valor esperado condicional, estimador Sptimo nos casos usualmente conside-
rados.

| Finalmente, interessard uma medida da qualidade da estimativa, medida usualmente forne-
. cida pela MATRIZ DE COVARIANCIA CONDICIONAL

' (11} V. Nota Apexa 4.
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Zoje = Bffaxr — Re)(xr —%e)TIVY] (2:12)

Através da matriz L,|+ encontra-se uma medida da qualidade esperada da estimativa, o que
é tio importante na abordagem probabilistica como o préprio cdleulo do valor estimado
ou previsto: )

Elfx, ~ %) (% ~ %)) = s, (2.13)
O raciocinio desenvolvido nestes filtimos parégrafos, e que toma como ponto de partida a

determinagao de p{x,, {{¥;) ou de alguns dos seus parimetros, é o essencial daquilo a que
se chamard abordegem probabilistica.
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3. Processos gaussianos e ndo gaussianos

Em processos gaussianos as condigGes de optimalidade dos estimadores ampliam-se con-
sideravelmente, ou seja, os estimadores serio Gptimos sob restricbes mais fracas. Por
outro 1ado, a assumpgio da normalidade permite simplificar e generalizar um conjunto de
dedugoes e resultados.

Seguindo a linha de pensamento proposta por Doob {1953, pp.71-8) organizar-se-d o estudo
operando a distingao genérica entre processos gaussianos e nao gaussianos. Assim se evitard
futuramente, resultado a resultado, referir as condigdes de aplicabilidade a um e a outro
tipo de processos, ficando tais condigdes a partida clarificadas.

Vale a pena comegar por dedicar um pouco de atengio aos processos gaussianos. Alguns
resultados gerais serdo expressos sinteticamente na forma de lemas. As conclusoes par-
ticulares que interessam para o problema em estudo serdo apresentadas sob a forma de
teoremas. Trata-se, na maioria dos casos, de proposigoes suficientemente conhecidas. A sua
apresentagao vale como passo na linha do raciocinio e também como base para referéncia
em secgbes futuras. As demonstragoes serao, muitas vezes, simplesmente delineadas.

Comegar-se-& por definir processos gaussianos(!).

O processo estocistico {X: } € PROCESSO GAUSSIANO Se qualquer conjunto finito
de varidveis do processo seguir uma distribuigiio multinormal

A definicio mantém-se se as varidveis do processo forem vectoriais. Nesse caso nao sé uma
varidvel particular segue uma multinormal como o mesmo se passa com qualquer vector
alargado, formado com um conjunto de varidveis em causa.

Recordam-se os seguintes resultados gerais da multinormal.

Lema 3.1

Se o vector n-dimensional x segue uma distribuigdo multinormal, com valor
médio X e matriz de covaridncia I, entdo,

{i) a distribui¢io de x fica completamente determinada pela defini¢do do valor
médio e da matriz de covariincia;

(ii) sendo A matriz realp X m, o vector p-dimensional y = Ax segue uma
multinormal com valor médio A% e matriz de covariincia ALAT;

{1) V. Nota Anexa 5.
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(iit) em particular, qualquer distribui¢io marginal de um componente de x,
seja  z;, segue uma normal com valor médic Z; e variincia oy, elemento
diagonal da matriz L;

{iv) Também qualquer sub-vector de x, segue uma distribuigio marginal multi-
normal;

{v) duas varidveis aleatérias z; e z;, componentes de x, sio independentes
se e 96 se a sua covaridncia for nula, 0,5 =0;

{vi) em geral, dois sub-vectores aleatérios x; e xz 830 independentes se e 86 se
a sua matriz de covaridncia for diagona! por blocos, sendo X3 = ¥g; =0.

Demonsiragdao: V. Kendall e Stuart, 1987, vol I, §15.4 ou Rohatgi, 1976, p.234.

Admitir-se-4 naturalmente

Teorema 3.1

Se o processo {y:} ¢ gaussiano o resultado de qualquer filtro linear ou afim
sobre ele aplicado é ainda um processo gaussiano.

Demonstragdo: No caso de o filtro ser finito, ou seja, resultar na combinagio
linear de um niimero finito de varidveis, a dedu¢do é imediata pela aplicacio
de (ii) do lema precedente.

No caso infinito o teorema s6 ¢ vilido se E[(FY:)(FY:)T] < +oo @), caso
em que todas as combinagOes lineares sao gaussianas e o limite, existindo, é
também gaussiano (V. Doob, 1963, pp.72-3 e 390).

E importante referir a forma da distribuigio condicional de uma v.a. gaussiana.

{3) V. Nota Anexa 6.




1 Lema 3.2

Dado o vector aleatério [xTy7|T com valor médio e matriz de covariincia
representadas de acordo com essa particdo

(- (B 2

B AR S s i S
ST s

a distribuicio condicional p(x]y) ¢ multinormal, com valor médio e matriz de
covaridncia, respectivamente
i + E.zyz;yl (y - y), 23,'3 - Eﬂny_; EI’. (3.1)

T R TR T T T N T T S ST

inversamente, se a distribui¢io condicional for assim determinada, a distribui-
ciio conjunta é dada pela expressio anterior.

e sy ope Mo e 2 S i

Demonsiragdo: No pressuposto de Lyl existir e de os vectores aleatdrios
terem dimens3o finita veja-se e.g. Anderson, 1958, pp.28-9. Caso a assinalada
inversa nio exista, o teorema continua vélido utilizando uma pseudo-inversa de
Penrose(®); veja-se Kalman, 1963, pp.381-3. Caso o vector ndo tenha dimenséo
finita o resuliado mantém-se tomando x' ey', sub-vectores finitos, arbitrérios,
de x e y; veja-se Doob, 1953, p.390.

No caso finito ou, no caso infinito, admitindo a existéncia da v.a. em causa, deduzir-se-ao
imediatamente o8 teoremas seguintes.

Teorema 3.2

Se os processos {y:} e {x;} sdo conjuntamente gaussianos a distribuicao
condicional p(x:,#|Y;) é multinormal, com valor médio e covaridncia conforme
(3.L). '

Teorema 3.3

Sendo copjuntamente gaussianos os processos {y:} e {x:} o estimador modal
de méxima verosimilhanca coincide com o estimador de perca minima, desde
que a fungdo de perca seja par. Em particular, esse estimador tnico & o esti-
mador de variancia minima.

(3) V. Nota Apexa 7.
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Demonstragio: Basta notar que a moda de p(xr,|Y:} coincide com o valor
médio condicionado, uma vez que a distribuigio ¢ multinormal.

Significa isto que, no caso gaussiano, é indistinta a maximizagio da funcio de verosi-
milhanca ot a escolha de uma fungio de perca par. O valor esperado condicicnado é a
estimativa dptima sob um largo leque de critérios de optimalidade. Por outro lado, e ainda
como consequéncia do lema 3.2, a média de x, condicionada por ¥; é fungdo linear ou
afim da sequéncia de observagoes. Entao,

Teorema 3.4

Se os processos {x;} e {y:} sio conjuntamente ganssianos o melhor estimador
de X, (modal, de variincia minima ou com qualquer fungdo de perca par) ¢
que é funcional nas observagdes Y; ¢ um filiro afim.

Coroldrio

O filtro afim do teorema 3.4 §é filtro linear se Exy = Ey; =0.
Talvez seja elucidative concretizar estes resultados num exemplo simples.

Exemplo 3.1

Considerem-se 68 processos {:l.'g}, {yg} com It e Y conjuntamente binormais. Admita-se Ezgz. =
Bia0%, Eyys = 01503 | Ex1ys = B1a0zy, Vs Além dinso Ex, =%, Ey=4.

Evidentemente,
O o
Elaily] = (2 - 3£9) + S0
que é um filkro afim na observagio concomitante Yt; tem como termo independente, deterministico, a
expressio entre paréntesia,

Centrem-se agora as varidveis fasendo £} =2 — % ¢ Yt = yi — §. Ter-sed Exl=FEyl=0¢0

filtro seré linear:
ElYY] = %)

Todos estes resultados destacam a especial importincia dos processos gaussianos. Para
a teoria da estimagio e decisiio essa importincia é ainda maior pelo facto de ser possivel
estabelecer uma dualidade entre quaisquer processos de segunda ordem e processos gaus-
sianos.

A possibilidade e sentido dessa correspondéncia tornar-se-d clara pelos teoremas seguintes.
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| Teorema 3.5

Com te€T,T finito ou infinito, sejam dadas as funcoes

. (i) u{t) funcdo qualquer com ¢€T,

(ii) o(s,t) fungdo com 8, ¢ € T, tal que

ols,t) = o(t, 8

e tal que a matriz quadrada [o(i,§)}, com fej pertencentes a qualquer
subconjunto finito de T, seja semidefinida positiva.

H sempre um processo gaussiano {z;,t € T} gatisfazendo

f Exq = plt)

Ez,z: — p{s)p(t) = o(s, 1)

Demonstragio: V. Doob, 1953, pp.72-3.

| Teorema 3.6
Seja {y:} um processo estocdstico de segunda ordem: Eyf < oo t€T

H4 sempre um correspondente processo gaussiano, COm 0 Mesmo dominio do
Eonjunto de pardmetros mas definido num outro espaco de probabilidade, cujas
varidveis aleatérias {z;} satisfazem as equagbes

(i) Eze=0.

(ii) Ezgxt - Ey.yt.

Demonstragdo: Basta notar que é sempre possivel definir r(s,#) = Ey,y: pelo
que r(s,t) = r(t, s); por outro lado, com qualquer sequéncia de nimeros reais

ay,03...0n, 3 i_“r(a,t}a.a; = .):1 f“i Eyoti.0:01 = i Elys6]* 2 0, pelo

que a matriz [:'Ts, tT] é definida positiv: Acrescentandoﬂu () =0 as hipiteses
do teorema 3.5 estdo satisfeitas.

Corolério

Dado wm processo estocastico de segunda ordem e a correspondente variedade
fechada, hi sempre uma variedade gaussiana fechada e uma transformagio
‘ entre as duas variedades que, para cada ¢, é invariante face ao produto interno.

| Demonsiragdo: A extensio do teorema as combinagpes lineares finitas mantém
| obviamente (i) e (ii); o caso geral deriva da aplicagio de limites, possivel por
[ se tratar de v.a. de segunda ordem.
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Estes resultados justificam, rigorosamente, em processos de que se desconhece a lei pro-
babilistica, a pritica de assumir o caricter gaussiano desses processos e de admitir a
optimalidade das estimativas nas correspondentes condices mais restritas. Ao contrdrio
do teorema de limite central, que nio é vilido em observagdes unicas ou em nimero
limitado, trata-se de um raciocinio directamente aplicdvel a sucessoes cronoldgicas.

Em concreto, sabe-se que o melhor filtro, em processos gaussianos, é um filiro linear oun
afim, cuja computagio envolve apenas 0s momentos até & segunda ordem. Por outro lado,
com fungio de perca quadritica e um filtro linear ou afim, também estao apenas em causa
as caracteristicas alé A segunda ordem. H4 uma “distincia esperada”, d{R:,x:), queé
redutivel A variancia do erro do estimador linear. Assim, se se passar da variedade linear &
variedade gaussiana dual e se al se procurar o estimador com menor perca esperada, ao se
regressar A variedade original as caracteristicas de sequnda ordem obviamente mantém-se,
uma ves que apenas estiveram em causa, na variedade gaussiana, transformages lineares.
Na variedade gaussiana os cilculos envolveram apenas as médias e matrizes de covariincia
— o correspondente resultado é vdlido para o processo dual deste, desde que o filtro se
restrinja a ser da classe do operado na variedade gaussiana: linear ou afim.

Entio, com essa restrigdo sobre o filtro, o estimador encontrado no processo gaunssiano serd
também o melhor estimador, para a mesma fungio de perca, e relativoa todos 08 processos
nio gaussiancs que tenham o mesmo valor médio e mesma covariincia.

A verdadeira restricio encontra-se no carcter do filtro, o papel desempenhado pela fungdo
de perca ¢ secunddrio. De facto, por simples inspecgio dos teoremas 2.1 e 2.2 verifica-
se que o estimador Sptimo é sempre o valor esperado condicional. Significa iseo, sob o8
pressupostos da distribuigio no teorema 2.1, que o estimador dptimo para uma fungao de
perca par ¢é o estimador ptimo para qualquer outra fungao de perca par.

Em particular
Teorema 3.7

O estimador afim de varidncia minima (3.1)
X+ E’-‘!z;gl(y - Y)’
& o melhor estimador afim para todos os processos de segunda ordem e para

todas aa fungées de perca par, sob o8 pressupostos de distribuigio estabelecidos
no teorema 2.1

Demonsiragio: Segue das considerages precedentes (V. Kalman, 1963, p.297).
O teorema 4.1 fornece prova equivalente.
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Reconhece-se assim o infundamentado de muitos “blunt statements” (Kalman, 1963, p.297)
sobre a dificuldade de manejo de funcGes de perca ndo quadraticas. Como o afirma Berger
“in many statiscal problems for which a loss simetric. . . is suitable, the exact functional
form of the loss is not crucial to the conclusion. Squared-error loss may then be a useful
aproximation”. Em particular, quando a informagio existente ¢ relativamente precisa, a
perca “real” pode ser bem aproximada por uma perca quadrética {Berger, 1985, p.61).
Convird entdo construir conceitos latos, cuja expressio estrita, no caso gaussiano, repro-
duza os estimadores de variincia minima, e que, em geral, permitam operar directamente
em quaisquer processos, de distribuicdo néo definida, de forma a chegar de maneira directa
aos estimadores lineares correspondentes.

Nessa ordem de ideias o mais imporiante conceito é o de ESPERANCA CONDICIONAL EM
SENTIDO LATO(4), que se denotars por E|z,|Y:] , em que Y: designa a sequéncia de
varidveis condicionantes, e que se define como sendo T, pertencente 3 variedade gerada
pelas observacdes: Vi, portanto da forma % = Daiy: e que minimiza Elz, - 2,12
Formalmente,

Elz.Ys] =% : minE[z, —&]*, comZ €Yy, (3.2)

§ E pois admissivel a notagio Elz,|Ye] também por vezes utilizada.

O operador E|—|] , definido em termos de varidveis centradas, é um filtro linear nas
varidveis condicionantes, ou em outras que, equivalentemente, gerem Ye

< 't E‘[x‘r‘Ytl = Za."!h' = 1Y, 4 (33)
F 8% 1 "

= :'; sendo o6 coeficientes a? 08 que resolvem o problema de minimizacdo (3.2).

Se se abandonar o pressuposto de  {g:} ser processo centrado, passando a verificar-
se Ey, = §i , a esperanga condicional em sentido lato definir-se-4 a partir das varidveis
¥ =y —§ que constituem a colecgio Y :

e

Bizel¥e] = Bleel¥{] =) ailyi — %) (3.4)

Se, além disso, Ez, # 0, tem todo o sentido definir o estimador
(4) V. Doob, 1953, p.155 ou Loéve, 1963, p.462
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& = Ex, + Bz, |V}) = Bz, + hICH TS ) (3.3)

Serd ficil provar que E[-]~] e E[-|—| satisfasem equacdes funcionais idénticas
(V. Doob, 1953, p.155). Nomeadamente,

Teorema 3.8

Sejam dados dois processos aleatérios de segunda ordem centrados, {z;} e
{1} Represente-se por Y uma colecgio de varidveis y; e por a uma constante
real qualquer. S3o vilidas, com probabilidade 1, as seguintes relagdes

(i) Elaz|Y] = a.Elz}Y] (3.6)
@) Elz1 +22)Y] = Blzs|Y] + Blaafy] (37)
E: Be Yl C YZ

(iii) E{E(e]Y:)[Ya] = Elz|Ya] (3.8)

Fina'lmente'n se Eylyﬂ =0, V!':leyl e VMEYB
(iv) ElejYr,Ya] = Elz|Y,) + Bjz|Ya) (3.9)

Demonsiragdo: (i} e {ii) sdo triviais, seguem da linearidade do filtro (3.3), por
exemplo. Para provar (iii) note-se que = ~ E[z|¥;] 4 nio correlacionado com
qualquer elemento de Yy, pelo que o seu condicionamento lato por YoC 1)
é nulo: Bfz — E(z]¥1)[Ya] =0, o que é andlogo a {iii). A provade {iv) pode
fazer-se directamente a partir de (3.1), V. Anderson e Moore, 1979, p.94, o,
alternativamente, notando o facto de  Eyiiye; =0 Vy,.ev, Yy, ;€Y. implicar
que o condicionamento lato, pela variedade conjuntamente gerada por Y, Y3,
seja decomponivel no problema de minimizagio da soma Elz - Taiyi]? +
Elx - Thiyas]? .

Com esta notagdo encontra-se uma dualidade entre a FUNCAO DE REGRESSAO no caso

#(Ye) = Ef:fYy, (3.10)
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{5)

¢ a fungio de regressio lata(®)

#{(1) = Ejz|vi). (3.18)

e é ainda possivel indicar férmulas explicitas para essas fun¢des. Em virtude da dualidade
estabelecida, essas formulas terdo expressio idéntica as existentes para o caso gaussiano
— (3.1).

Mas vale a pena generalizar j& estes resultados ao caso de processos constituidos por
vectores aleat6rios.

Com as ébvias modificagoes tudo se mantém vdlido. A tnica nuance conceptual consiste
em entender o operador E]—|—] como aplicado a cada componente z; de X, que serd
condicionado pela variedade gerada por todos os componenies dos condicionantes y. O
problema (3.2) passa a escrever-se

ExeVil =%, :  minE[(x, — %) T (xr — %)] (3.12)

com cada 2z; € ¥ . Que a solugao do problema componente a componente minimiza
o erro quadratico indicado ¢ facto evidente. Basta verificar que, se o faz componente a
componente, também o fard no somatério de componentes néo negativos a minimizar. As
equagdes (3.3) a (3.11) sio pois generalizdveis @ vectores aleatdrios..

E altura de aplicar estes conceitos num exemplo simples que gervird, simultaneamente, de
introdugio & abordagem geométrica desenvolvida na secgao seguinte.
Exemplo 3.2 (Equagdes normaie do OLS)

Considere-se a relac3o funcional deterministica

; = %b

em que &y & escalar, Ty vector-linhae b vector coluna de parimetros, ambos k-dimensionais, Admita-
se que as observacBes de It sdo feitas com um erro £: , de caricter desconhecido, regisiando-se na

realidade ¥ = b+ &

V. Priestley, 1981, p.74. Murteira (1979, vol I, p.224) denomira {8.10) como regressio de
tipe I e (3.11) como regressao de tipo II (linear).
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Agruepem-se a8 11 observagbes no vector Y e na matriz 2.

'} Zy

Pretende-se uma estimativa para X= [Ilzg =00 z,.]T , problema que & equivalente ao de encontrar uma

estimativa para . Existindo os erros £; a equaco matricial

X=17b

¢ inconsiatente, ou seja, X nso pertence A variedade linear gerada pelas colunas de Z.

O problema pode ser resolvido de forma puramente deterministica apenas com recurso 3 4lgebra linear (Cf.
Strang, 1976, pp.104-10). Uma linha de ataque consiste em procurar o vector da variedade gerada pelas
colunas de Z, seja X, que mais perto se encontra do vector Y. ou seja, trata-se de pﬁcum aquele
}? =Zb ital que o comprimento ou norma do vector € = X - )? seja minimo. Isso equivale, com o
produto escalar, a norma e a distdncia enclideana usuais, a exigir que € eeja perpendicular & variedade

gerada pelas colunas de Z, ou sejs, 8 exigir que
AMlie

Tal condicio é equivalente & seguinte
ATZT .e=AT2T(X -Zb)=0
Como A & vector nio-nule arbitdrio encontra-se
ZTX =ZTZb T

que £ pura e simplesmente a equagio normal do método dos minimes quadrados. Admitindo que r(Z) =k
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dal resuitard f) = (ZTZ)"'lzTX e X = Zb. A estimativa 2 resulta da projeccio ortogonal
de X no egpaco das colunas de Z.

/e=x_5z
3

espaco das colunas de Z

Admita-se agora que Y e £ 830 varidveis aleatériae de acordo com as hipStesez usuaia no OLS. A
estimativa X = E[X IY] correspondente, em processo gaussinno, & X= EIX IY], £ também o vector
pertencente & variedade y que minimiza E(GTE) = E[(X - 2 )T [X - 2)] Pela aplicagio directa

do conhecido teorema de Gauss-Markov, chega-se ignalmente 48 equagbes normais.

A terminar esta secgio pensa-se ter deixado clarificadas as correspondéncias que 830
necessirias ao tratamento da estimagio de forma muito geral. Daqui em diante ao terd
sentido proceder A distingio sistematica entre processos gaussianos e nao gaussiancs nem
serd necessirio confrontar constantemente estimadores de perca quadritica minima com
estimadores lincares de perca quadrética minima. Entende-se que os resultados sio vilidos,
em sentido lato, restringindo a classe dos estimadores a filtros lineares ou afins, e que sio
validos, em sentido estrito, no caso de 08 Processos serem gaussianos.




4. Filtros lineares e projectores ortogonais — solucéio de Wiener-Kolmogorov

A determinagio de forma funcional que permite obter a estimativa X, a partirde Y3,
a0 ser eXpressa como a procura daquela varifvel que minimiza EL(x, ~%,} , terd uma
interpretacio geométrica clara se puder ser entendida como a procura do vector pertencente
a um espaco funcional em Y; ,seja Y , que minimiza uma distancia esperada d(xr,Y}).

Isso implica que EL(x, —Z;) possa ser entendido como uma norma, ou distincia, no
espaco (Xr, Y1) . O conceito tornar-se-d operacional se essa norma for compativel com
o produto escalar definido nesse espago.

Nio se conhecem estudos genéricos do problema mas apenas o estudo em determinados
espacos lineares, com deferminadas definigdes métricas e de produto escalar. Mas, como
a forma especifica da fungdo de perca ndo é, na generalidade dos casos, relevante ou
crucial para a estimagio, o problema encontar-se-d fundamentalmente resolvido se for
possivel introduzir conceitos métricos compativeis com uma distancia equivalente & perca
quadritica esperada.

A construgdo tedrica usual parte do espago probabilizado em causa, 01 , para introduzir o
espaco de Hilbert L2(0). £ L2(0) constituido pelas VARIAVEIS ALEATORIAS DE SEGUNDA
orDEM(1), ou seja, pelas v.a. reais tais que

Ez? < o0, (4.1)

ou, genericamente, pelos vectores aleatérios tais que ExxT < 0o.

A funcio real PRODUTO ESCALAR é definida entre dois elementos de  L*() Como

zly = Eny, {4.2)

e VARIAVEIS ALEATORIAS ORTOGONAIS serio aquelas tais que Ezy =0 . A partir do
produto escalar constrdi-se uma NORMA

el = B2, 43

(1) V. Nota Anexa 4.

37




e uma DISTANCIA

dz,y) =z - 9|l = B (z - y)*. (4.4)

A extensio a0 caso vectorial é directa e também nao representa dificuldade verificar que as
fungdes reais introduzidas cumprem a axiomética usual. Algumas dificuldades que surgem
pelo facto de as funcdes mensuriveis =z(w) poderem ter distancia nula quando sio
idénticas apenas no sentido quase certo {q.c.) podem ser ultrapassados com a redefinigao
da igualdade(®).

A definigio de distincia permite introduzir o conceito de CONVERGENCIA (em média
quadratica)

lim z,=2 & |za—zf|=0, (4.5)
e a demonstracio de que L3({}) é um espago completo ¢ andloga & demonstragio da
completicidade do espago de fungdes de quadrado integrivel(®).

Qualquer conjunto de n varidveis aleatérias mutuamente ortogonais gera um sub-espago
de IL2({l) n-dimensional. O estudo necessita pois de ser estendido a espagos de dimensao
nao limitada, sendo necessdrios os conceitos hilbertianos.

Como espago munido de produto escalar, de dimensdo ndo finita e completo na métrica
definida pela sua norma, o espago L%(f}) & um Espago de Hilbert(4).

Em I2(f}) pode ser definida uma sgquéNncia orToNORMAL de v.a. {y}}

Ey:y; = 6".‘!'1 (4'6)

em que &; & o usual delta de Kronecker(s),

U conjunto de v.a. que constitua uma variedude linear possuird sempre uma sequéncia
orfonormal que constituir uma base particular dessa variedade. A variedade X diz-se

(2} V. Nota Anexa 4

(3} Tegrema de Ries-Fisher. V. e.g. Rudin, 1973, pp.292-3. V. Nota Anexa 9.
(9) V. Nota Anexa 9.

(®) §; =0 para i#4, &;=1 para i=j.
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{21,%2,...%n,.. ) EX => Lim. zm € L. 4.7)

Uma representagio de z € X pode ser obtida em termos dos COEFICIENTES DE
FOURIER(®) relativos a uma base {y?} particular, ortonormal, que se definirao da forma

que segue.
Se z=Y aiy} os escalares {a;} serio os chamados coeficientes de Fourier e escrever-ged

T~ 2 oyt a; = Ezy}. (4.8)

A determinacio de uma base ortonormal particular pode sempre ser efectuada num sub-
espaco de L?(fl) por um processo de Schmidt, como é descrito por exemplo por Doob
(1953, p.151) ou Lodve {1963, p.459).

Admita-se daqui em diante que {y?} forma uma base ortonormal da variedade (fechada)
Y C L*(Q2) . Os resultados que seguem ndo dependem da base particular. Admita-se ainda
que todas as varidveis {ém esperanca nula. A notagao ficard simplificada, a ortogonalidade
corresponderd i ndo correlagdo e o problema afim reduzir-se-4 ao problema linear.

Em geral, qualquer v.a. € L3(1) terd uma particular série de Fourier relativa a {y!}

z~ ) oyl
*

com os coeficientes {a;} univocamente determinados. Considere-se a v.a. ZTEY ,com
o mesmo valor dos coeficientes,

8= o}

1

Se z€Y tersedaidentidadeqc. =2z .Masse € (L3-Y) ter-se-4 a identidade

z= Z oy + (2 - %), (4.9)
(6) V. e.g. Berberian, 1976, p.47.
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o que mostra que os coeficientes de Fourier da v.a. (z—%) sio nulos, ou seja, que (z—%)
é orfogonal 3 Y. Assim, qualquer elemento de L2{{}) pode ser decomposto, de forma
tnica g.c,em ZE€EY eem (z-7) 1L Y.

Por outro lado, Z € & v.a. que minimiza d(z,}) ou seja, ndo hdem Y outrav.a. que
esteja mais perto de =.

De facto, com qualquer outro, #€ Y verificar-sed (E—2Z)€Y e (T~Z) L{z-17) .
Entso,

Elz -3 = Elz -2+ % - i]* = Elz - 2}* + Efg - & > Bz - 5%, (4.10)

transformando-se a desigualdade em igualdade quando £=2 q.c.

Significa isto que 7 =Y a;y! ¢é o elementode ¥ que resolve o problema

inflle—-2|* = Els - _ o], (4.1)
pelo que se trata do valor esperado em sentido lato de 2 condicionado a Y:

&= Ef{y]

Em termos rigorosos e tendo em vista a equagio (4.9), T ¢ designado, na teoria dos
¥
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espagos de Hilbert, como PROJECCAG ORTOGONAL () de 2 em Y . O conceito é de
imediata intui¢do geométrica.

/(z—i)

s S S p—

! / 2 = Biely)

|

)

| F g
A

K
i Tem entdo todo o sentido designar o operador E{—|—] como OPERADOR DE PROJECCKO
ORTOGONAL, expressio de conteddo equivalente & de esperanga condicional em sentido
it lato e que, daqui em diante, serd preferida.
; E As consideracdes precedentes conduzem directamente ao seguinte lema.

Lema 4.1 (Lema da Projecgio)
Seja Y variedade fechada sub-espago de L3(f}).

Paracada z€ L2(}) hd uma dnica decomposicio ortogonal, q.c.
(i) 2=2+(z~%), Z€Y (=z-2) LY.

' & Além disso essa decomposigao ¢ tal que
(i) Elz -2 =inf Ejz—3]*, com Il

Demonstracio: segue das consideragoes precedentes. Demonstragao sistems-
tica encontra-se em Lodve, 1963, pp.460-1

Coroldrio
infllz-#ll=c-3 & (E-Z)Lly Vey

{7} Cf. Halmos, 1957, p.43
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Demonstragio: segue directamente do Lema, uma vez que a decomposicao é
tnica, tal que (z-%) L Y e dado {ii). '

Como nota ao teorema repare-se que ¢ considerada a variedade fechada Y . O objectivo
é a extensio do raciocinio precedente a sub-espacos gerados por uma colecgio nio finita.
Essa extensdo, alids, é relativamente directa (V. Doob, 1953, pp.153—4).

A introdugdo dos coeficientes de Fourier em L2(f)} pode ser vista como a criagio de um
espage 1sométrico e tsomorfo deste (8), no que se refere As propriedades A segunda ordem
que sao as que aqui interessam. A cada v.a. corresponde um vector de coeficientes reais,
e o produto interno, a norma e a distincia em L*{Q?) , bem como a ortogonalidade
e a projecgio af introduzidas, podem ser interpretadas pelos conceitos correspondentes
no espago (hilbertiano) real dos vectores de coeficientes. Talves este paralelo clarifique a
intuigio geométrica das operagoes em LZ({}). Para o problema da estimagdo ou previsio
em causa, definido como a procura do filtro linear que minimiza a perca esperada, o Lema
precedendente como tem uma aplicagio directa:

Teorema 4.1

Sejam {x;} e {y:} processos aleatérios de segunda ordem tais que Ex; =
= Fy; =0 . Verificada pelo menos uma das seguintes condicdes:

(i) o8 processos sio conjuntamente gaussianos, ou

(i) o filtro de estimagdo é linear em {y:} e a fungio perca é par,

entdo a funcional em Y; que é estimador dptimo de x, é dada por

% = Exi|Vy). (4.12)

Demonstragdo: Se os processos s3o gaussianos a estimacao optima é  Efx,{Y}),
que corresponde i projecgio. Estando em causa um filtro linear e funcio de
perca quadritica a prova é semethante 3 condugida pela desigualdade (4.10):
introduzindo a matriz s.d.p. S os produtos cruzados El{x — %)7 S(% — %)}
anulam-ge pois (x — X) 1 (X — X).

Sendo o melhor filtro linear para fungio de perca quadritica é também o melhor
para qualquer fungio de perca par (V. Kalman, 1963, p.297).

Coroldrio (Equagio de Wiener-Hopf)(®)

(8} V. Halmos, 1957, pp.29-30
(%) Trata-se da versio discreta da equagio de Wiener-Hopf
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Verificando-se pelo menos uma das condigdes do Teorema a optimalidade de
X, & equivalente & condigao

Bx;y] =E%.y]  Voey- (4.13)
Demonstragdo: Basta notar que, se %, & a projecgicem Y entio
El{xr —X/)y2} =0  Vy.ey.

No caso de 08 processos, centrados, {x:} e {y:} serem individual e mutuamente esta-

ciondrios em covaridncia — Ray{l —8) = Exey] = Exeuy), — a equagdo de Wiener-

Hopf permite simplificar a expressio dos coeficientes do filtro. Substitua-se X, = 3" aiye—i
1 3

em (4.13). Dai resulta, pela continuidade do produto interno

Exry] = E(y_aiyi-i)ys

Rw[t—s}=2a;R”(t—-s—i), i=12,...

z o que é equivalente & expressao mais directa
i §
Ry (k) =za;R1,,,(k—i), i=12... (413"
3
Exemplo 4.1 {Processo univaridvel)
P Admita-se que EZy =0 eque {Z;} &um processo estaciondrio em covaridncia:
1 RO} =1
R{1) = A/{1 + %)

R(K)=0, |k|>1

i com 0< A< 1. Asequagoes (4.13') serdo

H AJ(1+22) = ay + M{1 +X3).a3

0= Af(1+M)ai—1 +ax +A/(Q2 + A)arys, £=2,3,...

z Verifica-se directamente que a solucio é @ = -—(—A)k ¢ que o projector linear ¢

M T

Ty = +At—1 — A2zg+ Mg g — -

F interessante notat que, apesar de & € T¢—2,Li—s,* ' serem ndo correlacionados, o preditor envolve

todo ¢ passado do processo. (Exemplo retirado de Karlin e Taylor, 1975, p.473)
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Interpretem-se mais cuidadosamente as equagbes matriciais (4.12) e (4.13), removendo
alguma possivel ambiguidade.

A equagio %, = Elx,|V:] representa uma igualdade vectorial, interpretdvel termo a
termo, mas a projecgao ¢ efectuada de cada componente sobre o espago gerado pelos vec-
tores y;. O seguinte esquema, adaptado de Ruymgaart e Soong (1985, p.128), talvez seja
elucidativo.

F 2 %3

2]

Quanto A versao da equagio de Wiener-Hopf encontrada em (4.13), é uma igualdade ma-
tricial que estd em causa. Admita-se que x tem k componentese que y tem [. Estd
expressa uma igualdade entre duas matrizes de ordem k x 1 . Significa isso que cada %
estd condicionado por | equagdes

Eziryjs = Efir!’j& ;=LY (4‘14}

a seremn por sua vez respeitadas para todo o y, . Trata-se, na teoria da estimagio linear
em processos estocasticos, de equagbes que desempenham papel semelhante 4s equagdes
normais do método dos minimos quadrados.

Em concreto ter-se-4, para cada componente { do vector X,

# =alyl +alyl_ +ajyl o+ +
+afy? +alyl, +afyl o+ +
+ saw
+afyf +ofyf, +ofyf o+
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representando a¥ o coeficiente ponderador de y¥ , componente k do vector y;, vector
da observagao no momento ¢.

Simplifique-se escrevendo

ﬁ=zz:afﬂf-i

Sabe-se, pela equagdo de Wiener-Hopf,

(Z:);afyr-l) .yz] = Bl )

E

o que € representdvel por

33 et Bl = il

Simplificando drasticamente este conjunto de equagoes, e sem grandes preocupagoes de
precisar a notagio, encontra-se

AI'R‘w = Rﬁw

P :; para cada componente { do vector x . Com um niimero finiio de observacoes pode
3 calcular-se

A= (Ry,)" Ry,

L

em que o simbolo * represenia uma inversa generalizada. A solugio pode ndo ser
¥ inica em termos dos coeficientes 4f , mas o lema da projecgdo garante que a sua
N introdugio na férmula de % produz uma estimativa inica. Encontra-se assim a expressio
i para o coeficientes da combinagio linear que determina X, em termos de matrizes de
. covariincias(1) dos componentes de y¢,¥yi—1,--- e das matrizes de covariincias cruzadas
’ . desses componentes com os de  X.

T e P e

(19) Continua-se a admitir que as variiveis tém valor esperado nulo
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Por aqui se pode apreciar um pouco a dimensio do problema na falta de um algoritmo
computacionalmente eficiente. A solugio encontrada por Wiener em 1941 {Wiener, 1949)
foi deduzida a partir do caso continuo e admitia de alguns pressupostos restritivos (Cf.
Jazwinski, 1970, p.45 e Priestley, 1081, pp.730, 762, 779). O problema limitava-se a
separagio de dois processos aleatdrios e era considerado o caso limite de o mimero de
observagdes passadas tender para infinito. As covariincias Eziz, e Eriy, assumiam-se
conhecidas, o8 processos eram estaciondrios e, limitagao talvez mais grave, a solugdo do
problema teria de ser completamente recalculada com a alteragao do momento presente (#)
ou do momento de estimacio (r). Pela mesma altura Kolmogorovi!l),com uma distinta
licha de ataque deduziu resultados fundamentalmente semelhantes(12).

Da teoria de Wiener-Kolmogorov, para além da referéncia 3 sclugdo pela igualdade de
Wiener-Hopi e da consequente nota sobre as suas limitacdes praticas(13), apenas interes-
sam aqui alguns conceitos elementares necessirios is secgOes seguintes. Aborde-se parii-
cularmente o conceito de sequéncia de inovagdes introduzide por Kolmogorov.

Continuando no caso discreto considere-se nm tnico processo {x,}, definido para ¢ >0,
conhecendo-se Ex; e Exix,. No momento zero a estimativa de x; serd Efxi|xo] e
definir-se-4 a inovacio registadaem ¢ =1 como

%1 = X1 — Efx1[xq)

Em geral, a estimafiva feita no momenfo ¢ — 1 serd E’[x;ix;_lx;_g...xo] , ou
Elx¢|X:—1] emque X;—, representa a sequéncia de obeervages.

A vovacio(tlrepresentada pela observagio de x; serd

% = x - Blxe) Xom1]. (4.15)

(1Y) Kolmogorov, A. (1941). “Interpolation und extrapolation von stationiren Zufilligen Fol-

gen”, Bull. Aca. Sei. (Nauk), U.R.S.S., Ser. Math., 5, 3-14.

(12) V. Wiener (1949, p.59, nota) sobre o paralelismo dos resultados.

Para uma exposicio introdutéria V. Priestley, 1981, pp.730-779.

{13) V. Priestley, 1981, pp.730, 766 e 779 e Kalman, 1960, p.35.
(14} Anderson e Moore (1979, pp.100-4) distinguem snovagdo, definida por eles em termos do

valor esperado , da psevdo-snovagdo, que definem através do projector. No quadro da teoria
dos operadores lineares essa definicic nao parece consistente. Opta-se antes por seguir,
entre outros, T.W. Anderson {1971, p.420). Assim, a inovagio coincidird com x - Efx|-

apenas NO Caso gaussiano.
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Para tornar consistente a definicdo assnma-se

%y = Xo — Exa, (4.16)
pressuposto necessirio se o parimetro ¢ for limitado inferiormente.

A SEQUENCIA DE INOVACOES

-if = {i(hil: . 'ifr}

representa aquilo que hi de essencialmenie nove em cada obeervacdo, no sentido de que
representa a parte de cada x; observado que ndo ¢ linearmente dependente, em L2(f1),
das observagbes passadas. Em termos geométricos representa o componente de cada x
que é ortogonal a  X;—;, sub-espaco gerado pelas observacoes passadas.
Concretizem-se estas notas e apresentem-se algumas propriedades notiveis da sequéncia
X
Teorema 4.2
Numa sequéncia de inovagoes {X:} verifica-se:
(i) com o conhecimento dos momentos até & segunda ordem do processo {x:}
é_possfvel obter %; a partir de X, tal como se pode obter x; a partir de
X.; as operagoes de transformagio serdo lineares se [Ex; =0 Vi
(i) Ex, =0 VF
(i]) % L Xi—1 ouseja, EXex] =0 Vi
(iV) Ef(gil-r =0 Vg#;
(v) BbcelXi-1] = Efxe|Xen]
(vi) e =% — Efxe| Xe]
as t.-! d
(vil) Ebxi|Xia] = )N Bixi[x:]
=

Demonstragéo: (i) é trivial pela observacao de (4.15}, em que X, estd expresso
como combinacio das observacies x. e das incluidas em Xi—; ;a relagdo
inversa pode ser construida por indugdo; em (ii)} note-se que Eke = Ex: —
EEx:|Xi—1] = 0 ; (iii) é uma extensao directa do lema da Projeccao; {iv}
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assuma-se { >/, X; representa o componente de X; que ndo é expresso
como combinagio linear de X;—1 , a qual inclei X; ; a extensiio ao caso geral
é entdo directa; (v) resulta directamente de (i) pois Epc|Xi—;] = Elx| Xe—1]
e a variedade X;_; , gerada pelas observagoes, inclui todas as combinagoes
lineares destas, nomeadamente X;_; ; (vi) é consequéncia directa do ponto
anterior; {vii) resulta entio de (v} e de (3.9).

Os diversos pontos deste teorema sio fundamentais para a pritica preditiva desenvolvida
nas secqdes seguintes. Note-se, em particular, como é possivel, na anilise de qualquer
processo, com qualquer valor esperado e qualquer covaridacia, chegar 4 sua decomposigao
numa sequéncia de inovagoes que & puramente aleatéria — (ii) e (iv) — fornecendo uma
base orfogonal para ¢ preditor X; . Por outro lado destaque-se de nove

EelXem1) = Epeelfe-s} + Blxaff—a] + -+ + Efxefes] + -, {4.17)

que é expressio de clculo muito mais directo do que Efxe|X;—].

Sem outro objectivo que nio seja o de fornecer uma primeira aplicacio destes conceitos
veja-se o exemplo seguinte

Exemplo 4.1 (Processo Autoregressivo)

Considere-se o processo AR(1):

Zi—ani-1=6 com |¢|<1,Ee =0 ¢ Eee, = bis0%.

E visivel que o componente essencialmente ngve, nio contido na variedade re_l. & E¢ , que constitui

a sequéncia de inovagdes.
E conhecida a representacio alternativa do processo AR(I)
Ty =&+ 6&py + aﬁsg_g + -

Procure-se o preditor = E[.’I:;IXg_m] aplicando directamente (4.17). Com % > M ter-se-d
obviamente E[z;li'g_n] = Elztlet—n] = a”Ei—n ¢ onde se dedus

Bz Xi-m] = a™61—m +a™ g gy + 8™ 26 _pa+---

ou ainda T = @™ (Eg...m 4 8et—m—1 + 0% _ma+-- -), pelo que o preditor pode ser expresso na

sequéncia de inovagbes oun, altermativamente, nas observagoen:
B =a™ %
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O exemplo mostra, de forma trivial, como o teorema 4.2 pode ser generalizado a preditores
nio s6 do momento imediato mas também de momentos t+m . O teorema seguinte
generaliza estes resultados e aplica-os a0 modelo (1.1} em dois importantes pontos.

Teorema 4.3

Sejam {y:} e {x:} dois processos aleatérios conjuntamente distribuidos. Sio
vélidas as seguintes relacbes:

(i) Epxivil= Efxrl¥e]
) Eper|Vi]) = Elxr e} + EleelFe—1] +- -

Demonstragio: A prova é em tudo idéntica & de (v) e (vii) do teorema anterior.
Nio é aqui obrigatoria a condicio 7 > f, atrds pressuposta para evitar
trivialidades, uma vez que al o processo observado coincidia com o processo
estimado.

A terminar revejam-se as notas finais & secgdo anterior. Na realidade, a deducio dos
diversos resultados aplic4veis a preditores lineares, que sio projecgdes ou valores esperados
condicionados em sentido lato, foi feita sem qualquer pressuposto restritivo do processo,
apenas obrigado a pertencer 3 L?({1) . Os teoremas desta seccdo apontam condigdes de
optimalidade para estimadores lineares e ter3o a versio estrita de indicarem condigoes de
optimalidade geral para processos gaussiancs. Procurar-se-d continuar a nao restringir a
classe dos processos em estudo, tendo em mente 08 resultados mais fortes no caso estrito
de processos gaussianos.
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segunda parte
previsio com Filtro de Kalman e modelizagio em espago de estados

A solugio tedrica de ym problema de estimagdo estocdstica ¢ o descoberta de algoritmoe
compuiacionalmente eficientes consiituem partes indissocidvess da abordagem aplicada de
um problema estatsstico. Tal facto € pariicularmente vistvel na teoria da estimagido ¢

previsdo desenvolvida por Kalman.

Muito mais do gue a construgdo de um algorstmo os trabalhos. de Kelman determinaram
uma diferente abordagem da estimagdo estocdstica ¢ permitiram o estudo de sistemas
dindmicos, abrindo novas portas & previado de processos aleatdrios.

As secgdes que integram esta sequnds parle procuram desenvolver a msio de um modelo
ealocdstico dindmico, moatrando como esse modelo é particslarmente adaptado @ previado
de sucessdes cronoldgicas reass.

Na secgsio intesal sntroduzem-se 08 procedimentos de estimagdo recursivos, mosirando a8
suas vantagens computacionais na aolugdo de problemas do tipo dos de Wiener-Kolmogo-
rov.

Na secgio seguinte, ¢ no quadro dessa classe de procedimentos, deduz-se o célebre algoﬁtmo
construido por Rudolf Kalman em 1960 ¢ uswalmenie designado por Filtro de Kalman.

E depois aprofundada a justificado tedrica da estimagdo recursiva, mosirando como as
vantagens computacionaiz desse fipo de algoritmos tém fundamenlo no cardcter dindmico
dos sistemas.

Esta parte do trabalho fem ainda uma secgio final em que se discutem potencialidades

¢ limilacoes do Filtro de Kalmon. Serdo ai apresentados os modelos de espage de esla-
dos, modelos gue, em conjunio com o filtro, permitem uma nove sbordegem dos sistemas

estocdsticos dindmscos.
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5. Procedimentos de previsiio recursivos

Donald Knuth, na sua monumental obra sobre algoritmia ¢ computagao, define da seguinte
forma uma relagio de recorréncia: “A rule wich defines each element of a sequence in ferms
of preceding elements” (Knuth, 1973, p.630}.

Fm sucessoes cronolégicas uma andlise recursiva representard o uso de uma técnica sequen-
cial em que as estimativas sdo constantemente actualizadas e os dados sio naturalmente

trabalhados em ordem temporal.

A anilise convencional de sucessGes cronolégicas, em contraste com esse tipo de procedi-
mentos, envolve o processamento em bloco (batch) de um conjunto fixo de dados. Estd em
causa, habitualmente, uma operagéo dnica — como a solugao das equaghes normais dos
ninimos quadrados — ou operagdes iferalivas, em que O MESMO conjunto fixo de dados é su-
cessivamente trabalkado por algoritmos de aproximagio — como é exemplo a maximizagao
da fungdo de verosimilhanga (V. e.g. Shader e Schmid,1985).

Inicialmente, o interesse pelos procedimentos recursivos fundamentou-se apenas nas vanta-
gens computacionais que esses métodos teriam, nomeadamente ao permitir a incorporagao
de novas observacoes sem obrigar a um outro processamento, em bloco, dos dados inici-
ais. Em 1821 Gauss, no contexto do métode dos minimos quadrados, deriva as férmulas
necessirias para a incorporagao de uma observagao adicional(!). Mas s6 em 1950 o prob-
Jema volta a merecer atengao significativa, tendo Plackett (1950, pp.152-7) deduzido um
algoritmo para adicdo de novo conjunto de observagoes(?).

Como introdugéio 3 teoria de Kalman interessa aqui a dedugio de algoritmos recursivos
na estimacdo de processos estocdsticos, pelo que os resultados serao apresentados nesse
contexto.

Comece-se pelo caso finito e univaridvel, com uma sucessao cronolégica dmica {zi}
pretendendo-se uma estimativa para o valor da varidvel no momento 7 , a partir do
conhecimento de X; e dos momentos cruzados E£Z,Ze © Ez,z;, 8l1=12,...1 .
Recorde-se que o problema consiste em definir os coeficientes da Projeccio

7, = Elzs1X] = E: a;%; {5.1)

(1) Theoria combinationis observationum erroribus minimis abnoxiae, Werke, 4, Gottingen
(Cf. Plackett, 1950).

(2) Tendo pois prioridade sabre Swerling, aparentemente a0 con trério do apontade por Jazwin-
ski, 1970, p.157: P. Swerling (1959) “First order error propagation in a stagewise smothing
procedure for satellite observations” J. Astronaut. Scv., 6,pp.46-52.
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sendo esses coeficientes {a;} aqueles que minimizam Elz, - &%, com Z: € L.

Aplicando o lema da projecdo ou directamente a equagio de Wiener-Hopf

EZ;z, = Ez,2, 8=112,...t (5.2}

encontram-se as condices necessérias e suficientes para solugio do problema: (5.1) e (5.2).
Para a determinacio dos coeficientes {a;} introduz-se a expressdo (5.1) na equagao de
Wiener-Hopf, construindo-se o sistema

Exyzy Eryzs -+ Enym as Ezyz,
Ezz.t] .. az | _ Ez‘zz’f (5 3)
Ezyxy iee Ezize a Exz,

Paracada te& N o sistema tem sempre uma solugio que ¢ nica se e 86 se a sequéncia
X, for constituida por varidveis linearmente independentes. No entanto, ¢ lema da pro-
jecgio garante que a estimativa resultante é finica, qualquer que seja a determinagio dos
coeficientes {a;}.

Sendo conhecido z:4; e pretendendo-se actualizar a estimativa Z,; o problema é
semelhante e pode ser resolvido com o conhecimento adicional de Ez,2i41 ¢ Ezezr,
a=1,2,...1+1.

A resolugio do novo sistema (5.3) ampliado implicard o cilculo completo da nova sequéncia
de coeficientes, a menos que se tenha previamente reduzido a matriz dos momentos cruza-
dos 3 forma diagonal. E entio conveniente comegar por ortogonalizar a sequéncia de
observacoes (Cf. Ruymgaart, 1985, p.115) usando, por exemplo, o processo de Gram-
Schmidt.

Admita-se que as observages sao independentes, o que é o caso geral. Nao o sendo, a
finica alteragdo consistiria na redugio da ordem da matriz [Ez,z)}. Transformese Xi
em X} de tal forma que

EI:I" = 6,|
A resolugdo do sistema (5.3) fica extraordinariamente simplificada:

af = Ezfz, i=12...¢ (5.4}
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estando agora indentificados os coeficientes da projecgao (5.1) com os coeficientes de Fourier
referentes i base ortogonal do espago  [i.

Como em cada momento a dimensio de X,  aumenta de uma unidade (excepto se
zi41 € X;), a ortonormalizagio permite construir um processo recursivo para o ciiculo das
novas estimativas. Designe-se por T, a estimativa com o conbecimento de X¢. Ter-se-d

Ery = (Ez, 332} + (B2 i)z} + -+ (Ezex)zt

Tejepr = Zop + (Ezr2i41)2i41

estando pois deduzido um procedimento recursivo de actualizagio das estimativas

Fio =0 (5.5)
by = Ber + (Bresl)al 1=12,..

A exiensio a0 caso vectorial ¢ imediata, tal como 0 éa extensio ao caso ndo centrado
{Ez; # 0}, bastando aplicar {5.5) ha varidveis centradas, Também ndo apresenta quaisquer
dificuldades a consideracio de dois processos conjuntamente distribuldes, tal como no

modelo (1.1):

ﬁr]o =90 (5'6)

By = B + (Bneyi)yp =12,

Vé-se como 2 aplicacio deste tipo de procedimentos permite uma dréstica simplificagao no
tratamento do problema de Wiener-Kolmogorov que foi apresentado na secgdo anterior.
Contudo, permanece ¢ peso computacional da ortonormalizagio de X:, pelo que serd de
indagar se a propria sequéncia de observagbes nio fornece uma alternativa mais directa.
A solucao que aparece agora COmO 6bvia consiste no tratamento da sequéncia de inovagoes
que &, como se viu, directamente ortogonal.

Retorne-se ac caso finito e univaridvel, com uma sucessio cronolégica Unica {z:}. Preten-
de-se em cada momento { uma previsdo para Ti4y, COMO conhecimento de X, sequéncia
de inovagoes, e dos momentos cruzados Ez,z.. O processo pode ndo ser estaciondrio em
covariancia mas admita-se Ez, =0 Vi Defina-se o erro quadrético esperado da previsio
de 2, com o conhecimentode Xi—1 : [z - %2 = E#} . Nestas condigdes ter-se-4 0

algoritmo recursivo que se apresenta sobre a forma de teorema.

55




Teorema 5.1 (Algoritmo de inovagoes)

Com o processo estocistico de segunda ordem {z;}, de valor esperado nuio e
matriz de momentos cruzados (Ez,z.] naosingular, os preditores em um passo
141 = E]zp41]Xe] e 08 erros quadrdticos médios E%Z,; sdo recursivamente
obtidos por

F1=0
t
~ ~ (5'7)
Tep1 = Y Gpfer—i =12,
; :
sendo 4y, 08 coeficientes da projecgdo Elzi41]Xi], elaborada em cada mo-
mento i, e que sao obtidos por

ER = Ex} (5.8)

k—1
ek = (B ,)? (E-'nﬂ Th4r — Zak—ilkaz-ilcEi?.H)

1=0

t-1
Eg}y, = Exfy, _za?—iitEi?+l t=12,...

=0

Demonsiragio: Como X, é um conjunto ortogonal, o produto interno nos
dois membros de (5.7) por Zx41 , k=0,1,...1—1 encontra

Efpy1Zk41 = -t Bl yy

Como EZiyitesr =0, Elzeer (@rs1fri1)] = ElEter(Zes1 — Tres)] pelo
que essa expressao permite encontrar

L e (Eii’-!-l )_1 .Ex;.,.; ik.'.[

Por outro lado, a representagio {5.7), obviamente vilida pelo teorema 4.2,
permite exprimir #p41 Da forma Tess — Y, Eifefke1—i 3 qual, substitulda
na expressio acima, enconira
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k-1
ok = (E2}41)~" (Exmxui - Z ﬂk-i|kE=t+15-'+:)
=0
Introduzindo 2 j4 deduzida igualdade Ezey1%ip1 = a—ip B2, encontra-se
a equagio que em (5.8) exprime e j¢-
Resta derivar a formula recursiva de E#f,. Como Z= {-Z) L% aleide
Pitdgoras®) permite escrever

t—1
E&1 = el - B4 |? = Brdys — E“?—q:Eé;zn
=0

O algoritmo que acabou de ser deduzido permite encontrar recursivamente os coeficientes
¢ 08 erros esperados quadriticos, pela ordem:

Ez}

a1, Ei§

dgja, @iz, EE

aajs, 423, Gifs Ez}

Os coeficientes do desenvolvimento em série dos estimadores aparecem em termos da
sequéncia das inovagdes
t

B=) 6iTe—i (5.9)

-

-

expressao que é de uso ixtremamente simples e que pode em alguns casos ser ainda sim-
plificada. O préprio processo pode ser agora representado, com os mesmos coeficientes e
defigindo g := 1, em termos da sequéncia  Xi:

I = Zﬂ.,‘i;-;‘ (5.10)

(3) V. Nota Anexa 4

57




0 que mostra uma forma de obter {z¢} a partir de uma operagio sobre {3}, tal como
referide no teorema 4.2.

Exemplo 5.1 (Previsio de processo MA(1))

Conaidere-se o processo It = &t + ﬂEt._l em gue {Eg} & processo puramente aleatério, com
Fee=0e EE? = ¢2. Como E.’tf = (1 + 02)02 Exziy = 052, anulando-ae as covaridncias
nos outros casos, é f4cil encontrar, a partir de (3.8}

ﬂ{[g =0 2<£ { < i

oy = (EZF)~00®

E3? = (14 82)0?

Ei},, =1+ 02 — (E£3)~'620%0?

A expressiio do estimadeor aparece comeo

Sip1 = O] + 02 — (E3}_,)8%0%] . &

Os erros das estimativas ndo sio decrescentes com { e pode-se mostrar ainda que

"ig h E.‘t" -0, Ei‘? —08 . Gyt — # ee WI < 1(*).

Vale ainda a pena referir uma concretizagio de algoritmo de inovacOes aos processos
ARMA®). Essa classe de processos serd repetidamente abordada e convém introduzir
desde j4 alguns conceitos e notagbes apropriadas.

Considere-se ¢ modelo ARMA(p,q)

a{B)z; = f(Bler, Eei=0 Eeie,=0b0? (5.11)
aonde, como ¢ usnal, a(B)z: =1 +a1%-1 + -+ +apTe—p € B(B)e: = &1 + bige—1 +
.-+ 4 b4€1—g; convencione-se ainda ao:=1 e b:=1.

Em vez de aplicar directamente o algoritmo de inovagies ao processo (5.11) pode adoptar-
se uma transformagao proposta por Ansley (1979, p.61) que simplifica extraordinariamente
a representacao preditiva.

Considere-se o processo transformado

(4) Sobre a aplicagio deste algoritmo recursivo ver Brockwell e Davis (1987a).
(5) V. Nota Anexa I0
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a=0"lzy t=12,...m (5.12)

z=0"'a(Bjax t>m

com m = maz{p,q}. E evidente que a variedade linear gerada pelas observagoes X;
coincide com a variedade gerada pelas observagoes Z; pelo que os projectores ortogonais
gerdo idénticosem X ou Z:.

Aplicando o algoritmo ao processo {z} obtem-se

¢
%41 = Eamitﬂ—i 1€t<m

= (5.13)
P41 = Zaqtftﬂ—i m<t
1=1 i

sendo os coeficientes a;; e os erros quadriticos [EZf encontrados recursivamente pela
aplicagio de (5.8). O célcnlo dos momentos cruzados Ez,Ze serd feito de forma usual em
processos ARMA (V. e.g. Box e Jenkins, 1970, p.74). '

O facto notsvel em (5.13) & a anulacio dos coeficientes aiy quando t>m e i>q. E
uma consequéncia da aplicagao em (5.8) do facto conhecido de Ez,z; =0 quando {>m
e [t—1i]> g (idem, p.68).

Pela projeccio em Xi—1 = Ze1 identificar-se-d

=013, I<tsm
=0T+ w1t + 8pTt—p) {>m
Eg = a“ig'

Procedendo s necessdrias substituicoes encontra-se a expressao equivalente s equagoes
(5.1) do algoritmo

{

Ty = Zﬂipiﬂl-e 1<t<m
1=1
p {5.14)
T ={mn+--+ Bphit—p} + Zaqtizﬂ—i m<i
=1

59




com Ei},, =02Ei},, ecom os coeficientes e 08 erros quadriticos determinados recur-
sivamente como nas equagdes (5.8).

O grande interesse da representagao de Zpy1 na forma {5.14) reside no facto de apenas
necessitar, no miximo, de p observacdes e de ¢ inovages, enquanto que a aplicagdo
directa do algoritmo ao processo (5.11) requer a representagao de %41 em termos das
{ inovacghes precedentes.
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6. Algoritmo preditor de Kalman

Os algoritmos recursivos apresentados na secgdo anterior, assim como os exemplos de
aplicacdo da igualdade de Wiener-Hopf, tinham em comum o facto de serem lineares nas
variaveis e de serem da dimensdo, de parimetros, finita. A abordagem de Box-Jenkins
tem também essas caracteristicas, explorando a linearidade e finitude dos modelos ARIMA.
A teoria de Kalman é ignalmente construlda com modelos lineares e finitos, se bem que
permita extensdes a essa abordagem.

O primeiro trago distintivo de formulagio de Kalman ¢ o estudo dos processos estocdsticos
e das suas relagbes numa perspectiva sisiémics. Considera-se a existéncia de inpuls,
aleatdrios e deterministicos, que sdo transformados no interior do sistema, dando origem a
um processo observado. Nio se entrard aqui em pormenores, embora a concepgao dos sis-
temas pareca fundamental na anélise de problemas econométricos como o8 da identificagao
e selecio de modelos(1).

5
i
i
il
[
£
¢

.,,....4-
S

Segundo trago distintivo da teoria de Kalman é o cardcter dindmico do sistema(2). Os
parimetros definidores das relagdes entre os processos e das suas proprias caracteristicas
de segunda ordem variam no tempo. Isso permite uma perspectiva de estudo muito mais
geral do que a até aqui formulada.

e T S AT T S T

Um terceiro traco caracteristico da formulagio de Kalman é o cardcter finsto e linear do
sistema. As varidveis sio de dimensio finita, tal como o8 pardmetros e as coordenadas
definidoras do processo. A linearidade é atributo essencial & manuseabilidade matemética
e universalidade de propriedades do modelo (Kalman, 1982, p.175).

T T LTI

TR R

O sistema, I, & definido por trés matrizes de parimetros descritivos, I := (F,G,H), em
que as duas primeiras condicionam a evolucio do estado do sistema, sintetizado no vector
: aleatério x: , e a terceira explica a transformagio deterministica sofrida pelo sinal. O
] output externamente mensuravel concentra-se no vector aleatério y; enquanto os inpuls
1§ puramente aleatérios sio determinados pelos vectores w¢ e vy .

e T TR A 2 B

S ——
TR

(1) Para uma descricio tedrica da teoria dos sistemas ver Kalman et al. (1969) e para uma
abordagem sistémica contrastada com a perspectiva econométrica ver Kalman (1982).

(2) Aspecio compativel com o cardcier invariante do sistema, em sentido paralelo ao definido
na secgao 1. '

61

T T




No caso discreto o modelo fica descrito pelas eqracdes

X1 = Fixe + Gewy, {6.1)

¥t = Hexe + i, (6.1")

sendo a primeira a EQUACAO DE TRANSICAO, que condiciona a mudanca do estado, e a
segunda a EQUACAOC DE MEDIDA, que determina a perturbacio que o oulput observado
sofre.

A equagio de medida nao é mais do que a concretizagao ao caso linear do modelo (1.1), mas
agora o processo é generalizado admitindo a existéncia de uma variabilidade determinada
na evolugdo de  {x;} .

Um conjunto de exemplos j4 fornecidos {1.1, 1.8, 1.4) constitui concretizacio deste modelo
no casc particular e restritivode F; =1,

A introducio das duas equagdes que constituem o sistema permite uma muito maior ge-
neralidade, pois nao 85 se estudari o problema da filiragem ou recuperacio do sinal como
ainda se permitird a abordagem de um processo aleatério {x;} em evolugao. O caso
estaciondrio e o n#o estacionario(3)sio ambos encarados da mesma forma, sem as usuais
operagoes de diferenciagio ou transformacio, para obrigar i estacionaridade do processo
estocastico, -

Sem ouiras dificuldades que nio as computacionais, o modelo pode ser ampliado para a
consideragdo de processos aleatdrios {w;} e {vi} auto e cruzadamente correlacionados.
Pode ainda ser adicionada uma componente deterministica w; . Na forma mais geral o
sistema define-se pelas equagdes

Xep1 = Fixe + Gewy + Tewg {6.2")

ye = Hixe +ve {6.2%)

As caracteristicas sistémicas, dinimicas e finitas da formulacio de Kalman ficam bem
claras com os modelos (6.1) oa (6.2).

(3) V. Nota Anexa I1.

62

T

1 e O




Dar-se-io em seguida alguns exemplos que permitirao apreciar a generalidade das situacoes
tratadas pelos sistemas apresentados.
Exempio 6.1 (Modelo de regresgio adaptativa)

Cooley e Prescott (1973) introduziram o modelo:

p=or+Pfrtw

ap = m—p %
¢ deduziram oa estimadores de méxima verosimilhanca para ﬂ , 03, 0’3 e (p ,C0m OB usuais pressupostos
gobre as perturbagdes aleatérias.

No quadro do modelo {6.1) Yt e Iy constituem valores conhecidos ¢ {m} Jal como ﬂ , podem

ser encarados cOmo o processo a estimar. A eguugio de transigio serf

[5]=[7'][5]

£ a equagio de medida corresponde a
1]
wm=|l :nt]{ﬁ‘] +u

Exemplo 6.3 (Crescimento exponencial)

Congidere-s¢ um modelo de creacimento geométrico com taxa aleatéria

Yt = rifie—1 + 0

M= Ti-1+ %

Em cada momento [ Yi constitui a observag'io, Yi—1 = matriz H;, e T¢ a varifvel de estado, que
ge pretende estimar para determinar a taxa de crescimento (l - ﬂ) . Ouiras formulacdes equivalentes
30 possiveis, reeidinde o interesse deste exemplo em mostrar como o modelo linear (6.1) € adaptado a

Processos com componente deterministico, de evolugio ndo linear.
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Exemplo 6.3 (Expectativas adaptativas)

Considere-se um modelo em que 03 pregos Pg sac formados com base no custo de produgio Cg-;
¢ na expectativa sobre a inflagio futura. Os pregos sio fixados no momento [ — 1 , com base nos
tustos de produgio no mesmo periodo e na inflacio implicitamente verificada: l'g_g. Adiciona-se-lhe uma

componente aleatéria, uma vez que a inflagao imph’citi se considera conhecida apenas apmximada.mente(‘)

P=Ci1+ai2P1+y 0<z<1

Por sua vez os custoa sido formados por um componente interno f, fabricado em f — 2 ¢ por um

componente importado no momento £ — 1 e de custo #; conhecido:

Gy = J&(l +ig_g)f+(l —)A]ut_l +uw,; 0L A<l

A taxa de inlhgio‘impll'cita evolui em “passeio aleatério”

fe =1 + Uy

O estade do sistema, ndo obaervado, pode sintetizar-se no vector ng t'g_llT e o componente

deterministico sers lkf {l - .\)ﬂg_llT . Uma formulacio possivel para as equagdes de tranasigio e
de medida serd a seguinte

Gl_[0o X L[ O} we L [X =N S
ft..l 0 1 01 Wz 1 0 0 Up_y
F ' Gy Wy T, U

F=[l oP] ‘?‘-1]+w

H-2
Ye H,

Apeaar de eatarem em causa, em cada momento, varidveis respeitantes a trée diferentes instantes, se
conseguiu-se caracterizar a evolugio e medida do sistema em relagioa § e { + 1, unicamente.
Exemplo 6.4 (Mudangas estruturaia)

Com o mesmo problema do exemplo anterior admita-se que, a partir de um momento conhecido de mudanga

estrutural, fp , a taxa de inflagdo interna passa a sofrer um aumento médio v pelo que o peso do

(4} V. eg. Johnston, 1984, p.349
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componente importado, cujo prego se mantém, cresce na proporcao (1 + 'T)' ¢ ¢ peso do componente
fabricado deace (1 - “)’) para minorar o agravamento do custo final.

As cquacies de transicio alteram-se

G = (1 - 1))(1 +i2)f + (1 + ’)‘)(1 —AJu—s +wy g
% ig =14+ 7)fe—1 + w2,

£ T T T IS e

No entanto, o sistema manter-se-4, bastando proceder ds seguintes definicoes

x 0 A

i 3 0 -y | =™

=t 8w *

—l1o 1

"—: L b

Sy _ M=) -2+

L= |a (10")], t< tn; P‘*[ 0 o | f2im

Reconhecida, embora ainda superficialmente, a generalidade de situacdes modelizdveis se-
gundo o esquema de Kalman, importa definir o problema de estimacio que se defrontard
de seguida.

Como anteriormente, est4 em causa a recuperagio aproximada de um sinal — variivel de
estado x; — a partir da sua observagao perfurbada por um ruido aleatério. Mantém-se o
critério de optimalidade e a condigio de o estimador ser um filtro linear ou afim. Simples-
mente, o problema agora encontra uma formulagao mais geral e dever-se-4 abandonar o
pressuposto de as varidveis terem esperanca matematica nula. Significa isso que, em geral,
B { sao estimadores afins que estdo em causa. Uma solugao possivel, j4 esbocada no exemplo
3.1, ¢ que tem a vantagem de manter a coeréncia e uniformidade da abordagem, consiste
em aumentar de uma dimensio a variedade a que pertence %; com uma varidvel aleatdria
degenerada (por exemplo identicamente igual A unidade). Definir-se-3 entdo o estimador
i afim como estimador linear nessa nova variedade.

she etyas :
e < A DR B A i B Y ol s ety

£

Ry

e

PROJECTOR AFIM de X; na variedade gerada por Y} ¢ o estimador
% = EpefY, 1] = ExefVe] + Exe (6.3)

e

Mantem-se cbviamente a propriedade de  X; ser o estimador dos minimos quadrados —
condicionado agora 3 afinidade em ¥, ou 4 linearidade em {Y:, 1}, 0 que € equivalente.
As propriedades do operador £{~{—| mantém-se, com as adaptagdes 6bvias.

VI L R R R
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Vale a pena referir que, em processos gaussianos,

BV, 1] = Bt (6.4)
assim como ¢ importante notar os seguintes corolérios dos teoremas 3.9 e 4.2, deduzidos
por simples introdugdo de (6.3) nas expressoes (iii} e (vii) respectivas:

Blxly, 1} = Bx+ S S5 (y - Ey), (6.5)

e,8e ¥ Lw, 8=01,...1

Elxyo,y1; 1] = Efxlyo, 1]+ Elxtys, 1] - Ex (6.6)

]
Elxjyo,¥1,..., ¥t = 2: Eixlye, 1] - t.Bx
=(}

Como anteriormente o problema da estimagio de x, com base em Y; terd diferentes
significados conforme 7> ¢ 7=1¢ ou 7 <t O primeiro problema é o da previsdo, o
segundo o da fillragem, e o terceiro o do alisamento de x,. Em todos os casos o algoritmo
é o Filtro de Kalmen, entendendo-se aqui o termo “filiro” como sindénimo de estimador
estocdstico. O estudo subsequente concenirar-se-d scbre a previsio.

Problema 6.1 {Previsic em um passo com algoritmo recursivo em sistema
com fnpuls aleatdrios e deterministicos)

Sao dadas as equagdes de transicio e de medida

Xerr = Fexe + Gowe +Toug (6.2')
Yo = Hxe +ve (6.2%)
coms

x: (nx1} vector aleatirio de estado, descorhecido
F; (n xn) matriz de transi¢do, conhecida

G: (nx!} matriz conhecida

we (I x1) vector aleatério de “ruido”, desconhecido
I't {nxk) matriz conhecida
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w (kx1) vectorde input deterministico, conhecido

y¢ (mx1) vector aleatério observivel

H, (mxn) matriz conhecida

v¢ (mx1) vector aleatrio de “ruido”, desconhecido
assume-se que todas as varidveis aleatérias sdo de segunda ordem e que os erros
constituem “ruido branco”:

E‘\'¢=EW1=0 EV,V;T=6,[R,, EW,W?=6,[Q,

Evyw] =848 Va3t
Sio ainda dadas condigdes iniciais, por convengao em fo =0,

Exg =%, Exox] =P, x1vs, XolW, Vspo

com o conhecimento da sequéncia de observagdes i = {¥o,¥1,-. .¥i}, preten-
de-se a estimativa recursiva Xg4qj¢ CUjo erro Xi41 = Xe41 — Xeq1)¢  tenha
covaridncia  Lgyppe = Expp1 %8, minima, com a restrigio de X;yij¢ ser
um estimador afim em Y.
Para a solugdo do problema seguir-se-d de perto Kalman (1960}, o que corresponde a
versdes apontadas subsidiariamente por Anderson e Moore (1976, seccao 5.4) e Jazwinski
(1970, pp.200-5). De facto, estes tltimos, assim como a maioria dos autores, apresentam

as dedugdes primérias em forma distinta da original. Reconhece-se, no entanto, que “the
most authoritative derivation is given in the original papers by Kalman and Kalman and

Bucy” (Priestley, 1981, p.807).
Determine-se primeiro a equagao recursiva para Xep1pt- Os indices serio omitidos sempre
que disso ndo resultar ambiguidade.

Aplicando (4.17) e (6.6),
Bixear|Ve, 1) = Efxes Ve, 1) = Bl (72,1 + Bless [Fomr, 1 - Exen (6.7)

Por (6.5):

E'[xt+1|§t, 1] = Exeq1 + Ezg.zyfg,l Fe

Para determinar a covaridncia entre X1 € ¥t "(E,f,) observa-se que, operando o
projector em ambos os lados da equagio de medida e subtraindo o resultado a essa equagao,
ter-se-d §= Hk+v; substituindo x4 pelasua expressao explicita ter-se-4
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E;ﬁ = E(Fx; +Gw + PW;, Hi + V;)
= E{(Fxi + Gw: — FEx)(X  HT +v/]))
= E[Fxgi,TH]-l-GS;

aonde se faz uso do factode Ew =FEXx = Ev =0, de TI'u ser nio estocdsticoe de x
e v, assim como w e X, serem nao contemporaneamente correlacionados. Finalmente,
como X; = Kije—y + X¢

Yoy = F(ERXT + Exx")H +GS
= FLly 1 H+ G5

desaparecendo ERXT umavezque X1 Y e R€ Y. Paracalcular Lj; faga-se uso
da ji dedunzida expressio de ¥. Uma vezque %, e w; sido nio correlacionados

Egg = HE;;;-IHT + Rt

Para simplificar a expressao das matrizes de covarincias defina-se K; := Ezi-EEﬁl- matriz
chamada ganho de Kalman

Ki = (R Ly Hy +G;S¢)(H;Sm_1HtT + &)~ (6.8)

Estd agora calculada a primeira parcela do iltimo membro de (6.7).

Quaanto a E‘[x;.,.; |¥i_1,1), 2 ndo correlagio de w; e §—; eofactode T'iu; sernio
estocdstico permite deduzir

Blxeya|Vioy, 1] = E[Fxe + Gwy + Tw|Vs_y, 1
= Fy1 + Ty
Substituindo as diversas expressoes em (6.7) encontra-se a equagdo recursiva de previsdo
em um passo de Xy

Kertft = FXeje—r + Do + Ki(y: — HiXepe—1) {6.9)

O processo iniciar-se-d com a estimativa prévia is observacoes
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go].-; =Xy (6. 10}

A matriz K, utiliza as matrizes de covaridncias dos erros, que alids sao essenciais como
medida estatistica da qualidade esperada da previsdo. Deduzir-se-do de seguida as férmulas
recursivas para o seu computo.

Subtraindo o estimador a ambos os membros da equagao de transi¢do e substituindo y:
pela sua expressio em Xx; e Vi, enconfra-se

X1 = (B - K Hy)xe + Grwe — Ktvq

Como ES; =Ew:=Ev;=0 e % ¢énao correlacionado contemporaneamente com 08
outros dois vectores aleatérios %; 1 v¢, pelo que a covariincia de X;41 & dada por

Ammaey

Ty =(Fe — KeHi)Bge-s LFr ~ KH)T + GGl +
+ KR K] — GSIKS - KiST Gl

AT S

{6.11)

ou, alternativamente, substituindo K, pela sua expressao, encontra-se a chamada equagdo
matricial de Riceati (discreta):

Eege =FTy1 ' - (thm-lﬁg- + Gtst)(HtEtlt—IHtT + Re)™t x

T T (6.11%)
X (Fy Zepe—1 Hy + GiS)" + GGy

r i O inicio do processo far-se-4 com
Loj—1 = Po (6.12)
; A escolha entre (6.11) € (6.11') é sobretudo problema computacional. Em geral (6.11) é pre-
b ferfvel, pois tem como base a soma de duas expressoes que envolvem matrizes semidefinidas
£ positivas, o que tende a preservar esse cardcter de Ly4q)¢, mesmo face a erros de arredonda-
lr mento(®).

Est4 agora deduzido o algoritmo recursivo que se apresentard sob a forma de teorema.

¢

' & () V. Anderson e Moore, 1979, pp.105-11
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Teorema 6.1 (Filiro de Kalman — problema 6.1)

Nas condicdes do problema 6.1 o filtro afim de varidncia minima que fornece as
estimativas X;41)¢ com o conhecimento de Y; é dado pelo processe recursivo

seguinte
() e = Py + Dome + K, (ye — HiXepp—1) (6.9)
Roj1 =% (6.10)
(i) Begprp = (F = KeHe)Syper (Fe — KeHe )T + GiQiGT +
+KR KT - GrSi K:S7TGF (6.11)
E[)'_; = Pu (6.12)
sendo
Ky = (FiZqe—1 He + G S ) (Hi Ly By + )t (6.8)

Demonstragdo: segue das consideragoes precedentes.

A solugio do problema 6.1 produz estimadores preditivos em um passo e o algoritmo de
Kalman ¢ adaptavel a um conjunto de outros problemas, romeadamente os de filtragem e
alisamento(8) Interessa sobretudo entender a abordagem a problemas de previsio em mais
do que um passo

Problema 6.2 (Previsao em n passos)

Nas condigdes do problema 6.1 pretende-se a estimagao Xy, com o co-

phecimento de Y.

Em n passos o sistema determinara n transicoes por intermédio da equacdo (6.2'). Defina-
se

O = Fe1.Foa. .. Bt kDI (6.13)

Grpi=1

(6} Para o estudo dos diversos problemas de filiragem ver sobretudo Jazwinski:, 1970, cgﬁ

7 e & e para problemas de alisamento ver Anderson e Moore, 1979, cap.7-e Brown, 1
cap.8.
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O estado do sistema no momento ¢+n, com n>1, expressoem fungao do momento
t 4+ 1, de que jd se conhece um estimador, seré dado por

f4n—1
Xt4n = Ptpn 1 Xe41 + Z Biyni(Giwi + Tin)
' T i=t4l

como os “ruidos” w; aqui considerados sio ndo correlacionados com Y, a projecgdo
ortogonal de Xe4n em {Y,1} édada por

t4n—1
Kegnft = Btantr1Xersf + Z Dipnilini (6.14)
s==t+41

Para obter a covaridncia do erro associado

Xean — Repnjt =Ptane1{Xer1 — Fraape)t
t+n—-1
+ z Qr4n,iGiwi
i=i41

o~ - s ~ -~ -
basta reconhecer que {X¢41 — Rip1t) €08 Wy incluidos na expressiao nao estao
correlacionados para obter

Liinit =‘I’t+n.i+lzt+llt‘1’;r+n,t+1+
t4+n—-1 6.15
+ z ‘I’t+n,iGiQiG;'r@;r+n,i (6.15)
i=t+1
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Teorema 6.2 (Filiro de Kalman — problema 6.2)

Nas condigdes do problema 6.2, tendo-se obtido K¢y e Zegaje, 0 preditor

afim de variincia minima de Regnps, 0> 1, édado por

t4n-—t

RKipnlt = Cepn 1 Xt + z ®t4n,iling
=41

tendo o respectivo erro a matriz de covaridncia:
Stinit =Pernst1 Dea1je®in ettt
t+n—1

+ Z <I>¢+,.,,'G.' QiG:r {’;r-l-n,!'
=1

Demonstragio: segue das consideragGes precedentes.

(6.14)

(6.15)

Vale a pena considerar com mais pormenor alguns problemas relacionados com o filtro
que acaba de ser apresentado. Para nio sobrecarregar a notagio e facilitar o raciocinio,
assim como para centrar as atengdes no problema mais comum, faga-se primeirc uma

simplificaciio nos pressupostos do modelo estocistico.

Problema 6.3 {Previsio com algoritmo recursivo em sistema estocdstico in-

variante sem inputs deterministicos)
Sio dadas as equages de transigio e de medida

Xet1 = Fxg + Gwe
¥y = Hxg +vy

com

x; (nx1) vector aleatério de estado, desconhecido
F  (nxn) matriz de transigio constante, conhecida
G (nx!) matriz constante conhecida

w: {{x 1) vector aleatdrio de “ruido”, desconhecido
¥t (mx1) vector aleatério observivel

H (mxn) matriz constante, conhecida

v¢ {mx 1) vector aleatério de “ruido”, desconhecido
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assume-se que todas as varidveis aleatérias sao de segunda ordem e que oS eIToS
constituem “ruido branco”:

Evy=Ew =0 Eviv] =6uR Ewiw] =5.Q

Eviw] =0 Veai>e

Sio dadas as condigoes iniciais em =0

Exo=%0 FExox] =Po XaoLlvs XolWws Va0

¢om o conhecimento da sequéncia de observagdes Y; pretende-se a estimativa
recursiva Xip1)t € posteriormente o preditor Xeanity N>}, ambos com
erro de covaridncia L minima, com a restrigho de X ser um estimador ou

preditor afim em Y.

' ' Resumam-se as simplificagbes no modelo que alteram os pressupostos dos problemas ante-
riores. O sistema I := (F,G, H) passou a ser invarignte, o que corresponde ao cardcter
fixo das matrizes que o definem; o mpul deterministico desapareceu; 08 processos pura-
mente aleatérios {w:} e {v;} consideram-se agora nao correlacionados.

! . Teorema 6.3 (Filtro de Kalman — problema 6.3)

P Nas condicdes do problema 6.3 o filtro afim de varidncia minima que fornece as
estimativas Xi41j¢ com o conhecimento de Y; ¢ dado pelo seguinte processo

, recursivo

() Rearge = FRyor + Kelys = BRye-) 6.17)
| - Xoj-1 =% (6.18)
E ! (i) Begrp=(F- K H) g1 (F — KH )T + GQG™ + KiRK{ {6.19)
| Soj-1 = Po (6.20)
l! com

Ky = (P H) (HSge H+ B)™' (6.21)
3 obtido Xeyip © pio considerando ou desconhecendo yr, 73> t, terse-d 0
i preditor

§ (iii) Kegnpe = FPF Retape (6.22)
i com matriz de covaridncia do erro

| (iv) Sipnpp = F ' Seaap(Fr-t)T + ':);: FiGQ(F'G)T (6.23)
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Demonstragdo: resulta directamente da aplicagio dos teoremas anteriores, na
situagio particular de constincia de matrizes F,G, H, de inexisténcia de I'u;
ede 5=0.
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7. Propriedades e extensbes do Filtro de Kalman

Algumas propriedades do Filtro de Kalman sdo evidentes na sua prépria demonstragao.
Refira-se de novo o cardcter CENTRADO das estimativas e o facto de elas serem LINEARES ou
AFINS nas observaces e, nessa classe, serem de VARIANCIA MINIMA. Algumas outras pro-
priedades do algoritmo serdo mais facilmente perceptiveis se o encararmos como sisteme,
exterior iquele que é descrito pelo modelo (6.1).

O sistema linear dinimico (6.1) tem como input os processos {v;} e {w:} e como output
o processo {y:}. O Filtro de Kalman é um sistema que tem como tnput as observages e
como oulpul 2 sequéncia de estimativas {%;}. Tal como o sistema (6.1) o filtro é linear
(afim), funciona em tempo discreto e é de dimensio finita. O reparo parece trivial mas
o faclo é que é a descricio adoptada para o sistema assim como 0 caricter recursivo do
filiro que permitem a verificagao dessas caracteristicas. O filtro de Wiener, por exemplo,
assume que as observacoes a computar tém inicio em § — —o0.

O sistema linear dinimico é por vezes chamado de representagdo markoviena uma vez que
{x:} éum processo de Markov. De facto, para todo o >0

plxe et Xe—11,.. ) = pixe i1}

A verificagao é imediata exprimindo x; em termos de X:

x; = Foo1Fica.. . Fici X1+ Gio1Wio1 + GreaWi-g + ... + Geiwi

Ou, introdugindo o operador de transigio ®;; — ver (6.13),

x¢ = P xe—1 + E Gt—iWii

ficaclaroqueos wy—; (0 <1 <), quesao independentes de w;_i (k > ), concentram
a parte aleatéria da evolugio X — ; a parte nio aleatéria é expressa pela matriz de
transi¢gdo @, pelo que o condicionamento por X fica perfeitamente determinado,
sendo irrelevantes as varidveis X;—_i-.

No entanto, nada garante a propriedade markoviana de {y:}. Este iiltimo processo pode
ser expresso em fun¢do de um Umico x;—; mas nao é, em geral, redutivel a fungio de
um tnico dos seus valores passados {yt—1,¥i~z,...}. Por outro lado, ¢ verificivel que
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a correlagio entre y: e i Ddo se anula necessariamente com |f} > 1 (1. Na
seccio 9 mostrar-se-i precisamente como um processo {y;}, ndo markoviano, pode ser
expresso através de um sistema T := (F,G, H), decompondo a sua evolugao em processo
markoviano {X:}, a determinar, em equagdes de transigdo e de medida, com matrizes nao
estocdsticas, e 0o “rujdo branco” de inpul.

A extensio do Filtro de Kalman ao caso continuo, desenvolvida em 1961 por Kalman e
Bucy(?) mantém, em tudo o que é essencial, as caracteristicas do sistema. Sem sequer
abordar essa formulacio, que & sobretudo aplicsvel 3 engenharia do controlo e nao & es-
tatistica ou 3 econometria, refira-se apenas que o sistema continuo é descrito pelas equagdes
diferenciais estocdsticas

240 = Pleyx(t) + Glojwlo (r.1)
d_lég_‘l = H{t)x(f) +v(t) (7.1)

seguindo-se a convengao de representar por z{t) varidveis de processo em tempo continuo.

Em qualquer caso o filiro pressupde uma definicio de I := (F,G,H) e um conjunto
inicial de condices: %o e Py. A essas condigies iniciais some-se o facto — revelado
por simples inspecgio das equagdes (6.18) e (6.19) —de Ege_y e K; serem calculdveis
independentemente de .Y;. Isso significa que a sequéncia de matrizes de covaridncia de
erTo e a sucessio de ganhos de Kalman podem ser caleuladas antes do inicio do processo.
Mais importante ainda: nenhuma particular sequéncia de observacdes poderd, mais do que
outra, eliminar a incerteza pressuposta no modelo. Essa incerteza ¢ definida no momento
inicial, pelo que a determinagio de Lgj_; é problema, nesse sentido, externo ao filtro.
Isso nao significa, contudo, que a precisio “real” das estimativas nao possa ser crescente
com as observagoes acumuladas e revelar-se superior a dada por Iije—;.

O Filtro de Kalman é um filtro snvariante — ver {1.5) — no sentido em que as regras de
geragao das estimativas ndo iniciais — equagdes (6.17), (6.19) e (6.21) — ndo dependem
de t. No entanto, mesmo no caso de o sistema ger linear invariante, como no problema 6.3,
em que os inpuls e oulputs sio estaciondrios, o mesmo ndo se passa com o outpud do filtro.

V. Anderson ¢ Moore, 1979, p.18.
O trabalho pioneiro é Kalman e Bucy (1961). Para uma exposigio mais descritiva ver
Jazwinski (1970) ou Brown (1983). Um tratamento moderno e rigoroso encontra-se em

Ruymgaart e Soong (1985)
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Uma vez que Lys—y € K nio 530 constantes o mesmo acontecerd com o processo {X:}.
Poderd, quando muito, registar-se uma estacionaridade assimptética (V. e.g. Anderson e
Moore, 1979, pp.80-5}.

O filtro que foi deduzido é um preditor em um passo. Poder-se-ia, de forma equivalente, ter
deduzido um operador de estimagio on line, resolvendo o problema da filiragem. Obter-
-se-ia, em vez de (6.17), a expressio(3)

Rejp = Kye—1 + Kelye — HRqje1) (7.2)

Rejt—1 = FRe—11-1
Ou ainda, uma vez que H%ji—y = Feje—1, em notagdo dbvia,

R = Xyye—1 + Ka¥e (7.3)

Também o preditor em um passo pode ser reduzido a forma semelhante

Rip1jt = Reprje—r + K (74)

Tanto {7.3) como (7.4) sdo expressies de uma notivel simplicidade e que resumem uma ca-
racteristica simples e fundamental da estimagio ou previsao recursiva, com filtros lineares
ou afins: a nova estimativa, depois de conhecida a iltima observacio, é uma combinagdo
linear da estimative que seria feita sem csse conhecimento e da inovagdo entretanto regis-
tada. No caso em aprego o ponderador da inovagao é o ganho de Kalman, mas as expressces
(7.3) e (7.4) podem evidentemente ter a forma alternativa

Ko = (- KeH)Ryjp—1 + Koyt (7.3

Repap = (F — KeH)Rep—1 + Kiye (7.4

(3) V. a deducdo em Anderson e Moore, 1979, p.40.
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ponderagio agora expressa em termos das estimativas e das observacbes. Na geccao
seguinte a importincia conceptual e pritica destas formulagdes serd mais profundamente
debatida.

Refira-se o caso particular dos processos gaussianos. O filtro passard a ser estimador de
Ela - »o. - - s N 4 .

varidncia mintma e nao apenas estimador afim de varidncia minima, uma vez que, nesse

caso, os dois conceitos coincidem, como foi amplamente referido. Toda a demonstracao

-do teorema (6.1) e consequente ¢ entio feita substituindo o operador E[Z‘gp_l |Y:, 1] pelo

operador Efzy,_1]Yi), como alids é pratica (restritiva) em todos os textos cldssicos que
houve acesso, com excepcdo do de Kalman. £ importante notar que o filiro da entio a
esperanga condicional e a covaridncia condicional, pelo que fornece, de forma perfeitamente
definida, processo para actualizagdo de toda a disiribuigdo de probabilidade condicional de
x:. Em contraste, no caso ndo gaussiano, Xye—y ndo £ o valor esperado condicional nem
Tgje—1 & a matriz de covaridncia condicionada. O primeiro é aperas o estimador afim de
variancia minima, enquanto o segundo é a matriz de covarincia, ndo condicional, do erro.

A demonstragio que foi efectuada é pois perfeitamente geral. A abordagem de Kolmogorov
da sequéncia de inovagdes, seguida de um procedimento recursivo baseado na teoria dos
projectores ortogonais em espagos de Hilbert, parece ser 0 método mais rigoroso e simulta-
neamente o mais fecando. E o que comega hoje a ser reconhecido(*). Além da demonstrac3o
restringida a0 caso gaussiano {e.g. Jazwinski, 1970 e Anderson e Moore, 1979) hd um sem
ndmero de outras demonsiracoes do filtro, fazendo uso das mais variadas técnicas. Vale
a pena delinear muito sinteticamente algumas delas e chamar desde j4 a aten¢ao para a
dedugio bayesiana que serd efectuada na secgio seguinte. E que o facto de o filtro poder ser
reencontrado através de um sem nimero de caminhos, técnicas e pressuposios alternativos,
é demonstrador das extensdes variadas que possui.

MINIMOS QUADRADOS RECURSIVOS. K este talvez o procedimento com prioridade. Com
efeito Swerling, em 1959 {op.cit.), deduz um conjunto de equagdes recursivas com base na
teoria dos minimos quadrados, podendo o seu algoritmo ser interpretado como prefigurando
o Filtro de Kalman (Cf. Sorenson, 1970). No contexto econométrico o flltro foi rederivado
por Duncan e Horn em 1972. Uma exposicdo do ponto de vista de Swerling e de seus
seguidores encontra-se em Jazwinski (1970, pp.205-7). Uma descrigao simples da dedugao
de Duncan e Horn encontra-se em Harvey (1981, pp.104-10).

No seguimento de Kalman (1960) os trabalhos base sio os de Kailath {1968 e 1970), que
generalizam o chamado “innovations approach”. Mais recentemente veja-se Young, 1975,

p.169, todo o desenvolvimento, no caso continuo, de Ruymgaart e Soong, 1985, e ainda
Brockwell e Davis, 1987 a.
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Considere-se 0 modelo estudado por Duncan e Horn (1972), embora adaptando a notagio
' e partindo do momento inicial.

5 y=Hx+v, BEv=0, Ew' =00

i O estimador & = (HT 0~ H)~! HTQ~1y nio seré rigorosamente o estimador de Aitken(®)
— pois x pode ser estocdstico — mas paraleliza-o, na medida em que se demonsira que
o erro da sua aplicagio tem os momentos

]

Bx=0 ExX7=od(HTO'H)™

v s T

Admita-se que existe informagio a priors sobre x , condensadaem X%, etalque Ex; =0
e Ex%] := 02 P;. A novaestimagdo de x , fazendo uso do modelo de Aitken na equagio

alargada
- e

Rijo = (Pt + HTO H) ™ (Py 'R0 + HTO7Yy)

fornece

Se x fosse nio estocdstico estar-se-ia perante um caso particular do processo de estimagdo
mista de Theil e Goldberg(®).El importante frizar que ndo ¢ esse geralmente o caso.

T T S T e A T T A, R e Y YN R A T

‘ Introduzindo s equagdo de tramsigio Xt = Fx: + Gw, Ducan e Horn procuram a
fittragem Xy (e ndo o preditor em um passo %y;—;). Partindo de Xije = Fxopo
derivam automaticamente

B]lo = FEo|gFT + GQGT

No momento 1 o estimador de Aitken fornece

R = (Sqp + HTO H) T (Eyekpe + HTO7 ') (7.6)

{8) V. e.g. Johnston, 1984, pp.287-93
(6) H. Theil A.S. Goldberg, 1961, pp.65-78.
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0 que inicia o processo Fecursivo para obter as estimativas Ky|e expressasem Ki-1jt—1, O
pela equagio de transicao, expressas em Reje—1- Utilizando o lema da inversio matricial (a
ser demonstrado na seccdo seguinte) simplifica-se depois a férmula recursiva para Xp: e
deduz-se a recursio para Ly Nao é importante referir pormenorizadamente esses passos.
No caso geral, ¢ > 1, o procedimento é exactamente o mesmo, simplesmente a equagio
alargada passard a incluir Y3, o que apenas sobrecarrega a notacio.

ESTIMADOR LINEAR DE VARIANCIA MINIMA. Esta abordagem parece ter sido iniciada por
Battin em 1962(7) e corresponde a uma linha de ataque extremamente directa. Uma
exposicio encontrar-se- em Jazwinski (1970) e Sage e Melsa {1973) e também em Neves
(1984).

Sabendo-se que Xee—1 = FX_ijp~1 €que Bejpe1 = FEe g1 ¥ +GQGT procura-se o
estimador recursivo linear em Xee—1 € ¥t Por conveniéncia exprime-se essa combinagdo
linear, de filtragem, na forma

Ryt = Repe—1 + Kelye — HRuye—1] (7.7)

e procura-se K; que minimiza a vartdncsa somada dos erros

Eﬂ-it = tht]t, Xe = X¢ —Axelt

Substituindo na equagio recursiva e tendo em conta a restricio E%, = 0, apos algumas
manipulagdes algébricas encontra-se uma expressio com constante, K}:

K, = Sy BT (HEye- HT + R + K}

A minimizagio de trEy, fornece uma parcela em K}: K}(HEgq-HT+R)K{. Comoa
expressio entre paréntesis é matriz semidefinida positiva (envolve matrizes de covariincias)
a minimizagio do seu trago é feita com K} =0, o que permite imediatamente encontrar
a expressao de ganho de Kalman. A forma recursiva para Ly ¢ entao deduzida por
céleulo directo sobre a equagio que fornece Xy '

Tal como no caso dos minimos quadrados recursivos esteve em causa a filtragem. A previsao
em um passo é directa pela aplicacao da matriz de transi¢io: Xeyit = FXRy.

R. H. Battin, (1962), “Statistical optimizing navigation procedure for space flight”, Ans
J., pp.1681-96.
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A terminar esta seccio faga-se apenas uma breve referéncia a um largo campo teérico que
ficou por abordar: o da teoria dos sistemas lineares. Al se incluem problemas como os da
estabilidade ou instabilidade dos processos dinimicos, os da convergéncia ou divergéncia
do filtro e da observalidade e controlabilidade dos processos(®).

T S o R S PR L S

Muito rapidamente, € apenas como nota 3 importancia do problema, refiram-se os conceitos
de divergéncia por modelizagdo incorrecta e o da observalidade.

Em caso de incorrecta modelizagdo o filtro pode divergir, ou seja, pode a assumida matriz
de covaridncia Yyj¢—; permanecer limitada, enquanto a verdadeira covaridncia dos erros

| - 4 aumenta em relagio a L1, possivelmente sem limite.

Lo

g

] ? Relembre-se que 0 processo {x;} é ndo observévele que a matriz de covariincias ¢ apenas

computada no pressuposio de adequabilidade da definicdo L := (F,G, H) ao processo

i B modelizado e de correcgio das condigdes iniciais %0 e Fo.

; Significa isso que nada garante a igualdade

-

P

.

L 45

o

o epape = BenrXiys

| A

R
[ { pois o que & conhecido ndo é a sequéncia {%; :=xX; — %:} mas apenas uma sucessio de
é presumiveis inovagies, por exemplo do tipo xp =Xy — Rejt~1-

n (8) V. sobretudo Kalman (1963) e também Jazwinski (1970, pp.231-255) e Anderson e Moore
" (1979, pp.62-88).
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Exemplo 7.1 (Divergéncia do filiro)
Considere-se o processo

Ty = Tp—1 + Wt

m=2t+wn

em que {w;} e {v;} 8%0 processos puramente aleatérios nio correlacionados. Admita-ae uma determi-

nada realizagio deste sistema estocéstico procurando-ge estimar o seu estade pelo modelo

Tt = Tt—1

w=a+ %

E admissivel que as estimativas possam contber erros crescentes. Na figura seguinte mostra-se o resultado
de uma simulacio empreendida por Brown (1983, p.235) aseinalando-se aa estimativaa do tltimo modelo
por pontos. As estimativas empreendidas com um filtro baseado no modelo efectivamente simulado estido

representadas por chapéus () e o processo estd descrito pela linha continua.

A

1.8

] LI
" .

5

Uma solugio que parece Sbvia para evitar erros de divergéncia por incorrecta modelizagao
consiste em aumentar o niimero de varidveis para prever possiveis oscilagdes do estado. No
exemplo anterior, poder-se-ia, eventualmente, admitir que o nivel do processo {z:} ndo
fosse constante, assim como se poderia pensar que ele poderia ter um crescimento linear,
quadrético, etc. Essa formulacio geral talvez impedisse erros de divergéncia.

Infelizmente o problema é bem mais complexo. O incremento das varidveis observadas
pode conduzir a sistemas ndo observdveis ®,

(9) Para uma definigao rigorosa do conceito de observabilidade ver Jagwinski, 1970, pp.231-2.
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Se esses sistemas sdo inst4veis os erros de estimagio também serdo nao estdveis (Brown,
1983, p.237). Por tudo isto se intui a extraordindria importincia da teoria dos sistemas e
a sua relagio com o problema de identificagdo em econometriall®).

Extmplo 7.2 (Desvios sistem fticos de estimagio)
Admita-se o sistema

B=Tt—Ti-1+%

Ty = 0+ Tpoq + 1

com a condigdo inicial iol-—l =%y ¢ Eo|_1 = Pp. No caso geral Zp # Ep , e como as observagGes
apenas medem o crescimento absoluto de ¥ ¢ natural que as estimativas do valor da varidvel continuem

sempre enviezadas.

Encerre-se aqui este paréntesis e retorne-se & interpretagio do filtro como algoritmo pre-
ditor.

(19) V. uma discussio do problema em Kalman (1982).
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8. A previsdo recursiva na visiio bayesiana

Até a0 momento a justificagio da previsio recursiva tem sido apenas de ordem com-
putacional. Quer se trate de encontrar um algoritmo para resolver o sistema de Wiener-
Hopf quer se trate da determinagio de um processo simples de incorporagdo de novas
observagoes, o que tem estado em causa tem sido a simplicidade da computagdo. No filtro
de Kalman ja nio é exactamente iss0 que se passa mas 0 aprofundamento da justificacdo
da recursividade s6 agora vai ser feito.

Em certo sentido a recursividade da estimagio estd indissoluvelmente ligada ao modelo
adoptado para o sistema estocdstico. O problema ¢ em geral tio incompreendido que vale
a pena dedicar-lhe um pouco de atengao, mesmo correndo o risco de apresentar resultados
aparentemente triviais.

Considere-se, como exemplificago inicial, o caso simples de um processo {z:}, estaciondrio
em média, para o qual se pretendem preditores em um passo, centrados

{m}: Ezxg=a Ezf,z,<® (8.1)

Byp—r: Efp1=En (8.1%)

Restrinja-se a classe dos preditores, de forma a serem filtros lineares e invariantes, ex-
pressdveis na forma recursiva em um passo

Zepajt = @ + Pefyp-y, (8.1™M)

Com estas simples condigoes mostrar-se-4 de seguida que existe uma relagio linear entre
a; ¢ P e que, além disso, esses coeficientes sao constantes.

Como se pretende, qualquer que seja o valor esperado do processo, que Efipip = Ezeqn =
= Ez;, e como o mesmo se deverd passar com E%y;.,, basta operar a esperanca matemati-
ca nos dois membros de (8.1") para concluir que a¢ + f; = 1, necessariamente. Substi-
tuindo agora Ty pela sua expressao recursiva e fazendo o mesmo, sucessivamente,
para os preditores antecedentes, encontra-se

Bqp=(1- ﬁtjzt + Bi(1 = 1)1 + Befer(1 - Br—a)t—z + - (8.2")
8b
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Bt = (1 = Bio1)Btm1 + fo—1 (1 — fr-2)Be—2 + fr—1Pi—3(1 ~ Pr-a)Be—s + - (8.2M)

Como se admitiu que o filiro era invariante, obrigatoriamente f; = fi—1 = fr—2=---= 5,
pois terdo de ser vilidas as igualdades

{1-8)=(1~fe—1)
Bie(1 — Bie1) = Pe—1(1 — Br-a)
Befi—1(1 — Pi—2z) = Pr—1Pt~2(1 = Pi-3)

Por outro lado, como as estimativas sdo centradas, 2 soma dos ponderadores em (8.2"}
ters de igualar a unidade. Pretendendo-se, por extensio, contemplar o caso de o filtre ndo
ser finito, isso implica que

m -

Y (-pf =1

=0

Ora a série 86 convergecom || < 1. Também ndo se poderia garantir que as variaveis
aleatérias %y, expressas na forma (8.2), ficassem definidas, em média quadrética, se
|8l > 11,

A forma explicita das estimativas ser pois dada pelo filtro
e = (1- Bz + B(1 = f)ze—r + B2 (1 — B)me—z - (8.3)
e a forma recursiva pela equagdo

Bipape = (1- B2 + BTy (8.4)

Nocaso de 0 < f < 1 estas equagdes sdo a base da conhecida técnica do. ALISAMENTO
EXPONENCIAL (Brown, 1963).

Admita-se Ez,zi = 6u0®. Como o processo {z:} €éde segunda ordem a série
(1 - )3 fiz:_; converge, em m.q., se a série de poténcias Y % < +oo. A condigdo
suficiente & entdo dada por |f] < 1. V. Nota Anexa 6.
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A dedugio que acaba de ser feita mostra que essa técnica pode ser apresentada sob um
fundamento absolutamente geral. Vale a pena destacar esse resultado.

Teorema 8.1 (Alisamento exponencial)

Com o processo de segunda ordem {z:}, estaciondrio em média, um filtro li-
near, invariante, expressivel em forma recursiva, linear em um passo, extensivel
a nfimero ilimitado de varigveis, e que produza estimativas centradas é, neces-
sariamente, um filtro em que o peso das observagdes decresce geometricamente
3 medida que estas se distanciam do momento de previsao.

Demonastragio: Segue das consideragoes precedentes. Se se admite que o filiro
é sempre finito — o que é diferente de admitir um momento de inicializagao do
processo recursivo — & conclusdo j& nao é vdlida; mas também, nesse cago, 3
forma recursiva nio serd invariante,

A demonstragio do teorema ndo oferece dificuldades, sobretudo depois dos trabalhos de
Brown, Holt, Winters e outros sobre a técnica de alisamento exponencial. No entanto,
tanto quanto se conhece, este ndo se encontra explicitamente formulado. Reputa-se que o
teorema tem uma importincia tebrica qualitativa, pois mostra a existéncia de uma relagio
estreita entre a forma recursiva dos estimadores e o peso atribuivel as observagies. A
relacio entre esssa forma dos estimadores e o tipo de modelos subjacente ndo é agora
dificil.

Com efeito, e para continuar o estudo apenas pelo caso mais simples, de modelo sem
tendéncia, repare-se que a formulagdo (8.1') é compativel com diferentes tipos de processos.
Confrontem-se dois casos.

Em primeiro lugar 0 MODELO ECONOMETRICO CLASSICO, que terd a forma simplificada

£ =8+6 Ee; =0, Ee,e=08a0° (8.5)
e, em segundo lugar, o chamado MODELO DE MUTH (1960, p.302), que terd a forma

zi=m+e Ee=Enp=FEeq=0 6)
o=y + Eeser = kEnam = Sa02 .

com 2 condi¢do ipicial po = a.
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No caso do modelo econométrico o preditor centrado, linear e de varidncia minima ¢
fornecido pela equagao

i
§¢+1|¢ = Z;’ﬁﬂ, (8.7)

=1

como é sobejamente conhecido. Tratando-se de um filtro com pesos homogéneos, 1/t, isso
significa , em particular, que um fitro com pesos diferenciados ndo fornece preditores de
varidncia minima para o modelo (8.5).

Em contraste, Muth (1960, pp.303—4) demonstrou que o filtro 6ptimo (de varidncia mini-
ma), para o modelo em que o nivel do processo evolui segundo “passeio aleatério” —
modelo (8.6) — & o preditor de alisamento exponencial e nao o OLS.

Hi pois uma correspondéncia entre o peso éptimo das observagoes e o modelo subjacente.

O problema pode ser imediatamente intnido se se verificar que a covaridncia entre Zi41
e z¢; ¢ constante no modelo econométrico(?) e decrescente no modelo de Mutk. No
primeiro caso qualquer observagio fornece um dado de valor informativo equivalente para
a estimacdo de a = Fz;4, enquanto no segundo a informagao fornecida com z¢—; tem
valor decrescente com § (i > 0).

Redugindo ambos o0s casos a forma trativel pelo método dos minimos quadrados ter-se-4,
para o modelo econométrico

Tt =8+ Et—n

{8.8)
L1 =@+ €1

nn=a+e

e, transformando o modelo de Muth de forma adaptivel 4 estimagio de 41 = EZyy,

(2) Alids nula
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;% Tt = Pta1 =t = h—t ="~ = Th—n + Et—n

.

:i Zi—y = P41 — 1 — &

i T =1 — a1 H 8

S

b ﬁ No primeiro caso 2 matriz de covariincia correspondente is observagdes é escalar: {1=o2].
EE No segundo caso essa matriz terd a forma de (1= 021 +03Q,com @ dada por
]

’ii n n-1

21
Q= n:.l n—-1 --- 21 (8.10)

1 1 - 11

A estimaciio de a aplicar-se-d o oLs enquanto 3 estimagio de py4a se aplicard o modelo
de Aitken {V. e.g. Johnston, 1984, p.291) 0 qual, como & Obvio face a @, ponderard mais
fortemente as dltimas observacdes.

Nio vale a pena prosseguir e apresentar a demonstragio de Muth. Parece ja clara a cor-
respondéncia entre o alisamento exponencial e dada classe de modelos, que niio é extensivel
a0s esqilemas economéiricos tradicionais.

i O que se disse para modelos sem tendéncia estender-se-4 sem dificuldade aos casos em que
! a tendéncia linear evolua segundo “passeio aleatéric” — MODELO DE THEIL E waGe():

1 oo = Pt

; ; =1+ B +m (8.11)

’ Br—1 = B2 + -1 !
‘ : ou ainda para modelos mais complexcs. No caso (8.11), por exemplo, serd aplicdvel uma

» - técnica conhecida como alisamento exponencial duplo (V. e.g. Gilchrist, 1976, pp.72 e
By segs.), mas o principio de base é semelhante.

,\ ' Na generalidade dos casos & possivel adaptar esses modelos a uma forma do tipo da (8.9}

e, em seguida, aplicar-lhe o modelo de Aitken. E nisso que consiste o chamado meétodo

v ' ®) V. Theil e Wage (1964), “Some observations on adaptive forecasting”, Managemené Sci-
A ence, 6, pp.324-42.
8
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dos minimos quadrados ponderados (4) que d4 um peso 3s observagdes decrescente com
a sua antiguidade. Essa ponderagio pode, alids, ser obtida directamente a partir dos
coeficientes f de alisamento. A técnica, aplicada sem pressupor um modelo compativel,
é um exemplo de procedimento estatistico sem fundamentagio probabilistica, conceito a
que se fez referéncia no final da primeira secgdo.

Estranhamente, a questio da correspondéncia entre modelos estocdsticos e técnicas de
previsio é muitas vezes esquecida, encontrando-se mesmo alguns erros(®), A eficicia de
métodos como os do alisamento deve ser entendida como indicando que o fenémenc em
estudo deveria ser modelizado de acordo com um esquema que compreenda a variabilidade

dos parimetros.

De acordo com o resultado expresso no teorema 8.1 pode-se agora raciocinar em caminho
inverso ao usual. Em lugar de comparar empiricamente processos preditives e optar por
filtros recursivos apenas por se concluir que eles permitem melhores resultados priticos,
deve-se ir mais Jonge e concluir que essa melhoria pritica significa que o processo, a ser
adequadamente modelizado, devers contemplar uma evoluco estocdstica.

O raciocinio habitual em previsio, de considerar que as observagbes mais recentes devem ser
mais fortemente ponderadas, pois elas transportam informagio estatisticamente mais signi-
ficativa, ters de ser interpretado como obrigando & opgdo por modelos tedricos estocdsticos.
E, se o methor filtro recursivo é precisamente o que pondera as observagoes de forma de-
crescente com a sua antiguidade {teorema 8.1), isso significa que o sucesso da metodologie
recursiva estd indissoluvelmente ligado a modelos estocdsticos nos perdmetros(®) Por aqui
ge vé que o Filtro de Kalman representa muito mais do que um algoritmo de previsio.

Abandone-se agora o caso particular de um simples processo estocdstico e retorne-se ao
modelo de Kalman. A equagio preditiva é, de certa forma, uma generalizagio da férmula
de alisamento exponencial e, tal como esta, pode ser expressa em duas formas aliernativas.
Recorde-se (7.4) e (7.4') e reescrevam-se essas expressoes do modo seguinte

V. Montgemery e Johnson, 1976, pp.76-96.

Moatgomery e Jonhson (1976, p.76) cometem expressamente a incoréncia de adoptar
minimos quadrados ponderados no contexto de um modelo economérico homoesceddstico.
Mesme Brown {1963, pp.87, 101) ndo parece nada claro neste problema.

Uma discussio rigorosa das técnicas dptimas de alisamento, adaptdveis aos diversos tipos
de processos, pode encontrar-se em Granger e Newbold, 1986, pp.172-5.

Por pardmetros entendem-se aqui os usuais parimetros descritivos da econometria: nivel,
tendéncia, taxa de crescimento, etc. ..
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Reprye = FXije—r + KiFe (8.12)

Repip = (F = KeH)Repe—1 + Ky (8.13)

A primeira expressio é por vezes chamada férmula da corregio do ervo, e a segunda a
férmula de recorréncia (Gilchrist, 1976, p.43). Ambas terio uma interpretagio bayesiana
evidente, pois exprimem um processo de aprendizagem em que as estimativas sdo sequen-
cialmente corrigidas pela incorporagao de novas observacoes. Essa interpretagao, para ser
rigorosamente tratada, implica uma definigao da natureza estatistica do sistema. Admite-
se, habitualmente, que o sistera seja gaussiano, o que significa que todos os seus vectores
aleatérios seguem uma multinormal.

Neste quadro é possivel resolver o problema de encontrar a distribuicio a postervors de
X:41 incorporando a nova observagao Y. O fundzmento da abordagem bayesiana estd
1o cilculo dessa distribuigio a posteriori que €, como se sabe, proporcional ac produto da
verosimilhangs pela distribuigio o priors (7). O cdlculo recursivo das previsoes torna-se
equivalente 3 aplicagio da férmula

plxs41Y2) o plyelxess, Yi1) X p(xesa[Vi1) (8.14)

A demonstragio bayesiana é mais directa se se encarar o problema da filtragem. A previsio
serd imediata fazendo EZyqape = FEepe € Teqape = FEZy FT+GQGT. Também é vantajoso
utilizar as inovagdes em lugar das observagdes, e tal procedimento néo Jevanta problemas
pois estas 8o reconstrutiveis a partir daquelas. A férmula bayesiana serd entio reescrita

p
na forma

plxe[s, Yem1) o p(Felxe, Yim1) X plxelYi-1) (8.15)

V. e.g. Murteira, 1983, pp.30-2.
A proporcionalidade ¢ representada pelo simbolo .

]




Teorema 8.2

Em sistema gaussiano, o filiro de Kalman forma as equagoes recursivas que per-
mitem actualizar a distribuigio a posteriori de Xx; a partir da sua distribuigao
a priori e da verosimilkanga, condicionadas todas pelo registo das observagoes
Y.

Demonstragio: Seré apenas delineada(®) e, por simplicidade, referida ao pro-
blema 6.3.

Decomponha-ge a solugdo do problema nos seus vArios passos.

(i} No momento {—1 ter-se-4 a distribuicao a posterion para x;—i, perfeita-
mente determinada pela média 2;_,)—; e pela varidncia Ly yjt—1. Como o
sistema é gaussiano é a distribuigio condicional que estd em causa (V. seccdo
6). Eesa distribuicdo é posterior ao conhecimento de y¢-—1.

(ii) Calcula-se entdo a distribuicao a priori para X, que terd valor esperado
Rejt—1 = FRe—1jp—1 € covaridncia Tyt-1 = Fhiqje-1 F T +GQGT.

(iii) Calcula-se também a verosimilhange do erro (F¢xe, Yi1); o seu valor
esperado serd y¢ — Hx; = H(x)—1 — FJ’E;;1|¢_1) e a sua covariincia

H(FE g1 FT + GRTGIHT +R

(iv) O calculo da distribuicdo a posteriort de x; ¢ grandemente simplificado
atilizando o lema 3.2. O vector multinormal  [x; §:]T, condicionado por
Y:—1, terd como valor médio [F=R,—1je—1 0}7 e como matriz de covariincia

FEy 11 FT + GQGT (FEi—1yp—1 FT +GQGT)H T
H(FEsopa FT+GQGT) H(FE1FT +GQGT)HT +R

pelo que a aplicagdo do referido lema permite concluir que a distribuigao a
posteriori de (x¢|¥¢, Ye—1) = (x:]Y:) tem como média

FRy_qji—1 + Ki¥e (8.15)
e como covariincia
2;'; = FB;..“;-],FT + GQGT - K:H(FE;...”;-;FT + GQGT] = (816}

= (F - Kt H)(Beo1jt—1 FT + GQGT)

(8} V. Meinhold e Singpurwalla, 1983.




em que K} ¢é definido por

K} = (FSu1i1 FT+CQGT)HT (R4 HF Sy _yje—t FTHT + HGQGTHT)"!
(8.17)

T TR AT AR R S A ey

O Filtro de Kalman pode pois enquadrar-se numa visao bayesiana da estimacao e pre-
visdo. Ele pode ser visto como um processo de formar uma primeira estimativa sobre o
“egtado da natureza® — x; — e de adicionar uma correcgdo a essa estimativa, feita apds
o conhecimento da nova observacio — Y. A correccio é determinada pelo sucesso que
a estimativa a priori teve na previsio da observagio (9).

e e R

Um outro procedimento bayesiano, que consiste em formar uma primeira estimativa difusa,
ou “niio informativa”, quando o conhecimento das varidveis de estado ¢ muito insuficiente
(Berger, 1985, pp.82 e segs.), encontra também aplicagdo directa no filtro de Kalman. Para
i880 serd necessirio procurar expresses alternativas s usuais no filtro, pois uma “prior”
difusa corresponders A situagio de Yio|—; sernao limitada, e isso ndo é comportdvel pelas
equagdes de recorréncia j4 deduzidas. O caminho consistird em trabalhar com as matrizes
inversas de L, chamadas essas MATRIZES INFORMATIVAS (19), de forma a que as equagoes
do filiro possam admitir Eu‘lf_l =0.

TR, TR T N T

D T A R R

Ser4 necessiria a utilizagio do seguinte lema.

Lema 8.1 {Lema da inversio matricial)

v Sejam A, B e C matrizes, respectivamente de ordem {nxn),(pxp) e (nxp).
Ter-se-a0 o8 seguintes resultados sempre que as inversas assinaladas existam

£ (I+ACB-1CT)-1A= (414 CB-1CT) 1 = (8.18)
=A— AC(CTAC+B)'CTA

‘ (I + ACB-1CT)1ACB! = (8.19)
1 = (A~! + CB-1CT)"10B~! = AG(CT AC + B}~

() Foi alids esta correspondéncia do filtro com a metodologia bayesiana que levou Harrison e
Stevens, no seu trabalho pioneiro sobre previsio econométrica pelo filtro de Kalman (1971,
1976), a designar o seu método como “Bayesian Forecasting”. E curioso que, no i-

. menio do debate que seguiu & apresentacio do seu trabalho tenham sentido necessidade

£ 4 de responder: “however, we are not religious bayesians”. V. Harrison e Stevens, 1976,

pp-205, 231 e 241. '

(19) V. Jagwinski, 1970, p.231 e Anderson e Moore, 1979, p.139.
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Demonstragio: A primeira igualdade de (8.18) é imedia.ta.; a segunda é verifi-
cada directamente fazendo o produte

[+ ACB-'CT||l - AC(CT AC+B)™*CT| =1
As equaches (8.19) resultam da anterior pre-multiplicando-as por  CB~1 e
aplicando a identidade CT ACB~! = (CTAC+B)B~! 1. Veja-seem Jazwin-
ski, 1970, pp.261-2, alguns resultados complementares,

A aplicagdo do lema da inversio matricial permite encontrar forma alternativa para as
equagoes do filtro de Kalman. As novas f6rmulas recorrentes serdo deduzidas no quadro
do problema 6.3, nio tendo dificuldade a sua extensio 208 outros casos. Apresentar-se-do
tanto as equagdes de filragem como as de previséo em um passo(11),

A aplicagdo de (8.18) A identidade
Eeje = Lgje1 — B H T(HBge— HT 4 R)™ HEyjes

encontra imediatamente

q,‘ = Eﬁ,‘_, +H'R'H

Para a dedugdo seguinte convém definir

A= (F)ELF
B, := AG[GT AG +Q~))™

Aplicando de novo (8.18) A identidade

Eeprje = FEgeF T +GQGT

enconira-se

(1) ¢f Anderson e Moore, 1979, pp.139—40.
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e = (AT +GQGT)
= (I - AGIGT AG +Q'7'GT)A,
= (I - B.G") A

Utilizando {8.19) pode expressar-se o ganho de Kalman em fermos das matrizes informa-
tivas

K= Fzglt_lHT(Hzglg_lﬂT + R)'1

= FLylHTR™

Para encontrar as estimativas do estado é til definir os vectores

~ — _1 o~
atjg—1 = Egp_]xﬂl-l

_~ — —T
at == Bq; Xeje

reencontrando-se as varidveis de estado pela solugdo numérica das equagOes, sem neces-
sidade de proceder s inversies matriciais. A aplicagao das férmulas recorrentes para as
covariincias permite agora escrever

Appe = (I — BiGT)AcF Ry
=(- BgGT)(F"‘)TE{"‘i,I,
= (I - BGT)(F~) Ty
A equagio de medida-actualizacao pode também ser transformada

Ry = Ret—1 + St HT (HEap—r HT + R)~{y: — HRyje—1)

A = Byp—r + H Ry

Sintetize-se a forma alternativa do filtro
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Teorema 8.3 (Filtro informativo)

Nas condiges do problema 6.3 as equagbes recursivas do filtro de Kalman,
tanto para a previsio em um passo coro para a filiragem, podem ser expressas
em termos das matrizes informativas -1 resultando nas seguintes equagdes

By = Byt + HT Ry, (8.20)
fepip = (I — B.GTHF~1)Tay, (8.21)
o1 = Eo_f_,fol—l (8.22)
g =i tHTRH (8.23)
E?-:m = (I - BGT)A (8.24)
;il_l =F;! (8.25)

O ganho de Kalman serd fornecido por

K, = FLg HTR™! (8-26)
e as matrizes e vectores A, B,a sdo dados pelas seguintes definicdes

A= (FY)TEg Pt (8.27)
B, := AG(GT AC +Q1) (8.28)
8y 1= Zgi“')iqg (8.29)
Al = Eﬁg‘_liﬂt—l (8.30)

Demonstragdo: Segue das considerages precedentes. Forma alternativa, ex-
pressa directamente em termos das varifveis de estado, encontra-se em Brown,
1983, pp.217-9.




kA T TR T

e S e g

i L e K A o G L i e TR it e R 0 N A el

(1)

(2)

9. Espaco de estados, problemas de identificaciio e estimacdo

Na seccio anterior abordou-se 2 relagio entre a recursividade do algoritmo de Kalman e
o cardicter dinimico dos sistemas estocisticos. Que o filéro representava mais do gue um
simples algoritmo e pressupunha uma dada representacio sisiémica dos processos aleatérios
foi imediatamente compreendido por Rudolf Kalman (Kalman, 1960; Kalman ef al., 1969).
Posteriormente, em meados dos anos 70, os trabalhos de Akaike (1974 a,b) forneceram a
base para a representacio e estudo dos processos estocdsticos como sistema dindmico finito,
através da chamada representacio markoviana em espago de estados. E a partir desses
trabalhos que 0 modelo de Kalman ¥ := (F,G,H) encontra uma aplicacao generalizada
no estudo e previsio de sucessdes cronoldgicas e, mais geralmente, na teoria das “Time
Series”.

“No modelo de Kalman o estado — representado pelo vector aleatéric x; — tem o sentido
fisico de especificar completamente a informagio transmitida do “passado” para o “futuro”
(Priestley, 1984, p.172), de tal forma que o comportamento posterior do sistema seja
completamente determinado pelo seu estado actual — x¢ — e pelo fpul futuro —
Wi, Ve, 0. Se se omitir o inpul deterministico wu; e a evolucio conhecida de F,G e
H, cuja a consideragio nio é importante para o presente estudo, a simples inspeccio do
modelo revela esse cardcter markowiano do sistema:

Xt41 :FXt-I—GVﬂ

9.1
yvi=Hxi +v: ©1)

Como Ew,w{, = Ev;v] , = Evyw;_, = 0, a informacio obtida para a varidvel de
estado X, através das observagoes, condensa toda a informagao relevante para a previsio.
A estimativa R: descreve completamente o conhecimento do estado do sistema.

O conceito de estado, associado a um vector que se pretende de dimensdo minima, parece
corresponder ao conceito epistemolégico de simplicidade. Vale a pena reler Karl Popper:
simplicidade e representagio do sistema por varidveis de estado aparecem identificados
com parciménia de parimetros do modelo e com elevada exposigio ao teste pratico ), E
pois fundamental definir rigorosamente o conceito de estado (2).

“Falsifiability”, no dizer popperiago. Esta representagio aparece também como contendo
vma elevada improbabilidade a priori, o que significa, apés os testes da prética e da critica,
uma robusta aderéncia & realidade. V. Popper, 1980, pp. 136-45.

Seguir-se-4 de perto Akaike (1974,b).
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Considerem-se dois processos aleatérios de segunda ordem {y:} e {2}, mutuamente
estaciondrios em covaridncia e centrados: Ey: =0, Fg; = 0. Denotar-se-4 por £{l) a
matriz de covaridncia Ey;y8], epor Z: o fecho, em média quadritica, da variedade
gerada por  Z; = {2:,%t1,...}. Os preditores ¢, 7> 1, em notacio agora 6bvia, 830
as projecoes Bfy;|2;]. As expressdes alternativas da equacio de Wiener-Hopt

Ey.s = Ey r|t5}
E(Yf —?ﬂg)!{ = Eif!tm-kr =0 k= t,t- 1,...
mostram que toda a mformagao dada por Z; sobre yr estd contida na projecgio ¥y

— a inovagio é ortogonala Z;. A equagio de Wiener-Hopi, releia-se (4.13'), mostra ainda
que

EF iyt -m = R +m) Im=01,... (8.3)

O espago predidor, ]}], serd o fecho da variedade gerada pelas projecgdes de  yi4i
em Z;. E pois um subespago de Z;, formado pelas combinages lineares dos preditores
¥or, 7>t Admitir-se-i sempre que g; tem dimensdo finita.

Denote-se por {Xq¢,Xat, - Xep} uma base do espago §j:, base nio necessariamente
orfonormal. Pode representar-se ¥y, por meio de uma transformagao linear H* de
X = [XuXgt .- . Xep] T,  Fop = H*xe. Pelo que, introduzindo a inovagio v := ¥y, se
¢nconira

ye=H'% + v (9.4)

sendo por isso v; L Z;, constituindo um “ruido branco”.

No momento ¢ + 1 ter-se-4 a variedade Zi1; e, em geral Zipq # Zi, 0 que altera os
preditores ¢ permite construir a nova base para ﬁ‘ﬂ. O vector formado pelos elementos
dessa nova base serd  Xy4y. Denotese por W; =& a inovagio do processo {&e}.
Ter-se-d

Wi = Zept — B4t (9.5)

Sendo pois {w:} um processo puramente aleatério {V. Teorema 4.2).
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Cada elemento de ﬁ“, em particular X¢41, pode ser obtido como a soma de duas
combinagbes lineares — uma do vector da antiga base e outra da inovagao wi que lhe é

ortogonal:

Xep1 = F%x + G we (9.6)

Chegou-se assim a uma representagio markoviana do processo {x:}, mostrando que {odo o
processo aleatdrio estaciondrio admite wme representagdo pelo sistema L= (F,G, H) —
na condigio de o espago de predilores i ter dimensio finita. £ esse cardcter dimensional
de ¥ que Kalman (1982) refere como caracterizando a finitude dos parémetros intrinsecos
ou coordenadas definidoras do sistema (V. seccio 6).

Tendo o sistema  E* := (F*,G*, H*} sido determinado por este processo, fica garantida
a upicidade de F*, uma vez que a base X; tem dimensdo minima ¢ que w¢ lhe é
ortogonal. Se a covariincia Ew,w] for matriz nao singular G* 6 também tnica.

Naturalmente, outras representacoes equivalentes seriam possfveis. Bastaria, por exemplo,
que X; ndo constituisse uma base mas apenas um conjunto de geradores de variedade
_'ly}, para que outros sistemas fossem determinados, naturalmente com matrizes de maior
dimensdo. Assim, tendo em vista o processo subjacente, definido pelo input % ow, indife-
rentemente (Teorema 4.2 —i), pelas suas inovacoes wi, e pelo oulpst yi, 2 representagao
desse processo pelo sistema (F*,G*,H*) ¢é chamada REPRESENTACAO MARKOVIANA
MINIMAL. -

Pode agora precisar-se o sentido da expressio “estado do sistema”, seja este minimal ou
0. Em cada momento { o ESTADO serd o vector X e 0 ESPACO DE ESTADOS, S€rd a
variedade gerada pelos componentes de  X:.

As expresses aparecem plenas de significado.

O estado representa o conjunio de predilores {ﬁtlg,ﬁ;+m,...}, concentrando assim ¢ to-
talidade da informagio sobre o outpul fuluro que estd linegrmenie contida nos inputs pas-
sados. Se a realizagio for minimal o estado tem a menor dimensio, a que corresponde a
simplicidade no sentido popperiano.

A aplicagio dos resultados precedentes permite langar nova luz sobre o8 processos ARMA.
Recorde-se que se partiu de um processo com input % e output y: e quese obteve
uma representacio pelo sistema L = (F,G, H), doravante designada por representagio

em espago de estados. Comegard por demonsirar-se que o MesMO € possfvel para qualquer
processo ARMA multivaridvel (Akaike, 1974 a).
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O processo ARMA {y:} serd definido por

Yo+ Aiye-1 4+ ApYt—p =W + Biwi-1 + -+ ByWi—g 9.7)

com o8 pressupostes Ew: = 0, Ew,w] = 4G, Eyw]; =0 para >0,
sendo A; e B; matrizes de coeficientes. Assumir-se- que as equagoes caracteristicas
IVI+EN-14;| =0 e |\I+EAB{ =0 tém seros fora do circulo unitério. E entio
possfvel exprimir y; como processo linear geral (3):

o0

Y= Zwiwt—i, Wo:=1 (9.8)

1=0

Os preditores ¥ = Elys|Ye} terdo de satisfazer 2 relagao

?rlt + Al?r—l[t +---+ Ap?r-plt = (9'9)
= a’f|t + Blﬁr—lu +---+ Bq-—lﬁf—-qlh
obtida pelo operador Ef-|—] nos dois membros de (9.7). Note-se que ¥, =y, para

r<t ¢ Wy =0 para 721 pelo que o segundo membro serd identicamente nulo
quando 7 —g > t. Claramente, a inovagao & yi—Fi—1 =¥ =we.

Pela observacdo de (9.9) verifica-se que frjg, com 7 > t, pode ser expresso como
vector da variedade gerada pelos preditores VM = {Fope, Feanje - Feym—1e} emque
M =maz{p, q+1}.

Definindo A;:=0 para i=p+1, p+2 ...M, encontra-se

Feonape = —ArFean—ap = — AT (.10}

que é apenas uma ilustragio particular do facto de os preditores ¥+ pertencerem &
variedade gerada por f’t‘“ — note-se o paralelo com a representagio de Ansley (1979,
p.61) em (5.12).

Da representagiio como processo linear geral pode agora encontrar-se, operando de novo o
projector,

(3} V. Nota Anexa I0.
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expressio que pode ser reescrita na forma

Feertifeer = Fear4ife T Wiwe (9.11)

Defina-se o vector X = [Fe¥ e Far—apl £ 6bvio, por (2.10) e (9.11), que ele
admite 2 representagac

0 I 0 Wo
0 0 0 Wi
X4l = 0 [ x; + W s Wi
M—2 9.12
—-Apm —An-a1 -4 Wa-1 (812)

Ora isto mostra que qualquer processo ARMA pode ser representado na forma de um sistema
de Kalman, com a particularidade, removivel, de as observacoes serem feitas sem erro —
plv: = 0] = 1. Assim, qualquer processo ARMA lem ema representagdo markoviana em

espago de estados.

Tnversamente suponha-se que o processo {y:} tem uma representacio pelo sistema
¥ .= (F,G, H), igualmente sem ruido observacional:

Xe41 = Fxe + Gwe
ye = Hx

Exprimindo o polinémio caracteristico de F, |AI — A= A" + iamAP‘"h pelo teorema

de Cayley-Hamilton F? + )i‘amFP'"‘ =0.

Como
Yipi = Py + P lGwWep + - F*Gwigi,

basta definir B; := H(F' + a1 F*~1 + .-+ 0;F°)G para obter imediatamente a repre-
sentacio ARMA
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Yiup + 01Yeap—t + oo+ ¥t = Wepp + BiWegps oo Bp 1wt (9.13)

Estes resultados mostram que qualguer processo estocdsiico eslaciondrio, representade em
eapagos de estados com mairizes F,G, H, ¢ equivalenle a ym processo ARMA, tal como
qualquer processo ARMA € representdvel em espago de eslados.

Dadas as vantagens computacionais do Filtro de Kalman é de indagar se nio existird qual-
quer processo pritico de gerar uma representacio sistémica de um ARMA, transformando
assim um processo de relagbes complexas e envolvendo varidveis em p,q distintos mo-
mentos, BYIL outro processo, com caracteristicas markovianas, em que as relagdes entre as
varidveis apenas abrangem dois periodos temporais.

A resposta a este problema foi igualmente fornecida por Akaike (V. Akaike, 1974, p.367),
mas existem sempre modelizacdes alternativas ¢, na maioria dos casos, ndo é dificil encon-
trar uma formulagio apropriada.

Exemplo .1 (AR (2))
Seja dado o processo
T+ a1T—1 + 62%—2 = &t
Defina-pe !:{2) = ¥y, Gsl) 1= —@9Tt{—]. Pode entdo escrever-ge
1) 1}
_tz _ 0 —ag 3!_1 0
<[] =[F =2 ] -

o que corresponde i equagio de transicdo Xi = FX(..] <+ W;. Para reencontrar Tt pode fazer-se
Ty = {0 llxt. A equacio AR(3) e a de transicio sio absclutamente equivalentes, mas enquanio a

primeira envolve uma dependéncia em dois passcs a segunda representa um processd de Markov.

{Exemplo retirado de Priestley, 1981, p.797).

Exemplo 9.3 (Modelo de Theil ¢ Wage)

Considere-se o modelo {8.11}

2=+ &
Pt = p—t + P+ e
Bi=P1+ 6

adaptado 3 descrigio do fenémenos aleatérios que seguem um cregcimento aproximadamente linear {“local

tinear trend”, Gilchrist, 1978, p.64) mas em que tanto a tendéncia (ﬂg) como o nivel {Pt) evoluem
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segundo “passeio aleatério” continuo. Considerando os rufdos £, Mty {t como processos puramente
-, . -
aleatérios nio mutuamente correlacionados; o modelo fornece & previsio Zopt = it + 140 em que P

[ ﬁg pio parimetros a estimare Tt pode considerar-se como o processo observado, Aparece assim &

formulacio segundo o sistema estocdstico,
[t | — 11 Bt + h+1
Bi+2 0 1| {fn Gt42

z=i1 0] [ﬂfL]“'

sendo claro que o estado & dado por Xt = [pg ﬁf,.H]T.

Mas este modelo tem sambém uma formulecio como ARIMA {0,2,2). Exprimindc a8 primeiras diferencas

na forma

Ani=Fat+mte—a—
Azpq = fr—1 + N1 + E1—1 — Et-2

encontra-se

Az = (e + ) + (—260-1 — th-1) + (—€t—3) + ¢

& pode modelizar-se o processo, por exemplo pelo sistema

Et41 00000 0 £t 10
e+1 000000 7t 01
g |_|1 0000 0] &1 + 0 0 {41
m | |01 0000 [m 00 [mﬂ]
E1—1 001000 €t—2 00
-1 00010 0] |m-2 00
£t
nt
2. — — €i—1
A 21—[1 1 2 1 1 0] it + Gt
€42
-2

A inovagio do estade € dadapor Wi = |€¢+1m+;]T e o *rujdo® do processo observado, A2 T ¢ i

163




(4} Em econometria ver, por exemplo, Harv

Observe-se como a primeira modelizagio é mais clara — por fornecer um sistema em termos dos coeficientes

de estimagio relevante — ¢ gimultaneamente mais simples — por necessitar de um menor ndmero de
parimetros. O contraste serd reanalisado na secgio scguinte, poin eatd na base de eriticas que Harvey,
Durbin e outros tém condusido & metodologia de Box-Jenkine.

Abordar-se-ao ainda dois problemas relacionados com a modelizag3o em espago de estados:
a identificagio ou escolha do modelo e a estimagio de parametros.

Na fase da identificagio ou escotha do modelo — o8 econometristas preferem esta iltima
expressio por evitar confusSes com o homénimo problema em equagbes simultineas —
ter-se-4 presente que diversas alternativas sio possiveis, tal como o exemplo precedente
o mostra. Este problema estd relacionado com o da estimagio, pois muitas veges as ma-
trizes F,G ou H possuem parimetros desconhecidos e serd preferivel consideri-los como
“parimetros” de estado.

Pode por vezes pensar-se que o Filtro de Kalman e a teoria do espago de estados revela
nesie aspecto uma deficiéncia ndo encontrada nos métodos de regressio clissica. Uma
simples andlise revela como essa suposicao ¢ falsa, pois qualquer equacdo econométrica
pode ser modelizada em espagos de estados, introduzindo como varidvel desconhecida, a
estimar, precisamente, 08 parimetros dessa relagio econométrica (V. exemplo 1.3).

O que acontece é que a abordagem de qualquer processo aleatério “real” pressupOe sempre
algumas definigoes aprioristicas na sua modelizacio — e esse facto é caracteristico da
prépria actividade cientifica. Como o reconhece Kalman (1960, p.40), “We shall find it
convenient to start with the model [..] and regard the problem of obtaining the model
itself as a separate question. To be sure, the two problems should be optimized jointly if
possible, the author is not aware, howeverof any study of the joint optimization problem”.

Passados 27 anos, alguns progressos foram feitos no sentido de seleccionar um modelo, mas
sempte dentro de uma dada classe de modelos admissiveis (4}, pois sem essa restricdo o
problema nio tem significado.

Que a selecgio de modelos e a estimacio de parimetros sio problemas relacionados, éo
que se mostra 1o exemplo seguinte.

. 1981 b, secgdo 5. No quadro da estim !
por Filtros de Kalman ver Jaswinski, 19;& seccoes 8.4e 89 e Andgrson e Moore, 1%
capitulo 10.

Of)roblema da relagio entre a qualidade do modelo, mais do que a qualidade do algoritmo,
e a precisao preditiva é bem expresso por Witten e Cleary que mostram, com exemplos
bem sugestivos, que o problema fundamental estd “on your cleverness and diligence in
formulating and expressing the model” (1986, p.18}.
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Exemplo 9.3 (Identificagio de coeficiente de ARMA)

S oA St e e P

No exemplo 9.9 o processo puramente aleatério {vectorial) componente de um ARMA (0,2) foi tratado como
o estado do sistema € os coeficientes foram fixados e introduzidos na matris H. Na formulacio de Akaike
o8 coeficientes antoregressivos estavam introdusidos na matris F ¢ 08 de médias méveis determinavam a

matriz (7. Tratando esses coeficientes como varidveis aleatSrias de estado, o Filtro de Kalman fornece um

métode de estimacic doa seus valores. Escreva-se ¢ processo ARMA, com oe coeficientes autoregressivos

@' 1= a; e coelicientes de médias méveis aP¥i := b;, na forma

&
B
o
B

ptalyo1+-taPpp = toPtla 1+ o+ +0P e,

S

Considere-se que os coeficientes seguem o processo aleatéric

.‘? “{+1 = '12 + wl

St P T

:;‘ Serd necessirio assumir valores para a varifncia de wl , que serio infimos caso se considere que os
{:{ ceeficientes sio de facto constantes; assim como & necessfirio assumir uma estimative a priori para EE? i
v } estimative que poasibilitard uma muis ripide convergéncia se corresponder & realidade de processo mo-
ﬁ § delizado. As estimativas para a média de @’ também deverdo revelar o conhecimento prévio do processo.
£ %

: 3 Definir-se-4

xe=[o] of - oftT

w=[w} wf - o7

H, = [—y:—l — -2 " —Y—p Ei-1 Ei-2 °*° Et-—q]
v =E

e ter-se-d

Xep1 = X¢ + Wi

ye = Hpxe + v

Em cada momento admitem-se conhecidoa o8 componentes de Ht, sendo por exemple £t estimado

como reafiduo da equagio de medida. Uma via consiste em introduszir o coeficiente (unitdric} de & em

X¢ e considerar ¥ como erro de medida (5}.

{Exemplo parcialmente baseado em Anderson ¢ Moore, 1979, pp.50-1 ¢ Otter ¢ Tempelaas, 1980, pp.204-5)

(5) Entre outros Akaike (1974, pp. 370-2) e Schweppe (1965, pp.63-4), seguido este de nu-
merosos trabalhos sobg'e a estimagio do)s coeficientes por mdxima verc;simﬂhs.nga, fornecem
algoritmos alternativos a este método (V. Anderson e Moore, 1979, pp.51-2).
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(6)

Em situagbes praticas o majis comum ¢ admitir-se incerteza apenas sobre um bloco de
parimetros e considerar o outro bloco como perfeitamente determinado. Um algoritmo
apropriade para enfrentar essas situagdes foi desenvolvido por Schmid (V. Jazwinski, 1970,
p.285), com base no principio de que a incerteza nos parimetros produz uma degradagao
das estimativas. Para enfrentar o problema muitas e diversificadas metodologias sio
possiveis mas, se se admitir o principio bésico de considerar como varidveis de estado
os parimetros incertos, a solugio tedrica aparece como 6bvia (). Trata-se afinal de definir
um sisfema sumeniedo '

X1 = Fixe + Ayn+ Gywy

(9.14)
ye=Hxe +¥ip+vi

Em que os parimetros desconhecidos da equagio de transigdo — u — sao designados como
perdmetros dindmicos ¢ 08 da equagio de medida — p — s3o o8 pardmetros de medida.

Assumeseque u, P, X, {Wwi} e {v:} ndo estio correlacionades e, como usual,
serd necess{rio introdugir estimativas a priori para os momentos de m ede p.

Considerar-se-3 que a transi¢do dos parimetros desconhecidos é feita sem ruido

gy =W

Pi+1 =Pt

Definir-se-4 o vector de estado aumentado

Xt
xb = | (9.15)
P
¢ a nova matriz de medida
HY:={H 0 ¥] (9.16)

Cf. Otter, 1981, que desenvolveainda un: teste identificacdo dos parimetros, e Hawkes
e Moore, 1976, q?:e colocam o problema numap_l;?fspectiva bayesiana e derivam condicoes

de convergdncia das covarincias dos erros para o seu limite inferior. O inicio de uma
abordagem global do problema pode ver-se em Mehra (1971), que considera o caso limite

do desconhecimento simultineo dos parimetros de F, G e H ¢ das matrizes de covariincia.
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Ter-se-d o sistema aymentado

A _
X4 =

Fg A,t 0 Gt
0 I O|xt+|0w
0 0 I 0

{9.14)

Yf,:[Ht 0 it]X# +v:

Ao qual se aplicaré o filiro de Kalman prodezindo as estimativas

N E
Xeje = [ Qe
Prji

Fica ainda de fora o problema de obter estimativas aprioristicas sobre um con]unto de
elementos do sistema. Vale a pena referir o caso das matrizes de covarincia dos ruidos
pois, como refere Mehra (1972, p.693) “The basic source of uncertainty is due to unknown
a priors statistics of noise”.
Para enfrentar o problema da estimagio de R = Ev,v] ede Q= Ew,w] conhecem-
se, fundamentalmente, quatro tipos de métodos: bayesianos, de maxima verosimilhanga, de
correlagio e de ajustamento de covaridncias (Mehra, 1972). Referir-se-4 muito brevemente,
e apenas como exemplo, 0 métode de andlise de correlagio das tnovegdes, seguindo de perto
Mehra (1970, 1972), pois trata-se da abordagem mais directamente enquadravel na linha
geral do que tem sido exposto.
Designe-se por Vi= E§:.y7 , a matrizde correlagdo das inovagbes  ¥ijt-1 =
— HRyji1y = HXy—1 + Vi, supondo que elas sao (localmente} estaciondrias em co-
variancia. Se o modelo estiver correctamente especificado 2 matriz Vi serd nula para
lk| > 0, pois o filtrd de Kalman serd um projector, gerando um processo puramente
aleatério de inovactes. E esse facto que serd testado.

Para simplificar o problema omitam-se os indices sempre que possivel e considere-se que
FeH sioconstanteseque Gy=1l.

A matnz Vj serd dada por

Vy = Ef{H%; +vi)(HX—k +vik)] =
— H.Excos HT + HERVLy, k>0
=HY,HT +R
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por aplicagio da equacdo (7.3') e iterando a expressdo k passos relaciona-se Xe com Xg_k
£ CoOm  Vi_g, COmMO se mostra

=F(I - KH)Xt— —FKV!:-—I + W1

=[F(I - KH)*%-x + DF (I = KH~V [~ FKvi—j + wij] (9.18)
1=1
De onde resulta
Exi%e_x = [F(I - KH)|FD (9.19)
Exvi—g = ~[F(I - KH)]**FKR (9.20)

com Y=Ly = Ex¢x} , que se supord constante, admitindo que o filtro atingin um
estado limite de convergéncia. A expressio da matriz Vi aparece agora, para k>0 e
depois de algumas manipulagoes algébricas

Ve = HIF(I - KH)|*"'FIEHT — KVy (9.21)

sendo relativamente ficil mostrar, por introdugdo da férmula de K, que ela se anula iden-
ticamente para k> 0.

Se as pressupostas matrizes @ ¢ R nio corresponderem s verdadeiras matrizes de co-
variincias dos ruidos, o ganho de Kalman serd sub-6ptimo, tal como as estimativas X, e

a matriz Vi ndo se anulard. O método proposto por Mehra para resolver o problema e
fagzer retornar o filtro a um estado de optimalidade pode descrever-se nos seguintes passos.

{i) Denote-se por K e £ as matrizes estimadas e que se reconhecem sub-6ptimas pela
andlise da matriz empirica ¥, observada; calcule-se $HT em fungio de Vi,Va,.

(i) Calculese R=Vp-H BHT

(iii} Corrijam-se as estimativas pela forma

K=(SHT + SSHT)(HEGHT + R+ HSLHT) !

E=5+68

com 6= FIST - K(HS + H6%) + KHE + SHTRT - RV RTIFT

equagdes que se resolvem numericamente introduzindo o3 valores j4 calculados de $HT.
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Esboce-se muito rapidamente a prova de (iii).
De (9.19) deriva-se
£ =Ff~ RHS ~-SHTRT + R(HEHT + R)RTIFT +Q

Relacionando E(:= Epyip) com Dy e relembrando que o filtro terd atingido um estado
estaciondrio, encontra-se L = F(L — KHE)FT + @, de onde se deriva a expressao de
6% que ¢ introduzida no ganho de Kalman, corrigindo-o.

Nio vale a pena pormenorizar o estudo do problema pois reconhece-se que este algoritmo,
tal como alguns outros, ¢ sobretudo aplicdvel a situagdes de estimagio préximas da esta-
cionaridade, situagtes mais usualmente verificiveis em fenémenos fisicos do que na previso
de realidades econémicas ou sociais.

Embora sob forma diversa, agora virada para a previsio econométrica, o problema de
selecgdo de modelos e estimagao de parimetros voltard a ser abordado nas secqdes seguintes,
em que se procurara tracar uma panorimica das aplicagoes econémicas e das polémicas
em curso sobre a aplicagio dos filtros de Kalman.
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terceira parte

problemas recentes

O desenvolvimento tedrico efectuado nas seccoes precedentes terd conduzido o alguma fo-
miliaridede com a modelizagdo em espagos de estados ¢ com o algorilmo de Kalman. E
agora ficil perceber as suas polencialidades na modelizagdo economélrica e na premsdo.

Redescobertas recentes, feitas em alguns trabalhos estatisticos, ficam assim enquadradas
numa feoria de que esldo tracados os fundamentos primdrios. Nesta drea é preciso re-
conhecer que 0s passos maiores foram dados pelos matemdticos ¢ engenhetros da feoria do
controlo, ¢ que o seu avango € significativo. E precisamente a recuperagdo desse desfaza-
mento que Durbin, Harvey e outros investigadores t¢m procurado realszar.

A seccio gue inicia esta parte do frabalho sumaniza a introdugdo da teoria de Kalman no
ferreno economéirico ¢ apresenta o que se considerou ser mais significaiivo nos desenvolut-
menlos recentes. Trata-se de wm “survey”, limitado pelo espago e lambém pela preocupacdo
de ndo repetir resultados jd estabelecidos.

A secgdo seguinle — décima primesra — prossegue 0 “syrvey” numa perspectiva pratica
pois apresenta estudos de aplicagdes, resultados comparativos e sucessos mass destacados.
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10. O Filtro de Kalman como unificador de procedimentos preditivos

A redescoberta do Filtro de Kalman pela literatura econométrica é paralela a compreensao
das suas vantagens na modelizagio e previsao.

O trabalho pioneiro parece ser o de Harrison e Stevens (1971,1976), que encararam o filtro
numa perspectiva bayesiana e destacaram a flexibilidade do modelo de espago de estados.
Uma exposicao parcelar desses trabalhos pode encontrar-se em Kendall e Stuart (1983,
pp.528-30 e 647-9), havendo uma revisao mais actual feita por Bolstad (1986).

O trabalho de Harrison ¢ Stevens, apareceu num momento de questionagao dos métodos
estrapolativos. Apés algumas décadas de crescimento sustentado, nas quais os mode-
los econométricos de parametros fixos conheceram um grande desenvolvimento tedrico e
pratico, surgiram diversos factores de crise — usvalmente referidos aos choques petroliferos
— que levaram a mudancas insuspeitadas na evolugio das varidveis econémicas. O teste da
constancia no tempo das relagdes econométricas comegou a ser estudado sistematicamente
(Brown et al, 1975), e era claro que faltava uma fundamentagao tedrica para a construgao
de modelos adaptativos.

Métodos ad hoe, como o3 de alisamento exponencial, mostravam melhores resultados
praticos que modelos. econométricos rigorosos, e a previsio empirica subjectiva permi-
tia ter em conta dados nio abrangidos pela modelizagao estatistica. A critica & previsio
econométrica dirigia-se a um conjunto de limitagdes que pareciam inultrapassiveis, ou
sujeitas a correcgio apenas no exterior dos modelos: a incapacidade de medir movimen-
tos subjacentes que serdo importantes no futuro, o desprezo por efeitos de substituicio
implicitos, e a incapacidade de conjugar o controlo dos erros com wma evolugio dinamica
de parametros (Moyer, 1984, pp.68-70). Também a criagao de pesados modelos de equagdes
simultineas pdao obtinha sucessos praticos na previsdo de curto prazo. Comegava a ser
evidente a necessidade de numa metodologia de previs3o recursiva, que incorporasse a
variabilidade dos parimetros e permitisse adaptar os modelos 2 evolugio da conjuntura.

Neste contexto, Harrison e Stevens formularam uma “evidéncia® que duraate certo tempo
nio foi claramente compreendida: “it is a dangerous step to estrapolate to the conclusion
that because a method produces the *best fit’ on such a data series it is the best method
to employ in a forecasting system” (1976, P.205).

Para verificar que tal "evidéncia” nao era claramente aceite basta reler Kendall, que na
mesma altura tinha afirmado: “The safest was to gauge the reliability of a forecasting
method is to consider its perfomance over a period. From a suite of observed errors we can
form a good estimate of the error likey to be encountered in the future.” (1973, p.117}.
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Na realidade, a “evidéncia” incompreendida da posicao de Harrison e Stevens 56 tinha
sentido em face de uma modelizagao alternativa, que rompesse a separagio rigida entre
periodo de ajustamento e periodo de estimagio

t !

ajustamento‘

e introduzisse uma “dimensdo extra” no problema: a recursividade

previsac
o t

I ————

ajustamento

Por esse método estd aberto caminho “for the estimation of time-variable parameters
and states in stochastic-dynamic systems”. “Recursive analysis [..} provides a basis for
sophisticated new methods® (Young, 1985, p.213).

Como a recursividade esti associada ao cardcter dinimico dos sistemas (Teorema 8.1},
a redescoberta do modelo de esggqg..de-estados e do paralelo algoritmo de Kalman foi a
resposta encontrada por Harrison e Stevens.

Desenvolveram o chamado MODELO LINEAR DINAMICO, que é uma versdo simplificada do
sistema de Kalman. Af as duas equagdes matriciais sdo designadas de observagdo e de
sistema. O vector de parimetros desconhecidos encontra-se representado por & e as
observagdes por y:. A matriz de transicio é G ea demedida F; (1).A distribuicdo é

(1) Kalman (1982, p.205}, Parzen (1986, p.223) e outros, criticam justificadamente este {ipo
de alteragoes 3 nomenclatura usual.
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suposta multinormal.

yi= Fby +v,; Vi~ N(O, V;} (]0.1')

# = Ggat-—l + we Wi~ N(O, W:] (10.1")

Que o sistema (10.1) permite reencontrar muitos modelos de evolugio com seus casos
particulares, assim como existe algoritmo recursive de estimagao e previsao, sao facios
j4 amplamente ilustrados. Nio vale a pena desenvolver esses temas a que foi dedicada
parte substancial dos artigos de Harrison e Stevens. A justificacdo das potencialidades do
modelo como base de um sistema preditivo terd sido a contribuigao fundamental do seu
trabalho,

Como primeiro ponto essencial destaca-se a possibilidade de introduzir, em cada momento,
fnformagdo adicional externa aos dados quantitalivos histdricos.

Essa informacdo pode ser introduzida pelo menos por dois caminhos: meodificando os
parimetros da matriz de transigio ou considerando uma incerteza acrescida. No primeiro
caso tratar-se-d de promover a alteragio da matriz G, tal como foi mostrado no exemplo
6.4. O algoritmo nem por isso despreza a informacio passada, continuando a considers-
la na estimativa do estado. No segundo caso trata-se de admitir matrizes de varidncias
W, com valores mais elevados, o que descontard o peso de uma observacao “errdtica’
(“outlier”) ou de uma maior incerteza sobre periodo determinado de evolugdo. Como o
ganho de Kalman seré menor com maior valor das matrizes de covariincias, isso significa
que a inovagio registada terd menor peso na previsao do periodo seguinte. Retomando a
simbologia nsual ter-se-4

Ferrye = Herfepap = e By + Hea Kide (10.2)

o gue significa que os erros de previsac em periodos de maior incerteza podem ser descon-
fados na estimacao futura.

Como segundo ponto essencial do trabalho de Harrison e Stevens destaque-se a possibilidade
de desenvolvimento do processo preditivo com reduzida ou nula informagdo guantitaliva
hisidrica.

1156




De facto, a possibilidade de introduzir informagio externa aos dados quantitativos pode ter
de ser levada a um limite pela inexisténcia destes dltimos. Isto corresponde & inicializagio
do Filtro de Kalman com a fixacdo do sistema I := (F,G, H) e das estimativas a priort

Xq|—1 = X, Boj-1 = Fo (10.3)

A primeira traduzird o mais credivel valor inicial dos pardmetros e a segunda a incerteza
subjectiva que lhe é associada.

Mas julga-se que o contributo essencial do trabalho de Harrison e Stevens ¢ o lratamenlo
da incerteza na modelizagio. Para o efeito desenvolveram duas classes de modelos muiti-
processo que se apresentardo de seguida.

Fala-se dos modelos mult:proccsao de elaase I (Harrison e Stevens, 1976, pp. 220-4) quando
se considera que existe um conjunto de esquemas interpretativos da realidade, sob os quais
h4 incerteza, e quando se pretende efectuar previsdes com base nesses esquemas.

Denote-se por MY := (F7,G7, M?,Q7, RY) especificagio completa relativa a dado modelo
admissivel. Se o decisor tiver, em cada momento, um conjunto definido M = {M7} de

modelos alternativos e se inicializar o processo com uma dada credibilidade sobre cada
modelo — P} — ser-lhe-4 possivel actualizar essa credibilidade com base nos resultados
obtidos. Esquematicamente, num dado momeato ¢{, a probabilidade de ser vdlido dado
modelo M7 & proporcional & verosimilhanca e 4 probabilidade que lhe foi assinalada no
momento anterior

Pi = p(M{¥em1,¥e) & L{ye|M?, Yimr}.p(M Vi) (10.4)

Como o sistema foi especificado como gaussiano ¢ facil determinar por completo a dis-
tribuigdo condicional

p(?H—llt IYh MJ): [105}

assim como a credibilidade associada a cada previsio §7, dada por cada modelo.

Numa perspectiva decisional Harrison e Stevens consideram a ufilidade de cada previsao
— ou o simétrico da sua perca — que serd a fungio wu(.) do erro registado. Virias
abordagens sio possiveis.
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(i) Fizando um modelo tnico a previsio deixard de ser o valor Fi4qe dado pelo filtro
de Kalman, preferindo-se antes aquele valor particular que maximiza a utilidade. Como a
distribuicao de

8(Feqse) (10.6)

¢ determindvel (pela assumpgdo gaussiana do sistema) ¢ possivel calcular, para o modelo
§, a nova previsio

Yt*-{ﬂt 1 maz u(ii;,-p) (10.7)

(ii) Pretendendo-se escolher o modelo j com base num conjunto de periodos de previsio
seleccionar-se-d aquele que maximiza as utilidades esperadas

L
M1 maz E Elu(yy} )] (10.8)
=1
(iii) Admitindo-se como melbor solugdo uma combinagdo de previsies escolher-se-d aquele
Yipipe que maximiza a ponderagio das utilidades esperadas

Yivije = E E[u(ﬁ-;-i]cn'P / (10.9)
1

Os ponderadores sio as probabilidades assinaladas & validade de cada modelo.

Harrison e Stevens desenvolveram igualmente os modelos multiprocesso de classe II, em que
consideram a sucessio como sendo explicada, em cada momento, por um modelo provavel-
mente diferente do valido no perfodo anterior. Construindo uma matriz de probabilidades
de transicdo entre modelos, [mij], é possivel calcular a probabilidade de ser vélido de
um modelo em dado momento. Essa credibilidade é actualizada pela regra de Bayes, pon-
derando a credibilidade que foi assinalada no momento anterior pelas probabilidades de
transicio (Harrison e Stevens, 1976, pp.224-T)

Por aqui se vé como a abordagem de Harrison e Stevens, inspirada no modelo do espago de
estados e utilizando o Filtro de Kalman para actualizar a distribuicao de §4.1jt, se comeca
a afastar da metodologia cldssica para adoptar uma perspectiva claramente bayesiana. O
filtro ¢ utilizado apenas para a determinagdo dos momentos de ¥e41)e. Segue-se-lhe uma

117




sistemética incorporagio de informagdes subjectivas e os preditores sao definidos em termos
da teoria bayesiana da decisio.

Os trabalhos posteriores de P.J. Harrison adoptaram essa perspectiva bayesiana de forma
menos timida (2), Persistindo na definigio a priori das matrizes de covaridncias e nao
na sua estimacio, e notando que elas condicionam o peso dado as novas observagoes por
intermédio do ganho de Kalman, Harrison atacou directamente o problema do peso re-
lativo dos dados, defizindo modelos de Estimagdo por Desconto Ponderada (“Discounted
Weighted Estimation”}.

Nesses modelos (V. Ameen e Harrison, 1984, 1985) a chave do problema estd na defini¢ao
do vector f de coeficientes de desconto (alisamento} e no uso da distribuigdo normal
para definir relagSes recursivas. A arbitrariedade da escolha inicial do vector [ acentua
o caracter bayesiano do modelo, afirmando Harrison que essa escolha é mais directa para
o decisor de que a das estimativas iniciais do Filtro de Kalman.

Outro desenvolvimento recente da mesma escola de Warwick é o tratamento, por esses
métodos de desconto, dos modelos lineares gerais, que 830 aqueles em que a amostragem
das observagoes segue uma distribuigio da familia exponencial (V. West et al., 1985). O
método ¢é estendido a modelos lineares de sistemas nio gaussianos (V. West e Harrison,
1986), com uma abordagem cem por cento bayesiana que extravasao ambito deste trabatho.

Pela mesma altura em que Harrison e Stevens apresentaram o seu trabalho pioneiro, Ra-
mon Mehra desenvolveu um outro procedimento preditivo que vale a pena referir muito
brevemente (V. Mehra, 1979 e Priestly, 1981, pp.804-14).

Baseando-se nos resultados de Akaike (secgio 9), o método resume-se a ajustar um modelo
ARMA multidimensional 3s observacdes de yq. Por intermédio de um critério apropriado
de significincia determina-se a ordem p do modelo autoregressivo sobre {y:}. Pelas
correlagdes enire {yJy{,---¥i,] eo vector [y{¥{y;..] determina-se a dimensio
da matriz  Fi. Trata-se depois de introduzir estimativas no modelo de espago de estados
como em (9.12).

O processo parece resumir-se a tratar um modelo ARMA na forma de espago de estados,
mas tem a vantagem de apontar a forma do modelo e estimativas iniciais, a serem depois
corrigidas pela rotina do filtro de Kalman e, posteriormente, aplicadas na previsao.

Desta referéncia breve é importante destacar que o procedimento de Akaike e Mekhra apre-
genta a modelizacdo e previsio como um processo de “caixa preta”, aplicando apenas uma

{2) V. nota 10 na secgao 8.
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anilise estocdstica is observagoes .

Mais recentemente, Harvey e outros investigadores da London School of Ecoromics, tém
vindo a propor os chamados medelos estrufurass que permitem, simultaneamente, ultra:
passar as limitages do modelo de “caixa preta” e o subjectivismo do método de Harrison.

0 MODELO ESTRUTURAL procura descrever a sucessao cronolégica em termos dos compor-
tamentos que sdo economicamente significativos: “The models are structural in the sense
that the form of the individual components can be given a direct interpretation” (Harvey,
1984). A forma bésica do modelo — “basic structural model” na terminologia posterior-
mente adoptada {Harvey e Durbin, 1986) — corresponde 3 decomposicio tradicional

y: = Tendencia + Sazonalidade + Ruido (10.10)

Cada um desses componentes pode ser representado em espaco de estados — o que cor-
responde 4 Um ARIMA em que os componentes nio sio directamente observados {V. secgao

9, exemplo 2)

Como foi j4 amplamente descrito, & tendéncia T pode corresponder a um nivel “locaimente
fixo" (3), sendo nesse caso possivel representi-la pelo modelo

fisactn (10.11)

o = a1 Ty

A tendéncia pode também corresponder a um crescimento “localmente linear”, como no
modelo de Theil e Wage

Ti=m+u
ap = a1 + f-1 + Wit (10.12)
B = Prr + wat

ou quadrético, ou polinomial de qualquer ordem.

Seja k a ordem do mondmio atf que se admite ser componente explicativo da evolugao
de T,. B fécil verificar que esse tipo de crescimento é traduzido pelo modelo

A designagdo de “locais” para as pro&n'edades dos modelos parece infeliz, assim como
parece polémica a interpretacio de Gilchrist (1876, p.19). O sentido preciso da aplicacéo
do termo serd sempre dado pelo sistema de equagoes descrito.
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T=a +u
afo) = as(l), + aﬂ_}; + Wy
aslj = ail}l + asi), + g {10.13}

ﬂw = ﬂ's.’i)l + Wt

pelo que as diferengas AFT, serio estaciondrias em média, com usuais pressupostos sobre
os ruidos. O modelo em espago de estados é pois equivalente 2 algum ARIMA (., K, .).

Crescimentos de outro tipo sio igualmente modelizdveis. Dé-se o exemplo do crescimento
exponencial {geométrico), que ndo ecessita das transformagoes logaritmicas ou de Box-
Cox utilizadas nos ARIMA. A tendéncia T; = ao.r® + &, com & ruido de cardcter 3
partida indeterminado, é representado pelo sisterna:

L (10.14)
ap = rag—1 + Uk '

Quanto A sazonalidade ela pode ser estudada por virios processos. O mais intuitivo talvez
seja o proposto por Harrison e Stevens {1976, p.217) que consiste em construir um vector
de coeficientes sazonais aditivos cobrindo um ciclo de L periodos.

:u L
= || Yoo
1]
aLe
Em cada perfodo sazonal § a matriz F corresponderd a um vector de zeros, com

excepcao do elemento ¢, ocupado pela unidade. No momento sazonal i ter-se-d

/313

S=[0 -+ 1 -0 O] |+0
oLt (10.15)
are 01,4—1 Wi
g | = | Aigg | + | Wi
at ar.t—1 wre
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E evidente que sdo possiveis formulaces diversas (V. Harrison e Stevens, 1976, p.218 ¢
Harvey, 1984, pp.253-4). Uma forma mais compacta, que evita alterar ciclicamente 2
matriz F e ndo obriga i correcgio dos coeficientes pela condicdo  }; @i = 0, consiste
em considerar o efeito da sazonalidade no pericdo ¢ como o complemento para zero
dos efeitos registados nos L —1 periodos anteriores(). O coeficiente a; passaré a
representar o efeito sazonal no periodo em causa e ser pois independente, em posigao, do
periodo do ciclo.

a¢
Se=[1 0 -« 0] *F |+u (10.16")
a—-L+42
iy -1 -1 .-+ -1 -1 F P wy
o R el B I (10.16%)
€ —L+2 6 0 -~ 1 0 Qi—L+1 0

Outros, componentes podem ser acrescentados i equagio (10.10), nomeadamente varidveis
exdgenas on elementos deterministicos de efeito conhecido (V. Harvey e Durbin, 1986,
p.190). No primeiro caso, essas varidveis serdo tratadas como coeficientes conhecidos de
parte da matriz H; correspondente — os parimetros multiplicativos serao componentes
do estado x¢ (V. exemplo 1.3). No segundo caso o efeito dos elementos deterministicos
u; ¢é conhecido — efectua-se por infermédio da matriz I}

O modelo estrutural, na forma mais completa, poderd pois ser descrito pelo sistema

seguinte
T Fp 0 0] [T
S1=10 Fy O Si—1 | +Giwr + Ty (10.17')
by 0 0 Fyf {be—
T
Y= [I I b] Si1+wv (10.17")
)

Trata-se de um esquema tedrico, a adaptar conforme os modelos concretos em cansa. Essa
adaptagio poderd ser bastante simples, ndo implicando, normalmente, a forma diagonal
por blocos de  F;.

Mais precisamente: o complemento para zero a menos de uma perturbagio aleatéria. V.
uma discussao do problema em Watson, 1987, pp.396-7, 404.
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E agora claro que o modelo estrutural ndo ¢ mais do que uma concretizacdo economélrica
do sistema de Kaiman. O destaque que lhe é dado por Harvey e por Durbin parece derivar
de trés factores de inovagio metodolégica e conceptual no terreno da econometria.

Em primeiro lugar este modelo permite, simultaneamente, tratar as sucessdes econdmicas
temporais como processos estocdsticos e como a conjugacio de varidvess econdmicamente
categorizdveis e significantes. Parece estar assim a fechar-se um ciclo, aberto pelas posigdes
polémicas de Yule, Kuznets e outros, em que se confrontavao estudo das oscilagdes e ciclos
econdmicos por causas aleatérias — Yule — e a sua anilise pela investigacdo de causas
racionais — Kuznets (V. Murteira, 1953, p.29). -

Seguindo-gse a am periodo em que 2 metodologia de Box e Jenkins tinha ganho grande
popularidade, Harvey ¢ Durbin encontraram no modelo de Kalman a continuidade para as
criticas que anteriormente formulavam as técnicas dos modelos ARIMA: “We have became
disenchanted with the notion that the appropriate way to deal with trend and seasonal
components is to eliminate them by differencing ...] the statistician should seek to identify
the main observable features [...] time series usually reveal trends and seasonals as impor-
tant observables of the data, and it seems desirable to model these features explicitly” (Cf.
Harvey e Durbin, 1986, pp.187-8; ver também a posicio de Priestley, ibidem, p.215, e a
resposta dos autores, p.225}.

Fm segundo lugar, o modelo estrutural tem disponivel um processo estatistico de estimagio
e previsdo que pode ser tratével pelas téenicas cldssicas, caminhando-se para a possibili-
dade de estimagio de todos os seus componentes (V. Ansley e Kohn, 1985, Kohn e Ansley,
1986). O recurso A perspectiva bayesiana aparecerd como dispensével.

Por outro lado, o sistema de Kalman permite tratar com simplicidade um conjunto de
problemas de estimagio até ao momento complexo, nomeadamente a estimagao de mixima
verosimilhanga {V. Jones, 1985}, fornecendo o algoritmo de Kalman um procedimento
recursivo automatico e computacionalmente implementdvel.

Em terceiro lugar, Harvey e Durbin, reconhecem o sistema e o algoritmo de Kalman como
unificador geral de um conjunto de procedimentos de estimacio e previsdo, que aparecem
como seus casos particulares. Vale apenas desenvolver brevemente esta ideia, embora com
um enfoque diverso do salientado por esses autores.

Comece-se pelo classico modelo de regressdo linear

ye = bz + &, (10.18)
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j4 exibido na forma y: = Hx; + v¢ 1o exemplo 1.3. O estado, aqui representado por
x; = b, é uma varidvel aleatéria degenerada, correspondendo a equacio de transicio a
uma identidade. O sistema completo serd

b =Tbe—1 + 0wy (10.19’)

v =5 b +e (10.19%)

£ importante verificar em que condigdes o Filiro de Kalman reencontra o método dos
minimos quadrados.

Em vez de aplicar recursivamente o filiro ao sistema {10.19) agrupem-se as observagoes e
os ruidos e represente-se esse agrupamento com a simbologia do sistema de Kalman

) 5{ £1
S R ST
¥n 3 €n
Com o desconhecimento ¢ priors sobre x:=bT tém sentido as estimativas B;ﬁ_! =0
e Eo‘lf_l = 0. Aplicando o filiro informativo (Teorema 8.3) ter-se-4 sucessivamente

Hpp—1 = En'_l.l—lsgi—l =0
~t_p=1 L HTR'H=H'R'H

oje = “o|-1

Bojp = 8gj—1. + H'R 'y = H'R 'y
dopo = E5jibdlo = (HT R H)bg)g

Se a matriz (HTR-'H) for n3o singular encontra-se imediatamente

b, =(HTRH)(HTR"y) (10.20}

o que corresponde precisamente a0 estimador dos minimos quadrados generalizados (Ai-
tken).

Este facto notivel mostra como o algoritmo de Kalman, construido para um sistema es-
tocdstico, é robusto i especificagdo de b como vector deterministico (V. Brown, 1983,

p.245).
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No entanto, se nio se tivesse aplicado o filtro informativo e se se tivesse utilizado o filtro
original (Teorema 6.3) sobre o sistema (10.19), a solugio seria dwersa Ter-se-ia uma
estimativa enviezada embora de menor variancia do que a dada pelos minimos quadrados
(V Otter, 1985, pp.71-2). No limite, aumentando os valoresde I e reduzindo os de
bﬂl ; ede R, a solugio encontraria a dada pelos minimos quadrados.

A técnica dos minimos guadrados recursivos, como consequéncia 6bvia do acima demon-
strado, pode também ser vista como um caso particular do algoritmo de Kalman. Releiam-
se 08 comentdrios da seccio 7 A demonstragio de Duncan e Horn (1972} ou veja-se uma
demonstragio mais directa apresentada recentemente por Diderrich (1983).

Também a melodologia bayesssna recursiva, que incorpora as novas observagées num mo-
delo linear dinimico, pode ser vista como um caso particular do procedimento de Kalman.
E 0 caso em que a informagio exterior ao modelo € subjectivamente introduzida de forma
sistemdtica. O problema j4 foi suficientemente desenvolvido na seccio 8, pelo que apenas se
chama a aten¢io para uma dedugao apresentada recentemente por Meinhold e Singpurwalla
(1983). Estes autores tratam as varidveis de estado como quantificando o “estado da
natureza® — f#; — e apresentam o modelo simplificado

b = Giby—y + W, w; ~ N(0,W;)

10.21
Yi=F+w v ~ N(0O, V) ( }

Com as correspondentes altéragdes de nomenclatura e simplificagoes no modelo, a dedugao
de Meinhold e Singpurwalla (1983, pp.124-5) corresponde & delineada no teorema 8.2.

O problema da regressdo com coeficienfes varidvess encontra também um enquadramento
geral na metodologia de Kalman. Esse problema envolve a abordagem de classes muito
diversas de modelos de regressio linear

g =Pixe + & (10.22)

em que o3 coeficientes fy; evoluem de acordo com algum padrio. Nicholls e Pagan (1985)

apresentam um “survey” do problema, tornando-se claro que os casos mais complexos
surgem quando se ultrapassa a simples variagdo alealdria, i.e.

B=F+m Ew=0, Epay =0uL {10.23)

e se aborda a chamada evolugdo de coefictentes
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(Be =B+ Ar(f1 = D)+ + Aplfr—p ~B) =m, (10.24)
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¢ com 1 nas condigdes de {10.23). O vector de coeficientes € pois tratado como um ARIMA
{p, 1, 0), podendo mesmo evoluir como um ARIMA ip, 1, @)

Encarando-se g como varidvel de estado o problema é facilmente enquadrado no sistema
de Kalman, uma vez que todo o ARIMA pode al ser modelizado. Nicholls e Pagan mostram
ainda como a estimacio de maxima verosimilhanga dos coeficientes fi¢ ~ N (Bi,04) pode
resultar facilmente da rotina do filtro (1985, pp.436-9).

Finalmente refiram-se as técnicas de alisamenio exponencial, que ainda hoje se revelam
como das mais potentes na previsio, e que também aparecem como caso particular do

AaTTvmE,
e g e AL e M e Ml

filtro de Kalman.
Nas condicdes do problema 6.3 — F, Gy e H; constantes, tais como as matrizes das
covartincias @ e R. — admita-se que iy atingin um estado estaciondrio £. A

determinacio desse valor pode alids fazer-se resolvendo (6.19) em ordem a L. O ganho
atingird também o estado estaciondrio K.

A equagio preditiva, expressa em férmula de correcgao do erro
Regrp = FRoppt +{I - KW
ou em férmula de recorréncia
Ripaje = (F- KH)ﬁ]t—l + Ky:

pode ser adaptada ao processo univaridvel tratado pelo alisamento exponencial. Como
F,K e H sio nesse caso escalares, que se representarao por Jetras mintsculas, ter-se-a

ﬁﬂ]t = fHige—1 + (1 — K} (10.25)
ou, alternativamente,
Bearpe = (F — KR)Yyge—1 + ke (10.25")

resta mostrar que (f —kh)+ &=L
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Ora, para aplicar correctamente um alisamento exponencial {simples) pressupoe-se esta-
cionaridade em média do processo (Gilchrist, 1976, p.56). Logo f = 1. Além disso, o
processo observado coincide com o estado, peloque A= 1. Dai que seja v4lida a condigao
de normalizagio dos ponderadores em (10.25) e que essa expressio se possa escrever:

Besape = (1= K)feje—1 + ki, {10.26)

o que corresponde 4 forma recorrente definidora do alisamento exponencial.

Nio vale a pena prolongar a discussio do problema, que se encontra mais profunda-
mente tratado em Harvey (1984, pp.248 e segs.). Al Be podem encontrar relagbes entre 0s
parimetros Gptimos do alisamento ¢ as condigGes iniciais do filtro, tal como a andlise do
alisamento exponencial duplo.

O objectivo desta breve digressio por metodologias preditivas parece suficientemente atin-
gido. De facto, o Filtro de Kalman aparece como instrumento unificador de uma larga
classe de processos de estimagio e previsio, que podem assim ser encarados, como seus
casos particulares.

Seguindo Durbin (1984), dir-se-4 que isso acontece porque hoje se vislumbra uma légica
no desenvolvimento teérico de modelos estocdsticos, logica que corresponde a um pro-
cesso de décadas. Por um lado, os modelos cldssicos de regressio evoluiram dos pressu-
postos de homoescedasticidade e de independéncia das perturbagoes para a consideracao
modelos aleatérios mais complexos, em que os proprios coeficientes passaram a ser vistos
como estocdsticos. Por outro lado, e por vezes em confronto com a escola econométrica,
o8 métodos empiricos de alisamento e previsio ganharam uma dignidade tedrica, ao ser
demonstrada a sus correspondéncia com modelos aleatérios, posteriormente enquadrados
na classe ARmMA. Como brave unificadora deste processo aparece hoje o sistema de Kalman o
qual, englobando 0s processos ARIMA e permitindo o enquadramento de varidveis exogenas
e de inpuls deterministicos, parece destinar a fornecer solugdes integradoras de problemas
de estimagio que até agora foram tratados de forma isolada e particular.

Nio pode por isso deixar de se concordar com Welch (1987) que, em recente polémica com
Diderrich (1985), contraria uma tentativa de indicar o filtro de Kalman como um prolonga-
mento dos estimadores mistos de Theil e Goldberger (V. a técnica dos minimos quadrados
recursivos na secgio 7). Enquanto Diderrich vé a teoria de Kalman “heeing essentially
randon parameter linear regression” (1985, p.193), Welch sublinha que o facto de o filiro
poder ser deduzido a partir de um prolongamento de regreasio nao deve ser enfatizado
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pois, na realidade, ele pode ser deduzido como extensio de muitas outras perspectivas
de estimacio, nomeadamente a bayesiana. “When these same viewpoints are emphasized
{o the exclusion of the state space and linear system concepts, however, the motivation
behind and major applications of the algorithm cannot be fully appreciated” {Welch, 1987,

p-91).

Talvez seja elucidativo fazer um paralelo com uma reflexio epistemoldgica sobre as ciéncias
empiricas. Dis sobre o assunto Karl Popper: se “yma nova teoria com um grau de univer-
salidade mais elevado explicar com sucesso alguma teoria antiga corrigindo-a entao isso é
um sinal seguro de que 2 nova feoria penetron mais fundo do que a antiga. A exigéncia
de que uma nova teoria contenha a antiga de forma aproximada {..] pode-se chamar
{seguindo nisso Bohr} o “principio de correspondéncia™ (1983, p.163 da traduc¢ao por-
tuguesa). Parece que os parimetros fixos s30 um caso particular da teoria dos pardmetros
aleatdrios, tal como a incorporagio de informag3o subjectiva ¢ um caso particular da ac-
tualizacdo do modelo por incorporagao de novos dados... A légica da relagio contréria é
que n3o se vislumbra.

Para finalizar, e depois de visto o sistema de Kalman como integrador de uma larga
classe de processos estocdsticos e reconhecido ¢ filtro como algoritmo particularizivel em
diversos processos de estimagao, pretende-se ainda destacar duas particularidades notiveis
do algoritmo.

Retorne-se, em primeiro ugar, a0 problema da recersividade. Reconhecido que os pro-
cessos reais apenas integram a estacionaridade e a aleatoriedade pura como componentes
singulares, uma qualidade decisiva dos preditores serd a da ponderacdo mais forte das ob-
servacOes mais recentes. Foi j4 amplamente mostrado como essa possibilidade é garantida
pelo caricter recursivo do Filtro.

Em segundo lugar destaque-se a caraeleriatica markoviana do algoritmo, o que permite uma
grande simplicidade na implementacio do sistema preditivo. De facto, o filtro de Kalman
é markoviano num sentido muito preciso, que n3o deriva trivialmente da correspondente

caracterfstica do sistema de espago de estados.

Defina-se um processa preditivo sequencial (Krzysztofowicz, 1987), como composto por um
conjunto de previses sobre o vector aleatério Ry, elaborado com informagdo reunida em
diversos periodos anterioresa 7.

{ﬁfllli‘rl?! ‘. ﬁﬂh x‘r}
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(5)

A informacio existente até cada momento — I —¢é evideniemente markoviana

plhlh, I, . . L1) = plLi}fi—1)

pois, em notagio 6bvia I; D f;—1, V:. Mas, para o processo preditivo ser markoviano (no
sentido de Krzysztofowicz) é necessdrio que X1 = {i—1) constitua uma estatistica
suficiente para  p(Rrjs|ft—1), e

PiRge [Reje—1) = PRl S {Ti-1)) = p(Reye| F1-1), (10.27)
0 que garante o cardcter markoviano do processo {Rrje, £ <7} (bidem, p.32).
O problema tem sido recentemente investigado {8} pois processos preditivos markovianos
permitem construir de forma simples decisdes sequencialmente éptimas. Se o processo
preditivo for markoviano e se estiver em causa apenas a aplicacao f(l), a previsio
efectuada em cada momento concentra todo o conhecimento antecipativo sobre o estado
futuro.

E o que se passa com o Filtro de Kalman, pois, uma vez que as inovagoes sio “ruido
branco”, ele verifica a propriedade de Markov

ERepe|Zefe—0r6=1,2,.. ] = EfRr [ %rjt—1] = Rrji—1 (10.28)

e isso implica a caracteristica markoviana do processo preditivo (Doob, 1953, p.81). Além
disso, se o sisterna for gaussiano, como fica determinada a covarincia da previsio a dis-
tribuicio de  (%:)¢[X,t—1) encontra-se completamente especificada.

Dois pressupostos sio essenciais neste raciocinio. Um € que as matrizes F,G,H,E e K
sio determinadas @ priors, independentemente da sequéncia ¥; que gera o processo pre-
ditivo. Outro é que essas matrizes se encontram correctamente especificadas, verificando-se
a aleatoriedade pura da sequéncia de inovagies {¥¢}. 56 assim se verifica {10.28).

De qualquer forma, uma vez estabelecida a rotina do filtro admite-se que esta produz
estimativas centradas de x; (e portanto de y:), pelo que implicitamente se admite o
cardcter markoviano de {X,;}. Em termos priticos isso justifica a recursividade em um
passo: a ditima previsdo e a nova observagio determinam 2 previsio futura — o processo
¢ de uma facilidade computacional notavel.

R. Krzysstofowicz e D.R. Davis (1983), “A methodology for evaluation of flood forecast-
responses systems, 2. theory”, Water Recources Research, 18, pp.1419-55.
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11. Alguns sucessos recentes

A orientacio deste trabatho tem sido essencialmente tedrica e nao se pretende, nesta fase
final, apresentar o Filtro de Kalman em competicao pritica com outros algoritmos pre-
ditivos. Algumas referéncias sio necessirias, pois o valor de um método esta ligado 3 sua
eficdcia; mas essa ligagdo ndo ¢ directa e seria perigoso reduzir uma validagao tedrica ao
pragmatismo. Vale a pena citar de novo Popper.

“A questio da sobrevivéncia de uma teoria é coisa que pertence ao seu destino histdrico
e, portanto, 3 hisiéria das ciéncias. Por outro lado, o seu uso para previsoes ¢ um assunto
ligado 4 sua aplicagio. Estas duas quesides estdo relacionadas, mas nao intimamente, pois
nés muitas veses aplicamos teorias sem nenhuma hesitagdo mesmo que elas estejam mortas
— isto ¢, falsificadas - enquanto forem aproximagoes suficientemente boas para o fim em
vista. Assim, ndo hi nada de paradoxal em eu estar a apostar em aplicagbes de uma teoria
a0 mesmo tempo que e recuso 2 apostar na sobrevivéncia dessa mesma teoria” {1983,
p.93 da tradugio portuguesa).

Substitua-se “teoria” por “sistema + algoritmo” e este ponto de vista tornar-se-4 perfeita-
mente claro. De facto, se o sisterna de espago de estados reencontrao modelo economéirico,
os modelos ARIMA e muitos outros como seus casos particulares, e se o Filtro de Kalman é
algoritmo que pode conter a regressao, a méxima verosimilhanca e outros procedimentos,
a questao do sucesso pratico do filtro fica muito reduzida, neste contexto comparativo, a
um mero problema técnico ou de técnica computacional.

£ por isso que a previsdo competitiva (“forecast competition”) deve ser encarada nos seus
limites e n3o absolutizada. O problema é tio mais importante ser referido quanto essa
competicio tem sido uma das mais marcadas praticas dos iltimos anos. Como o reconheceu
Meade (1985, p.57) “the decade before last a number of new forecasting approaches were
introduced, notably the Arima medels of Box and Jenkins and the Kalman filter based
approaches, such as that of Harrison and Stevens. The work of the lasi decade has been
more concerned with consolidation and the comparative study of existing techniques |...]
the most visible activity has been the forecast competition™.

£ neste enquadramento que devem ser lidas as linhas que seguem.

Numa primeira parte serao apresentados alguns estudos comparativos que destacam as
potencialidades do Filtro de Kalman. Numa segunda parte apresentar-se-30 aplicacoes
econémicas do modelo em espago de estados. Na fase seguinte referem-se aplicagoes em
4reas diversificadas.
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SIMULACOES E ESTUDOS COMPARATIVOS

Que se tenha conhecimento directo a primeira aplicagao sistematica do Filtro de Kalman &
previsio econométrica foi realizada por Morrison e Pike, num trabalho de 1975 publicado
em 1977 na revista do TiMS, Management Science.

O trabalho tem vérias limitagoes tedricas (!} ¢ metodolégicas mas tem o mérito de a-
presemér 08 mais conhecidos modelos de crescimento univaridvel pa dptica do espaco de
estados.

Morrison e Pike comegam por apresentar os modelos de crescimento constante, linear,
quadratico e exponencial, $odos na formulagio de espaco de estados. A equagdo de medida
¢ sempre

Yo =t T (11.1)

e a8 equagdes e transigao (depois de simplificadas) apresentam-se na forma

constante: g =ag (11.2)
linear: g = pe—1 + a4 (11.3)
quadrdtica: g = pe—t +a1 + £ (454 (11.4)
exponencial: gt = pe—1 + ape—y (11.5)

A essas equacdes foram retiradas as componentes aleatdrias e, por isso mesmo, o filtro
perde a versatibilidade.

Morrison e Pike estudam a sucessio cronolégica que representa a procura de energia
eléctrica nos Estados Unidos de 1945 a 1972. O periodo de estimagdo consiste nos primeiros
catorze anos, que utilizam para inicializar o modelo, sendo os coeficientes aq,21,03 e3-
timados pelo método dos minimos quadrados.

Assim, ndo é de espantar que a previsio ez-post conduza exactamente aos mesmos resul-
tados, tanto pela regressio linear como pelo Filiro de Kalman, modelo a modelo.

Aplicam depois o modelo exponencial, mas apenas pelo filro de Kalman, nio sendo con-
cludente o facto de ele produzir melhores resultados do que as simulages anteriores. E
curioso que o método de inicializacao do filtro recorra a @ procurado numa grelha, por

Como por exemplo a de afirmar que a optimalidade do filtro apenas se verifica em processos
gaussianos (p.772).
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tentativas sucessivas de minimizagio do quadrado dos erros. Morrison e Pike parecem nrio
se aperceber de que estdo apenas a utilizar uma técnica interativa de minimos quadrados,
num modelo de coeficientes fixos.

Concentram-se em seguida sobre aspectos computacionais do filtro e ai produzem algumas
observagoes interessantes. Reconhecer que o filtfo evita a inversio matricial exigida pelos
minimos quadrados e que a sua recursividade permite manter o nivel de simplicidade da
computagdo, mesmo aumentando 38 observacoes. Reconhecem ainda a diversidade de

modelos tratdveis pelo filtro.

ST A P S T
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Raciocinando sobre a equacio de previsio e sobre o ganho

Rigrfe = FRyp—a + Keye
Ky = (FSyp— H)(HZqe-1 H + R}

verificam que o pressuposto de erros largos na equagdo de medida conduz a um ganho
redugzido e uma ponderagio menor de observacoes “erraticas”. Por outro lado, valores
Z elevados na covaridncia de x; levam a uma dominincia de L eaum correlativo
t ' misior peso das observagdes. Alids, é reconhecido que a subestimagio dessas matrizes pode
, conduzir a problemas de divergéncia (V. Mehra, 1979, p.87).

2 Estudos comparativos mais fundamentados e sistematicos foram conduzidos receniemente

b por Otter, Tempelaar e outros econometristas holandeses.

Num primeiro trabalho, relatado por Otier (1985, pp.114-9}, foi estudado um modelo
explicativo do investimento nos Estados Unidos, de 1920 a 1940. O modelo comporta o8
Jucros e o stock de capital — P, e Ky — como varidveis exdgenas:

. e

I L 2

Iy =fo+ 1P+ BoPioy + faKi1 + 1 (11.6)

A este modelo corresponde o sistema de Kalman

Beyr =Bt (11.7)
L=Hf+w '

B et T

com Hy=[1 P Py Ki1]e § veclor coluna dos coeficienies f;, que representam
o estado. Admitiu-se Ev =0, Eveu = bu0®.
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O modelo foi estimado recursivamente pelos minimos quadrados e pelo Filtro de Kalman,
registando-se as previsdes em um passo para ¢ =5,6,...21. A qualidade das estimativas
foi medida pelo coeficiente de erro de previsao de Theil (1):

(7’
(=®)’ + (@ m?

O filtro de Kalman foi inicializado com fyj—1 =0 e com diferentes valores de Py e 52,
covariincia a priori de § e varidncia g priorf de . A matriz Py foi considerada
escalar (P = 81) percorrendo 6 valores numa grelha entre 1 e 100; 0? foi testado
numa grelha entre 1 e 1000.

U=

(11.8)

Na melhor situacio — 6 =100 e 02 =1 — atingiu-se um coeficiente de Theil de 0.13,
indicando uma melhoria relativamente ao oLs, que obteve U =0.17.

Como factos salientes deste estudo comparativo nota-se a relativa superioridade do filtro
com uma prior difusa — P = 100/ — e com reduzido erro na equagio de medida —
62 = 1. Além disso o filtro conseguin uma convergéncia de B, para os valores finais
muito mais rapida do que o ovs. Correspondentemente, a varidncia empirica de B foi
menos acentuada (V. quadro p.118 em Otter, 1985).

Testando depois um modelo com parimetros estocdsticos, Otter conseguiu uma ligeira
melhoria das previses ao admitir uma varidncia reduzida para fo; — 0% =0.1 Nesse
caso atinge-se U = 0.125. Admitindo a variabilidade conjunta de todos os parametros
de f a qualidade das estimativas piora, embora se mantenha geralmente superior i dada
pelos minimos quadrados.

O que parece daqui concluir-se é uma relativa superioridade do filtro, mas 3 custa de uma
laboriosa procura iteraciiva da parametrizacio éptima. Naturalmente, a variabilidade
“real” dos valoresde f nio era muito acentuada na sucessio cronolégica em estudo.

Num outro trabalho Otter e Tempelaar {1980) comparam o filtro e os estimadores de Box-
Jenkins mum conjunto de sucessdes simuladas. O modelo de base é um ARMA (2, 1, 0) da

forma

v =biyp—1+hap-stkte (119}

(1) V. Theil, 1965, Applied Economic Forecasting ou, e.g., Gilchrist, 1976, pp.235-40.
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emque k representa uma constanie e {e1} é processo estaciondrio puramente aleatério.
A justificacio para a omissao do componente de médias méveis consiste no facto de um
ARMA estaciondrio poder ser expresso como um AR (de ordem geralmente nio finita (%))
¢, consequentemente um processo cldssico de estimagdo consistir na truncatora desse AR 2
partir de dada ordem prefixada ou revelada pela andlise da autocorrelacio.

o T AR b e

e e
T

O sistema de Kalman foi construido por técnica semelhante a apresentada no exemplo 9.3,

i i3}
i [ﬁa] = {ﬂz]
E K| K,

1
1 ye=[m—1 m—2 |2} t&
K t

A

(11.10)

sendo a estimagio realizada pela rotina do filtro.

A estimacio de Box-Jenkins foi realizada pelo método da méxima verosimilhanca {Box e
Jenkins, 1970, pp.274 e segs.).

Otter e Tempelaar efectuaram dois blocos de simulacdes, fazendo fh e s percorrera.
zonade R? ma qual o processo (11.9) ¢ estacionario nas primeiras diferengas. Em cada
corrida geraram 50 observagoes de .

No primeiro bioco de simulagfes o filtro foi inicializado com Bgl_, =[0 -1/3 I]T e
Toi—1 =12/3 2/9 1/4]. Essas estimativas a prsors correspondem ao pressuposto de os

parimetros serem independente e uniformemente distribuidos na zona de estacionaridade.
A geragio das sucessdes simuladas seguiu esse critério. As estimativas da constante foram

a5 mesmas que 08 correspondentes parametros das suceasies simuladas.

No segundo bloco de simulagdes todos estes pressupostos se mantiveram, com excepsio do
valor o priors da constante, fazendo-se Eo]-: =0 com o objectivo de testar a sensibilidade
do filtro de uma errénea especificagao inicial.

FE———— T el e T ——AE SRS S

Em quase todos os casos o filtro conseguiu uma convergéncia para os valores dos pardmetros
muito mais répida do que o método de Box e Jenkins. Até A décima observagao as estima-
tivas do filtro registaram um erro quadritico médio entre 1/2 e 1/3 do das correspondentes
estimativas de Box-Jenkins. Entre a vigéssima e a quadragésima observagao as estimativas
mostraram diferencas pouco significativas.

R ————— RS

{2) V. Nota Anexa 10
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(3)

Os casos em que o filtro relevou um erro de estimagio inferior foram, na generalidade,
"aqueles em que os parimetros se encontravam perto da fronteira de estabilidade.

Facto mais significativo é que a superioridade do filtro, quando revelada nas primeiras
dez estimativas, se mantinha a0 longo da sucessdo de observagbes, embora com diferengas
menos marcadas 3 medida que cada sucessao evoluta,

Comparando depois os métodos de acordo com o erro quadritico médio da estimagio de
cada parimetro, Otter e Tempelaar definiram como critério de superioridade o registo de
um erro quadrdtico médio menor ou igual para todos o8 parametros e menor pelo menos
numa observagio.

A superioridade do Filtro de Kalman é igualmente surpreendente. Em 64% dos casos o filtro
revelou-se melhor técnica, enquanto o estimador de Box-Jenkins apenas mostrou melhores
resultados em 4% das simulagdes. Os restantes 32% dos casos ndo foram conclusivos.

Ainda mais revelador é o facto de o filtro ter sido preterido apenas em “corridas” correspon-
dentes ao segundo bloco de simulagdes: aquele em que a estimativa inicial da constanie
estava propositadamente falsificada. Por isso os autores concluem: “there is a strong
preference for applying the Kalman Filter techrique in favour of the Box-Jenkins M.L.-
estimation technique even when the prior information is of poor quality” (p.211).

Dois anos mais tarde, Makridakis e outros sete investigadores promovem um estudo sis-
tematico dos métodos de previsio utilizando 1001 sucessdes cronoldgicas e 24 técnicas (3,
Para os fins em vista as conclusdes de tal estudo ndo serio “definitivas®, dadas algumas
diferengas de critério que complicam a comparagio dos métodos (V.Meade, 1985, pp.71-5).
De qualquer forma é significativo que a utilizagio do Filiro de Kalman pelo método de
Harrison e Stevens tenha conquistado o primeiro lugar 1o estudo das 1001 sucesses, isso
quando adoptado o critério da média do erro quadritico médio de previsao em um passo
(¢dem p.T3)

Talvez valha a pena referir um outro estudo comparativo recente (Crato, 1986} em que
a qualidade das previses foi testada em sucessao cronolégica real e num momento de
alteragoes estruturais,

Foi estudada a evolugio do Indice de Pregos no Consumidor (Continente, total sem habita-

¢ao) no periodo de Janeiro de 1983 a Outubro de 1986. Tempos antes Black e Murieira
(1983) tinham analizado a mesma série num periodo anterior e mais extenso (1968-1982).

8. Makridakis et al. {1982), “The accuracy of extrapolation (time series) methods: results
at a forecasting competition”, Journal of Forecasting, 1, pp.111-53.
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A sua conclusio era a de que, no periodo de 1973 a 1982 “a tendéncia da exponencial
é dominante, por isso, todos os métodos de previsio sao bons desde que partam dessa
conclusio” (p.292). Comparando modelos “globais”, econométricos, com modelos “locais”,
de alisamento, € com esquemas ARMA, Black e Murteira concluem pela quase identidade
das previsdes fornecidas pelos dois primeiros, pondo algumas reticéncias a aplicabilidade,
naquele contexto, do método de Box-Jenkins.

Poucos anos mais tarde a situagio tinha-se modificado e, entre os iiltimos meses de 1985 e
0s primeiros meses de 1986, o IPC passou a registar um crescimento médio muito inferior.
Tem entio sentido considerar como periodo de previsio ez-post os meses de Novembro de
1985 (¢ =1) a Qutubro de 1986 (¢ =12) e sobre esses momentos de mudanca iestar a
qualidade dos preditores.

A sucessao cronoldgica foi previamente dessazonalizada, pelo método dos coeficientes mul-
tiplicativos médios, resultando a nova sucessio {I;}, a qual foi ajustada o modelo
econométrico de taxa de crescimento constante

I, = g.emtoe (11.11)

No periodo de previsio obteve-se um elevadissimo erro quadritico médio (8 331.6), o que
revelava um nitido desajustamento do modelo.
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Umna solugdo graficamente Gbvia parecia ser a de reter a dltima observacao I e construir
um novo esquema preditivo
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I = o€ {11.12)

As estimativas sio melhores mas ainda de elevado erro quadritico médio {1 703.1). O
chamado modelo global parecia claramente desajustado pois o que se revelava era uma
alteracao significativa da taxa de crescimento r.

Ensaiow-se entdo um método adaptativo simples derivado directamente do alisamento ex-
ponencial. O parimetro r passou a ser estimado por esse processo, sendo a estimagio e
as previsdes dadas por

fiqr =R +alfi — ) (11.13)
Tvr = hfegs '

COm Y — (It - Ig_l)/If,_l.

Obteve-se imediatamente uma reducio drdstica do erro de previsio (£QM = 11.5), reve-
lando uma superioridade notéria dos métodos adaptativos que pressupbem a variabilidade
dos parimetros. De facto, como foi j4 amplamente demonstrado, {11.13) correspondia 3
pressuposicao de um esquema de Muth {V. eq. 8.6).

Deduziu-se em seguida o filtro de Kalman no quadro bayesiano e face ao sistema
rn=r;+%

L (11.14)
r; = g1yt e

N . - . o)
em que r} designa uma taxa de crescimento teérica ou implicita e os pressupostos sobre
os ruidos s30 08 usuais.

O parimetro g foi apontado empiricamente como igual a 0.95 (4} e as previsies viram o
seu erro quadratico médio ser ainda redusido para 9.8.

O grande salto, contudo, verificou-se na passagem de modelos de coeficientes constantes
para modelos que admitiam a variabilidade da taxa de crescimenio  rt. Foi ainda
demonstrado, na condicio de constincia da seguinte quantidade

0= (o + L)/ + 0k, + 02

{4) Ver o desenvolvimento dos pressuposios na Nota Anexa I12.
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.' que o modelo (11.14) ¢ equivalente ao (11.13}, desempenhando a o papel de constante
l de alisamento,

| Um reparo que hoje pode ser feito a esse estudo & o facto de as estimativas do filtro e
do alisamento serem corrigidas no decorrer do periodo de simulagao ao contrério do que
admitido nos modelos econométricos.

Essa nota n3o parece ser qualitativamente significativa, pois a recursividade dos minimos
quadrados nao iria alferar muito as correspondentes estimativas, pois existe um grande
peso das numerosas observagOes passadas. Por outro lado, a recursividade é caracteristica
intrfnseca dos modelos de alisamento e de filtragem, enquanto que a sua exiensac aos
modelos econométricos de coeficientes constantes é algo subsididria.

Mas, mesmo que se DA0 INCOTPOTassem as NOVas observacoes no Filtro de Kalman, as
conclusies essenciais mantinham-se, pois nesse caso 0 erro quadritico médio ainda seria
1,5% do encontrado no modelo (11.11) e 4,7% do revelado pelo esquema (11.12). De
facto, com a pior hipitesede ¢=1 esema introdugiio correctiva das observagoes de
t=1,2,...12, ter-se-ia EQM=127.8.

APLICACOES ECONOGMICAS DO MODELO EM ESPACO DE ESTADOS

Um case-study repetidamente citado é o estudo feito por Szelag em 1980 referente a pre-
visio de trafego nas linhas telefonicas e publicado em 1982 no Bell System Technical Jour-
nal. O estudo teve como objectivo a implementagio de medidas ecopomicamente racionais
para a mobilizagio de equipas de SeIViGO.

O modelo constraido por Szelag (1982, pp.73-6) é um modelo estrutural que precede a

formulagio de Harvey (1984). A evolugdo é decomposta nos componentes tendenciais,
sazonais e aleatorios. A tendéncia & assumida como linear, reescrevendo o modelo de Theil

e Wage em espago de estados, (%)

n=[1 9] {’5:] + v (11.15)

bR e

As matrizes Hp e Fr sdo, respectivamente, [1 0] e [tl) }]

(5) A potagdo encomtra-se adaptada i até aqui seguida.
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A sazonalidade é descrita por um desenvolvimento trigonométrico relativamente complexo
(V. Szelag, 1982, pp 73-5) que Harvey posteriormente simplifica (1984, p.254). Szelag de-
duz uma matriz de transicio para os coeficientes sazonais oy aa -+ @] escreven-
do-se

S; = Heay +va (1L.16)
gy = Fsoy + wg ’

Os dois sistemas de equagdes s30 consensados num énico, tal como em (10.17).

O que é particularmente interessante neste estudo s3o os mecanismos simplificadores da
estimagio. Szelag comeca por recomendar que ndo se facam estimativas do estado sem
antes reunir um conjunto elevado de observacoes, de ¢ =0 até i=T.

E depois feita uma estimagio de x; e inicializado o filiro com Xpyy7 = Fxry.

A povidade do processo consiste em expressar Xy funcdo das observagbes Yr =
[y, ¥7-1,--91]T. Para isso nota-se, no caso concreto em estudo, que F & invertivel.
Dai como y: = Hxy + v = HF ' (%1 — Wi—1) + 1, deduz-se:

yr=Hxr +un
yr—y = HF~1xp — HF~'wr_1 + v7)

—1
¥ = HF-T-Ux; - H [rz FTHigr_ | +v
: =1

- . = - - - £ o
Em notagio matricial, concentrando na matriz D a expressio deterministica e no vector
a a aleaidria, pode escrever-se

Yr=Dxr+a (11.17)

com
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p=| HFT' | a=jor
HF"'(T_I) a3
k
ar-g ==Y HF *'Fwroitory, 15 k<T
1=1

ar = ur

como Ea = 0 o cilculo da covaridncia FaaT = 2 = |wji] produz-se elemento a
elemento pela expressao

-1 ) )
wie =) E|HF 7 wri|[HF =Miwr T + EVT-j41¥T-k41
=1

=1
=Y HF-i+Qq_i(HF~*¥)T 4 8 Bx

1=1
tendo-se pressuposto que Ewv =0.
A estimagiio & agora possivel pelos minimos quadrados

gr=(D7Q'D)"' DT Y {11.18)

Resta o problema da determinagao de §: e R, necessdrio 4 resolugio de (11.18) e aos
célculos posteriores. Szelag, depois de simulados distintos valores, nota que as estimativas
550 relativamente insensfveis dentro de uma determinada gama de parametros.

Como, tanto para o calculo de {11.18) como para a computagdo do ganho K hi um
trade-off entre @ eoescalar R, Szelag fixou R, =1 e procurou valores para Q)
que produzissem estimativas aceitiveis. Calculou entio Xr, o que lhe permitiu arrancar
o filtro e arrancar a rotina preditiva.

Uma outra simplificagdo foi introduzida no cdlculo de ganho K;. Iniciada a rotina de
estimagdo foi parado o clculo de K; no momente 7 em que cOmecavam a Ser gerados
resultados razodveis. £ entdo admitida a sequéncia truncada {Kt}:

K=K, para 157

(11.19)
K!=K. para t>71
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Além das evidentes vantagens computacionais, este processo impede uma divergéncia do
filtro por incorrecta especificagdo de @, e Ri. De facto (V. Szelag, 1982, p.B4), se
o filiro iniciar um processo de divergéacia — revelado por uma sequéncia de inovagoes
%t claramente distinta de um “ruido branco”, a truncagem de K; pode impedir a
divergéncia. Raciocinando por analogia com o alisamento exponencial trata-se de fixar os
parimetros em valores razodveis (normalmente A €]0;0.3}), o que impede a divergéncia
provocada por parimetros “explosivos” (e.g. f>1 ou £ <0).

Analisando os resultados finais Szelag conclui por uma nitida superioridade do filiro face
aos processos usualmente utilizados na Bell. Essa superioridade é mais notdria na previsao
a curto prazo — reduzindo o erro médio a metade do usual — e menos acentuada na
previsio a médio-longo prazo, em que o erro médio absoluto é apenas reduzido em vinte
por cento.

Ainda na drea da modificagio e previsio de trafego nas linhas telefénicas € de destacar um
estudo empreendido nos TLP por Tomé e Cunha {1985).

Neste tltimo trabalho a modelizagio do crescimento é idéntica & de Szelag — equagoes
(11.15) — e a sazonalidade é considerada aditiva e expressa por um input deterministico
.

O que ¢ aqui particularmente interessante é o processo de estimagdo das covaridncias [
@ Q:.

Tomé e Cunha consideram a primeira matriz com um tdnico elemento, e a segunda como
diagonal. No modelo {11.15) 08 parametros a estimar serdo pois 7 = (r,qu1, ¢22). Para
o efeito construiram um processo de simulagdo que gerava como inputs  Xgj—, v, Wie, Wae
e iniciaram virias corridas de simulagio com diferentes valores de 7.

Em cada corrida calcularam a funcio de verosimilhanga para as N observagoes geradas

N
F =[] plwelYe-1,7) (11.20)
t=1

e escolheram  como aquele vector de parimetros que produsiu um maior valor de nF.
Intuitivamente, isso significa que as matrizes R e @ sdo escolthidas como aquelas a
que corresponde uma sequéncia de observagdes mais concentradamente determinada pelo
sistema, em termos de distribuigao condicional.

Para o cilculo é necessario 3 partida admitir algo mais sobre as distribuicoes. Em rigor
tal nio & imprescindivel se se considerar a “verosimilhanga” como método de estimagao e
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(6)

n&o como a verdadeira verosimilhanca (V. Hanan, 1986, p.7 e Brockwell e Davis, 1987b,

p.249).

Tomé e Cunha consideraram o sistema como gaussiano, o que permite determinar

N N
F={2n)" " ;I.;Ilat-l.ezp {—% ?;gflof} {(11.21)

Na expressio, oF representa a varidncia de (#:]Yi-1,7) e, sendo ijt—1 asua média, a
inovacio é dada por §t =% — fejr—1. Por outro lado, sabe-se que a sucessao de inovagoes
é um ruido branco em filtro éptime e que 08 momentos de  (yt|Yi—1,7} sdo dados por

fge—1 = HXyp—1
0’? = Eﬂ? - HEq;_,HT + R

O préprio filiro fornece entao processo para o cilculo de  InfF:

N
\ 1 o
InF=C+ 3 E [‘ﬂ|HEt|t—IHT + Rl +{y — th]l-l)al(HEllt—lHT + R]] (11.22)
t=1

Com este processo de estimacao Tomé e Cunha conseguiram estabelecer um sistema de
previsdo da trifego telefénico com reduzido erro quadratico e, talvez potencialmente mais

importante, obtiveram um filtro que rapidamente encontra um estado estaciondrio no
ganho de Kalman e no erro de previsio (1985, p.4).

Um outro trabalho de origem nacional é a tese de doutoramento de Assis Lopes (1985).
O autor estuda pormencrizadamente o mercado do cobre procurando metodologias de
previsdo particularmente adaptdveis. No curto prazo conclui pela utilidade dos modelos
de espago dos estados enquanto no médio-longo prazo reconhece a metodologia de Taylor
{6) como superior.

Como novidade a0 até aqui apresentado saliente-se a utilizagio paralela de diferentes mo-
delos de espago de estados para a combinacio de previsdes (Lopes, 1985, pp.268-81).

Ver 8.J. Taylor (1979}, “Price Trends in capital markets — a survey of models, autocor-
relation tests, forecasts, purchasing and speculation”, Sizth Annual meeling o Evropean
Finance Assocsafion, Bergen, e, mais recentemente, 4.J. Taylor (1986}, Modelling Finon-

ciel Times, Wiley
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Lopes constréi dois modelos de evolugdo do preco do cobre. Um de tendéncia “localmente”
constante, cortespondente a0 modelo de Muth; outro de tendéncia “localmente” linear, tal
como o modelo de Theil e Wage (ver equagdes 8.6 ¢ 8.11).

_A previsdo combinada serd

§e = wif + (1 - w)ff (11.23)

emque §f ¢édado pelo modelo de crescimento linear e §i# pelo modelo constante.

De forma geral a combinacio de previsdes (V. Granger ¢ Newbold, 1986, pp.266-76) &
dada por

e =) wif} (11.24)

impondo-se condigbes a Y~ wy — de forma que Ef = Ep eque Efg seja
mizimizado.

Lopes utilizou um periodo de estimago para determinar aquele valorde w que permitia
um menor erro médio da previsio combinada (7). Em segunida impds condigoes & previsao
final, de forma a que a resposta a variagdes locais acentuadas nao projectasse a tendéncia
para valores erriticos.

Para isso definiu o intervalo

Iy = [my —oed ; my + o)

emque my e 0 sdo o8 parimetros da tendéncia (média e desvio padrio) e ¥ ¢ valor
calculado com previsdes a 1, 5, 10 e 20 passos, e calibrado de forma a obter o menor erro
quadréiico médio para os vérios passos de previsoes. Sempre que a previsao combinada
nio ficasse contida no intervalo I, seria adoptada apenas a previsio dada pelo modelo
sem crescimento (Muth).

Com este processo Assis Lopes conseguiu melhorar a qualidade das previsoes, revelando-se
a combinagio de Filtros de Kalman como “processo de modelagao e estimacao parficular-
mente Gtil para o mais curto prazo® (Lopes, p.283).

(") V. metodologia alternativa em Diebold e Pauly (1987, pp.25-33).
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Para finalizar esta breve referéncia 3 previsio com modelos em espago de estados refiram-
se trés estudos muito recentes focalizados na evolugio da procura de energia eléctrica e
baseados na aplicagio FORECAST MASTER. Os estudos sdo extensos e pormencrizam a
anilise dos condicionantes exégenos ac consumo de energia. Vale a pena resumir as suas
conclusbes sobre a qualidade das estimativas do Filiro de Kalman.

Nelson (1987) comparou os métodos usualmente utilizados na Georgia Power Company
— ARMA — com a modelizagio equivalente em espaco de estados. No que se refere &
previsio do consumo das families concluiu pela superioridade do filtro, tanto em erro de
previsio como no enviezamento das estimativas. Nas vendas comerciats encontrou erros
graves nos dois processos, mais graves ainda no Filtro de Kalman, o que explicou per
erradas especificacbes do modelo. Na previsio dos picos mensais concluiu por uma nitida
superioridade do modelo de espago de estados e correlativa previsao pelo filtro.

Watson, Pastuszek e Cody (1987) utilizaram diversos modelos econométricos, ARIMA, de
alisamento e de espagos de estados, para prever a procura de energia num periodo de 12
meses, Concluiram por uma oitida superioridade dos métodos econométricos, seguidos
pelos métodos de alisamento, e encontraram deficiéncias graves nos métodos ARIMA € BO
Filtro de Kalman. No que se refere a este iltimo consideraram particularmente dificil obter
uma componente sazonal que refletisse as variagbes periédicas. Contudo, nao estudaram
um modelo de coeficientes fixos.

No entanto, ao decompdr as previsdes em dois periodos anuais (Outubro de 1983 a Setembro
de 1984 e Outubro de 1984 a Maio de 1985), concluiram por uma qualidade de previsio
semelhante nos modelos econométricos, de alisamento e de espago de estados, embora no
segundo periodo o filtro se deteriorasse sensivelmente. A explicagio do facto nao é clara
mas parece residir na construgio do modelo, que foi aplicado numa série diferenciada e
sem tendéncia (pp.124 e 136).

Finalmente Gunel (1987), num estudo para o Electric Power Research Institute, do Canadi,
compara modelos de Box-Jenkins, econométricos, de espago de estados e bayesianos autore-
gressivos (VAR). As suas conclusoes fundamentais sio as de que os modelos econométricos
sio os mais adequados para a previsdo a médio prazo (um ano) enguanto os de espaco de
estados apresentam estimativas de meihor qualidade para a curto prazo {1 a 3 meses). No
entanto, uma vez que o package utilizado (FORECAST MASTER) ndo permitiu a inclusao de
todas as varidveis exdgenas consideradas no modelo econométrico {p.150), tal conclusao
tem de ser relativizada.

A terminar, note-se um facto quase sistematicamente relatado nos estudos referidos: a
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qualidade do Filtro de Kalman para a previsio a curto prazo e a superioridade possivel de
outros modelos, nomeadamente econométricos, na previsao a longo prazo.

A verdade é que a utilizagio dos modelos de espago de estados na previsio econdmica dd
ainda os seus primeiros passos. Mas parece estar ja longe o tempo em que Kendall afirmava:
“The utility of these [Kalman Filter} methods outside the realm of control engineering has
yet to be demonstrated” (1973, p.128).

APLICACOES DO FILTRO DE KALMAN EM AREAS DIVERSAS

A primeira aplicagdo prética significativa dos resultados de Kalman terd tido lugar na
aerondutica, pedendo mesmo dizer-se que o sucesso das missdes Apolo estd intimamente
ligado 3 precisao conseguida pelo filiro, que foi instrumento de determinagao das orbitas
e de cdlculo e correccdo de trajectérias. Uma exposicio pormenorizada dessas aplicagdes
encontra-se em Jazwinski (1970, pp.292-301, 318-29) e algumas referéncias sintéticas em
Brown (1983, pp.222-9, 298-300).

Como exemplos adicionais vao referir-se muito brevemente aplicacoes nas dreas do risco e
seguros, andlise de intervencdo, teoria da amostragem e biologia.

‘Comecando pela teoria do risco refira-se um “survey” empreendido por Zehnwirth {1985),
que unifica diversas abordagens de estimacio recursiva no quadro do Filtro de Kalman.
Zehnwirth mostra como a derivagio do filtro pela sequéncia de inovagdes e utilizando
a teoria dos espagos de Hilbert, permite tratar vérios modelos da teoria do risco, com
distribuigdes de Poisson, Gama e normais, num mesmo enquadramento basico.

Veja-se igualmente Rantala (1986) que estuda uma politica 6ptima de prémios formulando
um modelo em espaco de estados. Pretendendo estabelecer uma tarifagao de prémios (ra-
ting policy) que seja éptima num conjunto de periodos € nio num momento dnico, como é
tradicional na teoria dos seguros, Rantala é levado a copstruir uma fungio objectivo difi-
cilmente trativel pelos métodos cldssicos mas facilmente abordével pelo Filtro de Kalman.

As varidveis em causa sao as indemnizacoes aos segurados (%), a margem de solvéncia
da companhia (u:} e os prémios (p).

Rantala assume que as indemnizacdes sio estaciondrias em d-ésima diferenca e que podem
ser modelizadas como um ARIMA,

o B) &Y 2, = §(B)e: (11.25)
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A margem de solvéncia é definida pela igualdade

e ST P — 2 (11.26)

emque r; representa um coeficiente de actualizagao.

Admitindo que todas as varigveis foram previamente centradas define-se como objectivo a
minimizagio do critério quadratico de eficiéncia num conjunto de periodos:

N
E {Z:[u? + u.[A"pg)’]} , uv2>0 {11.27)
=1
As equagdes (11.25) e (11.26) podem ser sintetizadas na seguinte

(1 — rB)a(B) A® wyy = a(B) &% p — B(B)es (11.28)

de onde se deduzem as equagdes de transicio expressas, por exemplo, na forma seguinte

Xp4t -——F)Ef,:GWt-i'PAdpt

o que corresponde 3 modelizagdo em espago de estados de um arma (V. a construgao das
matrizes em Rantala, 1985, pp.22-3). Como o vector X pode ser aumentado de forma
a integrar margens de solvéncia em periodos nao conhecidos, e como a equagao de medida
pode reflectir apenas o conhecimento da §ltima margem calculada, o Filtro de Kalman
daré directamente as estimativas dos valores de w; necessirios & fixagio da politica
bptima.

Aplicando a teoria que deduz a politica dptima como fungo linear de  %: (Rantala,
1986, p.23) encontra-se depois expressdo directa para os valoresde A%p; que minimizam
(11.27).

Passando  analise de intervencio refira-se um trabalko de Harvey e Durbin (1986) desti-
nado 3 estudar o efeito da legislagio sobre cintos de seguranca nos acidentes rodovidrics.
Em lugar de seguir a tipica andlise de intervencio de Box-Tiao com modelos ARIMA (8),
Harvey ¢ Durbin formulam um modelo estrutural em espago de estados, incluindo uma

Como §é feita, por exemplo, por Abrabam (1987, pp.211-9) no estudo do mesmo problema
nas estradas de Ontdrio.
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varidvel artificial u; na equagdo de medida e acresceatando ao vector de estado num
componente Ay, componente destinado a medir a influéncia da legislagdo no némero de
acidentes observados: y;

Significa isso que o modelo serd expresso na forma:

T;
Y = [1 1 ﬂg] [Sf, + v (11.29')
At
Tia T
Sl+l =F Sg + w; (1]29")
[)\:ﬂ] At

A varidvel artificial ser4 nula antes da saida da legislagio e unit4ria a partir desse momento
t.

0 t«t
w={{ i34
A estimagio de ); esti dependente dos valores assumidos para as varidncias de o e
do ruido da equagio de transigio, ws;. Harvey e Durbin consideram particularmente
interessante a possibilidade de o Filtro fornecer uma anilise de sensibilidade do valor de
X, t> 1, a variagbes do ratio das varidncias ¢ = 0%, /03. Fssa andlise é tao mais
importante quanto a estimativade o2 é normalmente dificultada pelo reduzido nimero
de observagoes posteriores a ;.

Passe-se agora 4 teoria da amostragem, terrenc em que a modelizacio de Kalman parece
também poder fornecer algumas solucdes. Cite-se S. M. Tam (1987), que estudou o célebre
problema das amostragens repetidas utilizando os modelos de espaco de estados.

Tam estuda a estimagio do total de uma caracterfstica y presente numa populagio que
é evolutiva com o tempo. Num dado momento {, o valor dessa caracteristica em cada
elemento ¢ serd ygi¢ e o total serd

Ny
Ti=) yi
Formando o vector Y; = |y1: y -+ yna]T assume-se que o valor de cada seu
componente estd relacionado com o de outras caracteristicas conhecidas ou directamente
mensurdveis, zi;, agrupadas na matriz X;.
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A relagio de  X; com os valores inquiridos ou inquirfveis, g, ¢ dada por um vector
de coeficientes 3, através da equagdo

=X + i {(11.30")

com

=Th—1+w {11.30")

A novidade est4 em que nao existem observagoes de todo o vector Y: mas apenas a da
parcela amostrada. Subscrevendo com & 3 populacio inquirida e com r o resto da
populagio procede-se & partigio seguinte

o] o

e o problema consiste em encontrar estimativas para o estado fi eparaototal Ty apos
amostragens sucessivas.

Como se assume conhecida toda a matriz X o problema pode ser resolvido em dois
passos.

Com as observagBes Yis, Vas, - -Yis estimam-se os vectores B1, B2, -+ i pela aplicagao
da rotina de Kalman ao primeiro bloco de (11.31). Em seguida estima-se Y, tendoem
atengio as covaridncias Evisviy ¢ Ewiver (V. Tam, 1987, pp.67-8). A estimativa i
¢ entdo directa.

Com este método, conclui Tam, é possivel ultrapassar o principal obsticulo A aplicagao de
modelos das sucessoes cronologlcaa em amostragens repetidas. Esse obstdculo reside ha-
bitualmente no pequeno zimero de inquéritos realizados, mas isso nio impede a aplicagao
do Filtro de Kalman, que pode funcionar com reduzidas observagoes.

Passando a aplicagbes na 4rea da biologia refira-se o recente trabalho de Meinhold e
Singpurwalla (1987) sobre a estimagio de efeitos num modelo dose-resposta.

Nesses modelos regista-se a introdug3o de um estfmulo ou dose z;, com um efeito  y(z;)
na populacio ou organismo bioldgico em estudo. Apllca.goes a0 universo econdmico sao
ébvias. Considere-se, por exemplo, que z; e y(z;) quantificam, respectivamente, uma
medida de politica e o seu efeito macro-econémico.
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Meinhold e Singpurwalla comecam por definir uma fung3o para a resposta esperada
Ey(z) = ezp(—azf) e tratam como observagies y* := log{—logy).
Ter-se-4 como equagio de medida

vi=[1 logz;] [‘°g;:'] rou
Representando o estado pelo vector f; = [logz; f;] encontra-se o sistema

y; = Hib; +v;
Oip1 =0; +wy
A equacio de fransicio é um “passeio aleatérioc®, com F = I, pois se admite uma
constincia (em média) dos parimetros da fungdo resposta.

O indice j ndo representa agora o tempo e a totalidade das observagoes estd simulta-
neamente disponivel, pelo que Meinhold e Singpurwalla propdem um alisamento em doss
_passos  {correspondente a0 “forward-backward smoothing” na terminoclogia de Brown,
1983, p.276).

Por esse método, estando ordenadas as observagbes § = 1,2,... N, proceder-se-d primeiro
a uma filtragem pelo algoritmo de Kalman, obiendo-se, sucessivamente,
ﬁiil,ﬁzim .- -avpv
Efectuar-se-4 depois um alisamento, ou filiragem em sentido inverso, utilizando EN]N
como estimativa inicial e obfendo
Onin On—1iny .- Oyn

E o tltimo valor, qué se designou por é\ll ~ para mostrar que se trata de uma estimativa
de #, efectuada com o conhecimento das N observagdes, o valor que se retém e que
fornece uma proposta para os pardmetros a e f dafuncio y(z) = exp{—azf) +«.
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Conclusdes

O modelo de espaco de estados ¢ o algoritmo de Kalman, uma vez descobertos pela
econometria estatistica, vieram a revelar-se como instrumentos tedricos e praticos de
grande utilidade para a modelizagdo, estimagao e previsao estocdstica.

No terreno especifico que constitui o objecto deste trabalho — a previsao econométrica de
curio prazo — a teoria de Kalman tem vindo a relevar-se como particularmente promissora.

Por um lado, o sistema linear dindmico revela-se apto a modelizar fenémenos econdmicos €
sociais em que a variabilidade dos pardmetros ¢ a aleatoriedade da evolugao sdo constantes.
Por outro lado, o Filtro de Kalman mostra-se como processo de estimagio eficiente, que
enquadra estimadores econométricos, de alisamento e bayesianos como seus casos particu-
lares, e que é capaz de corpetir em precisio com 08 oulros processos praticos.

Alguns problemas, de entre o8 muitos que ficaram por analisar, constituem linhas de in-
vestigacio de grande actualidade.

Em primeiro lugar cite-se a teoria dos sistemas na sua relacio com o problema da identi-
ficacdo econométrica.

Partindo de perspectivas radicalmente diversas os dois desenvolvimentos tedricos entron-
cam-se, parecendo promissor o estudo da teoria sistémica pelas contribuigoes que fornece
3 definicio e & analise da identificabilidade dos modelos.

Em segundo lugar refira-se a estimagao estatistica daqueles parimetros que sio aprioristi-
camente definidos no sistema de Kalmaa.

Por métodos que parecem ter rafz comum na mixima verosimithanca caminha-se hoje para
a estimagio das matrizes de covariincias e dos parimetros iniciais do modelo. K admissivel
que uma solugdo completa do problema, que actualmente parece estar a ser esbogadal),
venha a introdugir nova generatidade no Filtro de Kalman e a resolver muitos dos ébices
praticos 4 sua implementacio.

Em terceiro lugar cite-se o problema da selecgio ou identificacao de modelos.

Trata-se de problema essencial e de certa forma prévio 3 estimacao estocdstica. No caso
especifico da previsio o problema assume contornos diferenciados, pois a selecgao do mo-
delo & feita em funcdo dos resultados esperados, e deverd ter em conta a evolugio possivel
dos processos aleatérios. Critérios como os de Akaike e seus desenvolvimentos, intimamente

(1) V. Diebold e Pauly, 1987, p.38.
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refacionados com ¢ modelo de espago de estados, constituem outra linha de investigagio
para o confronto e escolha de modelos dinimicos.

Finalmente, refira-se o problema da combinagio dptima de previsdes.

Usualmente referida 4 methoria da precisio preditiva, a metodologia da combinacao de
modelos tem fundamento tedrico na existéncia de diversos esquemas explicativos parcelares.
A previsio combinada é passivel de uma interpretacio paralela 4 da escotha de modelos:
trata-se de seleccionar aquela combinagao de sistemas explicativos que constitui modelo
preditivo éptimo.

De entre os diversos pontos em zberto é este \iliimo que se programa como constituindo
objecto de investigacio Tutura.
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NOTA 1. Processos estocdsticos & sucessbes cronolégicas

0 estudo das suressdes cronoleégicas incide sobre dados observados
de processos aleatdrios gque se desenvolvem no tempo. Processos
aleatarios, processos estocasticos ou fungties aleatéarias sdo
termos singnimos (%), que referem familias de variaveis
aleatarias indexadas por um parametro que pode ou n3s representar

o tempo.

Una primeira definig3do pode ser assim estabelecida:

PROCESSD ESTOCASTICO {x(t)}} & uma familia de variadveis
aleatdrias indexadas pelo simbola t , em que t pertence
a um conjunto de indices determinado, T, infinito,

numerdvel ou n3o numeravel.

Pare cada dado valer t , Seja tD ' x(to) & uma variavel

aleataria, razdo por gQue O processo estocdstico pode ser definido

como uma correspondéncia t -> x(t) , dando um sentido mais
evidente & expressio “fungdo aleataria" (Cf. Ventsel, 1973,
pp.3534-60) .

Um dado registo observado de xit) guande t percorre T constitui
uma REALIzACAD, TRAJECTORIA ou FUNGRO AMOSTRA do processo a gual,
desse ponto de vista, pode ser encarada como TfungXo
deterministica de t .- A colecgdo de todas as possiveis

realizaches & denominada CONJUNTG do processo  ou ESPAGD DAS

REALIZACOES.

(%} V. contra—argumentagdo terminolegica em Loeve 1963, pp.4%7-B.
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Ter—se—-4 presente que, sendao x(t} wvaridvel aleatdria, existe um

espago de probabilidade subjacente. Considerar—-se-a um espago de
acontecimentas 0, com elementos w , a g-algebra de subconjun-
tos € de § e a medida de probabilidade P . Dado o espago de
probabilidade (Q,&,F} e um conjunto arbitrd&rio T , um processo

estocastico & wuma fungdo real e finita, ={t,w) , definida no

produta cartesiance Tx? , fungdo mensurdve] de w para cada t
fixo, teT. Por simplicidade omitir-se-34 sempre gque possivel o
argumento w e escrever-se-a x(t) em lugar de x{E,w) assim

como se denotard o processe por {x(t),t€T} ou mesmo por {(x(t)l.

Definigda formal de processo estocdstice pode ser assim es-

tabelecida

Dado um espago de probabilidade {(Q,€,P}? e um conjunto
TcR , PROCESSO ESTOCASTICO & a fungda x{w,t)l: OxT -> R,
tal que, para cada ¢t fixo, a funglo parcial x{w,-) e

uma variavel aleatdria.

Os trés elementos gque fundamentalmente distinguem um processo
estocastico s3¥o o espago de estados, o conjunto de par3metros e

as relaglies entre as varidveis aleatdédrias »x(t}) .

0 ESPAGCO DE ESTADOS ¢ a conjunto de todos os possiveis valores de
®it) . Com {(x(t)} definido em R trata-se de um processoc de
valores reais. Se a varidvel aleatsria x(t) for um vector de
dimens3ce k trata-se de processo k-dimensicnal. Se x(t) apenas
puder assumir wvalores num conjunto discrete diz-se que o espago

de estados do processo & discreto.

0 ESPAGD DE PARAMETROS ou de INDICES & o conjunto T ¥ conjunto
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que pode também ser discreto ou continuo.

Usualmente, um processo denominar-se-4 discreto ou continuo
conforme a natureza do espaco dos pardmetros. Os casos continuos
mais freguenteg surgem com T=]-w,+sl ou T=}0,+o[ e os casos

discretos tipicos s¥#o T={...-2,-1,0,+1,+2...} ou T={0,1,2...3 .

No caso discreto @ habitual representar a variavel aleatoria por
Xy o convencdo que sera agui adoptada.

A designagﬁc de SUCESSAO CRONDLOGICA serd reservada para proces—
sos estorAsticos em que o indice t representa o tempo e em que

esse indice apenas pode tomar valores discretos.

Uma sucess3o cronoldgica pode surgir per uma de duas vias. Havera
processos que, pela sua prépria natureza, traduzem acontecimentos
que tomam lugar em momentos discretos. Noutros casos os acon-
tecimentos evoluem continuamente & & a sua medida e registo gue
podem ser tomados em momentos discretos, numa amestragem da

realizagdo do processo.

A caracterizaclo de processo real constitui problema de escala de
abordagem, pois & natural que processos considerados discretos
possam ser estudados como continuos quandc observados com maior
pormenorizagdc, assim como e possivel gque processos continuos
apenas © se;am até certo grau de ampliag&o da realidade que lhes
estd subjacente. D problema & de natureza epistemolégica. A
guestdo técnica gue importa sublinhar, e que em certa medida
tranguiliza sobre a restrig¥oc do estudo a processos de indice

discreto, & que a amostragem de um processo continuo pode, em

condigbes muitoc gerais, ser suficiente para a sua caracterizagdo
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(V. Doob, 1953, pp.530 = segs). Par outro lado, a digitalizacdo

comporta vantagens computacionais actualmente bem evidentes,

conduzindo & generalizag¥o pratica da abordagem discreta.
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NOTA 2. Convergéncia em média quadratica

Considere-se © espago de probabilidade {Q,E,P) e a sucessdo

h)

(n¥oc finita) de v.a. de segunda ordem ai definidas {xn heN

& sucess3o dir-se-A CONVERGENTE EM MEDIA GQUADRATICA, ou, simples—
mente, CONVERGENTE, com limite =285 se a distancia em média

quadratica tender para zero quando n—>m , i.e.

(2.11 K =2 X (=2 H L X H -> 0

0 gue significa que em <] se pode tomar, como definigis de

convergfncia da sucess¥o (xn},

(2.2} lim Etxn—x]? = 0 n->®

A convergéncia em média gquadratica denotar-se-a simplificadamente

por referéncia & norma, como em (2.1), ou pelo simbolo

loioma % = X
n

em que l.i.m, representa, como habitualmente, "limit in mean”
(V. e.g. Apostol, 1974, p. 238), com n =->» « , Neste caso, €
também de acordo cem a terminslegia consagrada, a média entende-
se como média guadrética e a medida de integrag3c compo medida de

probabilidade (V. e.g. Ruimgaart e Scong, 1985, p. 313.

Pader-se-3a agora referir algumas propriedades importantes de

sucessbes de v.a. convergentes em LZ?(Q).
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UNICIDADE DO LIMITE

Admita-se a exist@ncia de dois limites, X B %' , para a Sucessio

(xn} de v.a. de Lz2{D).

Pela desigualdade triangular da norma ter-se-a

boxx S X ) el
tomando limites encontra—-se u x—x'” £ 0 , o que significa, pela
propriedade t(iii} da distdncia, gye ®=X' Q.G l.
Notando ainda gue EL »x—-x']2 = “ x-x'"2 =0 e, aplicando a

desigualdade de Chebishev

PEl x—x‘|>6] £ EL w~x'12/482 . &3>0

conclui-se gue PL| x—-x'fj»8d]1 = 0 , para todo e & positivo e gue
|

o limite & unico no sentido

PL x=x'1 = 1

CONVERBENCIA EM PROBABILIDADE

Aplique-~se novamente a desigualdade de Chebishev

PO % _—x |>81 2 EL x_—x l2/4¢2 , &20
n n

Uma wvez gue i1.i.m,. X, T % <=» EC x % 1 ->0 , conclui-se

gque
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(2.3) lim PEI xn—x |>a: =0 para todo o &>0

o que significa gue a convergéncia em média guadratica implica a

convergéncia em probabilidade 2.3 §-

CONVERGENCIA DA MEDIA

Aplicando (4.8, Nota &) & v.a. X =X encontra-se
- < —_—
1E[ X, 1] = H X "
- < _ -~
| Exn Ex | 2 " ® T N-> u]
Assim, se a sucessdo de v.a. {xn} converge para a v.a. X

também a média da sucessdo converge para Ex

(2.4} Ex  —» Ex l.
n

CONVERGENCTA DOS SEGUNDGS MOMENTOS

Dhserve-se que a desigualdade triangular pode ser escrita na

forma (%)

2.5 Ll = vl ¢ s -yl

(%) Escreva-se "y+(x—y)" L3 “x“+ﬂx-y“ .
Obtem—-se “N“-“y“ < “x—y" . Multiplicando esta ultima
desigualdade por -1 € notando gue Hx—y“ = “y—x“ obtem-se
(2.5).

NOTAS ANEXAS 7




Entdo, se (xn} converge para x ,

<l = lisali | S %= = | 0

pelo que

(2.4} 1im ”"n" = ”x" ou seja, Iim Ex; = Ex? I.

CONVERGENCIA DAS COVARIANCIAS

Demons trada a convergéncia das médias basta demonstrar a
converg@ncia dos momentos cruzados para garantir a cenverg®ncia
das covaridncias.

Praove-se entdo que ”xn—x" -> 0 e "yn—y“ ->» 0 implica:

2,7) | EExnym] - Elxyl | -> 0

Note-se primeiramente gue

| EExnym] - Elxyl I = | E[xy]—EExny]+E[xny]—EExnyml | £

L Elfxyl - E[xny3 [+ EFxnyJ - Etnnym] b=

| E[tx—xn).yJ t + | E[xn.(y—ym)] I.

Apligue-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz as duas parcelas

encontradas. Conclui-se que

| BOxoygd = BOxyd | =iy * JXal-Hy=vall =9 1

NOTAS ANEXAS 8
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0 .ESPAGO POS LIMITES £ SUB-ESPAGO DE L2(Q)

Se a sucessio {xn)~ converge para x 1SS0 implica, nomeadamente
a partir de certa ordem, que “xn—x" represente uma distancia

finita.

Aplicando a desigualdade (2.5) encontra-se

(T i I B (ol B

Camo "xn" ¢ finito isso obriga a gue “u" seja finito, ou

e ja, x € L¥LQ) l.
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NOTA 3. Funglbes de perca nilo pares

N¥#o foi possivel o acessoc directo am trabalhc de Sherman referido

por Kalman (196@) e Jazwinski (197@):

S, Sherman (1958). “Non—mean-square error criteria”,

Trans. IRE Praf. Group Inform. Theery, IT-4, pp.123-6.

A versio do teorema de Kalman reproduzida no texto ¢ a apresen-
tada por Kaiman e refere-se a fungbes de perca pares. Jazwinski
afirma, sem o demonstrar, que o teorema e aplicavel a fungies de

perca sem esse requerimento {(pp. 147-9).

Seria interessante tal generalizag3o mas =la ndo parece correcta.
A anadlise do trabalha independente de Granger (19&6%) canfirma tal

impossibilidade.

Vai dar—se um contra—exempio.

Admita—se gque p(xlY¥! & simétrica, tendo como valor meédio m

Definindo & estimativa x' e o erro e=x-x' construa-s& fungdo

compativel com a definig¥o de Jazwinski:

Lie)>d para e>@ (x>x')
Lie)=@ para e:l@ {(nslx'}
Cam gualquer estimativa x' & perca esperada sera

X ' +
IL(e)p(le)dx = Tﬂ.p(xlvldx + TL(x—x')p(le)
W
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Compare-se esta expressdo genérica com a da perca esperada com

estimative centrada. Ter-se-a que x'>m implica

@ .
TL(x—x')p(le)dx E IL(x-melle)
®' m

pois x—x"<x—m => Lix—x'J)iL(x—m) e p(le)zﬁ.

Bactaria alias gque a funcdc perca fosse gstritamente crescente
para erro positivo e que pixlyY) fosse estritamente positiva
nalgum subintervalo de [m x'] para que a desigualdade da perca
gsperada fosse estrita, ¢ que prova que © valor médio nac obteria

a perca esperada minima.
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NOTA 4. Variavels aleatsrias de segunda ordem

0 espaco de varidveis aleatérias de segunda ordem e o oper ador
Ex permitem definir um espago de HMilbert gue constituil suporte
fundamental ao estudo de sucess@ies de v.a.
Seja {0Q,E,P} um espaga de probabilidade = ®x:1 f? -> R
v.a. , diz-se que x ¢ VARIAVEL ALEATORIA DE SEGUNDA
ORDEM se Ex2{+m,
Considere—-se o espago & de tadas as v.a. de segunda ordem:

S = x: 0 ~->R, x & mensuravel, ExZ<+o }

Trata—se de espago vectorial sobre R:

(i) x €5, a€R => ax €5

pois ax & mensuravel e Elax12=a?Exii+a
tii} X,y € § => x+y €5
pois x+y & mensurdvel e DixZ+y2-Bxy => Bxyixl+y? =>
=) {(x+y)}282x2+2y2 => Elx+yl2{2Ex2+2Ey2<{+w,
Na altima implicag3o note-se que a desigualdade, antes de operada

pela esperanga matematica, & intrepertada no sentidoc de se

verificar gquase certamente.

Defina=se a aplicac3» de S2 em R : (x,y} —> Exy

NOTAS ANEXAS 12
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Existe Exy, ppis xy @ func3o mensuravel e —w{Exy<re camo

facilmente se verifica: 1xy|$%x2+ﬁy2 => E|xyi<m => lExyl(m .
A aplicagio & PRODUTO ESCALAR no espago S

{4.1) xsy = Exy

respeitando as propriedades caracteristicas

(i} Exy = Eyx

Liid EC{x+y).2z]1 = Exz + Eyz

tiiid Eflax).yl = o.Exy

(iv) Ex2 2 0 3 Ex2z=0 => x=0 q.C.

para todas as v.3. X3¥,2 €5 e o € R.
Note—-se gue a ultima propriedade & wvalida caom excepgdoc de um
conjunta de medida nula, ou seia, Ex2=0 <=> x(w)=0 g.c-
s de classes de equivalEncia das

devendo Sser intrepertada em termo

Vaed.

Com 0O e5pago S munido de um produto escalar definem—se

variaveis ORTOBONAIS como aguelas v.a. em gue Exy=0.

Sendo x XE cea X um conjunto de  v.a. prtogonais entre si

1 2]

obtém—se expressdo da lei de Pitagoras:

(4.2} E(Ix,)2 = LEx ?
i i
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No espage $ pode igualmente definir-se uma NORMA:

(4.3) “x“ = (x-x)Ié = Eﬁxz
qua respeita as propriedades caracteristicas da aplicagdo
-] » =2 R
(e (atd I Tl A 84
(i) floe-xll = o] = [l
fiiil "xH 2 0 ; "x" =0 <=» x=0 g.c.
para todas as v.a. X,y € 8 e x & R
As duas altimas propriedades deduzem—se directamente por

aplicacdo do cperador E ou a partir do praprio produto escalar.

por tradug3o das propriedades (iii) e (iv) deste dltimo.

Para dedug3o da desigualdade triangular

4.4 (Esad BENE R A

comecar-se-& por demanstrar a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

(4.5 [Exy| £ |x]-|vi

Sabe-se que ECax+yl? 2 0 , ou s2ja, Ex?2.x2+2Exy.a+Ey? 2 O.

G

discrimirnante desta Torma quadratica em x & n3o positivo:

22E2xy-4Ex2Ey2z £ 0 , de onde se obteém

(&4 .b) E2dy ¢ Ex2Ey?

o que & equivalente a (4.3) I.
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Por aplicag¥o directa de (4.4) obtem-se

"x+y"2 = Ex2 + 2Exy + Ey?

R IR T R R4 B A |
ey

n

Sendo a norma wuma guantidade ndo negativa encontra-se, por

radiciagdo, a desigualdade triangular I.

0 espagco S , normado por “x"=Eéx2 f representar-se-a doravante

por L2{Q) ou Lz , de acordo com 38 simbolaogi&a generalizada {(*) .

Defina-se agora a DISTANCIA entre duas v.a. de segunda ordem

dix,y): 52 -> R
(4.7 dir,y} = "x—y“

Sendo construida a partir da norma, a distdncia respeitara,

obrigatoriamente, as usuais propriedades caracteristicas.

(i) dix,y) = dly,x}
111) dix,y) £ dix,z} + diz,y)
tiiit dix,y) = 0O <=> » =Y g.C. [ dix,y) 2 0O 13

() Segue-se a notag3o usual (V. e.g. Rudin,1974, pp. b&s & segs?
para representar os espagas de funches mensuraveis de p-norma
finita:

LPowy = ¢fF: ||f =EI FiPap1Pea 3
t =t al
Na simbologia L2(q) ou L? subentende—se estar aplicada

como medida u a medida de probabilidade.
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A demonstrag3o pode seguir o caminho usual. "x-y"=]—1|."y—x“ g 0

que prova (i). Na desigualdade triangular (4.4], substituindo «
por x-2z & y por -y+z enhcontra-se (ii). Aplicando a terceira
proprigdade da norma a8 v.a. x—y encontra-se (iii? l.

Chama-se de novo a atengl3o para o facto de a propriedade (ii1)
dever ser intrepertada no sentido de se verificar gquase cer-
tamente. A relac3o x=y poderd ser n3g valida num cohjunto de
medida nula e, no entanto, dix,y) ser nulo. 0 problema pode ser
ultrapassado por uma de duas vias. Ou se considera gue Eﬁ[x-yli

induz uma semi-métrica (V. Apostol, 1974, p.293} mantendo (iii)
no =mentide 'de g.c. , 0u entd3oc se considera a igualdade entre

varidveis aleatérias como a relagdo de equival@ncia x=y SS8

xlw)=ylw) com excepgdo de w num conjunto de medida nula.

Referir—-se-3o de seguida alguns resultados fundamentais em
variaveis aleatérias de segunda ordem no espage L2(R) -~ espago
S com a métrica, a norma 2 o produto escalar que atras se intro-

duziram.

v.A. DE DRDEM 2 E TAMBEM DE ORDEM 1

Aplicanda a desigualdade de Schwar:z verifica-se que |Exl =
= E[in.xl, e “iQ“.Hx“ = "x" { @« ., Ent3o,

(4.8) |Ex| < ux" .

Quer isto dizer que [Ex!(w , o gue define varidvel aleatéria de
ardem L I.
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0 ESPAGO  L2(0) E FECHADO A OPERAGAO DE CENTRAGEM

A partir de x € L2 define-se a v.a. centrada (x-Ex)

Gue (x—Ex) € L? pode comprovar—se notando que se trata de

combinac3o linear de variaveis de L2(Q) : x & iQ.Ex I.
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NOTA S. Variedades gaussianas = processos gaussianos

Seja (G,E,P} um espagc de probabilidade e considerem-se as
variaveis aleatoerias %t Q -> R, i=1,2,...n .

G vector xwtxi Xg wen xn] & GAUSSIAND n=-DIMENSIONAL, ou MULTI-
NORMAL se a fung3o de densidade conjunta for definida par

n/a2 % 1

(5.1 foin) = (e Sl cexpl{—%(H-mIC " (x-m)}

; s T
em que C=[cij]n & a matriz de covaridncia de x e m =Eml...mn]
o vector das esperancas matematicas das varidveis aleatérias Xoo.
A funclo de densidade da multinormal fica pois completamente

determinada pelos pard3metros C e m .

Nete—-se que, na definigl3o acima, a matriz C n3o pode ser sin-
gular, tendo de ser definida positiva — possuir todos os valores
praprios estritamente positivos. Preferir—-se—a, por isso, definir
uma variavel aleatéria gaussiana n-dimensional pelo recursc a sua

fung¥o caracteristica:s

(35.2) Blu) = expi{iu'm-%u’'Cul
que admite a possibilidade de a matriz [ ser apenas semi-
definida pbsitiva — caso em que existem valares préprios nulos -

havendo compoenentes de x linearmente dependentes.

Admita—se o caso em que as covaridncias cruzadas s30 nulas, i.e.

c.. = Covi=x.,»x.1 =40 si#)
17

a matriz C serd diagonal e ter—se-a
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2

Flu) = Exp{xzujmj—ézujcjj)
n i su'c, )
m, exp lujmj ujcjj

- ixltul).ixe(ua)...ﬁxn(un)

Assim, no caso gaussiano, a covaridncia nula entre varidveis
implica a sua independ®ncia, propriedade que niic & generalizada &

maiaria das distribuigbes (V. e.g. Rohatgi, 1976, p.233).

.

Com recurse & funcl¥o caracteristica prova-se tambem facilmente
que qualguer transformac3o linear de um vector gaussiano ¢ ainda

um vector gaussiano:

(5.3) x ™~ Nim,C) => y=Ax ™~ N(Am,ACA'!

em que A & uma matriz de ordem kxn

Verifica—-se que

vy, E[el(ﬁ wv) x4

= = 7% =
iy(v) Ele in v}
VL P ‘ k
= exp{iv'Am - %.v'ACA‘'V]I , veER
enti3o, o vector aleatorio k—dimensional vy segue tambem uma
multinormal, com média Am & matriz de covariancia ACA"
Em particular verifica-se que cada componente X de ® é

normal, com func3o caracteristica

2
(5.4) & .{v.) = explimv, = %, H

..V,
¥ J J U

Note-se gue A & matriz real qualquer, de ordem kxn , com k2l

{para nap referir o case trivial k=0 ). Bignifica isso que, dado
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o conjunto de v.a. (xl,xa,...xn) ., componentes do vector multi-

normal X , 0 espago de combinagies lineares desses campanentes
%5 & uma variedade linear gaussiana (#), com dimens3o n3o super-

ior a n .

Um processo estocdstico {xi{t)r , de par3metro discreto ou
continue, & denominado GAUSSIAND quando a distribuigio de
probabilidade conjunta de qualgquer familia finita de variadveis do
processo for gaussiana. Por outras palavras, {x{t)} diz-se
gaussiano quando gualquer wvector aleatéri;, formado com um Namers

arbitrario, finito, de varidveis do processao, ftiver distribuiglo

multinormal.

A importancia dus processos gaussianos deriva n3c sa  da
simplificag¥o que permitem, no estudo de muitas das suas
caracteristicas, Como ainda do facto de possibilitarem a

caracterizac¥o de propriedades fortes, mais estritas do que as

verificadas pela classe dos processos n3¥oc gaussianos.

Pualguer pracesso estacionaria esta sempre em dual idade com um
processe gaussiano, definido num outro espaco de probabilidade
mas a com 2 mesma média e a mesma fungdp de autocovaridncia gue

esse outro processo (V. Doob, 1953, pp.72 e segs).

{#) "um conjunto (n¥o necessariamente fechado) que cantém
gqualquer combinag3o linear ax+iy desde que contiver os
elementos x e y serd chamado de varisdade linear." (Kgl-

mogorov, 1974, p.134).
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Em termns teérices, a corespondéncia estabelecida vem clarificar
e organizar o estudo dos processos estocasticos. Sempre que um
processo - terha uma dada propriedade P1 , definida em termos dos
primeiros e segundos momentos, © correspondente proctessoc  gaus—
siano tera uma propriedade PE com caracteristicas mais

estritas. P sera chamada propriedade em sentido lato e P

1 e

propriedade em sentido estrito (%).

A distingl3o .entre pProcessos pstacionarios em sentido lato 2 em
sentido estrito ganha agora outro significado. Com efeito,
definindo-se estacionaridage como 2 invaridncia da média e da
covariancia face & wuma translacc¥oc temporal, se a 2ss3
caracterizagdo se somar a normalidade das variaveis aleatérias, o
processo  passard a ser completamente estaciondrioc. A propriedade
P] , que ¢ a da estacionaridade & segunda ordem, corresponde a

propriedade Pe , gue ¢ a da completa estacionaridade das proces-

05 gaussianos que respeitam F'l .

De igual forma, a distingao entre a independ®ncia e a ndo
correlag3o de v.a. {ou a sua ortogonalidade quando Ext=01 pode

ser expressa em termos de propriedades lata e estrita.

Congidere-se o0 processo {xt) de varidveis centradas (Ext=D); a

independéncia implicard a ortogonalidade

Fix ) = Fix_).Flx_) => Efx,x_3 = 0
s s

t*s t t

mas a reciproca n3o &, em geral, verdadeira.

(#) & distinglo deve-se a DOOBR. Cf. Doob, 1953, p.77.
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No entanto, se as varidveis forem gaussianas,

equivalente a independ@ncia.

P

correspondente propriedade gaussiana,

mais estrita da independgncia.

NOTAS ANEXAS
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NOTA &. Séries de Variaveis Aleatérias
Definir-se—a uma condig2a operacional para o estudo da
convergfneia de uma sucessiio de v.a., de modo a poder abordar uma
classe particular de séries em L2{Q2).

CONDIGAC NECESSARIA E SUFICIENTE DE CONVERGENCIA

A SUCPSSAD {xn) & convergente se @ So Se E[xnxm] converge com

n,m —> ® :

(6.1 ] l.ium. x ¢=> 3 lim ELx_x 1]
n nm

Admita-se gue Ex_»x -> C com n,m —-> o . Entdo, "x - Hi =
n'm nom
= E[x —x J% = Ex 2 — PEx_%x_ + Ex % -> c2-2cz+c? =0 . Isso
n'm n nom m
significa que {xn) & sucess3o de Cauchy, portanto convergente

em L2{f)

A condig3o necessaria deriva directamente da convergéncia dos

momentos cruzados (2.7) I.

Esta propriedade sera wutilizada para provar uma condigdo de

existéncia de soma de séries de v.a. nao correlacionadas.

Por aplicag3o directa da definig3o de convergéncia de uma

sucessa de v.a., considera—se que 3 serie de v.a. ZD L
(ou, mais simplificadamente, Exn ) tem soma S guando a sucessdo
de somas parciails {Sn} , com
n
S = L x
n o u
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canverge para 8

“ 8 -5 " ~>»> 0 cam n -> ®
"

CONDIGAO DE CONVERGENCIA DE SERIE DE V.A. NAD CORRELACIONADAS
Considerem—se as somas parclais 5 =" x e § =" e admita-
n o u m o u
se, sem perda de generalidade, gque nim . 0O momento cruzado
EL[S .S 1 tem a expressado:
n Tm
ECS_.S5 J = E.Z, Elx,.x%x.]
n 1] 1 J

com i=1,2...n e j=1,2.-..m .

Se as variaveis s¥%¥0o nd3o correlacianadas EExi.xj]=D, para i#j,

pelo gue
n 2
ELS_.S5 1 = E_ ELx.]
n"Tm o i

Assim, como Sn converge sse E[Sn.Sm] converge, a condigdao de
exist@ncia de limite para a sucess3o de somas parciais equivale a

condig3o de exist@ncia de soma da série real:
(6.2) ED |||z *I. E xE () -
o 5] o u

(*) A gemonstracio difere ligeiramente das demonstragiies
cldssicas, baseadas nas sucessfes ortonarmais de vectores de
L2 {e.g. Berberian, 197&, p.4%) ou na condigdo geral de

Cauchy (2.g9. Rudin, 1973, p.293).

MNOTAS ANEXAS 24

- ——— ——




Significa isso que a v.a. Exu & definida {no sentido da média
guadratica) se a série real (6.2) for convergente; situagdo em
gue ELZIx] tambeém existira - com valor EILEx] como se deduz de

(2.4,
Um caso particular importante surge quando Exu=D Yu , situagdo
em que Ex? representa a variancia das v.-a4. 2 em gque s2 chncluil
gue Ix existe quando tiver varidncia finita, situac3o na qual
z
(&.3) VAR [Ex 1 = £ VARLx 1 = I Ex 1
U u u

e, naturalmente,

(6.4 E {EZx 1 =L [Ex 1 =20
u u
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NOTA 7. Pseudo-invarsa

Uma matriz A & chamada quadrada, guando satisfaz a relagdo

(i) AR A=A
Para evitar a falta de unicidade da matriz definida por (i) &
usual, seguinda Penrose (*), arrescentar os seguintes axiomas:

tii aATan” = A

‘s -, T -

{iii? (AR ¥ = AR

Civ) A =aa
Uma matriz assim definida, respeitando (it a {iv), sera chamada

de inversa generalizada ou pseydo-inversa de Penrose e seri

+
denotada por A .

Se o vector aleatdrio x seguir uma multinormal com matriz de
covaridncia singular a sua definica3n n3o pode basear—se na fung3o
de distribuig¥o mas terd de ser expressa a partir da funcdo

caracteristica (V. Nota T).

Em particular,se a matriz de covaridncia de y, seja Zyy, for

singular e se x & y forem conjuntamente gaussianos, prova-se

(ibidem, p.382}) que:

+
Elx|yt = Ex + 2Hyzyy<y-Ey)

¥ - I T
X Ry yy yn

V[xly]

(#) As definigltes e resultados agul apresentados seguem de perto

Kalman, 1963, pp.3&7-83.
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NOTA 8. Processcs puramente aleatérios - “ruido branco”

As sucessBes de variaveis aleatarias ndog correlacionadas -
processos puramente aleatarios discretos - representam, natural-
mente, uma abstragio de aplicabilidade directa pouco usual. O seu
interesse deriva sobretudo da sua utilizacdo como pedra base na
concepgdo de medelas mais complexos, largamente utilizados no

estudo de sucessfies cronolégicas.

Adaptar—-se-4 a definig3oc gue segue, representando-se as v.a.
deste modelo (discreto) por €, .

PROCESS0S PURAMENTE ALEATORIOS {€t} 530 Processos
estacionarios a segunda ordem com funcio de

autocovaridncia ReT)=0 , Y1#0.

Ter-se-a, evidentemente

(8.1) Eg, = ¢ vt o, jpjce
(8.2 VEEtJ = 2 L2 N g?<m
{(8.3) R = g2l 0 Tl
ou R{T} =
a2 =0
(B.4) r = I a] T#0
ou r(Tl =
1 =0
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Outras caracterizacghes s3o igualmente utilizadas. Jenkins 2 MWatts
(1948}, Jazwinski (1970) e outros, incluam na definig¥o a
independéncia das v.a. — exig&ncia mais restritiva pois, a menas
gque a distribuig3o conjunta seja multinormal, a nioc corrvelacac
n¥o implica independ&ncia. Chatfield (1984) .inclui ainda a

exigéncia de as v.a. seram identicamente distribuidas.

Em termos das propriedades lata e estrita vé-se que a definiglo
adoptada corresponde a uma propriedade tipo Pl y Que se trans—
forma numa propriedade tipo PE em processo puramente aleatdrio
gaussiano, processo que satisfara as candiglies definidas por

esses autores.

Se a definiglo caracterizar o processo puramente aleaterio dis-
creto a partir de processo continuo (e.g. Parzen, 1962, p.113 ou
Brown, 1983, p.?0) levantam-se problemas de outra complexidade.
Esses problemas usualmente s¥3o ultrapassados definindo a partida
o processo como gaussiano, outra razdo pela qual o processo
puramente aleatdrio discreto & muitas vezes definido com o pres-

supasto da normalidade.

Encontra~se ainda generalizada a desigrag3o de RUIDO BRANCO para
processos puramente aleatsrios. O termo “ruido” deriva do facto
de o valor actual da v.a. do processo ser ndo autocorrelacionado
com os valeores anteriores. Com processo gaussiano essa
propriedade tem express3o mais estrita, em termos da distribuigao
condicional da v.a. @

{(8.5) f(EtI = f(Etl 5>0

Et_sl

vendo-se Que o0 processa & um “ruide puro", absolutamente ndo
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previsivel a partir dos valores antericormente registados.

A adjectivaglo de "branco", por seu lada, exprime a
"descaracterizagio” de {Et} . Deriva de uma analagia espectral
com a luz branca, em gque todas as freguéncias do espectra wvisivel

estdo presentes com igual relevo.
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NOTA 9. O Espaco de Hilbert L2{Q)

Vai demonstrar—-se gue toda a sucess3o de Cauchy, i.e.

(9.1 Cx _2: ”x ] H ->» 0 cam nN,m —-> @ ,
n nom

& cgnvergente em L2(Q) (V. =.g. Loeve, 1943, p.ls51 ou Ash,

19272, p.BS), ou seja, gue
l.i.m. x_ €& LZLQ)
n
a que significa que L2(Q) & um espago completo.

A demonstracac pode s=er apresentada de forma muito geral, con-
siderando qualguer espaco Lp(p) com gqualguer medida n

positiva @ com 1ipi+am (V. e.g. Rudin, 1974, p. &69). E aplicavel
a espagos munidos de medida ni3o finita (V. Kolmogarov, 1976,
2.373). A demonstragdo que segue limita-se ao espago de v.a. de
segunda ardem gque se defronta, e & apenas uma concretizacHo da
Teorema Oe Riesz-Fisher, que afirma gue o &5pago Litp) , de
fungbes mensuraveis e de quadrado integrdvel, & um espago com-

pleta (V. Berberian, 1963, p.l11).

COMPLETICIDADE DE L*(Q)

Se a sucessio {xn} ¢ de Cauchy ent3o bha certamente uma

subsucessdo {xs} tal que
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Cognstrua-se a partir de {xs} a sucess3o monsétona crescente de

spmas parciais

Como ysau e EyELD a desigualdade (89) permite escrever

m
~
I

_ , < o _
Etxll + EE EixS xg_ll < “ysn

o . o -
= fxy * Tg *g 7%l

Aplicando a desigualdade triangular ao ualtimo membro desta

expressio conclui-se que

. e
Evg £ gl * %o % ™™s-all

A sSucessEo {Ey_2 ¢ majorada, pois a serie Z"x -X " e
5 s "s-1

majorada por seérie geomgtrica de razio % . Pelo teorema de

Beppo-Levi isso significa que & v.a. Yo * que & a fungdo

ys(w) , converge para alguma v.a. »(w) , gue existe e & finita.

A convergéncia entende-se em todo o ponto we , no sentido de
lim ys(wl = xiw} , com excepcd3a de um conjunto de medida
nula(%), Trata-se, em termos de teoria das probabilidades, da

canvergéncia com prababilidade 1.

(#) 0 teorema da convergéncia monétana de Beppo-levi permite
afirmar que a sucess¥o de fungties integraveis {ystw)} ’
gsende monstona crescente e sendo o0s respectivos integrais
ma jorados, EySSK , converge em gquase toda a parte para uma

funglo ® () que existe, & finita e integravel. Cf, Kol-

mogorov, 1974, p.293.
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' o 1
™ eri + - conver i si ifi e
as, se a serie |x1| Zelxs x$_1| onverge, isso gnifica que a
'

serie x1+S;(xS—xs_1) também converge @, como esta daltima tem

somas parciais identicamente iguais =a ®g isso significa que

]

L converge para % , para todo o w com excepcide de um con-

junto de probabilidade nula.

Terndo encontrado » gue & limite da subsucessio (xs} resta
provar que esse limite por pontos & limite em media guadratica de

{xn} e pertence a LIt .

Por hipatese

\
De {ns} sxtraia-se a subsucess3o (xs} atras definida. Para

tgdn o n fixo ter-se—-&

Aplicando ¢ Lema de Fatou (#) encentra-se
Elx -x32 & lim inf_ EEx_-x_,3 -> 0 , com i->®,
n s n's

Ent3o, l.iome % = % e, como E[xn—x12 @ limitado, (xn—x)

pertence a L2 pelo gque também x € L2 ' .

(%} O Lema de Fatou permite afirmar que a sucessan de fungles
positivas integraveis {Exn(w)~x;(w)]2} , tendo o respectivo
integral majorado, Etxn(w)—x;(w)lsz , admite wuma fungdoc
integravel tal que EC.] £ lim inf5 E[.J5 . Cf. Berberian,

1965, p.10S.
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Com este resultade fundamental provou-se que L2(QY , pré—espaco
de Hilbert (%), & um espago completo, pelo que L2() constitui um

ESPAGD DE HILBERT (V. e.g. Berberian, 19861, p.40).

A conclus3o & suficientemente importante para que se sumarizem as
propriedades de Lz2{Q) que o fazem corresponder a definicio de

ESPAGO DE HILBERT:

(i} x+y = Exy @& produto escalar que define Lz
com suporte em S -

com o produte escalar define-se Hu“=(x-x)%=E%x2,
dtx,y)=“x—y"=[(x—y)-(x—y)]%=E%[x—yJ2 gque s3o,

respectivamente, uma norma e uma distinciaj

(ii) L2{(Q) ¢ espago completo.

(#} Um pré—espago de Hilbert &€ um espago vectorial munido de
produto escalar. V. Berberian, 1961, pp.25-33. Em LT =wsta

definido o produto escalar Exy.
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NOTA 1®. Processos lineares gerais, AR, MA, ARMA

Os processos lineares (xt} definem—se a partir de combinacdo
linear de variaveis do proprioc processa e/ou de variaveis
puramente aleatdérias (Et} . Nos cases n3o triviais essa

combinacd3o inclui variaveis desfasadas.

Dois exemplos cléssicos sdo os processos autoregressivog e os  de

meédia méveis.

PROCESSO AUTOREGRESSIVO de ordem p , finita, represen-

tado por AR(RE) & o processo (xt} definido pela
equagdao
(1801w +a x4+ 8%, o+ -u. ¥ apxt‘p =&, .

em gque Cet) é processo  puramente aleatdrio e

al,aa,...ap s3o constantes.

A equagio (18.1) pode ser expressa de forma equivalente

escrevendo x, = i? a ou ainda Zp

" = € y O que

ut-u auxt—u t

apenas obriga a redefinir as constantes de ponderag¥o a, - Sem

perda de generalidade pode considerar-—-se aﬂ=£

Se o conjunto de indices tiver um minimoa serd ainda necessario

redefinir = =Eu’ x1+a1xa=E1,... xp—1+31"p—2+'"+ap—lxt-p+l=ep—1'

PROCESSO DE MEDIAS MOVEIS de ordem g , finita, represen-—

tado per MA(g) & o processa (xt) que respeita a
equag o

1.2y %, = € + b€, + ... * bqet_q
em que hl’ba""b s3o constantes e {Et) & processo
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puramente aleatério.

A= observacbes feitas & forma de descrig®o do processo AR(p)
=%¥0 aqui igualmente validas. A designacdo generalizada de MA(q)

provem da terminologia inglesa "Moving Average”.

As equaches (16.1) e (18.2) s¥3p exemplo de equaghes de descrig3o
de processos lineares que podem ser reestritas simplificadamente

com recurso a operadores de desfasamento.

Introduza-se o OPERADOR DE DESFASAMENTO REGRESSIVO ("backward

shift"! representado por B (#) e definido pela expressdo

112.3) Byt = yt_1

0 desfasamento de mais de um pericdo pode ser igualmente expresso

cam esse aperador, na forma
(1@.4) Bk =
. Yo 7 Ye-k
definindo-se ainda
Biyy = ¢

Poderiam ainda introduzir—se o OPERADDOR DE DESFASAMENTO PROGRES-—
SIVO ("forward shift"}, representade por F e definido ~pela
(#) E natural encontrarem-se designacBes alternativas para este
eperador. A& letra B é introduzida por Box e Jenkins 119749,
p.B) enguanto Harvey (1981, p.26) e outros autores da escala

econométrica inglesa preferem a letra L de "lag".
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expressio

K
(18.5) FoYe = Yiak

= o OPERADOR DE DIFERENCIAGAO D

(19.6) Dy, = ¥, ¥4,

Ter—-sg—~4&, como & evidente,

(18.7) F=8" Fl-os

L1@.8) D = (1-B)

Note-se ainda que D—1 = II—BI_1 correspande a um operador de
s0Mma

Doy, = (1—5)'lyt

)

(1 +B+B + ...y,

Ye Y Yo T Y2
@
- zn Yt-—u
D que se pode confirmar directamente a partir das identidades
-p'p
Y Yy
(yt—yt_ll + (yt—l_yt—E’ * iaa
. -1
Ye = DD vy

= Uyghtyggtessl Ty Mgt )

Podera agora resscrever—-se o processo autoregressivo de farma

mais campacta
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ou ainda

8.9 m(B)xt L

aonde o polindmie «t.] se define por

i P
i1@. = + 2 o+ .. +
19.19) xlz) 1 alz + aEz apz

O processo de médias moveis, per seu turno, tera a express3o

= 9 u
L ZD buB et
ou ainda
{18.11} X ﬁ(B)Et
com o polindmio @#C(.) definido por
ag.12 Alz) = 1 + bz + ...+ quq

Uma generalizacdo dos processos lineares & o chamado Processa
Linear Geral, conceito que & devido a Bartlett (1933) que assim
designou uma clasge de processos resultante da combinagdo Iinear
{infinita) de variaveis puramente aleatsrias. A definig3o agul

adoptada & de tipo P1 , diferindo da proposta por esse autor

{#) Enquanto Bartlett construia o processo linear como combinagdo
de v.a. independentes agqui apenas se supfie a n3o correlagdo.

0 conceito de Bartlett pode ser visto como uma concretizagdo
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(#). Seguir-se—4 de perto Priestley (12811,

PROCESSO LINEAR GERAL & o processo {x_ }? que pode ser

t
expressa na forma
ar
= €
*e ZD Y t-u
en gue (Et} & processo puramente aleatdrio e {gu}
sucessdo de constantes tais que 2: gE { o .

A serie Z- g

o 9u%tu representa o limite em média quadrdtica da

sucessi3o de samas parciais 5 i g € . Como foi demonstrado
n o “u t-u
rna Nota & tal limite existe se a série real Eng £ ”2 tiver

U t-u

soma. Ora
2 = 2 -4
2 "guetuu" GE'Z 95
) - o =4
Assim, & condigdo 20 gu < @ assegura que Xy € L2(Q) l.
Assuma-se que EEt:D , pressuposto que serd de ora em diante
sempre admitido. Nenhuma restrig3¥o séria se coloca ao estudo

subsequente. Por uma simples transformag3o de variaveis, que

corresponde a uma deslocagdo parea a origem, € sempre possivel

transformar processo estacionario em processo estacionario
centrado - com valor esperado nulo. Por outro lado, a nao
correlagdc entre variaveis (E[€t65]=EEt.EEs), transforma-se agora

na sua ortogonal idade IEEEteSJ=D), 0 que simplifica o estudo.

Fassara a ter-se, como em {&.4}),

em sentido estrite do PLG, e s8-lo-4 guando o processo for

gaussiano.
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1@.13) Ex, = 0O

e, como em (&.3)

1]

@
11@.14) Vin, 1 g2 = g2,X g2
® g =] 9%
Para determinar as fungiies de autocovari3ncia & autocorrelacda
reescrever-se-—a o processe de forma que permite encontrar
expressbes mais simples para essas Funglies:
+o

1186.15) x, = L g

% ® uEtﬂu com gu=U para u<0

Em teoria dos sistemas esta equagdo define um sistema linear
invariante que, ¢om 2 condigdo gu=D para u<D , representa um
sistema fisicamente realizavel ou causal, terminologia evidente

por =i preépria (Cf. Chatfield, 1975, pp.187-8).

Com a expressi3o (18.13} encontrar-se-a imediatamente a funglo de
autocovarid@ncia
+o

] = ¢a2.%

{(1@.18) R(x) = Etxt,xt_T 1.2 . gugt_T

sendo nulos os termos da serie guando u=0 ou rou .

(#¥) A convoluc3o de duas fungbes f e g ., representada poy
f*xg , [-) o' integral funcional hix}= Iﬂf(t)g(x—t)dt =
= IRg(t)f(x-t)dt . V. e.g. Apostol, 1974, p.387.
Em particular, a convolug¥o de duas familias (xu} (yu}
u€z , de numeros reais ou complexos, somaveis absolutamente,

+@

¢ a familia de termo geral ZT= (x*y)¢= Z_w xuyu_T
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A funglo de autocovaridncia @
{gu} , O gue se transforma numa

nomeadamente quando o ndimero de

assim a autoconvolugdo (%) de

regra pratica para o seu calculo,

pard@metros gu#D ¢ finito.

A func¥o de autocorrelagdo serd dada por
+@ +o 2
(1g.17) FCT) - i:_mt;]l_lc.jt_'r / Za 9,

A existencia das séries (1@.14) & (14.17) & garantida no pres-

suposto de EEt=U , conforme se vera de seguida.

CONDIGOES DE ESTACIONARIDADE

2
Com o pressupostos EEt=D e Zgu(+m o processo linear geral &

centrado e estacionario 4 segunda ordem. Com efeito

2
EEt—U Vtxt]—ax vt

Por outro lado, como lR(T)ISR(U! ., a serie Sgugu_T neces-
sariamente converge, confirmando a generalidade da expressio
encaontrada para R{(T) . Ora nessa express3a o valor de Ri(1) &

fungZo unicamente da amplitude do desfasamento T 4, pelo gue

assim se cumpre a dltima condiglo de estacionaridade do processo.

Admitindo EEt=U N o] gue torna imediatamente o0 processo
estacionario & primeira ordem, a condiglio de estacionaridade
resume-se assim & condigao Zg:<w , incluida na definic3do an-
teriormente estabelecida, pelo Que, nessas condigdes, tode o

V. Tykhomirov, 1982, p.504.
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processo linear geral e estacionario & segunda ordem.

Pode ainda demonstrar—-se (V. Partlett, 1995, p.147) que o pres-
suposteo adicional de independ&ncia das variaveis Et implica a
completa estacionaridade do proceésso. Admitindo que este & gaus-
siana fica automaticamente introduzida essa praopriedade de tipo

PE face & propriedade de tipo P1 de estacionaridade & segunda

ardem.

intreduza—-se agora 4 reescrita do processoc em termos de

operadores de desfasamenta, de forma a encontrar outra forma para
2

a condig¥o de estacionaridade I gu < ® .

A expressio %= Z guBuEt aparece na farma mais compacta

(1g.18) X, = G(B)Et '

tendo sido introduzida a fungo
k-
(18.19) G(z) = ZD gz

Trata-se pois de fungdo representada em série de poténcias, com
centro na origem. Yer—-se-a que a8 condigdo de estacionaridade pode
ser expressa em termos do caracter analitico (%) dessa fungao
Giz).
(#) Uma Fungd3c & analitica num conjunto abertoc & se a sua
primeira derivada existe em todo o ponto de s .
As propriedades, definigbes e teoremas base da demonstragino
que segue podem encontrar—se em ppostol, 1974, pp.193, 234-7,

434 e 44%9-30.
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Em primeira lugar verifique-se que

. 2 u
iy a, < m =2 ]S 9.2 | < @ para |z|<1
o que significa que G{z) s=sera analitica no interior do

circulo unitariao.

2
Pelo critério da raiz a converg@ncia de X 9, obriga & desigual-

2 2
dade L = 1lim sup (gullfu ¢ 1 . O0Ora, caomo lim sup (gu)lfu =

1/u

ui y L ¢ precisamente o inversc do raio de

= lim sup |g
cenvergéncia da série de poténcias, peloc Qque esse raio r
verificara a desigualdade r21 , o que implica que a série seja

convergente para ‘z|<1 , partanto, gque G(z) seja fTungi3go

analitica no interior dao circulo unitario l-
Bemonstre—-se agora gue

14i) se G(z! for fung3o analitica para z|=1 neces-—

]
sariamente a série X 9, converge.

Para G(z) ser analitica para |z|=1 tera de ser representavel,
em cada ponto da fronteira do circulo unitario, e numa vizinhanga
de cada desses pontos, por uma serie de poténcias. Iss=o significa
que o raio de convergé@ncia da série terd de ser suparior &
unidade. Ent3p, se r»i , L=1/r<1

1/u

2 /
Mas L = lim sup |g,| = lim sup lgu)I .

<1 , pelo que a série

?
z converge §-
9, ge |

Conclui-se assim gue a condiglo de gstacionaridade da processo
linear geral pode ser expressa am termos da fungdo Giz) ,
ficando essa condic3o assegurada se a funcg¥o Giz) for analitica

no interior & na fronteira do circulo unitario 1 |z|51 H
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PROCESS0OS DE MEDIAS MOVEIS E AUTOREGRESSIVOS

E imediatamente verificavel gue o processo linear geral encontra
os processps de médias mévelis como um Seu Caso particular. De

facta, definindo gu=D para urg encontra-se (1@.1)

= yd
X o Buft-u 7
ou ainda, identificando a fungdo G(z) com o polinamio finito
ftzy ,
®y = B(BYE,

E facto ainda, sob determinadas “condicties de invertibilidade”,
que um processo autoregressivo pode ser expressc  Como  processo

linear geral. O processo AR(1l) por exempla

X T ST e

xg = fpTalEme% g

X = €, ~-akE +a2€ ,_,+(-a)uE +ana

t t -1 t-2 t-u
conduzindo &0 processo

@, u _oy4 o

Xy = ZD( a) &, . cam (—-a) 9,

E também admissivel gque o processo xt=G(B)Et possa ser
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reescrito na forma

i1@.28) G_liB)xt = e

Se for possivel desenvolver G_I(B) em s#érie de poténcias

encontrar-se—4 processo autoregressivo.

A condig¥o, naturalmente, & que a sé&rie z huBuxt seja conver-

gente em meédia quadratica. Raciocinio semelhante aoc jd atras

efectuado leva a conclusXo de que tal requisito & satisfeito se
-1

G (2) for funglo analitica no interior @ fronteira do circulo

unitario:
i@.211 G (2 £ = |2|€1 l.

Efectue-se o raciocinio inverso : se AR(p) , modeloc autoregres-

sivo de ordem p, estacionario

x{B)x - £

t
com ofz) polinédmia finita, admitir a inversdo
R |
Ky = o (B)Et

isso significa gque ele pode ser escrito, equivalentemente, na
forma de processo de médias moveis de ordem (em geral) infinitas;
ou seja, na farma de processo linear geral. A condigdo para gque

-1 - s , R :
o tz) seja invertivel em atz} , gerando processo estacionario
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equivalente & &4 condigio
« fzl <@ |z|<1 .

Isso implica que todas as raizes oo polinémic Tiniteo x(z)

estejam no exterior do circulo unitarie, o que &, afinal, forma
equivalente ' de expressar & condigdo de invertibilidade em
processo ecstacionariao, mas agora directamente a partir do

polinamio «éz) .

Conmidere—-se o problema cantrario: expressar 0O pProcesso

estacionaria MA(g) , processc de médias méveis Tinito

na forma de processo autoregressives:

ﬁ'lcsax =«

0 polinamio #g(B) & Tinito, de ordem 4§ , B 0 polinamio B_l(E)

serd, em geral, de ordem infinita.

A condigao de invertibilidade em precesso estacionadrioc eguiv-

alente &, tal como em (16.21}), expressa sobre a fungio B_l(z):
f (z) < = lz;il H

reguisito gue & sempre satisfeito se O polinémia {(finito) gez)

tiver todas as raizes exteriores ao circulo unitario.

Estes resultados podem Sev sintetizados nas seguintes condigbes
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de invertibilidade ou de equivaléncia entre processes de Medias

Maveis & Autoregressivos estacionarios (#):

(i) MA(g) =-> AR(a)

- = -1 =
Hy = ﬂ(B)Et <=> @ (H)xt = Et
transformag3o possivel se todas as raizes do poliné-

mio finito @(B) forem exteriores ao circulo unitarie

tiil AR(pY -> MAl=)
= _ -1
a(B)xt =%, <=> Ry T (E)it
transfarmag¥o possivel se todas as raizes do poline—

mio finito ®=(B) forem exteriores ao circulo unitario

As condigbes de gstacionaridade do processao linear geral, que se
deduzem directamente da express3o (1@.21) concretizam—se no

seguinte:

tiii) MA(g
= Q(E)Et
pracesse sempré estacionadrio pois o polinémia de

ordem g f#(z) tem sempre valor finito para |z|$1

{tiv) AR(p}
= €
u(E)xt t
processo estacionario desde que a fungdo « (z)
seja analitica para izlSl , ou seja, desde que as

raizes do pelinamio o®tz) eejam todas suteriores ao

circulo unitario.

(#) V. Priestley, 1981, pp.132-4&.
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PROCESSOS ARMA

0 processo linear geral permite ainda encontrar, como casd par-
ticular de especial interesse, o= conhetidos modelos mistos,
autoregressives e de médias meveis, que se rapresentam por

ARMA(p,q) & gue s30 da forma:

(1@.282) =, + a,%x + e

t 1¥g-1 Ay T %y 1%¢-1 g t-q

De modo mais compacto escrever-se—a

14.23) wi{Bix, = f(B})E

t t

E o modelo reduzir-se—-3 & um processo linear geral gquando puder

ser escrito na forma

(19.24) X, a_ltB)ﬁ(B)Et

o ’que? & sempre possivel se todas as raizes do polinsmic w«t2)
forem exteriaores ao circule unitario. Essa &, alias, tanto a
condig3o de egquival&ncia de um ARMA a um processo linear geral
(ecstacicnario), como a condigas da sua estacionaridade, que

reside apenas na sua parcela autoregressiva.

PROCESSOS ARIMA

Considere-se o PpProcesso {xt} & encontrem—se as suas d-ésimas

diferencas

d d -
x > D % {1-B) ®y
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Se o naovo processo segue um ARMA(pP,q) dir—-se—a que

um ARIMA(p,d,q?.
De forma compacta pode escrever—se

i1@.259) a(B)(l—E)dxt = B(E)Et.
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NOTA 11. Processos estacionarios

0 estudo de processos cujas propriedades estatisticas nio mudam
com o tempo — proCcCeEsSsSDS estacionarios - @ particularmente impor—
tante na anaAlise de sucessbes cronolagicas. Os modelos que se
encontram mais completamente estudados c¥no agueles em Que a
sSuCessdo é directamente estacionaria ou pode tornar-se

estaciondria por meio de uma transformacdo simples.

PROCESSO COMPLETAMENTE ESTACIONARID & aquele em Que
c3n idEnticas as distribuigbes de probabilidade conjun—
tas de

} e 3

R L LA T Cry o Feaaek* Bea+k " Mentk

para toda a escolha admissivel de indices, tl,t8,...,tn,

e de k.

6 propriedade de complefa estacionaridade & muito restritiva. No
estudo pratico das cucessdes cronoldgicas @ uswal reduzir a
exigéncia de invariancia face a wuma tranlacc¥o temporal & da

invarigncia dos momentos da distribuiclc até certa prdem m.

PROCESSO ESTACIONARIO ATE A ORDEM m ] aguele em
que existem e s3D idénticos, para qualquer
deslocacdoc temporal, os momentos conjuntos até & ordem @
ml m mi m
n = n
EL (xtl} ...{xtn} ] EL {xt1+k) "'{xtn*k} h]
para toda a escolha admissivel de k e do conjunto de

indices, e para todos =] expoentes inteiros

positivos tais que ml+, .. +m <m.

Particularmente importantes s3o oS processos pstacionarios ate a

segunda ordem. Trata-se de classe de processos estacasticos
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profgndamente estudada, pois a descrigdo até 4 segunda ordem &,
cob muitos aspectos, perfeitamente guficiente. FPara a analise
espestral, por exemplo, =ssbe-se gue tanto a fregquéncia como a
funglo poténcia dependem unicamente dos dois primeiros momentos.
Para a importante classe dos processos gaussianos, por outro

lado, a descrigo até a segunda ordem & perfeitamente completa.

Tais consideragdes, seguindo Rozanov (1973, p. 213} e Priestley
{1991, pp.112-3), entre outros, conduzem a gque se adopte a

seguinte definic3o:

PROCESS0 ESTACIONARIOC {xt} ¢ aquele gue & estacionario
até a ordem 2, defininde-se assim pelas seguintes
equacghes, wvalidas para todos o8 indices t,s,t+k,s+k

admissiveis:

{id Ex, = Ex " f p constante

t t+k

(ii? E[xtxsx = E["t+kx5+k] < @ . fungdo

unicamente de t-s.

As seguintes propriedades s3o de verificag3o imediata

(11.1 tPt] Ex, = B ¢ @ , tET
(11.2) [Pa3 vEx, 1 =@z < vm , t €T
(11.3) £P3l Covix,,x 71 = Ris-t) , S,t €T

[P1]1 estabelece, conforme & definig3o, que o valar esperade da
variavel & constante. Como, por (ii}, X, é v,a. de L? , o sSEu

valor esperado é necessariamente finito.
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{P3] deduz-se imediatamente da definicio Cuv[xt,xsl = EExt.xsl-

-ExtExs = ELx .xg]—pz = E[x I-pt e, portanto, apenas

t t+k " Fsrk

fung¥o de &-t , acima denotada por R{.).

[PZ] aparece comp cCaso particular de [P31, pois guando s=-t=0
vem E[xt.xsl = constante g, portanto, fotl = Exf—pz =

constante I.

Note-se que a presente definigido de processo estaciondrio cor—
responde, em alguns autores, & definigdo de PROCESSO ESTACIONARIO
EM COVARIANCIA (e.g. Karlin e Taylor, 1973, p.443) ou EM SENTIDO
LATO (e.g- Murteira, 1981, p.34% ou Papoulis, 1984, p.220). Note-
se ainda que a designacdo de ESTACIONARIO EM COVARIANCIA, ou EM
SENTIDO LATO, por vezes correspande apenas a verificagdo das
prupriedades' [P2] e (P31, n3o sendo tais processos
obrigatoriamente estacionmarios em m&dia (V. e.g. Parzen, 1942,
p.71) - 0 gue quer dizer que siio independentes as caracteristicas

(i) & tii} contidas na definiglo acima adoptada.

Pode no entanto sustentar—-se que a condig¥o de estacionaridade em
média - componente (1) da definigao — "is unnatural mathemati-
cally and has nothing to do with the essencial properties of
interest in these [wide sense stationaryl processes" (Doob, 1933,

p.93) .

Leia-se ainda Ventsel (1973, p.40&): a condigdo de es-
tacionaridade da fungdo de autocovaridncia "c'est 1l'unigue condi-

tion essentielle imposé & une fonction aléatoire stationaire”.

Apesar da coeréncia dessas objecgbes, a definigde por que se

optou mantém-se come a mais corrente & & tradicional no estudo
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das sucessles cronelagicas. 0 facto & que a identificacdo da

ectacionaridade com a estacionaridade dos primeiros e segundos
mementos facilita a arganizag¥o de estudo pratico desses proces-

sos5 particulares.

Com a definigi¥3s adoptada & débvia que qualqguer processo
estacionario até a4 ordem m & também estacionario até as ordens
m-1 , m2 ,..., pelo que qualquer proecesso estacionario a ordem
m>3@ , ¢ também estaciondrio, no sentido da definiglo utilizada.
No entanto, um processo completamente estaciondrio pode n3¥o ser

estaciondrioc a nenhuma ordem, por nd3o passuir momentos finitos.

Em processos estacionaries o facto de Cov[xt,x5] ser fungldo
unicamente da diferenga t-s , leva a definir algumas fungles de
consideravel interesse pratico. Admitir-se-a, como até aqui

esteve tmplicito, gue o conjunto T e linear.

A FUNGAD DE AUTOCDVARIANCIA, denotada R{T) e definida
para todos os valores de T admigziveis, tem camo ar-—
gumento o desfasamento temporal entre as varitaveis
LN S do processo estacionaria (xt} , representa a

covaridncia entre essas varidveis g & definida pela

equac3o

(11.4) Riv) = EL(x, —p}ix

& _r--).t'}].

t+
E elementar a dedugl3o das seguintes propriedades
111.9) (P13l R(OY = a2

(11.6) cral iR(T)l < ROO)
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{11.7) [F31 RiT) = R(-1)

A primeira propriedade deriva directamente das definicles de

varig@ncia e de caovaridncia.

[P2] pode demonstrar-se verificando gue 0 £ VLy+zl = VIyl+VWiz]l+
+2.Coviy,2z] . Substituindo vy e z por duas varidveis do processo
desfasadas de 7T , encontra—-se o¢2+g?+2.R(7) 2 0 , de onde deriva
que g22-RtT) . Calculo similar, considerando a vari@ncia da
diferenga entre as duas varidveis conduz a g224R{T} . As duas

inequagdes implicam [P21].

A terceira propriedade deduz-se imediatamente da egquacdo (11.4),
trocando a ordem dos factores do produto operado no segundo
membro. Note-se que este raclocinio ¢ vélido porgue a v.a. -]
definida camc real; =& fosse complexa a igualdade apenas se

verificaria em médulo (V. Priestley, 1981, p.111} l.

Fung3o normalizada pode ser obtida introduzindo n3o a covaridncia
mas sim o coeficiente de correlaglo entre as variaveis. E esta
altima gue tem maior utilizacdo pratica. Em conjunta com o© CoON-
hecimento de g2 , fornece a mesma informag3o sobre o processo

que a contida &m RiT).

A FUNGAO DE AUTOCORRELAGAD, denotada por r(T] e definida
para todes os valores de 1 aﬁmissiveis, tem como argu-
mento o desfasamgnto temporal entre as variavels do
processo  estaciomnario {xt} , representa o coeficiente

de correlac3o entre as variadveis e €& definida pela

equag ¥o
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{11.8)} r(T) = R{T)/R{)

A partir de (11.4}) verifica-se que esta equagdo & equivalente a
seguinte
‘%

T]/(Vtx T1.VIx 1

(11.9) r(T) = Cuv[xt,x & bt

t+

reencentrando-se a express3o habitual para o ceeficiente de

correlagdo.

E tambem elementar o estabelecimento das seguintes prapriedades

(11.1e) [P1] r(O! = i
f1t.1%) [N==] ir(T): i1 , T & T
(11.122 (P31 r(T) = r(—T) , T ET

A primeira propriedade deduz-se directamente da definigdo, a

segunda de (1l.4) e a tarceira de 111.7) I.
Dado qualquer conjunto sequencial de varidveis do processa, de

indices um a um distintos, ardenados naturalmente, pode definir—

se MATRIz DE VARIANCIA-COVARIANCIA DO PROCESSO, R , com elemento

genérico rij=R(i-j).

Trata—se de matriz simétrica e semi-definida positiva

(1t.13) u.R. w20, wueR"

com a particularidade ainda, em processo estaciconario, de o0s
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elementos diagenais serem todos id@nticos e iguais a o2, A
caracteristica semi-defimida tem de ser respeitada (tal como as
trés propriedades atras apresentadas) ao se pastular determinada

fung3o coma representando a autocaovaridncia de um processo.

Guando as variaveis do processo estaciomdrio sio n3o autocor-
relacionadas & matriz sera escalar, podendo-se indicar, de forma
compacta, Que o processo € estaciondrio e de variaveis ndo

autororrelaciaonadas escrevendo as seguintes equagdes:

( .14} =
11.1 Ext 1

R =02l ou, V[xt] = g?2]

Pode tambem definir—se, de forma andloga, MATRIz DE CORRELAGAD do
processo, matriz que respeitara as mesmas caracteristicas, caom a
particularidade de ter os elementos diagonais identicamente

iguais a unidade.

Outra funcd3oc de especial interesse na andlise de sucesstes
cronolégicas ¢ a FUNGAC DE AUTOCORRELAGAD PARCIAL, canstruida com
ps coeficientes parciais

f

L T T A TSR SY- R T8 I
gue representam a ceorrelacdo linear de desfasamento T gue ndo &
induzida pela correlag3o entre as variaveis de desfasamento

intermédio 1,8,...7-1.

Tais coeficientes poadem ser calculados a partir da matriz de
autocorrelag¥o (V. Cramer, 1958, pp.30D5-7), quando finito o

rumero de varidveis.
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NOTA 12. Estudc de um casa: previsdo inflacionaria

0 objectiva fundamental do trabalho “Aplicacldc de um método de
previs3o bayesiana aa IPC" foi o de mostrar como a previsao
quantitativa de curto praze difere radicalmente do mero ajus-
tamenta de modelas, tal como & usual em técnicas de analise com

objectivaos descritivos.

Nos finais de 1985 e principies de 1984 a situac3o foi par=-
ticularmente complexa do ponto de vista da previsdo do IPC. O
ritmo de inflag2o sofreu um abrandamento, por um conjunto de
motivos ja& na altura conhecidos: adesdo as comunidades,
deliberadas medidas de politica econédmica, alteraglies nas expec-—

tativas dos agentes econdmicos.

A série estudada inicia-se em Janeiro de 1983 e prolonga-se ate
Qutubro de 1986. Como momento zero, a partir do gqual s estudam
previsties, considera-se Dutubro de 1985. 0 periodo de previsdo
estende-se de Navembro desse ano (t=1) até Outubro de 198&
(t=12). A série original foi dessazonalizada, com cogeficientes
multiplicativos, sendo todos os raciocinios efectuados a partir
da nova série, designada por CIt}. Procurou-se assim uma maior
simplicidade e ¢lareza na analise dos diverses modelos sem se
introduzirem problemas adicionais, irrelevantes para oS

propésitos do trabalho.

MODELOS DE PREVISAO ESTUDADDS

A previsdo econométrica tipica resulta da linearizag3ao & pos-—
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terior ajustamento do modelo:

MODELO | It = a.exp(rt+ut)

em que r & a taxa de crescimento teérica, instant@nea, desse
indice, t & variavel discreta com incremento unitario mensal e u,
& wvariavel aleatéria residual. Admita-se, que u, & v.a. de média

nula, varidancia constante e que n3o ¢ autocorrelacionada.

A simples analise grafica revela serem naturalmente exageradas as
previsifes resultantes dao modelo (1), pelo que o agente decisor &
provavelménte levado a "deslocar" a curva ajustada obrigando-a,
por exemplo, a conter e valor registado para In’ seja por  um
processo de estimag¥o com restricttes, seja retendo do modelo (1)

apenas @ parametro estimado r.

MODELO 2 It = Io.exp(rt)

Este nove modelo, confrontado com o rigor tesrico do procedimento
anterior, afigura-se ecletico e de fundamentagio estatistica
duvidosa — mas produz melhores estimativas, como se verifica pela

observaglo do Erro Quadratice Médio.

Admita~se a mudanga de varidveis que transforma cada indice na

sua taxa de crescimento discreta empirica

t1,-1 y /1 = v,

conduzindo ao modelo tedrico extremaments simples

Ye T T T Ve
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em que se inclui, aditivamente, a variavel aleatoria v, Que se

considera de média nula.

Trata-se de modelo funcicnalmente eqguivalente ans modeles an-
teriores se as componentes aleatdrias forem identicamente nulas.
Como madelo estocastico derivado do modelo (1) possul varidncia
superior.

A soluc¥o econométrica & trivial. 0 processo dos minimos gquad-
rados, admitindo que Ve & pi¥o autocorrelacionada « tem varidncia
constante, conduz & equaglo preditiva

MODELD 3 r= y,/n

chtendo—-se

Trata-se de modelo homélogo ao modelo (2), em gque se Fixou I':|

Foi igualmente testado o método do alisamento exponencial.

Esse modele preditivo poderd ser asasim expressnt

MODELO 4 r =r, —a.lr_-r.} com  @<a<dl

Foram calculadas recursivamente as estimativas do modelo

{4) e feita a previs3p para o mamento sequinte, desde
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t=1 (Nov.BS) até t=12 (Dut.Bs), cam a=.99.

Um outro modelo estudade foi o de espago de estados:

MADELO 5 r, = v, tovy

Ty S UMy + w (5}

a que foi aplicado o Filtra de Kalman.

Foiadmitido que as varidncias s3o constantes e possuem os valores
VIv1=VIwl=1. Introduzindo a¥=1 (valor elevado que traduz uma
"prior" relativamente difusa) e =,95, obtiveram-se as es-—

timativas com menor Erro Quadratico Medio.

0 guadro sintese de valores e resultados & ¢ que em Sseguida se

reproduz.
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a4

5]

B&

IPC

355.0
3s9.2
377.2
386.3
395.1
394.3
401 .4
410.1
423 .4
438.1
444 &
456.%
475.3
482.-4
490.3
509.0
518.9
S14.1
530.4
S44.9
§55.0
556.7
S61.7
570.8
57&.3
&00.9
&17.4
&a27.4
&34 .4
b36.2
437.0
&39.2
&44 .3
643.0
&51.7
hb2.2
&73.4
6B&.3
695 .4
703.4%
712.6
70%.1
71t1.3
711.1
718.1
720.%
725.7

It

367.15
373.59
379.72
307,94
394,37
403.81
41264
485,10
L4l .73
451.92
451 .60
477.86
479.72
485.50
500.33
509.90
S514.19
533.59
548.27
557.22
561.31
568.65
57&.467
576.68
597.56
&611.49
&8156.72
623,91
636.31
640 .83
643.16
&46.88
&50.34
&659.77
669.00
676.18
&£82.49
668 .74
67142
699 .69
709.23
715.58
715.50
720 .98
786.87
734 .68

Crro Quadratico Medio

(1)

710.14
723.52
737.14
751.01
765.14
7P .54
794 .21
BO?.135
824.38
a3v.g9
855.70
871.80

B331.61

Previsoes dos Modelos

(2l

&72.18
&Q84 .83
&97.72
710.83
724 .22
737.85
731.74
7465 .88
780.29
794 .98
B807.94
B25.18

2703.17

(3)

&71.957
4&83.5%9
&£95.83
708.28
720.%4
733.8646
7446.99
760.36
773.97
787 .82
801.92
81&.27

2189.07

(%)

s68.21
&77 .60
&84 .79
&71 .04
&F7.27
&99 .70
708.06
717.76
724.07
723.57
728.97
734.88

131.32

(9)

bbb .G
&676.87
683.28
hes.81
&74 .72
&95.21
703.90
717.07
7a2.1%
717.93
725.05
731.80

.80
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